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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo

comparativo entre algumas técnicas para solugdo numerica de
sistemas ndo-lineares. Os algoritmos estudados s3o aplicados

a sistemas estruturais formados por barras de treligas

segundo arranjos unidimensional, bidimensional e tridimen-

sional.

Os metodos da Rigidez Inicial, Newton-Raphson
incremental, Newton-Raphson modificado e quasi-Newton
(BFGS), associados ou n%o & busca unidimensional, s@%o

aplicados na analise de estruturas sujeitas a manifestacdo
de ndo-linearidade fisica e/ou geométrica. Os resultados
obtidos para os exemplos estudados oferecem alguns elementos
importantes para o julgamento do desempenho dos varios
algoritmos, destacando-se uma vantagem significativa no uso
do algoritmo proposto por Broyden-Fletcher-Goldfarb- Shanno
(BFGS).



ABSTRACT

The aim of this work is to present a comparative study
among some numerical techniques for the solution of

non-linear systems. The algorithms studied are applied to
the analysis of bars systems ( trusses) assembled in one,
two or tree dimensions. So, the initial stiffness,
incremental Newton-Raphson, modified Newton-Raphson and
quasi-Newton (BFGS) methods, with an optional line search,
are used to the analysis of the geometric and material
non-linear behavior of such structures. The results obtained
from the examples offer important elements to evaluate the
algorithms performance. In particular a significative
advantage 1s detected 1in the wuse of Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shano (BFGS) technique.
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LISTA DAS VARIAVEIS MAIS IMPORTANTES

Tensao

Deforma;%o

Tensdo de escoamento
Deformagdo plastica

Modulo de elasticidade
Parametro de endurecimento
Deslocamentos

Forg¢as

Coeficiente de busca unidimensional
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1. INTRODUCAO

Ha séculos, quando se iniciou a construgcdo de estrutu-

ras com a finalidade de atender necessidades diversas das
sociedades, principalmente templos religiosos no inicio, e
logo outras tais como transportes, abastecimento de agua e
moradias, as técnicas de construgdo limitavam-se apenas &
experiéncia acumulada pelos construtores ao longo do tempo e
a realizagdo de ensaios em modelos reduzidos. A aplicagido
pratica de resultados obtidos por meio de ensaios muitas
vezes conduziu a fracassos porque nh30 se conheciam as
relagbes basicas da resisténcia dos materiais; embora
Leonardo da Vinci, ja durante a fase do renascimento, tenha
realizado estudos do comportamento de materiais, chegando
mesmo a determinar analiticamente esforgos internos em
elementos de modelo por ele idealizado.

Ja de ha muito, egipcios, romanos e gregos executavam
obras cujas dimens®es e durabilidade impressionam até hoje,
mas fol apenas em 1594 com Galileo que o0 estudo da
resisténcia dos materiais teve seu primeiro grande impulso
no aspecto teodorico, com a publicag¢do do tratado de mecanica
intitulado "Della Scienza Mecanica". A crescente
complexidade das obras e a dificuldade em se produzir
modelos adequados para ensaio, impulsionou decisivamente o
desenvolvimento de modelos matematicos capazes de descrever
a geometria, as deformacdes e os esfor¢gos internos nas
estruturas.

Os trabalhos experimentais e a teoria das estruturas

caminharam juntos e ao mesmo tempo em que o0s ensaios de



- 2 -

laboratorio tornaram-se mais sofisticados, as técnicas
matematicas ganharam corpo e permitiram avaliar de modo
melhor aproximadoe o comportamento de um nlmero cada vez
maior de estruturas. Um exemplo deste fato diz respeito a
plasticidade. Em 1868, Tresca apresentou resultados
experimentais sobre o comportamento plastico de metais
submetidos a grandes ©press®es. Estes resultados logo
despertaram o interesse de outro grande estudioso da época,
Saint-Venant, que publicaria a partir dai uma série de
artigos nos quais formalizaria as equacdes fundamentais da

plasticidade com base em trés suposigdes:

1-) O volume do material permanece inalterado durante a
deforma¢do plastica.

2-) A diregdo das deforma¢gdes principais coincide com a
direg¢do das tens®es principais.

3-) A maxima tensdo de cisalhamento em cada ponto & igual a

uma constante especifica.

Iniciava-se assim o estudo de um campo totalmente novo
da resisténcia dos materiais, a plasticidade. Outros

autores, a partir de 1868, apresentaram contribuigdes
importantes. Entre eles esta Bauschinger.

q |

oy

Fig. 1.01 - Efeito Bauschinger
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Em 1879, Bauschinger desenvolveu um tipo de extensdme-
tro que permitia medir alongamentos dos materiais ensaiados
com precis3o de 107°. Com este instrumento, ele foi capaz de
determinar a tensdo de proporcionalidade dos materiais e
percebeu que quando superado esse limite, seja na tragdo ou
na compressdo, surgiam deforma¢®es permanentes e os limites

de proporcionalidade ficavam alterados: a figura 1 mostra o

efeito que recebeu seu nome.

Qutra importante contribuicdo ao estudo da resisténcia
dos materiails foi dada por Alberto Castigliano; em 1873 ele

formulou o teorema que leva seu nome. A generalizagdo do
teorema de Castigliano, feita em 1889 por Engesser, eliminou

a limitagdo de sua aplicagdo a casos em que a relag3o entre
forgcas externas aplicadas e deslocamentos é& linear. A nog¢3do
de energia complementar introduzida por Engesser permitiu
tratar problemas cuja relagdo entre forcas externas
aplicadas e deslocamentos era ndo-linear.

Estavam assim langados os fundamentos do que & hoje
conhecido como estudo do comportamento n3o-linear de estru-
turas: a ndo-linearidade fisica, ligada as caracteristicas
mecanicas dos materiais e a n#o-linearidade geométrica,
relacionada a geometria da estrutura. O conhecimento deste
aspecto do comportamento estrutural tornou-se indispenséavel
em projetos onde se exige leveza, economia e esbeltez.
Exemplos classicos onde efeitos ndo-lineares sdo importantes
compreendem edificios altos, estruturas formadas por cabos e
estruturas construidas com material muito deformavel entre
outras.

Uma vez bem fundamentados os estudos tebricos acerca do
comportamento ndo-linear das estruturas, um problema de na-
tureza pratica surgiu: as estruturas que manifestam compor-
tamento n3o-linear originam sistemas de equagdes também
ndo-lineares cuja solugdo sd0 & possivel com a aplicagdo de
procedimentos incrementais/iterativos.

A partir do surgimento dos computadores digitais tor-
nou-se possivel o desenvolvimento de algoritmos, cuja imple-
mentagéo, permitiu resolver grandes estruturas. O método de

Newton-Raphson foi de inicio largamente utilizado com bons



resultados.

Uma infinidade de algoritmos surgiram a partir de 1960,
na medida que os procedimentos classicos do tipo Newton-
Raphson mostraram-se ineficientes ou incapazes de produzir
solugdo para determinados problemas. O meéetodo de Newton-
Raphson modificado e da rigidez inicial permitiram pequenos
progressos, mas foram os métodos do tipo quasi-Newton que

representaram de fato algo novo nas técnicas de solugdo

numérica dos sistemas ndo-lineares de equag¢Oes.

Estudos sobre a aplicagdo dos diversos metodos e

resultados de comparagdes elaboradas para alguns problemas

usando elementos finitos, encontram-se nos trabalhos de

Matthies & Qtrang [1] e tambem em Owen [2]. Ambos os
trabalhos apontam para as vantagens, nos aspectos de
confiabilidade, convergéncia e estabilidade, do uso do
algoritmo quasi-Newton segundo a regra de atualizagdo
proposta pelos pesquisadores Broyden, Fletcher, Golddfarb e
Shano (BFGS). A pesquisa unidimensional associada aos
méetodos de Newton e quasi-Newton & também objeto de estudo
nos referidos artigos.

Neste trabalho apresenta-se um estudo cujo objetivo e
destacar as diferengas e avaliar o desempenho de cada um dos
metodos, tomando-se por base um determinado tipo de estrutu-
ra. Inicialmente, no capitulo 2, encontram-se os conceitos
fundamentais teoricos relacionados ao comportamento ndo-li-
near. Na sequéncia, o capitulo 3 contém a motivagcdo matema-
tica para os métodos numéricos utilizados, a apresentagao
dos algoritmos de Newton-Raphson, Newton-Raphson modificado,
rigidez inicial e BFGS bem como um estudo sobre a busca uni-
dimensional.

O capitulo 4 traz a descrig¢do das sub-rotinas elabora-
das, os fluxogramas resumidos e diagramas que traduzem
graficamente, para uma estrutura a uma variavel de desloca-
mento, o andamento dos calculos para cada tipo de algoritmo.
Exemplos de estruturas onde se manifesta acentuado compor-
tamento ndo-linear, encontram-se resolvidos no capitulo 5;
os resultados estabelecem a comparag¢do pretendida entre os

métodos.
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Os capitulos 6 e 7 contém as conlusdes e a bibliografia
consultada, respectivamente. Aléem dos trabalhos ja citados
nesta introdugdo, encontra-se em Arcaro [5] e Proenga [9]
uma clara exposi¢do tedrica das técnicas numéricas

empregadas. A ndo-linearidade geometrica & assunto dos

artigos de Victor M. de Souza Lima e Fernando Venancio Filho
[4] e [10], sendo que um vasto estudo dos modelos empregados
em sistemas estruturais de edificios & feito em Corréa [7].
Os trabalhos de Nadai [21], Owen e Hinton [8], Mendelson

[é4] « ¥Proenga [9] fundamentam o5 assuntos ligados a

plasticidade. Os exemplos numéricos contidos em [3], [7] e

(8] foram usados para comparagéo de resultados.

O programa elaborado se presta a solugdo de estruturas
formadas por barras de treliga, porém a organizagdo geral
das rotinas permite sua extensdao ao caso de estruturas mais
complexas.



2. EFEITOS NXO-LINEARES

2.1. Introdugdo

As estruturas, de um modo geral, apresentam um
comportamento ndo-linear resultante da variag3o das
propriedades dos materiais e/ou da geometria da estrutura ao
longo da aplicagdo das cargas de servigo. Estes dois tipos
de efeitos correspondem & n3o-linearidade fisica e
geométrica, respectivamente.

Na maioria dos ©projetos de estruturas as n3o-
linearidades n3do s%o consideradas, a partir da justificativa
de que tais efeitos produzem pouca ou quase nenhuma
influéncia no resultado de deslocamentos e esforgos finais.
Em muitos casos, porém, pode-se chegar a um projeto
inadequado em raz3o de nd3o haverem sido considerados
justamente aqueles efeitos. Tem-se como exemplos ilustrati-
vos 0s projetos de treligas muito deformaveis, de edificios
altos, de estruturas pénseis e outras. Nessas situagdes ao
avaliarem-se, por exemplo, deslocamentos de pontos da
estrutura tendo como base a analise elastica 1linear,
obtém-se, certamente, resultados otimistas com relagdo
aqueles da analise ndo-linear.

Na sequéncia deste capitulo, estuda-se, inicialmente, o
comportamento elasto-plastico ligado ao fendmeno da
ndo-linearidade fisica.

A variag¢do das propriedades mecanicas dos materiais
durante a aplicagdo das cargas, pode conduzir, para a
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estrutura global, a uma resposta de deslocamentos fora do

regime elastico; 0 aparecimento deste tipo de
ndo-linearidade pode ou ndo, dependendo do tipo de

estrutura, estar combinada a manifestagdo de ndo-linearidade
do tipo geométrica.
Ao final deste capitulo trata-se a quest3o da

ndo-linearidade geométrica. A ocorréncia deste tipo de

comportamento se manifesta, de modo muito mais evidente, em

estruturas construidas com materiais muito deformaveis, como
por exemplo o aluminio, cujo mddulo de elasticidade é igual

a cerca de um tergo do valor corragpondants as apo.

2.2. Comportamento elasto-plastico

Os materiais que apresentam comportamento elasto-

plastico s3%o aqueles que apbds a aplicagdo de um ciclo
completo de carga e descarga, sofrem deformagdes perma-
nentes irrecuperaveis.

Pode-se representar graficamente esse fendmeno conforme
mostra a fig. 2.01, correspondente a um ensaio de trag3o
uniaxial executado em corpo de prova de um certo material
bastante deformavel. E importante observar, nessa
representagao, que as deformagbes permanentes est3do
associadas as tens®Ges que excedem a tensdo limite de

escoamento ¢ , caracteristica do material em estudo.
e

q B
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0 c D £ P
5? I 5;
1 |

Fig. 2.01- Curva tensdo-deformac¢do
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Assim, enquanto a tensdo no material n3o atingir o
valor limite ¢ , quando houver o descarregamento toda a
e

deformagdo serad recuperada; em caso contrario, surgir3o

deformagdes permanentes. Pode-se escrever que a deformagio

total acumulada ¢ ¢ a soma das deformagbes elastica £ €

plastica ¢

e (Eq. 2.01)

Os comportamentos 1idealizados plastico perfeito e
elasto-plastico com ou sem endurecimento, estdo representa-
dos nas figuras 2.02 e 2.03.

N 1 g

2 o;/

a) Modelo plastico b) Modelo plastico com

perfeito endurecimento

Fig. 2.02- Modelos plasticos no ensaio uniaxial
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a) Modelo elasto-plastico b) Modelo elasto-plastico
perfeito com endurecimento

Fig. 2.03- Modelos elasto-plasticos no ensaio uniaxial



Uma outra representapéo para 08 comportamentos

estudados & feita atraves dos chamados modelos reoldgicos.
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b) Modelo elasto-plastico com encruamento

Fig. 2.04- Modelos reologicos elasto-plasticos

Nos modelos reologicos, fig. 2.04, o atrito do bloco
(M) com a superficie representa a tensao de escoamento e o
atrito desse bloco associado a uma mola, com constante
elastica H, simula o endurecimento do material. Se a
qualquer uma dessas situagdes, associa-se em série uma mola
de constante elastica E, equivalente ao modulo de
elasticidade do material, tem-se a caracterizag¢do dos dois

tipos de comportamento elasto-plastico.
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Por outro lado, do ponto de vista da energia, quando se
aplica um conjunto de solicitagGes a um sistema, levando-o a
um estado plastificado, e em seguida retira-se a solicitagdo
a deformagdo permanente resultante esta associada, na
verdade, a energia dissipada ao longo do processo de carga e
descarga (ver fig. 2.05)

No caso uniaxial, pode-se calcular a energia dissipada
determinando a area delimitada pelas curvas de carga ¢
descarga. Evidentemente, se um sistema esta solicitado
apenas na sua fase elastica, a area correspondente & nula, o

que significa nao haver dissipagdo de energia (ver fig.

2.06).

Q 0 \ [\
A A
~7 " A
S A
Sy 0 3 SRy NI
o007 Energia MR | Energia
=T acumulada e liberada
] . Tt
: LR |
ol e
0 B 3 0 (_Energia B E
dissipada
a) Carga na fase plastica b) Descarga elastica

Fig. 2.05- Ciclo de carga e descarga na fase plastica

Ty Ty
S f--- of---
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/I Energia  Energia
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0 |
! i
SN ! -
o] B £ o B £
a) Carga na fase elastica b) Descarga na fase elastica

Fig. 2.06- Ciclo de carga e descarga na fase elastica
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Ndo se admite fisicamente de um sistema, ao qual se
fornece energia atraves da aplicagio de um conjunto de
solicitagOes, que este libere energia maior do que aquela

fornecida 1inicialmente, quando cessam as solicitagdes,
conforme 1lustra a figura 2.07.

M
] |
[ A lA
A
| |
%- ———————— i qe —————— -
’ z}x Energia i Energia
;%-;ﬁj acumulada | liberada
N ‘ !
fl*fra/// I
R sth el l
. o ;’l..'l . !
0 B E o| B =
a) Carga b) Descarga

Fig. 2.07- Ciclo de <carga e descarga em um sistema
hipotetico

A maneira de reproduzir as limitagdes ao comportamento
dos materiais atraves de relagdes matematicas, se faz por
meio da aplicabilidade dos dois postulados de Drucker, que

no caso uniaxial representam-se pelas express®es seguintes.
do.de 2 O {({Eq. 2.02)

j"m.doso (Eq. 2.03)

O primeiro dos postulados obriga a que as tensdes e
deformagdes tenham o mesmo sentido, ou seja, para uma
variagdo positiva ou negativa corresponde uma deformacdo
também positiva ou negativa. A mesma condicdo exclui deste
estudo os materials que apresemtam amolecimento, materiais
estes que a partir de uma determinada deformagdo passam a
sofrer uma redu¢do das tensdes a medida que aumentam as

deformagdes. Este processo estd representado na figura 2.08.



Fig. 2.08- Material com amolecimento

O segundo postulado obriga o sistema a ser dissipativo

ou conservativo, ou seja, em termos de energia, ao longo de
um ciclo fechado (carga e descarga) o sistema so6 pode

liberar uma quantia de energia menor ou igual aquela
fornecida pelo conjunto de a¢des aplicadas.
A extensdo destes conceitos aos casos mais complexos

de tensdo esta apresentada no apéndice A.

2.3. A NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

z

O estudo da ndo-linearidade geométrica & particular-
mente importante para estruturas cujas esbeltez e/ou defor-
mabilidade excesgsivas fazem com que na configurag¢do final de
equilibrio da estrutura surjam esforgos internos, ditos de
segunda ordem, cuja magnitude nao pode ser desprezada.

Considerando que as deformagdes sdo suficientemente
pequenas, de modo que ndo se atinja a deformagdo de propor-
cionalidade dos materiais estruturais, o que equivale a im-
posi¢do da lei de Hooke, a resposta n3o-linear de uma estru-
tura sera consequéncia apenas dos deslocamentos nodais ou em
Ultima anadlise das rotag®es sofridas pelos elementos gque
formam a estrutura. As formulag¢des gerais sobre ndo-lineari-
dade geométrica admitem simplifica¢®es para facilitar a im-
plementacdo de algoritmos de resolug¢do, as quais, entretan-
to, exigem o acompanhamento e controle da ordem de grandeza
das rotagdes sofridas pelos elementos da estrutura.

No caso da dupla ndo-linearidade, & conveniente que se
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determine com exatidao as sucessivas posicdes de equilibrio,
uma vez que quando ocorre a plastificagdo de elementos da

estrutura, o forte comportamento nao-linear leva, invaria-
velmente, a grandes rota¢des dos elementos. Os algoritmos

estudados, contemplam problemas sujeitos ao comportamento
duplamente ndo-linear; por isso, optou-se por ndo introduzir
simplificagdes.

As defini¢Bes matriz de rigidez secante e tangente s%o

fundamentais para o estudo da ndo-linearidade geométrica.

Ambas podem ser explicadas a partir da fun¢do energia

potencial total escrita para uma determinada conformagdo de

equilibrio da estrutura global, ou seja:

N(a) = U(a) - f'a (Eq. 2.04)

Na equagdo 2.04, U(a) & a energia de deformag3o
acumulada pela estrutura global associada ao estado de
deslocamentos correspondente ao vetor {a} ( deslocamentos
nodais). O vetor {f} corresponde as cargas nodais equiva-
lentes atuantes na estrutura (sistema conservativo).

0 conjunto das variaveis que representam 0s
deslocamentos nodais sdo também as variaveis da fun¢do Ii(a),
de modo que, para se obter o minimo para essa fungdo, &
necessario determinar as derivadas parciais de ll(a) para
cada deslocamento possivel e fazé-las igual a zero, desta
forma tem-se:

afl(a)
= 0 (Eq. 2.05)
da
1
portanto
au(a)
- f =0 ( com i=1,..,n ) (Eq. 2.06)
da !

i

onde f representa a componente i1 do vetor £
1
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As derivadas sobre os deslocamentos finais no equili-
brio geram um sistema cujo nimero de equagbes serd igual ao
nimero de incbgnitas de deslocamento. A matriz formada pelos
coeficientes desses deslocamentos, recebe o nome de matriz
de rigidez secante, isto porque sua determinag%o esti ligada
as condi¢des inicial e final para os deslocamentos nodais da
estrutura, Assim sendo, a reta que representa essa matriz
intercepta a curva carga x deslocamento no ponto "A"
conforme mostra a figura 2.09a, para um caso unidimensional,
e passa também pela origem,

Reescrevendo a equagdo 2.06 na forma matricial e

chamando de B(a) o operador das derivadas parciais sobre os
deslocamentos, tem-se:

B(a) = f (Eq. 2.07)

Para um incremento no vetor de forgas, a equagdo passa
a ser escrita, na nova situagdo de deslocamentos, por:

B(a+paa) = f+Af (Eq. 2.08)

Desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade na forma de

uma série de Taylor truncada no termo linear tem-se:
B(a) - £f + B'(a)aa - Af = 0 (Eq. 2.09)

Com base em 2.07 pode-se reescrever a equagdo 2.09,
lembrando que sendo B(a) um operador de derivadas parciais
sobre os deslocamentos sua derivada corresponde as segundas

derivadas sobre cada deslocamento. Desta forma chega-se a:

a%u(a)
—————— pa = Af (Eg. 2.10)
da da i i

1 J

Neste caso, os termos da derivada parcial da equagdo
2.10 correspondem a uma aproximagdo aos termos da chamada

matriz de rigidez tangente. Por constru¢do & facil observar
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juntamente com a figura 2.09b a razdo dessa denomina¢do.

CARGA CARGA
)
/
AP
Plo—m -
1 [
! |
e
b AG |
l |
] |
| |
| |
] ]
-~ - | o
DESLOC. DESLOC.

a) Matriz de Rigidez Secante b) Matriz de Rigidez Tangente

Fig. 2.09 - Comportamento Ndo-Linear

Na forma matricial, as equag¢bes 2.07 e 2.10 ficam:

KS a=f (Egq. 2.11)
e
K aa = Af (Eq. 2.12)

Onde: K & a matriz de rigidez secante e Kt € a matriz de

s

rigidez tangente.

Neste trabalho utilizou-se sempre o conceito de rigi-
dez tangente, mais adequado ao tratamento incremental itera-
tivo dos exemplos estudados. Assim, a solugdo do problema,
de forma geral, se apresenta como uma sucessdo de analises
puramente lineares em cada incremento de carga.

No inicio do procedimento numérico, a matriz tangente
confunde-se com aquela da teoria 1linear; & medida que se
incrementa o carregamento, a matriz de rigidez vai sofrendo
modificag¢des.

Para obter [Kt] em um determinado instante, partindo da

teoria simplificada de 22 ordem [7], [10], pode-se escrever,
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com o que asslnala a figura 2.10, o seguinte:

A'C = A'B'cose

Hh
It
i

+h
1]

Ncose

Ha
I
|
F
1

Nsene

(Eq. 2.13)
(Eq. 2.14)
(Eq. 2.15)

Fig. 2.10 - Barra AB no sistema local "uv"

Sendo ¢' dado por:

o A'B'cose - AB

L

a 2.13 passa a ser:

A'C =L (1 + ¢')

Como:

L(l+e') = L{l+e¢)coso

(Eq. 2.16)

(Eq. 2.17)

(Eq. 2.18)



entio,

e = ¢' + (l+e)(1l-cose) (Eq. 2.19)

Supondo pequenas deformagdes e rotagdes, pode-se
aproximar as parcelas (1+¢) pela unidade e o valor de cose

pela série truncada no segundo termo, dada a seguir.

2
S

2

cos s =1 -

(Eq. 2.20)

Com isto, a deformagdo ¢ real da barra, pode ser
expressa em fungdo de sua proje¢do no eixo "u", do sistema

local, e do angulo de rotagdo s.

(Eq. 2.21)

Ainda com base nas hipboteses de pequenas rotagdes,
pode-se reescrever as equagdes 2.14 e 2.15 bem como as suas

variagdes conforme segue:

f3 = —f1 = N (Eq. 2.22)
f4 = —f2 = Ne (Eq. 2.23)
df3 = —df1 = dN (Eq. 2.24)
df4 = -df2 = dNe + Nde (Eq. 2.25)

Para a obtengdo de uma expressdo para a matriz de rigi-

dez tangente & necessario, inicialmente, exprimir as varia-

¢bes dos deslocamentos "u" e "v'", desta forma:
4= u - u (Eq. 2.26)
v=v -V (Eq. 2.27)

du = duB - duA (Eq. 2.28)



dv = dv. - dv (Eq. 2.29)

B A’

Por outro lado, a lei de Hooke relaciona o esforgo na

barra com a sua deformagdo "¢", assim:

N = EAc = EA(5'+ S ) (Eq. 2.30)

e sua derivada é:

dN = EA(de' + ede) (Eq. 2.31)
com:

de' = 9% (Eq. 2.32)
do = é% (Eq. 2.33)

Substituindo as express®es 2.32 e 2.33 em 2.31 e esta
em 2.24 e 2.25 obtém-se:

_ _ EA

df | = -df = —/— ( du + edv ) (Eq. 2.34)
_ _EA N

af = -df = - e( du + edv ) + - av (Eq. 2.35)

As variagdes "du" e "dv" sdo dadas pelas expressdes
2.28 e 2.29 que substituidas em 2.34 e 2.35 produzem a
expressdo seguinte:

3 B ] r 7
df1 0o -1 0 1 0 -1
_ EA EA _
df2 L = I 0 0 + I <) 1 =} +
df3 -1 0 0 -1
af | 0 0 0 -1 e S
4 b - . -
0 0 0 du
N » 2.36)
+ T O O _1 dVA’ (Eq' .
0 0 O du_,
0 -1 0 dv
|- et Bl
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A soma das tres matrizes entre parentesis fornece a
matriz de rigidez tangente. Sendo {da} o vetor das variagdes

de deslocamentos pode-se escrever que:
{df} = [Kt]{da} (Eq. 2.37)

ou ainda que:

{df} = ([kOJ + [Ako] + [kg]){da} (Eq. 2.38)
onde:
[ko] - Matriz de rigidez da teoria linear.

[Ako] - Corre¢do para o sistema local de coordenadas.
[k 1 Matriz geométrica fungdo do nivel de solicitagdes
g
axiais das barras

A rotagdo da matriz de cada barra para o sistema global
de coordenadas, e a posterior determinag¢do da matriz de
rigidez completa da estrutura, s3o feitas de maneira analoga
a da teoria elastica-linear.

No apéndice B encontram-se informagdes acerca da
implementa¢do da ndo-linearidade geométrica nos algoritmos
estudados.



3. METODOS DE INTEGRACRO NUMERICA

3.1, Introducdo

Tradicionais técnicas numéricas, e a correspondente
estratégia computacional, encontram aplicagcdo na solugdo de
problemas de n3o-linearidades fisica e geométrica, tanto em
estruturas complexas formadas por elementos planos,
tridimensionais ou s6lidos axissimétricos, cuja solugdo
envolve o método dos elementos finitos, como em estruturas
de barras, em geral compondo sistemas mais simples.

A estratégia de solugdo numérica de problemas que en-
volvem ndo-linearidades & concebida, tradicionalmente, se-
gundo algoritmos que combinam duas etapas sucessivas. A pri-
meira, que leva a uma aproximagdo para o vetor incégnito
deslocamentos, emprega a matriz de rigidez global da
estrutura, atualizada ou n3do, e o vetor das cargas nodais
equivalentes calculado para um determinado nivel de carga; a
segunda, consiste na determinag¢3o das forgcas residuais que
deverdo ser reduzidas por um procedimento iterativo. As
seguintes relagdes descrevem as duas etapas:

Ka-=f¢f ( Eq. 3.01 )

— t -_— = .
¥ = fQ B g dg - f =0 ( Eq. 3.02 )



Onde:

o » Tensdo total num ponto genérico da estrutura, compativel

com a lei constitutiva do material.

B 2 Operador de derivadas parciais, dependente dos desloca-

mentos nos casos de  nado-linearidade de natureza
geométrica.

a 9 Vetor que contam os deslocamentos nodais.

f 3 E o vetor de cargas nodails aplicadas.

Como ilustrag¢do, considere-se o caso de problemas uni-

dimensionais de estruturas formadas por barras. Nesses casos

pode-se obter, de modo imediato, a deformagdao de cada ele-
mento, em qualquer instante, partindo-se dos deslocamentos

nodais calculados, para um certo nivel de carregamento ex-
terno, por meio da equagdo 3.01. Conhecidas as deformagcbes,
impondo-se a lei constitutiva do material, obté&m-se as cor-
respondentes tensdes nas barras. A aplica¢¥o da equagdo 3.02
fornecera um vetor " ¥ " de residuos o qual, superando a
tolerancia maxima admitida, deve ser reduzido mediante um
processo iterativo.

Suponha-se, ent3do, que para uma treliga plana tenham
sido calculados os deslocamentos nodais devidos a aplicagdo
de um conjunto de cargas, admitindo-se, inicialmente, um
comportamento elastico linear para a estrutura. Admita-se,
ainda, que um ndé tipico "I" (fig. 3.1.a) n3io apresenta
carregamento externo aplicado. Se o resultado obtido para os
esforgos nas barras, consistente com o modelo constitutivo
adotado, ndo produzir o equilibrio com o carregamento
inicialmente aplicado, isto &, a diferenga entre as forcas
nodais resultantes, e o carregamento externo, F1 e F2 (fig.
3.1.b) no caso do nd6 "I", existird um residuo 1local que
devera ser reduzido a zero por um processo iterativo . A
redugdo do residuo visa restabelecer o equilibrio com o
carregamento aplicado por meio de uma redistribuig¢do de
esforgos entre seus elementos. Assim, tal procedimento
iterativo consiste em reaplicar o vetor de forg¢as residuais,

calculando-se novos incrementos para os deslocamentos, que
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somados aqueles obtidos inicialmente fornecerdc um novo
estado de deformagdo, e consequentemente um hovo esforgo
para cada barra, conduzindo a um residuo na média menor, se

O processo & convergente.

b) Diferenga entre o carregamento externo e as

forgas nodais resultantes
Fig. 3.01 - Ilustragdo do processo de resolugdo

Para a barra " i " genérica temos:

A€ = variagdo do comprimento da barra " i ".
1
%
e = ——— , deformag3o da barra " i ".
1
£

i

A lei constitutiva do material estabelece a relago
entre deformagdes e tens®es. As forgas nas barras da treliga

sdo entdo facilmente obtidas.



NN |

o = tensdo na barra considerado regime elastico linear.
o= tensdo real nessa barra.

Fei = esforgo na fase elastica linear, Fei =0 . 8,

Fri = esforgo real nessa barra, Fri =0, 8

Fig. 3.02 - Relagdo constitutiva

Em termos gerais, os diversos algoritmos normalmente
usados para a determinagdo dos deslocamentos e deformagdes
reais, se diferenciam pela forma como se processa a atuali-
zagdo da matriz que representa a rigidez da estrutura global
durante o processo incremental/iterativo, em consequéncia da
variagdo das propriedades fisicas dos materiais e até mesmo
das caracteristicas geométricas da estrutura ( nao-lineari-
dade geométrica ).

Alguns algoritmos que consideram as variagbes mencio-
nadas anteriormente serdao objeto de estudo na sequéncia
deste trabalho.

3.2. Conceitos Fundamentais

Nesta se¢do apresenta-se uma discussdo sobre a
minimizagdo irrestrita de fun¢gBes quadraticas, a qual tem
por principal objetivo construir uma moldura Unica para o

entendimento claro das diferengas entre os algoritmos aqui



tratados.

3.2.1. Motivagdo Através da Fungdo Energia Potencial

Na teoria da elasticidade o equilibrio estavel de uma

estrutura & atingido quando a fungdo energia potencial

total, dada por N(x), & minima, o que equivale a termos:

dn(a)
=0 (Eq. 3.03)
da
e
dzn(a)
— > 0 (Eq. 3.04)
da®

Assim, o problema matematico que se pde & o de
minimizagdo, sem restriges, de uma fung¥o, no caso convexa.

Para estabelecer a correspondéncia, entre as condigdes
matematicas impostas as derivadas da fung3o energia poten-
cial total e a analise estrutural, considere-se um vetor
{a}O que contém os deslocamentos nodais iniciais quaisquer,
ndo necessariamente em correspondéncia a uma situagdo de
equilibrio. Supondo, ainda, que se possa representar um ve-
tor {a} de forma simplificada conforme segue:

a=a + od (Eq. 3.05)

0 vetor {d}, suposto conhecido, determina uma certa
diregdo de descida a qual conduz necessariamente a um ponto
que leva a fun¢do 11 a um valor menor. Como o vetor {a}O e
também determinado, essa funcdo passa a depender apenas do
valor de «, ou seja:

N(a) = (a) (Eq. 3.06)

A representagdo grafica da equagdo 3.05 pode ser feita
conforme mostrado na figura 3.03 supondo um sistema a uma
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uma incognita de deslocamento.

Ma)

T{Q)

ﬂ'lal)-

Fig. 3.03- Representagdo grafica do novo equilibrio

Usando a regra da cadeia, pode-se escrever a primeira

derivada da fungdo energia potencial.

A derivada parcial dll(«)/da recebe o nome de gradiente
da fung¢do energia potencial Ti(«) e, portanto, como o vetor
{d} n3o & nulo, pela equagdo 3.03 resulta a fungdo energia
potencial total passando por um ponto de minimo quando o
vetor gradiente for nulo.

Pode-se escrever a equagdo 3.07 usando outra notapéo:

= d = r(a)ta (Eq. 3.08)

onde r(a)t €, em termos de anadlise estrutural, o vetor de

residuos.
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Derivando-se mais uma vez a equagdo 3.07, obtém-se:

d*Ma) 8 [ al(«) %M ()

n n
5 = -dy = Z Z““‘—"—did, (Eq. 3.09)
da du da i=1 j=1 aaiaa .

J

que pode ser escrita também como segue:

dzﬁ(a) 3 ( al(a)
- .d| = d's(a)d (Eq. 3.10)
daz Ja da

A matriz [S(a)] & chamada de Hessiana de Il(a) e na ana- j
lise estrutural representa a matriz de rigidez da estrutura. ‘
Reescrevendo a equagdo de T em fungdo de {a}0 e {d} e

expandindo-a em uma série de Taylor truncada, teremos:

¥ 1] 2

ﬁ(a0+ad) = ﬁ(ao) + 1 (@ )a + M (a )1 (Eq. 3.11)

substituindo as derivadas em rela¢3o a « conhecidas tem-se:
M(a +ad) = T(a ) + ar(ao)‘-d + o.5a2d‘3(ao) d (Eq. 3.12)
que fornece:
ﬁ(a0+ad) - ﬁ(ao) = a[r(ao)td + O.SthS(ao)d] (Eq. 3.13)
Para pequenos valores de o («>0), o sinal do segundo
membro da equa¢do 3.12 & definido pelo produto interno
r(ao)‘d, que predomina.
Para que numa nova situa¢do dada por a=a0+ xd resulte,
efetivamente, um progresso na direcdo de se obter a energia
potencial minima, deve-se ter:

ﬁ(ao+ad) < ﬁ(ao) (Eq. 3.14)

E, portanto, & necessario que se tenha em 3.13:



r(ao)td <0 (Eq. 3.15)

A 1interpretagdo grafica para os vetores {a}o, {a} e

diregdo de descida {d} bem como para « num espago, cujos

pontos sdo deslocamentos, representado por § , estid dada na

figura 3.04.
[}
ESPACO ©
Onde:
vH(aO) = r(ao) - Vetor gradiente da fungdo H(a=a0)

s -» Reta definida pelo vetor de descida {d}0
Fig. 3.04 - Interpretagdo grafica

E facil notar que sobre a reta "s" existe um ponto {a}
que esta mais proximo do ponto de minimo "B" da fungdo Il e
que atende a exigéncia feita na equagdo 3.14.

Observando as equagdes 3.05 e 3.15 verifica-se que uma
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vez conhecido o vetor {a}0 e supondo o parametro "o" igual a
1, resta determinar o vetor de descida {d} de modo a ter-se

r(ao)‘d < 0. Para 1sso faz-se, por exemplo:

d0 = -A r(ao) (Eq. 3.16)

Onde:

[A] » E uma matriz definida positiva

’

Justamente a determinagdo da matriz "A" & que

diferencia os métodos aqui estudados, ja que ela pode ser a

matriz de rigidez tangente determinada a cada iteracgdo
(método de Newton) ou ainda uma aproximagdo fornecida por
uma certa expressdo (método quasi-Newton).

No processo computacional, como se vera, a primeira
aproximagdo do vetor solug3o {a}0 e dada por 3.01, e o
primeiro residuo por:

r(a) = y = J BtodQ - f (Eq. 3.17)
Q

Para obter na sequéncia o vetor dire¢3o de descida {d}O
aplica-se:

d = [K]"r(ao) (Eq. 3.18)

Onde:

[K] » E a matriz de rigidez tangente ou uma aproximacdao
para ela.

Uma vez determinada a dire¢do de descida {d}o, basta
calcular o vetor {a} que fornece a posigdo atualizada da
estrutura. O coeficiente "«" (que foi imposto igual a 1)
pode ser determinado de maneira a fornecer um vetor {a} mais
proximo do minimo de II; na sequéncia estudam-se critérios

para a sua determinagao.



3.2.2. Busca Unidimensional

A busca unidimensional consiste em encontrar um valor
para o de modo que na diregdo de descida j& determinada, a
fungdo M(«) assuma o menor valor possivel, num ponto que ndo
& necessariamente o minimo absoluto de Ti(a). Essa busca,
pode ser feita de varias formas diferentes, dentre elas
pode-se citar os metodos do ajuste clbico, da bipartig3o e o
da interpolag¢do linear.

A 1interpretagdo grafica para a busca unidimensional,
pode ser feita por meio da figura 3.05. Se a fun¢do [i(a) for

uma superficie, a curva plotada representa a interseccao da

superficie com um plano no qual estaria contida a diregdo de
descida.

Fig. 3.05- Interpreta¢do grafica para «

Na figura 3.05 vé-se que o ponto D, leva a uma situag3o
de energia potencial menor que o ponto A, ou seja I(D)<I(A).



- 30 -

Caminhando sobre a reta s definida pela direg3do de busca
{d}, vé-se que existe um ponto C, sobre a curva que

representa a fungdo, que proporciona um valor ainda menor

para [I. Assim, pode-se escrever que:

AC = oAD (Eq. 3.19)

Uma maneira simples de obter o melhor « consiste em de-

finir uma sequéncia de valores e calcular para eles o valor
da fungdo 1, por exemplo « = {0.25; 0.5; 1.0}. Digamos que

para esses valores de «, a fungcdo [l apresente os seguintes
valores conhecidos:

1(0.5)

. comIl >1
1 1 min _ —

s M(0.5) >nm > T(1.0)
_ min
NMN(1.0) = H2 com H2 < I

min

Onde Hmin € o menor valor na dire¢do de descida considerada.

Neste caso, no intervalo entre o=0.5 e «=1.0, a fungdo
Il passa pelo minimo local, e & possivel ent#o, por meio de
uma interpolagdo linear, obter um valor aproximado de « para
o qual N(«)=0

min

De forma mais completa, fazendo-se particdes sucessivas
que sempre contenham a solu¢do, obtém-se, com boa precisZo,
0 melhor valor para a busca unidimensional.

Este Gltimo método, foi o empregado nos algoritmos
estudados neste trabalho.

Uma vez conhecidas a diregdo de descida e o melhor va-
lor de « na busca unidimensional, a equa¢do 3.19 nos fornece

um ponto correspondente ao ponto C da figura 3.05, ou seja:
a =a + od (Eq. 3.20)

Para este novo ponto al, monta-se a nova funcdo energia
potencial total, determina-se uma nova dire¢do de descida e
o0 procedimento descrito anteriormente & repetido até que se

atinja o ponto de minimo absoluto. A figura 3.06 ilustra o
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caminho percorrido até a determina¢do do ponto de minimo

absoluto da fungdo I[l(a) que corresponde a posig3o de
equilibrio estavel da estrutura considerada.

Oe) o m(aq,)

\

(a,)

b\

Espaco {a}
"s" 5 E a diregdo definida pelo vetor de descida {d}

Fig. 3.06- Procura do ponto de minimo absoluto da

fun¢do energia potencial total

E interessante resaltar que, no programa desenvolvido,
por ndo se estar minimizando de forma explicita a energia
potencial, mas sim resolvendo diretamente o sistema de
equagdes ndo-lineares, foi necessario definir um critério
para a determinagdo de "«". Assim, o valor de "«" & obtido
por aproxima¢des sucessivas, até que o produto interno dado
pela expressdo a seguir, atinja um valor pequeno.

G(a) = dt-r(a0+ad) (Eq. 3.21)
Ndo & preciso forgar G(«) a ser o mais proéximo possivel

de zero. Em muitos casos o esforgo dispendido nessa tarefa
ndo produz resultados satisfatérios. Podem ser experimenta-
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dos valores como G(a)s0.5 ou G(«)s0.1. Quanto menor for o

valor da tolerancia, mais operagdes s30 necessarias para en-

contrar "«'", tornando lento o processamento de cada itera-
¢d0. Na verdade seria preciso que para cada caso fosse ado-

tada uma tolerancia especifica em razdo de testes feitos

previamente. E possivel também ocorrer que o uso da busca
unidirecional seja dispensavel.

Este trabalho ndo contempla todas as possiveis técnicas

de busca unidimensional, aponta apenas aquela que foi utili-

zada e que, de acordo com a literatura disponivel [1], [21],

[9], [271, (28], produz resultados satisfatorios como sera
demonstrado no capitulo 5.

3.3. Métodos do tipo Newton-Raphson

3.3.1. Formulagdo classica do métode de Newten

De forma genérica, o método de Newton na sua formulagdo
classica objetiva determinar para uma fun¢3o qualquer seus
pontos extremos, sejam eles de maximo ou de minimo, que se
encontrem dentro de um intervalo inicialmente definido e
onde a fungdo seja continua. Na analise estrutural, a fungio
para a qual se deseja encontrar um ponto de minimo & a da
energia potencial total MN(X) e tal ponto esta sempre asso-
ciado a um determinado nivel de carregamento.

Para o claro entendimento da formulagdo em gquest3o,
considere-se o desenvolvimento da fungdo N(a) em série de
Taylor truncada conforme a equa¢do 3.11. Se a expansio
obtida & uma boa aproximagdo para M(a), numa vizinhanga de
{a}o, o ponto de minimo dessa aproximagio pode ser
considerado uma boa aproximagdo para o ponto de minimo de
(a). Desta forma, escreve-se para a vizinhanga do ponto
{a}0 0 seguinte.

t
N(a +Aa)= N(a_ ) + N'(a_)aa + H"(ao)éigéé (Eq. 3.22)

sendo que Aa=a—a0. A derivada da aproximacdo de [l1(a) com
relagdo a {a} fica:



dii(a)

=0+10'(a) +0"(a )(a-a) (Eq. 3.23)
da 0 0 4]

Para determinar o minimo da aproximagdo, basta fazer:
H'(ao) + H”(ao)(a—ao) =0 (Eq. 3.24)

Na expressdo acima, sabe-se que a primeira derivada

corresponde ao gradiente da fungdo N{a ) e a sequnda
derivada e a matriz Hessiana de H(ao), desta forma
reescreve-se a expressao 3.23 como segue:

r(ao) + S(ao)(a~a0) =0 (Eq. 3.25)

Fazendo-se, entdo, as operagdes matriciais convenien-
tes, obtém-se:

a=a - 8S(a ) 'r(a) (Eq. 3.26)

O vetor {a} assim obtido sera, a aproximagdo para o
ponto de minimo da fun¢do energia potencial total I(a).

0 método classico de Newton apresenta inconvenientes,
na medida que a primeira aproximagdo do vetor solugdo para
os deslocamentos, dado pela -equagdo 3.01, fica muito
distante da posigdo final de equilibrio global. Isto leva o
método a uma convergéncia lenta e nem sempre precisa, visto
que se pode ir em diregdo a um ponto de equilibrio instavel
correspondente a um ponto de sela da fung¢do I(a).

Qutro inconveniente pode ser evidenciado do confronto
entre a equagdo 3.26 com as 3.18 e 3.20, tomando-se «=1.
Quando a matriz [S(aa)] nao fér definida positiva o vetor
{d}, calculado <conforme 3.18, ndao resulta, como seria
desejavel, uma dire¢do de descida, de modo que ndo se tem
com a1=ao+ad a desejada aproximag¢do na diregdo do minimo de
Nn(a).
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E justamente no sentido de evitar este Ultimo inconve-
niente que surgem diferentes propostas que visam garantir a

obtencdo da solugdo desejada, adotando-se matrizes

alternativas a S(ao)'l.

3.3.2. Newton-Raphson incremental iterativo

Na analise estrutural, procede-se a resolug3o direta do

sistema de equag®es em lugar da minimizagd3o da expressdo da
energia potencial. Em particular, para a solugdo de sistemas

nao-lineares adota-se uma estratégia incremental/iterativa a

qual segue, como se mostra adiante, um procedimento ditado
pela formulagdo classica do método de Newton.

Segundo tal estratégia o carregamento total & aplicado
em varios incrementos, sendo necessario que se anule dentro
de um passo de carga através de um processo iterativo o
residuo fornecido pela equag¢do 3.02. A rapidez com gque se
anula o valor do residuo esta também ligada ao tamanho do
passo de carga fornecido, assim, quanto menor for o
incremento de carga mais rapidamente se encontra o ponto de
equilibrio.

Sendo r(a) um residuo genérico, de maneira analoga ao
que foi feito para a fungdo [I(a), escreve-se a aproximagdo
para a vizinhanga de um ponto {a}o, na forma de uma série de

Taylor truncada no segundo termo
r(a) = r(a ) + r'(a )aa (Eq. 3.27)

Neste caso, tem-se operagdes sobre vetores de modo que

uma componente do residuo genérico r (a ), & dada por:
1

or (a)

r (a) =r (a ) + ———(a -a_ ) (Eq. 3.28)
i i 0] ] 0j

S

Fica claro que os termos correspondentes & derivada
parcial interna ao somatorio s&o os termos da linha "i" e

coluna "j" de uma matriz. Pode-se reescrever 3.25 da



segulnte forma:

r(a) = r(ao) + J(ao)(a—ao) (Eq. 3.29)
onde [J(ao)] é a matriz Jacobiana que na analise estrutural
coincide com a matriz de rigidez tangente correspondente ao

estado de deslocamentos {a}O ( ver fig. 3.07).

Carga (f)“

f ———————— —_—— :-_—--—“-'1: —
/Iﬁ — r(d')
ra,) | —

J(a,)

l

|

l
o |
AMoviz Jacot?iana
|

Rigidez! E
inicial |
|
|
|
!

I
l
I
|
l

o

0o Ad Cl| Gz Deslocamento(a)

Fig. 3.07 - Etapas do processo iterativo

Como, se deseja que r{A)=0, ou seja, que o residuo se

anule, tem-se:

a=a_ + J(ao)"r(ao) (Eq. 3.30)
que & a nova aproximag¢do para os deslocamentos.

Em fun¢do da ndo-linearidade do problema, a nova
solugdo ( a  na figura 3.07) gera, por sua vez, um novo
residuo e o processo se repete até que os residuos de forcgas
sejam suficientemente pequenos. Adotou-se como critério de

parada para o processo iterativo a seguinte expressdo:

_ 1 < (Eq. 3.31)



onde | r(a ) | e | £ | correspondem as normas Euclidianas do
1
vetor de residuos e do vetor de forgas nodais aplicadas

respectivamente. O valor de "¢" & a precisdo desejada, e
usualmente fica entre 0.01 e 0.0001 [2], [8].

Uma vez encontrada a posigdo final de equilibrio para
um determinado nivel de carregamento, estes valores serao
conservados para que possam ser somados aqueles a serem

obtidos nos incrementos seguintes.
3.4. Método de Newton-Raphson modificado

Algumas modifica¢®es podem ser introduzidas no método
de Newton-Raphson para melhorar alguns aspectos relativos a
tempo de processamento e precisdo, dentre elas destaca-se,
em primeiro lugar, o método da rigidez inicial.

Ao contrario do algoritmo classico de Newton-Raphson,
neste caso a matriz de rigidez é determinada no inicio do
incremento de carga permanecendo inalterada até o final do
processo 1iterativo correspondente a esse incremento. O
objetivo desta modificagdo & reduzir o nimero de vezes em
que & necessario calcular a matriz global; por ser este um
processo custoso, principalmente em se tratando de elementos
finitos.

Embora o tempo envolvido no calculo das matrizes seja
reduzido, perde-se nos casos em gque hé ndo-linearidade
acentuada, pois ocorre um fatal aumento no numero de
iteracd®es necessarias para se obter o equilibrio. A forma de
viabilizar esta modificagdo também passa pela redugao dos
acréscimos sucessivos de carga.

Uma variante desta modificagdo seria o calculo da ma-
triz apenas uma vez no inicio do processamento e ndo no ini-
cio de cada incremento como proposto anteriormente. Esta
modificacdo & (til apenas quando a nao-linearidade &
pequena.

Outra modifica¢do que pode ser introduzida com sucesso,
consiste na computag¢do de uma nova matriz de rigidez apenas
uma vez ao final da segunda iteracdo além da usualmente



feita no inicio.

Esta modificagdo traz vantagens significativas, uma vez
que a malor perturbagdo do equilibrio global da estrutura,
se manifesta mals intensamente nas primeiras iterag®es de
cada incremento de carga. Contudo, ainda S30 necessarios
cuidados na determinag%o do tamanho dos passos de carga
utilizados para que se possa obter resposta precisa.

Tanto no método cléssico como nas modificag®es aqui

apresentadas, pode ser utilizado o procedimento de busca
unidimensional; em alguns casos estudados tal combinagio
produz resultados melhores, como os que se discutem no

capitulo 5.

3.5. Métodos do tipo quasi-Newton

3.5.1. Conceituagdo e Motivagao

A construgdo da matriz de rigidez global de qualquer
estrutura ja & por si sb uma tarefa normalmente de alto
custo computacional. A utilizagdo do método dos elementos
finitos, leva necessariamente ao calculo de matrizes muito
complexas obtidas através da integragdo numérica de fungdes
sobre cada elemento da estrutura discretizada. A propria
obtencdo dos residuos de carga também & feita por meio de
integragdo das mesmas fungBes sobre os elementos. E
interessante, portanto, evitar ao maximo o calculo dessas
matrizes. Os métodos do tipo quasi-Newton se baseiam em
férmulas deduzidas para a atualizagdo da matriz que envolvam
sempre operagdes simples sobre vetores.

As formulas para atualizagdo da matriz de rigidez
global da estrutura devem respeitar a equagdo matricial
seguinte:

Ki(ai—ai 1) = r(ai) - r(ai 1) (Eq. 3.32)

e, portanto, trata-se de uma aproximag%o para a matriz
tangente do método incremental.

Além disso, se a matriz na itera¢do "i-1" for simétrica
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e definida positiva, o que & usual na an&lise estrutural, a
formula de atualizagdo deve produzir para a iteragdao "i",
uma matriz tambem simétrica e definida positiva. Alias a
positividade da matriz deve ser condi¢¥o necessaria para que
a diregdo de busca resultante conduza a uma diminui¢3o no
valor da fun¢do, conforme visto no item 3.2.1.

Para que os algoritmos com base nas exigéncias acima
sejam eficientes, a direg¢do de descida {d} quando calculada
na iteragdo "i", deve ser determinada usando uma matriz [K]j

atualizada cujos valores numéricos de seus componentes s3o

proximos a aqueles de sua predecessora.

3.5.2. O BFGS

A formula de atualizag3o proposta por Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shano (BFGS) [1], (2], (111, [27], [28], atende
3.32 e produz uma matriz inversa atualizada de acordo com a
expressao abaixo.

K'' = (I+w v')K!
i 1 i 1 -

(I+v w') (Eq. 3.33)
1 1

onde "I" representa a matriz identidade e os vetores {w} e
1

{v} sdo dados pelas seguintes expressdes:
1

s z
iyi
V.= |—/—— -Ki 16‘ -, (Eq. 3.34)
i - i
aiKi-‘lax
1
w = -85 (Eq. 3.35)
i 6t7 i

sendo {8} e {y} vetores obtidos a partir das seguintes
1 1
diferencas:



o
X
s 3
[}
o)

(Bq. 3.36)
y =r(a ) -r(a ) (Eq. 3.37)

Por construgdo, a matriz atualizada manterad as mesmas
caracteristicas que a matriz original j4 que esta serh mul-

tiplicada por (I+w,vf) e em seguida pela sua transposta.
1 1

Neste trabalho, optou-se pela atualizagdo da matriz

direta ao invés de sua inversa através da segquinte formula:

K =K + - o1 o1 (Eq. 3.38)

onde os vetores {6} e {y} sBo definidos da mesma forma que
em 3.36 e 3.37.
O condicionamento numérico do algoritmo é& controlado

pela determinagdo do valor "c¢" dado pela equag3o abaixo:

¢c = |1 -1 i (Eq. 3.39)

Para alguns casos, o valor de "c¢" pode se tornar muito
pequeno, o0 que significa que o algoritmo gera uma matriz
quase singular; neste caso & mais conveniente ndo executar a
atualizagdo fazendo-se [K]i=[K]j_1. Outra opg¢do & fazer um
novo calculo da matriz de rigidez global e continuar o
processo iterativo partindo dessa nova matriz.

Neste trabalho a proposta BFGS foi empregada dentro do
espirito do método incremental de Newton-Raphson em lugar da
matriz Jacobiana. Isto leva ao fato de que ao final do
processo iterativo a matriz atualizada resultante sera

coincidente com a matriz de rigidez tangente da estrutura.



4. CODIGO DE CALCULO PARA ESTRUTURAS DE BARRAS

4.1. Introdugdo

Apresenta-se, neste capitulo, a documentagdo relativa

ao codigo de calculo para analise de estruturas de barras.

Merecem destaque os fluxogramas basicos dos diferentes
algoritmos tratados e suas correspondentes representagdes
graficas, que ilustram o encaminhamento da solugdo dos
problemas ndo-lineares.Talis representagdes, na forma de
diagramas carga-deslocamento, colocam em evidencia os
diferentes modos de atualizagdo da matriz de rigidez global
da estrutura ao longo do procedimento incremental-iterativo.

Do ponto de vista da organizag¢do dos algoritmos, as
estratégias de solugdo apresentadas se aplicam a qualquer
tipo de estrutura.

No sentido de realizar um estudo comparativo, foram
implementados 0s seguintes algoritmos: Rigidez Inicial,
Newton- Raphson no sentido classico, isto e, com recalculo
da matriz de rigidez a cada iteragdo, Newton-Raphson
modificado com recidlculo da matriz no inicio da primeira
iteragdo, Newton-Raphson modificado com recalculo da matriz
no inicio da segunda itera¢do, Newton-Raphson modificado com
pesquisa unidirecional e recalculo da matriz no inicio da
segunda iteragdo, BFGS na sua forma classica onde se
atualiza a matriz de rigidez ao final de cada iteragdo e
finalmente o BFGS na sua forma classica com pesquisa
unidirecional. O programa permite algumas varia¢®es a mais,

poréem, 0s processamentos preliminares executados,
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demonstraram que os algoritmos acima s3o suficientes para
atingir os objetivos deste trabalho.

4.2. Descri¢do do Programa

0 programa implementado tem por objetivo, a determi-

nagdo dos deslocamentos nodais e dos esforgos axiais em

estruturas formadas por barras. Aplica-se na solucdo de
estruturas unidimensionais, planas e espaciais levando em

consideragdao as n3do-linearidades fisica e geométrica.

Na sequéncia, apresentam-se as sub-rotinas que formam o
programa completo, destacando-se as suas caracteristicas

mails importantes. O encadeamento adequado destas sub-rotinas
e dado pelos fluxogramas.

Subrotina "ARQUIV"

Esta subrotina abre todos os arquivos utilizados pelo
programa, zera alguns dos vetores utilizados e cria os
cabegalhos para os arquivos que armazenam os dados de

propriedades geométricas e de carregamentos na estrutura.
Subrotina "DADOSG"

Realiza a 1leitura de todos os dados de geometria e
vinculagdo da estrutura, permitindo a geracdo de nbés e
barras. Aqui também & definido o tipo de analise que sera
empregada por meilo de coOdigos apropriados (nd#o-linearidade
fisica e/ou geométrica).

Subrotina "CARGAS"

Nesta sub-rotina, & feita a leitura dos carregamentos,
0s quais, para algumas situa¢®es, também podem ser gerados.
Alem disso, monta-se o vetor de cargas nodais e escreve-se o

relatorio que contém os dados do carregamento.



Subrotina "INCREM"

Faz a leitura do fator de carga e da tolerancia

admitida em cada incremento. Calcula e armazena o vetor que

contera o incremento de carga.

Subrotina "SOLVER"

Resolve o sistema de equag%es formado a cada iteragéo

pelo método de eliminacdo de Gauss.

Subrotina "RELATS"

Escreve em um arquivo de saida os resultados obtidos.
Aqui pode-se optar por resultados parciais ao final da
primeira itera¢do, ou apenas pelos resultados ao final do

processo iterativo a cada incremento de carga.
Subrotina "ASSEMB"

Monta a matriz de rigidez global da estrutura.

Subrotina "ALGORT"

E a sub-rotina que define o tipo de algoritmo que sera
utilizado entre os disponiveis mencionados na introduc¢do

deste capitulo.
Subrotina "MATBAR"

Monta a matriz de rigidez de cada barra, adiciona a
matriz geométrica se a op¢do estiver ativa e rotaciona a
matriz das barras para o sistema global.

Subrotina "RESIDS"

Calcula os residuos de carga a cada iteragdo.



Subrotina "DEFORM"

Calcula a deformagdo das barras a cada iterago.

Subrotina "FORCES"

Calcula os esforgos nas barras da estrutura.
Subrotina "CONSTA"

Para uma deformagdo calculada, esta sub-rotina determi-

na a correspondente tensdao real, respeitando as leis consti-
tutivas de cada material.

Subrotina "SEARCH"

Acumula os deslocamentos parciais obtidos a cada

iteragdo.
Subrotina "LINESH"

Realiza a pesquisa unidirecional, determinando o fator
que, multiplicado pelos deslocamentos parciais a cada

iteragdo, leva ao menor residuo possivel.
Subrotina "BFGSO0O1"

Atualiza a matriz de rigidez de acordo com procedimento
quasi-Newton.

Subrotina "TESTAR"

Compara a norma do vetor de residuos com a tolerancia

maxima admitida para cada problema.



4,.3. Fluxogramas e Diagramas

Os fluxogramas apresentados a segquir mostram a
organizagdo das sub-rotinas, de modo a contemplar as

diversas opgOes de algoritmos desejados. Acompanha cada
fluxograma, um diagrama que ilustra a marcha dos calculos
executados no correspondente algoritmo.

Com os diagramas, pretende-se mostrar de forma simples,

em termos de alteragdo de rigidez e convergéncia, o que

ocorre a cada iteragdo em um determinado incremento de

carga; para 1sso, usa-se uma curva carga-deslocamento

correspondente a um problema a uma variavel. As alterag%es
sofridas pela matriz de rigidez inicial em cada um dos
algoritmos, sdo ilustradas graficamente mediante a variagao
das 1inclinagdes das retas representativas da rigidez ao
longo do processo iterativo.



4.3.1. Método da Rigidez Inicial

Neste caso, a matriz de rigidez e calculada no inicio

do primeiro incremento de carga e permanece inalterada até o

final do processamento.
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Fig. 4.01
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4,3.2. Método de Newton-Raphson Classico

Aqui,

a matriz de rigidez & recalculada ao inicio de

cada iteragdo.
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4.3.3. Metodo de Newton-Raphson Modificado do "TIPO 1"

Neste algoritmo, a matriz de rigidez e atualizada no
inicio da primeira iteracdo de cada incremento de carga,

mantendo-se constante durante todo o processo iterativo.
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4,3.4. Método de Newton-Raphson Modificado do "TIPO 2"

Neste algoritmo, o recalculo da matriz de rigidez se da

ao inicio da segunda iteracdo em cada incremento de carga,

sendo a partir dai, mantida constante no incremento.

ARQUIV

v
DADOSG

\2
CARGAS
v
> INCREM

@» SIM,| ASSEMB/SOLVER

—-  ALGORT

@ Sim,  ASSEMB
"Loop" para

08
incrementos RESIDS <
"Loop"
para as o
iteracdes TESTAR se atende condigdo

de convergéncia

SOLVER
v

L2 SEARCH iter 1T RELATS
v

RELATS

Fig. 4.07



- 52 -
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4.3.5. Método de Newton-Raphson Modificado do "TIPO 2" com
Pesquisa Unidirecional

Este algoritmo é semelhante ao anterior no tratamento

da matriz, porem inclui a pesquisa unidirecional a cada
iteragdo.
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4.3.6. Método quasi-Newton: BFGS

Neste algoritmo,

inicio de cada incremento e atualizada durante o processo
lterativo com base nos resultados da iteragéo atual e a

a matriz de rigidez e calculada no

anterior seguindo a formula proposta pelo BFGS.
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4,3,7, Método Quasi-Newton: BFGS com Pesquisa Unidirecional

O tratamento da matriz aqui e o mesmo de 4.3.6.,
acrescenta-se apenas a pesqulsa unidirecional representada

no fluxograma abaixo pela subrotina LINESH.
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5. EXEMPLOS NUMERICOS

5.1. Introdugdo

Para demonstrar sua aplicacdo e avaliar a resposta dos
algoritmos estudados, definiu-se um conjunto de exemplos,
sendo que, em alguns casos, os resultados obtidos foram
comparados aos de exemplos idénticos encontrados na
literatura. Um outro objetivo dos ensaios numéricos foi o de
reunir, em um mesmo trabalho, varios casos cléassicos
envolvendo os dois tipos de n3do-linearidades tratadas,
resolvendo-os repetidas vezes com o uso dos diferentes
algoritmos.

Para facilitar a compreensdo dos resultados tabelados,
atribuiu-se a cada algoritmo uma sigla, como se mostra em
seguida.

NRIN
NRM1 Método de Newton-Raphson modificado 1
NRM2 - Método de Newton-Raphson modificado 2
NRCS

NR2L - Metodo de Newton-Raphson modificado 2 com pesquisa

Método da Rigidez Inicial

Método de Newton-Raphson classico

unidirecional
BFGS - Método Quasi-Newton: BFGS

BFGL - Método Quasi-Newton: BFGS com pesquisa unidirecional

As tabelas que aparecem logo em seguida aos diagramas
de <carga-deslocamento apresentam, em correspondéncia as

colunas de cada algoritmo, o total de itera¢des necessarias
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para obter, no 1incremento de carga arrolado, a precisio
desejada. Para evidenciar as vantagens do uso de cada algo-

ritmo, a carga total foi aplicada de diferentes modos ou
casos, cada qual com uma quantidade diferente de incremen-

tos. Tals tabelas permitem, fundamentalmente, avaliar a efi-

ciéncia de cada um dos algoritmos utilizados, sendo que as

Ultimas linhas mostram os tempos gastos para a resolucdo do

problema em cada caso e a Ultima coluna, os deslocamentos

obtidos para os pontos evidenciados.

Foi wutilizado no processamento dos exemplos um

computador 4o tipo PC-AT-286 operando a 16Mhz.
Para alguns dos exemplos fol acrescentada uma tabela

que mostra os esforgos em algumas das barras. Isto foli feito
a titulo de proporcionar um melhor entendimento sobre o
comportamento global da estrutura em questdo, identificando
seus pontos criticos, passiveis de sofrerem, numa analise
posterior, modificagbes a nivel de geometria e das se¢des
inicialmente adotadas.

Outro ponto que deve ser observado diz respeito aos
valores dos deslocamentos. Em alguns casos a consideragdo
das ndo-linearidades fisica e geométrica, como & de se
esperar, levam a resultados bem superiores aqueles obtidos
pela analise elastica-linear, o «que certamente influi

significativamente no dimensionamento.
5.2. Exemplos em uma dimens3o
5.2.1. Exemplo de duas barras com nado-linearidade fisica

A estrutura considerada consiste em duas barras de um
mesmo material, mesmo comprimento e se¢des transversais
diferentes. As barras estdo dispostas como mostra a figura
5.01.

Neste exemplo, a carga de 10 KN atuante no ponto "1"
assinalado na figura 5.01, & aplicada de trés formas
diferentes, No primeiro caso, toda a carga & aplicada em

apenas um passo, no segundo em dolis passos iguais e no
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terceiro, atinge-se a carga total com cinco incrementos
iguais conforme mostrado na tabela 5.01.

Os resultados obtidos, mostram claramente que com o
algoritmo NRIN, obtém-se a precisdo desejada com um nlmero
exagerado de iteragdes em qualquer situagdo de carregamento.
Para o algoritmo NRM1 o resultado e melhor, embora tenham
ocorrido, em todos os casos, um total de 33 a 37 iteracdes
devido a plastificagdo da primeira barra; 1isto porque no
inicio desse incremento a matriz de rigidez global da
estrutura & recalculada considerando uma situagdo ainda sem
plastificacdo. Neste exemplo, dada a sua simplicidade, ndo
seria necessario aplicar o carregamento total em muitos

incrementos. De fato, os resultados mostram que nos trés
primeiros passos de carga (caso III) ndo se deflagra o
processo iterativo. Quanto ao tempo de processamento, ndo ha

diferencas significativas.

a)
A
104 8 >
1 (2)
—- Q T
- sl T 1T®
x 6t ()
E (2)
o 4l o |
o [e]
U —-—
. (1)
—0—@
t Y + + vt e
0 5 10 15 20 25 30
Desiocamentos (cm) b) Y P(kN
Dados do material: E1= E2= 100.0 KN/cmZ; H1= H2= 20.0 KN/cm2
s = 1.0 cm?® ; 8,= 2.0 cm?

a) Deslocamento vertical do ponto "1" e evolugdo da plasti-
ficagdo com o carregamento

b) Estrutura de duas barras unidimensional

Fig. 5.01 - Representacdo grafica dos resultados
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Confrontando-se o total de 1itera¢des, & clara a
vantagem dos algoritmos NRCS, NRM2, NR2L, BFGS e BFGL. A
busca unidimensional, levou a necessidade de apenas uma

iteragdo para obter-se a solugdo exata em todos os casos.

CASO| CARGAS ALGORITMO / NUMERO DE ITERACDES |DESLOC.

(cm)

INCR|FATOR|NRIN|NRCS|NRM1 |NRM2 |NR2L | BFGS|BFGL

I 1| 1.00] 37 3| 37 3 1 2 11 -27.0

II 1 0.50 0 0 0 0 0 0 0 ~-7.5
2 0.50 37

o]
w
~J
o]
[N
|
W]
~3
o

1 0.20 0 0 0 0 0 0 0 -3.0
2 0.40 0 0 0 0 0 0 0 -6.0
I11I 3 0.60 0 0 0 0 0 0 0 -9.0
4 0.80} 33 2 33 2 1 2 1 -16.0
5 1.00] 35 0 1 0 0 0 0 -27.0
I 7 5 7 5 5 5
TEMPO (s)

II 7 6 7 5 6 6
ITI 10 6 8 6 6 6 5

Tab. 5.01 -~ Resultados para o exemplo

5.2.2. Exemplo com dez barras e ndo-linearidade fisica

Esta estrutura, Owen [2], & formada por dez barras
divididas em dois grupos de cinco, sendo que as barras do
lado esquerdo possuem propriedades diferentes das barras do
lado direito. Os dados dos materials e o arranjo das barras
estdo mostrados na figura 5.02.

Aplicou-se no ponto de nimero 6 da estrutura, uma carga
total, equivalente a 10 unidades, vertical para baixo. Da
mesma forma que no exemplo anterior, o carregamento e

aplicado de acordo com trés casos diferentes no que se
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refere ao numero total de incrementos. A diferenga de

propriedades entre os grupos de barras do lado esquerdo e

direito, conferem, ao conjunto, um comportamento que simula

um hipotetico material cuja lei constitutiva e tri-linear.

Dados para os materilais:

E = 10000.0 ; E2 = 10000.0
H1 = 1000.0 ; H2 = 1000.0
g = 5.0 ’ g = 7.5
el e?
)
4 LLLLLL!
o
- |
25T
(3) @
P S - -4,@
20t (3) - 29
i @... ..,@
4 - 3 8
gls (2) Ty)
o (2) —® 1®
S 1] - 47
e @'* -1@
5+ f(1) (1) - 5 6
e ©
) 2 4 6 8 0 12 P
Deslocamentos (x 10 °)

Fig. 5.02 - Deslocamento vertical do ponto "é"

com evolugdao da plastificagdo

A mesma consideragdo feita no exemplo anterior com
relacdo aos algoritmos NRIN e NRM1 é& valida também neste
caso, verificando-se, entretanto, um significativo aumento
no tempo de processamento para ambos. As vantagems no que
diz respeito ao nUumero de iteragdes continuam as mesmas,
assim como também ha wuma equivaléncia dos tempos de
processamento entre os demais algoritmos. E importante
observar que os resultados para o deslocamento do ponto
evidenciado coincidentes com a previsdo analitica, s@do os
mesmos em todos os casos, ou seja, a precisdo desejada &

atingida em todos os incrementos de cada caso.
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CASO| CARGAS ALGORITMO / NUMERO DE ITERACDES |DESLOC.

INCR|FATOR|NRIN|NRCS|NRM1 | NRM2 | NR2L | BFGS | BFGL

I 1| 2.50] 42 3| 42 2 2 2 2 10.00830

II 1 1.25 0 0 0 0 0 0 0 [0.00208
2 1.25] 42 2 42 2 2 2 2 10.00850

11054 0] 0y 0 0f 0] 0] 0 0.00083
2| 1.000 o of of o of o] o |0.00167
ITT | 371800 0 0} 0y 0] 0] 0] 010.002%
4200 6| 2| 6| 2| 2| 2| 2 |0.00369
5 | 2.500 41 | 2|28 | 2| 2] 2] 2 |0.00850
1| 29| 8 29 8
TEMPO (s)

II 30 9 30 8 9 9 9
I11 35 14 29 12 13 14 13

Tab. 5.02 - Resultados para o exemplo

5.3. Exemplos em duas dimensdes

5.3.1. Estrutura em duas barras e nao-linearidade geométrica

Neste exemplo, Corréa [7], a estrutura & composta por
duas barras de mesmo material cujo mddulo de elasticidade &
igual a 30000.0 Ksi. As barras s&do iguais e formam com a
horizontal um Aangulo de 30° conforme mostra a figura 5.03,
ambas tem comprimento de 100.0 in e se¢do transversal de 1.0
in?.

No ponto 1 da estrutura, aplicou-se uma carga total de
1659.0 Kips dividida em um nimero diferente de incrementos
para cada caso considerado conforme a tabela 5.03.

Para o caso III (ver tabela 5.03) em que o carregamento
foi aplicado em incrementos de 200 kips até atingir 1600

kips, chega-se proximo a carga limite. Para obter-se uma
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aproximagao ainda melhor para o valor limite, foi
acrescentado o incremento de nlmero nove que totaliza 1659
kips. A partir deste nivel de carregamento, a convergéncia

nao fol obtida.

CASO CARGAS ALGORITMO / NUMERO DE ITERACDES DESLOC.
(1n)
INCR{FATOR|{NRIN|NRCS!|NRM1|NRM2{NR2Z2L|BFGS|BFGL

I 1 18.295} 198 15 198| 99 176 9 30 -22.77
IT 1 14.150| 6 3 6 4 2 3 2 -6.49
2 14.145] 198 14 139 74 139 8 27 -22.30
1 11.000 3 2 3 2 2 2 2 -1.38
2 12.000 3 2 3 2 2 2 2 -2.85
III 3 {3.000 4 2 3 2 2 2 2 -4.45
4 14.000 5 2 3 2 2 2 2 -6.21
5 15.000 7 2 3 2 2 2 2 -8.19
6 [6.000 9 2 4 2 1 2 1 ~-10.52
7 {7.000] 13 3 5 3 2 2 2 -13.45
8 {8.000| 30 4 10 6 1 4 1 -18.14
9 18.295{192 11 37 26 1 6 1 -22.28

I 16 7 16 10 35 5 12

TEMPO (s)| 11 1 16 | 8 | 13 | 10 | 30 12

I11 22 13 11 9 9 9 8

Tab. 5.03 - Resultados para o exemplo
Fica evidente, neste exemplo, a vantagem que 08

algoritmos BFGS e BFGL apresentam, pols com apenas um
incremento de carga & possivel conhecer com precisdo e
rapidez qual o deslocamento real do ponto evidenciado
conforme mostram os resultados contidos na tabela 5.03.
Nota-se, que quando o carregamento total & aplicado em
um nimero maior de incrementos (Caso III), os algoritmos do

tipo Newton-Raphson tornam-se competitivos, em particular a



Cargas (kips)

alternativa NRCS.
Para 1lustrar a resposta ndo-linear do modelo,

coincidente com aquela obtida por Corréa [7], apresenta-se
na figura 5.03 uma curva carga x deslocamento para o caso
IIT. Para efeito de confronto no mesmo grafico est3do

representados og resultados analiticos obtidos para varias
rotacoes atribuidas as barras do modelo.

1600 o

] CJ P=1659 Kips

®
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1
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o

||IITT|I|||lll]1l|||Illll||lI||II|T!IIIlIlllIlI||]

0 5 10 15 20
Deslocamentos (in)

" x " - Pontos que representam a solugad® analitica.

- Pontos que correspondem aos resultados obtidos.
Fig. 5.03 - Deslocamento vertical do ponto "1"

A pesquisa unidirecional na forma como foi proposta
neste programa nao produziu, para este exemplo, bons
resultados, conforme mostram as colunas correspondentes aos
algoritmos NR2L e BFGL nos casos I e II, embora tenha se

revelado satisfatdria no caso III.
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5.3.2. Estrutura de cinco barras com dupla n3o-linearidade

A estrutura deste exemplo, Szilard [14], e formada por
cinco barras de mesmo material, cuja lel constitutiva &
bilinear com parametro de encruamento 1igual a =zero,
caracterizando um material elasto-plastico perfeito; o
modulo de elasticidade e a tensdao de escoamento s&o
constantes. A disposigdo das barras no plano & dada na
figura 5.04 e todas as barras tem a mesma area de segao
transversal.

Ao ponto 1 dessa estrutura, aplica-se a carga total de
180 KN, vertical para baixo, dividida em um nimero diferente

de 1incrementos para cada caso. Aqui e considerada a

plastificagdo das barras e a variagdo da geometria.

Dados do Material: E

2.0x10° KN/m®

- = 0.002
p 2
S = 0,001 m
2,5 .25 2,5 L, 25 1
©) ] 5 1
® 2 ®
2 P 4
0 | 5
<
—— O)
' P=180,0KN

Fig. 5.04 - Treli¢a plana formada por cinco barras

Dado ao forte comportamento ndo-linear desta estrutura,
observa-se, pelos resultados ( ver tabela 5.04), que os
algoritmos NRIN e NRM1 ndo conduzem a uma resposta precisa
mesmo com um grande nlmero de iteragdes. Nos casos I e II
nao se obteve sequer uma resposta; evidentemente pode-se

aumentar o nUmero maximo de itera¢bes, o que ndo e
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interessante do ponto de vista do tempo de execugdo. Ja o
algoritmo NRM2 no caso III, produz resultado preciso sem
grande esforco computacional.

O algoritmo NRCS converge para a solugcdo nos trés casos
com um nimero relativamente pequeno de iteracBes, revelan-
do-se, neste caso, uma boa opg%o.

A pesquisa unidirecional, como mostram as colunas NR2L
e BFGL, produz resultados precisos com baixo esforgo
computacional em todos os casos, pois reduz sensivelmente o
nimero de iteragdes necessarias para alcangar a precisdo

desejada.

CASO CARGAS ALGORITMO / NUMERO DE ITERACOES DESLOC.

(m)
INCR| FATOR | NRIN|NRCS | NRM1 | NRM2 | NR2L | BFGS | BFGL
I 1 ] 1.00{300%| 9 |300%|300%|300%| 7 6 [-2.3999
11 11 0.50] 1 1 1 1 1 1 1 {-0.0069
2 | 1.00/300%] 9 |300%[300%|300%| 7 -2.3990
1] 0.50 1 1 1 1 1 1 |-0.0069
2 1 0.60 0 1 0 0 0 0 |-0.0083
111 31 0.70 2 6 2 2 2 2 1-0.0100
4 | 0.80] 24 2 | 14 2 2 2 2 |-0.0128
5 | 0.90] 30 1 2 1 1 1 1 {-0.0195
6 | 0.95/300%| 5 [300%| 5 4 4 3 |-0.8588
7 | 1.00|300%| 4 8 5 2 3 3 |-2.3985
1] 31 9 | 31 | 30 | 44 5 7
TEMPO (s) | 11 | 31 9 | 32 | 31 | 45 6 7
ITI | 64 | 14 | 36 9 | 10 9 | 10

* Nao se obteve a precisdo desejada no limite de iteragdes.

Tab. 5.04 - Resultados para o exemplo
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Os resultados deste exemplo mostram, de maneira
bastante acentuada, a vantagem obtida ao usarem-se 0s
algoritmos NR2L, BFGL e BFGS, com ligeira vantagem para este
ultimo. O algoritmo BFGL apesar de executar um nimero menor
de iteragdes demanda mals tempo pela execugdo da rotina de
busca unidirecional.

Para este exemplo foi estabelecido um limite alto de
300 itera¢des, apenas para forcar uma resposta para todos os
algoritmos. A simplicidade da matriz de rigidez permite isto
sem que seja necessario um grande consumo de tempo de

) ] ™ 1 ‘
processamento, ainda assim nao fo1li possivel, em alguns

casos, Obter resposta precisa. A tabela 5.04 e a figura

5.03, mostram oS resultados para aqueles algoritmos que

efetivamente alcangaram o equilibrio com a precisao
desejada. Os asteriscos indicam, em cada caso, 0os
incrementos em que se atingiu o limite maximo de iterac¢des

antes de obter-se a precisdo desejada.

(3)

(2)

{t)

0 :l ;2 3 i4 i5
Deslocamentos (x |o'2m )

Fig. 5.05 - Deslocamento vertical do ponto "1" e

evolugdo da plastificagdo
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5.4. Exemplos de trelicas espaciais
5.4.1. Torre esbelta no espago com dupla n3o-linearidade

A torre trelicada deste exemplo tem base quadrada com
lado 1gual a 4.0m e altura total de 20.0m, as barras que
formam as quatro colunas tem seg%o transversal igual a
35.0cm® como mostram as figuras 5.06a e 5.06c. As demais

barras tem se¢do transversal igual a 7.5cm®. As quatro faces

da torre sdo iguais a mostrada na figura 5.06c.

Dados do material: E

21000.0 KN/Cm“ e H = 2100.0 KN/Cm?

o =  25.0 KN/Cm®
Yy
Y Z
|
P +® F,= 3000,0 KN
|
: 2000+ ————— ©—-—
1 i=|5lOl(N
I
|
|
|
|
l -
© 400 X
A) Planta da base COLUNAS
Y lOOO"‘"@ @ —
F =375KN
| 2
9 10
X O ©)
B) Plawta da El 1000 C) Face XZ

Fig. 5.06 - Torre trelicada de base quadrada



- 71 -

O carregamento total aplicado consiste de uma forca

vertical para baixo de 3000.0 KN no ponto "9" e as cargas
laterais de 150.0 KN nos pontos "5" e "6" e de 37.5 KN no
ponto "9", na direg¢do do eixo "X". A carga lateral total foi
considerada iqual a 10% da vertical e aplicada a cada no na
propor¢do da sua area de influéncia (foram considerados
também os nbs de apoio no calculo das proporgdes).

No processamento deste exemplo, consideraram-se os al-
goritmos NRCS, NRM2, NR2L, BFGS e BFGL; o método da rigidez
inicial, neste caso, & bastante ineficiente. Nesta estrutura
espaclal, acentuam-se fortemente as vantagens dos algoritmos
BFGS e BFGL. No caso I de carregamento (tabela 5.05) com
apenas um passo de carga obtem-se o equilibrio apos 8

iteragdes com um tempo de processamento igual a 33 segundos.

cASO| CARGAS | ALGORITMO / NUMERO DE ITERACODES |DESLOC.
(cm)
INCR | FATOR | NRCS | NRM2 | NR2L | BFGS | BFGL
I 11 6.0 8 | 90 | 15%| 8 8 2.85
II 1] 3.0 2 2 2 2 2 2.35
21 6. 8 | 89 | 22%| 7 2.85
1] 1.0 1 1 1 1 1 0.78
2 1 2.0 1 1 1 1 1 1.56
111 30 3.0 1 1 1 1 1 2.35
4| 4.0 3 3 2 2 2 3.11
5 | 5.0 1 2 1 1 1 3.76
6 | 6.0 6 | 19 5 5 5 2.86
I 71| 194|182*%| 33| 49
TEMPO (s)| g 91| 205|119%| 42| 57
ITI | 139| 106| 84| 72| 81

Tab. 5.05 - Resultados para o exemplo
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A alternativa NR2L no caso III produziu uma resposta

precisa embora mais demorada. Nos demais casos deste

algoritmo (assinalados com o asterisco na tabela 5.05), a

busca unidimensional prejudicou a convergéncia € nao
produziu resposta, ao contrario de NRCS e NRM2. Com o método
de Newton-Raphson, obteve-se precisdo no caso I em apenas 8
itera¢gdes, embora o tempo gasto tenha sido maior como
mostram os resultados da tabela 5.05. Os deslocamentos em
destaque na (ltima coluna correspondem ao deslocamento

horizontal na direcdo do eixo "X" para o ponto "9",

A tabela 5.06, mostra a evolugdo das tens®es nas barras

mais solicitadas da estrutura ao longo do processo

incremental correspondente ao caso III.

Numero do incremento do caso III
BARRA 1 2 3 4 5 6
1 -1.5] -2.91 -4.4| -6.2} -8.7|-12.1
2 -3.7y -7.5{-11.31-15.5}-20.2{-23.7
5 -3.2| -6.3] -9.5|-12.7|-16.0(-21.6
6 -4.1| -8.11-12.21-16.2|-20.11-21.7
9 1.9 3.9 6.0!1 10.6| 19.0| 31.6
10 -6.81-13.7}-20.7{-25.6(-27.1|-35.1
17 -0.8y -1.5| -2.3| -3.1| -6.4| -8.7

Tab. 5.06- Tensd®es nas barras para cada incremento

Assumiu-se que nao ocorre flambagem das barras e que o
exemplo tem por finalidade avaliar o desempenho de cada
algoritmo. A considera¢do da flambagem, contudo, nd3o altera
os principios basicos das sub-rotinas envolvidas neste
trabalho.

A resposta ndo-linear da estrutura estid representada na
figura 5.07a pelas curvas de carga X deslocamento para os
pontos "5" e "9". Como a carga foi aplicada proporcional-
mente as areas de influéncia de cada nd, no eixo vertical

esta representado seu valor por unidade de area. Na figura
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5.07b as curvas pontilhadas representam os deslocamentos
horizontals para os mesmos pontos, considerada apenas a nao-
linearidade geométrica. As curvas continuas nessa mesma fi-
gura representam os deslocamentos supondo o comportamento

elastico-linear. Neste exemplo a contribui¢do da nZo-

linearidade geométrica nos deslocamentos finais, & pequena.

WP ONTO 9 /‘

0 o o o o o o o S e e

0

Deslocamentos (Cm)

a) Deslocamentos dos pontos "5" e "9": dupla nad-linearidade

251 y #
/
- /
¥
1 //
7 /
20 il
o~ B /) /
4] E /) 4
£ 7 %
~. 7
=z 15— v
] 7
\¥/ -j‘ 4, 4
o - 4
910-_ Pequenos
o desloc.
Q
i ----Grandes
g desloc.
.
-1
Ol'l][l‘]][l]ll[lIII|ITYI]

10

o

Deslocamentos (Cm)

b) Deslocamentos para os pontos "5" e "9" considerada a

ndo-linearidade geométrica e o comportamento elastico.

Fig. 5.07 - Deslocamento horizontal dos pontos "5" e "9"
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5.4.2. Chpula invertida no espag¢o com dupla n3do-linearidade

Para facilitar o processamento da cipula deste exemplo,

aproveitou-se a simetria usando apenas o setor equivalente a

um quarto da egtrutura completa. Todas as barras eio de

mesmo material, cuja lei <constitutiva & bilinear com

parimetro da anoruaments igual A zavs, aarastarizands um

material elasto-plastico perfeito; o mbdulo de elasticidade

e a tensao de escoamento sdo constantes. A disposiféo das

barras no espago, bem como a area das suas segdes

transversais, e dada na figura 5.08.

A tabela 5.07, lista os pontos da estrutura aos quais
aplicou-se a carga total de 242.5 KN vertical para baixo
(carga que corresponde a um quarto do carregamento total da
clipula completa) dividida em um nimero diferente de
incrementos para quatro casos diferentes. Aqui & considerada
a plastificagdo das barras e a variagdo da geometria.

Os algoritmos NRIN e NRM1 nao sdo considerados neste
exemplo por serem extremamente ineficientes, o que ja se
podia prever pelos exemplos anteriores.

Os resultados reunidos na tabela 5.08 mostram que os
algoritmos NRM2 e NR2L tambem ndo foram eficientes; apenas a
formulagdo classica do método de Newton-Raphson (NRCS) no
caso Iv mostrou-se razoavel. 0 forte comportamento
ndo-linear desta estrutura também evidencia as vantagens
obtidas com o usoc dos algoritmos BFGS e BFGL.

A pesquisa unidirecional, como mostra a coluna BFGL na
tabela 5.08, produz resultados precisos com pequena redugdo
do esfor¢o computacional nos casos I e IV. Houve uma
economia significativa de tempo no caso III, sendo a redugdo
sensivel do nltmero de iteragbes a causa desse melhor
desempenho.

Os asteriscos indicam, em cada caso, 0s incrementos em
que se atingiu o limite maximo de iterag®es antes de
obter-se a precisdo desejada. Neste <caso o limite de

iteragtes foi fixado em 100.



Dados do material

Modulo de Elasticidade

21000.0 KN/Cm®

Parametro de Encruamento = 0.0 KN/Cm2
Tensdo de Escoamento = 25.0 KN/Cm®
Nos Carga NOs Carga Nos Carga
1 -42.5 B -12.5 g -12.5
2 -25.0 6 -25.0 10 0.0
3 -50.0 7 -25.0 11 0.0
4 -25.0 8 -25.0 12 0.0
Tab. 5.07- Dados do carregamento na clipula
Z
‘ Z
BARRA SECKO TRANSVERSAL
15004 @ le3 1.5 cm2 1500 @
2 15.0 cm?
410,17 2.5 cm?
" 16 as demais 5.0 cm?
9 ® g
l 1000 3
23 15
mﬂ J 14
22
10 9
7
8 7 13
500 4 " 2l 500 +
3 6 @
2 8 5 20 iz
1 2 4 5 i 10 JC) ()
o @ 500 1000 500 X Y O -400
a) Planta da clupula b) Vista do plano "YZ"

Fig. 5.08- Estrutura em clpula invertida
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Na sequéncia,

nas barras para cada

CASO CARGAS ALGORITMO / NUMERO DE ITERACDES DESLOC.
(cm)
INCR|FATOR|NRCS|NRMZ {NRZL | BFGS | BFGL
I 1 0.6 3 3 2 4 3 -4.97
¢ | 1.2 1100%100%1100%} 32 | 22 -77.689
1 0.3 2 2 2 2 2 -2.59
IT 2 0.6 2 2 2 2 2 -4.96
3 0.9 4 5 4 o) 4 -7.95
4 1 1.2 1100|100 (100 24 | 17 -77.8%
1 0.2 3 3 5 3 3 -1.76
2 0.4 2 2 2 2 2 -3.41
III 3 0.6 2 1 2 2 2 -4.96
4 0.8 1 1 1 1 1 -6.45
5 1.0 |{100*1100*{100%* 7 6 -10.65
6 1.2 1100*1100*%{100*| 51 21 -77.89
1 0.2 3 3 5 3 3 -1.76
2 0.4 2 2 2 2 2 -3.41
IV 3 0.6 2 1 2 2 2 -4.96
4 0.8 1 1 1 1 1 -6.45
5 0.9 4 5 3 4 3 -7.95
6 1.0 4 6 2 4 3 -10.65
7 1.1 5 13 1100*| 10 7 -39.04
8 1.2 8 |100*|100%* 7 7 -77.90
I 919 399| 673 210{ 206
TEMPO (s)1 11 | 981| 441| 671| 210| 216
ITITI 11865| 81811297 401} 291
IV 335 5561269 240} 237
Tab. 5.08 - Resultados para o exemplo

incremento de carga do caso 1IV.

apresentam-se na tabela 5.09 as tens®es

E
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possivel observar, com a ajuda da figura 5.09, quais s%o
pela ordem as barras plastificadas em cada incremento. Com
estes resultados, pode-se analisar a estrutura sob um ponto
de vista mals real, alterando as sepBes das barras que mails

influem nas deformag¢des.

YA
5 Os nimeros indicam o
incremento no qual a
5 barra plastifica

500

500 1000 1500 X

Fig. 5.09- Caminhamento da plastifica¢do das barras

Nimero do incremento do caso IV
BARRA 1 2 3 4 5 6 7 8
2 3.1 6.2 9.1 12.0| 13.3) 14.6| 15.8| 16.9
7 5.2 10.4) 15.6| 20.7| 22.1y 20.8( 22.1| 23.1
14 5.8 11.6| 17.3| 23.0} 25.0¢{ 25.0| 25.0! 25.0
6 2.9 5.8 8.7 11.5} 13.44¢ 16.3! 17.0} 17.1
13 4.3 8.6 12.9| 17.2| 19.9} 24.1| 25.0| 25.0
18 -0.4| -0.5] -0.3 0.1f -0.21 -1.7{ -3.9}| -7.2
21 0.3 0.6 0.9 1.3 1.9 3.4 1.3} -0.6

Tab. 5.09- Tensdes nas barras para cada incremento

A figura 5.10 traz as curvas que representam os
deslocamentos verticais para varios pontos da estrutura

considerado o comportamento duplamente nio-linear.
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Nos diagramas que se seguem os simbolos que aparecem

sobre as curvas representam o seguinte:

% - Ponto 1; % - Ponto 2; %~ Ponto 5; X - Ponto 6

W

250

O, I ST U U S S N O I |

IR W U 0 N S G TN T N 00 T SO U T TN A N T 0 0 O 0 0 O OO0 A U 00 N 00 U O S 0 0 A |

O*IIIIIllll]lllllllllllllll|IIl]lllllllll]ITIII1ITT[ITTTTIIFTTTIIIITIrI]

10 15 20 25 30 35
Deslocamentos (Cm)

Fig. 5.10 - Deslocamentos para dupla nad-linearidade

A figura 5.11 mostra as curvas em trago continuo que
representam o comportamento elastico-linear e o tracejado
que representa os deslocamentos considerada apenas a nao-
linearidade geométrica. A conven¢do para os pontos eviden-
ciados € a mesma ja utilizada anteriormente. Observe- se gue
neste exemplo, a contribui¢@do da nZo-linearidade geométrica

no resultado final para os deslocamentos & pequena.
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Fig. 5.11 - Deslocamentos elastico e com ndo-linearidade

geométrica



6. CONSIDERAQUES FINAIS E CONCLUSDES

0 campo de estudos do comportamento nio-linear das
estruturas & muito vasto e envolve, para obtengdo de
resultados, técnicas numéricas normalmente complexas. A
aplicagdo a treligas adotada neste trabalho & mais simples
dada a facilidade de se obterem expressOes explicitas para a
rigidez dos elementos e da estrutura global. Tal simpli-
ficagdo, no entanto, ndo implica em mudang¢ga na estrutura dos
algoritmos de solugdo dos sistemas de equagbes no confronto
com casos de estruturas mais gerais. Em tais casos a
diferenga esta no fato de que as rotinas de montagem das
matrizes de rigidez e do calculo dos residuos envolvem um
nimero bem maior de operacdes.

0 melhor ou pior desempenho de <cada algoritmo de
solugdo de sistemas ndo-lineares aqui estudado estad ligado
ao tipo de estrutura, a influéncia maior ou menor das
ndo-linearidades e a tolerancia admitida no processo
iterativo. Estruturas pouco deformaveis e/ou pouco esbeltas
apresentam resposta muito proxima do comportamento
elastico-linear, de modo que qualquer um dos algoritmos se
mostrara eficiente no processo de resolugdo. Para estas
estruturas ndo & preciso, normalmente, subdividir a carga
total em muitos incrementos. Por outro lado, gquando surgem
fortes n3o-linearidades, & possivel observar as diferengas
no desempenho dos algoritmos; para alguns deles ha a
necessidade de subdivisdo do carregamento total em um nimero

maior de etapas para a obten¢do de bons resultados.
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Nos casos em que hd a manifestagdo da ndo-linearidade

fisica, o tipo de lei constitutiva adotada para os materiais
€ a causa principal da maior ou menor eficiéncia dos

processos de busca do equilibrio. Uma lei elastoplastica
perfeita pode conduzir a uma situagdo em que a estrutura

sofra grandes deformagdes antes de alcangar a posig3o de

equilibrio. Quando se adota uma lei bi-linear com

endurecimento, o processo € menos penoso, pois a estrutura é

, t | t
menos deformavel. Na realidade a lei bi-linear representa

melhor o comportamento dos materiais de uso estrutural

asnvancionats (Nog casos em que se usou um parimetro de
endurecimento, ele variou na faixa de 5% a 10% do modulo de

elasticidade inicial do material),

Nas estruturas estudadas, em que se considerou a dupla

ndo-linearidade, verificou-se, em particular no exemplo do

item 5.3.2, o mau comportamento dos pontos "6" e "8" que
levaram os algoritmos do tipo Newton-Raphson a sequer
produzirem uma resposta quando ocorreu a plastificagdo de
algumas barras. Fol preciso nestes casos dividir a carga
total em diversos incrementos de modo a serem limitadas as
variagdes de deformagdes entre um incremento e o seguinte.
Neste ponto, evidencia-se a primeira vantagem do uso do
algoritmo BFGS que & a possibilidade de se obterem, com
apenas um passo de carga, os esforgos e os deslocamentos
finais com precisdo. Ainda que seja necessario para algumas
estruturas subdividir o carregamento total, os algoritmos
BFGS e BFGL ( BFGS com pesquisa unidimensional ) permitem a
definicdo de incrementos maiores o que reduz a quantidade de
vezes em que & necessario o recalculo da matriz de rigidez
global.

Nos exemplos reunidos neste trabalho, evidenciaram-se
as vantagens do uso dos algoritmos BFGS e BFGL tambéem no que
diz respeito a convergéncia, estabilidade e tempo de pro-
cessamento. Apenas hos casos unidimensionais muito simples
Ou nos casos em Que a carga total foi subdividida em varios
incrementos & que o método de Newton-Raphson mostrou-se
competitivo.

A busca unidimensional associada ao BFGS (sigla BFGL)
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apesar de reduzir, em todos os casos estudados, o nimero de

iterag®es necessarias para obter-se o equilibrio a cada in-

cremento, nem sempre se revelou vantajosa do ponto de vista
do tempo de processamento (embora este fato esteja ligado a

precisao exigida para o produto interno da equacdo 3.20). De

fato, aumentando-se a tolerancia na busca unidimensional o
tempo gasto na determinacdo do melhor valor de "a" (coefi-

ciente de busca) resulta menor, porém o valor atualizado

para os deslocamentos ao final da itera¢do ndo & certamente

o melhor. E necessario estudar, para cada estrutura, n3%o

apenas a precisdo desejada na obtengdo do equilibrio, mas

também na busca unidimensional. Neste trabalho, a precis3o
para a busca unidimensional foi mantida constante para todos
os exemplos e igual a 0.1. Uma alternativa, & consideréa-la
uma variavel a ser fornecida, de modo a que para cada caso

se possa verificar qual a tolerancia suficiente.

A busca unidimensional, foi implementada também nos
algoriimos do tipo Newton-Raphson com relativo sucesso. Em
cinco dos seils exemplos estudados, nos quais o nlumero de
incrementos de carga foi maior, a sua utilizagdo resultou
vantajosa. Quando usou-se o método de Newton-Raphson
modificado a busca unidimensional, em alguns casos, ndo
produziu convergéncia. Isto esta ligado ao fato de que, ao
contrario da formulagdo classica do método de Newton, a
convergéncia na versdao modificada ndo & garantida em todos
os casos. Uma direg¢do de busca calculada a partir de uma
matriz global que esteja longe da rigidez real da estrutura
pode, na verdade, ndo se constituir numa dire¢Zo de descida.
Deste modo a busca unidimensional jamais conduzirada a uma
redugdo no valor do produto interno especificado na equagdo
3.20, para um nivel menor do dque o estabelecido para a
tolerancia.

Embora o descarregamento nao tenha sido considerado
neste trabalho, os algoritmos do tipo quasi-Newton, pela sua
formulacdo matematica, sdo capazes de produzir convergéncia
também neste caso ao contrario dos algoritmos do tipo
Newton-Raphson.

De um modo geral, cabe resaltar que os objetivos ini-
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cialmente propostos foram alcancados com éxito. Destacam-se
ndo s6 os aspectos relativos aos algoritmos, ja mencionados
acima, como também o conjunto de exemplos que procuram reu-
nir casos de ndo-linearidades isoladas ou combinadas, de

modo a que possam servir como referéncia para futuros

estudos e comparagdes.
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APENDICE A
CONCEITOS GERAIS DA PLASTICIDADE PARA O MEIO CONTINUO

A expressao abaixo, descreve o estado de tens®es em um

ponto, como fungdo das componentes de tensSes num sistema

sartesiane tridimensional.

T=T (OX,O 19 T /T ' T ) (Eq' A"Ol)

y Xy xz yz

A representagdo do comportamento elasto-plastico,

inclui também uma fung¢do, ou critério, de plastificagdo que
envolve as componentes do estado de tens3do e um parametro
caracteristico que pode ser a deformap%o plastica acumulada.

Assim, escreve-se essa fung¢do conforme segue.

f =1 (ox,oy,az,rxy,rxz,ryz,ep,h) (Eq. A.02)
ou

f=f (T,h,ep) (Eq. A.03)
Onde: e - E a deformagdo plastica acumulada.

p

h - E o parametro de endurecimento.

No caso de um meio continuo, diferentemente do caso
uniaxial, & possivel representar geometricamente a separagao
entre a regido onde os estados de tensdo sdo ditos elasticos
da regido onde surgem os estados plasticos, por meio de uma
superficie convexa. Assim, estados de tensdao ou pontos
dentro dessa superficie s3o estados elasticos e sobre a
superficie estados plasticos. Fora da superficie, a regido é
considerada inacessivel, porque quando se avanga no processo
de plastificagdo a superficie que limita a regido elastica
se expande de modo a conter sobre si o novo estado de

tensdes.
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Se f(T) representa a superficie que limita a regido

elastica inicial, ent3o f(T)=0 & verificada por pontos sobre
a superficie.

Pode-se dizer dos pontos representatives de um estado
de tensdo no regime elastico que a fungdo de plastificagdo,
tem Sempre um valor menor ou igual a zero, ou seja:

f (T) <0 (Eq. A.04)

A regido inacessivel, fica representada por f(T)>0.

Essas situa¢®es, est@o indicadas na figura A.01.

f(T)=0

f(T)>0
f(T)<O
Espaco das
tensSes
Superficie

inicial

Fig. A.0l- Superficie inicial de plastificagdo

A partir de um estado atual genérico de tensdes e
deformagdes, acréscimos a um estado de tensio que levam a um
valor negativo dessa fungéo f, representam um
descarregamento ou ingresso na fase elastica.

Por outro lado, acréscimos que gerem incrementos na
deformagdo plastica constituem um novo estado, dado
geometricamente por um ponto que continuara sobre uma nova
superficie de plastifica¢do conforme mostra a figura A.02.

Essa condigéo é expressa matematicamente sendo:
f(T+dT,e +de ,h+dh)=0 (Eq. A.05)
p p

Portanto como o novo estado de tensdes T+dT, deve estar

sobre a nova superficie, que limita agora outra regido
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elastica, deve-se verificar a condigdo de consisténcia

descrita pela equagdo.

df=f(T+dT,ep+dep,h+dh)—f(T,ep,h)=O (Eq. A.06)

Superficie de plastifigdo

T+dT

Espago das

\\\‘ tensdes

Superficie inicial
%

Fig. A.02- Evolugdo da superficie de plastificagdo
no espago das tensdes

Os postulados de Drucker estendidos ao meio continuo
trazem duas importantes consequéncias: a lei da normalidade
e a convexidade da superficie de plastificagdo. Para
explicar o que vem a ser estas leis, parte-se de um estado
de tens®es interno a superficie de plastificag3o T«, ao qual
corresponde uma deformagdo plastica epa, iniciando-se um
ciclo de carga e descarga, seguindo as etapas ilustradas na
figura A.03.

T+dT

T
_ T
( / Espa¢o das
tensdes

Fig. A.03- Ciclo completo de carga e descarga
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0 segundo postulado de Drucker, afirma que o trabalho
complementar realizado em um ciclo completo de carga e

descarga & menor ou igual a zero. Portanto, pode-se escrever

que:
T T+dT T
§ e.dT = j e-dT + J e-dT + j e-dT < 0 (Eq. A.07)
T T M+dT

a

A deformacao total ¢ & dada, genericamente, pela soma

de uma parcela elastica ¢ e outra plastica ¢ . Alem disso,
e p
pode-se escrever a variagdo das deformacdes plasticas

ocorrida de T a T+dT na forma:
de = e: - € (Egq. A.08)

Onde: ¢° - E a deformag¥o plastica em T+dT.
P

Introduzindo as condi¢bes acima, na expressdao A.07,
chega-se a:

T T+dT T
a
§ e-dT= f(e +e )-dT+I(e +e )-dT+J(e +e%)-dT <0 (Eq. A.09)
e pa e p e p
T T T+dT

a

Em seguida pode-se escrever que:

T T+dT
§ e-dT= j(e +e  )-dT + I(e +(e ¢ )+e )-dT +
e pa e p pa pa
T T
a
Ta
+ f(e +¢ +de )-dT < 0 (Eq. A.10)
e pa P
T+dT

a qual desenvolvida passa a ser dada por:
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T+dT

§ €-dT= § e -dT + § e -dT + I(e -¢ )-4T +
e pa p Ppa
T

T
a
+ J dep-dT < 0 (Eq. A.11)

T+dT

As integrais fechadas da equagdao A.11, sdao nulas. De
fato, na primeira parcela tem-se um ciclo completo em fase

elastica, que @& conservativo, resultando em trabalho

complementar nulo; na segunda ¢ e uma constante e o ciclo
pa

¢ de tensdo, portanto também seu resultado & zero. A
terceira integral & um infinitesimo de ordem superior que
pode ser desprezado frente as outras grandezas. ApoOs estas
considerac®es, a expressdao se reduz a:

T
a

§ e-dT = j de -dT = de (T -T) s 0 (Eq. A.12)
T+dT

A expressdao acima pode ser escrita na forma:

§ e-dT = (T-T )-de 2 0 (Eq. A.13)

A expressdo anterior pode ser interpretada geometrica-
mente conduzindo as consequéncias mencionadas anteriormente.

Para que o produto interno indicado na equa¢do A.13
seja sempre positivo ou nulo, & necessario que o vetor da
variagdo das deformagbes plasticas, seja perpendicular a
superficie de plastifica¢do, caso contrario, sempre havera
um vetor variagéo de tensdes que faz o resultado do referido
produto interno ser negativo. As figuras A.04a e A.04b
ilustram essa situagdo.

E preciso garantir ainda que a superficie seja convexa
pois, do contrario, sempre sera possivel encontrar um ponto
interno & superficie de plastificagdo ao qual esta associado
um vetor variagdo de tens®Bes, cuja projegdo na diregdo do
vetor variagdo de deformagdes, leve a um resultado negativo



para o produto interno da equagdo A.13; as figuras A.05a e

A.05b ilustram estas situagdes.

*x#90°
d
/////1a T T T
Espago de
tensbes
a) de normal a superficie b) de nao perpendicular a su
P p
de plastificagdo perficie de plastificagdo

Fig. A.04- Lei da Normalidade

Tex
Tq -
Espago das
tensdes

a) de normal a superficie b) de normal a superficie
P p

cdncava na parte convexa

Fig. A.05- Lei da normalidade e convexidade

da superficie de plastificagdo



APENDICE B
IMPLEMENTACAO DA NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

Para efeito de implementagdo da ndo-linearidade
geometrica nos algoritmos estudados, adotou-se um sistema de
coordenadas lagrangeanas atualizadas, de modo a poder
relacionar o estado de deslocamentos no equilibrio em cada
fase com a posigdo indeformada da estrutura. Estabelecido o
sistema de coordenadas e definida a matriz geométrica dos
elementos, tudo se passa a nivel de um incremento de carga,

como uma sucessao de etapas, correspondentes a cada
iteragdo, que levam o elemento de um estado deformado
inicial ate a posig¢do deformada final correspondente ao
incremento em questdo; a figura B.0l ilustra a sucessdo de
etapas.

v

A

Fig. B.01 - Barra no sistema local "uivi" atualizado

Desta forma tem-se a cada itera¢do o calculo dos novos
cossenos diretores das barras. Com isto a rotagdo do sistema
local das barras para o global da estrutura & feita sempre
com base numa situag¢do ja deformada dos elementos.

E possivel demonstrar que para as treligcas vale a

seguinte relagao [4], [10]:



[kol + [Ako] = [Tel' [ko] [Te] (Eq. B.01)

com:

1 s 0 0 ]
[Te] = -6 1 0 0 (Eq. B.02)
0 0 1 9
| 0 0 - 1 |

Onde para valores pequenos de "o" valem as relagdes
"o=sen o" e "l=cos ",

Alem disso, rotacionar a matriz da barra de um angulo
pequeno "e" com relagdo ao sistema local da barra, e depois
de um angulo qualquer "o" com relagdo ao sistema global da
estrutura, & equivalente a rotacionar a matriz da barra de
um angulo igual a "at+o", que & a inclinagdo final da barra

na etapa com relagdo ao sistema global. Assim & possivel
escrever que:

[kt] = [Tel' [kol [Tel + [kg] (Eq. B.03)
[kt]' = [T(ate)]'[kol[T(a+e)] + [Tal'lkgl[Ta] (Eq. B.04)
onde:

[Te] - Matriz de rotagdo da barra para o sistema local
[Tl - Matriz de rotagdo da barra para o sistema global
[T(ate)] - Matriz de rotagdo da barra ja deformada para o

sistema global
[kt]
[kt]'

Matriz tangente no sistema local

Matriz tangente no sistema global

No programa, por simplicidade, introduziu-se a seguinte
expressdo para o calculo de [kt]':

[kt1' = [T(o+e)1l' ([kol+[kgl) [T(ate)] (Eq. B.05)
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A diferenpga antra os resultados produzides usande a
equagdo B.04 e aqueles dados pela expressdo B.05 & muito

pequena ja que entre uma itera;éo e a seguinte vale a
suposi¢do de "e" pequeno. Os exemplos estudados no capitulo

5 mostram que a formulapﬁo adotada produz bons resultados.



APENDICE C

FLUXOGRAMA PARA O BFGS COM ATUALIZACAO DA MATRIZ DIRETA

VETBG - Diferenca entre o estado deslocado "i" o "i-1M
VETBF - Diferen¢a de residuos nos estados "i" e "i-q"

GLOBM - Matriz de rigidez global

VBFG1, WBFGl - Escalares

VBFG3 - Controle da estabilidade numérica
NLIBS - Graus de liberdade da estrutura

INICIO

l

VETBF , VETBG , GLOBM \1
|

WBFG1 = 0.0
VBFG2 = 0.0
l
~ I = 1,NLIBS
I
VBFG1 = 0.0
VBFG3 = 0.0
l
» J = 1,NLIBS

I
VBFG1=VBFG1+VETBG(J )*GLOBM(J,I)
VETBS(J)=VBFG3+GLOBM(I,J)*VETBG(J)
VBFG3=VETBS(1I)

WBFG1=WBFG1+VETBG(I)*VETBF(I)
VBFG1=VBFG2+VBFG1*VETBG(1I)
VBFG2=VBFG1

RETURN

WBFG1.EQ.O




GLOBM(K,L)=GLOBM(K,L)+
+(VETBF(K)*VETBF(L))/WBFG1-
-(VETBS(K)*VETBS(L))/VBFG1~-

I

GLOBM(L,K)=GLOBM(K,L)

I

WBFGA
VBFGB

l

0.0
0.0

M = 1,NLIBS

|
VBFGC = 0.0

]

N = 1,NLIBS
I

VBFGC=VBFGC+VETBG(N)*GLOBM(N,M)

WBFGA=WBFGA+VETBG(M)*VETBF (M)
VBFGC=VBFGB+VBFGC*VETBG(M)
VBFGB=VBFGC

l

VBFG3=SQRT (VBFGC/WBFGA)

SALVA MATRIZ ATUALIZADA

RETURN




