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RESUMO

Neste trabalho, o problema da elastodinimica transiente
& estudado atravég de uma formulagdoc mista dos métodos: Elementos
de Contorno (MEC) e Elementos Finitogs (MEF). Os processos de
integrag¢do no tempo utilizados sdo o de Newmark, para o MEF, e a
discretizacdo temporal direta do teorema da reciprocidade dinimica
de Graffi, para o MEC.

A formulacdo espacial do Método dos Elementos Finitos
abrange pdrticos tridimensionais e casgcas delgadas
elidstico-lineares; o Método dos Elementos de Contorno é utilizado
para modelar 86lidos tridimensionais eldsticos finitos ou
infinitos.

A Jjungdc entre os dois meicgs & feita através de
elementos rigidos de ligagdo e a compatibilizagdo dos métodos pela
técnica de sub-regides.

Desenvolve-ge uma técnica de integracgdo particular para
elementos singulares muita precisa, dispensando assim, a avaliagdo
destas integrais pela imposigdo de deslocamentos de corpo rigido
ac problema estatico.

Finalmente, deriva-se do tensor de S8tokes uma solugdo
fundamental alternativa gque traz ao algoritmo de integragdoe
temporal do MEC grande ganho computacional.

Mostram-se exemplos numéricogs visando demonstrar a
eficiéneia da formulacdo apresentada. A formulagdo similar

estdtica também & implementada e ilustrada com exemplos.



ABSTRACT

In this work, the transient elastodynamic problem ig
studied through a mixed formulation of ‘the methods: Boundary
Element and Finite Element. The time integrations are made by
Newmark’s process for the Finite Element, and by direct time
integration of the Graffi’s dynamic reciprocity theorem for the
Boundary Element.

The Finite Element Method spacial formulation includes
three-dimensional elastic linear frame and thin shells structures;
the Boundary Element Method is used to model finite or infinite
three-dimensional elastic bodies. The c¢onnection between both
media 1s made by rigid elements also adopting the subregion
technique to combine the methods.

A new manner to integrate elements with strong
gingularities 1is presented, avoiding therefore the indirect
integral technique made by enforcing a rigid body movement to the
estatic equivalent problem. Finally, a great computational profit
is obtained by the application of an Alternative Fundamental
Solution, derived from Stokes tensor. '

Examples show the efficiency of presented formulation;
the estatic wversion 1s also implemented and illustrated by

examples.

Vi
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

Na teoria matematica da elasticidade procurou-se,
durante muito tempo e ainda hoje se vem fazendo, determinar o
estado de tensdo, ou de deformagdo, no interior de um corpo sbdlido
eldstico submetido a agdo de um sistema equilibrado de forgas, ou
que esteja em um estado de pequeno movimento relative interior
(Elastodinfmica), com o objetivo de obter resultados tteis e de
importéncia pratica para os diversos ramos da Engenharia [89].

As equagdes gerais de equilibrioc (estédtico e diné8mico)
de sélidos eldsticos foram introduzidas por NAVIER [110] em 1821 e
por CAUCHY [26] em 1828.

Foram desenvolvidog, ao longo do tempo, métodos
analiticos para a obtengdo de solugdes exatas de grande parte das
equagdes diferenciais de todos os ramos da fisica. Em particular,
para a elasticidade existem inGmeros trabalhos como por ex. [89,
49, 50 e 2] , que determinam solugdes exatas para muitos problemas



estadticos e dinf@micos, porém os casos estudados s3o limitados por
sua geometria e hipbteses bastante simplificadoras.

Da necessidade de se resolver problemas mais gerais
surgiram os métodos aproximados e, com eles, os métodos numéricos.
O primeiroc método numérico fundamentado em bases matematicas foi o
Método das Diferengas Finitas [129]. Isto se deu antes de haver
uma automatizacgdo computacional [139] o que limitou bastante seu
uso na época. Apos o surgimento dos computadores,
intensificaram-se as pesquisas para o desenvolvimento e a
aplicagdo de tais métodos, dos quais podem-se destacar o ja
mencionado Método das Diferengas Finitas (MDF), que até& hoje tem
grande importéncia no tratamento de problemas da engenharia, e o
Método dos Elementos Finitos (MEF), [7, 136, 29] sem divida, o
mals aplicado.

Estes métodos, por serem baseados na aproximagdo da
solugdo em todo o© dominio, sdo c¢onhecidos como Técnicas de
Dominio. Na utilizag¢do do primeiro (MDF)}, aplica-se ponto a ponto
o operador diferenga sobre a equagdo diferencial; para © segundo
(MEF) subdivide-se todo o corpo em pequenos subdominios. Tais
procedimentos se traduzem, na pratica, em uma exaustiva
discretizagdo de todo o espago definido pelo s6lido em andlise
para a resolugdo do problema proposto.

Uma alternativa para reduzir o nimero de aproximagdes &
a utilizag¢do das chamadas Técnicas de Contorno, nas gquais as
discretizagdes s3o impostas apenas ac contorno do sgistema em
consideragdo. Estas técnicas tém como origem um dos procedimentos
usados na teoria matemdtica para obter a solu¢do analitica das
equagdes diferenciais parciais, que as transformam em suas formas
integrais ou, mais simplesmente, nas chamadas equa¢des integrais.

As equagdes integrais, segundo ELIOT [3], j& sdo
conhecidas degde 1823, gquando ABEL [1] wutilizou este procedimento
para resolver o problema do pé&ndulo isgdcrono [59], porém sua
introdugdo mais generalizada ocorreu em 1828 com GREEN [64].

Com relagdo a elastostdtica, em 1872 BETTI [18]
demonstrou o teorema da reciprocidade e em 1886 SOMIGLIANA [127],



aplicando, sobre o teorema de BETTI, a solug¢do de KELVIN [133],
obteve a chamada Identidade Somigliana. Ja os teoremas
equivalentes da elastodinfmica foram demonstrados bem mais tarde;
em 1946 GRAFFI [63] demonstrou a reciprocidade para dois estados
elastodinfimicos em corpos finitos; em 1968, WEELER e STERNBERG
[153] a estenderam para corpos ndo-finitos. Em 1904 a chamada
Identidade de LOVE [88] foi apresentada; e mais tarde, obtida de
maneira mais econdmica e segura, aplicando a solugdo de STCOKES
[130] sobre o tecrema de GRAFFI estendido [153].

Em 1903, FREDHOLM [54] utilizou wuma técnica de
discretizac¢do limite para demonstrar a existéncia e a unicidade de
solugdes de eéuagées integrais de contorno. Este procedimento den
origem a uma forma de se construir respostas numéricas com erros
bastante toleridveis [69].

Neste contexto surgiram duas formulagdes distintas do
Método dos Elementos de Contorno, a formulagdo indireta, na gqual
as varidveis envolvidas ndo sdo as variéveis fisicas do problema,
introduzida por KUPRADZE [82], e a direta, cujas varidveis tém
significado fisico, iniciada por RIZZO [123] em 1967.

Alguns dog primeiros estudos em elastodin@mica pelo
Método dos Elementos de Contorno foram apresentados, em 1963, por
BANAUGH e GOLDSMITH [10], FRIEDMAN e SHAW [55] e CHEN e SCHWEIKERT
[27], porém todos na formulagdo indireta. O marco inicial da
formulagdo direta para a elastodindmica foi em 1968, com CRUSE e
RIZZO [42] e CRUSE [39], que resolveram, pela primeira vez, um
problema transiente de propagagdo de onda em um semi-plano no
egpago transformado de Laplace [17]. Alguns trabalhos posteriores
podem ser citados, como por exemplo, MANOLIS e BESKOS [94],
MANOLIS [92], MANOLIS e BESKOS [93], ANTES et alli [4], ESTORF
et alli [145] e KONTONI [81].

Outra maneira de se tratar problemas transientes e de
vibra¢des harmdnicas pelo MEC, & através do concelto de matriz de
magsa. Isto pode ser feito através de varias técnicas, como
mostrado nos trabalhos de NARDINI e BREBEIA [105-109%], CODA e
VENTURINI [33-35], LEOFFLER NETO [86] .Estas técnicas necessitam ou



de discretizag¢do de dominio ou de varidveis internas incégnitas

A formulagdo aplicada ao MEC neste trabalho foi
desenvolvida a partir de 1983 por MANSUR e BREBBIA [97, 98, 99,
96] e & baseada no teorema da reciprocidade dinidmica de GRAFFI
[63] discretizado no espa¢o e no tempo, tendo como um dos campos
de deslocamento a solugdo fundamental geral de STOKES [130].
Utiliza-se também o equivalente estdtico j& bastante difundido
[20, 25, 24].

Com relagdo ao MEF, segundo ZIENKIEWICZ [157], no campo
da mecénica dos sdlidos e andlise estrutural, j& em 1940 MCHENRY
[100], HRENIKOFF ({68] e NEWMARK [111] demonstraram que se podem
obter solugdes razocavelmente boas de um problema continuo,
substituindo pequenas por¢des do meio analisado por uma simples
distribuicdo de barras. Mais tarde, no mesmo contexto, ARGYRIS
[6], TURNEI e outros [136] demonstraram que se pode substituir as
propriedades do continuc de um mode mais direto, e menos
intuitivo, supondo gue as peqguenas porgdes do mesmo, ou
"elementos", se comportem de uma certa forma simplificada. Muito
ge avancou desde a década de 1960 até hoje conforme pode ser visto
nas referéncias [157, 15, 22, 67].

Q0 Método dog Elementos Finitos &, atualmente, uma das
ferramentas mais difundidas para soluciocnar diversgos problemas da
engenharia [121, 117, 37]. Sua aplicag¢d&o na mecdnica estrutural ja
estd consagrada pela prédtica. E de se observar contudo que, por
ser uma técnica de dominio, traz algumas complica¢dBes as anidlises
que envolvem dominios infinitos, pois estes devem ser
interrompidos para gque se gere uma discretizag¢do finita,
ocagionando a formagdo de um contorno ficticio que, em andlises
dinfmicas, geram reflexdes de ondas inexistentes no problema real
[119].

Neste contexto, trés vantagens principais s3o oferecidas
pelo Método dos Elementos de Contorno: modelagem prdpria para
dominios infinitos, grande redugdo de equagdes e volume de dados
(principalmente quando se trata de meios tridimensionais infinitos

como o0 S0lo) e a ilnexisténcia de erros de interpolag8o no dominio



[139].

Em contrapartida, o Método dos Elementos de Contorno ndo
apresenta nenhuma caracteristica vantajosa, no que diz respeito a
andlise de estruturas reticuladas e cascas, guando comparado ao
MEF. Disto se conclui que, uma medida natural para a andlise da
interagdo solo-estrutura, é compor uma modelagem onde o MEF &
usado para a estrutura (pdrtico e cascas) e o MEC para o solo ou
semi-espag¢o infinito. |

A idéia de se acoplar o MEC ao MEF ndoc & t3o recente, ja
em 1977 ZIENKIEWICZ [158] e ATLURI e GRANNELL [8] discorriam sobre
o assunto. Alguns trabalhos recentes, em elastodinfimica, podem ser
citados como os de ESTORF et alli [144-146), ANTES et alli [5],
PATEL e SPYRAKOS [116], PAPASOGLOU et alli [102], GAUL et alli
[58] e AVERSCH [9], GANGMING [57] e MITSUI et alli [103], que
simulam a liga¢3o MEC/MEF para casog bidimensionais. Para o caso
tridimensional pode-se citar os trabalhos de XU [156], WANG e
SCHMID [147], SHU [124] e KOBAYASHI ét alli [76, 79].

Neste trabalho, apresenta-se uma formulagdo tridimen-
sional dinfmica transiente para a andlise elédstica especifica da
ligagdo solo-estrutura, modulando-se a estrutura pelo MEF (casca,
barra) e o solo, tratado de maneira simplista como elastico
linear, pelo MEC. A jungdo figica entre os dois meios & feita
através de elementos rigidos de ligag¢do (sapata rigidé [121]) e ©
acoplamento numéricc através da técnica de sub-regides [592, 139].

Para atingir tal propdsito, no capitulo 2 apresentam-se
as equagbes gerais gque regem a elastostdtica, incluindo sua
representagdo integral e solugdes fundamentais. Estendendo as
expressdes da elastostdtica, no capitulc 3, as equagdes gerais que
governam a elastodindmica sdo mostradas.

Impondo-se a discretizagdo espac¢ial sobre as equag¢des da
elastostatica, demonstra-se no capitulo 4, a formulacgdo basica do
MEC. J& no capitulo 5, fazendo-se o mesmo com as equacdes
integrais da elastodinfmica e efetuando-se a discretizagdo

temporal, chega-se na formulagdo dindmica transiente do MEC.
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No capitulo 6, uma formulag¢do bastante simples do MEF é
aplicada a estruturas reticuladas e cascas delgadas [117, 67, 37,
52], sendo a combinac¢do entre os métodos, através do elemento
rigido e da técnica de sub;regiées, desenvolvida no Capituleo 7.

No capitulo 8, alguns exemplos numéricos sdo resolvidos
para confirmar a validade do método, comparando as respostas
obtidas com solu¢gles analiticas ou outras modelagens numéricas
existentes na bibliografia.

Finalmenté no capitulo 9 discute-se, de maneira global e
sucinta, tudo o que ge apresentou no trabalho, procurando tirar
conclusdes concretas e propor futuras investigagles, para que o

tema abordado atinja pleno degenvolvimento ¢ mais breve possivel..



CAPITULO 2

TEORIA BASICA E EQUACOES INTEGRAIS DA ELASTOSTATICA

2.1- INTRODUGAO

Introduz-se, neste capitulo, alguns conceitos basicos da
teoria da elasticidade que sdo imprescindiveis para o©
desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno [89,134,24,61]

Antes de se discutir as equag¢des gque governam O
comportamento linear dos corpos eldsticos submetidos a agdes
estiticas, cabe dizer que estas sdo expressas em forma de notagdo
indicial representada no sistema de coordenadas cartesianas
convencional. Tal notagdoc usa indices (1, 2, 3) para representar
os eixos (X,y,z) e algumas regras béasicas de manuseic gdo

apresentadas abaixo:

a) Convencdo de Somatdrio

A repetigio de um iIndice num termo indica a soma de
todas as componentes com respeito a este indice em toda a sua

variagdo, por exemplo:



ii 11 F Fgg T A
aijbi = aljbl + azjb2 + a3jb3

b) Convencdo para derivadas parciais

A virgula acompanhada por indices representa a derivada

parcial com relag@io ds coordenadas referidas a estes:

2
of. 0%9,

= f, .; —— = . .
0x. 1.5 axjaxk ak ke

¢) Delta de Kronecker éij

E um parimetro auxiliar que assume os seguintes valores:

5i. =0 se 1. #
J (2:3)
0.
1]
Todag ag expressdes utilizadas ou deduzidas nesta tese,
s8io validas para o caso tridimensional, ndo houve preocupagdo em
se fazer um paralelo para os casos planos, pois estes ndo sdo

objetos do presente estudo.

2.2- EQUAGOES QUE REGEM A ELASTOSTATICA

Admitindo-se que a matéria de um corpo eldstico &
homogénea, isotrdpica e distribuida continuamente em seu volume,

pode-se definir tensdo (¢) em um ponto como [8%9,49,134],

£im drF
= 4850 —dg (2.4)

onde dF & o diferencial de forga que atua na &rea elementar dS,
que circunda este ponto, orientada pelo versor normal n ao plano

que a contém (fig. 2.1).



Figura 2.1- Representac¢do de tensdeg em pontos internos devidas a
um sistema equilibrado de forgas externas atuando

gsobre um corpo sélido.

Pode-se decompor a tensdo em duas componentes principais
com relacdo ao plano, uma normal e outra tangencial.

Por facilidade, pode-se admitir um sistema de
coordenadas cartesianas e definir as componentes de tensio (Uij)
como indicado na figura 2.2, com uma componente normal e duas

tangenciais, todas nas direq¢des dos eixos coordenados.

Estudando-se o equilibric do ponto repregentade pelo

s6lido elementar (fig. 2.2) escreve-se:

onde bi sdo forgas de volume, como © peso prdprio ou forgas

eletromagnéticas.



dx,

dxy

Figura 2.2- S86lido elementar submetido a esforgos internos

Y

Figura 2.3- Representagdo das forcas de superficie no contorno do

corpo.



Quando se conhecem as componentes de tensio (ai ) em um

J
ponto gqualquer, pode-gse calcular as respectivas forgas de

superficie (fig. 2.3) através da relagdo:

onde nj sdo os cossenos diretores da normal &a superficie em
guestdao com relagdo ac sistema de coordenadas definido. Esta
expressdo € muito importante para a adequagdo das condigdes de
contorne a equagdo diferencial (2.5).

Sob a agdoc de um sistema dé'forgas, um corpo eldstico se
deforma de maneira estdtica (forgas aplicadas gradualmente até
gseug valores finais), ou de maneira din8mica (forgas aplicadas
brugcamente ou que nfo possuam valor final considerado constante
no tempo). Em ambos os casos, no contexto da teoria das pequenas
deforma¢des, a seguinte relagdo, entre as componentes do tensor de
deformagdes (eij) e do deslocamento (ui), pode ser escrita, [89,
49, 134, 24, 61]:

O tensor de tensdo (o) relaciona-se com © tensor de
deformagdo (€}, para gdlidos eldsticos, através da Lel de Hooke
generalizada que, para materiais isotrdépicos, & baseada em duas
constantes: o médulo de Young ou de elasticidade (E) e o
coeficiente de Poisson (v). Tal relacdioc gse expressa como:

.. + 2Ce,. (2.9)
2 g i

Oig = X €4 :

onde A e G sdo as chamadas constantes de Lamé e ge expressam em

termos de E e v como segue:



E

2Gvy
A = T-37 (2:11)

A constante G também & conhecida como mddulc de
elasticidade transversal.

Substituindo-se a expressidao (2.8) na (2.9) a Lei de
Hooke & escrita em termos dos deslocamentos:

gij = A uk,k 5ij + G(uj,i + ui,j) (2.12)

Levando-se em conta as expressdes (2.5) e (2.12),
obtém-se a conhecida equagdo de Navier -Cauchy em sua forma
estdtica [110,26,89]:

Gl x5 o Ok € @M. we 4+ b = 0 (2.13)
1,33J J.J1 1

Muitas vezes essa equag¢do & encontrada em sua notagdo

vetorial:

GV2 u+ (AMG)u + b =0 (2.14)

onde o operador vetorial V & definido como:

\ \ J .
V=i oo vl ox t iy g (2.15)

com o simbolo " " representando vetor ou matriz.

A equag¢do (2.13) governa, portanto, o comportamento
linear de um corpo eldstico homogéneo e isotrdpico (Q+I') submetido
a a¢des estiticas, onde Q define seu dominio e T seu contorno.

Este comportamento sé6 fica definidoe quando se conhecem ag



condicdes as quais o corpo foi submetido, condi¢Bes de contorno:

u, = u. (8) 5 € I

1 1 il
= (2.16)
onde "-" representa valores conhecidos no contorno F=T1+F2, 5 s&o

pontos do contorno.
A figura (2.4) representa esquematicamente os conceitos

definidos nos pardgrafos anteriores.
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Figura 2.4- Dominioc © com contorno definido TI', com condigdes de

contorno ﬁi e Gi em T, e T, respectivamente.

2.3- SOLUGAO FUNDAMENTAL

Para desenvelver formula¢des do Método dos Elementos de
Contorno, devem ser utilizadas as chamadas solug¢des fundamentais,
obtidag de problemas especificos da Area em estudo. Na formulagéo
egtédtica, desenvolvida neste trabalho, emprega-se a solugdo
fundamental de Kelvin [89, 133] que representa fisicamente o

efeito de uma carga unitadria estdatica atuando em um dominio



infinito.

Este problema & expresso nas equagdes gerais de
equilibrio (2.13) e (2.5) com a substituic¢8o das forgas de volume
bi pela distribuig¢do conhecida como Delta de Dirac &(s,q):

b (@ = 8(s,@) &, (2.17)

Deste modo a equagdo de Navier-Cauchy fica:

Gu, (A+G)uy 5 S, . = 0
VRIS S R T
(2.18)
Uij,j + 6(s,q)5ki =0
onde 8 & o ponto onde a forga estd sendo aplicada (fonte), g

repregsenta os pontos do dominio, 6ki & o Delta de Kronecker
indicando a direc¢3o k da forga concentrada unitdria atuante em s e
o simbolo "*" & usado para salientar que este deslocamento, em
especifico, & a solu¢do fundamental procurada.

A distribuicdo Delta de Dirac tem as seguintes

propriedades:
0(s,q) = +m se q = s
(2,18
o(s,q) =0 se q # 8
g (S) se s € Q
I gl{q) o6(s,q) da(g) = © (2.20)
Q 0 se s € {Q -Q-T}

A solugdo fundamental obtida para dominios infinitos
tridimensionais, a partir de (2.18), é apresentada por [20, 25,
24] como:

*

il
Uy (8.9 = Term5Ter {(3‘4”)5ki + r'kr’i} (2.21)



correspondendo o primeiro indice & diregdo da aplicagdo da carga
unitdria em s e o sequndo & direcdo do deslocamento gerado em d;

j8 r=r(s,qg) & a disténcia entre os pontos s e g (fig. 2.6).
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Figura 2.6- Solugdo fundamental

Aplicando-se a expressdo (2.8) ao campo de deslocamento
fundamental (2.21) obtém-gze as componentes fundamentais de
deformagao (e;ji) em um ponto g devido a uma forga unitéria em s
na direg¢do K [89, 20, 25, 24]:



* —
€,.:(8,9q) = {[(l—2v)(r,- Oy
k34 167 (1-v) Gr2 kL

+ r,ké )

1)
r’iékj + 3r,ir,jr,k} (2.22)

Da mesma forma para as tensdes obtém-se a partir da

substituicdo da expresgdo (2.22) na equagdoc (2.9) a seguinte
£o6rmula

* -1

o, .. (8,9 = —m8m8— { (l-2¥) (.. Ov . + Ty 0.6 +

kji 8W(1—v)r2 j ki k7ij
r,iékj)+ 3r,ir,jr,k} (2. 2R}

Ainda da expressdo (2.23) substituindo-a na

equagao
(2.7) obtém-se, em g,

as componentes da for¢a de superficie na

diregdo i devido a carga unitaria aplicada em & na diregdo k, em

uma superficie definida pelos cogsenos diretores (n,) de um versor
normal a esta:

* -1
p,:(8,q) = —— {[(1—2v)6 i 4 S Poal®EL R -
ki 8w(1—v)r2 ki k i mm

+(1—2v)(r,kni - r,ink)} (2.24)

Para o Método dosg Elementos de Contorno, esta superficie

representa o contorno do corpo estudado.
*

\ *
Os campos fundamentais Uy © Ppy podem ser expressos nas

suas formas wvetoriais, (fig. 2.6):
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(s,q) + u*-(s,q)

* * *
U, (s,q) =u . (s, +u 1i

11 e (2.25)

* * * *
Pi(s,q) = pli(s,q) + pli(S.q) + pli(s,q)

onde e gd0 versores unitérios na diregdo k

2.4- EQUAGCAO INTEGRAL DE CONTORNO

No item 2.1 apresentaram-se as equa¢des diferenciais que

regem os problemas da elastostatica, no item 2.2 mostrou-se a

solugdo fundamental de Kelvin. .
Negte item pretende-se, a partir do teorema da
reciprocidade de Betti [18], apresentar os passos seguidos por

SOMIGLIANA [127] para obter as equagdes integrais de contorno,
ponto de partida para todas as formulagdes do MEC.

2.4.1- Egquagic integral de contorno para pontos internos

O teorema generalizado de Betti [106, 105, 18],
relacionando dois campos de deslocamentos possiveis de um corpo,
pode ser escrito como:

i

* *
fr(uki(s,Q)pi(Q) - U, (Q)py 4 (5,Q))dr(Q) (2.26)

-

onde S & ponto fonte no contorno, Q é ponto do contorno e gq &
ponto do dominio. Este teorema também & wvilido para pontos s,

fonte no dominio, como serd utilizado nesta secdo.



Nesta igualdade, relacicnam-se dois estados elésticos

distinteosgs, a saber, u., Uij e py representando um estado qualquer

* * ¥ . -

e Uy, Ukij € pPpi due, como se sabe, & a solugdo fundamental de
Kelvin para carga unitdria atuando na direcgdo k.

Retomando-se a egquagdc (2.5), para um estado de

deformagdo qualquer, e a egquagdo (2.18), para o estado

fundamental, e substituindo-as na expressdo (2.26) tem-se:

Jgu;i(s,q)(—bi(q))dQ(q) +JQ 5(s,q) b, u, (q)de(q) =

* *
- fr<uki(s,Q)pi(Q)- u; (Q)py; (5,Q))dr(Q) (2.27)

Aplicando-se as propriedades (2.20) do Delta de Dirac

para pontos no dominio, escreve-se:

u, (s) = Iru;i(s,Q)pi(Q)dP(Q) - jrui<Q)p;i<s,Q)dr<Q>

*
+ bei(q)uki(s,q)dQ(q) (2.28)

Esta equagdo integral de contorno para pontog internos &
a chamada Identidade Somigliana [127], fig. 2.7.

A\ Q

Figura 2.7- Ponto fonte interior, representagdo esquemitica.



2.4.2- Equagdo integral de contorno para pontos externos

Quande o ponto fonte, gerador da solugdo fundamental de
Kelvin, ndo pertence nem ao dominio nem ao contornc do c¢orpo
estudado, figura 2.8, a aplicagdo das propriedades (2.20) do Delta

de Dirac 3d equagdo (2.27) resulta em:

* *
0 = jruki<s,Q)pi(Q)dr(Q> - Irui(Q)pki(s,Q) dr(Q) +

*
r J'Q b, (@) uy; (s,q)de(q) (2.29)

que & a chamada equagdo integral de contorno para pontos fontes

exteriores ao problema fisico.

Figura 2.8- Ponto fonte exterior, representacgio esquemitica.
2.4.3- Equagdo integral de contorno para ponteos do contormno.

A expressdo geral da Identidade Somigliana completa-se
quando se considera o peonto fonte localizado no contorno do corpo
em estudo. Tal expressdo pode ser obtida através do processo
limite [59, 82, 73, 40, 66] descrito a seguir.



A equacgdo integral (2.29) pode ser aplicada a um ponto S
do contorno se o dominio Q@ do mesmo for decrescido de uma

vizinhan¢a infinitesimal Q. que contenha 8 (fig. 2.9).

Figura 2.9- Exclusdo do ponto fonte 8 do contorno ao dominio,

representagdo esquemitica.

Com esta modificag¢dc o contorno do nove dominio Q - Q.
passa a sex I' - T + PE, para os qualis a equagdo (2.29), pode ser
aplicada,
*
0 = [ ue(8.9)p; @ar@ - [ py;(s,0u; (@dr@ +
F—P+PE L7 c

*
b, (g)u,. (S,q)de(q) (2.30)
IQ_Qel ki

Separando-se as integrais para cada trecho do dominio e

do contornc escreve-se:
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| ; (@dr@) - [ py;(s,00uy (@dri) +
L r-T
*
I by (S,q)de(q) + fruki(s,Q)pi(Q)dr(Q)
E
*
i Irpki(S’Q)ui( f by (s,q)de(q) (2.31)

€

Como pode ser visto, nas expressdes (2.21) e (2.24) a
*
singularidade dos nlclecs das integrais em Uy g é 0(1/r) e nas
* *
integrais em Ppi é 0(1/r2). Desta forma para as integrais em Uy s

tem-se,

~

£im *
€0 .Qbi(Q)uki(S,q)dQ(q) =0

€
Lim [ *

U, (8,Q)p, (Q)dr(Q) = 0 b )

e->0 Jr ki
€

21 i
50 | Uki(s.Q)p; (@A (@) Iru;i(s,g)pi(Q)dp(Q)
=T

*
O desenvolvimento do limite sobre PE para o termo em py .

pode ser feito [66,82] da seguinte maneira:

Lim
€0 Fpkl(s ,Qu, (Q)dr (Q) =

€

£im
= 50 Fpkl( )[ui(Q)—ui(S)]dFE(Q) +

€

Lim *
+ 20y, (8) erki(S,Q)dre{Q) = -C, u (8) (2.33)
€



Sendo o termo que envolve a diferenca de deslocamentos

em Q e s identicamente nulo, pois © campo dos deslocamentos u,

regpeita a condigdo de Hbélder.

[uj(Q) - uj(s)] < A.r(8,0)% com A, >0 (2.34)

J& a integral sobre I'-T deve ser entendida como:

*

£im * _
; (S,0)u,(Q)dr(Q) = frpij

-0 Eij
L=

(S,Q)uj(Q)dF(Q) (2.35)

onde o simbolo f representa o valor principal de Cauchy.

Os wvalores assumidos por Ck sdo dados por HARTMANN

i
[66] e organizados como segue.
Seja um canto genérico de um corpo como mostra a figura

abaixo:

Figura 2.10- Ilustrag¢dc de um canto genérico de um corpo.
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Definidos os campos de varredura, sobre a superficie T

da esfera unitaria, para os dngulos ¢ e vy escreve-se:

aseny+3coszwsen37 3cos¢sen37 3cos¢sen27cosy

C = £ I sim a+3sen®psen’y 3sengsenycos
ki = 8w(1-v) T 4 v ¢ g ¥
ageny+3cos yseng
dedy [2.386)
sendo a = (1-2v). Apds a avaliacdo desta integral, deve-se levar o

resultado da base (El, Ez, 23) para a base global (x;, x,, X,) par
simples rotacgdo, obtendo-se, assim, os valores contidos em Ches -

Como ilustragdo apresentam-se os casos malis simples e os
seus resultados para C.

a) Semi-esfera (superficie sem angulosidade)

0 = ¢ =T
0 sy =
z
b 4 0 0
= ik
Cki" 57 0 4T 0 (2:37)
o E 0 0 4T
% Lu_-m— Y

b) Um quarto da esfera

0 =g =
0 = v s 7/2 z 27 0 0
— 1 2
R
~ l"y
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¢} Um coitavo da esfera

0 < ¢ = /2
0 =y s m/2 i 1 1 -
F 1=y 1-p
= 4 il 1
ki= Bw | T-v " T¥ sl
R S S
L L=y L—=p -
Resumidamente a equa¢do integral de contorno fica dada
por:

* *
Coglly 651 = jruki(s,Q) p; (QAT(Q) - jrui(Q)pki(s,Q)dr<Q>+

*
JQbi(q)uki(S’q}dQ(q) (2.40)
com Cki dado como mogtrado anteriormente.

2.4.4- Equagdo integral de contornc para tensdes em pontos

internos.

Para que ge possa considerar o problema elastostdtico
totalmente resolvido, deve-se egtar apto a obter todas as
componentes de tensfdo em qualquer ponto do sélide analisado; isto
é& feito [24, 101] substituindo-se uy da expressio (2.28) na
expressdo (2.12) que relaciona diretamente as tensdes ao campo de

deslocamento, obtendo-se,
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* *
0, (s) = jrnkij(s,e)pk(o)dr(g) - jrskij(s,g)uk(q)dr(e)+

1]
* i
+ JQbk(q)Dkij(S,q)dQ(q) (2.40")
* * .
com Dkij = - okij (expressdo 2.23) e

s, = {3 (1-2v)6, .r (6 . T, )
I 5 S -2v)b..xr,, + Vv VE a0 Bgs )

kij 4ﬂ(1—v)r3 L - S i < i R |

—Sr,ir,jr,k] + 3v(nir,ir,k + njr,ir,k) + (1-2v)

(Bnkr,ir,j + njéki + niéjk) - (1—4V)nkéij} (2.41)

Para se calcular as tensdes em pontos do contorno, ndo é
necessario se criar uma expressdo semelhante & (2.41), tendo em
vista que esgstas sdo obtidas com bastante precisdo através dos
valores conhecidos das tens@es de superficie e dos deslocamentos,

como descrito no capitulo 4.

2.4.5- Equa¢des integrais para regides infinitas.

As equag¢des integrais apresentadas até o momento levam
em conta apenas corpos finitos. Neste item a validade das mesmas
para regides infinitas e regulares [73] & mostrada.

Seja o corpo tridimensional com uma cavidade (ou mais)
definido pelo dominioc €, limitado pelas superficies T e T, como
mostra a figura 10. Para este corpo com r finito se escreve:

* *
Cp iy (8) = jruki(s,o)pi(g)dr(o) - jrui(Q)pki(s,Q)dr<Q)+

* *
+ IQbi(q)uki(S,q)dQ(q) + [ (s.Q0p; (@

1
* _
- ui(Q)Pki(S,Q)]dF(Q) (2.42)



Figura 2.11- Corpo tridimensional com cavidade ou cavidades.

A equacdo (2.42) apresenta o significado desejado se

[24] :
&im 5 *
Tosco “r[uki(S,Q) D, (Q)-u; (Q) py;(8,0)1dr(Q) = 0 (2.43)
Lim *
Fosen NQbi(q)uki(S‘q)dQ(q) = A (valor finito) (2.44)
Na expresgssdo (2.43) quando Q € I~ tem-se:
dr(Q) = |G| dedé  [a| = 0(r?)
*
u 4 (8,Q) = 0(1/r) (2.45)
* 2
Py (8,Q) = 0(1/x")
onde 0( ) & o comportamento assintético de uma fung¢fo para row ou

para r — 0.



Portanto, se pelo menos u.(Q) e p;{(Q) tiverem os
comportamentos 0(1/xr) e 0(1/r2) ac infinito, respectivamente, a
condic¢do de regularidade (2.43) estard satisfeita. Se a resultante
dos esforg¢os aplicados no contorno da cavidade n3o for
auto-equilibrada, do principio de Saint-Venaint [91] resulta ui(Q)
e pi(Q) comportando-se como a solugdo fundamental de Kelvin.
Assim, ui(Q) = 0(1/xr) e pi(Q) = 0(1/r2) garantem que ambos os
termos de (2.43) tenham zero como limite separadamente, levando ao
resultado espefado.

J4 para a expressdo (2.44) apresentar limite finito
tém-se trés alternativas:

bi(q) = para VgeQ
b;(@) = 0 para (fig.2.12) V q ¢ {(*- 7}y {(2.46)
bi(q) = 0(1/r3) com r —

[T

-Q
\

N
\ \
i\ I
rg 1

|/
. r

8_‘”

Figura 2.12- Regifio infinita com cavidade e campo de atuac¢do das
forgcas de dominio.



CAPITULO 3

TEORIA BASICA E EQUAGOES INTEGRAIS DA ELASTODINAMICA

3.1- INTRODUGAO

Neste capitulo, osg conceitos basicos imprescindiveis
para o desenvolvimento da formulagdo elastodindmica transiente
tridimensional do MEC sdo apresentados. Como no capitulc anterior,
todas as expressdes desenvolvidas neste trabalho, estio
representadas sob a forma de nota¢do indicial e no sistema de

coordenadas cartesianas convencional.

3.2- EQUAGOES QUE REGEM A ELASTODINAMICA

Novamente considera-se que a matéria de um corpo
elastico & homogénea, isotrdpica e distribuida continuamente em
seu volume. Desta maneira, algumas defini¢Bes e relagdes
importantes da teoria elastostdtica continuam vé&lidas para a

elastodindmica como, tensdo, simetria do tensor de tensfo, relagdo



tensdo deformag¢io, relagio deformagido deslocamento, relagdo tensdo
deslocamento, que estdo contidas nas equagdes (2.1) a (2.12).

J&4 a expressdo (2.5) e todas as suas variantes de (2.13)
a (2.16), n3o se aplicam ac caso dindmico.

Analigando-se agora, © equilibrio dindmico do ponto

representado pelo sélido elementar (figura 3.1) escreve-se:
Gas = + D = P Ty (3}

onde bi g8c as forgas de volume, como o peso prdprico ou forgas
eletromagnéticas, p é a densidade do material, e ﬁi, a aceleracdo

do ponto com relagdo & diregédo X, (azui/atz).

Figura 3.1l- S6lido elementar submetido a esforgos internos

Substituindo-se mna equagdo (3.1) a relagidoc (2.12)
ocbtém-ge a equagiio geral de Navier - Cauchy [110,26,89].

Gui,jj + (A + G) uj,ji + bi = pl, (3.2)



muitas vezes encontrada em sua forma vetorial:

GVPu + (A+G)VVu + b = p (3.3)

~ -~ ~ ~

onde A e G sdc as constantes de Lamé {(equacdoc 2.10 e 2.11)

A equagdo de Navier-Cauchy (3.2) governa, portanto, o©
comportamento dindmico de um corpo eléstico, homogéneo e
isotrdpico Q@ + I', onde Q define o seu dominio e I' o seu contorno.
Este movimento 8d fica definido quando se conhecem as condigdes as

quais o corpo fol submetido, a saber:

a) Condicdes de contorno (mistas):

e
1

s (8,t) S eT
1

* . (3.4)
P, = pi(S,t) S €T,
onde "-" representa valores conhecidos no contorno T = Y S
sdo og pontos do contorno e t & o tempo.
b) Condig¢des inicilais:
u; = ui(s,O) 5 s
= t=01 s e Q H
Yins ui(s,O)

onde o indice "0" gignifica que os valores prescritos correspondem
a t=0, o simbolo """ representa derivada parcial com relagdo ao
tempo, v & velocidade e g sdo pontos do dominio.

As figquras (3.2) e (3.3) ilustram os conceitos definidos
nos paragrafos anteriores.
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Figura 3.2- Dominio @ com contorno definido T, condigdes de

contorno no tempo Ei e Ei em T, e T,.

Figura 3.3- Dominio Q@ com deslocamentos e velocidades prescritas

para todos os pontos s € Q.

A equagdo geral de Navier-Cauchy (3.2), pode sger
egerita em fungdo das velocidades de propagagdo das ondas

longitudinais (Cl) e distorcionais (C2) no meio elastico.

C; Uy g4 * (c] = G} uy 44 ¥ b, = pl, (3.6a)
com

= (x + 20)/p

5 (3.6b)

Cz = G/p

god, @@



3.3- SOLUCﬁES FUNDAMENTATIS

A formulagdo do MEC para a elastodinfmica, que &
desenvolvida neste trabalho, usa como sclugio fundamental geral a
devida a STOKES [130] no dominio do tempo. Outras técnicas, gque
empregam a solug¢dc fundamental de KELVIN [133], podem ser
aplicadas, tais como, andligse do problema dindmico no espac¢o
transformado de Laplace [75,17,94,92,93] e a técnica da
reciprocidade dual [106,105,23,109,107,33]. '

3.3.1- Sclugdo fundamental geral

A sgolugdo fundamental de STOKES [130] representa
comportamento dinfmico de um meic eldstico infinito submetido a
uma forga de dominioc, dependente do tempo, concentrada em um ponto
do espag¢o s e atuando em uma direcdo k, que se traduz pela equagdo

(3.6) fazendo-se,

A equagdo (3.6), portanto, transforma-se em:
2 * 2 2 * Wk
C, Wy 45 * (Cl_c2)uj,ji + f£(t) 6(q—s)5ki = ply (3.8)

cuja solugdo é:

2 i o B c
u}ti (e, E2a /) 1 {[ 1™k kl] 2

r ¢
rlrk il 12 il T 5k
* =3 [ 7 fle- &) - —— £(t- — )] * zlf(t" 2 )}
X cl 1 C2 2 rC.‘2 C2
{(3.9)
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Aplicando-se a Lei de Hooke, equagdo (2.12), sobre o

campo dos deslocamentos, obtém-se:

[pM]

r.r.r O..r, +&, T 40, T
* . _ 14 2 i7"k TijTk T "kiTj TjkTi
Ukij(q,t,s/f) = Iz { 6.C [ 3 3

r r
-1
i h 2089 A O ails b Bent F Qe T
2, @ £(t-or) da + 2[6 i AU Bl B 1]
b =
1
2
E - C2 P rirjrk .
£lt - %) - — f(t——c)] ot [f(t——c)—
= 2 (& 1 f e 2
1 2
3 2
c ¥ 0 &
+—§f(t-—g—)]-k13(1-2 g)[f(t-—§)+
G 1 ¥ C 1
1 1
o, ., + G..T.
+%f(t——§-—)] k133 jkl[f{t-—-_g)Jr
1 1 2 2
G IR ¥
+___C2 £t - Tz)]} (3.10)

Substituindo-se (3.10) na relag¢do (2.7) obtém-se, em g,
as componentes i da forga de superficie devida a carga concentrada
em & aplicada na diregdo k, em uma superficie definida pelos

cossenos diretores nj de um versor normal a esta [72, 44, 74):
= /£ . /£
Py, (@, tis/f) = Ukij (q.t;s )nj (3. 11)

Independentemente da variag¢do temporal da solicitagdo
WHEELER e STERNBERG [153] demonstraram que og comportamentos dos
campos fundamentais quando r - 0 sdo:



Il

u . (q,t;8/f) = 0 (1/7)

(3.12)

0 (1/7%)

Il

* . f
pkl (qft,S/ )

Além disso mostraram de maneira bastante segura que o
processo limite, equivalente ao da expressdo (2.33), ilustrado

-

pela figura (2.9) é:

ﬁig ui(s,r)j Prs (Q,£,8/g(1))dT(Q) = -g(7)Cp u, (s, 7)
Fe (3.12")

Dois casos particulares do Estado de Stokes séo
empregados neste trabalho para se desenvolver a formulagdo
transiente do MEC: solugdo fundamental usual e solugdo fundamental

alternativa.

3.3.2- Solugdo fundamental usual

0 (t-7) como variagdoc temporal

Usualmente se adota f(t)

da sgolicitacdo dindmica, ficando:

b, .= 8(t-7) &(q-8)d (3.13)

ki ki
representando um impulso unitdrio concentrado em um determinado

ponto do espag¢o s na diregdo k e no instante 7. Desenvolvendo-se

os termos integrais de (3.9) e (3.10) tem-se:



47p r

X B

(@ 3 2 C 2 8

2 r /3] 1 & 2

1 2
ki B | B m
2 C (3.14)

rc2 2

¥ & 1
3 2
¥, B F @ e B s (@
g LK [5(t’ =5 [-—g] 5 (- —g—)}- L = [1-2—3)]
C,r 2 ] i = el
o I
[au:'— £ & = b (€ - %)] J ki ko [5(t’ :
1 1 1 T
1= ¥ r ;
- )+ o (t’' - —)] (3.15)
S, C, <,
onde t’ = t-T.

3.3.3- Solugdoc fundamental alternativa

Chamada assim por gerar a formulagdo altermativa
proposta nesta tese, para a andlise dindmica transiente no dominio
do tempo através do MEC. Sua derivacdo da sgolugdo de Stokes ge da
pela adogdo de f£({t) = H(t-7)/At com At constante e H( ) funcdo de
Heaveside,



H(t-7)

representando uma carga de intensidade 1/At que passa a agir, de
maneira sibita, a partir de um instante 7, em um ponto s de um
meio elédstico infinito, na dire¢doco K. Resolvendo-se os termos

integraig de (3.9) e (3.10) tem-se:

T TN R | {[3rirk i 5ki} 1 [ [t,z_ r’ ]
ki 4mMpAL r3 T 2r2 Ci
s 2 r2 e s 1 0y
) - Sl ) S P el g )
[ 2 G 3 2 &
1 & 2 r 1
2 1
1 r Oki T
4+ =— Hit' - —/ H |t - — (3.17)
c2 CZ rc2 CZ
2 2
a* 1 _302 : rirj k 6ijrk + 6k1rj + 6jkrl
kij T 4w At 2 5 3

r.r.Y r.d + r.b + 1, 6.
E 2[6 i 35k _ i“4k 3] ki k lj][H(t’— g ).
r r 2
2
C - r.r.xr
- [ g ]H(t’- = |+ 2 =2 k [5[t" %] +
C1 1l - :I’.‘C2 2
2
G - B G
() oo &) F 2B [l F)
1 1+ r C1 1
O, .Y, + 6., T
+_g_a[t-%]] o Ji [H [t'-.c_r_] s
1 1 r 2
r r
+ — 5[t’— ———]] (3.18)
CZ CZ

ocnde £t = t-71.



3.4- EQUAGOES INTEGRAIS

No item 3.2 apresentam-se as equa¢deg diferenciais que
regem os problemas da elastodindmica, no item 3.3, mostraram-se as
solugdes fundamentais, para determinados tipos de problemas, muito
iteis na elaboragdo do MEC.

Neste item pretende-se aplicar a Solugdo Fundamental de
Stokes [130], sobre o Teorema de Graffi [63], para escrever a
Identidade de Love [88], ponto de partida para as formulagdes
transientes dinimicas do MEC.

3.4.,1- Teorema da reciprocidade

Este teorema & a versdo dindmica do Teorema de Betti
(equagdo 2.26) para a elastostdtica. Ele foi demonstrado por
GRAFFI [63] para dominios finitos e estendido para dominios
infinitos por WHEELER e STERNBERG [153]. Seja © uma regifio regular
com contorno I' e dois estados eldsticos possiveis definidos por
b., u, e 0.. e bi, ut e Uij’ respectivamente. O teorema de Betti

i i ij i
& escrito como:

jg(ui Uij,j = uidij’j)dQ = Ir(uipi - uipi)dr (3.19)

Como estes possiveis estados eldsticos podem ser estados
elastodindmicos, assumidos a qualquer instante, escolhe-se avaliar
¢ primeiro em um instante 7 e © segundo em um instante t-T.
Integra-se agora o teorema de Betti assim descrito no intervalo de

0-t. Levando-se em conta a expressidoc (3.1) e o fato de,



&
Io{ﬁi(q,T)ui(q,t-T) - u; (g, 78 (q,t-7)} p dr

=
- p IO_%? ity ta,riur g t-r) -uy (g, 71 {q,e-7) a7 =

E
=p {ﬂi(q,f) u’ (g,t-7) -ui(q,T) ﬁi(q,t—T)} . (3.20)
obtém-se o Teorema de Graffi [72, 44, 74]:
LA
IOHF[ui(q,T)bi(q,t—T) - uy(q,t-1)b, (q, 7)1drdr +
% p-Q {ﬁi(q,t)ui(q,O) + ui(q,t)ui(q,O)}dQ =
E
= .Ojr{ui(Q't_T) pi(Q,T) —ui(Q,T) pi(Q.t—T)dFdT +
+pIQ{ﬂi(q,t)ui(q,0) +uf (q, t) ﬂi(q,o)}dﬂdr (3.21)

em sua forma indicial, seguindo as nota¢des Jja definidas

anteriormente.

Todas as aplicagbes abordadas nesta tese, estdo
restritas a estados elastodindmicos que possuem condigdes iniciais

nulas, desta forma a equagdo (3.21) se resume a:

t
Iojg[ui(q,T)bi(q,t—T) - uj(q,t-7) b, (q,7)ldodr =

t
= Iojr{ui(Q,t—T)pi(Q,T) - ui(Q,T) pi(Q,t—T)}deT {3.22)



3.4.2- Equagdo integral de contorno "usgual"

Quando um dos estados elastodindmicos da equagdo (3.22)

é a solugdo fundamental "usual" {equagdo 3.4) escreve-se:

t
jon[ui(q,r) 5(t-7) 8(q-s) b5, ldadr =

L *
Jojguki(q,t;s,r) bi(t,f) dodr +

t *
+ fojruki(Q,t;s,r) p, (Q,7) drdr -

+

t
J ] #i@n p@itis,n aras (3.23)

Analogamente ac gue se desenvolveu nos Iitens 2.4.1,

2.4.2 e 2.4.3, utilizando-se as propriedades do Delta de Dirac e

levando-ge em conta © comportamento limite do Estado de Stokes

(equagdes 3.12 e 3.12'), chega-se a:

Com Cki

Cp i, (8 I J ;(Q,t;8,7) p;(Q,7)drdr -

J J (Q, )by, (Q.t s, r)drdT+I J uy ; (a,t;8,7)b, (g, 7)dedr

(3.24)
dado por
0 para 5 € Q+ T
(3.25)
5ki para s € Q

e para S € T, Cki agsume os valores dados na expressdc (2.36).
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3.4.3- Equagdo integral de contorno alternativa

Quando um dos estados elastodindmicos da equagdo (3.22)
é a solugdc fundamental "alternativa" (equagdo 3.17) escreve-se:

t
[ H{t-71) _
IO.Q“‘i(q'” 2 s(g-s) 6y ldedr =
B,
= uki(q,t;s,T) bi(q,T)-deT +
YoV Q
Lo s
+ uki(Q,t;s,T) pi(Q,T) drdr -
o OUI“
*
+ I J (Q, 7) pki(Q.t;s,T) ardr (3.26)

Para pontos s pertencentes ao dominio, exteriores, ou do
contorno, utilizando-se as propriedades descritas nos itens
anteriores e levando em consideragdo que t>7 e portanto para ©
intervalo de integragdo considerado h{t-7)=1, tem-se como equag¢do

integral béasica:

Ckijt = is A J j ; Q. tis, 7) p; (Q,7)drdr -

J J o P pkl(Q t;s, T)deT+I J ki (g, Era, ) i(q,f)deT
(3.27)
com cki dados como em (3.25)

No capitulo 5, as equa¢des integrais (3.24) e (3.27) séo
transformadas em equa¢des algébricas, dando origem as duas
formulagdes do MEC utilizadas neste trabalho.



CAPITULO 4

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (FORMULAGAO ESTATICA)

4.1- INTRODUGZAO

No capitulo 2, a equag¢do integral de contorno (2.40) que
governa o comportamento estitico dos corpos eléstico homogéneos
tridimensionais, & derivada. Para que o conjunto de problemas
possiveis de serem analisados ndo se restrinja dqueles que possuem
solugdo analiticamente determinada, surge a neceggidade de se
trangformar a equag¢do integral em um conjunto de equagdes
algébricas adéquadas d andlise numérica.

Isto se faz, de maneira geral, através da discretizacgdo
do contorno I' do corpo analisado em elementos Pj, exatos ou
aproximados, onde se interpolam os valores, incdégnitos ou
conhecidos deos desglocamentos e forgas de superficie, por fung¢gdes
polinominais (ver figura 4.1) associadas a um certo nidmero de nds,
ou pontos nodais, do elemento. Os wvalores ligados aos nés sdo

chamados valores nodais.



valores nodais

PIN) UIN)

. reprasentacdo
Xy exota da geometria

representacdo
aproximada da geometria

Figura 4.1- Discretizag8o do contorno em elementos, corte

esquemitico.

7 E claro que, se tratando de corpos tridimensionais, o
contorno do corpo é uma superficie, e o8 elementos que a
discretizam devem também representar pequenas superficies, planas

ou curvas.



(a)

Figura 4.2- Tipos de elementos quanto a aproximag¢do da geometria

A figura 4.3 ilustra o contorno de um COrpo

tridimensional discretizado por elementos do tipo que s3o usados

neste trabalho.

Figura 4.3- Contorno discretizado em: a) Quadrangular plano com
aproximagdo linear. b) Quadrangular plano com aproxi-
magdc quadritica.



4.2- ELEMENTOS DE CONTORNO

Nesgsta secdo descrevem-se as aproxima¢des da geometria e
das varidveis fisicas do problema para cada elemento utilizado.

4.2,.1- Elemento quadrangular planoc com aproximagéo linear
a) Aproximagdo da geometria

Conhecldas as coordenadas de gquatro pontos coplanares
pertencentes ac contorno do corpo (figura 4.4),

as coordenadas de
qualgquer ponteo deste elemento podem ser determinadas como segue:

| 2
|
/ 5 |
Linha _de cruzamento entre a \
superficie do corpo e o plano T

elemento I"j
Figura 4.4- Definigdo da geometria do elemento linear
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k
x. (Q) = ¢k{r,s) X B o Do B (4.1)

onde xi(Q) é a coordenada i1 do ponto Q pertencente ao elemento Fj,
X? € a coordenada i do ndé k e ¢k (r,g) & a funcgdo aproximadora
agsociada ao ndé k, que pode ser escrita em termos de coordenadas

homogéneas (figura 4.5).

3 -1,11 4 31,1

1 @ 2 ds (-1,-1) 1 211,-1)

Figura 4.5- Elemento quadrangular <c¢om aproximagdo  linear,
coordenadas locais e coordenadas homogéneas.

$, = = (1-1) (1-8)

$, = -i— (1+1) (1-8) (4.2)
¢, = i (1+1r) (1+8)

3 Z

B, == [l Mgl

4 4

A equagdo (4.1) pode ser escrita matricialmente como:



X
X
X
x, |° (¢,6,958,) 0 0 0 0 0000 y
X, = 0000 (¢1¢2¢3¢4) 0000 (4.3)
Xy 0000 0000 (¢1¢2¢3¢4) 5
b4
X

>4

Moo oMM
WA WWWNWHRNBENWNONRFEHE®EWRE N

b) Aproximac3o das varidveis

A discretizac3oc das variiveis & feita da mesma forma que
a discretizagfo geowétrica, ou seja, pode-se aproximar os valores
dos deslocamentos (u(Q)) e das forgas de superficies (p{(Q)) para

pontos Q pertencentes ao elemento Pj, parametrizando-os com

relagdo aos seus valores nodais:

u; (Q) = ¢, (r,s) U]i‘

b e 1,2,3) (k=1,2,3,4) (4.4)

k

p; (Q) = ¢k(r,s) P

A figura 4.6 mostra o comportamento aproximado das

varidveis fisgicas sobre os elementos de contorno.



Figura 4.6- Aproxima¢édo das varidveis scbre o elemento linear.

4.2.2- Elemento quadratico

a) Aproximacgfo da geometria

Negte caso, o© elemento utilizado & composto por oito
ndés, estes nds ndo precisam necessariamente pertencer a um mesmo
plano porém devem estar contidos na superficie do corpo, figura
4.7.

Conhecidas as coordenadas destes oito nos, as
coordenadas de um ponto qualquer, pertencente ao elemento, sdo

dadas por:

=
|

o
o
W

x.(Q) = qbk(r,s) X (4.1')

com:



Figura

¢, = (1-r) (1-s) (-r-s5-1)

¢, = (1+r) (1-s) ( r-s-1)

¢y = (1+r) (1+8) ( r+s-1)
= (1-r°) (1-8)

1
Z
.
2
2L
Z
1

%5 = =
N

2
iy

2
e,

2

(1-82) (1+1)

(1-12) (1+8)

©
~J
]

(1-s%) (1-1)

4,7- Definigdo geométrica
coordenadag homogéneas.

do

S=+1

="
Fe=gg=—

rr=+1

s=-1

elemento

quadriatico e



b) Aproximag¢8o das varidveis

Novamente, as varidveis fisicas (u(Q) e p(Q)) sdo

interpoladas sobre o elemento Fj, da mesma forma qué a gometria.
Assim, para um ponto Q qualguer do elemento, tem-se:
k
ui(Q) = ¢k(r.s) Uy
(i = 1,2,3) 47 A . | (4.6)
k

A figura 4.8 mostra algumas fungdes de forma para o

elemento quadréatico.

Figura 4.8- Aproximac¢do de variaveis sobre o elemento quadratico

Apegar do elemento quadratico representar melhor
geometrias complexas (figura 4.7), como neste trabalho a
preocupagdo central é a discretizagio da superficie do solo,

adota-se o elemento gquadrdtico plano assumindeo pontos nodais



coplanares. Desta forma, pode-se adotar como aproximagdo da

geometria as fun¢des interpoladoras do elemento linear.

¢) Relagdo entre coordenadas globais e homogéneas

Ja foram definidas as fungdes gue levam dag coordenadas
adimengionais (r,s) para as globais (xl,xz,x3). Porém, para gue se
aplique uma integra¢do sobre um dominio transformado, precisa-se
conhecer o Jacobiano de tal transformagfio, que ira fornecer a

magnitude da alteracgdoc de area ocorrida aoc se efetuar a mesma.

Figura 4.9- Sistemas de coordenadas

Pela regra da cadeia, escrevem-se ag derivadas de u

como:

du
. 0 axl 6X2 6x3 5x1
dr _ ar dr or du (4.7)
3u axl 6x2 6x3 3x2
ds ds ds s du
0x



O diferencial de &4rea sobre a superficie & igual ao
mddulo do vetor normal (§) ao plano, gque & definido pela
transformagdo (4.7),

set(3(z,9)) = lgy.9,.9,1= (s G+ )2 (4.8)
onde:
B 6x2 é‘x3 ) 6x3 6x2
91 T 37 ds ar ds
ax dx dx 0x
1 3 3 1
9, = 38 ar Os or )
. axl 6x2 ) axz 6x1
93 = Tar ds or s

4.3- CONTINUIDADE E DESCONTINUIDADE DA DISCRETIZAGAO DO CONTORNO

A discretizagdo do contorno do corpce em andlise é
classificada em descontinua ou continua, conforme a existéncia ou
ndo de descontinuidades devido a imposigdo de deslocamentos de
contorne ou forgas de superficie ao mesmo. Estes dois tipos de

descontinuidades podem ser vistos esquematicamente na figura 4.10.

Ponte com descontinuidade

e .

\ ad &

N '

\\
- ; Pontos contihuos
% g
Pontos continuos Ponios com Pontos contihuos
descontinuidade
(a) (b)

Figura 4.10- Descontinuidade de carregamentos e reagdes,

representagdo esquematica.
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E facil notar que, para um ponto com descontinuidade,
sempre existem dois valores {ou mais) de forgas de superficie
asgociados, dquer sejam prescritos ou incdbgnitos. Para resolver
egte tipo de problema deve-se garantir que todos os elementos
adjacentes a descontinuidade possam aproximar, independentes entre
si, as varidveis em seus dominios. Isto se faz, gerando-se tantos
nés (chamados nés duplos) quanto forem necessarios, para um mesmo
ponto do espago. As figuras seguintes ilustram algumas daé

descontinuidades que s8o consideradas neste trabalho.

(AA)
=~ -—-_‘-‘—..
\\\
——— ¢ e - e
p
(BB)

A

Figura 4.11- Discretizagdo continua, apenas um nd para ponto sem

descontinuidade, p € {1,2,3,4}.



(BB)

Figura 4.12- Discretizagdo descontinua tipo 1, dois ndés por
descontinuidade, p’ € {1,4} e P ¢ {2,3}.

/]

/ ® é/ 0/,

®

s

Figura 4.13- Discretizag8o descontinua tipo 2, dois nds por
descontinuidade, p € {1,2,4} p’ e {3}.



idl B

Figura 4.14- Discretizagdo descontinua tipo 3, gquatro nds por
descontinuidade, p €{1}, p’ €{2}, p" €{3} e P"re{a}.

Através dos dados das figurxas 4.11 a 4.14 observa-se gue
existem diversos tipos de descontinuidades de discretizacgdo, porém
todos 230 tratados da mesma forma, desdobrando-se o nd geométrico,

Tudo o que foi exposto também & vilido para pontos com

angulogidade (figura 4.10b) sem perda de generalidade.

4.4- TRANSFORMAGAO DA EQUACAO INTEGRAL EM UM SISTEMA ALGEBRICO

Tendo-se discretizado o contornce I em elementos Pj,
definidos pelos seus ndés i, simples ou miltiplos, que permitem uma
aproximag¢dc das varidveis por seus valores nodais, a equagdo
integral de controno (2.40), a menos das forgas de volume, &
substituida por um somatdérioc de todas as integrais desenvolvidas

em cada elemento Pj-(figura 3.2), resultando:



s () Uy(e) = [ w (s, 6) @ ar e

(3)
[ pgsi (s, 293 @ar @ v} (4.10)
i
onde C,; = 0 para S exterior, Cri 6ki para S interior e ainda

assume os valores dados pela equagio (2.36) para S pertencentes ao
contorno, j=1i,...NE; k,i=1,2,3; «=1,2,3,4, para elementos
lineares e o = 1,...,8 para elementos quadriticos.
Desenveolvendo-se adequadamente, para cada ponto S, todas
as integrais {item 4.5) da eguagdo (4.10), - escreve—sé

matricialmente a seguinte expressdo:

o !
*al T=2 ss ~sN. | Us
cUu. + [h h h h™14 ~ =
s s - ~ N - .
Un
fl {4.11)
st ss sN Ps
(g : 14 ~
N
~al st
onde N & o nimero total de nds, cada submatriz h e g

representa a influéncia do nd ¢ sobre o ponto fonte S, sendo sua

dimensdo 3%3 no caso tridimensional. Os vetores U, e P, contém as

£ /

componentes dos deslocamentos e forgas superficiegs correlatas ao
nd ¢,

Pode-se escrever a equag¢do (4.11) para qualquer ponto S.

Egcolhendo-se adequadamente o nimerc de pontog fontegs igual ao

nimero de ndés do contorno tem-sge:
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[ ¢ 0 1 )
r h11 h12 th Ul r g11 1IN Pl
h21 h22 h2N
N i B 1 = 1 r
th hNZ hNN UN N1 gNN ?N
5 = 4 L7 ) Ly = - R I J
(4.12)
Onde
hSS _ hSS+ ¢ (8)
- * - (4.13)
hSQ _ hSQ

ou de maneira resumida:

HU =GP (4.14)

O sgistema de equagdes representado pela equagdo (4.14)
pode sger facilmente resolvido através das técnicas usuais do
calculo numérico, obtendo-se assim os deslocamentos e as forgas de
superficie incdgnitas a partir dos valores prescritos.

Com um procedimento semelhante, obtém-se a expressdo que
fornece os deslocamentos para pontos do interior do corpo.

U = -H'U + G'P (4.15)

onde U’ & o vetor dos deslocamentos internos. O lado direito da

—~

expressdo envolve apenas varidveis do contorno, jid determinadas
pela equagido (4.14).

Da mesma forma, para o cldlculo das tensdes internas, de
(2.41) obtém-se:



¢ =-H"U + G"P (4.16)

~ ~

onde H" e G" s3p as matrizes obtidas ao se integrar todos os
elementos Pj do contorno, considerando-se os termos integrais de
(2.41).

Ag equagdes matriciais (4.14), (4.15) e (4.16} foram
deduzidas sem a congideragdo dag forgas de dominio indicadas nas
correspondentes representagdes integrais. No caso usual de forgas
de dominio conhecidas, suas integra¢des apenas acarretam a
introducgdo, nas equagdes citadas, de termos adicionais
independentes. Assim, as equag¢des matriciais para o contorno e

para pontos do dominio ficam reescritas,

HU=GP + B (4. 1F)
U = -HU + G'P + B’ (4.18)
g = -H"U + G"P + B" (4.19)

~ ~ ~ ~

onde os valores B, B’ e B" representam integrag¢des de dominio
[142].

Estes termos podem ser calculados integrando-se regides
tridimensionais [33, 139, 59, 126, 132, 131 (cé&lulas) sobre as
quais uma aproximac¢do € admitida a partir de valores c¢onhecidos.
Neste trabalho, entretanto, as integrais de dominio =s&o
transformadas em integrais de contorno pela simples aplicagdo do
teorema de Gausg - Ostrogadsky [118, 33, 142], gue pode ser

escrito para uma fun¢lo F como gegue:

I F do = j F.,n, dr (4.20)
Q I r £k

onde n

; S8c os cossenos diretores da normal a superficie em



questao.
Para o© caso estudado, basta determinar a fungdo F
correspondente ao nlcleo da integral. Quando a densidade de

dominio & constante tem-se, por exemplo:

* *
JQbi(q)uki(s,q)dQ(q) - b, JQuki(s,q)dQ(q) = b,

*
jrskig(s,g)ngdr(o) (4.21)

Onde [33, 142]:

* Tip
Brie (8/Q) = 33y {(3'4”’5ki + r’ir'k} (4.22)

Da mesma maneira procede-gse para outras integrais com
densidades conhecidas. Quando estas ndo sido conhecidasg, ndo & o
caso em egtudo, as integrais ndo resultam em vetores
independentes, como acima mencionado. VArias formas de se tratar
tais problemas podem ser vistas com bastante detalhes em VENTURINI
[142] .

A matriz H (equagdo 4.17) possui uma propriedade muito
interesgante, que permite verificar a precisido obtida pela
aproximagidoc proposta na equagdo (4.10).

Supondo-se que um corpo rigido sofre um deslocamento
unitario (livre de solicitagdes externas) na direcgdo i, cada ndé m

terd seu deslocamento expresso por:

m i
?j = 5ij ti;3 = 1,2,3; w=1,...,N) (4.23)

Como as forgas de superficie s3o nulas, da equagdo

(4.12) escreve-se:



h11 th' T 0

N1 NN

; 2 N Y

N . (m=1, ...N)
b hk' = (i,k=1,2,3)

=1, T

(n=1,...N)
Portanto, quanto mais proximo de
indicada na expressdo (4.25), maior precisdo

processo numérico.

alcanca-se

{(4.24)

(4.25)

zerc chegar a soma

no

Este fato pode ser usado também comc uma alternativa

para se determinar as submatrizes diagonais,
seguinte relacgdo obtida das equagdes (4.13) e (4.25):
hé?)(n) T hE?
= n=1
(m#n)
Para problemas com dominios infinitos,

(4.25) fica [24]:

mn
By =
il ka1

e a equagdo (4.26a)

Breq

passa a ser dada por,
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a

utilizando-se a

(4.26a)

expresgio

(4.27)

(4.26Db)



4,5- INTEGRACAO SOBRE ELEMENTOS:

As integrais sobre os elementos Pj, indicadas na equagio

(4.10), geram submatrizes h e g que compdem respectivamente, as

-~

matrizes globais H e G (equagdo 4.13). Estas integrais sdo

—~ o~

desenvolvidas neste capitulo de duas maneiras distintas,
dependendo da posigdc do ponto fonte em relagdo ao elemento a ser

integrado.

4.5.1- Integragdo ndo singular (numérica)

-

Este tipo de integragdo & utilizado quando o ponto fonte
nido estd contido no elemento considerado (figura 4.14). Nesgte
caso, aplica-se diretamente a quadratura de Gauss para dominios

bidimensionais [20, 131], isto é&:

1 1
J_lj_lf(r,s)drds = wiwjf(ri,sj) (4.28)

onde i e j variam de um até o namero de pontos de integracdo, r. e
8. sdo as coordenadas homogéneas dos pontos de integragdo e w sdo
os fatores ponderadores de Gauss.

Transformando-se as expressdes a serem integradas sobre
os elementos em fungdes dependentes das coordenadas locais
homogéneas, figura (4.5), tem-se para cada elemento as submatrizes

locais:

” -, .
b - J_lj_lpki(s,(r,s))¢ . (r,s)det (J(r,s))drds =

%
NG NG .
%:1 i:lw(E) ¥(m) Pii(Sr (T (g) 8 (m)) oy (T (g) 8 (m?det
(J( (4.29)

I(E)'S(m)))



. 1 1

kj _ * =
G j_lj_luki(s,(r,s))¢aj(r,s)det(J(r,s))drds -
NG NG .

z T w w u, . (8, (r ;S Yo . (x , 8 )det

te1 me1 (&) T(m) Tki (£) "7 (m) " Taj """ (£) 77 (m)
(J(r(e),s(m))) (4.30)

onde

5 = ponto fonte
Q(r,s) = pontos pertencentes ao elemento integrado.
o = ndés do elemento (o = 1,2,3,4 ou o =1,...,8)

j = Elemento integrado.
det[J(r,s)] = magnitude do diferencial de &rea sobre

(r,s), definido nas equagdes

(4.9).

NG = nimero de pontos de Gauss.

X3‘

X2

{4.8) e

Figura 4.14- Integra¢do numérica, fatores de influéncia.
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O nimero de pontos de integragdo necessirio para que os
resultados sejam suficientemente precisos, depende principalmente
dos seguintes fatores: disténcia do ponto fonte ao elemento,
fungdo a ser integrada, geometria do elemento e adnguleo formado

entre o vetor posi¢do e o elemento (figura 4.14).

4.5.2- Integragdo Singular

Quando o© ponto fonte S pertence ao elemento, a
integragdo sobre este ndo pode ser efetuada diretamente pela
quadratura de Gauss. O processo de integragdo proposto, consiste
em se aplicar a guadratura de Kutt [83] em coordenadas polares

locais sobre o elemento singular.

a) Coordenadas polares locais

Antes de mostrar o processo de integragdo, deve-se
apresentar o sistema de coordenadas utilizado e suas relagdes

importantes.
Inicialmente define-se um gistema de coordenadas

cartesianas local figura 4.15.

Xz A St
4

—
1 2 Xy

Figura 4.15- Sistema de coordenadas cartesianas local, e sistema

de coordenadas homogéneas associado.



Como © elemento & plano, este sistema & valido sobre
todo o elemento. O sistema de coordenadas polares local tem como
origem o ponto fonte S, que pode estar localizado em cinco

posi¢des (figura 4.16) do elemento.

4

Subelemento 2

Subelemento 1

1

1 CASO 1 2 X

Figura 4.16a-Origem do sistema de coordenadas polares local,caso 1

Xz A
\\
S e §
N
hY
N
%
® i
.
%
N e
N
o
’ CASO 2 2 Ky

Figura 4.16b-0Origem do sistema de coordenadas polares local,caso 2

;2‘ 4 fe)

X3 CASO 3 *1
Figura 4.16c-Origem do gistema de coordenadas polares local caso 3
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1

1 CASO 4 X

Figura 4.16d-Origem do sistema de coordenadas polares local,caso 4
X2

! CASC 5 2 §=
Figura 4.l6e-Origem do sistema de coordenadas polare§ local,caso 5

Assim, a localizagdo de um ponto gqualquer sobre o
elemento seri dada a partir de suas coordenadas (p,8) com origem
em S porém, a fungdoc interpoladora das varidvels continua sendo
dada em termos das coordenadas hogomé&neas. Precisa-se entdo, a
partir de (p,8), determinar os valores de (r,s)}.

Primeiramente sabe-se gque:

g

YQ = YS + p senf

XS + p cosé
(4.31)

Determinados X e Y para o nd Q, da expressdoc (4.1) pode-

Se egcrever

XQ=X1 <1;v1+X2 q152+X3 ¢3+X4¢4

Yo=Y & + Y, ¢, + Y5 6+ Y, &

(4.32)



e além disso das equag¢bes (4.2) tem-se:

1=q§1 +¢2 +¢)3 +¢)4
vV (r,s) (4.33)
b6, = b, b,

Juntando as equagdes (4.32) e (4.33}) chega-se a um

gsistema ndo linear de equagdes em ¢i’ que resclvido gera:

V// 2 RB RB
¢1 = [ FB + FB +4(—§K - RC)Ul]/[4( 5 il RC)] (4.34)
com 0 = ¢1 = 1 e dai
RB RB
$,=(U, - ®a Up) e %
RC RC
¢3=(U3 - RA Ul) RA ¢’1 (4:35)
b, = &, 6,/6,  para ¢, 0
¢y = 1- ¢,-9, para ¢, =0
onde:
A = (x1y2+x2y3+x3y1) - (x3y2+x1y3+x2y1)

U= [y, -y ) %o+ (3 -%, ) o+ (%, y3 =X, v, ) | /b

Up= Llyy -y dxgr (%) =X )y (kv =%, ¥ 1/4

g, = [(Yl'Yz)XQ+(xz'x1)YQ+(X1Y2'sz1)]/A (4.36)
RA= [(X,¥34Y, %y #%,Y,) = (X Y3 4%, Y, +%, Y, )1/4

RB= [(x1y6+y4x3+x4y1) - (x4y3+y4x1+x3y1)]/A

RC= [(x4y2+y4x1+x2y1) - (xlyé+x2y4+xﬁy1)]/A
FB= [{(RC - RB/RA ) Ul + U2 - RA U3)]

de {4.2) segue imediatamente:



Y
[

(4.37)
s = 1-2 (¢1 + ¢2)

Conhece-se agora, numericamente, os valores das fungdes
aproximadoras a partir das coordenadas polares, indispenséveis

para se executar o processo de integragdo descrito abaixo.

b) Integrag¢do propriamente dita

Tendo-ge definide o sistema de coordenadas polares e
suas propriedades, descreve-se a integrac¢do singular desenvolvid§
sobre a superficie do elemente. Inicialmente subdivide-se o
elemento em trechos triangulares, definindo-se o8 1limites de

integragdo em 6 e em p como mostra a figura 4.17:

Figura 4.17- Limites de integrag¢do, caso (5)



Sendo p dado por:

E(ej) = —A/(b3cosﬁ + a, senf)
onde
A = b1 a, - b2 a,
ai = Xk = Xm
1= 1,2:35 k= 2,3,1: m = 3,12
by = ¥q - ¥
sendo og indices: "1" e "2" respectivamente o primeiro e segundo

nd do contorno para o subelemento j e o indice “3" o ponto fonte
S. ’
As integrais da equagdo (4.10) ficam escritas em

coordenadas polares como:

«j NS P .65 "
hki =2 1 ]2 pki(sr (pfe))¢aj (P,Q)Pdedp
£=1 “¢ 61
g - 5 gl (4.38)
gii = [P 2 up. (S, (p,6))¢,. (p,0)pdsdp
t=1 ‘¢ JBI -

onde NS é ¢ nimero de subelementos. Como em # nido existe

singularidade, aplicando-se a quadratura de Gauss tem-se:

o 970, NS NG P .
i 2oLl = Jw pr. (S, (p, 0, )b .(p 6, \)pdp
ki 2 tml wi=l Vi (m) ki (m) aj "7, (m)

(4.39)



Quando a integral & desenvolvida em p observa-se dque,

*

para u, . a gingularidade desaparece, j& para p;i existem alguns

termos Jéara og quais a singularida-de somente cai para 0(1/p).
Poder-se-ia entdo, dividir os procedimentos de integragdo em p
para termos singulares e ndo singulares, porém o algoritmo
desenvolvido & geral, ndo havendo necessgidade de tal divisdo.

A guadratura de Kutt [83,56] & aplicada para avaliar a
parte finita de integrais singulares desenvolvidas sobre
intervalos de integra¢8o unitérios (0 — 1). Quando a integral &
efetuada em um intervalo qualquer, dois procedimentos podem ser
adotados:

0 primeiro transforma o intervalo de integragdo em

guestdo (0 — p ) em um intervalo unitédrioc, como segue:

P p f(p) ey f(pt)
g(p)dp=| —5—=dp=p —=E=dE % (4.40)

0

onde a funcdo glp) = f(i) possui grau de singularidade A, f({p} ndo
P _
& gingular e f(n) é a enésima derivada da fungdo f com relagdo a

Cutra forma de se executar tal integra¢do, sem a
transformagdo de intervalo, & dividi-la em doisg trechos:

o 1 g )
. p)
Jog(p)dp = Io N dp + Il glp)dp (4.41)

p

Em ambos as expressdesg, para integral no intervalc de

0-1, se escreve:

IO =L dt = B, £(t,) (i=1,..,NK) (4.42)



Onde B, sdo os pesos de Kutt e t, as posigdes onde

egstes sdo avaliados.

0 dltimo termo da equagdo (4.40) & de avaliagdo dificil

quando se consideram og nficleos do problema em questdo, poig se

conhecem as fun¢gdes interpoladoras em termos de (p,f) apenas

numericamente. Escolhe-se, portanto, analisar numericamente o

termo da equagdo (4.41), aplicando-se sobre este a

quadratura de Gauss.

Assim, levando-se em consideragdo as equagdes (4.41),

e o gue fol exposto acima, a equagdo (4.39) para € = 0
. (6.-6.)NS NG NK
o _ 2. 1 ®
LS w8 E_I{En=1w(m)B(n)Pki(S'(P(n)'9<m>”
— NG
(p-1) 2 *
%03 P ) ) Pz I MY )P S Py By )
¢aj(p(n)’6(m))p(n)} it
i (6,-6,) NS NG, - NK "
%i T Tz . §=1{2n=1wtm)3(n)uki(5'(P(n)'e(m))’
— NG
(p-1) 2 *
a3 P (n) % (m) ! P (m) Z T ) ki 8 Py E ()
¢aj(P(n)’9(m))P(n)} .

Geometricamente os intervalos de integrag¢io podem ser

vigstos na figura 4.18.



(8, =0)

Figura 4.18- Limites de integragdo para algoritimo de Kutt, caso 1

Obviamente que a dimensdo minima do elemento fica
restrita & unidade, porém & facil fazer mudancas de escala no
problema real, para que © programa ndo perca sua generalidade.

Para alguns processos de integragdo de elementos
gingulares encontrados na bibliografia, como o de Lie [87] e
Silva [125], necessitam-se conhecer explicitamente as expressdes
das fungdes interpoladoras em coordenadas polares, o gque é muito
trabalhosc principalmente para aproxima¢bes mais elaboradas. J& o
processo descrito nesta seg¢do, por avaliar numericamente as
fungdes interpoladoras, é de carédter geral e se aplica aos
elementos quadrangulares planos com qualquer fungdo interpoladora

que se queira adotar.



CAPITULO 5

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO {formulagdo dindmica)

5.1- INTRODUGAO

No capitulo 3, deduz-se a equagdc integral (3.25) que
governa o© comportamento din8mico dos corpos eldsticos. Neste
capitulo, transforma-se tal equagdo em um conjunto de equagdes
algébricas suceptiveis 4 anidlise numérica.

Tal como no capitulo 4, o contorno T do corpo analisado
& discretizado em elementos Fj, exatos ou aproximados, onde se
interpolam parametricamente as varidveis fisicas do problema,
figura 5.1

Tudo o que fol descrito no capitulo 4 com relagdo aos
elementos de contorno, ou seja, aproxima¢do da geometria e
aproximagidc das variéveis scobre og elementos, & valido para o
caso apresentado neste capitulo.

Como, para o cagso dinfmico, as varidveis também sdo
dependentes do tempo, discretiza-se o intervalo de integracgdo
temporal em peguenos trechos, chamados elementos temporais, onde

estas sdo parametrizadas.



valbres nodais

PUN) UIN)

nds

representagdo

X exata da geometria

1

representagdo y
aproximada da geometria

Figura 5.1- Discretiza¢8@o do contorno em elementos, corte

esquematico

ui,Pid

"7ﬂﬁ”—__—=-15Nj

|
l
|
|
I
|
|
I
|
I
|
1

J

|

|

|

|

|

:
F REE +
(N-1At NAt  (N+DAt

Figura 5.2- Discretizacgdo temporal
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5.2-

ELEMENTOS TEMPORAIS

Nesta sec&o descrevem-se os dois tipos de aproximag¢des

temporais utilizados.

5.2.1- Elemento tempcral linear

como mostra a figura 5.3,

variando linearmente neo tempo,

Para um trecho de intervalo de integracgdo At:(te—te_l),

capitulo 4:

Uik

/

consideram-se as grandezas

ng/(
Hl

At,

At,

By, o,

tex Lletg

Figura 5.3- Aproximac¢do linear

onde :

J

J
piB(Q . <

I

(3) . (8) . k(§)
¢ Vg Ui816)
(3) . (8)  _k(3)
% Vg Pigi6)

coordenada da variavel em questdo

elemento
elemento
fungdes

fungdes

espacial
temporal
interpoladoras do elemento espacial j

interpoladoras do elemento temporal 4

fisicas

e aproximadas no espago comoc no



sendo

PP
0 7]
v, (&} = At
7]
R
e g-1
v, (£l = A,

(5 .2)

A discretizagdo temporal linear & ilustrada na figura

K Kj
Yiefie /7

to- Elemento temporal o te

| Atg l

Figura 5.4- Discretizagdo temporal linear

5.2.2- Elemento temporal constante

Neste cago, ag variavels fisicas gdo

constantes dentro do elemento temporal, figura 5.5.

kj kj
Uize:Pize

congideradas



KJ K}
(~iexfle

e w

At/2

e

1 At/2

-

Figura 5.5- Aproximac¢do constante.

A fungdc aproximadora sobre o elemento temporal &
unitadria e poderia ser omitida da equagdo (5.1), porém esta
continua valida para f=1 e:

¢ﬁ (€) = 1 (5.3)

A discretizagdo temporal

constante & ilustrada abaixo:

ua,"if
2 ™

|
|
I
|
|
I
|
I
|
|
|
1

|

|

|

|

|

:
i \ N
(N-1JAt NAt  (IN+D)At

Figura 5.6- Discretiza¢do temporal constante
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5.3- TRANSFOR.MAﬁ!KO DA EQUACKO INTEGRAL EM SISTEMA ALGEBRICO
5.3.1- Equagdo algébrica usual

Tendo-gse discretizado o© contorno I' em elementos de
contorno rj, definidos pelos seus nés 1 simples ou duplos
(capitulo 4), que permitem uma aproximag¢do das varidveis por seus
valores nodais espaciais e executada a discretizagdo temporal como
descrito acima, pode-se escrever a equag¢do integral usual (3.24)

comoe segue:

t .
Nt _ (6) _* 5 9
Cpy (8)U; (8,8) —jr jt uy; (,€,D, 7)) (Q)Yg (1) drdr (0)
(3) ~(6-1)
®3% - [ ft(e) * (0,t,s,m¢3 (@ (1) ardr () v
iB6 . t(@_l)pki +L18, TIO B iB6
(3) (5.4)
Onde C i, j, k e a assumem os mesmos valores gue na

ki’
equagido (4.10), § varia de 1 até o nGmero de passos desejados (Nt)

e f varia, conforme seja o elemento temporal constante ou linear,
como apresentado nas equacgdes (5.2) e (5.3).
Desenvolvendo-se adequadamente todas as integrais (Item

5.4.1) da equagdo (5.4), para cada ponto 8§ escreve-se
matricialmente:
{1}
U@B
t *S (1) ~s (M) ; N
c(s) ?g [heﬁ Lix N5 ] : .
U(N)



(1)

Fo8
S (1) s (M)
[995 -+ 998 ] :
~ (N)
EI@‘B (6 = Nt ... 1) (5.5)

Onde N & o nimero total de nés do contorno. Cada
gub-matriz ﬂ?é, ggé representa a influéncia do nd espacial ¢ e
temporal B, para o intervalo de tempo @, sobre o ponto S. Deve-se
lembrar que a notac¢do & indicial e a equagdo (5.5) representa uma
soma em § & em (.

A equagdo (5.5) & escrita englobando-se todos os pontos

fonte S, dando origem & seguinte expressdo matricial:

11 1N 468 1 588 11 IN 08, .1 68
By oo By Uj Iei v Jki £y
1%[1 NN : ) I.Wl NN :N
Mg, w3 By Uy Iei ki Py
(5.6a)
Observa-se, da solugdc fundamental wusual, gque as

integrag¢des singulares s ocorrem guando tye=7 €, portanto, no
intervalo de integrac¢do definido por #=Nt. Aggim, se escreve:

.S
h§§2= h;ﬁz + C {linear)
o - (5.7)
h§§1= hﬁil + C {constante)

Para compreender o comportamento da equagdo (5.6b) e sua
resolucdc, é interessante observar os dois primeiros passos de

integragdo, como se faz abaixo, para a aproximag8oc linear no



tempo:

Condig¢des iniciais

U(g,0)

~

0 (e, 0]

Il
o

Il
o

Condigdes de contorno (definem o primeiro passo)

donde conhecidos ?11 e fll

11

Il

o

12

o v I

12

Para o

C U +

incégnitos de U,

~

U(Q,0)

t

P(Q,0)

UQ,t,)

UQ, €, )

8}

+

Vgqer (5.8)
vV qgqeTl
{5.59]
U1
~ VvV qeT
P
primeiro passo escreve-se: (0 - tl)
%12U12 = ?11511 + ?12P12 (510

I;I11~11

€ 312

(equagdo 5.9)

determinam-se os valores

Para © segundo passc a integral temporal da equagdo

(5.4) & feita em doig trechos, (O-tl) e (tl'tz) egscrevendo-se:



ST * HyiUs + By Vs By Ui ¥ BpUin = By By #9550t
f11~11+f’12€12 (5.11)
como ?11 e fll sdo valores iniciais e 312 = 321 e ?12 = EEI foram

determinados no sistema ({(5.10), determinam-se em (5.11} os valores

incdgnitos de v,, e P

~ —~

22°

0 simbolc """ na equag8o (5.11) significa que estas
matrizes n8o s8o as mesmas do passo anterior, pois as solugdes
fundamentais, equagdo (5.4), estdo agora referidas a fonte em t, e
ndoc mais em £, - Em compensagdo, pelo mesmo motivo acima, e pela
propriedade de translagic do estade de Stokes ({equagdo 5.12),

e A
sabe-se que H,,= H,, e H,, = H, (observe que H,, e H, sdo sem ).

'l

u;i(Q,t;s,T) u;i(Q,(t+a);S,(T+a))

£5.:.12)

P, {Q.t;8,7) = by, (Q, (E+a) s, (T+a))

Generalizando-se o que foi descrito acima, para um passo
de tempo &, se conhecem todos os valores de forg¢as de superficies
e deslocamentos desde © intervalo de tempo Atlaté At&—l’ e as
matrizes HGB e GGB gdo computadas. Metade dos valores das forgas
de superficie e deslocamentos do contorno do passo de tempo 6 sdo
prescritos (condigdes de contorno), entdo a equagdco (5.6b) pode
ger usada para solucionar a outra metade incdgnita das varidveils
do contorno.

Sequindo-se © racioncinio acima, aparentemente geram-se

matrizes H e G indefinidamente para a equag¢do (5.6b), porém isto

-~ ~

ndo ocorre, pois os nlcelos das integrais da equagdo (5.4) se

anulam para:



max
t >
o]

min

d
max

Nt > A

G
. min

onde d é a maior distdncia do problema discretizado e C . = C
max min 2

, menor velocidade de propagag¢do de onda no meio.

5.3.2- Equaggo algébrica alternativa

Utilizando-se a mesma discretizacgdo espacial apresentada
anteriormente e adotando-se apenas elementos constantes para a

aproximac¢ic temporal, a equagio (3.27) fica:

t ;
Cki(S)Ui(S,t)Nt=Ir ft(ﬁ) uy. (Q,t,8, 782 @y (1) drar (@)
(s)"®(6-1)
. ) 15 , .
] (6) * J 7] o
Pig - Ir J.t Py (Q.trs, 1)@, (Q) Y (7)d7dl (Q) U 5
(3)" % (6-1) - 1a)

Em tudo idéntica 3 equacgdo (5.4), a menos da omissdo do
indice B, j& gue esta expressio & valida para aproximagdo temporal
constante.

Desenvolvendo-se todas as integrais da equagido (5.13)

como descrito no item 5.4.2, escreve-se matricialmente:
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6
cotl L [l R )
UéN)
(5.14)
i

[gg(lq. 9§(N)] :

i PéN) (6 = Nt 1)
com nomenclatura idéntica a da equagdo (5.5), salientando-se

apenas que para a solugdo fundamental altenativa, como proposta na
equagdo (3.17), todos os intervalos de integragdo apresentam
singularidade, motivo pelo qual o primeiro termo da expressio
(5.14) também representa uma soma.

Englobando-se todeos os pontos S, tem-se:

RO P L
: X 3 = | : : . (5.15)
hl]ji & 5w hilg Ul:\LT gllji o5 gll\ff p;‘I
g v - &f p? (5.16)
com ) ) ) )
hy® = hy® + € v 6 (5.17)

Uma dificuldade no tratamentoc desta solugdo fundamental,
equagdo (3.17), €& o fato da expressd3o (5.17) ndo apresentar

truncamento na integracio temporal como descrito para a usual.
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Esta situacdo €& muito facil de se contornar, basta
adotar como fungdo ponderadora uma solugdc fundamental composta
por uma diferenga de "solu¢des alternativas" defasadas no tempo.

Substituindo-se, portanto, a forga de volume apresentada

na equag¢do (3.16) por:

H(t-7) - H(t-7-At)

bi = AT (518}

tem-se a nova golugdo fundamental:

—% * *
Uki(q,t;S:T) = uki(q:t:S:T) & Uki(Q:t'At;S,T)

(5.19)

* *
Pki(q,t,s,T) - Py (Q,t-4t;s, 7)

=%
pki(q:t?SrT)

que substituidas na equagdo (3.27) recai em (5.13). Seguindo-se os

passos ja apresentados obtém-se:

H, U, = G (5.20)

6 Vg ?

6 ~ 6

com

ss ss
?Nt = ?Nt % (5.21)

~

Sendo, da mesma forma que para a equagdo (5.8), o Unico
intervalo onde asg integra¢des singulares ocorrem &€ definido por
@=Nt.

Além disso, os nlcleos das integrais de (5.13) para as

— —
solugdes fundamentais U e p.. se anulam quando:
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d
max
+

£ cmj_n At
(5.22)
> dmax
We =g & *?
min

Desta forma o processo alternativo continua apresentando
as mesmas propriedades do processo usual.

Descrevem-gse agora o comportamento da equagdo (5.20) e
gua regsolugdoc para os dois primeiros passos. As condigdes iniciais
sd3o as mesmas apresentadas na expressdo (5.8).

Para o primeiro passo escreve-ge:

CU + HU =GP (5.23)

onde parte de U1P1 gdco condigSes de contorno e parte sdo valores

incdégnitos determinados ac se resolver a equagio.

Para © passo seguinte tem-se:

©T, ¢ BT ¢ WO - 8T, + &, G4
com U, P, conhecidos (passo anterior), sendo U,P, em parte

—~

condigbes de contorno e em parte incdbgnitas a serem determinadas
aoc se resolver este sistema. O simbolo "*" na equagio (5.24)
indica que estas matrizes ndo sdo as mesmas do passo anterior, e
pelo mesmo motivo exposto ao se analisar a equagdo algébrica
usual,H, = H, e C-‘:2 = G

2 1 1 1
passos subsequentes sdo andlogos ao segundo e o truncamento do

(cbserva que H, e G1 s3o sem "*"}, os

processo de integragdo se di gragas d expressdo (5.22)



5.4- INTEGRAGOES TEMPORAIS E ESPACIAIS
Apresentam-se neste item as técnica de integragdo dos
termog aproximados, que geram os coeficientes das respectivas

equa¢des algébricas.

5.4.1- Integragdo sobre os elementos temporais e espaciais para a

solugido fundamental usual.

Antes de se calcular as integrais da equagdo (5.4), por
clareza, escrevem-se as solugdes fundamentais de uma forma

reduzida, como segue:

o= B (e [Hit-1- =) ~-Ht-7- =)1B + Chlt-7— —— &
uki— T T C G + F o
i i 2 1
- D6 (t-7- —%—) + Eé(t-7- —%—) (5.25a)
2 2
* r " -
e = I{(t—-r) [H(t-7- ——) -H(t-7- —=)1J + L[ (t-7- —=)-
1 2 2
2 3
C C
[ : ]5(t—T— L)1+ e (e-r- Z0) - (b (e-r- o1
8 1 2 c 1
1 1
-N[8(£-1- ) + —— b(E-7- —F)1-0[8(E-7- =) +
1 1 1 2
u T
4 —E—é(t—T— —ErJ] (5.25b)
2 2
3, T B, .. r.r
onde A = Z%— ; B = [ l5k . ?1 ], c = ; k3,
P r r o
r
¥ T 8. T 6C h o
D = _& k ; E = ki : I = 4, J = - 3 |: 1 k "
2 3 2 4T 2 3
C1 ¥ rC2 a2 r



i 5ijrk i 5k1r3+5jkri ] L 2,:6 rirjrk ) 5ijrk + 5klrj + ajkri]
3 £ - 5 3
T T r
Pl o) ¥ C2 o + &
M = s k' N = kK 1] [1_2 2 ] & 0 = Xi'j Jk™1
4 5 2 3
r C2 Y C1 ¥

gsdo termos independentes de (t-T7).

5.4.1.1- Integragdo temporal

a) Aproximagdo linear:

Tomando-se apenas os termos dependentes de (t-71),
ponderando-os com as fungdes interpoladoras, determinam-se:
(TA=(t—r/cy)).

j t,-7

I 0 (t—T)[-—%E——] H(t-7- —E—) dz = K?l(r,t) =
t Sy v
6-1
( t2+t
t 8" -8-1 p 2 2 3
KE[ 2 'tete-1]' GAt [ta ~ Bhgta g ¥ 2te-1]
se t_tB = é
t TAZ”té-l 1 3 2 3 !
= 4A_t[ = —TAtG_l:I— T [TA - 3TAE, , + 2t8_1:|
r
se t_tﬁ > E—at—te
Y
p 3
0 gse — = -t
c 8-1
t Y
(5.26a)
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ts (1-t )
6 f-1 I 2
J.t (t-71) e H(t-7- T)d?’ = K?Y(r,t)

6-1 Y

t2+t2
t e 1 3 2 3
AT [ 3 tata-1]‘ ZAt [2ts - 3tptpy ¥ tB—l]
se t-t, = —%}
5 2 L
TA™ +
- {4t 6-1 1 3 2 3
e [ : —TAta_l]— = [ZTA - 3TA°t, , + tG—I]
se t—te_lz C—z t-te.
Y
r
0 se —— = t-t,_,
Y
(5.26b)
£ Ei—=T)
J‘ 0 gt 5(t-7- —Lydr = k2% (r,t) =
£ Y i
6-1
s | r r
_A_t.-(ta_t+ —C_) se t—ta_lac—zt—tﬂ
- b Y
E E
0 se C—Et‘te_l ou T < t—te
Y i
\
(5.26c)
. (T=t )
[0 —22 sit-r- Bar = P
Lola ¥



(1 r r
—5 (£ -ty ) se t-t, , =& = t-t,
= E 'Y fY
T r
0 ge > £t-t ou — < t-t
C g -1 C ]
Y Y
\
(5.26d)
s [ i (-1 &8 £-E, , = g z t-t,
_T = -
I 0 BAt d(t-71- %—)d'.r=K361 (x.t)= ¥
£ Y r T B
-1 0 se o > t—te_lou < £ t6
Y g
(5.26e)
r
te(T_tG—l)' ; o5 1 se t_tﬁ-l 2 5 2 t_tﬁ
I At d(t-7- E_)dT=K37 (r,t)= ¥
Co_ Y r - r -
6-1 0 se c > E tB-lou c < (2} te
4 g
(5.26f)
com y=1l,2

Reescrevendo-se as equagdes (5.25) integradas no tempo

gsob a forma:

—Bf (S,t,q):A{B[Klfﬁ— Klgﬁ] + [Kzfﬁ— (D+E)K2§ﬁ} (5.27a)

2
¢

_Bﬁ (S,t,q)=I{J{Klfﬁ— Klgﬁ] + [Kzgﬁ— ——% Kzeﬁ] $
i
1



c

# M[K3g‘8 - [—2] k398 —N[K2f3+ — K31BB] o [x226-
A 2

r VNS
+ —= K32 ]} (5.27b)

Ag equagdes (5.27a-b) deduzidas acima dependem apenas da
posigdo do ponto fonte no espago e no tempo (t— limite superior
de integrac¢do).

b) Aproximagio constante:

Ponderando-se os termos dependentes do tempo pela fungdo
interpoladora determinam-se:

Z Fd
t t
[ tat+ 8_; 0 se t-t,= —%—
t Y
J‘ “e-nme-1- Zodr=k1d(r,t) = | 2 a2
o 4% Y 6-1
f-1 E(TA-t, ,)+ 3
ge t—te_la CTEt_tﬂ
¥
\ 0 se T = t"ts
Y
(5.28a)
1 se t-t 2 —— = t-t
te r g -1 (o) i)
J §(t-7- —— ) = K2 (r,t) = L4
t CT Y r r
-1 0 se —- > t-t, , ou —— <t-t,
Y Y
{(5.28b)
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La _: r 9
J 16 (t-7- —— ) = K3 (r,t) = 0 R (5.28¢)
. v

6-1 Y Y

0 fato das constantes K3$ serem nulas traz o

inconveninete de nd3o se levar em conta o termo referente &
. . . ~ r
velocidade derivado da integragdo do &(t-7- _E_)‘ Para resolver

esta questdo [12] usa-se uma retroavaliag¢do implicita por

diferencas finitas, fazendo-se:

K3(9
Y

A integrag¢do destes termos & computada em uma matriz HHB

separada da He, transformando a equac¢do (5.6b) em:

! o+ mly] vl = glpl (6=1)
o 88 el o & (5.29)
gon? + mEfe? - mft o¥ -

Para aumentar a precisdo BANERJEE [12] propde que se
faga uma corregfio dos deslocamentos anteriores ao que se determina

no passo § como segue:

U = (U + U %) /2 (5.30)
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5.4.1.2- Integragdo espacial

A integrag¢do no espago das expressdes (5.27) geram as

matrizes hgé e ggé indicadas na equagdo (5.5). Esta integragdo é&

~

desenvolvida de maneira andloga ac executado para o caso estatico,
item 4.5, com alguns procedimentos extras que garantem a
aproximagdo das descontinuidades da frente de onda, caracterizadas
nas equag¢gdes (5.26) e (5.28).

a) Integral ndc singular:

Para aplicar-se o processo de integra¢do descrito no
item 4.5.1, c¢om suficiente precisio ao caso dinfmico, deve-se
atentar para as descontinuidades das fungdes a serem integradas,
equagdes (5.27a) e (5.27b). Algumas destas descontinuidades sao
mostradas esquematicamente nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9. As Aareas
hachuradas representam regiSes onde a frente de onda esta

presente.

(o /
= e (32 . / //
..\_\ 1 / "4
(- 1e Fof
(t-1ealC 7
s FaS U A

Figura 5.7- Elemento ndo singular, descontinuidade tipo 1.

90



\Cﬂ' \O2 /
W N

(1o telS i

(t-te-uC1 /

Figura 5.8- Elemento ndo singular, descontinuidade tipo 2.

35
& X\
e
X
N \
\\ %
\ 4
% \ i
— \ \
T ) \
o~ Lg .
oY O 4
P N - i
“\.,\ \.bf ‘e’ > \ " ﬂ
3 = (t- to-1)C!
; ot 1

Figura 5.9- Elemento ndo singular, descontinuidade tipo 3.

Para representar devidamente as integragdes sobre tais
descontinuidades divide-se o elemento guadrangular em n, X1,
subelementos, figura (5.10), sobre as quais se aplica a quadratura

de Gauss descrita no item 4.5.1 com:



))sub - det (J(r,s))ele

det {J(r, s (5.31)

A
0757 [/ /LS

10%4%4%%7////
[ o777 S
/ T777777 L[/
V. 4
bl ii /’/’/%%%Z2/7¢C(4é?’

™

N

™\

Figura 5.,10- Subdivigdo do elemento, os subelementos hachurados

gdo os efetivamente integrados.

ele

onde levou-se em conta o fato do det (J(r,s)) = cte para
elementos planos. A integral sobre o elemento fica:
; i NS :
aj _ =08 J _ =08 ]
hgy = j pk (5,0 @dar@ =z [ Bifs, ¢lar
~ SE=1 FSE
(5.32]
; NS .
aj _ 598 J = 798 J
P(j) SE=1 FSE

onde "SE" gdc os subelementes, NS & o© nimero de subelementos
efetivamente integrados.

As integrais sobre os subelementos sdo efetuadas como

segue:
NG NG
—88 3 —08 det (J{(xr,g))
Py (8,Q) ¢ dr (Q T ow, W, D k(T , 8 ) ALY A
J SEk 8 =1m=1 ()" (m)Tki*" (&)’ (m) s
(5.33a)
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NG NG

- y —68 det (J(r,s))
.. (2,Q)¢3dAT(Q) =2 T w,, W, 0 b(r,,\,8,..) z
JPSEkl o £=1m=1 (€)  (m) "ki‘" (&) {m) n, xn,
(5.33b)

b) Integrais singulares

Tudo o que foi descrito no item 4.5.2 & vilido também
neste item. Apenas se divide o intervalo de integrac¢8o em p, de
forma a adequar cada trecho de integra¢do as partes continuas da
fungdio integrada. Assim da expressdo (4.37) vem:

i 1
fo g(p)dp = |

p o
£l g, o J 1 £0p) 4p + f £0) 45 (5.34)
5 p 1 P P [

1

Cujo equivalente numérico fica idé&ntico &s equagdes
(4.39) e (4.40).

Neste caso as possiveis descontinuidades sdo
apresentadas na figura 5.11:

Figura ©5.1l1-Descontinuidades da frente da onda para elemento
singular (C1>C2)‘



5.4.2- Integragdo sobre os elementos temporais e espaciais para a
solug8o fundamental altermativa.

De forma andloga a utilizada para a solugdo usual,
escreve-se a golugdo fundamental alternativa em sua forma
reduzida: (t’'= t-7).

L[H[tr- r_] _ i H[tr_ L] + M[a [tr_ L]_ i 5(t! -

S, c? & )
1 1

f 4 r r r r

s =] N[H[tr_ _..] . 6[t - _]]-o[H[tf_ __] 4
C1]] C, ) C, C,
r r

+ 5[t’ - ———]] (5.35b)
C2 CZ

5.4.2,1- Integragido temporal

Feita apenas para o elemento constante, seguindo-se
pasgos semelhantes ao item 5.4.1b, integra-se os termos

dependentes do tempo chegando-se a: (TA = t - —%— ).
Y
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escrever as expressdes (5.35a) e

2
2 r 2 .2 3
®E {(t - "E?)At't(te'te—1)+(ta
Y
1 2 r? 2 2
T {(t ——EE)(TA-ta_l)—t(TA -t
Y
0
,
1
0 (TA - t,_,)
Y At
0
f
0 se t
K36=4
-
i se t

Utilizando-se os para@metros acima determinados,

3 r
't6-1)/3} se t-t, =
Y
3 .3
_q )+ (TA 'te—l)/3}
r
se t-te_la ol zt~t6
Y
¥
se c = t_tB—l
¥
(5.36a)
r
se t-te = 'C—'
N
r
se t-te = o = t_tﬂ
Y
se c > t-te_1
i
(5.36b)
r r
_tB = o ou C > t-tB—l
7' .
i
_te—l = C = t_tB
Y
(5.36c)
pode-se

{5.35k}) nas seguintes formas:



—f A (B .8 o 6 9
uki(s,t,q) = T {T[Kll - Klz] + CK21 - (D+E)K22}
(5.37a)
C2
§ﬁi(s,t,q) = _%E {—%—[Klf - Klg] +L[K2§ - —g— Kzgl +
C‘1
C3
] 2 0 g r 7 8 15 V]
1 1 2
(5.3%B)

Como j& foi mostrado na equagdo (5.18), aplica-se também
a solugdo fundamental alternativa composta que, por ser uma

composigdo da descrita acima, sua integracio temporal resulta em:

gzl - kz!
Y Y 7 = 1,8,3 (5.38)
720 - xkz® - kzf*l 9 = 2,...,Mt
% Y Y
f+1

onde KZ 8380 as expressfes (5.37a e 5.37b} calculadas para

(t=t-At) ou pela propriedade de translagdo substituindo-sge (8) por
(6+1), resultando para ﬁii e §£i expressdes semelhantes as

(5.37a) e (5.37b) com Kzz no lugar de KZ$ (2=1,2,3).

Cabe dizer que, ao contriaric do que ocorre com a golucgdo

. . g 6 o
usual, a composigdo das matrizes H e G com a solugdo

~ —~

alternativa, para aproximagio constante, nio gera nenhuma
complicagdo, sendo valida a expressdo global (5.20) para a

resolugdo do gistema de equagdes no tempo.
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5.4,2,.2- Integracgdo espacial

Neste caso, a integragdo espacial da sclugdc fundamental

alternativa & idéntica a descrita para a solug¢do usual.

Figura 5.12- Descontinuidade da solugdo alternativa béasica.

(ndo permite truncamento do processo de integrag¢io)

g

~.

% te_ﬂcl

-

7
T

Figura 5.13- Descontinuidade da solug¢do alternativa composta

{(permite truncamento do processo de integracgido)

Para © primeiro passo de integragido ambas as solugdes
alternativas possuem descontinuidades idé&nticas a usual.



CAPITULO 6
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

6.1- INTRODUGAO

Neste capitulo, apresenta-se a composic¢do basica do MEF
para meios continuos submetidos a agdes estaticas ou dindmicas
[157, 15, 21,22]. ]

Isto se faz a partir da expressido do equilibrio de
corpos eldsticos obtida pela aplicagdo do Principio dos Trabalhos
Virtuais [121, 15].

Utiliza-se, neste capitulo, nota¢do vetorial por tornar
mais simples as expressdes referentes ac¢ MEF, empregam-se,
entretanto, indices repetidos para indicar soma, lembrando gue
gquando um indice estd entre parénteses este ndo representa
diretamente a soma porém, acompanha a varia¢do da mesma se esta se

desenvolver sobre indices iguais a este.
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6.2- EQUAGOES DE EQUILIBRIO

Outra vez assume-se que a matéria de um corpo eldstico é
homogénea, isotrdpica e distribuida continuamente em seu volume, e
que este corpo apresenta-se com pequenos deslocamentos. Assim,
todas as defini¢les apresentadas no capitulo 2 continuam validas.

E importante indicar que gracas & simetria do tensor de
tensdes, equagdo (2.6), é possivel representid-lo vetorialmente

como segue:

7= (017 95 933 915 %53 O3p] (6.1)

da mesma forma o tensor de deformacgdes fica:

€= (617 €5 €33 €15 €p3 €3] (6.2)

Para relag¢do tensdo deformacdo, Lei de Hooke equagio
(2.9), tem-ge

g =0C € (6.3)

onde, por exemplo, para o cago tridimensional eléstico isotrdpico,

C vale:
(1 = 0 0 0 1
= 1 0 0 0 (6.4)
c= (1E£}I£12v) I%? I%; ’ ’ ° °
i 0 0 0 2%;%: 0 0
0 0 o o0 E%%%%T 0
o 0 0 0 0 2%i?:)
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Considerando-se um corpo tridimensiomnal genérico, figura
(6.1), a expressdo estatica do principio dos trabalhos wvirtuais

pode ser escrita como:

£ 4% 5
PAdr + U £ (6.5)
i O = e T o w S

f s do = Ttbdq + )
Q

Figura 6.1- Corpo tridimensional genérico, representacgdo
esquemdtica.
onde o simboloc "-" representa que o estado em questdo & devido a

pequenos deslocamentos virtuais gque satisfazem as condigdes de

contorno, U & o vetor deslocamento de um ponto qualquer, b

—~ e

representa as for¢as de volume, £ representa forga concentrada em

~

um ponto qualquer e p forgas de superficie.

-~
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6.3- TRANSFORMAGCAO DA EQUAGAO DE EQUILIBRIO EM SISTEMA ALGEBRICO
(ESTATICO)

No método dos Elementos Finitos aproxima-se o corpo
mostrado na figura 6.1 por um conjunto de elementos interligados

pelos pontos nodais de sua superficie, figura 6.17.

Figura 6.1’- Discretizagdo do corpo em elementos finitos,

representagio esquemitica.

Levando-se em c¢onsideragdo esta divisdo do corpo,
egscreve-ge, sem perda de generalidades, a igualdade (6.5) como uma
gsoma de integra¢des sobre os volumes e &dreas das superficies de
todos os elementos finitos.

B B s o o
J e olaq = I ) blag + f o) plar + Ot £ (6.6)
Q ~ Q, ~ ~ 1"(-.' s 3

(3) (7)

~

J)
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Os deslocamentos no interior destes elementos sdo
aproximados por fungSes interpoladoras parametrizadas pelos

valores que estes assumem nos pontos nodais,

Wig = ¢ (g vid) (6.7)

~ ~

-

onde ¢7 & a matriz de interpolacido dos deslocamentos, U’ & o vetor

~ ~

que contém os deslocamentos nodais e j representa o elemento.
Se o nilimero total de nés & N, © vetor de deslocamentos

global fica:

a>
I
g
a
[p%]
=
w
a
=
d

U1U2U3] (6.8)

ou

>
]
o
=
=

Desta forma, aplicando-se convenientemente sobre a

matriz interpoladora a expressdo (2.8}, escreve-se:
J o "
e’ lgq) = B'(g) U (6.10)

Substituindec-se a equagdo (6.10) na relagdo (6.3)

encontra- se:

c@ @ gy = P 5@ (q) © (6.11)

onde ¢J & a matriz de constantes eldsticas do material que

~

constitui o elemento j.
Substituindo-se as equagdes (6.7}, (6.10) e (6.11)
igualdade (6.6) obtém-se:
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. t Ly 5 oqa =t t Boa e
U [J Bd ¢'J B]dQ]U =Y {J ¢ blde +j ¢ pldr+ftu
= Adg o w AMEL L S s

(3) {75 (37
(6.12)

onde as matrizes ¢J interpolam os deslocamentos na superficie dos
T p

elementog e podem ser derivadas das prdprias matrizes de

interpolagdo dog deslocamentos de volume ¢J. O simbolo "*" em f

-~

representa que este fol escrito de forma semelhante a da equacgéo
(6.9).
Como o© vetor de deslocamentos wvirtuails & arbitriario,

para cada componente deste impde-gse separadamente deslocamentob
- A
unitdrios chegando a Ut = I (matriz identidade), e denotando U

~ —~

simplesmente por U escreve-se:

KU = F (6.13)
onde:
3 15 4 3
K = J B @& B“dQ = £ K (6.14a)
R " e )
? = f + EQ + EF (6.14b)
" 3¢ .3 .
EQ = | ? E dg = ; EQ (6.14c)
(3) J
* 5t 3 ]
fr = ¢7 P’ dr = T f3, (6.14d)
=5 I‘(j) ~ 7o~

A equagdo (6.13) & entdo resolvida pelas técnicas usuais
do calculo numérico, ja muito desenvolvidas para matrizes oriundas
do MEF, como pode ser visto, por exemplo, nos trabalhos de RAMALHO
[121] e SORIANO [128].
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6.4- TRANSFORMAGAO DA EQUAGAO DE EQUILIBRIO EM SISTEMA ALGEBRICO
(dindmico)

Quando as a¢des externas sdo aplicadas repentinamente ao
corpo, as forgas de inércia devem ser consideradas na obtengdo da
equagido de equilibrio do corpo em andlise. Usando-se © principio
d’Alambert [15], pode-se simplesmente incluir = as forgas
elementares de inércia como parte das forgas de volume.

Assumindo-se que a aceleragdo & aproximada nos mesmos
moldes que os deslocamentos (equagdo (6.7)) escreve-ge:

= e . : a :
o = .[Q ¢ [bj - p gl t"J]dQ = £ -MU (6.15)
- ~ Q) o

onde p é a densidade do material no elemento j.

A equacgdo de equilibrio, neste caso fica:

MU + KU = F (6.16)

com U e F dependentes do tempo € a matriz de massa M dada por:

-~ —~ -~

- B s 5
= p-¢g’ ¢°da =T M (6.17)
T T8 ]

Quando um corpo dqualguer egtd vibrando, ocorre uma
dissipac¢idoc de energia gque, em anilise dinfmica, é chamada de
amortecimento fisico do movimento. Observa-se que as forgas que
causam esta dissipacdo de energia sdo proporcionais d velocidade
elementar do meio, e egtdo relacionadas com a rigidez e densidade
do mesmo [150].

Introduzindo-se as forgas de amortecimento como

contribuigdo adicional as forgas de volume escreve-se:



Cj - Kfj) M(j) 2 A(j) K(j) (6.18)

onde ¢ & a matriz de amertecimento

—

amortecimento do elemento j.

Ai]) o8 pardmetros de

A equagdo de equilibrio fica portanto:

MU + CU + KU = F (6.19)

~ o~ ~ ~ —~

com U e F dependentes do tempo.

—~ ~

Como os problemas dinfdmicog analisados neste trabalho
sdo transientes, a equacgdo (6.19) deve ser integrada numericamente
no tempo. O algoritimo escolhido para tal é o Newmark g [150, 16,
148] que serd descrito oportunamente.

Finalmente, para cada elemento finito, define-se um
sistema de coordenadas local ac qual se referenciam as varidveis
nodais aproximadas sobre este; portanto, para se ter efetivamente
validas as somas da expressdo (6.12) e, consequentemente tudo gue
deriva dai, & necesgirioc rotacionar as matrizes de cada elemento
do sistema de coordenadas local para o global antes de efetuar a

soma.

6.5~ ELEMENTOS FINITOS

Negte item, apresentam-se os elementos finitos
utilizados para modelar as superestruturas. A forma de
apresenti-log serd a mais suscinta possivel, tendo em vista que a
demonstragdo detalhada dos mesmos & vastamente encontrada na
bibliografia, por exemplo [121, 117, 120, 30].
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6.5.1- Elemento de barra

0O elemento de barra é localizado geometricamente no
espago por dois ndés de extremidade i e j. Um terceiro ponto K é
necessdrio para definir o sistema de c¢oordenadas 1local do

elemento, como ilustra a figura 6.2:

X3

X2

plano TJK = plano x; x2

“

Figura 6.2- Elemento de barra, localizac¢do no espago e sistema de

coordenadas local.

A matriz transformacgdo TO gque relaciona o gistema de

coordenadas global ao sistema local e vice-versa & dada por:

b ompon
To = 22 m2 n2 (6.20)
& omy o,

onde £i, m.e n, sdo os cosgenos diretores das coordenadas locails

Ki com relagdo as coordenadas globais X,, como mostra a figura

6.3.



m
e -
X2
!
Figura 6.3- Cossenos diretores
Para transformar os valores nodais, figura 6.4,

ordenados como na equagdo (6.23), entre o0s eixos locais e globais
escreve-se:

u=1"0
s (6.21)
B = VD
onde o simbole "-" representa grandezas em coordenadas locais
T 0 0
MO ~ P
T = 0 JE 0 (6.22)
~ ~O ~
- 0 0 T
o

l
1
{

Adotam-se caracteristicas geométricas e fisicas da barra
constantes em seu comprimento e considera-se ainda que os
parametros nodais, figura 6.4, estejam ordenadeos comeo indica o
vetor abaixo:



=t 1 ol ol s oL pd 2 2 52

0" = [0} U, Uy 6; 0, 0 v w2 vl el 65 63 (6.23)

Impondo-se aproximagdo cibica para os desglocamentos
transversgais, linear para o8 longitudinais, assumindo-se as
hipéteses do Bernoullli e desgprezada a deformag¢do por forga

cortante; as matrizes de rigidez e massa passam a ser expresas em

coordenadas locais, como segue:

com

t A~ A
1
~UA

wn

(]

=
1 A
—

N?qz U‘l?:a Npq

!t "
w

(6.24)

(6.25)



[0 0 0
6EL,
K = 0 0 (6.26)
"2 12
-6EI,
| 0 = 0
L
a1
=L 0 0
4E12
Ky = 0 T 0 (6.27)
- 4ET
3
| 0 0 e
0 0 0
sEI2
K, = 0 0 (6.28)
S ¥
-6EL,
0 7 0
L
-GIl 0 0
2EI,
55 = 0 T 0 (6.29)
2EI
3
0 0 T
i s (Ml M2 M6 M,
SIM M1 M2
— M3 -
cCom
140 0 0
M, = 0 156 0 (6.31)



o 0 0
0 ~22L,
1401, .
X
= 0 412
0 0
0 0
= 0 0
0 13L
701, i
iy
e 0 i
0 0
70 0
= 0 54

22L

4L

-13L

54

(6.32}

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6:35")



Area da segdo transversal

bz
I

= momento de inércia a torgdo

= momento de inércia em torno do eixo Ez

= momento de inércia em torno do eixo §3

w Mo

densidade do material.
=.comprimento da barra
= médulc de elasticidade longitudinal

G BB HH H
|
Il

= médulo de elasticidade transversal

Para a¢des externas, distribuidas no longo do elemento,
as forgas nodais equivalentes sdo calculadas numericamente a

partir da seguinte expresgsdo.

( 3\ ' 3\
[ o= 59 B (£) i
(2% - 52%4 13 P, (£) £
(26%- 382+ 1) B, (&) £l
1 .

T = LI (1-¢) M@ g = | M | (6.36)

~ 9 | Ligd- 2848 P, (£) M,
3 p 1
L& - 2£°+§) B, (£) M;
2
3 P, (§) £
3 3 2
(1 - 287+ 3§87) PZ(E) £,
3 3 2
(1 - 267+ 3&7) P, () £,
¢ M o(£) M
3 2 2
- ) P, (£) M2
3 2 2

Lifg™ = E°) Pz(ff)) LM3 |

onde P, e M gsdo respectivamente as cargas distribuidas na direcgdo

i e o momento torgor distribuido (figura 6.5), E=X1/L, f? e M?
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sdo as forg¢as e momentos de engastamento perfeito na diregdo i

para o né k. Para o caso dindmico este vetor depende do tempo.

e e e e e [ L L L T AN A &
VARV IRYELYERYEVEY
TRANSVERSAL AXIAL

DE TORCAO

Figura 6.5- Possiveis carregamentos distribuidos

Como foi dito, as matrizes e vetores mostrados estédo
asgociados &s coordenadas localis, para expressid-log em coordenadas

aglebais basta utilizar convenientemente a matriz de rotagdo T

definida na equag¢8o (6.22), ficando:

k) = Tt B T

B IR ooy

-t 6.57)
£ -t 7

|
t H

Com as matrizes de rigidez e de massa dos elementos
expressas em coordenadas globais, monta-se o sistema algébrico
global de equa¢des, que resolvido fornece os deslocamentos globais
de cada nd. Para finalizar a anadlise de estruturas reticuladas, se
deve estar apto a determinar a sgolicitagdo final em coordenadas

locais, para cada né da mesma. Para tanto faz-se:



f(j) =E(j) il v (6.38)

Este elemento & largamente utilizado na préatica, sua
convergéncia e resultados obtidos s8o muito bons dquando
congiderado o tipo de superestruturas a serem analisadas nesta

tese.

6.5.2- Elemento de Casca

A modelagem para cascas €& feita pela superposigdo de
dois elementos triangulares, que simulam separadamente as
caracteristicas de membrana e de placa desempenhadas pelo meio

modelado.
a) Elemento de Membrana (chapa)

0 elemento utilizado para a modelagem dos efeitos de
membrana seri o LST (Linear Strain Triangle) [15], cujo préprio
nome diz, aproxima linearmente as deforma¢des em seu interior.
Este & localizado geometricamente no espago por trés nbs de
extremidade 1i,j,k, como mostra a figura 6.6.

A matriz transformagdo TO gque relaciona os gistemas de

coordenadas global e local & a mesma dada na equag¢do (6.20).

Como, para este caso, a matriz de rigidez ndo &
apregentada explicitamente, vale mostrar com mais detalhes os
passos executados para obté-la.

Os deslocamentos no interior do elemento j sédo
parametrizados com relagdo aog seus valores nodais, figura (6.7},

como segue:

(&) u¥ (6.39)

ou vetoriamente
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J J
uy = ¢ (£) U3

l
2
?

. ; (6.39)
s j
-8 W
com a fun¢do aproximadora ¢ dada por
¢ = [(285-8) (282-£,) (282-£,) (4§ £,)(4£,&,) (4£ £.)]
- i 2 2 3 3 1°2 223 123
(6.41)

onde Ek gsdo coordenadas homogéneas definidas sobre o elemento comb

é mostrado na figura 6.8.

X3‘

X2

1} -

Figura 6.6- Elemento triangular, localizacg8o no espago e sgistemas

de coordenadas.
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Figura 6.7- N& do elemento e graus da liberdade em coordenadas

locais.

Figura 6.8- Coordenadas homogéneas

Na figura (6.9) apresentam-se as dimensBes projetadag e
intrinsecas, muito utilizadas no desenvolvimento dos elementos
finitos triangulares, como pode ser visto nas diversasgs referéncias
scbre o assunto.
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Y

Figura 6.9- a) dimensdes projetadas; b} dimensdes intrinsecas,

A relagdo entre o sistema de coordenadas homogéneas e

local é dada pela seguinte expressdo:

X x ® F ¢
1 1 1 1
g, (6.42)
X n 2 1 £
2 2 2 3

Xs é a coordenada local i do né k.

A relagdo constitutiva utilizada para o elemento de

membrana no estado plano de tensdesg é&:

1 0
C = Eh2 y 1 0 (6.43)
~ 1-v 0 1-v

[\8]

onde h & a altura da membrana.
De posse de todas estas expressdes, determina-se a
matriz de rigidez para o elemento em questdo segundo o roteiro

abaixo.



A relac3io deslocamento/deforma¢do, neste caso & escrita

Como :
du ou du ou
1 2 1 2
[ ; Enis : Vo = + (6.44)
1 6x1 2 axz 12 6x2 axl
gque de maneira aproximada fica:
€ b 0 ¥ 0 U3 u)
1 & = o . =
62 = ~5R 8 a ; = Ij :] (6.45)
Yio a b 0 ¢ U, U,
onde
? = [b) b, byl
a s B d. @] (6.46)

com bi e a; dados na figura 6.9.

-

A funcdo ¢ (£) que aparece na equagdo (6.45) & dada por:

(4¢, ~1) 0 0 4¢, 0 a¢,
Y = 0 (4¢,-1) 0 (6.47)
v R g TR
2 1
Como:

o =C € (6.48)

da expresgsdo geral (6.14a) se escreve:
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t 1.1-¢, £
K = J B"CB dA = 2A f J B"CB df, d¢, (6.49)
= A ~ o’o S

Aplicando-se a quadratura de Gauss para dominios
triangulares [24], tem-se

K=24AT3C B C B w. (6.50)

onde NG & o nimero de pontos de Gauss e W, 08 pesos de Gauss.

Com o intuito de reduzir as incégnitas do problema,
utilizou-se a rotina de condensagdo estidtica para elementos
finitos apresentada por WILSON [155]. Desta forma a ordem da
matriz de rigidez cai de doze para seis, e og graus de liberdade
que sdo diretamente determinados ficam sendo os referidos aosg
extremos do elemento, como mostra a figura 6.10.

Uz

U
Uz
— -

. ® - .

Figura 6.10- Elemento de membrana condensado, graus de liberdade

d B if



Considerando-gse o8 graus de 1liberdade efetivos (figura
6.10), obtém-se a matriz de masgsa aproximando linearmente os
deslocamentos sobre o elemento, técnica bastante difundida na

andalise dindmica. Assim, da equagdo (6.17) se escreve diretamente:

M) = ¢tph ¢ dA (6.51)
& A
com
E. & ¢ 0 0 0
b = [ 1 =2 =3 | (6.52)
0 0 0 El 52 {-'3
resultando explicitamente:
(2 ‘& k- 9 ¢ 0
i 2 1 0 O 0
pAh 1 1 2 0 0 0 (6.53)

12

A integragdo do carregamento distribuido sobre o
elemento nas duas diregdes se faz com as prdprias fungdes
interpoladoras do LST, equagdo (6.41l), seguindo-se o modelo geral
da expressdo (6.14d), resultando um vetor de doze componentes, que
& condensado estaticamente juntamente com a matriz de rigidez.

Deve-se observar que o cdlculco dos esforgos solicitantes
finais, é feito da mesma forma que para o elemento de barra,
equagdo (6.38), levando-se em considerag¢do a condensagdo estatica

previamente estabelecida [15, 157, 155].



b) Elemento de placa:

0 elemento de placa utilizado & o LCCT? (Linear
Curvature Compatible Triangle) c¢om nove graus de liberdade,
desenvolvido por CLOUGH e FELIPPA [30] para andlise de placas
delgadas, pela teoria de Kirchhoff., A escolha deste elemento foi
baseada num estudo de desempenho feito por CLOUGH e TOCHER [32].

Este elemento & derivado do chamado LCCT12, com doze
graus de liberdade, por uma simples restri¢do dos deslocamentos

0 6. e 66 mostrados na figura 6.11.

4’ "5

Z(l)W2

Figura 6.11- Elementos LCCT12, subelementos e graus de liberdade.

Figura 6.12- Elemento LCCT9.

120



Por este elemento ser triangular, as defini¢des de sua
geometria, coordenadas locais e coordenadas homogéneas sdo
idénticas ao descrito para o LST.

Como €& wvisto na figura 6.11 o elemento & composto por
trés subelementos. A aproximacgdo do deslocamento w & cibica em
cada subelemento e sua compatibilidade é garantida pela imposigdo
da continuidade do deslocamento w e do giro 9dw/dn sobre as
interfaces entre os subelementos.

A partir destas consideragdes, chega-se ao seguinte
conjunto de fungdes aproximadoras, gque expressas para o

subelemento 1 ficam:

¢;i)= gi [3(1+y3)£2+3(1+A2)§3+(1—u3—h2)$1]
o
=gfl |:3 (Bb:2 +b3 +b2 )\2 ) 53 + (b3 Hq -b2 )\2 ) 51—3 (b2 +3b3 +b3 Hq ) 52]
(1) 2 2
$3p° = 52(3'252)+6“15152£3+51[3(A3'“1)52+2“1+A3)51‘3“153]

(1)_ ,2 1,2
$g12= €3 (P3éy~by&3)+iby-bypy ) § 8,83+ 51[3(b3A3+b1“1 *

-2b2)52+3(blul-bz)£3+(3bz-bax3-2b1u1)élj

¢;§)=5§(3'253)+6A1515253+E§[3(“2’A1)53+(2X1‘“2)51‘3A152]

(6.54a)
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‘f’éi?), = 53 (by §,-by &) + (byA;-by) &85 +

L. .2
+ —6—51 [3 (2b3 —b1 }\1 —b2 Hy ) 53 +3 (b3 —b1 Ky ) 52 + (—3b3 —b2 Mo+

i 2blx1)gl]

(1) 4A 2
64 - [‘51 (352'£1)]

¢f§é) B % [6‘515253+‘5i (5‘51'3)]

(1)
P66 = 3L [51 (353"51)]
(6.54Db)

onde os iIndices inferiores estdo relacionados aos graus de
liberdade apresentados na figura 6.11, sgendo o 1indice entre
parenteses © subelemento em questdo. Estas fungdes aproximadoras
estdo expressag em termos de pardmetros e coordenadas homogéneas
referentes aoc elemento completo. 0s giros em torno do eixo EZ sdo
dados pelas mesmas expressbes de (6.54) trocando-se (b}, por (a).
Para se obter o valor das fungdes aproximadoras scbre os
subelementos 2 e 3 basta aplicar-se permutagdo ciclica sobre os

indices das expressdes contidas em (6.54). Desta forma, tem-se:

w'd) - ¢(i) gD (6.55)

onde

] (6.56)
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As relagBes constitutivas para a placa sdo dadas por:

" 1 0
Eh 5 vy 1 0 (6.57)
12 (1-#7) 0 1-v
5

Conhecidas as expressBes acima determina-se a matriz de
rigidez como descriteo abaixo:

No interior de cada subelemento i, wvisto que o
comportamento do deslocamento & cubico, tem-se uma  aproximagdo
linear para a c¢urvatura yx:

-

(1)

Ys . 11
(1) (1) (1) (1)
X = | U3, | =B U (6.58)
(1) - -
Ha 12
onde da expressdo (6.55):
626 H/ (ax))?
)~ | 6241/ (ox,)? (6.59)
) 2024 (1) ox, 0%,

Egta aproximag¢do linear pode ser parametrizada pelos
valores de B(l) nos extremos n de cada subelemento, gerando uma

nova forma para a expressdo (6.58), que é&:

U (6.60)

i . i,
onde Bn sdo valores conhecidos e ¥y~ & dada por:

—~ —



i -
f - 0 (8 & &) 0 (6.61)

com ?i coordenadas homogéneas do subelemento.

Como na expressdo (6.60) as fUGnicas variaveis s3o os

parimetros nodais conhecidos em Ut a matriz de rigidez total do

~

elemento & dada por

K4 =K + K + K (6.62]

onde j & o elemento completo, e cada submatriz K* & dada por:

ki - B {I vt cy aa } Bii) (6.63)
~ (e e e

~

O termo integral da expressdo acima pode ser determinado

.o . \ i ~ .
analiticamente, 3j& os valores nodais Bé ) sdo determinados

-—

numericamente.
A obtengdoc da matriz de massa do LCCT12 & feita
utilizando-se as préprias fungdes interpoladoras, definidas pela

expressdo (6.54). Ficando:

M} =M + M + M (6.64)

onde j € o elemento completo e cada sub matriz M(l) é dada por:
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M(i) _ I ¢(i) ph ¢(i) da (6.65)
(

desenvolvida numericamente como mostra a expressido (6.51) para o
LST.

A eliminagdo dos graus de liberdade 64, 85 e 66 é feita
impondo-se variagdo linear da rotag¢do normal aos lados do
elemento, tal procedimento conserva a malor parte da flexibilidade
do elemento e traz grande ganho computacional na geragdo da malha
e na gquantidade de graus de liberdade total a serem avaliados
[30]. Além disso este se torna compativel com o LST condensado,
apresentado no item 6.4.2a, ]

A integracdo do carregamento disgtribuido sobre o
elemento, bem como a determinagdo dos esforgos solicitantes finais
gdo feitas do mesmo modo que para © elemento de barra, tendo-se em
vista que os graus de liberdade 94, 95 e 86 foram eliminados e ndo

condensados.

c) Composigdo do elemento de casca

0 elemento de casca utilizado nesta tese, & composto
pela simples combinag¢do entre o elemento de membrana e o elemento
de placa descritos nos itens (a) e (b) respectivamente [115].

As variévels nodais sdo apresentadas na figura (6.13) e

ordenadas como segue:

(6.66)

onde para os elementos deste vetor o indice superior denota o nd
local do elemento e o inferior a diregdo do deslocamento, em

coordenadas locais.
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Figura 6.13- Gaus de liberdade, elemento de casca

Deve-ge obsexrvar, entretanto, que o8 graus de liberdade
oL, 82
3 3
gerando linhas e colunas nulas nas matrizes de massa e rigide=z.

3 ~ . -
e 63 ndo foram considerados na elabora¢do do elemento,

Asgim, a utilizagdo de dois elementos deste tipo quase coplanares
causaria um sério problema de condicionamento do sistema global de
equagdes. Para resolver tal problema utiliza-se o artificio
proposto por ZIENKIEVICZ [157], que consiste em introduzir uma
matriz de rigidez ficticia, inerte com relagdo nos resultados

globais, com as caracteristicas abaixo:

M; 1 1.5 ~1/2 sé
Mi = | -1/2 1 ~1/2 e; (6.67)
Mg Jafs 19 1 6;
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(4 &

Figura 6.14- Varidveis nodais adicionais

Deve-se comentar ainda que a matriz gque relacicna as

coordenadas locais e globais, para este elemento, é analoga a

-

apresentada na equacio (6.22) e & composta como segue

« 0 0 0 .
~O
0 T 0 0
MO
T = i 0 T 0 (6.68)
~ ..O
0 0 0 T
— ~O =

6.6- INTEGRACAO TEMPORAL DO MEF

A integra¢do temporal da equagdo (6.19) & feita pelo
algoritimo Newmark £, um dos algoritmos mais utilizados na pratica
para este fim [150, 135, 1511, para o qual os estudos sobre
convergéncia e precisdo se encontram em altoe grau de
desenvolvimento [137, 149, 104].



0 desenvolvimenteo detalhado das expressdes apresentadas
pode ser visto no trabalho de WARBURTON [150). Neste método, se
assume que o deslocamento e a velocidade no final de um intervalo
de tempo podem ser expressos em termos do deslocamenteo, velocidade

e aceleracdo no inicio e da aceleragdo do final do mesmo, como

gsegue:

ETS+1 & EJS + TAt [tjs * ?s+l] (6.69)
U . = U + AtU +(—=—B)at?0_ + g(at)2y (6.70)
s+1 s 2 s s+1 :

~ ~ ~ ~

onde

U = & o0 deslocamento vetorial

l

representa derivagdo com relagdo ao tempo

s = representa o instante tS
At= intervalo de tempo entre dois instantes consecutivos

B = pardmetro de calibrac¢do do método.

A partir da andlise da equac¢do de equilibrioc (6.19) para

trés instantes consecutivos chega-se a [150]:

2 2

[M+3 (AL) C+B(AL)°KIU_ , = (At) B8 41 + (1-2B) £ +BE

~ ~ ~ o~ ~

R

+[2 M - (80)2 (1-28)KIU, - [M- ——(At)C+B(at)°KIU_

~ ~ e~ ~ ~ ~

_ (6.71)
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Usando-se a equagdo (6.71), o vetor de deslocamento no

instante o pode ser obtido a partir de valores anteriores

previamente determinados e dos valores conhecidos do vetor de

carga. Igto vale para =s=1,2,...N.
Para o primeiro passo de tempo s8=0 uma expressio

semelhante a (6.71) & obtida a partir da andlise das equagles de

equilibrio para os instantes t, © £,

[l'\ud + %(At)g + If(At)z]Efl= (At)z{ﬁfl + (—21— -B)fo +

i -1 ; At 2,1
+ (=~ =AY (at)C M (fO—CUO~KUO)} + M+ ST -KALS (—5—+

~ o~ —~ ~ o ~ ~ ~

- B)1U_ + MALU_ (6.72)

para os valores iniciais Uo e Ub conhecidos.




CAPITULO 7

ASSOCIAGAO ENTRE O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS E O METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

7.1- INTRODUGAO

Nos capitulos anteriores descrevem-se separadamente as
formulagdes do MEC e do MEF para problemas estaticos e dindmicos
transientes. A formulagdoc aplicada ao MEF & difecionada para a
andlise de superestruturas (elementos de barra e casca) e a
formulagdo desenvolvida para ¢ MEC & prdpria para a andlise do
solo. Assim, mostra-se, neste capitulo, uma técnica de ligacgdo
MEC/MEF que permite o pleno aproveitamente de suasg caracteristicas
individuais.

A ligagdo entre os dols métodos se di através de um
elemento rigido (sapata rigida) retangular gque posgsibilita a
adeqgquag¢do dos graus de liberdade, no espa¢o tridimensional, do MEF
(seis por nd) com os do MEC (trés por nd). Tal elemento tem origem
noc trabalho de RAMALHO [121], onde o caso estidtico & tratado

utilizando-se a sapata rigida associada ao solo, modelado pelo



MEC, apenas como um artificio para determinar as constantes de
mola dos vinculos da estrutura global, tratada pelo MEF.

Feita a adequagdo dos graus de liberdade, utiliza-se a
téenica de sub-regides [142, 143, 139], bastante difundida na
bibliografia, tratando todos os meios envolvidos (MEF e MEC) como

partes integrantes do sistema algébrico global.

7.2- ELEMENTO DE SAPATA RIGIDA

Como comentado anteriormente, o elemento de 1ligagdo
MEC/MEF foi chamado de sapata rigida, sua forma & retangular plana
e o né de ligagdo com a superestrutura pode se situar em gqualguer

lugar do espag¢o, figura 7.1

Figura 7.1- Elemento de ligagdo, geometria, graus de liberdade e

coordenadas locails.



Este elemento faz a conexdo entre os seis graus de
liberdade do né de ligagdo "c" (MEF) e os doze graus de liberdade
dos quatro nds dos seus vértices (MEC). Cabe reforgar que as
caracteristicas deste elemento 830 anexadas &as matrizes dos

elementos finitos e a jungdo final MEC/MEF é feita através da

técnica de sub-regides.

7.2.1- N6 de ligagdo "c" no centrdide "O"

Para atingir a formulagfo geral do elemento de gapata
rigida, ndé de ligagdc em qualquer lugar do espag¢o (figura 7.1),
deve-se iniciar analisando-se o caso particular quando este

coincide com o centrdide da sapata, figura 7.2.

X3

X1

7 Z, o

7 7

Figura 7.2- Plano da sapata com né de ligagdo no centrdide

7.2.1.1- Relagdes cinemdticas entre graus de liberdade

Levando-se em consideragido a rigidez deste plano,
(sapata), as possiveis componentes de deslocamento podem ser

observadas na figura 7.3 [121].



Figura 7.3- Deslocamentos possiveis do plano rigido, segundo os
graus de liberdade do nd "c",

Utilizando-se a nomenclatura apresentada na figura 7.1 e
as componentes de deslocamento ilustradas na figura 7.3,

escreve-se a seguinte relagdo cinematica:

1 0 0 0 0 c. /2 i
2
[ \ Sap
1
e 0 4 0 0 0 -€, /2
ol
2 0 0 1 -C,/2 €, /2 0
1
Us
1 0 0 0 0 c, /2
Uﬁ ( y O=C
U
ol 0 1 0 0 0 ¢, 12 1
2 U,
2
U 0 0 1 -C, /2 -¢, /2 0 U,
< U3 . = 1 ¥ (F.1)
1 1 0 0 0 0 -C, /2 6
3 6
U, 0 1 0 0 0 c, /2 62
3 B
U J
3 0 0 1 e, /2 =G, /2 0
4
Uy
4 0 0 0 0 -C. /2
ot 2
2
Uﬁ 0 1 0 0 0 -C, /2
’ L 0 0 1 ¢, /2 e f2 0




Selecionando-se seis graus de liberdade independentes
entre si dos doze referentes aos quatro vértices da sapata, por
exemplo Ul, U§, Ug, Ui, U; e Ug, pode-se obter a relagdo "inversa"
da expressdo {7.1) que, apds a recuperagdo dos graus de liberdade

dependentes, se escreve como:

U yo=cC _ _
6 o 5
5 - ~ { ? } (7.2a)
< T T 12x1
0 Jiax1 L3 4 o
=C
{ U } = T y°%F (7.2b)
Onde:
[ 1/4 0 0 1/4 0 0
0 1/4 0 0 1/4 0
0 0 1/4 0 0 1/4
1= 1o o -1/2c, 0 0 g, | S
0 0 1/2¢, o0 0 -1/2¢
-1/4c, 1/4C, O -1/4c, -1/4C; 0O
" 1./4 0 0 14 0 0 T
0 1/4 0 0 1/4 0
0 0 1/4 0 0 1/4
2= 1 o 0 1/2¢, 0 0 fp, | VR
0 o -1/2¢, 0 0 1/2¢,
L_1/4C1 1/4c1 0 -1/402 -1/4(:1 0




[0 0 1 0 0 -1 ]
1 0 0 <1 0 0
0 1 0 0 0 0
T3= | o 0 0 0 1 0 W wal
0 0 0 0 0 0
L:L e le, 0 0 0, 42, 0
[0 0 1 0 0 -1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0
?f 0 -1 0 0 0 0 it
1 0 0 -1 0 0
L-l 0 0 0 0 0

Os zeros a esquerda da relagdo (7.2a) estdo indicados

para garantir, juntamente com as submatrizes TE e Tu, a

dependéncia linear entre os deslocamentos dos vértices, que se néo
considerada elimina a caracteristica de rigidez da sapata. A
relagdo c¢inemética (7.2a) ou (7.2b) também & aplicada para

transformar velocidade e aceleragdo de um sistema para o outro.
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7.2.1.2- Relagdo entre esforcgos

Como os graus de liberdade do ndé de ligagdo sdc adgora
correlatos aos vértices da sapata, equagdoc (7.2), necesgita-se
relacionar equivalentemente as rea¢des do solo, esforgos
distribuideog (gq) obtidos pela formulagic do MEC, com esforgos
concentrades (f) nos vértices, como gsdo tratados na formulacdo do
MEF.

Tal egquivalénecia & feita a partir das functes
interpoladoras do elemento quadrilitero linear plano do MEC, as

quaig aproximam os esforgos distribuidos como segue:

P, t [P1 P P37
2 2 2
p, (Q) = [¢>1 ¢’2 <;b3 ¢4] P; P, P, (7.4)
D 3 3 3
4 P P, P
L 4 4 4
Py B Py

onde pg sdo o8 valores dos esfor¢os distribuidos nos ndés j e na
direcdo i, Q & um ponto da sapata e ¢j sdo as fungdes
aproximadoras desse nd dadas em fungdo de suas coordenadas

homogéneas como:

¢, = (1-r)(1-s)/4
¢, = (1+r) (1-8)/4 (75}
¢3 = (1+r) (1+s8) /4
¢, = (1-r) (1+s)/4

As coordenadas homogéneas de (7.5) sdo definidas como no
capitulo 4. As formas destas distribuig¢fes podem ser vistas na
figura 7.4.

Calcula-se entdo o esforgo resultante e sua posigdo no
espag¢o, para cada fung¢do aproximadora ponderada por seu valor

nodal, em cada direcdo, determinando-se, por equivaléncia
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mecénica, o©os8 valores nodais concentrados desejados. Para ilustrar

melhor o procedimento apresentam-se explicitamente algquns destes

mecanismos.
4 3 4 3
/ q)z
1 !“I..I-;
1 2 1 2
—/ 1
4 3 3
o, o,
1 2 1 2

Figura 7.4- Forma da distribuigdoc das forg¢as de contato sob a

sapata.

a) Diregdo 3, distribuigdo 1 (¢1):
Carga equivalente global

1
F3 = p; 2122/4
onde F. é& a forga equivalente na diregdo i, pg é o valor no né j
da carga distribuida na diregdo 1 e 'H e 82 sdo dimensdes da

sapata.



2 4,73
F
- . 3
CG
£2/3

Ol T 2
£./3 1 24,/3

T

Figura 7.5- Representagdo esquemdtica do sistema equivalente de

forgas na diregdo trés e segundo a distribuig¢do um.

Equa¢des de equivalé&ncia mec@nica

1 2 3 4
[ f3 + f3 + f3 + :E3 = F3
— 8istema singular - (7.7)
£l £ = 2p
3 3 373
3 4 1
f3 + f3 = §F3
2 4
f3 —f3 = 0

Arbitrando-se fg = k*F obtém-sge:

3
1
( f3 = F3 (1+3k) /3
2
£ = F, (1-3k)/3
83 (7.8)
£ -F x
3 73
f4 = F, (1-3k)/3
L 73 3

onde k €& uma constante gqualquer.



b) Diregdo 1, distribuig¢do 1 (¢1):
Carga equivalente global
1
F, = p; 4¢4/4

® R _ A o=

e —
®
2d,/3
- - —_—
c6. F
52/3
lt 2 -
ORE @
43 | 2 4,s3
|

Figura 7.6- Representagdo esquemética do sistema equivalente de
forcas na direg¢do um e segundo a distribuigdo um.

Equa¢des de equivaléncia mecénica

1 2 3 4
[ f1 + f1 + f1 + f1 = F1
— Sistema singular (7.10)
1 2 2
g+ 5 = 35
3 4 1
fl + fl = ‘3—F1
f} £ fi -2f§ -2f] = 0
Arbitrando-se fi = k*Fl obtém-se:
[ £, = F, 2(1-3k)/3
fi - F, 2k
(7.11)
fi -F, k
4
I £, = B (1-3k) /3




¢) Diregdo 2, distribuigédo 1 (¢1):
Carga equivalente global

1 _
F, = b, {,¢/4 ; o (7.12)
0 e |
2d,/3
lFZ
—l e
1 2
22/3 A1, f, A
VAVE: l 24,73
|

Figura 7.7- Representacg¢do esquemdtica do sistema equivalente de
forgas na direcgdo dois e segundo a distribuigdo um.

Equagdo de equilvaléncia mecénica

1 2 3 4
[ f2 + f2 - f2 + f2 = F2
— 8istema singular (7.13)
fl + + f4 = 2-F
2 2 372
2 3 1
f2 + fz = iFZ
1 2 3 4
f2 —2f2 -2f2 + f2 = 0

Arbitrando-se fg = k*F2 obtém-se

1
[ £, = F; 2(1-3k)/3
£, = F, (1-3k)/3
(7.14)
3 —
£, =F, k
4
i £, = F, 2k




Fazendo-se o mesmo para as outras distribuiqdes e se

arranjando adequadamente, obtém-se a expressdo final:

2kb 0 0 kc 0

%
>l

ol
1
. 0 2kb 0 0 kb
£,
£ O 0 ka 0 0
3
fi 2kc 0 0 2kb 0
=
2 O kb 0 0 2kb
£
O 0 kb o0 0
F f3 + =
1
25 ke 0 0 kb 0
2
fg 0 ke 0 0 2kc
fi 0 0 ke 0 0
fg kb 0 0 ke 0
Lfg 0 2kc¢ 0 0 ke
o 0 kb 0 0

0 ke
0 0
kb 0
0 kb
0 0
ke 0
0 2kb
0 0
kb 0
0 2kc
0 0
ke O

ke

kb

com ka = ﬂ£2(1+3k)/12, kb = ﬂ82(1-3k)/12,

Resumidamente se egcreve (7.15)

vert. _ WL 2
12x1 = =
- 2N
=vert. distr.

distr

@)

12x1

—~

141

kb

como:;

kb 0 0 f \
1
Py
0 2kc 0 1
P,
0 0 kb 1
P3
2
ke 0 0 2
2
0 ke O P,
2
Py
0 0 ka
1.3 ¢
P
ke 0 0 3
P,
0 ke 0 :
c p3
0 0 kb pi
2kb 0 0 | |p,
0 2kb 0 | |p}
3 )
0 0 ka |
(7.15)
kc = ﬂgzk/4
(7.1l6a)
(7.16Db)



7.2.1.3- Transformagio das coordenadas locais da sapata para as

coordenadas locais do elemento finito.

Como j& foli mencionado o elemento de sapata rigida esté
associado sempre a um elemento finito, barra ou casca. As
coordenadas locais do elemento de sapata nem sempre coincidem com
as do elemento finito, figura 7.8. Deve-gse, portanto, escrever as
varidveis nodais da sapata rigida nas coordenadas do elemento

finito.

Figura 7.8- Elemento finito ligado & sapata rigida, coordenadas

locais.

Referenciando ambos os sistemas de coordenadas locais,

figura 7.8, ao sistema de coordenadas global, tem-se:

& Cc Cc

?1 11 12 13 X,
EZ = C21 sz 023 X, (7.17a)
%4 c C C 3

3 32 33

(7.17Db)

1o
1
(@)
>



onde o iIndice "e" representa elemento e cij s8o 08 cossenos

diretores dos versores que compdem as coordenadas locais X
escritas nas coordenadas globais x. Analogamente:

= s

X =" X (7.18)
onde s representa sapata.

Das expressdes acima escreve-se:

—j t _

t ™

=c®*c® T -cxX (7.19)

~

gsendo C a matriz que transforma as variidveis escritas no gistema

~

de coordenadas da sapata, para o sistema de coordenadas local do
elemento finito analisado.

Aplicando-se esta transformagfio &s matrizes P e T

reescrevem-se as equagdes (7.2b) e (7.16b) como segue:

U =T U (7.20)
Fvert _p lestr (7.21)
onde:
— ol
T = AT A (7.22)
t
P = XD A (7.23)
com
N = (7.24)

Ol O D )
! O O Xt o
POl (Ot ©
X ot O ©



7.2.1.4- Adequagdo das matrizes de rigidez e de massa dos

elementos aos novoe graus de liberdade.

Seja a matriz de rigidez de um elemento finito qualquer,

com um né ligado a uma sapata, expressa por:

ee ei ] (7.25)

i

R R
! =g =

ie

onde Koo &€ a submatriz dos coeficientes dos nés n8o ligados a

~
-

sapata, sua ordem & seis para barra e doze para casca, Kii & a

~

gubmatriz do né de ligagdo e sua ordem & seis, e K.y © Kig sdo
submatrizes mistas que também sofrem influéncia da ligagdoc e
apresentam ordem {6x6) para barra e {(12x6) e (6x12)
respectivamente para casca.

A nova matriz de rigidez (K*), incluindo os graus de

liberdade da sapata, & obtida aplicando-se a transformagdo (7.20)

sobre a matriz de rigidez como apresentada em (7.25), resultando:

ﬁee ~ei Tl %ei T2
* E E E t t
If = E‘l I_fie [E'l M Tl + Ta T3] [T] Ky T,+T3T,]
& t £ T R
LTZ Ifie [rfz pEE] Tl ik 3‘14 Tsl [Tz Ifii?zJ“Ta,rfo,] J
(7.26)
I 0 0 K K. 0 T 0 0
- - " Mee ~e:!_ _ 0 - -
k* = | o Tt ot K K 0 0 T T
~ - - 173 ~ie ~ii ~ C 1 2
£ t - -
R ° 2t S B
(7.2

onde a ordem da matriz de transformagdo & encontrada na expressdo
(720}



sapatas,
[T 0

o T

o T

K* ~ ~
1o 0

0 0

Para um elemento de casca com dois nés ligados & duas

escreve-ge;:

1t

-

1t

[p]

tolotHHL ©

1t

L7

1t

=

2t

—

2t

tHHtltott ol o

N

t 3t
N

H!l ol ol ©

2t
3
2t

t ol Rtolr "1 A
(Wi (I )
1] i1 (]

onde o indice superior das

se egti considerando.

ao

Como se adotou,

centrdide da

sapata,

ainda n3o & possivel

kL. o0 K,
~61 _ ~e1
1 3
K 9 Koy
0 I 0
K 0 K.
~1e - ~ll
0 0 0

submatrizes

até agora,

t HI Ot Ol ©O1 ©

17T o
PO |
°

1
> 5
0 0
0 0

_p."]._.‘ NH'_.z o

t Ol Ot

0 0T
o o
S
T
LT
(7.28—)

indica qual nd de ligagdo

o nd de ligagdo coincidente

Sse eggrever a

expressio (7.28) para dois ndés do elemento de casca ligados a

mesma sapata. Tal caso é explicitado no item seguinte,

prbpria,

Para a matriz de massa, quando a sapata ndo possui massa

tudo o que se fez para a matriz de rigidez & valido,

podendo-gse escrever,

t Ot ol H

t 4! ©

£
1
e
2

tHi1 Htl o
&t Wt

1L

ol 2t =R

ee

ie

1ol = =2

para apenas um nd associado a uma

S

=R

T

Pt ol ot !l Ot

=

totltolAit 4t o

1t

—

It

o

totrtot 4t 41 o

1t

[#%]

1t

S

2t
1
2t

Tt Tt ol ol ©
~n

t Hi ol o0t ©

2t
3
21
4

o R
P N i ()
[0)] ™ 0]

i ©

el

1i

t 4t ot o

[T

t Ot O

gapata e,

M. 0
M-, 0
0 I
M 0
lie .
0

! O
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D Lo
B b

- M

ot Rl ol 2=
|_l
|_.|-

t H!l Ol O! O ©

0 0
L
T
1T o
A |
:
1
? O
0 0
0 0

totrtot 4t Al ©
2NN =

{(7.28)

t HtHtot ot o
W N = N

—

NN

|
w ' At Ht o 0ol ©
o



para dois nés de um elemento de casca associados a duas sapatas
diferentes.
Para o vetor de cargas, se esgcreve:

© (7.31)

F
e
i 8

1 Ot H
! gl o

F
F

onde a dimensdo do Fe & geis vezes o nimero de nés ndo ligados e

de F. e Q. é& seis.
e ¥y Ql

-~

7.2.2- N5 de ligag8o "C" ndo coincidente com o centrdide "0On

Quando o ndé de ligagdo ndo coincide com o centrdide da
gapata, devem-se transformar os graus de liberdade do centrdide
"O" para o ponto de ligagdo "C", separados entre si como mostra a

figura 7.9.

Figura 7.9- Disté@ncias entre 0 centrdide "C" e o ndé de ligagdo
"g", as coordenadas locais 1& estdo referidas ao

elemento.



Obgervando-se a figura 7.9, a zrelagdo entre os

deslocamentos fica:

L8 O
( 5
U, 1 0 0 O bx,  -AX, U,
u, 0 1 0 -ax, O Bx, U,
d %oy |8 & & @ =R U { Y bt (7529
6, o 0 0 1 0 6,
0, 0 0 o0 0 6,
{ 93 _, |_0 0 0 0 al i 93 ]
c o) o)
U I L[| U _|u
% = e =LA{ ~ (7.32h)
Q 0 I Q - Q

Aplicando-se esta relagdo, sobre a expressdo (7.2a),

tem-ge:
C = -
< T @ T, T
& - - r =
~ o= o2k (7:33)
O ~
: S B A B
ou resumidamente:
g° = L T TP (7.34)
Para generalizar as expressdes (7.27), (7.28), (7.29) e

(7.20), para o caso em que o nd de liga¢do ndo coincide com o
centrdide da sapata, parte-se da expressdco (7.34) no lugar da
(7.2b), resultando expressdes analogas a aquelas com a matriz LT

o~

no lugar de T.

—~—

E interessante mostrar como fica o caso do elemento de

casca com dois nds ligados a uma Gnica sapata. Escrevendo-se a



equagio (7.28) para dois nds de ligagdo, el o Cz“, a partir da
equagdo (7.33), tem-se:

T 0o o0 o0 o0 J[T o o o0 07 [K._K.0 K. 0]
. _ - - - . - - - ~ee~el~ ~el~
0 Tt a o o Tto o o & x. 0 K. o
~ ~1 ~3 ~ - - ~ - _ - _le 11 _ eir
o Tt it o o o 0o I 0 0 o o I 0 0
R U R o 000 e o oo
K = 2t T2t ot 2 3 2
o A o | A | N
0 0 o TgtTitO o 0o 0 I o 06 0 o0 I
e e B RS
T o o o0 07 0 0 0 0]
o T o 0o o0 0 Ti T; 0 0
O o I 0 0 0 T; Ti 0 o
-~ e, - ~ S (7.35)
0o 0o o0 T o o o o T T
~ e
CRCRCRERES RN

onde cada gubmatriz possui ordem seis, o iIndice superior indica o
] ~r . 4 * - u
nd de ligag¢do considerado e a ordem da matriz K & trinta, dos

quais seis s8o graus de liberdade do ndé livre e doze de cada

sapata.
Sendo que existe apenas uma sapata, pode se considerar,
na equagdo (7.35), Ti = Ti e USapl = USapzl ficando:
= = 1 2
I 0 0 0 0 I 0 0 K K.s K. s
e ~ _ ~ - - ~ e el el
L t 1 t =1t 1 1 3
*
Fo00T T T Tl o T 0| IR Ky K
E wE af &E ol 3 3
BT B % I | & 1 Kei Kes %44
@ " I* 3
0 0 T




[T o o o0 o011 0 0 ]
~ x o~ oz, 2 ~ s
o L 0 L o 0 T, T, (7.36)
go 2 & 1@t W g
S
0

onde a ordem da matriz K & dezoito, seis graus de liberdade do nd
livre e maig doze da sapata.

Deve-se salientar que, o vetor de cargas, equagdo
(7.16a)), por ser escrito diretamente em fungdo dos vértices d?
sapata, que 880 08 novos nés do elemento, ndc necessitam de

transformagdo alguma.

7.2.3- Consideraqgdes sobre a massa da sapata

Nesta segdo descreve-se comc levar em consideragidoc a
massa da sapata rigida.

Seja p a densidade por unidade de Aarea da sapata;
calculam-se as caracteristicas inerciais, com relagdo acs eixos
coordenados locais localizados no centrdide (figura 7.10) da

mesma, COomo Segue: e g

Figura 7.10- Eixos coordenados, paralelos aos do elemento finito.



2 L

Jp = P13 (7.36)
e 23

7 o 2 1

2 T P13

J, = J, + 3,

Se o nd de ligagdo "C" for coincidente com o centrdide
da sapata, sendo este o© segundo nd do elemento, e o8 eixos
coordenados concordantes com os do elemento finito, a nova matriv

de massa, antes da transformacdo dos graus de liberdade, fica:

M" =M+ J (7. 37

onde J &€ uma matriz diagonal dada por:

diag(J) = {0 0 0 0 0 0O mmmJ J2J3} (7.38)

1
Se o nd de ligagdo ndoc for coincidente com o centréide,
mas os eixos coordenados ja estiverem paralelos ao do elemento

finito, figura 7.9, entdo:

m = p£182
by 4 :
J1 = P—= + p£1£2 AX
(7.39)
b 4 :
dy =P g5 = Myly ¥

valendo a expresgsdo (7.38).
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7.3- TECNICA DE SUBREGIOES

As equagdes (4.17) e (6.13), para ¢ caso estitico, e as
equa¢des (5.20) e (6.71), para © caso dindmico em um instante to

podem ser escritas na forma abaixo.

HU=GP + A (7.40)

~ o~ ~ e~ ~

Todas elas foram formuladas ©para problemas bem
definidos, s&lidos tridimensionais (MEC) e superestruturas (MEF),
e sdo agora extendidas para andlise de sistemas estruturais
formados por varias sub-regides, cada qual com suas

caracteristicas figicas prdprias, figura 7.11.

’\_,Q‘}
S5
41 _"\W '// /\ |_1
~ e -
P 7l 5 74

SRS — TSy
e e e

Figura 7.11- Subregides
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Isto se faz [19, 46] aplicando-se separadamente, a cada
uma das sub-regides a equagido (7.40); para a sua jungdo aplicam-se
condigdes de compatibilidade geométrica e de equilibrio sobre as
interfaces entre as mesmas. A utilizagdo do elemento de sapata
rigida torna possivel a aplica¢do do concelto descrito acima para
ligagdes do tipo mostrado na figura 7.11 [46].

Sendo assim, como expSe VENTURINI [140], para um dominio
formado por muitas sub-regides Q; (figura 7.11), a equagédo
matricial (7.40) pode ser escrita para todas as sub-regides na

forma seguinte:

(77 .41

onde o indice entre parénteses ndo implica soma.

Considerando-se a interface Fij' figura 7.11, entre as
sub-regides 1 e Jj, a compatibilidade de deslocamentos e as

condig¢des de equilibrio sdo dadas respectivamente por:

gfid) - (31)
- - (7.42)
plid) _ _p(31)

-~ -~

onde © primeiro indice representa a sub-regido sobre a qual o
deslocamento e a forga de superficie atuam, e o segundoc representa

a sub-regido adjacente.
Qg vetores U(lj) e P(lj)

- ~

gobre a interface. Como em uma sub-regido 1 também existem trechos

representam valores de contorno

de contorno exteriores ou, no caso da superestrutura, nds ndo

ligados & sapatas, os vetores completos U(l) e P(l) podem serxr

. e

escritos dividideos em duas partes:
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gii) Bansd (7.43)
= -~ 2 m 7-
- u{id)
(i) — P(iE)-
p't = ~(14) (7.44)
& p'1J
L @ |
onde P(ie) e U(ie) representam os valores externos.

~ ~

A equagdo (7.41) pode ser escrita como:

U(ie) P(ie)
[H(ie) H(ij}] - _ [G(ie) G(ij)] oo % A(i)
. U(lj) P(lj) -
- = (7.45)

onde H(lE) e G(le) representam os coeficientes referidos a

contornos externog.

Expressbes semelhantes . podem sexr escritas para
sub-regides 7j,

U(je) P(je)
[H(jE) H(ji)] - _ [G(je) G(ji)] o + atd)
. glid) p (11l N

. e (7.46)

Levando-se em conta as relagdes (7.43) e (7.44) pode-se

englobar as equagdes (7.45) e (7.46) em uma Gnica expressio:

. - . ( j )
glie) x13) _SE3) ?(1e)
= o e s ~ ] gfid) =
0 H(jl) G(]l) H(je) ? » +
~ ~ - . P(lj)
“(je)
| plas) |

~



i i [ _(ie)
giesd glide 5 0 3 A (1)
=|- - - anlf 7 A
0 0 G(je) G'(jj.) ]3 ‘ + { A(])} (7.47)
= - - _ P(:Le) -
L%(ji)
~ J

onde P*J repregenta carregamento prescrito na interface.

P

-

A expressio (7.47) & a equagdo matricial de contorno que
leva em consideragdo a interface entre a sub-regido i e j. A
extensio deste procedimento para mais sub-regifes é imediata, como
mostram DOMINGUEZ e BREBBIA [46]. .

As matrizes envolvidas na equagdo (7.47) possuem blocos
cheios e nulos, para aproveitar esta caracteristica CROTTY [38]
desenvolveu um algoritmo especial que utiliza o© processo de
eliminag¢do Gaussiana [13] gque organiza as matrizes, eliminando os
blocos nulos, acarretando assim grande ganho computacional. Tal
técenica ndo fol utilizada neste trabalho, pois um procedimento
genérico de organizagio de dados para a utilizac3io da mesma, vem
sendo desgenvolvido por KOMATSU [80] que, guando concluido, ser4
acoplado ac programa desenvolvido nesta tese sem dificuldades.

Deve-ge salientar que muitos pesquisadores tem dirigido
esforgos no sentido de aumentar a eficiéncia numérica do MEC, seja
através de formalgdes que ddo origem a matrizes simétricas [48,
47, 90, 65], ou por novos algoritmos de resolugdo de sistemas de
equagdes [14].
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CAPITULO 8

EXEMPLOS NUMERICOS

8.1- INTRODUGAO

Neste capitulo, alguns exemplos simples sdo exibidos com
o intuito de mostrar a wvalidade das formulagdes apresentadas.
Comparam-se os resultados obtidos com as solugdes analiticas,
quando existirem, ou com outras modelagens numéricas existentes na
bibliografia. O programa desgsenvolvido fol processado em um
microcomputador DFI/486 DX com 640Kb de membdria principal e 16 MB
de memdria extendida, frequéncia de 66MHZ e disco rigido de 200MB.

Adota-se carregamento sUbito (por exemplo figura 8.2)
para a maior parte dos exemplos por gerar um comportamento de
maior grau de dificuldade na simulag¢doc dos modelos adotados.
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8.2- METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Exemplo 8.2.1

Analisa-se o movimento da viga engastada mostrada na
figura 8.1, gubmetida a um carregamento transversal sltbito em sua
extremidade, cuja intensidade e comportamento temporal sdo

apresentados na figura 8.2.

SONNNN N
=

T £ = 300¢cm **JL*“

Figura 8.1- Viga engastada submetida a carregamento sibito

Plkaf) &

1000

—
t

Figura 8.2- Intensidade e comportamento temporal do carregamento
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Utilizam-se dois elementos finitos diferentes para
compor as discretizagdes da barra, as quais sdo mostradas nas
figuras que seguem. Cabe observar, gque a densidade do material por
unidade de volume, na modelagem por placa, é diferenciada para
garantir que a densidade por unidade de comprimento da barra,

grandeza relevante no problema, seja mantida.

E = 2,1 10° Kgf/cm’

I = 22500cm’

2

v ® * — A = 300cm
p = 0,0025kg/cm3

b = 10cm h = 30cm

Figura 8.3- Discretizagdo do problema por elemento de barra

E = 2,1 105 Kgf/cm2
h p = 0,0007576 Kg/cm3
. T b =60cm h = 16,51cm

Figura 8.4- Discretizacgfdo do problema por elemento de placa

Na figura seguinte mostram-se os resultados obtidos
pelas discretizagdes utilizadas, comparando-os com a solugdo
analitica encontrada pelo método da superposigdo modal [150],
considerando amortecimento viscoso nulo. O intervalo de integragdo

-

temporal adotado & At=0,003s para ambas as discretizagdes.

157



viem)

SUPERPOSICAD MODAL
. ELEMENTO DE PLACA
- ELEMENTO DE BARRA

ot

+

' \

Y
\ &
?\“}// : >

10 20 £(310°s)

Figura 8.5- Viga submetida a carregamento transversal stbito,
deslocamento .transversal da extremidade livre

0O erro mé&ximo apresentado pela discretizagdo dos
elementos de barra nos cem passos de tempo analisados foi de dois
porcento. Para a discretizagdo em elementos de casca © erro

miximo, para o mesmo namero de passos, fol de gquatro porcento.



Exemplo 8.2.2:

Analisa-se o movimento da barra engastada mostrada na
figura 8.6, submetida a um carregamento longitudinal sGbito em sua
extremidade, c¢uja intensidade e comportamento temporal g3o os

mesmos do exemplo anterior, figura 8.2.

S

30cm

.
Ll
u

£=300cm

Figura 8.6- Barra engastada submetida a carregamento sibito

Para modelar este exemplo, utilizam-se elementos de

barra e de chapa com as discretizag¢des mostradas na figura 8.7:

a) L > & - @ ®
E = 2,1 10°Kgf/cm’
= 300cm?
-4 3
p =2,5 10 "Kgf/cm
b) 30cm

Figura 8.7- Discretizac¢®es empregadas. a) Elementos de Barra

b) Elemento de chapa.

0 intervalo de tempo adotado  para ambas as
discretizagdes & At = 0,0001s e os resultados obtidos sdo

mostrados, Jjuntamente com a solugdo a partir do processo de



superposigdo modal, na figura 8.8. Considera-se nulo o©
amortecimento viscoso.

-3
‘U(lO cm) — SUPERPOSICAO MODAL

A @ ELEMENTO DE CHAPA
9 4
L] ELEMENTO DE BARRA

o8
.

oe

10 20 30 3
t (3,110 %)

Figura 8.8- Barra submetida a carregamento longitudinal sitbito,

deslocamento da extremidade carregada

Conforme mostrado, as discretizag¢des utilizadas, apesar
de pobres, apresentaram bom comportamento a esta solicitacgdo
bastante dificil de se representar. O desempenho do elemento de
chapa fol melhor que do elemento de barra devido a utilizagdo de
funcdes aproximadoras quadriticas para o primeiro e lineares para
o gegundo.



Exemplo 8.2.3:

Analisa-se o arco representado na figura 8.9 modelado
por elementos de barra e de casca segundo as discretizag¢des
apresentadas na figura 8.10. A intensidade e o comportamento
temporal do carrregamento s3o mostrados também na figura 8.9.

Plkgf)

285t

|  96cm ;_‘

Figura 8.9- Arco analisado, intensidade e comportamento temporal
do carregamento

As grandezas fisicas adotadas para o material sio:

E = 2.85 10° Kgf/cm® = 2.85 10° Rg/(cm s?)
I = 8000 cm'

v =-0,3

p = 2,5 107% xg/cm’

O amortecimento fol considerado nulo e o intervalc de
integrag¢do temporal adotado foi At = 0,028s. A segunda forma de
escrever o© mddulo de elasticidade é que torna as unidades

compativeis para a execussdo do programa.



Figura 8.10- Discretizag¢des utilizadas

* BARRA
34 Ulem) . > CASCA .
.
3 °
°
° °
e -
2 - . 8 :
8 H
H
11 2
. -
H H
e 3
s s H
2 10 15 20

t(2,8 10°2s)

Figura 8.11- Comportamento da aplicag¢do ndo colinear dos elementos

de barra e n8o coplanar dos elementos de casca,
deslocamento da extremidade carregada

Por ecte exemplo observa-se que os elementos de barra e

de casca possuem 6timo comportamento no espago tridimensional.



Exemplo 8.2.4:

Analisa-se o© deslocamento do ponto central de uma
placa quadrada gimplesmente apoiada, golicitada por um
carregamento distribuido sobre toda a sua superficie aplicado
gubitamente. As dimensdes, propriedades fisicas do problema, a
intensidade e o comportamento temporal do carregamento s&o
mostrados na figura 8.12. O resultado obtido é comparado com ©
apresentado por CHUEIRI [28], figura 8.14, que utiliza elementos
triangulares com curvatura constante, e as discretizag¢des adotadas

sdo mostradas na figura 8.13.

10in |

158

= N h = 10,5 in
E = 107 psi
¥ = 043 2
p = 2,588 107% 1k 8
10in 1n4
AP(psi)
$ 4 o » 300
Y saaa tEﬂ

Figura 8.12- Dimens&es, propriedades fisicas, condigdes de apoio

da placa analisada e carregamento.

Levando-se em c¢onta a diferenga das digcretizagdes
empregadas, comparando-se o8 resultados apresentados na £figura
8.14, observa-se que o comportamento do elemento de placa adotado

€ plenamente satisfatdério para as possiveis aplicagdes da pratica.
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Deste trabalho Refergncia [ 28 ]

Figura 8.13- Discretizagfes utilizadas

.- _
w (10 in)
A
244
CHUEIRI [28]
2,0 4 .
. Presente trabalho
L]
L ]
1,6 +
L]
1,2 1
0,8 +
04 |
L]
1 = o
2 4 (5} 8 10
t1106°% )

Figura 8.14- Deslocamento transversal do ponto central da placa

analisada para amortecimento nulo



8.3- METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Em todos os exemplos mostrados utilizaram-se as solugdes
fundamentais alternativa e alternativa composta. Como os
resultados obitidos pela aplicagde de ambas foram praticamente
iguais, adotou-se como solugdo fundamental ideal a alternativa
composta, por ocupar muito menos espago de memdria. Esta seré

chamada, a partir de agora, simplesmente por solucgdo alternativa.
Exemplo 8.3.1:

Analisa-se o comportamento de uma barra engastada
solicitada subitamente, figura 8.15, por um carregamento
longitudinal em sua extremidade. As discretizagdes adotadas sdo

apresentadas na figura 8.16.

80cm

| ]éﬁ
4 N
-

E=11000 kg/(cm s?) = 11 kgf/cm?
P = 0.002kg/cm?® leﬁ/w#)

pr.

Y

Figura 8.15- Geometria, «condigfes de contorno, propriedades

fisicas e comportamento temporal da golicitacgdo
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quadrdticos cade. At=0004s

Figura 8.16~ Discretiza¢des utilizadas e intervalo de integragdo

‘U(cm] O— 34 elem. quadr.

© — 2 subr. com 18 elem. quadr.
® — 18 elem. quadr.

14,54 -

Fag

LJe]

H

+ + + + t =3
5 10 15 20 25 t(8.10 s)
Figura 8.17- Deslocamento na extremidade carregada
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Figura 8.18- Reagdo de apoio discretizagdo a

[
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| P10% kgtem®)

%
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10

15

20 25 t(8.103%)

Figura 8.19- Reacgdo de apoio discretizagdo b
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Figura 8.20- Reag¢do de apoio discretizagdo c

Como se observa, a resposta obtida pela utilizagdo da
formulagdo alternativa do MEC, para este exemplo, estd em &tima
concordincia com a solugdo analitica [98, 96]. Cabe notar, dgue
para este exemplo utilizam-se as seguintes condig¢des de contorno

relaxadas: 031 = 021 = 0.

Exemplo 8.3.2:

Analisa-se ¢ sgemi-espago infinito mostrado na figura
8.21; nesta mesma figura apresentam-se a intensidade, a forma e o
comportamento temporal do carregamento imposto & superficie. As

constantes eldsticas do meio sdo:



E = 200Ksi
vy = 0,;15

2 ;.. 4
p = 6,885 ¢bf 8" /in

Este exemplo & comparado com analises bidimensionais
feitas por MANSUR e BREBBIA [98] (MEC-2D) e TSENG et alli [135]
(MDF-2D), para tanto adotou-se O34 = 0O3,= 01,= 0. As discreti-
zagdes utilizadas sdo mostradas na figura 8.22 e a comparagdo dos
resultados nas figura 8.23, 8.24 e 8.25.

Os intervalos de tempo adotados sdo:

At = 1 ms [135]
At = 3,65 ms [98]
At1= 5 ms
Presente trabalho
At_.= 20 ms
2
X2
T b
¢ 1ksi
20ms TEMPO
+33+G«y1
P
L {
} T /////'///J—-'
//////////////////// -
P A E LS AT E st
P EFEFF PSP TN o7

Figura 8.21- Carregamento sobre a superficie do meio, forma,

intensidade e comportamento temporal.
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Figura 8.22a- Discretizacdo utilizada por TSENG [135]

fégiao carregada
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Figura 8.22b- Discretizagdo utilizada no presente trabalho
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Figura 8.22¢- Discretizacgdo utilizada por MANSUR [97]
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Figura 8.23- Deslocamentc na diregdo X, do ponto D(o’, o’,-70")
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Como se observa, mesmo para passos de tempo bem maiores
que os adotados pelas duas referéncias consultadas, os resultados
obtidos pela formulag¢do proposta apresentam &timo comportamento.
Deve-ge esclarecer que as respostas obtidas para Atl = 5ms e At2 =
10ms apresentaram diferen¢é maxima entre si de 1%, sendo assim, os

pontos do grafico sdo praticamente coincildentes.

8.4- LIGAGAO MEC/MEF

Adotando-se a formulag¢do alternativa para o MEC, os
elementog de ligagdo apresentados nesta tese e utilizando-se os
elementos finitos descritos anteriormente, mostram-se trés
exemplos simples de ligac¢dc para ilustrar a validade e eficiéncia

degsta técnica.
Exemplo 8.4.1:

Analisam-se os comportamentos de uma sapata rigida
quadrada sem massa de dimensSes 5’ x 5’, submetida a impulsos
vertical, horizontal e rotacional; tal como proposto por KARABALIS
e BESKOS [72]. As intensidades das solicitagdes externas e suas
variagdes temporais s8o mogtradas juntamente com a compara¢do dos
resultados nas figuras 8.28, 8.29 e 8.30.

As propriedades fisicas do meio, mantidas as unidades da

referéncia [72], sdo

2,58984 x 10° tbf/ft?
y = 1/3

=
Il

p = 10,368 tofs® /£tt

Condigdes de contorno relaxadas sdo assumidas para os

trés movimentos, isto &, as tensdes de cisalhamento de contato 014

Tyq = 0 para os movimentos vertical e rotacional, e 033=023=0

para o movimento horizontal.



As discretizagdes utilizadas sd8o apresentadas nas
figurag 8.26 e 8.27.

PONTOS :
FONTE = 5

o
/

™ 5

Flgura 8.26- Discretizagdo (1) da sapata rigida, posicionamento
dos pontos fonte e discretizacdo da superficie do

solo

e °
™ ™
bl
v (2} (3Y

Figura 8.27- Discretizacdo (2) utilizada por XARABALIS e BESKOS
[72] e discretizacdo (3) adotada neste trabalho
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As discretizagdes (1) e (3) foram wutilizadas para
resolver o problema proposto, entre os respostas obtidas ndo houve
diferenga signifcativa. Conclui-se, portanto, gue para a andlise
de sapatas isoladas n8o ha necessidade de se discretizar a
superficie livre do solo. O mesmo tipo de estudo pode ser visto no
trabalho de ANTES [4], para o caso bidimensional.

Como pode ser visto, nas figuras 8.26 e 8.27, nas
discretiza¢des (1) e (3) (deste trabalho) apenas um elemento de
contorno com aproximac¢do linear foi adotado para representar a
superficie de contato entre a sapata e o meio elastico; na
discretizagdo (2) [72] foram utilizados 64 elementos de contorno
para representar a mesma.

Y

0.5 | | | | |
2 |
ft Py tIA & a-—
" 52
04 ;_°° é . ——
1pS
X2y xs
Q3 o 1 2 3 t [
-4 ——
5 i R s Alternativa
=)
0.2
- -
0.1
! N\
| \
N
b
=
\‘\
0 _4\‘
0 5 10 15 20 25 30 x018x10"s 40

Figura 8.28- Movimento vertical da sapata, intensidade e variacdo

tempcoral do carregamento
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Deve-ge recordar que nas figuras onde og resultados sdo
da sapata, o

mostrados, também se apresentam as dimensdes

comportamento temporal e a intensidade do carregamento aplicado.

Além disso, & bom esclarecer que na referéncia [72], adotou-se a

solugdo fundamental usual com aproximagdo temporal constante como

formulacdo do MEC.

0.75 | I | |
10° ‘
A
ft \ B )
% 4
0.60 = 100
\ kips
[ \M o
i %
| \
I 5
045 | \
Il \\ & & 8 2 t
[ \ x0,18 x10 s [72]
s | ———— Alternativa
- | \ \\\
0.30 : LY
~
I .
\"'-..
:
| ! \
0.15 <
-.4__‘\\
\\____‘_\
\.\\
I~
\ W
o "--._‘\"“-..
0 5 10 15 20 25 30 x0.18x10%s 40
Figura 8.29- Movimento horizontal da sapata, intensidade e

variagdo temporal do carregamento
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Figura 8.30- Movimento de rotagdio da sapata, intensidade e

variagdo temporal do carregamento

Comparandc-se 08 resultados mostrados por KARABALIS e
considerada a complexidade dos

BESKOS [72] com o8 obtidos ,
grande coeréncia nos

envolvidos, observa-ge

carregamentos
principalmente quando se analisa a

comportamentos dos movimentos,
drea delimitada pelos graficos, pois a composigdo de resultados de

outrag solicita¢des podem ser obtidas por um processo de
convolugdo [70, 138] gque possul como base de calculo as respostas

de impulsos deste tipo.
Deve-se observar que nenhum dos resultados acima foi

comparado com uma resposta analitica, ficando dificil a avaliagédo
erro de ambos os processos utilizados, apenas como

real do
pode-se observar que as oscilagies apresentadas pela

indicacéo,
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solugdo usual [72], nfo aparecem em andlises semelhantes feitas em
modelagens bidimensionais [4]. £ claro que a adogic de uma
discretizagdo mais refinada sob o elemento de sapata rigida, para
© caso da solugdao fundamental alternativa, poderia melhorar os
resultados, porém tal procedimento foge do cbjetivo primeiro deste
trabalho, ficando para estudos posteriores.

Para solicita¢des de menor frequérncia, entretanto, og
resultados de ambas as formulagdes estdo em perfeita sintonia,

como & visto na figura 8.31.

06
15
ft
0.4
{44 ]
_____ Alternativa
au ﬁt ’.\\
: - ‘\
\
\!
: \
M
0
\ y/
\S \\ /]
\\/ \ /
~0.2 A L4
-04

0 20 40 60 018.10%s 80

Figura 8.31- Movimento vertical de uma sapata rigida solicitada
por P{t} = 180 sen(13000t)kips
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E interessante notar que o bom comportamento dos
resultados obtidos, para uma discretizag¢do tdo pobre, do elemento
de sapata rigida desenvolvido, se deve & posigdo estratégica
adotada para os pontos fontes (figura 8.26), que garante uma taxa
de afastamento das ondas ponderadoras muito prdSximas daquela
gerada pela discretizag¢do usada por BESKOS e KARABALIS [72].

Conclui-se, portanto, que o elemento de sapata rigida
proposto aqui, pode ser usado com seguranga para fazer a ligacgdo
entre o MEC e o MEF.

Exemplo 8.4.2:
Analisa-se o problema do exemplo 8.3.1, ilugtrado pela

figura 8.15, wutilizando quatro discretizagdes mistas MEC/MEF,
mostradas na figura 8.32.

b i’ * a) Seis elementos de contorno

¥ lineares ¢ um elemento

finito At = 0,008s

l g 2 %é' b) seis elementos de contorno
-’}— ————— s 77 quadraticos e gquatro elemen-
o tog finitos At = (,008s.
+ s - Zﬁ A . ¢) Dezoito elementos de contor-
-p)—$;i~»;&~¢ikuﬁzn . no quadriticos e quatro ele-

mentos finitos At = 0,004s.

- - - - d) Vinte e sels elementos de
|

4 t /
4 )— - ,L -4;-—-}— - _’JL.n— +4.— :}—-&/ T

contorno e dez elementos fi-
tos At = 0,004s.

60 ;//20';/'

Figura 8.32- Barra modelada por elementogs finitos e elementos de
contorno ligados através de sapata rigida, intervalos
de tempo e disgcretizac¢des utilizadas



Nas figuras 8.33a e 8.33b mostram-se os deslocamentos

longitudinais da extremidade livre obtidos para cada discretizacgdo

e comparados com a resposta analitica.

A ulcm)

14,54

T2F

+ Discr.

o

Diser.
Discr.

a
b

c

15

Figura 8.33a- Deslocamento da extremidade livre, discretizagdes a,

4 Vicm}

14,54

b,

c

L2

25

30

t(8.10°s )

Figura 8.33b- Deslocamento da extremidade livre, discretizagdo d
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Na figura 8.33 (a e b) observa-se a variagio dos
resultados & medida que se melhora a discretizagdo. Nota-se que
para este tipo de problema o© grau de discretizagdio é muito
importante. Para a primeira discretizacgdo, por exemplo, a onda
gerada pela carga se reflete quase que integralmente na interface,
pols encontra um meio, cujas restrigdes de deslocamento impostas
pelas fungdes aproximadoras dos elementos o© tornam externamente
rigido. A medida que sge melhora a discretizacdo, obtém-se uma

resposta também melhor.

Exemplo 8.4.3:

Analisa-se o movimento horizontal da extremidade
carregada da torre mostrada na figura 8.34. A intensidade e o

comportamento temporal do carregamento sdo mostrados na figura

8.35. - - P
——  t  e—

Figura 8.34- Torre solicitada por carregamento sibito e ligada aco

solo por meio de sapata rigida



P(kN)

4.000

t

Figura 8.35- Intensidade e comportamento temporal do carregamento,

As propriedades fisicasgs dos meios envolvidos gdc dadas

abaixo:
Torre:
E = 2,1 10° kN/m?
p = 6000 kg/m°
A = 0,2
I =0,116666 nﬁ
v = 0,0
Solo
E = 2,6 10° kN/m?
p = 2000 kg/m3
v = 0,33
Sdo assumidas as condig¢des de contorno relaxadas para ©
solo 0,4=04,=0. A discretizag¢do wutilizada consiste em dez

elementos finitos de barra para modelar a torre, e apenas um
elemento de contorno para modelar o solo (tal como no exemplo
8.4.1), figura 8.34.



Compara-se, na figura 8.36, o resultado desta modelagem
com © obtido utilizando-se apenas a discretizagdo em elementos

finitos, engastando-se a base da torre como no exemplo 8.2.1.

A Ulem)

157 =

135 | e T e smceind S

0,68

t(2.10 %)

oy
LI

16 17

Figura 8.36- Deslocamento dinfmico e estdtico da extremidade
solicitada da torre usando modelagens MEC/MEF e MEF.

Os resultados obtidos estdo totalmente de acordo com o
egperado; os deslocamentos estaticos também foram obtidos através
das discretiza¢des apresentadas. Como se v&, © primeiro e o
segundo pico do desglcocamento dindmico e © valor do deslocamento
estdtico, para o modelo MEC/MEF, s3o maiores do que os seus
correlatos gquando se usa apenas o MEF. Isto se di devido ao giro e

ao deslocamento horizontal da sapata rigida. Para o deslocamento



estidtico, por exemplo, tem-se:

Uvgc/mer = e * UYsap * ®sap Prorre
onde
Uypp = 0,675cm {deslocamento estidtico obtido pelo MEF)
Ugap = 0,050cm (deslocamento estitico horizontal da
sapata)
¢SAPhTORRE = 0,280cm (giro estatico da sapata pela
altura da torre)
UMEC/MEF = 1,005cm (Deslocamento estatico obtido pela

composicio MEC/MEF) .

Observa-gse també&m um amortecimento no deslocamento da
torre quando analisada pela jun¢do MEC/MEF. Este efeito & chamado
de amortecimento geométrico e & causado pelo solo; sua presenca
neste exemplo era totalmente esperada e demonstra como o© MEC
simula muito bem esta caracteristica do solo, sem a necessidade de
hipdéteses adicicnalis <como se faz necessario em andlises

semelhantes empregando-se apenas © MEF.
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CAPITULO 9

DISCUSSOES E CONCLUSOES

9.1- INTRODUGAO

Trés temas principais foram abordados neste trabalho, a
saber, a solugdo fundamental alternativa, uma técnica geral de
integracdo de elementos singulares planos e © elemento de sapata
rigida para ligag¢do entre meicos formulados pelo MEC e MEF.
Procura-se neste capitulo, comentar suscintamente alguns dos
agpectos mals importantes referentes a estes temas, bem como
discorrer sobre futurog degenvolvimentos da formulagdo geral

proposta.
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9.2- SOLUCKO FUNDAMENTAL ALTERNATIVA

No primeiro tema, solugdo fundamental alternativa,
devem ser salientadas trés vantagens principais, com relagfio as
formula¢des usuais. A primeira estd relacionada com a eliminagdo
dos termos de velocidade, que derivam da convelugdo temporal da
solugdo fundamental wusual, e gue inexistem quando se utiliza a
solugdo fundamental alternativa. Tal procedimento permite que se
utilize aproximag¢do constante das varidveis, para cada intervalo
de tempo, sem a necessidade de um algoritmo de apoio em diferencas
finitas como fol descrito no capitulo 5.

A segunda vantagem da solugdo fundamental alternativa
estd na reducdo do nimero de constantes a serem calculadas e
armazenadas por passo de tempo. Isto se dd pois, na pratica usual,
tem-gse adotado aproximacgdo constante para o carregamento e linear
para © deslocamento, como uma forma de ndo introduzir as
inconsisténcias da j& citada avaliagdo dosg termos de velocidade
por diferengas finitas. Nesgte tipo de aproxima¢fo calculam-se trés
matrizes por passo de integragdo, jd no caso da aproximag¢do
congtante, utilizando a solugdo fundamental alternativa,
necegsita-se de apenas duas matrizes por passo de integragio
temporal.

A terceira vantagem da solu¢do alternativa & que a
utilizagdo desta, gera frentes de onda com largura maior do que as
geradas quando se utiliza a solug¢do fundamental usual, melhorando
o desempenho numérico da avaliagido das integrais envolvidas no
processgo. Neste ponto, pode-se iniciar um estudo comparativo de
estabilidade e convergéncia entre a formulagdo usual e a
alternativa. Deve-se observar ainda gque entre a solugdo
fundamental alternativa e a chamada alternativa composta pode-se
gerar intimeras outras a partix da fung¢do de carga f£(t) = (H(t+nat)
- H(t)) /nAt aplicada ao campo de deslocamentos geral de Stokes.
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9.3- INTEGRAGAO SOBRE ELEMENTOS SINGULARES

0 processo de integrag¢do singular apresentado nesta
tese, elimina a necessidade de se recorrer 4 imposicdo de
movimentos de corpo rigido, sobre o© problema estidtico, com o
objetivo de se determinar os coeficientes da diagonal da matriz H.
Apesar de se limitar ac caso de elementos quadrangulares planos,
ndo & dificil a sua extensido para elementos curvos. Além disso jé
se aplica de imediato a quaisquer fungdes de forma que se adote
para aproximar as varidveis, sem a necessidade de se geparar
termos singulares dos ndoc singulares; © gue ndo ocorre com OS

processos similares existentes na bibliografia. .

9.4- ELEMENTO DE LIGAGAO MEC/MEF.

O elemento de sapata rigida desenvolvido neste trabalho
se associa diretamente a um elemento finito (barra ou casca), nio
havendo necessidade de se interferir diretamente no sistema
numérico global, como é feito na maioria dos processos de andlise
golo-fundagdes-egtruturas. Seu bom desempenho se deve a
possibilidade de ge localizar o© ponto fonte do elemento de
contorno associadc 4 sapata em posi¢des estratégicas, que garantem
uma ponderagdo adequada dos movimentos e forgcas de contato
estudadog. Neste sentido, sugere-se que em trabalhos subseqglentes,
se facga um estudo que indique, com detalhes, dquails as melhores
posigles para o ponto fonte, dependende da freqiiéncia da
golicitagdo estudada.

Outra caracteristica interessante do elemento de sapata
rigida, assim como foi proposto, & que a simples superposicgio de
diversos elementos do mesmo tipo podem gerar liga¢des de formas
mais complexas. Por exemplo, uma barra com propriedades
geométricas Il= I, =1I, = 500cmﬁ e A = SOOcm2 pode se associar a

2 3 t
uma caixa rigida pela superposig¢do ilustrada na figura abaixo.



i S T

Onde cada elemento de barra mostrado possui as seguintes
4

propriedades geométricas: II= I2 = 13 = 100cm e At = 100cm2 e
além disso a caixa rigida pode possulr massa prdpria ou ndo.

0O programa desenvolvido nesta tese trata de maneira
indistinta sub-regiBes modeladas pelo MEC ou ©pelo MEF,
possibilitando assim a rescolugdo de problemas gque envolvam ao
mesmo tempo varias edifica¢des e diferentes subestratos de solo
(meio eldstico), bem como barragens modeladas em parte pelo MEC e
em parte pelo MEF.

Conclui-se, de maneira geral, que a formulag¢do proposta
nesta tese apresenta vantagens gobre as formulagdes gimilares
existentes, tanto em aspectos especificos guanto na generalidade

de possiveis aplicagdes.
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