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Neste trabalho, o problema da elastodinSmica transiente 

6 estudado atraves de uma formulaqSo mista dos m6todos: Elementos 

de Contorno (MEC) e Elementos Finitos (MEF).  0s processos de 

integraqSo no tempo utilizados sSo o de Newark, para o MEF, e a 

discretizaq50 temporal direta do teorema da reciprocidade dinsmica 

de Graffi, para o MEC. 

A formulaqSo espacial do M&todo dos Elementos Finitos 

abrange p6rticos tridimensionais e cascas delgadas 

elgstico-lineares; o MGtodo dos Elementos de Contorno 6 utilizado 

para modelar s6lidos tridimensionais el6sticos finitos ou 

infinitos. 

A junqao entre os dois meios 6 feita atraves de 

elementos rigidos de ligaqSo e a compatibilizaqHo dos metodos pela 

tgcnica de sub-regides. 

Desenvolve-se uma tGcnica de integraqSo particular para 

elementos singulares muita precisa, dispensando assim, a avaliaqHo 

destas integrais pela imposiqZo de deslocamentos de corpo rigido 

ao problema est6tico. 

Finalmente, deriva-se do tensor de Stokes uma soluqao 

fundamental alternativa que traz ao algoritmo de integraqgo 

temporal do MEC grande ganho computacional. 

Mostram-se exemplos num6ricos visando demonstrar a 

eficisncia da formulaqHo apresentada. A formulaqSo similar 

est6tica tambem 6 implementada e ilustrada corn exemplos. 



ABSTRACT 

In this work, the transient elastodynamic problem is 

studied through a mixed formulation of the methods: Boundary 

Element and Finite Element. The time integrations are made by 

Newmark's process for the Finite Element, and by direct time 

integration of the Graffi's dynamic reciprocity theorem for the 

Boundary Element. 

The Finite Element Method spacial formulation includes 

three-dimensional elastic linear frame and thin shells structures; 

the Boundary Element Method is used to model finite or infinite 

three-dimensional elastic bodies. The connection between both 

media is made by rigid elements also adopting the subregion 

technique to combine the methods. 

A new manner to integrate elements with strong 

singularities is presented, avoiding therefore the indirect 

integral technique made by enforcing a rigid body movement to the 

estatic equivalent problem. Finally, a great computational profit 

is obtained by the application of an Alternative Fundamental 

Solution, derived from Stokes tensor. 

Examples show the efficiency of presented formulation; 

the estatic version is also implemented and illustrated by 

examples. 



ABSTRACT 

2 TEORIA BASICA E EQUAC~ES INTEGRAIS DA ELASTOSTATICA .... 03 
2.1 IntroduqHo ........................................... 07 

2.2 Equaqaes que regem a elastost6tica ................... 08 
2.3 SoluqZo fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  13 
2.4 EquaqHo integral de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  17 
2.4.1 EquaqHo integral de contorno para pontos internos ... 17 
2.4.2 EquaqHo integral de contorno para pontos externos ... 19 
2.4.3 EquaqHo integral de contorno para pontos do 

contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  19 
2.4.4 EquaqZo integral de contorno para tensdes em pontos 

internos ........................................... 24 
2.4.5 Equaqdes integrais para regiaes infinitas . . . . . . . . . .  25 

... 3 TEORIA BASICA E EQUA~~ES INTEGRAIS DA ELASTODIN~ICA 28 

3.1 IntroduqHo ........................................... 28 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  3.2 Equaqdes que regem a elastodinarnica 28 

3.3 Soluqdes fundamentais ................................ 32 
3.3.1 SoluqHo fundamental geral .......................... 32 
3.3.2 SoluqZo fundamental "usualn ........................ 34 

.................... 3.3.3 SoluqZo fundamental alternativa 35 

3.4 Equaqses integrais ................................... 37 
3.4.1 Teorema da reciprocidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  37 
3.4.2 EquaqZo integral de contorno "usual" ............... 39 
3.4.3 EquaqZo integral de contorno alternativa ........... 40 



4 M~TODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (formulaqSo est6tica) . .  41 
4.1 IntroduqSo ........................................... 41 
4.2 Elementos de contorno ................................ 44 
4.2.1 Elemento quadrangular plano com aproximaqHo linear . 44 
4.2.2 Elemento quadr6tico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  47 
4.3 Continuidade e descontinuidade da discretizaqHo do 

contorno ............................................. 51 
4.4 Transformaqso da equaqHo integral em sistema alg6brico 54 

4.5 IntegraqSo sobre elementos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  60 
4.5.1 IntregraqHo nHo singular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  6D 
4.5.2 IntegraqHo singular ................................ 62 

>- 

5 &TODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (formulaqZo dinsmica) . 71 
5.1 IntroduqHo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  71 
5.2 Elementos temporais .................................. 73 
5.2.1 Elemento temporal linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  73 
5.2.2 Elemento temporal constante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  74 
5.3 TransformaqHo da equa~Ho integral em sistema alg6brico 76 

5.3.1 EquaqHo alggbrica usual ............................ 76 

5.3.2 EquaqSo alggbrica alternativa ...................... 80 

5.4 Integraqaes temporais e espaciais .................... 84 
5.4.1 IntegraqHo sobre os elementos temporais e espaciais 

para a soluqHo fundamental usual ................... 84 

5.4.2 IntegraqHo sobre os elementos temporais e espaciais 

para a soluqHo fundamental alternativa . . . . . . . . . . . . .  94 

6 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  98 
6.1 IntroduqSo ........................................... 98 
6.2 Equaqdes de equilibrio ............................... 99 
6.3 TransformaqSo da equaqHo de equilibrio em sistema 

alggbrico (est6tico) ................................ 101 
6.4 TransformaqHo da equaqHo de equilibrio em sistema 

alggbrico (dinsmico) ................................ 104 



6.5 Elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  105 
6.5.1 Elemento de barra ................................. 106 
6.5.2 Elemento de casca ................................. 113 

6.6 IntegraqSo temporal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  127 

7 ASSOCIA@O ENTRE o M~TODO DOS ELEMENTOS FINITOS E o 
M~TODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  130 

7.1 IntroduqSo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  130 
7.2 Elemento de sapata rigida ........................... 131 
7.2.1 N6 de ligaqSo "C" no centrdide "0" . . . . . . . . . . . . . . . .  132 
7.2.2 N6 de ligaqbo "C" nSo coincidente com o 

centrdide "0" ..................................... 146 

7.2.3 Consideraqses sobre a massa da sapata ............. 149 
7.3 Tgcnica de sub-regides ............................... 151 

8 EXEMPLOS NUMERICOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  155 
8.1 Introduqbo ......................................... 155 
8.2 M6todo dos elementos finitos ........................ 156 
8.3 Metodo dos elementos de contorno .................... 165 
8.4 Ligaqbo MEC/MEF ..................................... 173 

9 DISCUSS~ES E CONCLUS~ES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  185 

9.1 Introduqzo .......................................... 185 
9.2 Soluqbo fundamental alternativa ..................... 186 
9.3 Integraqbo sobre elementos singulares ............... 187 
9.4 Elemento de ligaqbo MEC/MEF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  187 



Na teoria matem6tica da elasticidade procurou-se, 

durante muito tempo e ainda hoje se vem fazendo, determinar o 

estado de tensso, ou de deforma@o, no interior de um corpo s6lido 

eldstico submetido a aqao de um sistema equilibrado de forvas, ou 

que esteja em um estado de pequeno movimento relativo interior 

(Elastodin&nica), com o objetivo de obter resultados dteis e de 

importgncia pr6tica para os diversos ramos da Engenharia [891. 

As equa~aes gerais de equilfbrio (est6tico e dinsmico) 

de s6lidos eldsticos foram introduzidas por NAVIER [I101 em 1821 e 

por CAUCHY [261 em 1828. 

Foram desenvolvidos, ao longo do tempo, rn6todos 

analfticos para a obten~ao de soluq6es exatas de grande parte das 

equaq6es diferenciais de todos os ramos da fisica. Em particular, 

para a elasticidade existem indmeros trabalhos como por ex. [89, 

49, 50 e 21 , que determinam soluvdes exatas para muitos problemas 



est6ticos e dinsmicos, por6m os casos estudados sZo limitados por 

sua geometria e hipBteses bastante simplificadoras. 

Da necessidade de se resolver problemas mais gerais 

surgiram os m6todos aproximados e, com eles, os m6todos num6ricos. 

0 primeiro m6todo num6rico fundamentado em bases matem6ticas foi o 

M6todo das Diferen~as Finitas [129]. Isto se deu antes de haver 

uma automatizaqgo computational 113 91 o que limitou bastante seu 

us0 na 6poca. ApBs o surgimento dos computadores, 

intensificaram-se as pesquisas para o desenvolvimento e a 

aplicaqHo de tais m6todos, dos quais podem-se destacar o j6 

mencionado M6todo das Diferenqas Finitas (MDF) , que at6 hoje tem 
grande import2ncia no tratamento de problemas da engenharia, e o 

Metodo dos Elementos Finitos (MEF), [7, 136, 291 sem dtivida, o 

mais aplicado. 

Estes m6todos, por serem baseados na aproximaqzo da 

soluqgo em todo o dominio, s3o conhecidos como T6cnicas de 

Dominio. Na utilizaqHo do primeiro (MDF), aplica-se ponto a ponto 

o operador diferenqa sobre a equaqzo diferencial; para o segundo 

(MEF) subdivide-se todo o corpo em pequenos subdominios. Tais 

procedimentos se traduzem, na prdtica, em uma exaustiva 

discretizaqgo de todo o espaqo definido pelo &lido em an6lise 

para a resolupgo do problema proposto. 

Uma alternativa para reduzir o nilmero de aproximaqdes 6 

a utilizaqzo das chamadas T6cnicas de Contorno, nas quais as 

discretiza~6es sSo impostas apenas ao contorno do sistema em 

consideraq80. Estas t6cnicas tBm como origem um dos procedimentos 

usados na teoria matem6tica para obter a soluqFio analitica das 

equaq6es diferenciais parciais, que as transformam em suas formas 

integrais ou, mais simplesmente, nas chamadas equaq6es integrais. 

As equaqdes integrais, segundo ELIOT [31 , j6 sHo 

conhecidas desde 1823, quando ABEL [I] utilizou este procedimento 

para resolver o problema do pendulo is6crono [591, por6m sua 

introduqzo mais generalizada ocorreu em 1828 corn GREEN [64]. 

Com relavHo a elastostStica, em 1872 BETTI 1181 

demonstrou o teorema da reciprocidade e em 1886 SOMIGLIANA [1271, 



aplicando, sobre o teorema de BETTI, a soluqdo de KELVIN [I331 , 
obteve a chamada Identidade Somigliana. J6 os teoremas 

equivalentes da elastodinfimica foram demonstrados bem mais tarde; 

em 1946 GRAFFI [631 demonstrou a reciprocidade para dois estados 

elastodinfimicos em corpos finitos; em 1968, WEELER e STERNBERG 

[I531 a estenderam para corpos n2io-finitos. Em 1904 a chamada 

Identidade de LOVE [881 foi apresentada; e mais tarde, obtida de 

maneira mais econ8mica e segura, aplicando a soluqZo de STOKES 

[I301 sobre o teorema de GRAFFI estendido [I531 . 
Em 1903, FREDHOLM [54] utilizou uma tgcnica de 

discretizaqdo limite para demonstrar a existsncia e a unicidade de 

soluqBes de equaqdes integrais, de contorno. Este procedimento desl 

origem a uma forma de se construir respostas numgricas com erros 

bastante toler6veis 1691. 

Neste context0 surgiram duas formulaqdes distintas do 

Metodo dos Elementos de Contorno, a formulaqdo indireta, na qua1 

as vari6veis envolvidas ndo sdo as vari6veis fisicas do problema, 

introduzida por KUPRADZE [82], e a direta, cujas vari6veis tGm 

significado fisico, iniciada por RIZZO [I231 em 1967. 

Alguns dos primeiros estudos em elastodindmica pelo 

M6todo dos Elementos de Contorno foram apresentados, em 1963, por 

BANAUGH e GOLDSMITH [lo] , FRIEDMAN e SHAW [55] e CHEN e SCHWEIKERT 
[271, porgm todos na formulaqao indireta. 0 marco inicial da 

formulaq2io direta para a elastodinCmica foi em 1968, com CRUSE e 

RIZZO [421 e CRUSE [39], que resolveram, pela primeira vez, um 

problema transiente de propagaqdo de onda em um semi-plano no 

espaqo transformado de Laplace [I71 . Alguns trabalhos posteriores 
podem ser citados, como por exemplo, MANOLIS e BESKOS 1941, 

MANOLIS [921, MANOLIS e BESKOS [931, ANTES et alli [4], ESTORF 

et alli El451 e KONTONI [811. 

Outra maneira de se tratar problemas transientes e de 

vibraqdes harm8nicas pel0 MEC, 6 atraves do conceit0 de matriz de 

massa. Isto pode ser feito atrav6s de vdrias tgcnicas, como 

mostrado nos trabalhos de NARDINI e BREBBIA [105-1091, CODA e 

VENTURINI [33-351, LEOFFLER NET0 [86].Estas t6cnicas necessitam ou 



de discretiza~zo de dominio ou de varidveis internas inc6gnitas 

A formula~ao aplicada ao MEC neste trabalho foi 

desenvolvida a partir de 1983 por MANSUR e BREBBIA [97, 98, 99, 

961 e 6 baseada no teorema da reciprocidade dinsmica de GRAFFI 

[631 discretizado no espaFo e no tempo, tendo como um dos campos 

de deslocamento a soluqHo fundamental geral de STOKES [130]. 

Utiliza-se tamb6m o equivalente est6tico jd bastante difundido 

120, 25, 241. 

Com rela~ao a0 MEF, segundo ZIENKIEWICZ 11571 , no campo 
da mecanica dos sblidos e andlise estrutural, j6 em 1940 MCHENRY 

[100], HRENIKOFF [681 e NEWMARK [Ill] demonstraram que se podem 

obter soluqdes razoavelmente boas de um problema continuo, 

substituindo pequenas porqdes do meio analisado por uma simples 

distribui~ao de barras. Mais tarde, no mesmo contexto, ARGYRIS 

[6], TURNEI e outros [I361 demonstraram que se pode substituir as 

propriedades do continuo de um modo mais direto, e menos 

intuitivo, supondo que as pequenas porgies do mesmo, ou 

llelementos", se comportem de uma certa forma simplificada. Muito 

se avanGou desde a decada de 1960 at6 hoje conforme pode ser visto 

nas refergmias [157, 15, 22, 671. 

0 M6todo dos Elementos Finitos 6, atualmente, uma das 

ferramentas mais difundidas para solucionar diversos problemas da 

engenharia [121, 117, 371. Sua aplica~Zo na mecanica estrutural j6 

est6 consagrada pela pr6tica. 6 de se observar contudo que, por 
ser uma t6cnica de dominio, traz algumas complicaqdes as an6lises 

que envolvem dominios infinitos, pois estes devem ser 

interrompidos para que se gere uma discretiza~ao finita, 

ocasionando a formaqzo de um contorno fictfcio que, em andlises 

dinsmicas, geram reflexdes de ondas inexistentes no problema real 

[I191 . 
Neste contexto, tr&s vantagens principais sSo oferecidas 

pelo Metodo dos Elementos de Contorno: modelagem prbpria para 

dominios infinitos, grande reduqzo de equaqdes e volume de dados 

(principalmente quando se trata de meios tridimensionais infinitos 

como o solo) e a inexistgncia de erros de interpolaqzo no dominio 



[1391. 

Em contrapartida, o M6todo dos Elementos de Contorno nHo 

apresenta nenhuma caracteristica vantajosa, no que diz respeito a 
andlise de estruturas reticuladas e cascas, quando comparado ao 

MEF. Disto se conclui que, uma medida natural para a an6lise da 

interaqao solo-estrutura, 6 compor uma modelagem onde o MEF 6 
usado para a estrutura (p6rtico e cascas) e o MEC para o solo ou 

semi-espapo infinito. 

A ideia de se acoplar o MEC ao MEF nHo 6 tPo recente, j6 

em 1977 ZIENKIEWICZ [I581 e ATLURI e GRANNELL [El discorriam sobre 

o assunto. Alguns trabalhos recentes, em elastodinarnica, podem ser 

citados como 0s de ESTORF et alli [144-1461, ANTES et alli [5], 

PATEL e SPYRAKOS [1161, PAPASOGLOU et alli [1021, GAUL et alli 

1581 e AVERSCH [91, GANGMING [571 e MITSUI et alli [1031, que 

simulam a ligapHo MEC/MEF para casos bidimensionais. Para o caso 

tridimensional pode-se citar os trabalhos de XU [1561, WANG e 

SCHMID [1471, SHU [I241 e KOBAYASHI et alli [76, 791. 

Neste trabalho, apresenta-se uma formulavZo tridimen- 

sional din2mica transiente para a andlise el6stica especifica da 

ligaqZo solo-estrutura, modulando-se a estrutura pelo MEF (casca, 

barra) e o solo, tratado de maneira simplista como el6stico 

linear, pelo MEC. A junqHo flsica entre os dois meios ii feita 

atraviis de elementos rigidos de ligaqHo (sapata rlgida [I211 ) e o 

acoplamento num6rico atrav6s da t6cnica de sub-regides [59, 1391. 

Para atingir tal prop6sit0, no capitulo 2 apresentam-se 

as equaqdes gerais que regem a elastostdtica, incluindo sua 

representapgo integral e solup6es fundamentais. Estendendo as 

expressdes da elastost6tica, no capitulo 3, as equapdes gerais que 

governam a elastodin2mica sZo mostradas. 

Impondo-se a discretizaqZo espacial sobre as equaqdes da 

elastostiStica, demonstra-se no capitulo 4, a formulapZo bdsica do 

MEC. J6 no capitulo 5, fazendo-se o mesmo com as equaqdes 

integrais da elastodin2mica e efetuando-se a discretizaqHo 

temporal, chega-se na formulaqHo din2mica transiente do MEC. 



No capitulo 6, uma formulaqZo bastante simples do MEF & 

aplicada a estruturas reticuladas e cascas delgadas [117, 67, 37, 

521, sendo a combinaqZo entre os mstodos, atravgs do elemento 

rigido e da tscnica de sub-regides, desenvolvida no Capitulo 7. 

No capitulo 8, alguns exemplos num6ricos sZo resolvidos 

para confirmar a validade do mstodo, comparando as respostas 

obtidas com soluqdes analiticas ou outras modelagens numsricas 

existentes na bibliografia. 

Finalmente no capitulo 9 discute-se, de maneira global e 

sucinta, tudo o que se apresentou no trabalho, procurando tirar 

conclusdes concretas e propor futuras investigaqdes, para que o 

tema abordado atinja pleno desenvolvimento o mais breve possivel.. 



CAP~TULO 2 

TEORIA B~SICA E EQUAC~ES INTEGRAIS DA ELASTOST~TICA 

Introduz-se, neste capitulo, alguns conceitos b6sicos da 

teoria da elasticidade que sZo imprescindiveis para o 

desenvolvimento do M6todo dos Elernentos de Contorno [89,134,24,611 

Antes de se discutir as equaq6es que governam o 

cornportamento linear dos corpos el6sticos submetidos a aqses 

estgticas, cabe dizer que estas sEio expressas em forma de notaqzo 

indicia1 representada no sistema de coordenadas cartesianas 

convencional. Tal notaqzo usa indices (1, 2, 3) para representar 

os eixos (x,y,z) e algumas regras bssicas de manuseio sZo 

apresentadas abaixo: 

A repetiqzo de urn indice num termo indica a soma de 

todas as componentes com respeito a este indice em toda a sua 

variaqzo, por exemplo: 



b) Conven~So para derivadas parciais 

A virgula acompanhada por indices representa a derivada 

parcial com rela~zo 21s coordenadas referidas a estes: 

C) Delta de Kronecker dij 

6 um pardmetro auxiliar que assume os seguintes valores: 

Todas as expressces utilizadas ou deduzidas nesta tese, 

sSo vdlidas para o caso tridimensional, nlo houve preocupaqSo em 

se fazer um paralelo para os casos planos, pois estes nZo sbo 

objetos do presente estudo. 

2 . 2 -  EQUACBES QUE REGEM A ELASTOST~~TICA 

Admitindo-se que a mat&ria de um corpo eldstico 6 

homogbnea, isotrdpica e distribuida continuamente em seu volume, 

pode-se definir tens20 ( a )  em um ponto como [89,49,134], 

onde dF 6 o diferencial de forqa que atua na drea elementar dS, 

que circunda este ponto, orientada pelo versor normal n ao plano 

que a cont&m (fig. 2.1). 



Figura 2.1- Representaqao de tensdes em pontos internos devidas a 

urn sistema equilibrado de for~as externas atuando 

sobre urn corpo s6lido. 

Pode-se decompor a tensso em duas componentes principais 

corn relaFFio ao plano, uma normal e outra tangencial. 

Por facilidade, pode-se admitir urn sistema de 

coordenadas cartesianas e definir as componentes de tens30 (aij) 
corno indicado na figura 2.2, corn uma componente normal e duas 

tangenciais, todas nas direq5es dos eixos coordenados. 

Estudando-se o equilibrio do ponto representado pel0 

s6lido elementar (fig. 2.2) escreve-se: 

onde bi sZo forqas de volume, corno o peso pr6prio ou forqas 

eletromagn6ticas. 



Figura 2.2- SBlido elementar submetido a esforqos internos 
p~ - .. .- - - - - - - - - - - - - . - 

Figura 2.3- Representaqzo das forqas de superficie no contorno do 

corpo . 



Quando se conhecem as componentes de tensso ( ui ) em urn 

ponto qualquer, pode-se calcular as respectivas forqas de 

superficie (fig. 2.3) atrav6s da relaqSo: 

onde n sSo os cossenos diretores da normal a superficie em 
j 

questgo corn relaqso ao sistema de coordenadas definido. Esta 

expressgo 6 muito importante para a adequaqso das condiq6es de 

contorno 5 equaqzo diferencial (2.5). 

Sob a aqSo de urn sistema de forqas, urn corpo elastic0 se 

deforma de maneira estdtica (forqas aplicadas gradualmente at6 

seus valores finais), ou de maneira dinsmica (forqas aplicadas 

bruscamente ou que nSo possuam valor final considerado constante 

no tempo). Em ambos os casos, no context0 da teoria das pequenas 

deformaq6es, a seguinte relaqso, entre as componentes do tensor de 

deformaq6es (eij) e do deslocamento (ui), pode ser escrita, [89, 

49, 134, 24, 611 : 

0 tensor de tensgo (a )  relaciona-se corn o tensor de 

deformaq50 (6) , para s6lidos elssticos, atraves da Lei de Hooke 

generalizada que, para materiais isotr6picos, 6 baseada em duas 

constantes: o m6dulo de Young ou de elasticidade (E) e o 

coeficiente de Poisson (v). Tal relaqao se expressa como: 

onde X e G szo as chamadas constantes de Lam6 e se expressam em 

termos de E e v como segue: 



A constante G tamb6m d conhecida como m6dulo de 

elasticidade transversal. 

Substituindo-se a expressdo (2.8) na (2.9) a Lei de 

Hooke 6 escrita em termos dos deslocamentos: 

Levando-se em conta as expressdes (2.5) e (2.121, 

obtdm-se a conhecida equaqlo de Navier -Cauchy em sua forma 

estdtica [110,26,891 : 

Muitas vezes essa equaqdo d encontrada em sua notaqlo 

vetorial : 

onde o operador vetorial V 6 definido como: 

v = i  a a + i  - a 
- l a x ,  - 2 ax2 + i3 - 3 

com o simbolo " - " representando vetor ou matriz. 
A equacdo (2.13) governa, portanto, o comportamento 

linear de um corpo eldstico homogBneo e isotr6pico (R+r) submetido 

a aqdes estdticas, onde Q define seu dominio e r seu contorno. 
Este comportamento s6 fica definido quando se conhecem as 



condiqdes as quais o corpo foi submetido, condiqdes de contorno: 

onde I' - " representa valores conhecidos no contorno T=l? +I? S sbo 1 2' 
pontos do contorno. 

A f igura (2.4) representa esquematicamente os conceitos 

definidos nos pardgrafos anteriores. 

Figura 2.4- Dorninio Q com contorno definido T, corn condiqdes de 

contorno Fi e u em r2 e Fl respectivamente. i 

2.3- SOLUC~O FUNDAMENTAL 

Para desenvolver formulaqdes do M6todo dos Elernentos de 

Contorno, devem ser utilizadas as chamadas soluqdes fundamentais, 

obtidas de problemas especificos da drea em estudo. Na formulaqZo 

estgtica, desenvolvida neste trabalho, emprega-se a soluqZo 

fundamental de Kelvin [89, 1331 que representa fisicamente o 

efeito de uma carga unit6ria est6tica atuando em um dominio 



in£ inito. 

Este problema 6 express0 nas equaqdes gerais de 

equilibria (2.13) e (2.5) com a substituiqao das forqas de volume 

b. pela distribuiqzo conhecida como Delta de Dirac 6(s,q): 
1 

Deste mod0 a equaqiXo de Navier-Cauchy fica: 

* 
G"ki, j j + (h+G)u* kj, ji + 6(s,q) tjki = 0 

(2.18) 
u .  . + 6 (s,q) 6ki = 0 11,j 

onde s 6 o ponto onde a forqa est5 sendo aplicada (fonte), q 

representa os pontos do dominio, 'ki 6 o Delta de Kronecker 

indicando a direqzo k da forqa concentrada unit6ria atuante em s e 

o simbolo " * "  6 usado para salientar que este deslocamento, em 

especifico, 6 a soluq~o fundamental procurada. 

A distribuiqao Delta de Dirac tem as seguintes 

propriedades: 

d(s.4) = 0 se q z s  

A soluqzo fundamental obtida para dominios infinitos 

tridimensionais, a partir de (2.18), 6 apresentada por 120, 25, 

241 como: 



correspondendo o primeiro indice a dire~5o da aplicaqao da carga 
unit6ria em s e o segundo a direqao do deslocamento gerado em q; 
j6 r=r(s,q) 6 a distsncia entre os pontos s e q (fig. 2.6). 

Figura 2.6- SoluqBo fundamental 

Aplicando-se a express50 (2.8) ao campo de deslocamento 

fundamental (2.21) obtem-se as componentes fundamentais de 
* 

deformaq50 (ekji) em um ponto q devido a uma forqa unitsria em s 

na direq5o K [ 8 9 ,  20, 25, 241: 



Da mesma forma para as tensaes obtgm-se a partir da 

substituiq20 da express20 (2.22) na equaq2o (2.9) a seguinte 

f 6rmula 

Ainda da express20 (2.23) substituindo-a na equaq2o 

(2.7) obtem-se, em q, as componentes da forqa de superficie na 

dire~2o i devido a carga unit6ria aplicada em s na direqzo k, em 

uma superficie definida pelos cossenos diretores (n.) de um versor 
3 

normal a esta: 

Para o M&todo dos Elementos de Contorno, esta superficie 

representa o contorno do corpo estudado. 
* * 

0s campos fundamentais uki e pki podem ser expressos nas 

suas formas vetoriais, (fig. 2.6) : 



onde ek s5.o versores unitbrios na dire730 k 

2.4- EQUAGO INTEGRAL DE CONTORNO 

No item 2.1 apresentaram-se as equa~des diferenciais que 

regem os problemas da elastostbtica, no item 2.2 mostrou-se a 

solu~3o fundamental de Kelvin. 

Neste item pretende-se, a partir do teorema da 

reciprocidade de Betti [181, apresentar os passos seguidos por 

SOMIGLIANA 11271 para obter as equaqdes integrais de contorno, 

ponto de partida para todas as formular$ies do MEC. 

2.4.1- Equapgo integral de contorno para pontos internos 

0 teorema generalizado de Betti [106, 105, 181, 

relacionando dois campos de deslocamentos possiveis de um corpo, 

pode ser escrito como: 

onde S 6 ponto fonte no contorno, Q 6 ponto do contorno e q Q 
ponto do dominio. Este teorema tamb&m 6 v6lido para pontos s, 

fonte no dominio, como serb utilizado nesta seqzo. 



Nesta igualdade, relacionam-se dois estados elasticos 

distintos, a saber, ui, uij e pi representando um estado qualquer 
* * * 

e u ki' akij e pki que, como se sabe, 6 a solu@o fundamental de 

Kelvin para carga unitdria atuando na direqzo k. 

Retomando-se a equaqao (2.5), para um estado de 

deformaqzo qualquer, e a equaqso (2.18), para o estado 

fundamental, e substituindo-as na expressZo (2.26) tem-se: 

Aplicando-se as propriedades (2.20) do Delta de Dirac 

para pontos no dominio, escreve-se: 

Esta equaqso integral de contorno para pontos internos 6 

a chamada Identidade Somigliana 11271, fig. 2.7. 

Figura 2.7- Ponto fonte interior, representaqso esquemgtica. 



2.4 .2 -  Equagzo integral de contorno para pontos externos 

Quando o ponto fonte, gerador da soluqSo fundamental de 

Kelvin, nao pertence nem ao dominio nem ao contorno do corpo 

estudado, figura 2.8, a aplicaqzo das propriedades (2.20) do Delta 

de Dirac 2i equaq5o (2.27) resulta em: 

que 6 a chamada equa~5o integral de contorno para pontos fontes 

exteriores ao problema fisico. 

Figura 2.8- Ponto fonte exterior, representaqzo esquemstica. 

2.4.3- Equagzo integral de contorno para pontos do contorno. 

A expressao geral da Identidade Somigliana completa-se 

quando se considera o ponto fonte localizado no contorno do corpo 

em estudo. Tal express50 pode ser obtida atravgs do process0 

limite [59, 82, 73, 40, 661 descrito a seguir. 



A equaqao integral (2.29) pode ser aplicada a um ponto S 

do contorno se o dominio Q  do mesmo for decrescido de uma 

vizinhan~a infinitesimal Q  que contenha S (fig. 2.9). 
6 

Figura 2.9- ExclusZio do ponto fonte S do contorno ao dominio, 

representacZio esquemdtica. 

Com esta modificaqZo o contorno do novo dominio R - Q E  - 
passa a ser r - r + r6, para os quais a equaqzo (2.29), pode ser 
aplicada , 

Separando-se as integrais para cada trecho do dominio e 

do contorno escreve-se: 



Como pode ser visto, nas expressaes (2.21) e (2.24) a 
* 

singularidade dos nccleos das integrais em uki 6 O(l/r) e nas 
* 2 * 

integrais em pki 6 O(l/r ) . Desta forma para as integrais em uki 
tem-se, 

* 
0 desenvolvimento do limite sobre I?€ para o termo em pki 

pode ser feito [66,821 da seguinte maneira: 



Sendo o termo que envolve a diferenqa de deslocamentos 

em Q e s identicamente nulo, pois o campo dos deslocamentos ui 

respeita a condiqHo de Holder. 

[u. (Q) - u. (s)] < A.~(s,Q)~ com A, a s 0 
I 3 

56 a integral sobre I'-F deve ser entendida como: 

f onde o simbolo representa o valor principal de ~auchy. 

0s valores assumidos por C sHo dados por HARTMANN ki 
[66] e organizados como segue. 

Seja um canto gengrico de um corpo como mostra a figura 

abaixo : 

Figura 2.10- Ilustraqao de um canto gen6rico de um corpo. 

2 2  



Definidos os campos de varredura, sobre a superficie ?? 
da esfera unitzria, para os 3ngulos p e y escreve-se: 

2 3 3 2 aseny+3cos psen y 3cospsen y 3cospsen ycosy 
- 1 sim 2 3 2 
'ki = lF[ a+3sen psen y 3senpsen ycosy 

2 aseny+3cos ysenp I 
sendo a = (1-2v). Apds a avalia+io desta integral, deve-se levar o 

- - 
resultado da base (XI, x2, x3) para a base global (xl, x2, x3) par 
simples rota~ao, obtendo-se, assim, os valores contidos em Cki. 

Como ilustra+io apresentam-se os casos mais simples e os 

seus resultados para -d. 

a) Semi-esfera (superficie sem angulosidade) 

b) Urn quarto da esfera 



C) Um oitavo da esfera 

Resumidamente a equa@o integral de contorno fica dad? 

por : 

com Cki dado como mostrado anteriormente. 

2.4.4-  EquaqHo integral de contorno para tensaes em pontos 

internos. 

Para que se possa considerar o problema elastost6tico 

totalmente resolvido, deve-se estar apt0 a obter todas as 

componentes de tensgo em qualquer ponto do s6lido analisado; isto 

6 feito 124, 1011 substituindo-se u da expressso (2.28) na k 
expressSo (2.12) que relaciona diretamente as tens6es ao campo de 

deslocamento, obtendo-se, 



Para se calcular as tensdes em pontos do contorno, ngo 6 

necesssrio se criar uma expressgo semelhante 2 ( 2 . 4 1 ) ,  tendo em 

vista que estas sgo obtidas corn bastante precisgo atraves dos. 

valores conhecidos das tensdes de superficie e dos deslocamentos, 

como descrito no capitulo 4. 

2.4.5- EquaqGes integrais para regiaes infinitas. 

As equa~6es integrais apresentadas at6 o momento levam 

em conta apenas corpos finitos. Neste item a validade das mesmas 

para regides infinitas e regulares [731 6 mostrada. 

Seja o corpo tridimensional com uma cavidade (ou mais) 

definido pel0 dominio R, limitado pelas superficies r e F, como 
mostra a figura 10. Para este corpo com F finito se escreve: 



Figura 2.11- Corpo tridimensional com cavidade ou cavidades. 

A equaqzo (2.42) apresenta o significado desejado se 

[241 : 

t im * I, bi (q) uki ( S ,  q) dQ (q) = A (valor f inito) (2.44) 

Na express20 (2.43) quando Q E I?? tem-se: 

dr (Q) = IGI d ~ d 0  2 
IGI = O(r ) 

* 
uki(S,Q) = O(l/r) (2.45) 

* 2 
pki (S,Q) = O(l/r ) 

onde O( ) 6 o comportamento assint6tico de uma funqFio para 7-m ou 
para r + 0. 



Portanto, se pel0 menos ui(Q) e pi(Q) tiverem os 
2 comportamentos O(l/r) e O(l/r ) ao infinito, respectivamente, a 

condiqSo de regularidade (2.43) estar6 satisfeita. Se a resultante 

dos esfor~os aplicados no contorno da cavidade n2o for 

auto-equilibrada, do principio de Saint-Venaint [911 resulta ui(Q) 

e p. (Q) comportando-se como a soluqSo fundamental de Kelvin. 
1 2 Assim, ui (Q) = O(l/r) e pi(Q) = 0 (l/r ) garantem que ambos os 

termos de (2.43) tenham zero como limite separadamente, levando ao 

resultado esperado. 

JS para a expressgo (2.44) apresentar limite finito 

t&m-se tr&s alternativas: 

bi (q) = 0 para V q e Q  

bi(q) = 0 para (fig.2.12) V q  E {!arn- E}' (2.46) 

3 bi(q) = O(l/r com r -+ m 

Figura 2.12- RegiSo infinita com cavidade e campo de atuaqgo das 

for~as de dominio. 



Neste capitulo, os conceitos b6sicos imprescindiveis 

para o desenvolvimento da formulaq20 elastodin2mica transiente 

tridimensional do MEC s2o apresentados. Como no capitulo anterior, 

todas as expressees desenvolvidas neste trabalho, estzo 

representadas sob a forma de notaqbo indicia1 e no sistema de 

coordenadas cartesianas convencional. 

Novamente considera-se que a mat6ria de um corpo 

el6stico 6 homoggnea, isotr6pica e distribuida continuamente em 

seu volume. Desta maneira, algumas definiqses e relarpes 

importantes da teoria elastost6tica continuam vdlidas para a 

elastodinsmica como, tensbo, simetria do tensor de tensbo, relay20 



tensgo deformaqFio, relaqgo deformaq50 deslocamento, relaqzo tens50 

deslocamento, que est5o contidas nas equa~6es (2.1) a (2.12). 

J6 a expressZo (2.5) e todas as suas variantes de (2.13) 

a (2.16), n5o se aplicam ao caso dinsmico. 

Analisando-se agora, o equilibrio dinsmico do ponto 

representado pel0 s6lido elementar (figura 3.1) escreve-se: 

onde bi sSo as forqas de volume, como o peso prBprio ou forqas 

eletromagn6ticas, p 6 a densidade do material, e u a aceleraqgo i' 2 do ponto com relaq5o B direqgo xi (a2ui/at ) . 

Figura 3.1- SBlido elementar submetido a esforqos internos 

Substituindo-se na equaq5o (3.1) a relaq5o (2.12) 

obt6m-se a equaqzo geral de Navier - Cauchy [110,26,89]. 



muitas vezes encontrada em sua forma vetorial: 

onde X e G sZo as constantes de Lam6 (equa~Zo 2.10 e 2.11) 

A equaqZo de Navier-Cauchy (3.2) governa, portanto, o 

comportamento dinamico de um corpo elsstico, homog&neo e 

isotr6pico R + r ,  onde R define o seu dominio e I' o seu contorno. 

Este movimento s6 fica definido quando se conhecem as condiyaes as 

quais o corpo foi submetido, a saber: 

a) Condiydes de contorno (mistas) : 

onde - "  representa valores conhecidos no contorno r = I? +r S 1 2' 
sSo os pontos do contorno e t 6 o tempo. 

b) Condiqaes iniciais: 

onde o indice ltO" significa que os valores prescritos correspondem 

a t=O, o simbolo I T ' "  representa derivada parcial com rela~Zo ao 

tempo, v 6 velocidade e s sZo pontos do dominio. 

As figuras (3.2) e (3.3) ilustram os conceitos definidos 

nos pardgrafos anteriores. 



Figura 3.2- Dominio R corn contorno definido r ,  condi~des de 

contorno no tempo pi e ui em r 2 
e Tl. 

- - -- 

Figura 3.3- Dominio i-2 corn deslocamentos e velocidades prescritas 

para todos os pontos s E R. 

A equaqHo geral de Navier-Cauchy (3.2), pode ser 

escrita em funqHo das velocidades de propagaqHo das ondas 

longitudinais (C1) e distorcionais (C2) no meio el6stico. 

com 



A formulaqZo do MEC para a elastodinsmica, que 6 

desenvolvida neste trabalho, usa como soluqZo fundamental geral a 

devida a STOKES [I301 no dominio do tempo. Outras tscnicas, que 

empregam a soluqSo fundamental de KELVIN [1331, podem ser 

aplicadas, tais como, analise do problema dinsmico no espaqo 

transformado de Laplace [75,17,94,92,931 e a t6cnica da 

reciprocidade dual [106,105,23,109,107,33] . 

3.3.1- SoluqSo fundamental geral 

A solu~Zo fundamental de STOKES [I301 representa o 

comportamento dinsmico de urn meio el5stico infinito submetido a 

uma forqa de dominio, dependente do tempo, concentrada em um ponto 

do espaqo s e atuando em uma direqzo k, que se traduz pela equaqSo 

(3.6) fazendo-se, 

A equaqzo (3.61, portanto, transforma-se em: 

cuja soluqZo Q : 



Aplicando-se a Lei de Hooke, equaqzo (2.12), sobre o 

campo dos deslocamentos, obtgm-se: 

* 2 r r r i j k  6. .r +6 .r.+6 
(q,t;s/i) = 2 {-6.c2 [5 - 11 k kl 7 J 

'ki j 4~ r r 3 I 

Substituindo-se (3.10) na rela~ao (2.7) obt6m-se, em q, 

as componentes i da forqa de superficie devida a carga concentrada 

em s aplicada na direqZo k, em uma superficie definida pelos 

cossenos diretores n de um versor normal a esta [72, 44, 741: 
j 

Independentemente da variaqao temporal da solicita~zo 

WHEELER e STERNBERG 11531 demonstraram que os comportamentos dos 

campos fundamentais quando r + 0 sao: 



Al6m disso mostraram de maneira bastante segura que o 

process0 limite, equivalente ao da expressso (2.33), ilustrado 

pela figura (2.9) 6 :  

Dois casos particulares do Estado de Stokes sso 

empregados neste trabalho para se desenvolver a formulaqFio 

transiente do MEC: soluqZo fundamental usual e soluqZo fundamental 

alternativa. 

3.3.2- SolugZo fundamental usual 

Usualmente se adota f (t) = 6 (t-T) como variaqZo temporal 

da solicita~Zo dinsmica, ficando: 

representando um impulso unitsrio concentrado em urn determinado 

ponto do espaqo s na direqso k e no instante T. Desenvolvendo-se 

os termos integrais de (3.9) e (3.10) tern-se: 



* r.r.r ribjk+rj 6ki+r 
2 5 1 1 k -  

0 kij (q,t;s,r) = & {-6.c2 [ 
r r 3 

t' 
r r r 

r i j k  

r r 
5 

onde t' = t-r. 

3 . 3 . 3 -  SoluqSo fundamental alternativa 

Chamada assim por gerar a formulaqSo alternativa 

proposta nesta tese, para a an6lise dinzmica transiente no dominio 

do tempo atrav6s do MEC. Sua derivaqzo da soluqSo de Stokes se d5 

pela adoqso de f (t) = H(t-T) /At corn At constante e H ( ) funqzo de 

Heaveside, 



representando uma carga de intensidade l/At que passa a agir, de 

maneira siibita, a partir de urn instante T ,  em urn ponto s de urn 

meio eldstico infinite, na direqao K. Resolvendo-se os termos 

integrais de (3.9) e (3.10) tern-se: 

1 + - 2 ~[tl - i]] + "i It# - i]} C2 2 
C2 rC2 

c2 

* r.r r l j k  6 .  .r + 6 .r. + 6 
a - - - 1 7  k kl I 
kij 41r At r r 3 jkri I 

-L]] + 
C2 

r r r i j k  rib .k + rj6ki + r 6 
- k ij] [H(tl - 2 )  + 

r 5 r 3 C2 

c: r r r  r - [T]~(t.- -)I + 2 i j 
[b(t.- +-) + 

C1 C1 r4 c2 

onde t' = t -T .  



No item 3.2 apresentam-se as equa~des diferenciais que 

regem os problemas da elastodinbmica, no item 3.3, mostraram-se as 

soluqBes fundamentais, para determinados tipos de problemas, muito 

iiteis na elaboraqHo do MEC. 

Neste item pretende-se aplicar a Solu@o Fundamental de 

Stokes [130], sobre o Teorema de Graffi [63], para escrever a 

Identidade de Love [881, ponto de partida para as formula$des 

transientes dinarnicas do MEC. 

3.4.1- Teorema da reciprocidade 

Este teorema 6 a versZo dinsmica do Teorema de Betti 

(equaqao 2.26) para a elastost6tica. Ele foi demonstrado por 

GRAFFI [63] para dominios finitos e estendido para dominios 

infinitos por WHEELER e STERNBERG [153]. Seja Q uma regiao regular 

com contorno I' e dois estados el6sticos possiveis definidos por 

bin ui e o e bj, ui e o! respectivamente. 0 teorema de Betti ij ~ j '  
6 escrito como: 

Como estes possiveis estados elasticos podem ser estados 

elastodin~micos, assumidos a qualquer instante, escolhe-se avaliar 

o primeiro em um instante 7 e o segundo em um instante t-7. 

Integra-se agora o teorema de Betti assim descrito no interval0 de 

0-t. Levando-se em conta a expresszo (3.1) e o fato de, 



obt6m-se o Teorema de Graffi [72, 44, 741 : 

em sua forma indicial, seguindo as notaqces j b  definidas 

anteriormente. 

Todas as aplicaqdes abordadas nesta tese, estZo 

restritas a estados elastodinSmicos que possuem condiqdes iniciais 

nulas, desta forma a equaqFio (3.21) se resume a: 



3.4.2- EquaqZo integral de contorno "usual" 

Quando um dos estados elastodin2micos da equa~ao (3.22) 

6 a soluq80 fundamental uusualu (equa~so 3.4) escreve-se: 

Analogamente ao que se desenvolveu nos itens 2.4.1, 

2.4.2 e 2.4.3, utilizando-se as propriedades do Delta de Dirac e 

levando-se em conta o comportamento limite do Estado de Stokes 

(equaq6es 3.12 e 3.12'), chega-se a: 

(3.24) 

com C ki dado por 

para s 4 n + r  

para s €  Q 

e para S E r, 'ki assume os valores dados na expressso (2.36). 



3.4.3- EquaqBo integral de contorno alternativa 

Quando um dos estados elastodinsmicos da equaqzo (3.22) 

6 a soluqSo fundamental "alternativa" (equaqzo 3.17) escreve-se: 

H(t-T) 6 (q-s) dkiIdC2dr = !1JQ hi (q! 7) At 

* 
= J:ldki (q, t ; ~ ,  7) bi (q, 7) d Q d ~  + 

Para pontos s pertencentes ao dominio, exteriores, ou do 

contorno, utilizando-se as propriedades descritas nos itens 

anteriores e levando em consideraqzo que t>r e portanto para o 

interval0 de integraqzo considerado h(t-~)=l, tem-se como equaqzo 

integral bdsica: 

com Cki dados como em (3.25) 

No capitulo 5, as equaqbes integrais (3.24) e (3.27) szo 

transformadas em equaqbes alg&bricas, dando origem as duas 

formulaqbes do MEC utilizadas neste trabalho. 



No capitulo 2, a equaqzo integral de contorno (2.40) que 

governa o comportamento estdtico dos corpos eldstico homogsneos 

tridimensionais, 6 derivada. Para que o conjunto de problemas 

possiveis de serem analisados nZo se restrinja Ziqueles que possuem 

soluq8o analiticamente determinada, surge a necessidade de se 

transformar a equaq8o integral em um conjunto de equaq6es 

algEbricas adequadas Zi anslise numerics. 

Isto se faz, de maneira geral, atravEs da discretizaqSo 

do contorno I? do corpo analisado em elementos r 
j' 

exatos ou 

aproximados, onde se interpolam os valores, incdgnitos ou 

conhecidos dos deslocamentos e forqas de superficie, por funq6es 

polinominais (ver figura 4.1) associadas a urn certo niimero de nds, 

ou pontos nodais, do elemento. 0s valores ligados aos n6s s8o 

chamados valores nodais. 



~ - ~. - - . .~ - ~" 

c reprerentac60 
x, exate do gearnetria 

represent0960 
oproxlmada da geornetria 

Figura 4.1- DiscretizaqEo do contorno em elementos, corte 

esquemdtico. 

6 claro que, se tratando de corpos tridirnensionais, o 

contorno do corpo 6 uma superficie, e os elementos que a 

discretizam devem tamb6m representar pequenas superficies, planas 

ou curvas. 



4 Pianos 

Curvos 

Figura 4.2- Tipos de elementos quanto a aproximaqZo da geometria 

A figura 4.3 ilustra o contorno de um corpo 

tridimensional discretizado por elementos do tipo que sZo usados 

neste trabalho. 

Figura 4.3- Contorno discretizado em: a) Quadrangular plano corn 

aproximaqZo linear. b) Quadrangular plano com aproxi- 

maqZo quadrstica. 



4.2- ELEMENTOS DE CONTORNO 

Nesta seqFio descrevem-se as aproximaq6es da geometria e 

das varidveis ffsicas do problema para cada elemento utilizado. 

4.2.1- Elemento quadrangular plano com aproximagso linear 

a) Aproximaqso da geometria 

Conhecidas as coordenadas de quatro pontos coplanares 

pertencentes ao contorno do corpo (figura 4 . 4 ) ,  as coordenadas de 

qualquer ponto deste elemento podem ser determinadas como segue: 

r /Plan0 qua contem o eelmento r- 

Linha de cruzomento entre a I 
wperficie do corpo e o pbno Ti elemento rj 

Figura 4 . 4 -  Defini~Bo da geometria do elemento linear 



onde x.(Q) B a coordenada i do ponto Q pertencente ao elemento I? 
1 j '  

6 a coordenada i do n6 k e cPk (r,s) 6 a fun~Fio aproximadora 'i 
associada ao n6 k, que pode ser escrita em termos de coordenadas 

homogGneas (figura 4.5). 

Figura 4.5- Elemento quadrangular com aproximaCZo linear, 

coordenadas locais e coordenadas homog&neas. 

A equa~ao (4.1) pode ser escrita matricialmente como: 



b) AproximaqHo das varigveis 

A discretizaqzo das vari6veis 6 feita da mesma forma que 

a discretiza@o geomgtrica, ou se j a, pode-se aproximar os valores 

dos deslocarnentos (u (Q) ) e das forqas de super£ icies (p ( Q )  ) para - - 
pontos Q pertencentes ao elemento I' 

j' 
pararnetrizando-os com 

relaqzo aos seus valores nodais: 

A figura 4.6 mostra o cornportamento aproximado das 

varidveis fisicas sobre os elementos de contorno. 



Figura 4.6- Aproximaqbo das varisveis sobre o elemento linear. 

4.2.2- Elemento quadr6tico 

a) Aproximaqzo da geometria 

Neste caso, o elernento utilizado 6 composto por oito 

n6s, estes n6s nbo precisam necessariamente pertencer a urn mesmo 

plano por&m devem estar contidos na superficie do corpo, figura 

4.7. 

Conhecidas as coordenadas destes oito n6s, as 

coordenadas de um ponto qualquer, pertencente ao elemento, sZo 

dadas por: 

corn : 



Figura 4.7- DefiniqEo geomstrica do elemento quadrstico e 

coordenadas homog6neas. 



b) AproxirnaqSo das varisveis 

Novamente, as varidveis fisicas (u(Q) e p(Q) ) sao 

interpoladas sobre o elemento r 
j '  

da mesma forma qu& a gometria. 

Assim, para um ponto Q qualquer do elemento, tem-se: 

A figura 4.8 mostra algumas funq6es de forma para o 

elemento quadrdtico. 

Figura 4.8- Aproximacao de varidveis sobre o elemento quadrdtico 

Apesar do elemento quadrdtico representar melhor 

geometrias complexas (f igura 4.7) , como neste trabalho a 

preocupagiio central 6 a discretizaqiio da superficie do solo, 

adota-se o elemento quadr6tico plano assumindo pontos nodais 



coplanares. Desta forma, pode-se adotar como aproximacHo da 

geometria as fun~ses interpoladoras do elemento linear. 

C )  Relaggo entre coordenadas globais e homogsneas 

56 foram definidas as funqaes que levam das coordenadas 

adimensionais (r,s) para as globais (x1,x2,x3). Porem, para que se 

aplique uma integraqso sobre um dominio transformado, precisa-se 

conhecer o Jacobiano de tal transformaqao, que ir6 fornecer a 

magnitude da altera~so de 6rea ocorrida ao se efetuar a mesma. 

Figura 4.9- Sistemas de coordenadas 

Pela regra da cadeia, escrevem-se as derivadas de u 

como : 

ax, 
a r 

au 

ax, 



0 diferencial de 6rea sobre a superficie 6 igual ao 

m6dulo do vetor normal (5) ao plano, que 6 definido pela 

transformaqzo (4.7) , 

onde : 

ax2 ax, ax, ax, 
- 

gl -aras-aras 
ax, ax3 ax, ax1 

- 
42 asarasar 

ax, ax, ax, ax, 
g3 = - ar T T F T  

A discretizaqFio do contorno do corpo em an6lise 6 

classificada em descontinua ou continua, conforme a existhcia ou 

nzo de descontinuidades devido a imposi@o de deslocamentos de 

contorno ou forqas de superficie ao mesmo. Estes dois tipos de 

descontinuidades podem ser vistos esquematicamente na figura 4.10. 

- - -  

Rmto corn descontlnuidade 
r 

/ I M. n. : - 
/// ' I /  

Pontos corn Po UOS 

7 

antinuos 
V 
ntos contin 

Figura 4.10- Descontinuidade de carregamentos e rea~des, 

representaqzo esquemstica. 



6 f6cil notar que, para urn ponto com descontinuidade, 

sempre existem dois valores (ou mais) de for~as de superficie 

associados, quer sejam prescritos ou inc6gnitos. Para resolver 

este tipo de problema deve-se garantir que todos os elementos 

adjacentes a descontinuidade possam aproximar, independentes entre 

si, as vari6veis em seus dominios. Isto se faz, gerando-se tantos 

n6s (chamados n6s duplos) quanto forem necessSrios, para um mesmo 

ponto do espaqo. As figuras seguintes ilustram algumas das 

descontinuidades que s5o consideradas neste trabalho. 

Figura 4.11- Discretizaqzo continua, apenas um n6 para ponto sem 

descontinuidade, p E {1,2,3,4). 



Figura 4.12- DiscretizaqZo descontinua tipo 1, dois n6s por 

descontinuidade, p' E {1,4} e P E {2,3}. 

Figura 4.13- DiscretizaqZo descontinua tipo 2, dois n6s por 

descontinuidade, p E {1,2,4} pf e ( 3 ) .  



I Figura 4.14- DiscretizaqZio descontinua tipo 3, quatro n6s por 

descontinuidade, p €{I}, p1 ~{2}, pu ~ { 3 )  e PII~E{~}. 

Atrav6s dos dados das figuras 4.11 a 4.14 observa-se que 

existem diversos tipos de descontinuidades de discretizaqZo, por6m 

todos sbo tratados da mesma forma, desdobrando-se o n6 geom6trico. 

Tudo o que foi exposto tamb6m 6 v6lido para pontos com 

angulosidade (figura 4.10b) sem perda de generalidade. 

Tendo-se discretizado o contorno r em elementos r 
j' 

definidos pelos seus n6s i, simples ou miiltiplos, que permitem uma 

aproximaqSo das vari6veis por seus valores nodais, a equaqzo 

integral de controno (2.40), a menos das for~as de volume, 6 

substituida por um somat6rio de todas as integrais desenvolvidas 

em cada elemento r (figura 3.2), resultando: 
j 



onde Cki = 0 para S exterior, Cki = 6ki para S interior e ainda 

assume os valores dados pela equa~zo (2.36) para S pertencentes ao 

contorno, j=l, . . .  NE; k,i=1,2,3; a=1,2,3,4, para elementos 

lineares e CY = I,...,&? para elementos quadrsticos. 

Desenvolvendo-se adequadamente, para cada ponto S, todas 

as integrais (item 4.5) da equaqgo (4.10), escreve-se 

matricialmente a seguinte expressgo: 

onde N 6 o niimero total de n6s, cada submatriz ;IS e 
- e 3' - 

representa a influcncia do n6 l sobre o ponto fonte S, sendo sua 

dimensgo 3x3 no caso tridimensional. 0s vetores Ue e Pe contSm as - - 
componentes dos deslocamentos e forqas superficies correlatas ao 

n6 l .  

Pode-se escrever a equa~ao (4.11) para qualquer ponto S. 

Escolhendo-se adequadamente o niimero de pontos fontes igual ao 

niimero de n6s do contorno tem-se: 



Onde 

"SS hSS = h + C (S) 

ou de maneira resumida: 

0 sistema de equaqses representado pela equaqao (4.14) 

pode ser facilmente resolvido atravgs das t6cnicas usuais do 

c5lculo numgrico, obtendo-se assim os deslocamentos e as forqas de 

superficie inc6gnitas a partir dos valores prescritos. 

Com um procedimento semelhante, obt&m-se a expressSo que 

fornece os deslocamentos para pontos do interior do corpo. 

U' = -H'U + G ' P  - - - - 
onde U' & o vetor dos deslocamentos internos. 0 lado direito da - 
express20 envolve apenas vari6veis do contorno, j determinadas 

pela equaqSo (4.14) . 
Da mesma forma, para o c6lculo das tensBes internas, de 

(2.41) obt6m-se: 



onde HI' e G" sZo as matrizes obtidas ao se integrar todos os 

elementos I'. do contorno, considerando-se os termos integrais de 
3 

(2.41) . 
As equaqdes matriciais (4.14), (4.15) e (4.16) foram 

deduzidas sem a considerapHo das forqas de dominio indicadas nas 

correspondentes representapses integrais. No caso usual de forqas 

de dominio conhecidas, suas integrapdes apenas acarretam a 

introduqio, nas equaqdes citadas, de termos adicionais 

independentes. Assim, as equapses matriciais para o contorno e 

para pontos do dominio ficam reescritas, 

u1 = -HrU + G ' P  + B' - - - - - - 

onde os valores B, B' e B" representam integra~ses de dominio 

[I421 . 
Estes termos podem ser calculados integrando-se regides 

tridimensionais [33., 139, 59, 126, 132, 131 (c6lulas) sobre as 

quais uma aproximaqio 6 admitida a partir de valores conhecidos. 

Neste trabalho, entretanto, as integrais de dominio sio 

transformadas em integrais de contorno pela simples aplicaqbo do 

teorema de Gauss - Ostrogadsky 1118, 33, 1421 , que pode ser 

escrito para uma funpio F como segue: 

onde nL sbo os cossenos diretores da normal b superficie em 



questZo. 

Para o caso estudado, basta determinar a funpZo F 

correspondente ao nilcleo da integral. Quando a densidade de 

dominio 6 constante tem-se, por exemplo: 

Onde [ 3 3 ,  1421 : 

Da mesma maneira procede-se para outras integrais com 

densidades conhecidas. Quando estas nZo sZo conhecidas, nZo 6 o 

caso em estudo, as integrais n%o resultam em vetores 

independentes, como acima mencionado. Vsrias formas de se tratar 

tais problemas podem ser vistas com bastante detalhes em VENTURINI 

[I421 . 
A matriz H (equapZo 4.17) possui uma propriedade muito 

interessante, que permite verificar a precis50 obtida pela 

aproximapao proposta na equaqZo (4.10). 

Supondo-se que urn corpo rigido sofre um deslocamento 

unitsrio (livre de solicitap6es externas) na direpZo i, cada n6 m 

terd seu deslocamento express0 por: 

Como as forpas de superficie sZo nulas, da equapZo 

(4.12) escreve-se: 



Portanto, quanto mais pr6ximo de zero chegar a soma 

indicada na express50 (4.25), maior preciszo alcanqa-se no 

process0 numgrico. 

Este fato pode ser usado tambgm como uma alternativa 

para se determinar as submatrizes diagonais, utilizando-se a 

seguinte rela~5o obtida das equaqaes (4.13) e (4.25) : 

Para problemas com dominios infinitos, a express50 

(4.25) fica [24] : 

e a equaqzo (4.26a) passa a ser dada por, 



4.5- INTEGRAC~~O SOBRE ELEMENTOS: 

As integrais sobre os elementos I? indicadas na equaqZo 
j' 

0 geram submatrizes h e g que cornpaem respectivamente, as - - 
matrizes globais H e G (equaqzo 4.13). Estas integrais sHo - - 
desenvolvidas neste capitulo de duas maneiras distintas, 

dependendo da posiqHo do ponto fonte em relaqHo ao elemento a ser 

integrado. 

4.5.1- IntegraqBo n8o singular (numErica) 

Este tipo de integraqao 6  utilizado quando o ponto font@ 

nZo estd contido no elemento considerado (figura 4.14). Neste 

caso, aplica-se diretamente a quadratura de Gauss para dominios 

bidimensionais 120, 1311, isto 6 :  

f (r,s)drds = w . w . f  (r s.) 
1 1  i f )  

onde i e j variam de um at& o niimero de pontos de integra~Zo, ri e 

s sao as coordenadas homogsneas dos pontos de integraqZo e w sZo 
j 
os fatores ponderadores de Gauss. 

Transformando-se as expressaes a serem integradas sobre 

os elementos em funqaes dependentes das coordenadas locais 

homogsneas, figura (4.5), tem-se para cada elemento as submatrizes 

locais : 

NG NG * 
E E w  (L) w (m) p k i ~ s ~ ~ r ( ~ ) ~ s ~ m ~ ~ ~ ~ j ~ r ( L ) ~ s ( m )  ) det L=l m=l 



1 * 
"j is) = f uki(S, (r,si iq5 . (r,s)det(J(r,s) )drds = gki - 

-1 -1 ffl 
NG NG * z C w  W 

(t) (m) Uki(S' ('(el 's(m))q5aj (r(t)ls(m) ) det !=I m=1 

onde 

S = ponto fonte 

Q(r,s) = pontos pertencentes ao elemento integrado. 

a = n6s do elemento (a = 1,2,3,4 ou a = 1, . . . ,  8 )  
j = Elemento integrado. 

det(~(r,s)] = magnitude do diferencial de area sobre 

r ,  s , def inido nas equa~6es (4.8) e 

(4.9). 

NG = niimero de pontos de Gauss. 

Figura 4.14- IntegraqZo numgrica, fatores de influencia. 

6 1 



0 niimero de pontos de integraqzo necess6rio para que os 

resultados sejam suficientemente precisos, depende principalmente 

dos seguintes fatores: distsncia do ponto fonte ao elemento, 

funqso a ser integrada, geometria do elemento e Sngulo formado 

entre o vetor posi~zo e o elemento (figura 4.14). 

4.5.2-  Integrapgo Singular 

Quando o ponto fonte S pertence ao elemento, a 

integraqzo sobre este n2o pode ser efetuada diretamente pela 

quadratura de Gauss. 0 processo de integraqzo proposto, consiste 

em se aplicar a quadratura de Kutt [831 em coordenadas polares 

locais sobre o elemento singular. 

a) Coordenadas polares locais 

Antes de mostrar o processo de integraqzo, deve-se 

apresentar o sistema de coordenadas utilizado e suas relaq6es 

importantes. 

Inicialmente define-se urn sistema de coordenadas 

cartesianas local figura 4.15. 

Figura 4.15- Sistema de coordenadas cartesianas local, e sistema 

de coordenadas homogCneas associado. 



Como o elemento 6 plano, este sistema 6 vdlido sobre 

todo o elemento. 0 sistema de coordenadas polares local tem como 

origem o ponto fonte S, que pode estar localizado em cinco 

posiqdes (figura 4.16) do elemento. 
- - -. - 

4 
- 

3 

Subelemento 2 

Subelernento 1 

1 
- 

C A S O  1 2 i~ 

Figura 4.16a-Origem do sistema de coordenadas polares loca1,caso 1 

CASO : 

Figura 4.16b-Origem do sistema de coordenadas polares loca1,caso 2 

Figura 

- -- 

0 

D - 2 - 
X3 CASO 3 XI 

.16c-Origem do sistema de coordenadas polares local caso 3 



1  CASO 4 

Figura 4.16d-Origem do sistema de coordenadas polares loca1,caso 4 
- - - 

- - 

X2 4 

Figura 

L 
1 CASO 5 2 - 

X1 
4.16e-Origem do sistema de coordenadas polares local, caso 5 

Assim, a localizaqZo de um ponto qualquer sobre o 

elemento ser6 dada a partir de suas coordenadas ( p ,  0 )  com origem 

em S porgm, a funqzo interpoladora das vari6vei.s continua sendo 

dada em termos das coordenadas hogomcneas. Precisa-se entso, a 

partir de (p, 0 )  , determinar os valores de (r, s) . 
Primeiramente sabe-se que: 

Determinados X e Y para o n6 Q, da expressFio (4.1) pode- 

se escrever 



e al6m disso das equaqdes (4.2) tern-se: 

Juntando as equaqdes (4.32) e (4.33) chega-se a urn 

sistema nZo linear de equaqdes em @ que resolvido gera: i' 

corn 0 s s 1 e dai: 

= @3 para @2 * 0 

@4 = 1- 3 para @2 = 0 

onde : 

A = (xl y2 +x2 y3 +x3 y1 ) - (x3 y2 +xl y3 +x2 y1 ) 

u I = [(y2-y3)x +(x3-x2)y +(x2y3-x3y2)1/~ Q Q 
u 2 = [(y -y )x + ( x l - x 3 ) ~ Q + ( ~ 3 ~ I - ~ 1 ~ 3 ) l / A  

3 1 4  

U 3 = [(y -y ) X  + ( X ~ - X ~ ) Y ~ + ( X ~ Y ~ - X ~ ~ ~ ) I / A  
1 2  Q 

RA= (x4 y3 +y4 x2 +x3 y2 ) - (x2 y3 +x3 y4 +x4 y2 ) 1 /A 

RB= [ (xl y3 +y4 x3 +x4 y1 ) - (x4 y3 +y4 x1 +x3 y1 ) 1 /A 

RC= [ ( x ~ ~ ~ + Y ~ x ~ + x ~ Y ~ )  - (X~Y~+X~Y~+X~Y~)I/A 
FB= [ (RC - RB/RA ) U1 + U2 - RA U3 ) 1 

de (4.2) segue imediatamente : 



Conhece-se agora, numericamente, os valores das funqdes 

aproximadoras a partir das coordenadas polares, indispensaveis 

para se executar o process0 de integraqHo descrito abaixo. 

b) IntegraqSo propriamente dita 

Tendo-se definido o sistema de coordenadas polares e 

suas propriedades, descreve-se a integra~zo singular desenvolvida 

sobre a superficie do elemento. Inicialmente subdivide-se o 

elemento em trechos triangulares, definindo-se os limites de 

L 

Figura 4.17- Limites de integraqzo, caso ( 5 )  



Sendo 7 dado por: 

onde 

sendo os indices: "1" e "2" respectivamente o primeiro e segundo 

n6 do contorno para o subelemento j e o indice Iq3"  o ponto fonte 

S. 
As integrais da equaqzo (4.10) ficam escritas em 

coordenadas polares como: 

onde NS 6 o niimero de subelementos. Como em 0 nZo existe 

singularidade, aplicando-se a quadratura de Gauss tern-se: 



Quando a integral 6 desenvolvida em p observa-se que, 
* * 

para uki a singularidade desaparece, j6 para pki existem alguns 

termos para os quais a singularidade somente cai para O(l/p). 

Poder-se-ia entzo, dividir os procedimentos de integragzo em p 

para termos singulares e nzo singulares, pordm o algorltmo 

desenvolvido d geral, nSo havendo necessidade de tal diviszo. 

A quadratura de Kutt 183,561 6 aplicada para avaliar a 

parte finita de integrais singulares desenvolvidas sobre 

intervalos de integraqzo unit6rios (0 + 1). Quando a integral 6 
efetuada em urn intervalo qualquer, dois procedimentos podem ser 

adotados : 

0 primeiro transforma o intervalo de integraqzo em 

questgo (0 + p ) em um intervalo unitzrio, como segue: 

onde a funqSo g(p) = - (') possui grau de singularidade A, f (p) nZo 

6 singular e f (n) a pA en6sima derivada da fungzo f com relaqzo a 

P. 
Outra forma de se executar tal integragzo, sem a 

transformagSo de intervalo, 6 dividi-la em dois trechos: 

Em ambos as expressaes, para integral no intervalo de 

0-1, se escreve: 



Onde Bi sZo os pesos de Kutt e ti as posiqdes onde 

estes sbo avaliados. 

0 tiltimo termo da equaqzo (4.40) 6 de avaliaqzo dif lcil 

quando se consideram os nficleos do problema em questso, pois se 

conhecem as funqdes interpoladoras em termos de (p, 0) apenas 

numericamente. Escolhe-se, portanto, analisar numericamente o 

filtimo termo da equaqbo (4.411, aplicando-se sobre este a 

quadratura de Gauss. 

Assim, levando-se em consideraq20 as equaqdes (4.41), 

(4.42) e o que foi exposto acima, a equaqzo (4.39) para € = 0 

f ica : 

Geometricamente os intervalos de integra~zo podem ser 

vistos na figura 4.18. 



Figura 4.18- Limites de integraq20 para algoritimo de Kutt, caso 1 

Obviamente que a dimens20 minima do elemento fica 

restrita B unidade, pordm d fdcil fazer mudanqas de escala no 

problema real, para que o programa n3o perca sua generalidade. 

Para alguns processos de integra~20 de elementos 

singulares encontrados na bibliografia, como o de Lie [ 8 7 ]  e 

Silva [1251, necessitam-se conhecer explicitamente as expressdes 

das funq6es interpoladoras em coordenadas polares, o que 6 muito 

trabalhoso principalmente para aproximaqdes mais elaboradas. JZi o 

process0 descrito nesta seqlo, por avaliar numericamente as 

funqdes interpoladoras, 6 de cardter geral e se aplica aos 

elementos quadrangulares planos com qualquer funqlo interpoladora 

que se queira adotar. 



CAP~TULO 5 

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (formulaqZo dinSmica) 

No capitulo 3, deduz-se a equaqFio integral (3.25) que 

governa o comportamento dinsmico dos corpos eldsticos. Neste 

capitulo, transforma-se tal equaqZo em um conjunto de equaqdes 

alggbricas suceptiveis .3 andlise numgrica. 

Tal como no capitulo 4, o contorno I? do corpo analisado 

6 discretizado em elementos l7 exatos ou aproximados, onde se 
j '  

interpolam parametricamente as varidveis fisicas do problema, 

figura 5.1 

Tudo o que foi descrito no capitulo 4 com relaqZo aos 

elementos de contorno, ou seja, aproximaqZo da geometria e 

aproximaqZo das varidveis sobre os elementos, 6 vdlido para o 

caso apresentado neste capitulo. 

Como, para o caso dinsmico, as varidveis tarnbgm sZo 

dependentes do tempo, discretiza-se o interval0 de integraqao 

temporal em pequenos trechos, chamados elementos temporais, onde 

estas sZo parametrizadas. 



vabr 

Figura 5.1- Discret izaqIo do contorno e m  elementos, c o r t e  

- 

Figura 5.2- DiscretizaqFio temporal 
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5.2- ELEMENTOS TEMPORAIS 

Nesta seqSo descrevem-se os dois tipos de aproximaqdes 

temporais utilizados. 

5.2.1- Elemento temporal linear 

Para um trecho de interval0 de integraqzo At= (tO-tg-l ) , 
como mostra a figura 5.3, consideram-se as grandezas fisicas 

variando linearmente no tempo, e aproximadas no espaGo como no 

capitulo 4: 

Ui'b A 

~ i ~ u k a  5.3 - Aproximaqzo linear 

onde : 

i = coordenada da vari6vel em questgo 

j = elemento espacial 

0 = elemento temporal 

@k = funqdes interpoladoras do elemento espacial j 

IC. - funqdes interpoladoras do elemento temporal 0 4 - 



A discretiza@io temporal linear 6 ilustrada na figura 

5.4: 

.~ - . - .- 
~ -~ ~ - ~ . ~  

k j  k j  
gize 

k j  k j  
Ui~e ,Pie J 

i - 
t e - 1  Elemento temporal E te 

I A t e  1 

Figura 5.4- Discretizaqzo temporal linear 

5.2.2- Elemento temporal constante 

Neste caso, as vari6veis fisicas sZo consideradas 

constantes dentro do elemento temporal, figura 5.5. 



Figura 5.5- Aproxima~Zio constante. 

A funqZio aproximadora sobre o elemento temporal B 
unit6ria e poderia ser omitida da equapio ( 5 . 1  por6m esta 

continua v6lida para P=l e: 

A discretiza~2io temporal constante 6 ilustrada abaixo: 
- - - -  - -  - -- -. 

Figura 5.6- DiscretizaqZio temporal constante 
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5.3.1- EquaqZo alggbrica usual 

Tendo-se discretizado o contorno em elementos de 

contorno r 
j' 

definidos pelos seus n6s i simples ou duplos 

(capitulo 4), que permitem uma aproximaqao das varisveis por seus 

valores nodais espaciais e executada a discretizaqzo temporal como 

descrito acima, pode-se escrever a equaqao integral usual (3.24) 

como segue: 

Onde Cki, i, j, k e a assumem os mesmos valores que na 

equaqzo (4.10), 0 varia de 1 at6 o nfimero de passos desejados (Nt) 

e p varia, conforme seja o elemento temporal constante ou linear, 
como apresentado nas equaqdes (5.2) e (5.3) . 

Desenvolvendo-se adequadamente todas as integrais (Item 

5.4.1) da equaqzo ( 5 . 4 ) ,  para cada ponto S escreve-se 

matricialmente: 



Onde N 6 o niimero total de n6s do contorno. Cada 

sub-matriz h representa a influencia do n6 espacial L e epr gep 
temporal 6, para o intervalo de tempo 8, sobre o ponto S. Deve-se 

lembrar que a notaqao 6 indicia1 e a equaqao (5.5) representa uma 

soma em 0 e em p. 

A equaqzo (5.5) 6 escrita englobando-se todos os pontos 

fonte S, dando origem $ seguinte expressso matricial: 

Observa-se, da soluqzo fundamental usual, que as 

integra~Ses singulares s6 ocorrem quando tNt=7 e, portanto, no 

intervalo de integraqao definido por B=Nt. Assim, se escreve: 

A hg2= hg2 + c (linear) - - - 
A 

%:I - = h::~ - + c - (constante) 

Para cornpreender o comportamento da equaqao (5.6b) e sua 

resoluqao, 6 interessante observar os dois primeiros passos de 

integraqao, como se faz abaixo, para a aproximaqao linear no 



tempo : 

Condiqaes iniciais 

V q e r  

Condiqaes de contorno (definem o primeiro passo) 

Para o primeiro passo escreve-se: (0 - tl) 

donde conhecidos UI1 e Pll (equa~lo 5.9) determinam-se os valores - - 
inc6gnitos de U12 - P12. - 

Para o segundo passo a integral temporal da equaqao 

(5.4) 6 feita em dois trechos, (0-tl) e (tl-t2) escrevendo-se: 



como U 11 e PI sHo valores iniciais e P12 = P2 e U12 = U2 foram - - - - - - 
determinados no sistema (5.10), determinam-se em (5.11) os valores 

inc6gnitos de U22 - P22. - 
0 simbolo ' IA"  na equaqao (5.11) significa que estas 

matrizes n3o sHo as mesmas do passo anterior, pois as soluqdes 

fundamentais, equaqHo (5.41, estHo agora referidas 2 fonte em t2 e 

nHo mais em tl. Em compensaqHo, pel0 mesmo motivo acima, e pela 

propriedade de translaqHo do estado de Stokes (equaqHo 5.12) , 
A sabe-se que H22- - H1 e H2 = H1 (observe que H1 e H1 sHo sem ) .  . 

* 
(Q, t;s, T )  = uki (Q, (t+a') ;s, (T+O) ) 

* 
Pki(Q,t;s, 7) = pki (Q, (t+O!) ;st (T+(Y) ) 

Generalizando-se o que foi descrito acima, para um passo 

de tempo 8, se conhecem todos os valores de forqas de superficies 

e deslocamentos desde o interval0 de tempo Atlate e as 

matrizes H e Gep si3o computadas. Metade dos valores das forqas - ep - 
de superficie e deslocamentos do contorno do passo de tempo 8 sHo 

prescritos (condiqdes de contorno), enti30 a equaqzo (5.6b) pode 

ser usada para solucionar a outra metade inc6gnita das vari6veis 

do contorno. 

Seguindo-se o racioncinio acima, aparentemente geram-se 

matrizes H e G indefinidamente para a equaq3o (5.6b) , por6m isto - - 
nHo ocorre, pois os niicelos das integrais da equaq2o (5.4) se 

anulam para: 



min ou 

onde dmax 6 a maior distgncia do problema discretizado e Cmin= C2 

, menor velocidade de propagaqzo de onda no meio. 

5.3.2-  EquaqBo algarica alternativa 

Utilizando-se a mesma discretizaqiio espacial apresentada 

anteriormente e adotando-se apenas elementos constantes para a 

aproximaqzo temporal, a equaqzo (3.27) fica: 

Em tudo idsntica 5 equaqiio ( 5 . 4 ) ,  a menos da omissiio do 

indice p ,  j6 que esta expresszo 6 v6lida para aproximaq30 temporal 

constante. 

Desenvolvendo-se todas as integrais da equaqzo (5.13) 

como descrito no item 5.4.2, escreve-se matricialmente: 



corn nomenclatura idgntica a da equaq5o (5.51, salientando-se 

apenas que para a solupZo fundamental altenativa, como proposta na 

equapzo (3.17), todos os intervalos de integraq50 apresentam 

singularidade, motivo pelo qua1 o primeiro termo da express50 

(5.14) tamb6m representa uma soma. 

Englobando-se todos os pontos S, tem-se: 

Uma dificuldade no tratamento desta solup50 fundamental, 

equapSo (3.171, 6 o fato da expressSo (5.17) nzo apresentar 

truncamento na integraqso temporal como descrito para a usual. 



Esta situa~ao 6 muito fdcil de se contornar, basta 

adotar como funqao ponderadora uma soluc$Zo fundamental composta 

por uma diferenqa de "soluqdes alternativastl defasadas no tempo. 

Substituindo-se, portanto, a forqa de volume apresentada 

na equaq8o (3.16) por: 

tem-se a nova soluqZo fundamental: 

que substituidas na equaqao (3.27) recai em (5.13). Seguindo-se os 

passos j6 apresentados obtem-se: 

com 

Sendo, da mesma forma que para a equaqso (5.8), o Gnico 

interval0 onde as integraqaes singulares ocorrem 6 definido por 

O=Nt. 

Al6m disso, os nGcleos das integrais de (5.13) para as 
-* -* 

soluq8es fundamentais uki e pki se anulam quando: 



Desta forma o processo alternativo continua apresentando 

as mesmas propriedades do processo usual. 

Descrevem-se agora o comportamento da equaqfio (5.20) e 

sua resoluqSo para os dois primeiros passos. As condiqdes iniciais 

s2o as mesmas apresentadas na express20 (5.8). 

Para o primeiro passo escreve-se: 

onde parte de UIPl SSO condiqdes de contorno e parte sZo valores - - 
inc6gnitos determinados ao se resolver a equaqSo. 

Para o passo seguinte tern-se: 

com U1 P1 conhecidos (passo anterior) , sendo U2P2 em parte - - - - 
condiqdes de contorno e em parte inc6gnitas a serem determinadas 

ao se resolver este sistema. 0 simbolo na equaqZo (5.24) 

indica que estas matrizes nZo sZo as mesmas do passo anterior, e 

pel0 mesmo motivo exposto ao se analisar a equaq2o algsbrica 

usual, H = H1 e G2 = GI (observa que H1 e GI sEio sem ) , os 
2 

passos subsequentes sZo an6logos ao segundo e o truncamento do 

processo de integraqZo se d6 graqas 2 express20 (5.22) 



5.4- INTEGRAC~ES TEMPORAIS E ESPACIAIS 

Apresentam-se neste item as tgcnica de integraqso dos 

termos aproximados, que geram os coeficientes das respectivas 

equaqaes alggbricas. 

5.4.1- Integraqzo sobre os elementos temporais e espaciaia para a 

solugzo fundamental usual. 

Antes de se calcular as integrais da equaqzo ( 5 . 4 ) ,  por 

clareza, escrevem-se as soluqbes fundamentais de uma forma 

reduzida, como segue: 

1 
r r  

onde A = - . i k .  
4lrp ' r 2 3 '  

C1 



sZio termos independentes de (t-7) . 

5.4.1.1- IntegragZo temporal 

a) AproximaqZo linear: 

Tomando-se apenas os termos dependentes de (t-T), 

ponderando-os com as funq6es interpoladoras, determinam-se: 

(TA= (t-r/c ) ) . 
Y 

se - 2 t-t 
C 
Y 

8-1 

(5.26a) 



r se t - t O - l +  -2 t-t 
C 
Y 

0' 

0 r se - 
C 

2 t-t 
Y 

0 - 1  

(5.26b) 



r r (t c t e - i )  se t-tg-l r - r t-t C 0 
- - Y Y 

r r 
88 - C 

> t-t  0 -1 
ou - C < t-tg 

Y Y 

( 5 . 2 6 f )  
corn y = 1 , 2  

Reescrevendo-se as equaqses (5 .25 )  integradas no tempo 

sob a forrna: 



As equaq6es (5.27a-b) deduzidas acima dependem apenas da 

posiq3o do ponto fonte no espaqo e no tempo (t+ limite superior 

de integraqzo) . 

b) ~proximaq~o constante: 

Ponderando-se os termos dependentes do tempo pela funqao 

interpoladora determinam-se: 

I 
t:-lt: r 

tAt+ se t-t 2 - e C 
r 8 Y (t-T)H(t-T- -)di=K1 (r,t) = c Y t i  T A ~  

e -1 Y t (TA-tg-l) + 
2 r se t-tg-l C 2t-to 

Y 
2 t-t 0 se - 

C 
Y 

e 

r 1 se t-tg-l " C 2 t-to 

I" r 6(t-7- - e 
) = K 2  (r,t) = Y 

C 
Y Y 

te-l 
r r 

0 se - 
C 

> t-t 8-1 ou - C 
ct-to 

Y Y 
(5.28b) 



0 fato das constantes ~ 3 :  serem nulas traz o 

inconveninete de nZo se levar em conta o termo referente 1 
r velocidade derivado da integra~zo do 6(t-T- -). Para resolver 
C 
Y 

esta questlo 1121 usa-se uma retroavalia~50 implicita por 

diferen~as finitas, fazendo-se: 

L t-te-lc 7 s t-t 
Y 

e 
r r 
C - ' t-te-1 ou - 

C 
< t-t 

Y Y 
e 

A integraqao destes termos 6 computada em uma matriz HH 8 

e separada da H , transformando a equa~5o (5.6b) em: - 

Para aumentar a precisso BANERJEE 1121 prop6e que se 

faqa uma corre~go dos deslocamentos anteriores ao que se determina 

no passo 6 como segue: 



5.4.1.2- IntegraqHo espacial 

A integraqzo no espaqo das expressdes (5.27) geram as 
ŝt matrizes h e g;i indicadas na equaqFio (5.5) . Esta integra~so 6 - ep - 

desenvolvida de maneira an6loga ao executado para o caso estitico, 

item 4.5, com alguns procedimentos extras que garantem a 

aproximaqHo das descontinuidades da frente de onda, caracterizadas 

nas equaqdes (5.26) e (5.28). 

a) Integral ngo singular: 

Para aplicar-se o process0 de integraqso descrito no 

item 4.5.1, com suficiente precisso ao caso dinsmico, deve-se 

atentar para as descontinuidades das funq8es a serem integradas, 

equaqdes (5.27a) e (5.27b). Algumas destas descontinuidades sZo 

mostradas esquematicamente nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9. As ireas 

hachuradas representam regides onde a frente de onda est6 

presente . 

Figura 5.7- Elemento nZo singular, descontinuidade tipo 1. 
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Figura 5.8- Elemento nZo singular, descontinuidade tipo 2. 

Figura 5.9- Elemento nSo singular, descontinuidade tipo 3. 

Para representar devidamente as integra~des sobre tais 

descontinuidades divide-se o elemento quadrangular em n xn2 1 
subelementos, figura (5.101, sobre as quais se aplica a quadratura 

de Gauss descrita no item 4.5.1 com: 



(J(r,s)) ele det(J(r,s)) sub = det nix n 2 

Figura 5.10- SubdivisZo do elemento, os subelementos hachurados 

sZo os efetivamente integrados. 

onde levou-se em conta o fato do det (J(r,s) cte para 

elementos planos. A integral sobre o elemento fica: 

onde "SE" sZo os subelementos, NS & o niimero de subelementos 

efetivamente integrados. 

As integrais sobre os subelementos sZo efetuadas como 

segue : 

j 
NG NG 

- O P  (r det (J(r,s)) ~if(srQ)@,dr(~)=~ w(t)W(mlPkl ( e )  JS(~)) 
SE e =l m=1 1 2 



NG NG - e p  uki(s,~)$~dr(~)=~ C W(tIW(m)Uki(r(~)tS(m) det (J(r, s) ) 
t=lrn=l ' n x n  

SE 1 2 

b) Integrais singulares 

Tudo o que foi descrito no item 4.5.2 6 v6lido tamb6m 

neste item. Apenas se divide o interval0 de integraqso em p, de 

forma a adequar cada trecho de integraqao 2s partes continuas da 

funqzo integrada. Assim da expressso (4.37) vem: 

Cujo equivalente numeric0 fica idEntico 5s equaqses 

(4.39) e (4.40). 

Neste caso as possiveis descontinuidades sso 

apresentadas na figura 5.11: 

Figura 5.11-Descontinuidades da frente da onda para elemento 
singular (C1 >C2 ) . 



5.4.2- Integraqzo sobre os elementos temporais e espaciais para a 

soluqHo fundamental alternativa. 

De forma andloga a utilizada para a solu~2o usual, 

escreve-se a solu~Fio fundamental alternativa em sua forma 

reduzida: (t'= t-7). 

H t - -  c- a,) 1 H t f - -  - . - ( a,) + E ~(t1.- %)} 
c: c; 

5.4.2.1- Integraqso temporal 

Feita apenas para o elemento constante, seguindo-se 

passos semelhantes ao item 5.4.1b, integra-se os termos 
r 

dependentes do tempo chegando-se a: (TA = t - - c ) .  
Y 



2 2 2 r 
{t2- A - t - t  3 se t-to 2 

c2 9 9-1 
Y Y 

r se t-to 2 - 2 t-t 
C 8 
Y 

Utilizando-se os parzmetros acima determinados, pode-se 

escrever as expressaes (5.35a) e (5.3533) nas seguintes formas: 



Como j6 foi mostrado na equaqzo (5.18), aplica-se tamb6m 

a soluqzo fundamental alternativa composta que, por ser uma 

composiqgo da descrita acima, sua integraqzo temporal resulta em:' 

onde KZ'+' sFio as express6es (5.37a e 5.37b) calculadas para 

(t=t-At) ou pela propriedade de translaqzo substituindo-se (8) por 
-e -e (%+I), resultando para Uki e pki expressdes semelhantes 21s 

6 (5.37a) e (5.37b) corn EZ' no lugar de KZ (Z=1,2,3). 
Y Y 

Cabe dizer que, ao contr6rio do que ocorre corn a soluqFio 

usual, a composiqFio das matrizes H' e G' corn a soluqFio - - 
alternativa, para aproximaqZo constante, nFio gera nenhuma 

complicaqFio, sendo vdlida a expressso global (5.20) para a 

resoluqzo do sistema de equaqdes no tempo. 



5 . 4 . 2 . 2 -  IntegraqHo espacial 

Neste caso, a integra~Bo espacial da soluqHo 

alternativa - 
- - 

fundamental 

Figura 5.12- Descontinuidade da solu~Bo alternativa bdsica. 

(nHo permite truncamento do processo de integraqzo) 

Figura .13- Descontinuidade da solu~ao alternativa composta 

(permite truncamento do processo de integraqBo) 

Para o primeiro passo de integra~zo ambas as soluqbes 

alternativas possuem descontinuidades idCnticas 21 usual. 



Neste capitulo, apresenta-se a composiqSo bfisica do MEF 

para meios continuos submetidos a aqses estfiticas ou dinsmicas 

[157, 15, 21,221. 

Isto se faz a partir da expressgo do equilibrio de 

corpos elfisticos obtida pela aplicaqao do Principio dos Trabalhos 

Virtuais [121, 151 . 
Utiliza-se, neste capitulo, notaqzo vetorial por tornar 

mais simples as expressC5es referentes ao MEF, empregam-se, 

entretanto, indices repetidos para indicar soma, lembrando que 

quando um indice estd entre parhteses este nSo representa 

diretamente a soma porgm, acompanha a variaqSo da mesma se esta se 

desenvolver sobre indices iguais a este. 



Outra vez assume-se que a mat6ria de um corpo el6stico 6 

homog&nea, isotr6pica e distribuida continuamente em seu volume, e 

que este corpo apresenta-se com pequenos deslocamentos. Assim, 

todas as definiqbes apresentadas no capitulo 2  continuam v6lidas. 

6 importante indicar que graGas 2 simetria do tensor de 
tensdes, equa~ao ( 2 . 6 ) ,  6 possivel represents-lo vetorialmente 

como segue: 

da mesma forma o tensor de deformapbes fica: 

Para relaqso tensso deformaqso, Lei de Hooke equaqzo 

(2.9), tem-se 

onde, por exemplo, para o caso tridimensional el6stico isotr6pic0, 

C vale: 



Considerando-se um corpo tridimensional generico, figura 

6 . 1 ,  a express30 eststica do principio dos trabalhos virtuais 

pode ser escrita como: 

Figura 6.1- Corpo tridimensional gensrico, representaq30 

esquemstica. 

onde o simbolo t l - t l  representa que o estado em quest30 6 devido a 

pequenos deslocamentos virtuais que satisfazem as condiq8es de 

contorno, U 6 o vetor deslocamento de um ponto qualquer, b - - 
representa as forqas de volume, f representa forqa concentrada em - 
um ponto qualquer e p forqas de superficie. - 



No metodo dos Elementos Finitos aproxima-se o corpo 

mostrado na figura 6.1 por urn conjunto de elementos interligados 

pelos pontos nodais de sua superficie, figura 6.1'. 

Figura 6.1'- Discretizaqzo do corpo em elementos finitos, 

representaqzo esquem6tica. 

Levando-se em considera+o esta divisFio do corpo, 

escreve-se, sem perda de generalidades, a igualdade (6.5) como uma 

soma de integraqaes sobre os volumes e dreas das superficies de 

todos os elementos finitos. 



0s deslocamentos no interior destes elementos s2o 

aproximados por fungses interpoladoras parametrizadas pelos 

valores que estes assumem nos pontos nodais, 

onde 6 a matriz de interpolaqZo dos deslocamentos, U 6 o vetor - - 
que cont6m os deslocamentos nodais e j representa o elemento. 

Se o ndmero total de n6s 6 N, o vetor de deslocamentos 

global fica: 

Desta forma, aplicando-se convenientemente sobre a 

matriz interpoladora a express20 (2.8), escreve-se: 

Substituindo-se a equaq2o (6.10) na relagao (6.3) 

encontra- se: 

onde c3 6 a matriz de constantes el6sticas do material que - 
constitui o elemento j. 

Substituindo-se as equagdes (6.7), (6.10) e (6.11) na 

igualdade (6.6) obtem-se: 



onde as matrizes 4; interpolam os deslocamentos na superficie dos - 
elementos e podem ser derivadas das pr6prias matrizes de 

interpolaqlo dos deslocamentos de volume @j. 0 sfmbolo t g A 1 l  em f - - 
representa que este foi escrito de forma semelhante a da equaqlo 

(6.9). 

Como o vetor de deslocamentos virtuais 6 arbitrdrio, 

para cada componente deste impde-se separadamente deslocamento's 

*t A 

unitdrios chegando a U = I (matriz identidade) , e denotando U - - 
simplesmente por U escreve-se: - 

KU = F - - - 
onde : 

A equa~lo (6.13) 6 entlo resolvida pelas t6cnicas usuais 

do cdlculo numgrico, jd muito desenvolvidas para matrizes oriundas 

do MEF, como pode ser visto, por exemplo, nos trabalhos de RAMALHO 

[I211 e SORIANO 11281. 



Quando as aqdes externas sHo aplicadas repentinamente ao 

corpo, as forqas de in6rcia devem ser consideradas na obtenqHo da 

equaqzo de equilibrio do corpo em anglise. Usando-se o princfpio 

dlAlambert [151, pode-se simplesmente incluir as forqas 

elementares de in6rcia como parte das for~as de volume. 

Assumindo-se que a aceleraqzo 6 aproximada nos mesmos 

moldes que os deslocamentos (equaqzo ( 6 .7 ) )  escreve-se: 

onde p ( j )  6 a densidade do material no elemento j .  

A equaqHo de equilibrio, neste caso fica: 

com U e F dependentes do tempo e a matriz de massa M dada por: - - - 

Quando urn corpo qualquer estd vibrando, ocorre uma 

dissipaqzo de energia que, em andlise dinsmica, 6 chamada de 

amortecimento fisico do movimento. Observa-se que as forqas que 

causam esta dissipaqHo de energia szo proporcionais h velocidade 

elementar do meio, e estHo relacionadas com a rigidez e densidade 

do mesmo [1501. 

Introduzindo-se as forqas de amortecimento como 

contribuiqHo adicional 5s for~as de volume escreve-se: 



onde C 6 a matriz de amortecimento X ; j )  os parametros de - 
amortecimento do elemento j .  

A equaclo de equilibria fica portanto: 

com U e F dependentes do tempo. - - 
Como os problemas dinamicos analisados neste trabalho 

slo transientes, a equa~lo (6 .19 )  deve ser integrada numericamente 

no tempo. 0 algoritimo escolhido para tal 6 o Newmark P [150, 1 6 ,  

1481 que sera descrito oportunamente. 

Finalmente, para cada elemento finito, define-se um 

sistema de coordenadas local ao qua1 se referenciam as varidveis 

nodais aproximadas sobre este; portanto, para se ter efetivamente 

vdlidas as somas da expresslo (6 .12)  e ,  consequentemente tudo que 

deriva dai, 6 necessgrio rotacionar as matrizes de cada elemento 

do sistema de coordenadas local para o global antes de efetuar a 

soma. 

6.5- ELENENTOS FINITOS 

Neste item, apresentam-se os elementos finitos 

utilizados para modelar as superestruturas. A forma de 

apresentd-10s serd a mais suscinta possivel, tendo em vista que a 

demonstrar$io detalhada dos mesmos 6 vastamente encontrada na 

bibliografia, por exemplo [121, 117 ,  120,  301. 



6.5.1- Elemento de barra 

0 elemento de barra 6 localizado geometricamente no 

espaqo por dois n6s de extremidade i e j. Um terceiro ponto K 6 
necess6rio para definir o sistema de coordenadas local do 

elemento, como ilustra a figura 6.2: 

Figura 6.2- Elemento de barra, 1ocaliza~Zo no espaGo e sistema de 

coordenadas local. 

A matriz transformaqZo To que relaciona o sistema de 

coordenadas global ao sistema local e vice-versa 6 dada por: 

onde ti, m. e n. s2o os cossenos diretores das coordenadas locais 
- 1 1 

Xi corn relaqzo as coordenadas globais Xi, como mostra a figura 

6.3. 



Figura 6.3- Cossenos diretores 

Para transformar os valores nodais, figura 6.4, 

ordenados como na equa~zo (6.231,  entre os eixos locais e globais 

escreve-se : 

onde o simbolo 'I-" representa grandezas em coordenadas locais 

Adotam-se caracteristicas geom6tricas e fisicas da barra 
constantes em seu comprimento e considera-se ainda que os 

parsmetros nodais, figura 6.4, estejam ordenados como indica o 

vetor abaixo: 



Figura 6.4- Parsmetros nodais em coordenadas locais 

Impondo-se aproxima@io ciibica para os deslocamentos 

transversais, linear para os longitudinais, assumindo-se as 

hip6teses do Bernoulli e desprezada a deforma@o por forqa 

cortante; as matrizes de rigidez e massa passam a ser expresas em 

coordenadas locais, como segue: 



corn 





A = &ea da seqSo transversal 

I1 = momento de insrcia a torqSo 

I2 = momento de insrcia em torno do eixo x 
2 

I3 = momento de inertia em torno do eixo x3 
p = densidade do material 

L = comprimento da barra 

E = m6dulo de elasticidade longitudinal 

G = mddulo de elasticidade transversal 

Para aqdes externas, distribuidas no longo do elemento, 

as forqas nodais equivalentes sgo calculadas numericamente a 
partir da seguinte expressgo. 

onde Pi e M s5o respectivamente as cargas distribuidas na direqgo 
k i e o momento torqor distribuido (figura 6 . 5 ) ,  (=XI /L, ft e Mi 
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sZo as forqas e momentos de engastamento perfeito na direqZo i 

para o n6 k. Para o caso dinsmico este vetor depende do tempo. 

m -4-+-4 I  r I /  / I f  
L c ' J  I ,  L c b b  

TRANSVERSAL 
DE TORC&O 

Figura 6.5- Possiveis carregamentos distribuidos 

Como foi dito, as matrizes e vetores mostrados estao 

associados 3s coordenadas locais, para express6-10s em coordenadas 

globais basta utilizar convenientemente a matriz de rotaqao T - 
definida na equaqHo (6.22), ficando: 

Com as matrizes de rigidez e de massa dos elementos 

expressas em coordenadas globais, monta-se o sistema algebrico 

global de equaqses, que resolvido fornece os deslocamentos globais 

de cada n6. Para finalizar a an6lise de estruturas reticuladas, se 

deve estar apt0 a determinar a solicitaqao final em coordenadas 

locais, para cada n6 da mesma. Para tanto faz-se: 



Este elemento Q largamente utilizado na prstica, sua 

converggncia e resultados obtidos sSo muito bons quando 

considerado o tipo de superestruturas a serem analisadas nesta 

tese. 

6 . 5 . 2 -  Elemento de Casca 

A modelagem para cascas 6 feita pela superposiq20 de 

dois elementos triangulares, que simulam separadamente as 

caracteristicas de membrana e de placa desempenhadas pel0 meio 

modelado. 

a) Elemento de Membrana (chapa) 

0 elemento utilizado para a modelagem dos efeitos de 

membrana ser6 o LST (Linear Strain Triangle) 1151, cujo pr6prio 

nome diz, aproxima linearmente as deforma~des em seu interior. 

Este 6 localizado geometricamente no espaGo por tr6s n6s de 

extremidade i,j,k, como mostra a fiyura 6.6. 

A matriz transforma~20 To que relaciona os sistemas de - 
coordenadas global e local 6 a mesma dada na equaqzo (6.20). 

Como, para este caso, a matriz de rigidez nSo Q 
apresentada explicitamente, vale mostrar com mais detalhes os 

passos executados para obt&-la. 

0s deslocamentos no interior do elemento j sSo 

parametrizados com rela~2o aos seus valores nodais, figura (6.7), 

como segue: 

ou vetoriamente 



com a funcZo aproximadora 4 dada por - 

onde fk sZo coordenadas homogsneas definidas sobre o elemento comb 

6 mostrado na figura 6.8. 

Figura 6.6- Elemento triangular, 1ocaliza~Zo no espaco e sistemas 

de coordenadas. 



Figura 6.7- N6 do elemento e graus da liberdade em coordenadas 

locais . 

Figura 6.8- Coordenadas homogsneas 

Na figura (6.9) apresentam-se as dimensdes projetadas e 

intrznsecas, muito utilizadas no desenvolvimento dos elementos 

finitos triangulares, como pode ser visto nas diversas refer6ncias 

sobre o assunto. 



Figura 6.9- a) dimensaes projetadas; b) dimensdes intrinsecas. 

A relaqlo entre o sistema de coordenadas homogBneas e 

local 6 dada pela seguinte expresslo: 

-k xi 6 a coordenada local i do n6 k. 

A relaqlo constitutiva utilizada para o elemento de 

membrana no estado plano de tensaes 6: 

onde h 6 a altura da membrana. 

De posse de todas estas expressdes, determina-se a 

matriz de rigidez para o elemento em questlo segundo o roteiro 

abaixo . 



A relaqFio deslocamento/deforma~o, neste caso 6 escrita 

como : 

que de maneira aproximada fica: 

onde 

corn bi e ai dados na figura 6.9. 

A funqso I) ( t )  que aparece na equaqao (6.45) 6 dada por: 

da expressao geral (6.14a) se escreve: 



Aplicando-se a quadratura de Gauss para dominios 

triangulares [241, tem-se 

onde NG B o n6mero de pontos de Gauss e wi os pesos de Gauss. 

Com o intuit0 de reduzir as incdgnitas do problema, 

utilizou-se a rotina de condensa~Zo est6tica para elementos 

finitos apresentada por WILSON [1551. Desta forma a ordem da 

matriz de rigidez cai de doze para seis, e os graus de liberdade 

que sZo diretamente determinados ficam sendo os referidos aos 

extremos do elemento, como mostra a figura 6.10. 

Figura 6.10- Elemento de membrana condensado, graus de liberdade 



Considerando-se os graus de liberdade efetivos (figura 

6.101, obt6m-se a matriz de massa aproximando linearmente os 

deslocamentos sobre o elemento, tgcnica bastante difundida na 

andlise dinsmica. Assim, da equaqzo (6.17) se escreve diretamente: 

com 

resultando explicitamente: 

A integraqzo do carregamento distribuido sobre o 

elemento nas duas dire~des se faz com as pr6prias funqdes 

interpoladoras do LST, equaqFio (6.41), seguindo-se o modelo geral 

da expressFio (6.14d), resultando um vetor de doze componentes, que 

6 condensado estaticamente juntamente com a matriz de rigidez. 

Deve-se observar que o cdlculo dos esforpos solicitantes 

finais, 6 feito da mesma forma que para o elemento de barra, 

equaqso (6.38). levando-se em consideraqzo a condensaqzo estdtica 

previamente estabelecida 115, 157, 1551. 



b) Elemento de placa: 

0 elemento de placa utilizado 6 o LCCT9 (Linear 

Curvature Compatible Triangle) com nove graus de liberdade, 

desenvolvido por CLOUGH e FELIPPA [301 para an6lise de placas 

delgadas, pela teoria de Kirchhoff. A escolha deste elemento foi 

baseada num estudo de desempenho feito por CLOUGH e TOCHER [32]. 

Este elemento 6 derivado do chamado LCCT12, corn doze 

graus de liberdade, por uma simples restriqIo dos deslocamentos 

tJ4, O5 e O6 mostrados na figura 6.11. 

'"1 

Figura 6.11- Elementos LCCT12, subelementos e graus de liberdade. 

Figura 6.12- Elemento LCCT9. 



Por este elemento ser triangular, as definiqces de sua 

geometria, coordenadas locais e coordenadas homogcneas s2o 

idsnticas ao descrito para o LST. 

Como 6 visto na figura 6.11 o elemento 6 composto por 

trSs subelementos. A aproximaq20 do deslocamento w 6 ciibica em 

cada subelemento e sua compatibilidade 6 garantida pela imposiqZo 

da continuidade do deslocamento w e do giro aw/an sobre as 

interfaces entre os subelementos. 

A partir destas consideraq8es, chega-se ao seguinte 

conjunto de funq6es aproximadoras, que expressas para o 

subelemento 1 ficam: 



onde os indices inferiores estzo relacionados aos graus de 

liberdade apresentados na figura 6.11, sendo o indice entre 

parenteses o subelemento em questEio. Estas funqdes aproximadoras 

estEio expressas em terrnos de parsmetros e coordenadas homogeneas 

referentes ao elemento completo. 0s giros em torno do eixo s2 sSo 
dados pelas mesmas expressdes de (6.54) trocando-se (b) , por (a) . 
Para se obter o valor das funqdes aproximadoras sobre os 

subelementos 2 e 3 basta aplicar-se permutaqzo ciclica sobre os 

indices das expressdes contidas em (6.54). Desta forma, tem-se: 

- - 
onde 



As relaqdes constitutivas para a placa sao dadas por: 

Conhecidas as express6es acima determina-se a matriz de 

rigidez como descrito abaixo: 

No interior de cada subelemento i, visto que o 

comportamento do deslocamento 6 cGbico, tem-se uma aproximaqao 

linear para a curvatura X: 

onde da expressao (6.55) : 

Esta aproximaq20 linear pode ser parametrizada pelos 

valores de B (i) nos extremos n de cada subelemento, gerando uma - 
nova forma para a express20 (6.58), que 6 :  

onde B: sSo valores conhecidos e J.i B dada por: - - 



com Ti coordenadas homog6neas do subelemento. 

Como na express20 (6.60) as iinicas varigveis sZo os 

parametros nodais conhecidos em ui a matriz de rigidez total do - 
elemento 6 dada por 

onde j 6 o elemento completo, e cada submatriz Ki 6 dada por: 

0 termo integral da express20 acima pode ser determinado 

analiticamente, j6 os valores nodais Bn (i) s2o determinados - 
numericamente. 

A obten~Zo da matriz de massa do LCCT12 6 feita 

utilizando-se as pr6prias funqaes interpoladoras, definidas pela 

expressgo (6.54) . Ficando: 

onde j 6 o elemento completo e cada sub matriz M (i) 6 dada por: 



desenvolvida numericamente como mostra a express20 (6.51) para o 

LST . 
A eliminaqzo dos graus de liberdade 0 4 ,  O 5  e O6 6 feita 

impondo-se varia~zo linear da rotaqzo normal aos lados do 

elemento, tal procedimento consenra a maior parte da flexibilidade 

do elemento e traz grande ganho computacional na geraq2o da malha 

e na quantidade de graus de liberdade total a serem avaliados 

[301. Al6m disso este se torna compativel com o LST condensado, 

apresentado no item 6.4.2a. 

A integra~so do carregamento distribuido sobre o 

elemento, bem como a determinaqzo dos esforqos solicitantes finais 

s2o feitas do mesmo modo que para o elemento de barra, tendo-se em 

vista que os graus de liberdade 0 4 ,  O 5  e 0  foram eliminados e nzo 
6 

condensados. 

c) Composiq20 do elemento de casca 

0 elemento de casca utilizado nesta tese, 6 composto 

pela simples combina@o entre o elemento de membrana e o elemento 

de placa descritos nos itens (a) e (b) respectivamente 11151. 

As variaveis nodais sZo apresentadas na figura (6.13) e 

ordenadas como segue: 

onde para os elementos deste vetor o indice superior denota o nd 

local do elemento e o inferior a direqzo do deslocamento, em 

coordenadas locais. 



Figura 6.13- Gaus de liberdade, elemento de casca 

e:, 0: 
gerando 

Deve-se obsenrar, entretanto, que os graus de liberdade 

nSo foram considerados na elabora~go do elemento, 
O3 

linhas e colunas nulas nas matrizes de massa e riqidez. 

Assim, a utilizaqSo de dois elementos deste tipo quase coplanares 

causaria um s6rio problema de condicionamento do sistema global de 

equaqdes. Para resolver tal problema utiliza-se o artificio 

proposto por ZIENKIEVICZ 11571, que consiste em introduzir uma 

matriz de rigidez ficticia, inerte corn relay20 nos resultados 

globais, com as caracteristicas abaixo: 



Figura 6.14- Vari6veis nodais adicionais 

Deve-se comentar ainda que a matriz que relaciona as 

coordenadas locais e globais, para este elemento, 6 analoga a 

apresentada na equa~ao (6.22) e 6 composta como segue 

6 . 6 -  I N T E G R A ~ ~ O  TEMPORAL DO MEF 

A integra~20 temporal da equaG20 (6.19) 6 feita pel0 

algoritimo Newmark 6 ,  um dos algoritmos mais utilizados na pr6tica 
para este fim 1150, 135, 1511, para o qua1 os estudos sobre 

converggncia e precis20 se encontram em alto grau de 

desenvolvimento [137, 149, 1041 . 



0 desenvolvimenteo detalhado das expressdes apresentadas 

pode ser visto no trabalho de WARBURTON [150]. Neste m6tod0, se 

assume que o deslocamento e a velocidade no final de um intervalo 

de tempo podem ser expressos em termos do deslocamento, velocidade 

e aceleraqzo no inicio e da aceleraqzo do final do mesmo, como 

segue : 

onde 

U = 6 o deslocamento vetorial - 
= representa derivaqzo com relaqzo ao tempo 

s = representa o instante t s 

At= intervalo de tempo entre dois instantes consecutivos 

A partir da anslise da equaq50 de equilibrio (6.19) para 

tr&s instantes consecutivos chega-se a [I501 : 



Usando-se a equa@o (6.71) , o vetor de deslocamento no 
instante ts+l pode ser obtido a partir de valores anteriores 

previamente determinados e dos valores conhecidos do vetor de 

carga. Isto vale para s=1,2, ... N. 
Para o primeiro passo de tempo s=O uma expressgo 

semelhante a (6.71) 6 obtida a partir da an6lise das equa~6es de 

equilibria para os instantes to e tl: 

1 I -(At)C + K(At) U1= (At) pfl + (T -P)fo + k +  2 - - 'I- 2{ - - 

para 0s valores iniciais Uo e Uo conhecidos. 
. .  - .  

-.-- ~ ~ - ~ ~ .  



ASSOCIAFXO ENTRE o METODO DOS ELEMENTOS FINITOS E o M~TODO DOS 
ELEMENTOS DE CONTORNO 

Nos capitulos anteriores descrevem-se separadamente as 

formulaq8es do MEC e do MEF para problemas estdticos e dindmicos 

transientes. A formulaqIo aplicada ao MEF 6 direcionada para a 

andlise de superestruturas (elementos de barra e casca) e a 

formulaqFio desenvolvida para o MEC 6 pr6pria para a andlise do 

solo. Assim, mostra-se, neste capitulo, uma tdcnica de ligaqao 

MEC/MEF que permite o pleno aproveitamente de suas caracteristicas 

individuais. 

A ligaqzo entre os dois m6todos se dd atravds de um 

elemento rigido (sapata rigida) retangular que possibilita a 

adequaqzo dos graus de liberdade, no espaqo tridimensional, do MEF 

(seis por n6) com os do MEC (trSs por n6). Tal elemento tem origem 

no trabalho de RAMALHO t1211, onde o caso estdtico 6 tratado 

utilizando-se a sapata rigida associada ao solo, modelado pelo 



MEC, apenas como um artificio para determinar as constantes de 

mola dos vinculos da estrutura global, tratada pelo MEF. 

Feita a adequaqzo dos graus de liberdade, utiliza-se a 

tgcnica de sub-regises [142, 143, 1391, bastante difundida na 

bibliografia, tratando todos os meios envolvidos (MEF e MEC) como 

partes integrantes do sistema alggbrico global. 

Como comentado anteriormente, o elemento de ligaqzo 

MEC/MEF foi chamado de sapata rigida, sua forma 6 retangular plana 

e o n6 de ligaqzo com a superestrutura pode se situar em qualquer 

lugar do espaqo, figura 7.1 

Figura 7.1- Elemento de ligaqso, geometria, graus de liberdade e 

coordenadas locais. 



Este elemento faz a conexlo entre os seis graus de 

liberdade do n6 de ligaqZo "c" (MEF) e os doze graus de liberdade 

dos quatro n6s dos seus vgrtices (MEC). Cabe reforcar que as 

caracteristicas deste elemento slo anexadas 2s matrizes dos 

elementos finitos e a jun+o final MEC/MEF 6 feita atravEs da 

tEcnica de sub-regiaes. 

Para atingir a formula~~o geral do elemento de sapata 

rigida, n6 de ligaqIo em qualquer lugar do espaco (figura 7.1), 

deve-se iniciar analisando-se o caso particular quando este 

coincide com o centr6ide da sapata, figura 7.2. 

Figura 7.2- Plano da sapata com n6 de ligaqlo no centr6ide 

7.2.1.1- RelaqGes cinerudticas entre graus de liberdade 

Levando-se em considera~lo a rigidez deste plano, 

(sapata), as possfveis componentes de deslocamento podem ser 

observadas na f igura 7.3 [I211 . 



Figura 7.3- Deslocamentos possiveis do plano rigido, segundo os 

graus de liberdade do n6 "c" . 
Utilizando-se a nomenclatura apresentada na figura 7.1 e 

as componentes de deslocamento ilustradas na figura 7.3, 

escreve-se a seguinte rela~zo cinemstica: 



Selecionando-se seis graus de liberdade independentes 

entre si dos doze referentes aos quatro vertices da sapata, por 
1 1  exemplo U' , 4, U ,  U  e u', pode-se obter a relay20 "inversa" 

3 '  2 2 
da express20 (7.1) que, ap6s a recupera720 dos graus de liberdade 

dependentes, se escreve como: 

Onde : 



0s zeros a esquerda da rela~So (7.2a) est5o indicados 

para garantir, juntamente corn as submatrizes T3 e e ,  a - - 
dependgncia linear entre os deslocamentos dos vgrtices, que se nZo 

considerada elimina a caracteristica de rigidez da sapata. A 

rela~ao cinemetica (7.2a) ou (7.2b) tambem 6 aplicada para 

transformar velocidade e aceleraqzo de um sistema para o outro. 



7 . 2 . 1 . 2 -  Relaqgo entre esforqos 

Como os graus de liberdade do n6 de ligaqBo sZo agora 

correlatos aos vgrtices da sapata, equaqZo (7.2) , necessita-se 
relacionar equivalentemente as reaqdes do solo, esforqos 

distribuidos (q) obtidos pela formulaqZo do MEC, com esforqos 

concentrados (f) nos vGrtices, como sSo tratados na formulaqZo do 

MEF . 
Tal equivalencia 6 feita a partir das funqdes 

interpoladoras do elemento quadrildtero linear plano do MEC, as 

quais aproximam os esforqos distribuidos como segue: 

onde p! sSo os valores dos'esforqos distribuidos nos n6s j e na 

direqZo i, Q d um ponto da sapata e 
@j 

sZo as funqdes 

aproximadoras desse n6 dadas em funqFio de suas coordenadas 

homog&neas como: 

As coordenadas homog@neas de (7.5) sZo definidas como no 

capitulo 4. As formas destas distribuiqdes podem ser vistas na 

figura 7.4. 

Calcula-se entZo o esfor~o resultante e sua posiqZo no 

espaqo, para cada funqFio aproximadora ponderada por seu valor 

nodal, em cada direqSo, determinando-se, por equival6ncia 



mecdnica, os valores nodais concentrados desejados. Para ilustrar 

melhor o procedimento apresentam-se explicitamente alguns destes 

mecanismos. 

Figura 7.4- Forma da distribuiqzo das for~as de contato sob a 

sapata . 

a) Dire~Zo 3, distribuiqzo 1 ) : 

Carga equivalente global 

j onde Fi 6 a for~a equivalente na direqZo i, pi 6 o valor no n6 j 
da carga distribuida na direqzo i e el e t2 sZo dimensdes da 

sapata. 



Figura 7.5- Representa~so esquemltica do sistema equivalente de 

for~as na dire+o trGs e segundo a distribui~go um. 

EquaqBes de equivaldncia mecsnica 

1 2 3  4 f3  + f 3  + f  + f 3  = 3  F3 

f; + f 2  2 
+ Sistema singular (7.7) 

3  
= ?F3 

3  Arbitrando-se f3  = k*F3 obtdm-se: 

2 f 3  = F3 ( 1 - 3 k )  /3  

3  
f 3 = F  k 3 

4 f3  = F3 ( 1 - 3 k )  /3  - 
onde k 6 uma constante qualquer. 



b) Direqao 1, distribuiqzo 1 ) : 

Carga equivalente global 

1 
F1 = Pl t1e2 /4 

Figura 7.6- Representaqao esquem6tica do sistema equivalente de 
for~as na direqzo um e segundo a distribuiqao urn. 

2 3 4 + f l  + f l  + f  = 1 F1 

2 4 Sistema singular (7.10) 
= -F 

3 1 



C )  DireqZo 2, distribuiqzo 1 ) : 

Carga equivalente global 

Figura 7.7- RepresentaqZo esquemstica do sistema equivalente de 
forqas na direqHo dois e segundo a distribuipHo um. 

F2 

4 2 + Sistema singular (7.13) 
+ f2 = -F 3 2 



Fazendo-se o mesmo para as outras distribuiqses e se 

arranjando adequadamente, obtgm-se a expressso final: 

0 0 k c O O k b O O  

kb 0 0 kc 0 0 2kc 0 

0 kb 0 0 kc 0 0 kk 

O O k b O O k c O O  

corn ka = t1t2 (1+3k)/12, kb = t1t2 (I-3k)/12, kc = ele2k/4 

Resumidamente se escreve (7.15) como: 

- - 

vert. - P1 P2 distr 
F12x1 - - [ ;* ;, ] Q12.1 - - - 
-vert. = p distr. F - - - 



7.2.1.3- TransformaqZo das coordenadas locais da sapata para as 

coordenadas locais do elemento finito. 

Como j6 foi mencionado o elemento de sapata rigida est6 

associado sempre a um elemento finito, barra ou casca. As 

coordenadas locais do elemento de sapata nem sempre coincidem corn 

as do elemento finito, figura 7.8. Deve-se, portanto, escrever as 

varisveis nodais da sapata rigida 

f inito. 

nas coordenadas do elemento 

-- .- -- 

Figura 7.8- Elemento finito ligado 3 sapata rigida, coordenadas 

locais . 

Referenciando ambos os sistemas de coordenadas locais, 

figura 7 . 8 ,  ao sistema de coordenadas global, tem-se: 



onde o lndice "em representa elemento e Cij sSo os cossenos 
- - 

diretores dos versores que compaem as coordenadas locais x 
- 

escritas nas coordenadas globais x. Analogamente: - 

onde s representa sapata. 

Das expressGes acima escreve-se: 

- - t e s -  x = c  c x = c T  - - - - - - 

sendo C a matriz que transforma as varisveis escritas no sistema - 
de coordenadas da sapata, para o sistema de coordenadas local do 

elemento finito analisado. 
- - 

Aplicando-se esta transforma~Zo as matrizes P e T - - 
reescrevem-se as equa~des (7.2b) e (7.16b) como segue: 

P = A F A  t - - - 
com 



7.2.1.4- AdequaqHo das matrizes de rigidez e de massa dos 

elementos aos novos graus de liberdade. 

Seja a matriz de rigidez de um elemento finito qualquer, 

com urn n6 ligado a uma sapata, expressa por: 

onde Kee 6 a submatriz dos coeficientes dos n6s nSo ligados S - 
sapata, sua ordem 6 seis para barra e doze para casca, Kii 6 a - 
submatriz do n6 de ligaqSo e sua ordem 6 seis, e Kei e Kie siio 

submatrizes mistas que tamb6m sofrem influencia da ligaqSo e 

apresentam ordem (6x6) para barra e (12x6) e (6x12) 

respectivamente para casca. 

A nova matriz de rigidez (K*), incluindo os graus de 

liberdade da sapata, 6 obtida aplicando-se a transformaqiio (7.20) 

sobre a matriz de rigidez como apresentada em (7.25), resultando: 

onde a ordem da matriz de transformaqSo & encontrada na expressiio 



Para um elemento de casca corn dois n6s ligados 2 duas 

sapatas, escreve-se : 

para apenas um n6 associado a uma sapata e, 

K = 

(7.28) 

onde o indice superior das submatrizes indica qua1 n6 de ligaqSo 

se est6 considerando. 

Como se adotou, at6 agora, o n6 de liga~2o coincidente 

ao centr6ide da sapata, ainda nHo 6 possivel se escrever a 

express20 (7.28) para dois n6s do elemento de casca ligados a 

mesma sapata. Tal caso 6 explicitado no item seguinte, 

Para a matriz de massa, quando a sapata nZo possui massa 

pr6pria, tudo o que se fez para a matriz de rigidez 6 vslido, 

podendo-se escrever, 

-1 0  0 0 0 
- 

- - - 
o ;:t;:t~ o 
- - - 
0  0  

* - -  - 
-2 t -2 t o o o T~ T~ - - - 
-2t -2t 0  0  0  T2 T4 - - - - - - - 

0 0 0 0 -  - - 
" o T~ "1 T~ "1 - - - -1 -1 
0 T3 T4 - - - 
0 0  o G: ;: - - - 

I 0 0  0 ;: ;; - - - - - - - 

- 1 
Kee Kei O Kei 
-1 -1 

- 
-3 

- 
Kie Kii O Kei o - - - - - 
0 0  I 0  0  - - 
-2 Kie Kie -3 o xii - o - - - - - 

0  0  0  - - - - - - d 

0--1 



para dois nbs de um elemento de casca associados a duas sapatas 

diferentes. 

Para o vetor de cargas, se escreve: 

onde a dimensso do Fe 6 seis vezes o niimero de n6s nZo ligados e - 
de Fi e Qi 6 seis. - 

7.2.2- N6 de ligaqHo "Cn nHo coincidente corn o centrdide " O n  

Quando o n6 de ligaqgo nZo coincide com o centr6ide da 

sapata, devem-se transformar os graus de liberdade do centr6ide 

"O1I para o ponto de liga~Zo "C" ,  separados entre si como mostra a 

figura 7.9. 

Figura 7.9- Dist3ncias entre 0 centr6ide "C" e o n6 de liga~ao 

" O n ,  as coordenadas locais j estZo referidas ao 

elemento. 



Observando-se a figura 7.9, a relaqgo entre os 

deslocamentos fica: 

Aplicando-se esta relaqiio, sobre a expressgo (7.2a) , 
tem-se : 

ou resumidamente: 

Para generalizar as expressdes (7.27), (7.281, (7.29) e 

(7.30), para o caso em que o n6 de ligaqgo ngo coincide com o 

centr6ide da sapata, parte-se da expressso (7.34) no lugar da 

(7.2b), resultando expressdes analogas a aquelas com a matriz LT - - 
no lugar de T. - 

6 interessante mostrar como fica o caso do elemento de 
casca com dois n6s ligados a uma Gnica sapata. Escrevendo-se a 



equaqzo (7.28) para dois 116s de ligaqzo, "c'" e c2 I ! ,  a partir da 

equaqzo (7.33), tern-se: 

O O I O O  
* - -  Z 4 - 

-2t -2t 
- - - - - 

-2 
- 

K = =2t O O L  -2 -3 - 1: 0 0 : ;: -2t ;;]I; -2t ; ; ; ;]12i:e; 
- - - - - - - - - - - - - - - 

onde cada submatriz possui ordem seis, o indice superior indica o 
* 

n6 de ligaqzo considerado e a ordem da matriz K 6 trinta, dos 

quais seis szo graus de liberdade do n6 livre e doze de cada 

sapata. 

Sendo que existe apenas uma sapata, pode se considerar, 
1 2 na equaqZo (7.351, Ti = Ti e U Sap1 - "Sap2 - , ficando: - - 



L o  - T3 - T4 - J 
* 

onde a ordem da matriz K 6 dezoito, seis graus de liberdade do n6 

livre e mais doze da sapata. 

Deve-se salientar que, o vetor de cargas, equaqao 

(7.16a)), por ser escrito diretamente em fun720 dos vertices da 

sapata, que s5o os novos n6s do elemento, nZo necessitam de 

transformaqSo alguma. 

7.2.3- ConsideraqBes sobre a massa da sapata 

Nesta se@o descreve-se como levar em considera~Zo a 

massa da sapata rigida. 

Seja p a densidade por unidade de grea da sapata; 

calculam-se as caracteristicas inerciais, com rela7Zo aos eixos 

coordenados locais localizados no centr6ide (figura 7.10) da 

mesma, como segue: 

Figura 7.10- Eixos coordenados, paralelos aos do elemento finito. 



Se o nb de liga~ao "C" for coincidente corn o centrdide 

da sapata, sendo este o segundo n6 do elemento, e os eixos 

coordenados concordantes com os do elemento finito, a nova matri2 

de massa, antes da transformaqSo dos graus de liberdade, fica: 

onde J 6 uma matriz diagonal dada por: 
- 

Se o n6 de liga~So nSo for coincidente com o centrbide, 

mas os eixos coordenados j6 estiverem paralelos ao do elemento 

finito, figura 7.9, entao: 

J = J1 + J2 3 

valendo a express20 ( 7 . 3 8 )  . 



As equa~des (4.17) e (6.131, para o caso est6tic0, e as 

equa~aes (5.20) e (6.71) , para o caso dinsmico em um instante to, 
podem ser escritas na forma abaixo. 

Todas elas foram formuladas para problemas bem 

definidos, s6lidos tridimensionais (MEC) e superestruturas (MEF), 

e sFio agora extendidas para andlise de sistemas estruturais 

formados por v6rias sub-regices, cada qua1 com suab 

caracteristicas fisicas pr6prias, figura 7.11. 

Figura 7.11- Subregiaes 



Isto se faz [19, 461 aplicando-se separadamente, a cada 

uma das sub-regi6es a equaqso (7.40); para a sua junqao aplicam-se 

condiq6es de compatibilidade geomstrica e de equilibrio sobre as 

interfaces entre as mesmas. A utilizaqso do elemento de sapata 

rigida torna possivel a aplicaqso do conceit0 descrito acima para 

ligaqdes do tipo mostrado na figura 7.11 [46]. 

Sendo assim, como expde VENTURINI [1401, para um dominio 

formado por muitas sub-regi6es Ri (figura 7.11, a equaqzo 

matricial (7.40) pode ser escrita para todas as sub-regides na 

forma seguinte: 

onde o indice entre parGnteses nZo implica soma. 

Considerando-se a interface r ij' figura 7.11, entre as 
sub-regices i e j, a compatibilidade de deslocamentos e as 

condiq6es de equilibrio sgo dadas respectivamente por: 

onde o primeiro indice representa a sub-regiso sobre a qua1 o 

deslocamento e a forqa de superficie atuam, e o segundo representa 

a sub-regiEio adjacente. 

0s vetores U (ij ) e P (ij ) representam valores de contorno - - 
sobre a interface. Como em uma sub-regiso i tamb6m existem trechos 

de contorno exteriores ou, no caso da superestrutura, n6s nZo 

ligados 2 sapatas, os vetores completos U (i) e P ( ~ )  podem ser - - 
escritos divididos em duas partes: 



onde P (ie) e u ( ~ ~ )  representam os valores externos. - - 

A equaqzo (7.41) pode ser escrita como: 

onde H ( ~ ~ )  e G ( ~ ~ )  representarn os coeficientes referidos a 

contornos externos. 

Expressaes semelhantes podem ser escritas para 

sub-regises j, 

Levando-se em conta as relaqdes (7.43) e (7.44) pode-se 

englobar as equaqdes (7.45) e (7.46) em uma k i c a  expressso: 



. . 
onde representa carregamento prescrito na interface. - 

A express20 (7.47) 6 a equaq2o matricial de contorno que 

leva em consideraq20 a interface entre a sub-regizo i e j. A 

extens20 deste procedimento para mais sub-regibes 6 imediata, como 

mostram DOMINGUEZ e BREBBIA [461 . 
As matrizes envolvidas na equaqao (7.47) possuem blocos 

cheios e nulos, para aproveitar esta caracteristica CROTTY [38] 

desenvolveu um algoritmo especial que utiliza o process0 de 

eliminaq20 Gaussiana [13] que organiza as matrizes, eliminando os 

blocos nulos, acarretando assim grande ganho cornputacional. Tal 

t6cnica nFio foi utilizada neste trabalho, pois um procedimento 

gen6rico de organizaq20 de dados para a utilizaqzo da mesma, vem 

sendo desenvolvido por KOMATSU [a01 que, quando concluido, serd 

acoplado ao programa desenvolvido nesta tese sem dificuldades. 

Deve-se salientar que muitos pesquisadores tem dirigido 

esforqos no sentido de aumentar a eficigncia num6rica do MEC, seja 

atrav6s de formalqdes que dSo origem a matrizes sim6tricas [48, 

47, 90, 651 , ou por novos algoritmos de resoluq2o de sistemas de 
equaqdes [I41 . 



Neste capitulo, alguns exemplos simples sSo exibidos com 

o intuit0 de mostrar a validade das formulaqdes apresentadas. 

Comparam-se os resultados obtidos com as soluqdes analiticas, 

quando existirem, ou com outras modelagens num6ricas existentes na 

bibliografia. 0 programa desenvolvido foi processado em um 

microcomputador DFI/486 DX corn 640Kb de memdria principal e 16 MB 

de memdria extendida, frequhcia de 66MHZ e disco rigido de 200MB. 

Adota-se carregamento sGbito (por exemplo figura 8.2) 

para a maior parte dos exemplos por gerar um comportamento de 

maior grau de dificuldade na simula~Zo dos modelos adotados. 



8.2- M~TODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

Exemplo 8.2.1 

Analisa-se o movimento da viga engastada mostrada na 

figura 8.1, submetida a um carregamento transversal saito em sua 

extremidade, cuja intensidade e comportamento temporal sZo 

apresentados na figura 8.2. 

Figura 8.1- Viga engastada submetida a carregamento sGbito 

. 

PI kgf ) 

Figura 8.2- Intensidade e comportamento temporal do carregamento 
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Utilizam-se dois elementos finitos diferentes para 

compor as discretizaqdes da barra, as quais szo mostradas nas 

figuras que seguem. Cabe observar, que a densidade do material por 

unidade de volume, na modelagem por placa, 6 diferenciada para 

garantir que a densidade por unidade de comprimento da barra, 

grandeza relevante no problema, seja mantida. 

Figura 8.3- Discretizaqzo do problema por elemento de barra 

Figura 8.4- Discretizaqzo do problema por elemento de placa 

Na figura seguinte mostram-se os resultados obtidos 

pelas discretizaqdes utilizadas, comparando-os com a soluqzo 

analftica encontrada pel0 m6todo da superposiqSo modal [l50 I , 
considerando amortecimento viscoso nulo. 0 interval0 de integraqzo 

temporal adotado 6 At=0,003s para ambas as discretizaqdes. 



- SUPERPOSICKO MODAL . ELEMENTO DE PLACA 

Figura 8.5- Viga submetida a carregamento transversal sfibito, 

deslocamento.transversa1 da extremidade livre 

0 err0 mdximo apresentado pela discretizaqSo dos 

elementos de barra nos cem passos de tempo analisados foi de dois 

porcento. Para a discretizaqSo em elementos de casca o err0 

mbximo, para o mesmo nGmero de passos, foi de quatro porcento. 



Exemplo 8 . 2 . 2 :  

Analisa-se o movimento da barra engastada mostrada na 

figura 8.6,  submetida a um carregamento longitudinal siibito em sua 

extremidade, cuja intensidade e comportamento temporal sHo os 

mesmos do exemplo anterior, figura 8 .2 .  

Figura 8.6- Barra engastada submetida a carregamento siibito 

Para modelar este exemplo, utilizam-se elementos de 

barra e de chapa com as discretizaq6es mostradas na figura 8.7: 
- - -- - -. 

Figura 8.7- Discretizaqses empregadas. a) Elementos de Barra 

b) Elemento de chapa. 

0 interval0 de tempo adotado para ambas as 

discretizaqses & At = 0,0001s e os resultados obtidos sZo 

mostrados, juntamente com a soluqZo a partir do process0 de 



superposiqZo modal, na figura 8.8. Considera-se nulo o 

amortecimento viscoso. 

Figura 8.8- Barra submetida a carregamento longitudinal sfibito, 

deslocamento da extremidade carregada 

Conforme mostrado, as discretizaqdes utilizadas, apesar 

de pobres, apresentaram bom comportamento a esta solicitaqFio 

bastante dificil de se representar. 0 desempenho do elemento de 

chapa foi melhor que do elemento de barra devido a utilizaqZo de 

funqBes aproximadoras quadrsticas para o primeiro e lineares para 

o segundo. 



Exemplo 8.2.3: 

Analisa-se o arc0 representado na figura 8.9 modelado 

por elementos de barra e de casca segundo as discretizaqaes 

apresentadas na figura 8.10. A intensidade e o comportamento 

temporal do carrregamento sZo mostrados tamb6m na figura 8.9. 

Figura 8.9- Arco analisado, intensidade e comportamento temporal 

do carregamento 

As grandezas fisicas adotadas para o material sSo: 

5 8 2 E = 2.85 10 ~gf/cm' = 2.85 10 Kg/ (cm s ) 

4 I = 8000 cm 

v = 0,3 

p = 2,5 kg/cm3 

0 amortecimento foi considerado nulo e o interval0 de 

integraqFio temporal adotado foi At = 0,028s. A segunda forma de 

escrever o m6dulo de elasticidade 6 que torna as unidades 

compativeis para a execusszo do programa. 



Figura 8.10- Discretizaqdes utilizadas 

B A R R A  . 0 C A S C A  . 
0 

a 8 
. 0 

Figura 8.11- Comportamento da aplicaqzo nSo colinear dos elementos 

de barra e nEo coplanar dos elementos de casca, 

deslocamento da extremidade carregada 

Por este exernplo observa-se que os elementos de barra e 

de casca possuem Btimo comportamento no espaqo tridimensional. 



Exemplo 8.2.4 : 

Analisa-se o deslocamento do ponto central de uma 

placa quadrada simplesmente apoiada, solicitada por um 

carregamento distribuido sobre toda a sua superficie aplicado 

subitamente. As dimensaes, propriedades fisicas do problema, a 

intensidade e o comportamento temporal do carregamento sZo 

mostrados na figura 8.12. 0 resultado obtido 6 comparado com o 

apresentado por CHUEIRI [28], figura 8.14, que utiliza elementos 

triangulares com curvatura constante, e as discretizaqdes adotadas 

sZo mostradas na figura 8.13. 

h = 0,5 in 
7 E = 10 psi 

Figura 8.12- Dimensdes, propriedades fisicas, condiqaes de apoio 

da placa analisada e carregamento. 

Levando-se em conta a diferenqa das discretizaqdes 

empregadas, comparando-se os resultados apresentados na figura 

8.14, observa-se que o comportamento do elemento de placa adotado 

6 plenamente satisfat6rio para as possiveis aplicaqdes da pr6tica. 



Deste trabalho Refersncia [ 2 8  ] 

Figura 8.13- DiscretizaqBes utilizadas 
- - .-. - 

f ~ ' O - ' ' n '  

r , ."~'t I 

Figura 8.14- Deslocamento transversal do ponto central da placa 

analisada para amortecimento nulo 



Em todos os exemplos mostrados utilizaram-se as soluq6es 

fundamentais alternativa e alternativa composta. Como os 

resultados obitidos pela aplicaqFio de ambas foram praticamente 

iguais, adotou-se como soluqzo fundamental ideal a alternativa 

composta, por ocupar muito menos espaqo de mem6ria. Esta serfi 

chamada, a partir de agora, simplesmente por soluqzo alternativa. 

Exemplo 8.3.1 : 

Analisa-se o comportamento de uma barra engastada 

solicitada subitamente, figura 8.15, por um carregamento 

longitudinal em sua extremidade. As discretizaqees adotadas sZo 

apresentadas na figura 8.16. 

-- - - -- - - - 

80 crn I 

1 / 

Figura 8.15- Geometria, condiqaes de contorno, propriedades 

fisicas e comportamento temporal da solicitaqZo 



l a  18 elementos quadrdticos 

At = 0 , 0 0 8 s  
I b ) 34 elementos quadrdticos 

At = 0 , 0 3 4  s 

Interface entre subregioss 

r 

I c I Duas subregioes corn 18 elementos 
quadrdticos cada. At  = 0,004 s 

Figura 8.16- Discretiza~des utilizadas e interval0 de integraqso 
- -  

Figura 8.17- Deslocamento na extremidade carregada 



Figura 8.19- Rea~Bo de apoio discretizaqao b 



Figura 8.20- ReaqSo de apoio discretizaqzo c 

Como se observa, a resposta obtida pela utilizaqso da 

formula~Zo alternativa do MEC, para este exemplo, est5 em dtima 

concord3ncia com a soluqso analftica [98, 961. Cabe notar, que 

para este exemplo utilizam-se as seguintes condiqBes de contorno 

relaxadas : u3 = uZ1 = 0. 

Exemplo 8 . 3 . 2  : 

Analisa-se o semi-espaqo infinito mostrado na figura 

8.21; nesta mesma figura apresentam-se a intensidade, a forma e o 

comportamento temporal do carregamento impost0 2 superficie. As 

constantes eldsticas do meio sZo: 



Este exemplo 6 comparado com an6lises bidimensionais 

feitas por MANSUR e BREBBIA [981 (MEC-2D) e TSENG et alli [I351 

(MDF-2D), para tanto adotou-se a33 = a 
32= 

a I 2 =  0. As discreti- 

zaqaes utilizadas sZo mostradas na figura 8.22 e a comparacZo dos 

resultados nas figura 8.23, 8.24 e 8.25. 

0s intervalos de tempo adotados sZo: 

At = 5 ms 1 Presente trabalho 
At = 20 ms 

2 

Figura 8.21- Carregamento sobre a superficie do meio, forma, 

intensidade e comportamento temporal. 



Figura 

I 

8.22a- DiscretizaqZo utilizada por TSENG 
- 

Tegro carregada 

W 

Figura 8.22b- Discretiza~Bo utilizada no presente trabalho 



T 
I 

T 

Figura 8.22~- Discretiza@o utilizada por MANSUR [97] 

~~ ~ -~ - - ~- - ~- - . ~ - 

Figura 8.23- Deslocamento na direyzo X2 do ponto D(O1, of,-70') 



Figura  

Figura 8.25- Deslocamento na dire+o X2 do ponto F ( 8 0 1 ,  o',-60') 



Como se observa, mesmo para passos de tempo bem maiores 

que os adotados pelas duas refersncias consultadas, os resultados 

obtidos pela formulaqSo proposta apresentam dtimo comportamento. 

Deve-se esclarecer que as respostas obtidas para At1 = 5ms e At2 = 

lOms apresentaram diferenqa maxima entre si de 1%, sendo assim, os 

pontos do grdfico sHo praticamente coincidentes. 

Adotando-se a formula~Zo alternativa para o MEC, os 

elementos de ligaqHo apresentados nesta tese e utilizando-se os 

elementos finitos descritos anteriormente, mostram-se trCk 

exemplos simples de ligaqZo para ilustrar a validade e eficisncia 

desta t6cnica. 

Exernplo 8.4.1: 

Analisam-se os comportamentos de uma sapata rigida 

quadrada sem massa de dimensdes 5' x 5', submetida a impulsos 

vertical, horizontal e rotacional; tal como proposto por KARABALIS 

e BESKOS [721.  As intensidades das solicitaqdes externas e suas 

variaqdes temporais sHo mostradas juntamente com a comparaqso dos 

resultados nas figuras 8.28, 8.29 e 8.30. 

As propriedades fisicas do meio, mantidas as unidades da 

refersncia [721, sHo 

Condi~des de contorno relaxadas sSo assumidas para os 

tr@s movimentos, isto 6 ,  as tensdes de cisalhamento de contato uI3 

= '23 
= 0 para os movimentos vertical e rotacional, e a33=u23=0 

para o movimento horizontal. 



As discretizaqees utilizadas sZo apresentadas nas 

figuras 8.26 e 8.27. 

PONTOS 
FONTE 

Figura 8.26- Discretizaqlo (1) da sapata rigida, posicionamento 

dos pontos fonte e discretizaqlo da superficie do 

solo 

Figura 8.27- Discretizaqlo (2) utilizada por KARABALIS e BESKOS 

[721 e discretizaqzo ( 3 )  adotada neste trabalho 



As discretizaqdes (1) e (3) foram utilizadas para 

resolver o problema proposto, entre os respostas obtidas nSo houve 

diferenca signifcativa. Conclui-se, portanto, que para a andlise 

de sapatas isoladas nSo h6 necessidade de se discretizar a 

superficie livre do solo. 0 rnesmo tipo de estudo pode ser visto no 

trabalho de ANTES 141, para o caso bidimensional. 

Como pode ser visto, nas figuras 8.26 e 8.27, nas 

discretiza~ses (1) e (3) (deste trabalho) apenas urn elemento de 

contorno corn aproximaq30 linear foi adotado para representar a 

superficie de contato entre a sapata e o meio el6stico; na 

discretizaqzo (2) [721 foram utilizados 64 elementos de contorno 

para representar a mesma. -- 

Figura 8.28- Movimento vertical da sapata, intensidade e variaqzo 

temporal do carregamento 



Deve-se recordar que nas figuras onde os resultados s3o 

mostrados , tambem se apresentam as dimensdes da sapata, o 

comportamento temporal e a intensidade do carregamento aplicado. 

Al6m disso, 6 bom esclarecer que na refersncia [721, adotou-se a 

solur$io fundamental usual com aproximaqZo temporal constante como 

formula~Zo do MEC. 

Figura 8.29- Movimento horizontal da sapata, intensidade e 

variaq3o temporal do carregamento 



Figura 8.30- Movimento de rotaczo da sapata, intensidade e 

variaqzo temporal do carregamento 

Comparando-se os resultados mostrados por KARABALIS e 

BESKOS [721 corn os obtidos , considerada a complexidade dos 

carregamentos envolvidos, observa-se grande coerhcia nos 

comportamentos dos movimentos, principalmente quando se analisa a 

Srea delimitada pelos grsficos, pois a composiqZo de resultados de 

outras solicitacbes podem ser obtidas por um process0 de 

convoluq~o [70, 1381 que possui como base de c6lculo as respostas 

de impulsos deste tipo. 

Deve-se observar que nenhum dos resultados acima foi 

comparado com uma resposta analitica, ficando dificil a avaliaqZo 

real do err0 de ambos os processos utilizados, apenas como 

indicaqzo, pode-se observar que as oscilaqses apresentadas pela 



soluqlo usual [721, nlo aparecem em andlises semelhantes feitas em 

modelagens bidimensionais [41 .  6 claro que a adoqlo de uma 

discretizaqlo mais refinada sob o elemento de sapata rigida, para 

o caso da soluqlo fundamental alternativa, poderia melhorar os 

resultados, porgm tal procedimento foge do objetivo primeiro deste 

trabalho, ficando para estudos posteriores. 

Para solicitaqdes de menor frequsncia, entretanto, os 

resultados de arnbas as formulaqdes estlo em perfeita sintonia, 

como 6 visto na figura 8.31. 

0.6 

10- 

f t  

0 4 
I \ 

C44 1 
----- Alternativa 

- 0 2  

Figura 8.31- Movimento vertical de uma sapata rigida solicitada 

por P ( t )  = 180 sen(13000t)kips 



@ interessante notar que o bom comportamento dos 

resultados obtidos, para uma discretizaq80 t8o pobre, do elemento 

de sapata rigida desenvolvido, se deve 2 posiqZo estratggica 

adotada para os pontos fontes (figura 8.26), que garante uma taxa 

de afastamento das ondas ponderadoras muito pr6ximas daquela 

gerada pela discretizaqZo usada por BESKOS e KARABALIS [721. 

Conclui-se, portanto, que o elemento de sapata rigida 

proposto aqui, pode ser usado corn seguranqa para fazer a ligaqZo 

entre o MEC e o MEF. 

Exemplo 8.4.2: 

Analisa-se o problema do exemplo 8.3.1, ilustrado pela 

figura 8.15, utilizando quatro discretizaq8es mistas MEC/MEF, 

mostradas na figura 8.32, 
-- ~ 

-. 

& - - - - - - - - - - a) Seis elementos de contorno 

lineares e um elemento 

finito At = 0,008s 

b) seis elementos de contorno 

quadrsticos e quatro elemen- 

tos finitos At = 0,008s. 

C) Dezoito elementos de contor- - - - - - . 
no quadrsticos e quatro ele- 

mentos finitos At = 0,004s. 

- - - 

- - - -  - - - d) Vinte e seis elementos de 
! 1 I ! I 1 

contorno e dez elementos fi- l~fi~,/-@,';#- P P tos At = 0,004s. 

4 1 2 0  1 
7 r 

Figura 8.32- Barra modelada por elementos finitos e elementos de 
contorno ligados atraves de sapata rigida, intervalos 
de tempo e discretiza~8es utilizadas 



Nas figuras 8.33a e 8.3333 mostram-se 0s deslocamentos 

longitudinais da extremidade livre obtidos para cada discretizaq80 

e comparados - com a resposta analitica. ~ ~ ~- -~ - ~p 

+ Discr .  a 
Discr. b 

Figura - - 8.33a- Deslocamento da extremidade livre, discretizaqdes a, 

T u(crn)  b, c 

- - - - - - - - - - 

Figura 8.33b- Deslocamento da extremidade livre, discretizaqzo d 

180 



Na figura 8.33 (a e b) observa-se a variaqZo dos 

resultados .3 medida que se melhora a discretizaqso. Nota-se que 

para este tipo de problema o grau de discretiza~Zo 6 muito 

importante. Para a primeira discretiza~zo, por exemplo, a onda 

gerada pela carga se reflete quase que integralmente na interface, 

pois encontra um meio, cujas restriqdes de deslocamento impostas 

pelas funq6es aproximadoras dos elementos o tornam externamente 

rigido. medida que se melhora a discretizaqso, obt6m-se uma 

resposta tamb6m melhor. 

Exemplo 8.4 .3 :  

Figura 8.34- Torre solicitada por carregamento siibito e ligada ao 

solo por meio de sapata rigida 

Analisa-se o movimento horizontal da extremidadk 

carregada da torre mostrada na figura 8.34. A intensidade e o 

comportamento temporal do carregamento sZo mostrados na figura 
- 

- - 

8.35. 
j> 

P - 
5 m  

, 
, 



Figura 8.35- Intensidade e comportamento temporal do carregamento. 

As propriedades fisicas dos meios envolvidos sZo dadas 

abaixo : 

Torre : 

8 E = 2 , 1 1 0  kN/m 2 

p = 6000 kg/m 3 

At = 0,2m 2 

I = 0,116666 m 4 

v = 0,o 

SHo assumidas as condiqaes de contorno relaxadas para o 

solo uZ3 =a3 =O. A discretizaqHo utilizada consiste em dez 

elementos finitos de barra para modelar a torre, e apenas um 

elemento de contorno para modelar o solo (tal como no exemplo 

8.4.1), figura 8.34. 



Compara-se, na figura 8.36, o resultado desta modelagem 

com o obtido utilizando-se apenas a discretizaqZo em elementos 

finitos, engastando-se a base da torre como no exemplo 8.2.1. 

I ---- MEF 

Figura 8.36- Deslocamento dinsmico e estiitico da extremidade 

solicitada da torre usando modelagens MEC/MEF e MEF. 

0s resultados obtidos estao totalmente de acordo com o 

esperado; os deslocamentos eststicos tambgm foram obtidos atravgs 

das discretizaqaes apresentadas. Como se v&, o primeiro e o 

segundo pic0 do deslocamento dinsrnico e o valor do deslocamento 

estiitico, para o modelo MEC/MEF, sao maiores do que os seus 

correlatos quando se usa apenas o MEF. Isto se d6 devido ao giro e 

ao deslocamento horizontal da sapata rigida. 'para o deslocamento 



estdtico, por exemplo, tem-se: 

'MEC/MEF = 'MEF + 'SAP + $SAP h~~~~~ 

onde 

UMEF = 0,675cm (deslocamento estdtico obtido pel0 MEF) 

USAp = 0,050cm (deslocamento estdtico horizontal da 

sapata) 

~SAP~TORRE = 0,280cm (giro est6tico da sapata pela 

altura da torre) 

'MEC/MEF = 1,005cm (Deslocamento est6tico obtido pela 

composiqao MEC/MEF) . 

Observa-se tamb6m um amortecimento no deslocamento da 

torre quando analisada pela junqZio MEC/MEF. Este efeito & chamado 

de amortecimento geomgtrico e 6 causado pelo solo; sua presenqa 

neste exemplo era totalmente esperada e demonstra como o MEC 

simula muito bem esta caracteristica do solo, sem a necessidade de 

hip6teses adicionais como se faz necess6rio em andlises 

semelhantes empregando-se apenas o MEF. 



Tres temas principais foram abordados neste trabalho, a 

saber, a solu@o fundamental alternativa, uma t6cnica geral de 

integraqzo de elementos singulares planos e o elemento de sapata 

rigida para liga@o entre meios formulados pel0 MEC e MEF. 

Procura-se neste capitulo, comentar suscintamente alguns dos 

aspectos mais importantes referentes a estes temas, bem como 

discorrer sobre futuros desenvolvimentos da formulaqzo geral 

proposta . 



9.2- S O L U ~ O  FUNDAMENTAL ALTERNATIVA 

No primeiro tema, soluq3.o fundamental alternativa, 

devem ser salientadas trSs vantagens principais, corn relaqzo 2s 

formulaq6es usuais. A primeira est6 relacionada com a eliminaqzo 

dos termos de velocidade, que derivam da convoluqZo temporal da 

soluqzo fundamental usual, e que inexistem quando se utiliza a 

solu~Zo fundamental alternativa. Tal procedimento permite que se 

utilize aproximaqzo constante das varizveis, para cada interval0 

de tempo, sem a necessidade de um algoritmo de apoio em diferenqas 

finitas como foi descrito no capitulo 5. 

A segunda vantagem da soluqBo fundamental alternativg 

est6 na reduqZo do niimero de constantes a serem calculadas e 

armazenadas por passo de tempo. Isto se d6 pois, na pr6tica usual, 

tern-se adotado aproximaqzo constante para o carregamento e linear 

para o deslocamento, como uma forma de nzo introduzir as 

inconsist6ncias da jd citada avaliaqzo dos termos de velocidade 

por diferenqas finitas. Neste tipo de aproximaqzo calculam-se trgs 

matrizes por passo de integraq3.0, j6 no caso da aproximaqZo 

constante, utilizando a soluqzo fundamental alternativa, 

necessita-se de apenas duas matrizes por passo de integraqso 

temporal. 

A terceira vantagem da soluqZo alternativa 6 que a 

utilizaq3.0 desta, gera frentes de onda com largura maior do que as 

geradas quando se utiliza a soluqzo fundamental usual, melhorando 

o desempenho numgrico da avaliaq3.0 das integrais envolvidas no 

processo. Neste ponto, pode-se iniciar um estudo comparativo de 

estabilidade e converggncia entre a formulaqZo usual e a 

alternativa. Deve-se observar ainda que entre a soluqzo 

fundamental alternativa e a chamada alternativa composta pode-se 

gerar indmeras outras a partir da funqZo de carga f(t) = (H(t+nAt) 

- H(t)) /nAt aplicada ao campo de deslocamentos geral de Stokes. 



0 process0 de integracZo singular apresentado nesta 

tese, elimina a necessidade de se recorrer A imposiqao de 

movimentos de corpo rigido, sobre o problema eststico, com o 

objetivo de se determinar os coeficientes da diagonal da matriz H. 

Apesar de se limitar ao caso de elementos quadrangulares planos, 

n2o 6 dificil a sua extens20 para elementos curvos. Al6m disso j6 

se aplica de imediato a quaisquer funqdes de forma que se adote 

para aproximar as varizveis, sem a necessidade de se separar 

termos singulares dos nZo singulares; o que nZo ocorre com os 

processos similares existentes na bibliografia. 

0 elemento de sapata rigida desenvolvido neste trabalho 

se associa diretamente a um elemento finito (barra ou casca), n3o 

havendo necessidade de se interferir diretamente no sistema 

num6rico global, como 6 feito na maioria dos processos de an6lise 

solo-fundaqdes-estruturas. Seu born desempenho se deve 5 

possibilidade de se localizar o ponto fonte do elemento de 

contorno associado a sapata em posiqses estratsgicas, que garantem 
uma ponderaqzo adequada dos movimentos e forqas de contato 

estudados. Neste sentido, sugere-se que em trabalhos subseqiientes, 

se faqa urn estudo que indique, com detalhes, quais as melhores 

posiq6es para o ponto fonte, dependendo da freqiisncia da 

solicitaq20 estudada. 

Outra caracteristica interessante do elemento de sapata 

rigida, assim como foi proposto, 6 que a simples superposiqZo de 
diversos elementos do mesmo tipo podem gerar ligacdes de formas 

mais complexas. Por exemplo, uma barra com propriedades 
4 geomstricas I = I = I3 = 500cm e At = 500cm2 pode se associar a 1 2 

uma caixa rigida pela superposi~Zo ilustrada na figura abaixo. 



Onde cada elemento de barra mostrado possui as seguintes 
4 propriedades geometricas: I = I = I3 = lOOcm e At = 100cm2 e 1 2 

al6m disso a caixa rfgida pode possuir massa pr6pria ou nSo. 

0 programa desenvolvido nesta tese trata de maneira 

indistinta sub-regides modeladas pel0 MEC ou pelo MEF, 

possibilitando assim a resolu~Fio de problemas que envolvam ao 

mesmo tempo vsrias edifica~des e diferentes subestratos de solo 

(meio elsstico), bem como barragens modeladas em parte pel0 MEC e 

em parte pel0 MEF. 

Conclui-se, de maneira geral, que a formula~Fio proposta 

nesta tese apresenta vantagens sobre as formula~des similares 

existentes, tanto em aspectos especificos quanto na generalidade 

de possfveis aplica~des. 
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