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RESUMO

O objetivo deste trabalho & apresentar uma formulagfo
pelo método dos elementos de contorno para placas sobre
fundag8o elastica tipo Winkler. Nesta formulag8o & utilizada
uma solugso fundamental que leva em considerag¢fo a fundagfo,
permitindo que as aproximag®es envolvidas sejam restritas
aos valores das varidveis de contorno. Para ilustrar a
eficiéncia da formulagfo, alguns exemplos numéricos s%o

apresentados e os resultados sfo comparados com os obtidos

analiticamente.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a boundary element
method formulation to analyse plates resting on Winkler-type
elastic foundations. The fundamental solution takes the
foundation into consideration and the approximations are
limited to the boundary variables. In order to illustrate
the efficiency of the formulation, some numerical examples
are presented and the results are compared with the

analytical solutions.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

A grande importancia de se poder analisar casos
arbitrarios de um determinado problema fisico faz dos méto-—
dos numéricos uma valiosa ferramenta de cidlculo, JA& que
frequentemente os métodos analfiticos de solugfio s8¢0 restri-
tos a casos particulares com geometria e condig¢des de
contorno simples. Um dos primeiros métodos numéricos desen-—
volvidos com esta finalidade, foi o Método das Diferengas
Finitas - M.D.F. [1] que, apesar de ter sido utilizado pela
primeira vez no inicio deste século por C. Runge, & até os
dias atuais adequado para a solugfo de diversos problemas de
engenharia.

O advento do computador, em meados deste século, e seu
progressivo desenvol vimento ampliaram a utilizag3o
dos métodos numéricos em larga escala. Destaca—-se neste
contexto, o Método dos Elementos Finitos - M.E.F. [2,3,41,
que atualmente encontra-se em um estigio de desenvolvimento
muito avangado, atingindo praticamente todos os campos da
engenharia.

O M.E.F, assim como o M.D.F., s#%c denominados "mé&todos
de dominio®, uma vez que aproximam a solug3o da equagio

diferencial que rege o problema fisico, utilizando valores



das varidveis basicas do problema, associadas a pontos do
dominio e do contorno do espago em anilise. |

Recentemente, o Método dos Elementos de Contorno -
M.E.C. - tem despertado um grande interesse de pesquisadores
de diversas A4reas, por apresentar, como caracteristica
principal, a diminuig8oc da dimens3c do problema, jA4 que as
aproxi mag®des envolvidas referem-se apenas ao contorno. Esta
redugdo dimensional traz, como principais vantagens, a
redugdo das aproximagdes, a simplificag3o dos dados de
entrada e a diminuigiio da 4rea de armazenamento de
informagdes necessiria no processamento.

A origem do M.E.C. est4 ligada & evoluglico dos esquemas
de resoluglio de equagdes integrais, j4 conhecidas h4d mnmuito
tempo. Segunde ELLIOT [531, em 1823, ABEL (6] deduziu uma
equag3o integral para resolver o problema chamado de pé&ndulo
isécrono. A partir de entf3o, surgiram outros estudos
envol vendo as equagdes integrais. Dentre eles, destacam—-se
BETTI [7] e SOMIGLIANA [8].

Avangos importantes neste campo foram dados por
VOLTERRA [10) e FREDHOLM {111, no estudo de problemas da
teoria do potencial. FREDHOLM apresentou a primeira teoria
classica das equagdes integrais com ndcleos definidos e
integraveis.

VArios trabalhos publicados por autores russos, como
MUSKHELISHVILI [12], MIKHLIN [13], SMIRNOV [14] e KUPRADZE
[15], abriram caminho para o uso das equagdes integrais na
resolug8o de problemas fisicos. E atribuida a KUPRADZE a
primeira formulag3o dos ditos métodos de contorno com a
utilizag3o do método indireto, onde a solu¢fo do problema é
obtida em termos de fontes ficticias aplicadas ao contorno,
que, apds a determinagl8io de seus valores, permitem o calculo
das varidveis fisicas do problema. Este método também foi
utilizado por outros pesquisadores, como MASSONET [168)] e
HESS [17]1 . Em 1963, JASWON [18] e SYMM [19], usaram as

varidvelis reais, além de manter uma fun¢Boc de tensio



auxiliar no equacionamento do problema elastico

bidimensional, sendo por isto chamado métode semi-direto.

RIZZ0 [20] foi o primeiro a propor a formulacfc direta
para o tratamento das equagdes integrais, onde as incégnitas
que aparecem nos integrandos sfo as varidveis fisicas do
problema. Somente com este trabalho, o tratamento das
equagdes integrais toma a forma de técnica numérica. Até
entdo, nenhum dos trabalhos citados tinha sido interpretado
como tal.

Seguindo a linha iniciada por RIZZO [20], vAirios outros
autores estenderam e aperfeigoaram o método proposto, entfo
denominado método das equagdes integrais de contorno.
Destacam-se os trabalhos de CRUSE (21,282,231, voltados a
problemas de elasticidade e de RIZZ0O & SHIPPY [24]1, onde ¢&
sugerido o uso de sub-regides para o tratamento de dominios
ndo-homogé&neos de problemas lineares. CRUSE & RIZZO [25)
apresentaram uma formulag8c do método para anilise de
problemas elastodinfimicos, usando transformadas de Laplace
com relag3io ao tempo.

A utilizac%o da formulag%c direta do método das
equagdes integrais de contorno na anilise de problemas nfo
lineares ¢ apresentada nos trabalhos de CRUSE & VAN BUREN
(261, que aplicam o© métodoe a um sélido tridimensional,
considerando a influéncia de um “crack®. SWEDLON & CRUSE
[27)] apresentam a formul ag%o para simular materiais
elastoplasticos, anisotrépicos e compressi{veis, considerando
ainda © encruamento na relag8o tensfo-deformagfo. Dando
prosseguimento a este trabalho, RICARDELLA [28] aplicou pela
primeira vez a formulagfc direta do método na analise
de problemas elastoplisticos. CRUSE [29] propds a adog8o de
elementos triangulares, com variag8o linear das variiveis de
problemas de sélidos tridimensionais.

A tese de LACHAT [30), voltada ac estudo de problemas
elasticos bi e tridimensionais, conseguiu dar uma,

generalizagfio ainda maior aoc método, dando uma enor me



contribuigfo ao desenvolvilmento dos chamados métodos de
contorno. Neste trabalho s%o utilizadas aproxi magdes de

ordem superier, com auxi{lio de representag®es paramétricas
dos elementos de superficie e das fungdes aproximadoras dos
deslocamentos e forgas de superficie. As integrais s%o
calculadas numericamente, através da quadratura gaussiana, e
a2 técnica das sub-regides & proposta como recurso para
facilitar na resclugfo do sistema final de equagdes.

Com este trabalho, torna-se evidente a interpretagfo
das técnicas de resolugfio das equagdes integrais como método
numérico. Somente em 1978, com o trabalho de BREBBIA [311,
esta interpretagfio fica demonstrada. Neste trabalho o autor
formula as equag®es integrais a partir do métode dos
resfiduos ponderados, permitindo também a combinag8o entre o
método, que passa a ser denominado “M&todo dos Elementos de
Contorno®, com outras técnicas numéricas.

A partir deste trabalho, o M.E.C. passa a ser
largamente difundido em diversos centros importantes de

pPesquisa, ganhando novas Areas de estudos em problemas de

engenharia, tais como: plasticidade; viscoplasticidade;
viscoelasticidade; nZ%o-linearidade fisica; mecinica da
fratura; mecanica das rochas e dos solos; adensamento;

percolaglo e efeitos dinamicos; vibrag8es; propagagf%o de
ondas; radiag8o; actstica; Placas; cascas; concentracg®es de
tens3o; interacgfo solo-estrutura, fluido-estrutura e
acustica-estrutura; combinag%c com outros métodos numéricos
e outros.

A aplicagco do métode das equagdes integrais: - de
contorno na andlise de flex%o de pPlacas teve, como marco
inicial, o trabalho de JASWON et alii [32], que propés a
solugdo, via equag8o integral, da equa¢8o bi-harménica,
aplicando—-a posteriormente, para a resclug3o de placas.
HANSEN [33] propés uma formulac%oc direta para a anilise de
placas infinitas com furos de contorno nZ%o carregados,

utilizando a equag8o integral do deslocamentoe tranversal e



de sua derivada direcional. Em 1978, ALTIERO & SIKARSKIE
[34] apresentaram uma formulagdo indireta para anAlise de

placas engastadas , onde a placa real era considerada como
sendo contida numa Placa ficticia de fung8o de Green

conhecida. Posteriormente WU & ALTIERO ([35] estenderam a
formulag%o para placas com condi ¢des de contorno
arbitrarias. Um trabalhe similar foi apresentado por
TOTTENHAN [36] para anslise de cascas abatidas. .

BEZINE [([37,38] e STERN [39, 40) desenvol veram a
formulag80c direta pPara placas finitas com condi¢®des de
contorno arbitririas.

Subsequentemente, contribui¢®des diversas em problemas
de placas foram dadas. BEZINE [413] propés uma formulac¢Sfo
mista, envolvendo o contorno e © dominio, para a anilise de
vibrag®es. KAMIYA (423 utilizou o método para placas
sujeitas a efeitos de temperatura. TANAKA [43] e KAMIYA [44]
apresentaram uma formulag3c para placas com grandes
deslocamentos. VAN DER WEEEN [ 45] propés uma formulagfo para
a andlise de placas espessas, baseado na teoria de REISSNER
[46]1. COSTA & BREBBIA [47] e BEZINE [481, analisaram a
instabilidade de placas. MORJARIA [49)] desenvolveu uma
formulag3o para a anilise da n3o-linearidade fisica.

A anidlise de placas sobre fundaglo elAstica, através
das equagdes integrais, teve como precursor TOTTENHAN [36]
em 1979. Em 1984, KATSIKADELIS & ARMENAKAS [50,51]
apresentaram uma formul ag%o para Placas apoiadas no contorno
sobre fundag3o elAstica tipo WINKLER [52), utilizande
solug83o fundamental prépria. Posteriormente, COSTA & BREBBI A
[53,584,55] estenderam a formulag¢%o para casos de placas com
vincula¢®es arbitrarias.

No trabalho de SILVA [56] & apresentada uma formulacfo
onde & utilizgda uma solugfo fundamental que n3do leva em
consideragfo a fundag8o, recaindo em uma integral de
domfnio, correspondente A reagido da fundag¢8o. Esta integral

de dominio de densidade desconhecida & entSfo aproximada em



termos de valores em pontos do dominio e do contorno,
através‘do uso de células e do processo da reciprocidade
dual. Neste trabalho foli conslderado inclusive o
comportamento n3o-linear da fundagfo.

Nesta mesma 1linha, CALDERON [57]) apresentou uma
formulag3o, utilizando uma fung8o adequada para a

aproxima¢8c da densidade da integral de dominio, que
permitiu sua transformag8c em integral de contorno, através
de sucessivas integrag®es por partes. Esta alternativa foi
inicialmente proposta por VENTURINI ([58] e pode ser
utilizada em qualquer outro problema que apresente integral
de dominio de densidade desconhecida.

O objetivo do presente trabalho & apresentar uma
formulaglo pelo M.E.C. para a anilise de placas sobre
fundag8io elastica tipo Winkler, utilizando uma solug8o
fundamental que leva em considera¢3o o efeito da fundagfo.

A principal caracteristica desta formulagfo é a
limitag3c das aproximag®es envolvidas &s variaveis de
contorno, proporcionando, desta forma, todas a vantagens
of erecidas pela diminui¢3o da dimensfio do problema.

No capitulec II deste trabalho, ¢ apresentada uma revi-
s80 da teoria de placas, segundo a teoria de KIRCHHOFF [59]
e s8o obtidas as express®es dos esforgos em fungfc do deslo-
camento transversal, w, em coordenadas cartesianas e pola-
res. Em seguida, s%oc determinadas as express®es dos esforgos
e deslocamentos correspondentes A solug3o fundamental.

A partir do método dos resfiduos ponderados, no capftulo
IITI s3o desenvolvidas duas equag®es integrais de placas,
correspondentes as representag®es integrais do deslocamento
transversal e de sua derivada direcional, éw-/8m, para pontos
do dominio e do contorno.

O capitulo IV & dedicado & aplicagic do Método dos
Elementos de Contorno, que consiste na divi¢%o do contorno
em segmentos, denominados elementos de contorno, sobre os

quals as vari&veis de contorno sfo aproximadas por fun¢des



interpoladoras sobre pontos Cnés) previamente escolhidos do

elemento. Desta forma, as equag®es integrais podem ser
discretizadas, passando a ser equagdes algébricas,
relacionando esforgos e deslocamentos nodais do contorno,
Escrevendo-se as equag¢®es para um ndmero adequado de pontos
tomados no contorno da placa, obtém-se um sistema de
equagdes que, apbds a imposig¢8o das condigdes de contorno e
sua resolu¢fo, fornece os deslocamentos e esforgos
incégnitos do contorno. A partir da representagio integral
do deslocamento transversal de um ponto interno, escrita na
forma discretizada, e de suas derivadas, s8%o obtidos os
deslocamentos e esforgos de pontos internos. Neste capitulo
também €& apresentada a transformagf%c das integrais de
dominio em integrais de contorno.

O capftulo V & destinado 2 avaliag8o da formulaglo
apresentada. S%o obtidos resultados pela formulagfo para
placas com diversos tipos de geometria e condi¢®es de
contorno e , quando possivel, estes resul tados s8o

comparados com os obtidos analiticamente.



CAPITULO II

FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS DELGADAS

2.1 - INTRODUCAO

Define-se como placa o elemento estrutural limitado por
duas superficies planas, sendo admissiveis casos de pequena
curvatura. A distancia entre estas duas superficies,
denominada espessura, & pequena quando comparada as demais
dimens®es do elemento, caracterizando a placa como um
elemento de superficie. A superficie equidistante as duas
superficies que definem a placa & denominado de superficie
ou plano médio da placa. O carregamento & sempre transversal
ao plano médio, podendo estar combinadeo com outro
carregamento contido neste plano.

Pode-se classificar a placa de acordo com as
propriedades do material que a constitui. Desta forma uma

placa pode ser:

a) anisétropa: com propriedades diferentes em qual quer
diregio;

b) ortétropa: com propriedades diferentes em duas direg¢des
ortogonais;

¢d isétropa: quando as propriedades s%o iguais em todas as

direg¢des.



Pode-se também f:lassificar a placa de acorde com sua
espessura, podendo ser: muito delgada, delgada ou espessa.

Neste trabalho serfo estudados somente casos de placas
delgadas e isétropas submetidas a carregamentos transversais

e ortogonais ao plano médio.

2.2 - HIPOTESES BASICAS

Definido o elemento estrutural a ser estudado no item
2.1, s3o necessirias as seguintes hipéteses para que seja
possivel se escreverem as equag®es diferenciais bisicas das

placas delgadas:

1 - a placa é constituida de material eliAstico linear;

2 -~ os deslocamentos transversais s%o pequenocs quando compa-—
rados com a espessura "t* da placa;

3 - n¥c h& deforma¢des no plano médio da placa;

4 - os pontos situados inicialmente em uma normal ao plano
médio permanecem, apés a flex%0c, em uma normal 2 sua
superficie elastica, que é o planc médio da placa;

5 - as tensdes normais atuantes na direc%o transversal

h placa s3o despreziveis.
2.3 - RELAGOBES BASICAS PARA PLACAS ISOTROPAS

2.3.1 - Deslocamentos

X1

X2

F———— = “

FIG. 2.1 - Sistema de referéncia scbre a placa.
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O deslocamento de um ponto qualquer da placa fletida,
pode ser escrito através de componentes u, u, eu, segundo
as diregdes X X & X, respectivamente, dados pelo sistema
cartesiano ilustrado na figura 2.1, onde o plano X, X, do
sistema coincide com ¢ plano médio da placa.

No caso de placas delgadas, pode-se considerar que o

deslocamento transversal u, & o préprio deslocamento

transversal do plano médio da placa , ocu seja:

u=wilx,x)D
] 1 "2

onde a fungfo w(xi,Xé) representa os deslocamentos transver-—
sals do plano médio.

Tomando -se a seg3o transversal paralela ao plano xi—
X, de um elemento de placa (fig. 2.2), nota-se que num dado
ponto "p", a superficie média sofre, apés a flex%c, uma
rotag8o dada por W

Considerando-se que n%c hi deformag¢fc no plano médio da
placa ¢32 hipétesed, e que os pontos permanecem na mesma
normal ac planco médio apés a flexHo cal hipétesed,
conclui -se que um ponto “p”, de coordenada Xgs sofre um

deslocamento segundo a direcgfo x; dado por:

Analogamente, obtém-se para a outra direcSfo:

Na forma geral, pode—-se escrever:

U, = —X_ W, i=1,2d ...C2.1>
] i

t



Xy

FIG. 2.2 - Posigdes inicial e final da segfio tranversal

paralela a x =X de um elemento de placa.

2. 3.2 - Deformagdes

Considere—-se agora a figura 2.3.a onde & mostrada a
lAmina de placa “abcd", paralela ao plano médioc a uma dis-—
tancia X, deste, cujos lados "ab" e "dc" s#%oc paralelos ao
eixo X » enquantoc os lados "ad" e "be' paralelos a X,

Considerando—se apenas pedquenos deslocamentos na placa,

o elemento indeformado abed, apds a flex8io da placa, ganhara

a nova forma, dada pelos pontos a’, b’, ¢’ e d° (fig.
2.3.bd.
dx
wa
ot i
l
1 ____.__;:
Vd ! //
e | I iy

7
L’
X3 a 7




xz‘

" b)
U2'1dx1
i .
. I I d
¢ b b a
l dX1 l u1=ul+ ul.l dxl
| 1 1
i

X,

FIG. 2.3 —~ Posigdes inicial e final da lamina de placa
“abecd™.

Considerando-se que o deslocamento do ponto *a* seja

(-} a
:dado pelas componentes u1 e u, os deslocamentos dos pontos

"b" e "d" ser3o dados por:

b a

u = u + u dx
1 1 1,1
b a

u = u + u dx
2 2 2,4
d a

u = u +u dx
1 1 1,2
- a

u =u + u dx
2 2 2,2

Como se trata de pequenos deslocamentos, a deformag3o

relativa na direg3o x, fica dada por:



e na diregfo xé por:

A semi-variagfo do angulo reto, formado pelos lados

“ab®” e "ad", fica dada por:

£ = g = Cu + u J2/2
12 24 1,2 2,1

Na forma geral, conclui-se que:

£ =Cu  +u d2 Ci,§=1,2) -.-C2.3
1) ) Jor

Levando-se (2.1 em (2.2), chega-se A relag3o entre as

deforma¢cdes e os deslocamentos transversais:

£ .= =X w'U Ci,j=1,2 ... 2.3

2.3.3 - Tensdes

Como as tens®es relativas A direg¢fo normal ao plano da
placa s30c consideradas despreziveis, a lei de Hoocke que

relaciona tens®es e deformagdes & dada por:
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i i 1 -5 %k 61J i, J,k=1,2 o204
sendo:
6 = E

T T2 1w

onde:

E: médulo de elasticidade longitudinal;
G: médulo de elasticidade transversal;

v: coeficiente de Poisson.

Levando-se (2.3 em (2.4), chega-se a:

E x
A -——: [u.w,kk &t 10D W, ] 2.5
C1i-v™D
Ci,J. k=t,2

2. 3.4 - Esforgos

Os esforgos podem ser obtidos através das resultantes
das componentes de tensfioc que atuam em um elemento de placa.
Para isso, considere-se (o] el emento de placa
representado na figura 2.4.a, onde sfo mostradas as

componentes de tensfo atuantes, au :
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k |
f . '
Oa 10, . i
S G l Oi2| |1/2
-T2z o 3 Xa
\\\\\__________._1_‘_—- e
"9/@ %
% a ql t/2 Xy
12 B
A 1
m[‘ dxz 1

{a) (b)

FIG. 2.4 - Tensdes e esforgos atuantes em um elemento de

placa.

Os esforgos por unidade de comprimento, representados
pela figura 2.4.b, serfo dados pelas seguintes integrais

sobre a espessura de placa:

m = J o, . x dx i, j=1,2> 2.6
ij 8

q = J' o 4 9%, Ci=1,2 2.7

Substituindo-se (2.8 em ((2.68) e efetuando-se a
integracfo, obtém-se as equagdes dos momentos em termos dos

deslocamentos transversais:

m L, = —D [ v ow, S+ C1-vd> w, . ] 2.8
kk i)

vl il
Ci,j,k=1,20



com:
- )
Et
D = —s
1ac1-»™

Por envolverem tens®es atuantes na direg8o normal ao

plano da placa, as cortantes q;» serfio expressas em fung8o
dos deslocamentos transversais a partir das equagdes de

equilibrio do elemento, como seri visto no préximo item.

2.3.5 - Equag3o diferencial de placas

Considere-se o elemento de placa da figura 2.5, onde
est8o indicados os momentos, as cortantes e o carregamento

distribuido atuantes socbre o elemento.

my+mn dxl
M2+ Myza dXxy

——&‘li"""'_i\ Xy

Q)+ G, dx],

N _____l____ -\
\ q2 \\\\ mzz"’mzudXz
m 9 NN\
22 \ \\\ Xz
\ Mpy+ M2y 2 dxa
may \\ qQ R AL
\\ m{Z 1 \“\‘ q,+ qZ,deZ
\ N N\
R (5 1 VRN
\

N
~
\ My,

FIG. 2.5 - Elemento de placa

As equagdes de equilibrioc de forgas verticais e de

momentos em torno dos eixos x1 e xz, fornecem:
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q . +g =0 2.9

ci,j=1,2
m -q. =0 2.10

A partir da equagtes (2.10) e (2.8), pode=ce apeepavap
as cortantes qjem fungcdo dos declocamentas transversais:

q. =~ Dw, ; Cisk=1.2D> c2.11>

Substituindo-se (2.11) em (2.9, chega-se a equagfo
diferencial de placas, envolvendo apenas os deslocamentos

transversais:

w’kku = gD Ck,1=1,2&>

que, reescrita usando-se o operador de Laplace dado por:

fica:

YVw gD . a.12>

E possivel também, obter-se a equaglo diferencial de
placas em termos dos momentos, a partir das equagdes de

equilibrio (2.89) e (2.10), chegandc-se a:

+g =0 Ci,j=1,2 C2.13

iy 1§



2.3.06 - Esforgos segundo um sistema genérico de coordenadas

(n, s).

Conhecidas as componentes do tensor de momentos referi-
dos as diregles X € X ¢ possivel obter—se as componentes
deste tensor, escritas em relacdo a um sistema genérico de

coordenadas n e s.
Para isso, considere-se o elemento de placa “abe'" (fig.
2.6.ad, paralelo ao plano médio da placa e distanciado de

Xg» deste plano.

o;,‘_] P1

x2"

FIG. 2.6 - Componentes de tensfo no elemento de placa "abce®
e os respectivos esforgos resultantes.
Uma vez conhecidas as componentes de tensfo o, , as

ij
(1]

ac', (fig.

componentes P_t da tens3o que atua no lado

2.6.b), podem ser obtidas a partir das condigdes de
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equilibrio do elemento, chegando-se a:

P = o, n, Ci,j=1,2 c2.14>

onde n‘i representa os cossenos diretores da normal ao plano

llacll.

Escrevendo-se a tensf%o atuante em "ac" em coordenadas
relativas As direg®es normal, n, e tangencial, s, ao lado
‘ac", obtém-se:
o =P n, c2.15. ad
n T T

Ci=1,2

o =P s, C2.15.bD

onde n es, representam os cossenos diretores de n e s,
respectivamente.

Os momentos m e m atuantes na face “ac" Cfig.
2.6.c), podem ser obtidos através da integragfo das tens&es

o e o sobre a espessura da placa, ou seja:
n

+t/2
m = J' o x dx ca.16. ad
n n 3 3

-tr2
m = Ia x dx C2.16. b
a 3

Em vista de (2.15), (2.14) e C2.6), as integrais dadas
em (2.16) ficam:
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m =m._n n, C2.17.2ad

m =m. n s, €2.17.bd

Assim como os momentos, a cortante atuante na face "ac
do elemento pode ser relacionada com as cortantes q,»

relativas aos eixos x e x Cfig. 2.7>.

X2
X3

FIG. 2.7 - Forgas cortantes atuantes no elemento de placa

Ilabc [ 1} .

Fazendo-se o equilibrio de forgas verticais sobre o

elemento, chega-se a:

q =4qg. n c2.18d

2.3.7 — Cortante equivalente

Para a soluglio da equag3o diferencial de placas (2.12D
é necessario que sejam satisfeitas as condig¢®es de contorno
do problema. Nos problemas usuais, as condig®es de contorno

s8o referentes ao deslocamento transversal do planoe médio,
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w, h gua derivada, dwsdn, e aos esforcos m, M e Q dos
pontos do contorno da placa, segundo diregdes normal €
tangencial a borda (fig. 2.6.¢ e &, 72,

Entretanto, Kirchoff [60] demonstrou que as condig¢es de
contorno relativas 4 cortante, qn, e ao momento volvente

m podem ser agrupadas em uma Unica condigfo, relativa a

um esfor¢o denominado cortante equivalente, Yn.

Considere-se um ponto "p" pertencente ao contorno de uma
placa, sobre o qual se define um sistema cartesiano én.s).
direg%o normal e tangencial ao contorno, respectivamente, e
adjacentes a este ponto, considerem-se 2 elementos

infinitesimais de comprimento ds (fig. 2.8.a).

Mps ds mns

—]

b) ’ c)

—

-~— if":;HnT,.;- Mns

/ Mps+ 3Mng ds

Mns+ AMns 4o a5

a) as d)

FIG. 2.8 - Sistema de referé&ncia (n,s) e momentos volventes

atuantes no contorno da placa.

Sobre um elemento infinitesimal de contorno, de
comprimento ds, atua um momento volvente resul tante dadeo por
lmwds (fig. 2.8.b), que pode ser considerado como sendo
resultante de um binario de forgas de intensidade
mns.aplicadas nas extremidades do elemento <fig. 2.8.c).
Tomando-se dois elementos consecutivos, como mostra a figura
2.8.d, verifica-se que na jung8o dos elementos existe uma

resultante de forgas, dada por Camhg/as)ds. A soma desta
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forga com a cortante que atua ne pente “p“, q ds, resulta em
n
uma cortante equivalente, ¢yja intensidade por unidade de

comprimento & dada por:

V =q + — C2.19)

2.4 - EQUACSES DE PLACAS EM COORDENADAS POLARES

Para a maior facilidade na anilise da solugio
fundamental de placas, & conveniente que a equagio
diferencial, assim como as equag®es de esforgos obtidas
anteriormente, estejam referidas a um sistema de

coordenadas polares.

Para isso, consideram-se os sistemas de coordenadas
cartesianas e polares definidas sobre o plano da placa
Cfigura 2.9), onde r é o vetor posig%c do ponto "p", © & o
adngulo que r faz com o semi-eixo positivo x e t € o versor

correspondente &4 dire¢3o perpendicular a r.

Xl ‘ N
? Pl xy,x3) _
: o = 0P

r t

R

FIG. 2.9 - Sistemas de coordenadas cartesianas e polares

sobre o plano da placa.

A relag3o direta entre coordenadas polares e cartesianas

é dada por:
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r cos(ed ‘ C2.20. ad

b
1l
=
]

r senCéd (2.20.bD

X
0
ﬂ
]

A partir de (2.20), obtém-se a relacfo inversa entre as

coordenadas:
2
r =r. r, 2.21.ad>
v 1
e = arctangCrz/r1) ca2.21.b>

Com as relagdes entre os sistemas cartesiano e polar

definidas em (2.20) e (2.21), & possivel chegar-se a:

r, = r1/r = cos(8) ca.22. ad
r,, = rz/r = sen(6d ca.22.bd
6,1 = -r_r? = - senC&.r (2.83. ad
8., = r /v = costedr c2.23.bd

Derivando-se as equagdes (2.22) em relag%o a © e as

equagdes (2.83) em relag8o a r, obtém-se:

8r,1/ae = —~ sen(6d C2.24. ad
or, /90 = cos(e Cc2.24.bd
80, sor = senCOdr? C2.85. ad

= - cosCO .12 2. 25. bd

a8, /or
2
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Os cossenos diretores correspondentes aoc versor &,

ortogonal a r, s#o dados por:

t = =-p, - gsen(&d (2.28.a)

1 2

cos(8a) c2.26.bd

t = r,
2 1

Em vista de (2.26), as equagdes (2.23), (2,84) e (2.8

podem ser reescritas da seguinte forma:

8, =t r c2.27
v L

ar, 90 = t, c2.28d

96, sor = - ti/rz c2.29

Tomando-se a -fungfo dos deslocamentos transversais w,
escrita segundo as varidveis r e 9, a derivada de w(r,e) em

relaglo a xjfica dada por:
_ Ow w
W, = -8? r, + 'a-g e, 2. 30

A partir de (2.300, pode-se definir o] oper ador

diferencial de primeira ordem:

r, + 9 e, . C2.313

Aplicando-se ¢ operador definido em (2.31) sobre a

equaglo (2.30>, chega-se a:
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— a 4 ow - ow
W...- [ar r.. +?‘§e.j] [‘?ar—:'r.j+—ebj] Ca.sa)

e,. 6, D 2.33

Em alguns casos, em particular no caso do problema
fundamental de placas descrito adiante, o problema apresenta
simetria com relag8o a origem do sistema de coordenadas
polares, ou seja, o deslocamento vertical w de um ponto da
placa depende exclusivamente da distincia r que este ponto
esti da origem.

Para estes casos de simetria, a equagfio (2.33) pode ser
reescrita de forma simplificada, uma vez que w & constante

com relag8o ao Angulo €, obtendo-se:

)
£

[ ig, .L] 2. 34D

-
G

N
-
L

Observando—-se as igualdades (2.270 e ((2.28), pode-se
definir o operador diferencial de segunda ordem a partir de
(2. 34D, obtendo-se:
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=[ ¢r,, r, D — + —i—ct,th) g— ] ce. 35
LI | 2 r i §j dr

Usando-se Iindice repetido em (2.35) e lembrando-se que

ry T, = 1, chega-se ao operador de Laplace em

AL
coordenadas polares, dado por:

2 2

? [d 1'd]
V=0 = —_— 2. 36>
axkaxk dr r dr
Portanto, para problemas simétricos, a equagio

diferencial de placas (2.12) escrita em coordenadas polares

ficara:

d 1 d d'w 1 dw
WW‘:[—"‘——"][ +-——--—]=——— 2.37>
drz r dr drz r dr D
que, apds as derivagdes, torna-se:
4 8 2 g
ow = 4%, 2 dw _ 1 dw 1 dw _ 2. 38
4 r | 2 2 8 dr D
dr dr r dr r

Assim como a equagdo diferencial de placas, as = equa¢des
de esforgos podem também ser escritas em coordenadas

polares.
Utilizando-se os operadores diferenciais (2.35) e (2.36)

nas equagdes de momentos (2.8), deduz-se:

2 -
m,,=~D{d“' &5 . v + C1-vD c:~,,:~._>]+
ij ar2 L 4 i j
P A B R A T ] } c2. 30
r dr | i) ]
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Através dos operadores (2.31) e (2.38) pode-se obter a
Seguinte derivada de terceira ordem:

3

ek T Ty [d‘;’+ ; d;’— 129ﬁ] ca. 40>
dr dr r dr

Substituindo-se (2.40) na equagfo das cortantes (2.11)D,

obtém—-se:

q_=-—Dr.,[d:+ i d‘:— 121‘!] c2. 41>
v v dr dr r- dr

Obtidas as equag¢®es dos momentos n%j e das cortantes q,
em coordenadas polares , & possivel agora deduzir as

expressdes dos momentos e cortante de um ponto pertencente
ao contorno da placa, em coordenadas polares.

Substituindo-se (2.39) em C2.17) e C2.410 enm a2.18>,

deduz—-se:

d2 2
m =—D{ “’[v+c1—v> Cr.,n,>]+
n drz L .

+ 1 ‘E[u + C1-) Cr.,s,)z] } cz. 42>
r dr i
a®w 1 dw
m = -Ddi-vI> Cr,. n. D> Cr, . .0 [ - ] C2.43D
ns i i i 3 2 r dr
dr
k] 2
g =-DCr,. n,. D [d:+id;”— 12 d—“’] C2. 44D
n t v dr dr r dr
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Para se obter a equag%c da cortante equivalente .Vn.
definida em C2.19), em coordenadas polares, & necessirio
obter primeiramente a derivada de m _ em relacio a direcio

Ss.

Considere a figura 2.10, onde & mostrado um ponto
genérico "P", pertencente ao contorno, sobre o qual se

define um slstema de referdncia (n,s), respectivamente,
dire¢gdes normal e tangencial ao contorno. _
Considerando-se que o ponto “P" estA inserido num
sistema de coordenadas polares, sua posi¢8c fica definda
pelo &ngulo € e pela distincia r, dada pelo médulo de vetor
posigdo, r. Na figura, s%0 mostrados também o vetor t,
associado & direg3o normal a r, e o A&ngulo 3 entre as

direg¢des do vetor posigfo r e a normal n.

1 s

s
| contorno da placa

o —

X2

FIG. 2.10 - Ponto "P" do contornoc da placa e os respectivos

vetores n e s.

Os produtos escalares envolvidos na equagﬁo'de m_ s dada
em (2.43), podem ser expressos em fungfio do A&ngulo (3, da

seguinte forma:

cosC@3D C2.45. ad

il’
2
il

cosCr/2+3> = -sen(3 (2.45.bD

~
1]
i
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com isto, a equagfio de»n%s. dada em (2.43), fica:

2
d'w 1 dw
m_ =D C(1-1) cos( sen( [ - ] (2.48)
ns 2 r dr
dr
e sua derivada em relagfo A direg8o s seri dada por:
re _ Mra op , e or 2. 47>
as a3 os dr 8s :
Sabe~se que:
ar —3 —1 —
3= -, s, = senl 3D 2.48
e
3 _ 1 cos(3
3 - B = 2. 49D

onde R € © raio de curvatura do contorno no ponto "P"
(fig.2.100.

Obtendo-se- as derivadas amng/aﬁ e 6mh;/0r a partir de
(2.46> e substituindo-as, juntamente com os valores dados em

(2.48> e (2.49), na equaglo (2.47)., deduz-se:

a®w 1 d*w 1 dw

D2 = D C1-u) cos(@ [senCﬁ) [— - + __] +

dr3 r drz rz dr

2 r dr

4 sen®¢ -1 [dzw 1 dw] ] .
dr
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+ 9—%—"’)— [1 - 2 sen2(@] [d w_ 1 d‘”) cz. 500
drz r dr

Introduzindo-se na equagfio (2.19) os valores de q e de

&mﬁ/&s. dados em (2.44) e (2.50), chega-se finalmente a:

-
Vn= - D C1-v Cr.i nib { (s, r.,)z 1 ] [ d w +

+ r - —J +
dr rz dr
1 - 4Cs. r, D é 2
+ i i [ dw 1 9!] }
r ar? r r
2
+ BEI 1 s es r, 32 [9—-— —1--"—"’] 2. 51>
R i i drz r dr

Além dos esforgos de contorno, € necessirio obter-se a
expressic de dw/dn, em coordenadas polares.
Lembrando-se que, para casos simétricos, w & fungfo

apenas de r, sua derivada direcional & dada por:

ow _ dw or
a - ar an ¢a.5&
Como dr-dn = Cnirni). a equag8o (2.52) fica:
ow _ dw
—a; = Cni_ r,iD F c2.83D
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2.5 - PLACAS SOBRE FUNDACAO ELAéTICA

Até agora, toda a formulagl3io fol feita para o problema de
flexfo de placas que nfio interagem com o sole.

Naa bfoblemas em que a placa se encontra sobre o solo,

como nos casos de pavimentos rfgidos, radiers ou sapatas

flexiveis, a2 reagio do 26la sakre 2 placa deve ser
considerada. »

Neste trabalho, ser4 assumido que o© solo segue o
comportamento dado pelc modelo de Winkler, no qual a reagio
do solo se d4 através de uma pressfo g°, exercida sobre a
superficie da placa, de intensidade proporcional ao

deslocamento vertical w, ou seja:

g’ = -Kw 2. 54

onde K € o médulo da fundag8c, expresso em unidade de
press3o por unidade de comprimento. O wvalor de K esta

associado ao tipo de solo, podendo variar entre 85 e 150

MN/ma.

A equaglio diferencial de placas sobre fundagfo elastica
pode entdo ser obtida a partir da equac8oc diferencial
(2.12), somando-se ao carregamento transversal,g, a parcela

correspondente A reagfo do solo, dada em (2.54), obtendo—se:

VWw = Cg — K w/D 2. 85>

2.6 - SOLUGAO FUNDAMENTAL DE PLACAS SOBRE FUNDAGAO ELASTICA

Define-se como problema fundamental, o case particular
de uma placa de dominio infinito, denominado dominio
fundamental, sujeita a uma carga transversal uniti&ria em um
ponto "qg'" deste dominio.

Pode-se definir este carregamento através da
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distribuig3o delta de Dirac, fazendo-se:
g = 6Cq,p> 2.56)

onde "q" & o ponto de carregamento e "p" & um ponto qualquer

do dominio fundamental.
A distribuigsio delta de Dirac apresenta as seguintes

propriedades:
6Cq,p> = 0O para‘ p Zq 2.857.ad
&Cq,p) = © para P =q ca2.87.bd)
e
I ¢Cpd 6Cq, pd de = ¢Cqgd c2.58>
0

o

onde ¢ ¢ uma fun¢gfo continua qualquer.

Da equaglio (2.58), conclui-se que:

I &Cq. pd de =1

Q
o

ou seja, a resultante do carregamento, definido pela
distribuig¢dio delta de Dirac sobre o dominio fundamental, &
uma forga unitaria aplicada no ponto "q", como era esperado.

Neste caso particular, a equag8c diferencial de placas

sobre fundagfio elidstica, dada em (2.55), fica dada por:

D VWw + K w = &Cq, pd c2.859
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3¢
Deve-se ter como solugfo fundamental, uma fungfo w que

satisfaga a equag8o diferencial (2.59), para todos os pontos
do dominio, com exceg3o do ponto de carregamento "q", ou

seja:

%

VW + 55-‘1 = 0 | C2.60)

Tomando—-se um sistema de coordenadas polares com origem
no ponto "q" (fig. 2.11id,recai-se num problema com simetria
em relag8oc 4 origem do sistema, tornando-se possivel a
utilizag8io da formulag8o feita para tais casos no item

anterior.

Dominio infinito

FIG. 2.11 - Pontos de carregamento "q" e de deslocamentos

l'pll.

A equag8o (2.60) escrita em coordenadas polares fica

Cver equagloc 2.38).

.« 8, w1 dw, Kw
d w 2 dw 1 v . W X ¥ _o C2.61)
r 3 2 2 2 dr D
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Efetuando-se a seguinte mudanga de variavel:

e
r = T (2.862. ad
X
com:
A = KD c2.62.bd

a equagdo diferencial (2.612> fica:

a*w a®w azw dw
¢ “’+ap’—;’—2 Z+pa!-+p4w=0 2. 63
dp dp d
cuja solug8o & dada por
3
w = C1 berCpd + Cz beiCpd + Ca keiCpd + C‘ kerCpd c2.64D

onde ber, bei, ker e kei s3o fung®es de Kelvin de ordem O
Cver apéndiced e Ci,Cz,C9 e C4 s3c constantes.

As primeiras duas fungdes de 2. 64D crescem
indefinidamente com o aumento de argumento, e a fun¢3o ker
torna-se infinitamente grande na origem, permitindo-se
concluir que, para que (2.64) seja soluglo de problema de

placas, deve-se ter:
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Desta forma, a solugfo (2.64) fica reduzida a:

€

w =& kellpd 2.65)
Considere-se um circulo de raio r em torno do ponto de

carregamento "q", como mostra a figura 2.12, onde estfo

representadas a cortante equivalente V atuante no contorno
n

e a resultante G; da reagfio do solo sobre a placa.

a)

FIG. 2.12 - Forgas verticais atuantes no circulo de raio r

em torno do ponto q.

A condig8o de equilibrio de forgas verticais sobre o

elemento fornece a relacfo:

Vn 2rnr +1 -6 =0 2. 66>

Reescrevendo-se a equagfo de V;, dada em (2.51), em
fung3o da varidvel p, e como o angulo 3 é nulo para todos os

pontos do contorno da circunferéncia, chega-se a:

2.867>

d®w. 1 d®w. 1 dw
v=—Dx3/‘[ o+ = - 25;1]
de” p dp P
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€
Substituinde-se em (2.87), w, por sua express8o0 dada em
(2.68%, e considerando-se as relagdes diferenciais entre as

fungles de Kelvin dadas em ¢A.8Y, chega-se a:

v = -D A.3/4

n

C8 ker’Cpd 2. 68>

A parcela (i‘i » relativa a reagdio do solo, & dada pela

seguinte integral sobre a superficie circular:

*
G = I K w dﬁ; (2.69

dSUc=r.d6.dre

FIG. 2.13 - Elemento de superficie do circulo.

Considerando-se a figura 2.13, o elemento da superficie

do circulo fica dado por:

dQ =r dé dr a. 70>
e e

[~

Fazendo-se a mudanga de variivel indicada em ¢2.70) na

equagdo (2.69), obtém-se:



r an r
G“:KI Jw*rcdeqrc=xanjw*rcdrc (2.71)
O O (8]

E 3
CSubstituindo-se a expresslo de w , dada por (2.6%), em

(2.713, e em vista de (2.62), chega-se a:

e
6 =2nbDc Al7? keiCo > d Ca. 72>
s 9 pc pc pc )

o

com:

Com a relag8io descrita em CA.7.a), pode-se concluir que:

fo]
I P, kei(pc) dp; = =0 pker’(pd + 1 1 2.73
0

Substituindo-se o valor da integral (C(2.73) em (2.72),

obtém—-se finalmente:

2

6, =-2ncC, A2 L pkertCed + 11 2. 74>

A equag3o de equilibrio (2.66), apds as substituig¢gdes
das express®es de Gg e Vn. dadas em (2.74) e (2.68),

fornece:

¢ = - —2t 2. 75
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Portanto, a solug&o fundamental de Flacas sobre funda?ao

elastica fica dada por:

% keilp)
= 2.76)
2 DA

w

)
Substituindo-se a express3o de w , dada em (2.76), nas

equagdes de esforgos e deslocamentos dadas em (2.42),
2.43), (2.510 e (2.853), chega-se s expressdes das
componentes do momento, da derivada do deslocamento e da
forga cortante equivalente de um ponto genérico, *p*.
segundo um sistema de coordenadas (n,s) qualquer (fig.

2.11>, dadas por:

174 i

E 3
Ow _ _ _kei'CP . 5> ca. 77
an 2nrn DA\ t

x

=1 {— C1-vd [a Cn. r, 2% - 1] keiCed
n 2n i i e

5

+ kerCpd [v + C1-) Cn, r._‘)z ] } c2.78)
me o= LT e n> Cr, . s KICE ca. 79
ns an i i i

x (1= Cr.ond AY . .
Vn= W {[CSJP,J) +-c—1__—v>]ker Cp)"’

+ [ i- 4 Cr.j sj)z ] k1Cpdp } +

2 1y s, 32 | kie c2.80d
2 nR i i
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com:

kiCpd = -2 kei’Cpd/p + ker(pd

e
o = k1/4
sendo:
2 2 \1/2
r = { [ x1Cp) - x1Cq) ] + [ x2Cp) - x2Cq) ] } c2.81)

E importante também, se obter as derivadas dos desloca-
mentos e esforgos fundamentais, em relag3oc 2 direg8o m do
sistema de eixos cartesianos Cm,ud de origem no ponto de

carregamento "q" (fig. 2.14D.

Xl‘

FIG. 2.14 - Sistemas de coordenadas Cm,ud) e Cn,sD.

t 3
A derivada de w , (2.76), em relag3o 2 direcSo m sera
dada por:
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6w* 3

_ dw or

m” ar om .62
Sabe-se que:

o . o PP o m c2. 83

dm 0x_th) dm axi'Cq) i )

As derivadas de r em relagfio A diregfo X » definida no
ponto "q", s8o obtidas a partir de (2.81) e valem:

ar xtC qQ - x,tC P>

OxiCq) = r = - Fse 2. 840
5% = - . cz. 85

Levando-se (2.84) em (2.83), conclui-se que:

or P

E = Cr.i miD c2. 86D
Portanto, &w ~dm fica dada por:

ow_  kei'Cod

o™ - —-e—-—i’/—‘ Cr,, mD> ca.87)

om 2w DA

E 3
De forma semelhante, obté&ém-se as derivadas de &w dn,

3% 3%
m e V em relag3o & diregsio m, que ficam expressas por:
n

ns
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*
a [ ow 1
3m an =57 D kerCpd CP.i' mi_) Cf‘.j nJ) +
+ [Cm,L ni) -2 Cr,j mj) Cr.k nk)] kei Cp)/p} c2.88
€
am

am

1/4
n_ G- A { { Cr, mD [ 4¢r, noY% -1 ] +
an i i i i

-2 Cr‘..i nj) an mkD } kiCpd/p +

. v 2
ker®*Cpd [W + Cr*..i nj) ] Cr.k mkD } cz2.89
am*
1/4
ne _ C1-00 A - Cm nd> Cr, 8D + (m s2 Cr,. N +
am 2n i1 i Tt i
- 4 Cr.i ni) Cr.'i sj) Cr‘,k mk) }lep)/p +
- cr’i. ni) Cr‘.‘i sj) Cr,k mk) ker®Cpd } c2.90>
av*
1,2
n _ C1-wD A 2 1 _
gm 2 n {{[C’wsib *m]*[ Cnymp =+

+ 2 Cr.j nj) Cr.k mkD ] +
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#(pr, n) [8(!..15.) Cr, a2 _Cp, m) 4+
i i i i k k 3

J

-2 o s ) | Jrercom

2 1

+ Cr‘.i mi.) C r’j nJD [Cr.k Sk) + E_i——l))_] keiCp) +

- { ¢r,. n.> [ 24 Cr, . m)D> Cr,. s.2% +
i i i i k k

-4<{r, m> -8Cr, . 80 (s, m D +
J 3 ] 3 k k

+Cm. n> -4Cm. nD>Cr,, s 32
J J J J

2
. Su } k1Cd /07 +

+

1/4
C1-v) A {{Cm r,.> [8—8Cr..s,)2]+
T2 nrn R i 3 J

+ 4 Cs,L r.iD Cs‘i mj) }kl(p)/p +

- Cr., m)D [ 1 -2cr,, sjpz ] ker® Cod } c2.9o1)>
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CAPITULO III

EQUAGCOES INTEGRAIS DE PLACAS

3.1 - INTRODUGAO

0 método dos Elementos de Contorno consiste basicamente
na resolucfo numérica de equagdes integrais que definem o
problema. Entre outras opgdes, tais equéb&es podem ser
obtidas através do teorema da reciprocidade de Betti ou
através do método dos residuos ponderados.

Neste capitulo, através do método dos resfiduos
ponderados, sfoc obtidas duas equag¢d®es integrais, referentes
hs representa¢g®es integrais do deslocamento transversal,
wCq),e de sua derivada direcional, dw(qd/dm, de um ponto *“q"
do dominio da placa. Posteriormente estas equagdes s3o
estendidas para representagdes destas variaveis em pontos do

contorno.

3.2 - EQUACAO INTEGRAL DE UM PONTO DO DOMINIO DA PLACA

Considere-se a placa de contorno I' e dominio OQ ,
apoiada sobre fundagf8o elastica de Winkler e submetida a um

carregamento g em uma superficie Qg. conforme a figura 3.1.
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FIG. 3.1 - Placa sobre funda¢8o elistica de Winkler de

contorno I e dominio Q.

Como visto anteriormente, o problema de placas & gover-
nado pela equag3o diferenclal expressa em termos dos momen-—
tos, (2.13), que, no caso da existéncia de fundag3o
elistica, deve ser acrescida do termo correspondente A

reaglio do solo, ficando:

+g-Kw o) ¢3.15

i ij

O erro originado pela introdugfico de uma solug¢fio aproxi -
mada, em (3.1), pode ser minimizado pela aplicagfc do Mé&todo
dos Residuos Ponderados [60], fazendo-se a ponderag8oc do

erro em todo do dominioc do problema, ou seja:

*
I [ m, .  +g-Kw ] w dQ = 0O 3.2
i, ij
Q
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»®
onde w & interpretado como uma fung3oc poderadora.
A equagde (a2 peds ser resserita na ferma:

M i
mU.U w dQ + gw da - K ww dQ = 0 3.3

Integrando-se por partes o primeiro termo de (3.3),

obtém-se:
% » V3
I m,. B w dQ = I m., n w dI" - J.nL,, w, . dQ 3. 4D
ij, 4] it ijs b J
Q r Q

onde n,  representam os cossenos diretores da diregfo normal

ao contorno da placa CFig. 3.1>.
Integrando—-se por partes o dltimo de termo de (3.4D,

chega-se a:

+ I mu w, .. dQ2 3.5

A partir de (2.100 e (2.18), chega-se a:

= q €3.6)
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Sabendo—-se que éw/8n = W, N e que Ow/0s = Wey Sy onde

n e s, representam os cossenos diretores de n e s,

respectivamente (fig. 3.1), e considerando~se ainda as

expressdes (2.17), pode-se concluir que:

o o
m. . n w,,K = mh n + n;s F 3.7

b2 3

Substituindo-se (€3.7) e (3.6) na equaglo (3.5),deduz-se

%
+ J mu w, . . dQ 3.8

Integrando-se por partes o pendl timo termo de

(3.8), obtém-se:

» 2 am
w 3¢ E .3
Im S dr =Cm  w D —I 2w dr c3.9
ns Os

onde r;e Fz s30 as coordenadas extremas do contorno onde
estd sendo realizada a integra¢f3o. Para um contorno fechado
e sem angulosidades { cantos J, a primeira parcela de (3.8
& nula. Por outro lado, se o contorno contém angulosidades,
a funglo m ¢ continua nos trechos entre estas, ficando a

equaglio (3.9) dada por:
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% Ne Sn
m dar = - VY Reed wied - ns T dr €3.100
ns 9s z i w i Js v )
r i=1 r
onde:
+ -
RCe. 32 =m Cc,D - m Ce. D
v ns 1 8 ns L
sendo m +Cc_). m Cc)D, respectivamente, os valores do
ns T ns L

momento volvente posterior e anterior ao canto c, do
contorno da placa, e Ne & o ndmero total de cantos do
contorno, como mostra a figura 3.2.

A variavel RCci), definda acima, pode ser interpretada

como sendo a reagfio do canto c.-

FIG. 3.2 - Momentos volventes anterior e posterior ao canto

<, da placa.

Substituindo—-se (3.10) em (3.8),cbtém—se:



Ne
E 3 L 3
+ ERCC,) weed + | m. w. . do €3.11)
i i ij ij
i=1 0

Considerando-se a express%o da cortante equivalente,

Vn, dada em (2.19, a equaglo (3.11) resulta em:

k3

E 3 E 3
J m. . . w dQ = I [ V w - m gﬁ ] dar +
ijs ij n n dn
o) r
Nc
» 3
+ 2 RCeD w Ced + J m. w,. . do ¢3.12
i i ij ij
i=1 0

Escrevendo-se os momentos mﬁ envolvidos na integral de
dominio de €3.12) em fungfo dos deslocamentos transversais,
através da relac3o dada em (2.8), e efetuando-se a operaglo

distributiva sobre o produto resultante, chega-se a:

* % 3
Jm, N w,.  df2 = - I D [D W, W, .. 6 L+ C1l-vD w,_ ., W, ] dQ
ij kk iy i ij i

Q Q
C3.13D

Como:
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% 2
, 5 . =w,
wl.j ij wkk
e

W, = w, &

a equagdo (3.13) pode ser reescrita da seguinte forma:

2% % %
Jﬁ” w,, A df = - I D [? W, w,. . &  + C1-vd w, . w.,,] a0
ij ij kk i} 1§ i) i
Q Q
C3.14>
Colocando-se termo w,.. em evidéncia em (3.14), e

)
considerando-se novamente a relag¢g8o dada em (2.8), chega-se

a:
3¢ 2
I m., w,  dQ = J m 2 w,  dQ €3.15>
L) i) LR 1
Q Q
Integrando-se duas vezes por partes a dltima integral
de €3.15%), num procedimento semel hante ao feito

anteriormente, deduz-se:

2 % % Jw
I m. w, dQ = I [ -V w + m — ] dr +
ij ij n n an
0 r
Nc
* k3
—ERCC,) wie.d +Im_,.,wdn C3.16
i i ijs i)

i=1 Q
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Substituindo-se (3.16) em (3.12), obtém-se:

N
» 3 aw* N 2
Jm....w inJ[V W oem ]dFJ»EH(&.)»)(é.J il
ijs 1] n n an i i
0 r i=1
Nc
+I[—v:w +m*g%]dl"—2R*Cci)chi)+
r i=1
t 3
+Im...,wd0 C3.17
Tt} .
0

Substituindo-se agora (3.17) em C3.3), conclui-se que:

O r
Nec %
+ YR, > we,d = Vw-m2 ar -
2 i i n n dn
i=1 r
Nc .
2 : 3
+ ZRCci) wie D + I g w da €3.18>
i=1 Q
g
€
Ser4 tomado em (3.2), a fungfo ponderadora, w , como

sendo o deslocamento tranversal da solu¢fo fundamental,

correspondente A resposta de uma placa infinita sobre base



elastica, solicitada por uma forca unitidria aplieada num

ponto "q" de seu dominio, como mostrado no capitulo ante-

rior. Neste caso, os valores representados com asteriscos na

equagdo (3.18) ficam associados aos esforgos e deslocamentos
fundamentais e, portanto, s#o fungdes do ponte de carrega-

mento, "q", e do ponto de deslocamento, "p", definido no
dominio 2 ou "P", quando definido no contorno . J&A os
esforgos e deslocamentos do problema sf%o fungdes apenas do
ponto de deslocamento, uma vez que s3o provenientes da carga

distribuida, g, previamente fixada.

Assim sendo, a equaglio (3.18) deve ser reescrita da

seguinte forma:

» 3 L3
—.f EmJ qu.p) - K w Cq.p)] wip) d(Xpd + J [Van.p) w(P) +

0 r
Nc
*ca.pd 2%pr| arery + § R > wed =
i=1
E 3
= P> wieqg,P> - mepd a.p | arepy +
Vn d n on q.
r
Nc
» E 3
+ 2 RCc> w Cq,e) + J gCpd w Cq.pd d Cpd €3.19)
i=1 Q '
g

Como a fung8o ponderadora adotada satisfaz a equagfo
diferencial de placas (3.1> para uma carga unitaria aplicada

em ‘g%, deve-se ter:

E 3
Cg.pd) - K wCq.pd = — &Cq,pd €3.200

s i
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Substituindo-se ¢4 205 na integral de domfinio do
primeiro membro de (3.10), obtém-sa.

€ 3
J [m_lli i"iCq.p) - K wCq,pd ] wipd) d(Xpd =
0

= - Jw(p) &8Cq, pd dXpd c3.21>
Q

Aplicando-se a propriedade da distribuig3o delta de
Dirac, dada em (2.58), a dltima integral de (3.21) resultarsa

no deslocamento tranversal do ponto "q", obtendo-se:

3 3
I [mi.j iqu.p) - K wCqg,.pd ] wip) diXpd= - wlq) C3.22
Q

Como a solug3o fundamental corresponde a um problema de
dominio infinito, e aqui entra apenas como fungio
ponderadora, n#%o & necessario que o ponto de carregamento,
"q", seja tomado internamente A placa. Para um ponto de
carregamento tomado fora do domfnio da placa, a integral do
segundo membro de (3.21) se anula, devido 2 prépria
definig%o de distribuigc8o delta de Dirac (2.57>. Com isto, a

igualdade (3.22) pode ser escrita numa forma mais geral por:



iiij

X %
J'[ m (q.p> - K w Cq,pd ] wip) dXpd= - cqu) wlqD

Q
3.23

com:

v

1 para "q" internc ac domfnio
c =
O para "q" externo ac dominio

Substituindo-se €3.23) em (3.19), chega-se finalmente A
representagfo integral do deslocamento transversal de um

ponto “q", interno ou externo 2 placa:

£ 3
e () wld + J [Van.p) wCPD +
r
Nc
“cqapd 2%p>5] darep> + T RMq.e5 wee s =
SN 2~ ] 2 i} S’ =
i=1
E 3
= VP weqP) - mcpy M P> | drepy +
n q» n an 9
r
Nc
E 3 E 3
+ ZRCciD wCq,ed + J glpd w Cq,pd da Cp> 3. 24>
i=1 o)
g

Derivando-se a equacg8o €3.24) em relag3c A coordenada
m, definida no ponto ‘“g" Cfigura 2.14>, obtém—se a
representag8io integral da derivada direcional dwCqgd.~dm, dada

por:
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o av
e (@D FLP + J‘ [5-m—“(q,1>> wCP) +
r
* Nc
amn Ow . ar
- 37X q. P> 5n—c1=>] drepd + 2 e we)d =
i=1
v d [ ow,
= I [vncm SpC P>~ m CPD %[ a—an.PJ] ] drepd> +
r
Nc % €
dw aw
+ 2 RCci’) b—m—Cq.ci) + J‘ glpd a—qu.pD d()ng) c3.25
i=1 0

g

As derivadas da solugfc fundamental, envolvidas em

(3.25), ja foram definidas anteriormente e s%o dadas por
2.88 a (2.91).
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3.3 - EQUAFZO INTEGRAL DE UM PONTO DO CONTORNO

Para a formulag8o do problema pelo Método dos Elementos

de Contorno, proposta adiante, & necesséria a obteng3co das

reprocontacdes integrais do deslocamento e de sua derivada

direcional para um Ponto “"Q" do contorno da placa. Para

isto, ser& efetuado o limite das equag®es (3.24) e (3.25

para o ponto interno "q" tendendo para o contorno.

FIG. 3.3 - Contorno circular acrescido ao contorno da placa.
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Assumindo-se que a placa pode ser representada como

mostra a figura 3.3, onde o contorno inicial foi acrescido
de um contorno circular I"E de raio &£, ser3o originados novos

B -
cantos A £ XA no novo contorno da placa e o ponto "Q",

inicialmente de contorno, passa a ser de dominio. Com isto a

equagdo (3.24) pode ser escrita para este ponto, obtendo-se:

k3 E 3 ow
wC QD +I [VnCQ.P) WCP> - m €Q, P> a;cP)] drepdy +
r-r

t 3 2 aw
+I [VCQ.P)w(P)—mCQ.PD—CP)]d]“CP)+
n £ £ n e & = £ &

r
&£
Nc-1
€ 3 - - t + +
+ ZRCQ.ci) wled + R CQATD wad ™D + R @A™ waa™ =
i=1
3
3 aw
= I [v P> we.P) - mePd P%a.p ] drepd +
_ n n an
r-r
3
VEP DY wCBP)Y> —mcPd> %P> ) ar ¢cp > +
+ nie ¥ *T e n &£ an ' & £ £
r
£
Ne—-1
— 3% — %
+ zRCCiD w*CQ,c_lD + ROAD weo,A D + ReAD weaah +
i=1
E 3
+ Jng) w CQ,p> ngCp) 3. 26D
Q

g
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Fagende—5¢ 6 tender a zero, o ponto "Q" se aproxima do

contornc e, na condi¢fio limite, tem-se:

3¢ 2%
W + 1im [vncu.m WP - m €8, P g_n*’cps] dPess
F+0 l""l—:
3 % dw
+ lim I [VCQ.PD wCP O - m CQ,P D ———CP)] ar C¢p > +
£+0 n & £ n g In & e £
r
£
Ne-1
£ € - - € + +
+ ER CQ,ec.D wled + 1im [R CQA D WA D + R CQ,A D wCAh )] =
- v t £+0
i=1
2
* w
= lim [VnCP) w CQ, P - mnCP) b—n—CQ,P) ] darcpdy +
F+0 F—F
2%
VCP)w*CQP)—mCP)o—w(QP) dar ¢p > +
M lig n & ) n & dn g e &
£ r
£
Nc-1
€ - £ - + 3% +
+ zRCc,) w(Q,cd + 1im [RC)\ D wlCQ,A D + RCA D w CQ, A D] +
t v £-0
i=1
2%
+ I glpd w CQ,pd ngCp) 3.27
Q

g

Os limites das integrais sobre I'-T s%oc, per definicg8o,

os valores principais das integrais sobre I'you seja:



_58 -

% 3 ow
1im J VCQ, pd WCPY — m CQ,pd —(P)] drepy =
. _ n n on
-0 r-r
2 % v
= [vnco.pa WCP) - m CQ, pD 3n—CP>] drePd €3. 28D
r
e
*
% ow
lim [v P> wea, P> - mcPy 2o, py ] drepdy =
_ _ n n on
F+0 “r-T
E 3
* aw
= I [vncm WP - m (P> 2%q, P ] drepd €3. 29
r

Antes de se passar para o estudo das integrais sobre o
trecho FE » ¢ interessante escrever—-se primeiramente os
limites das fung®des fundamentais envolvidas. Considerando-se
que r = £ no trecho Fs » 0os limites das fungdes fundamentais

ser3o dadas por:

E 3
lim wCQ,P = ——LI;; ¢3. 300
£+0 8 D A
aw*
1im co.Pp> =0 €3.31)
an ¥
£4+0
o 1/ 4
lim micoP > = 1im eo— { ca-» | L oanlX o) + 2 +
n £ e n i ot 4
£+0 £-+0
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59~
>\1./4
- [ ln(??- £ ] + 0.85772187 ] } (3.32
»x > .
lim m CQ, PD> =0 C3.33
ns &

£-+0

(3.34>

11 V*t P> =11 ——i——
m nCQ g R

£-+0 £-+0

Ser3o estudadas agora separadamente os limites de cada
integral sobre Fs da equaglo (3.27D.
O primeiro termo da primeira integral pode ser

reescrito por:

k.3 E .3
lim I VIQ,P DO WP D A (P D> =lim I vV (Q,P D [ w(CP > +
n &£ £ & £ n F F >
£-+0 r £-+0 r
£ &

3
- wlQDl dIr (P D + 1im V QP D> w(Qd dr ¢P > (3.35)
£ & n ) £ £
£-+0
r
)

Da figura 3.3 obtém-se a seguinte relag¢3o:
dl (P 3 = g d¢ (3. 36D
e &

Fazendo—se a mudanc¢a de varidvel indicada em (3.36),
3¢
substituindo-se Vn por sua exXpressio dada em (3.34), e

considerando-se vilida a condig¢3o de HOLDER (811,



=B(0=

| WP - W@ | £ e QP €3.37
onde ¢ & constante e

0<b=1 €338

a primeira integral de (3.35), quando levada ao limite, se
anula e, sendo w(Q) um valor de dominio, a equag8o (3.3%
fica dada por:

an—ﬁc

E 3
lim I VCQ,P O WP D> dlr (P 3 = wCQD> 1lim -
n £ £ £ &

£-0 r £+0 o

€ C3.39

onde ﬁ; ¢ o angulo do canto da placa (fig.3.3D.
Integrando-se e calculando-se o© limite indicado em

(3.39), obtém-se:

2n—3

Cc

=5 w( QD (3.40)

%
lim I VIQ,P DO WP D> dAI' (P D> = -
£-+0 n € € £ £
r
&

Procedendo-se de forma semelhante, as demais integrais
indicadas em (3.27) conduzem a valores nulos. J4 as parcelas
que envolvem as reagdes de canto, quande levadas aoc limite,

conduzem a:
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(3.41)

(3. 42

Nc-1
€ £ 3 - - € + +
ZR CQ,ci) ch_L) + 1lim [R CQAUA D WA D + R CQ, A D wlh )] =
1=1 £+0
Nc
_ 2
= YR(CQ.c) wc)
i=1
e
Ne-1
2% - 3% - + V3 +
ZRCC_) w (Q,c.D + 1im [RO\ D wlQ,A D + RCX D w CQ, A )] =
t v £40
i=1
Nc
3¢
= ZRCC,D w CQ,c.D
1 8 v
i=1

Com isto,a equaglo integral do deslocamento

ponto do contorno fica dada por:

c t 3
s WCQD + J [VnCQ,p) wCPD +
r
Nc
*ca.p> 2%p> | arery + S R e weed =
mh Q,P an ] 2 Q’ci. CL =
i=1

»
»
"—'I [VCP) w CQ,P> - m (PD QECQ.P) ] ar<pP> +
n n an

r

para um
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Ne
* .
+ z RCe D> w CQ,c > + J' glpd w CQ,pd> dQ (pd €3.43
L L g
i=1 Q

9

e na forma geral pode-se escrever:

3
chq) wCqd + J [Van,pD wCP) +
r
Nc
“carpd 2%p>| arcry + ¥ R cqied weed =
m.CaP an ] 2 Rt T
i=1
2
= VP wig,Pd - mePd Phg,p> | arepd +
n 9 n an 9
r
Nc
3 2
+ ERCci) w Cq,ci) + J glp> w Cq,.p> dﬂng) C3. 44D
i=1 Q
g
com:
o ﬁc
S para "q" tomado no contorno;
Cch) 1o para "g" tomado externo & placa; €3.4%
1 para "q" tomado interno A placa.

Para o caso particular de pontos tomados no contorno

sem angulosidades, tem-se:
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c Cqgd =12
v q

Passa-se agora A determinag3o da representag3o integral

da darivada Q) /I para um pents "OM da aantorns da plasa.

Assim como anteriormente, o contorno serd acrescido de
um contorno circular l"s em torno do ponto "Q", inicialmente
de contorno, como mostra a figura 3.3. Com isto, o ponto Q¢
passa a ser de dominio e a equag3o integral (3.25) pode ser

escrita para este ponto, obtendo-se:

€

ow avn amn ow
r-r
L3 t 3
avn amn ow
* I | samcapp wepp - grcap Joep o] arcp
r
&
Ne-1

E_CQ'C) ch) + —CQ,)«. D wCA D+ —CQ.)\ ) wC?\) =

»® 3
= vepy o - m CP> 2 "—"'CQ,PD drcpd +
_ n am am
r-r
aw* a aw*
+ I [anP8) SCQP> — m (P> %[ -(—a—ECQ.PsD]] ar _CP_> +
r



-64 -~

Nc-1 % s

s dw

3
ow

- - + +
+ ERCci) Tm(Q.ci) + RCA D a—m-(Q.K D + RCA D mCQ.)\ >+

i=1

k3
+ Ing) g—meQ,p) da cp>

Y]

g

(3.46D

Fazendo-se o ponto "Q" tender para o contorno, ou seja,

fazendo-se o limite de £ tendendo a zero, a equagiio (3. 46D

resulta:

3
av am
Ve + 1im =2CQ, P> wePY - —"ca, P> %P> | darepy +
am om -~ om - an
r+0 r-r ‘
£ 3 E 3
avn amn ow
+ 1imJ [H—CQ.P‘S) wCP > - =1CQ,P ) 3n—c:P‘e)] dr (P> +
£-+0 r
F >4
Nec-1

*

&£-+0

L3 €

: ow 3 ( dw
= 1lim _[ V.CPY QP> - m CPD Em‘[ 5;(0.133]
F+0 “r-r
dwr 3 ( ow.
+ limJ [vncp‘g) QP — m P> ?ﬁ[ SRCQ.P D
£-+0
r
£
Nc-1 . €
+ ZRCC,) Meaed + 1im [REAA™ o n™ + reats
i dm i £40 am

i=1

% €
3R oR, . . - -, , R+ +.7 _
+ Y HX@ed wed + 1im [—-cam QAT WA+ ATy wen )] =
=1

] drepd +

]] dr <P > +
£ £

t 3
Ow +
m- A ’] *
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k3

+ Ig(p) %};—CQ.p) ngCp) €3.47>

Q
g

Lembrando-se que os limites das integrais sobre I'-° sfo
os valores principais das integrais sobre I', a equag3o

(3.47> fica dada por:

3

aw avn amn w
_é_ch) + I [E-m—-—CQ.P) w(PD> - ﬁ—CQ,P) ECP)] drcpd +

3

avn amn aw
+ limJ. [a—m—CQ,Pe) wCPg) -~ ﬁ—cQ'Ps) EECPe)] dr'sCPe) +

Nc-1

+2—CQ,C) w(c) + l1lim [—CQ)\) weCA D +§-CQ,7\) wCA )] =
£+0

% *
_ w _ a aw
= J- [VnCPD —CSQ.P) mnCP) —,[ —C,Q,P)] ] drcpP> +
r

3% 2%
w a aw
+ lim J- [VnCPED ?a‘yﬂ(Q’PgD - mnCPsb E( E{Q'st]] dl"sCPSD +
£-+0 r
&

Nc-1 * > *
ZRCCD ——-CQ,C) + 1lim [RC)\ b a—wCQ A D + RCA ) ——CQ,K D] +

§ =1 £-+0
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1)
+ chpb ;—'x{Q.pJ da Cpd €3. 48

fl

g

Para se retirar as singularidades que esta equag3o

integral apresenta quando £ tende a zero, serid imposto 2a
placa um deslocamento vertical de corpo rigido de - w(Q).Com
isto, todas as derivadas enveolvidas na equag83o ficam inalte-
radas e aparece uma nova integral de dominio correspondente

3 reaglo do solo ao deslocamento imposto,

E 3 E 3
v om
Moy + —"ea, Py [wePy~wed | - —"ca. P> 2%yl drepdy +
om dm - am =~ ~* an
r
E 3
avn amn w
+ limI 32 CQPD [wCPs)—wCQ)] - ZmXQ. P> E—ncpsa}drsms) +
£-+0
r

£

Nec-1
Z—CQ,C > [ch_)-—wCQ) 4+ 1lim { —co.x i) [wx“:—won] +
d £-+0
BR* + +
+ CQ, A D [wcx )—wCQ)] } =
am
dw. a ( aw.
= I [vncm SCUP> - m CPD Fm‘[ a—n-CQ.PD] ] drepd +
r
dwr 8 ( aw.
+ iigj [vncpsa SCQ. P> - m (P> -55[ #Q.Psb]] dr (P> +



sy =

Ne-1 § §
aw -, 8w, .- +, dw, .+

+ YRee) 2%Qued + 1im [RC?\ y 2y + raaH o )] +

12:1 i/ am-¥'M 0 am- am !

£ *
+ chm Q. da.(p) -J K W) 350, p) 4P (3.40)
Q Q

g

Lembrando-se que r = £ e que r.. n = 1 no contorno Fs.
os limites das fungdes fundamentais envolvidas em (3,49

ficam dadas por:

lim —CQ,P D> =20 C(3.50D
am £
£40

* Cr,. m>
lima[%—anQ,P)]=lim Lt [1 1n[———’a‘a]+

£-0 om £+0 znD 2
+ 0. 53861 ] (3.51>
2
amn Cr," mi')
lim a_m—{Q’P£) = lim W C1+vD 3.2
£-+0 £-+0
%
amns Cs_‘ m_L)
£+0 £+0
BV* C p)
r,, m _ _ 1/2
lim —CQ,P > = lim — 4 [ - 8 7 Ce-BoA ] €3. 54D
am an 2 32
£+0 £-+0 2 &
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O conceito de derivada de uma fungfo permite que se

escreva a seguinte relagfio, vAilida quando £+0:

W(Ps) - wlQd = £ —CQ® ¢3.55

onde wCQ)/dn & a derivada do deslocamento em "Q" segundo a

direg3o normal ao contorno Fg. como mostra a figura 3. 4.

niris1

sj ni=0

:I%HE%-WM)

Fig. 3.4 - Deslocamentos verticais do ponto de dominio “Q" e

do ponto de contorno Ps'

%
Substituindo-se as express®es de 6VnCQ,P8)/0m e de
w(Psb—w(Q), dadas por (3.54) e (3.55), no primeiro termo da
primeira integral sobre Fe da equag3o (3.49), e fazendo-se a

mudanga de varidvel indicada em (3. 36), chega-se a:

3
av
n -
Lig 5E—CQ’PSD[WCP53_WCQ)] dFECPED
-’

r
£
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£-+0

= 1im { - (2—2) J gngD Cro. m)> dg } ¢3. 56O
@

0 segundo termo da primeira integral sobre Fs de (3.49D

pode ser reescrito por:

ow
lim I —CQ.P D> ZXP > dr CP D =
g In = £ &

£-+0 r om
&
E 3
amn ow w
= 1lim j EE—CQ,Psb [ EECPs) - EECQ) ] dr£CP8) +
£-40
r
&
amn ow
+ 1im J- ?‘;R_CQ’PSD E—PICQ) dl"8CP£) C3.57>
£-0 r
£

%
Substituindo-se em (3.57), amn/am s por sua expressio
dada em (3.52), fazendo—-se a mudan¢a de variavel indicada em

(3.36) e considerando-se vilida a condi¢%c de H@lder,
aw b
—P > - EE(Q) = c & CQ.P8) 3.58>

com:

a primeira integral de (3.57), guando levada ao limite, se

anula, resultando:



-70-

%
lim im—"cop)"—"cpadrcpb -
ém T g A 2 2 &
£-0
r
&
_ Cl1+v) ow
= ;‘;8 {—4—’!_!5“—(0) Cr.i mi) d¢} 3.59)

@

A partir de (€3.56) e (3.859), conclui-se que a primeira
integral sobre Ps de (3.49) fica dada por

3 %
avn amn aw
lim J. SE—CQ.Ps)[QCPe)-WCQD] -~ EE—CQ'Pc) EECPsD} dFCPGD =
£-+0 r
£

= 1im { -1 f NMeqd> Cr.. m.d dg } ¢3. 60
7T on i i
£+0 ¢

Fig. 3.5 - Sistemas de referéncias Cn ,s D e Cm, w
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Definindo—-se o angulo y formado entre os eixos dos

sistemas cartvesianos (n ,s 2 € Cmyn?, come mostra a figura

3.8, pode-se escrever, para qualquer ponto do contorno I"e,

que:
r, m = senCg¢—yD €3.615
e

ow _ Ow dm aw du

b—l’_{CQD = 'é,'m—CQ) an + ECQ) 3n (3.62D
com

am - — g

3 - M N, = sen Cp—> (3.63
e

du _ = - -

-4 N = cosCg-pyDd (3.64D

Substituindo-se em (3.603, awW(Qddn e r, ,m. por seus
valores dados em (3.61) e (3.628), efetuando-se a integracgfio

e calculando—-se o limite, deduz-se:

% 3%
avn amn w
lim J WCQ.P’;) [WCPc)—wCQ)] - 5m——CQ,P8) &{Ps)} dFCF’a) =
£-+0 r
[



75

= - 711_11 { [Ctlrz—éﬁcb + sen 8Cy+ﬁc) - sen 2y ] %WCQ) +

+ [cos 2Cy+3> - cos 2y ] g—ZCQ) } C3. B5)

Procedendo-se de forma semelhante, a parcela de (3.49),

2
referente 2 reag8o de canto R /dm, conduz a:

{-—co.x > [wcx'a—wccp] + QEcQ At [w(k+)—wCQ)] } =
a-vO

_ C1-v) - _ dw
il { [ sen 2y sen BC;V+(3 b ] —CSQ) +
ow
+ [ - cos 2y + cos 8C7+{3c) —CsQ) } (3. 66D

e as demais parcelas dependentes de £ em (3.48) conduzem a
valores nulos. Assim, apds as substituig®es de (3.5 e
(3.66> em (3.49), obtém-se:

k.3
av
ow ow n
C1 a—m(QD + Cz -a—uCQ) +J am-—-CQ.P) [WCPD wCQ)] +
r
* Ne-1

6m

- ———CQ P> ?—WCP)} darcpd> + z——-CQ,c )[ch,)—wCQD] =
om on i

i=1
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x ¥*
- ow _ a ow
I [ V;CP) EECQ’P) mnCP) 55[ EHCQ'PD] ] drcpd +
r
Ne 5
ow aw
o+
chci.) ﬁCQ,ci) + Ig(p) #Q.p) dﬁg(p) +
i=l ]
g
OW*
- J. K wCQd 5ECQ.p) dfxX p2> (3.67>
0
onde
c=’3—°+—”— sen 2y - sen 2Cy+B D (3. 68
1 a2 4 = v L :
— v —
Cz il [ cos &y cos aCyﬁﬁL) ] (3. 69
€ >
pc=
Y:0

2\
XN

Fig. 3.6 - Ponto "Q" tomado num contorne sem angulosidade.
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Tomando-se o ponto "“Q" no contorno sem angulosidade e a

direg¢io m coincidente com a2 normal aoc contorno, como mostra

a figura 3.8, tem-se que:

B, =mn
e
¥y =0
Neste caso, a equag8o (3.67) fica reduzida a:
3
1 ow avn
'—a—s'm—cQD +J ET(Q’P) [WCP) - wCQD ] +
r
om dw Ne BR*
n —
- TOm_(Q’P) ECP)} dIrcPd> + Ea—m(Q.ctD [chi)—wCQ)] =
i=1
v 3 ( ow.
=J- [VnCP) P2 - mnCP) En—[ E'n'CQ’P)] ] drepd +
r .
Ne aw* aw*
+ ERCci) gnCQ.c.L) + Ig(p) ﬁCQ.p) ngCp) +
i=1 Q
g
aw*
—J K wCQd I QP2 dOXpd C3.70>
Q

Come a derivada da solugfio fundamental & outra solugfio
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fundamental, correspondente a resposta de um momento
unitarioc aplicado num ponto "Q" de uma placa de dominio
infinito [62) , as fungdes W*CQ P>s8m, &V CQ P>/0m, e
kR CQ PbY/8m s8o, respectivamente, o deslocamento vertical, a
cortante equivalente e a reag8o de canto da placa sobre
fundagdo de Winkler, solicitada por um momento unitario
aplieado em "Q". Neste eaze, A eondicka de eaquilibris de

forgas verticails fornece:

Ne
"V A
S-2CQ, P drCP) + E—CQ, D - J- K $5€Q,p) deXpd = O
r =1 Q €3.71)

Considerando-se a igualdade (3.71> e lembrando-se que
w(Q) & um deslocamento de corpo rigido, portanto uma

constante, a equagfo (3.70>, fica reduzida a:

1 ow avn
- _Cam Q + J- [———Com QP> wiP> +
r
»
amn o Nc
- Fm_(Q'P) b—n-(P)] ar<pd + z ——CQ.CD ch) =
i=1
oW [ w.
= I [VhCPD a_n{Q’P) - mnCP) a—m-[ #Q.PD] ] arce> +
r
Nc € 2
aw aw
+ ERCci) ﬁ(Q'ci) + J glpd %CQ.p) ngCp) 3.78>

i=1 O
9



w/fim

Na forma geral, a derivada da equag¢3io integral fica

dada por:
%€
aw avh
chq) EECq) + J [ 5E—Cq.P) w(P)> +
I
Om* Ne
- —"cq.P> My arepy + 2"—3&; cd wle)d =
am ’ an om- i i
i=1
0w* o aw*
=‘I [ VnCP) Eﬁcq'P) - mnCP) 55[ EECq,P)] ] darcepd> +
r
Nec aw* aw*
+ 2 RCeD ZCq,ed + Ing) Fm<dBY A CpD €3. 73
i= Q
g
onde:
12 para "g'" tomado no contorno sem angulosidade;

chq) = O para "g" tomado externo A& placa;

1 para "gq" tomado interno A4 placa.

3.74>

3.4 - TRANSFORMACAO DAS INTEGRAIS DE DOMINIO

As integrais de dominio que aparecem nas equagdes
integrais ($3.44) e (3.73) ser3oc agora tranformadas em
integrais de contorno, de forma a preservar —se a

caracteristica da redugfo dimensional inerente ac M. E.C.
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d=r.dr.do ’
40 - qinidrh‘
R

FIG. 3.7 - Regifio carregada Qg

A partir da figura 3.7, onde s3c representados a regifo
carregada, Qg, seu contorno, Fg. e o ponto de carregamento

"q", & possivel obterem-se as seguintes relagdes:

dﬁg = r dr de C3.75)
r,., n
d6 = ———= dr 3. 76D
R g

onde r, e n representam os cossenos diretores do vetor r e
17 1

da normal ao contorno, n ¢ ver figura 3.7).
Substituindo-se C3.78> em (3.75), obtém-se:

a2 =r dr —-——* 4r C3.77
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Através da mudanga de varidvel indicada em (€3.77), as

ihtegrais de domlnio de (¢8. 42 e de C3.73 ficam

expressas POI" H

s r,. n
J glp) W (a,p) d0 (p) = J F, _;__‘ dr ¢s> ¢3. 785
fl I
g g
e
o Ty 1y
Ig(p) FnCd-PY d0 () = [F‘z —g— dr ¢sd €3. 79D
o) r
g g
com:
R
F‘1 = J glCp> w*Cq.p) r dr ¢3.800
o
R E 3
F = | gcpd Mq,pd r dr €3.81)
2 g p am q'p -
O

Admitindo-se um carregamentce linearmente distribuidoe
sobre o dominio Qg, a expressio de gl(p) em relaglio ao

sistema de coordenadas cartesianas Cxi. xz) fica dada por:

alp> = A x1Cp) + B x2Cp) + C 3.82

A partir da relaglo entre os sistemas de coordenadas

cartesianas e de coordenadas polares com origem em 'q" (fig.
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3.8), dada por:

n

x1Cp) x1Cq) + r cos(6d (3.83

xZCp) = szq) + r sen(éd (3 842

pode-se escrever o carregamento gCpd na forma:

glpd = Ar cos(8) + Br senC& + gCqd> (3.85
com:
glg = A x1Cq) + B x2Cq) + C (3.862

: »*
Substituindo-se em (3.80), glp) e w (q,p>, por suas
expressdes dadas em (3.85) e (2.76), respectivamente, e

fazendo-se a seguinte mudanca de variivel:

e
= T3 3.87>
A
obtém-se:
P
_ _ 1 A cos(8) + B sen(6d 2
Fo =~ zp { [ N ] J P kelCpd do +

0
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P
glCqd :
ey I p keiCpd dp } (3.880
(0]
com:
P = R AV* €3.89)
De forma semelhante, obtém-se:
e B A cos(é) + B senCéd 3 2
F2=m{[ x ]Ip“ei'c"”dp’“
(0]
gl(q> F
+ L J e kel*Cpd dp } ¢3.90>
0

As integrais de (3.88) e (3.90), que envolvem as fun-
¢Ses de Kelvin, podem ser calculadas analiticamente, enquan-
to que as integrais sobre o contorno, Fg, de (3.78) e
(3.79), s3co calculadas numericamente, como sers visto

adiante.
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CAPITULO 1v

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

4.1 - Introducgfo

Neste capftulo ser& descrito um procedimento numérico
para a solugSo das equagdes (3.44) e (3.73), enquanto
representagdes integrais do deslocamento, WwCQ), e de sua
derivada direcional, 8w /dmCQ), de um pontoc Q" do contorno
da placa.

A solug8ic analfitica destas equac®es € uma tarefa muito
dificil e possivel de ser obtida, apenas para casos que
apresentam geometria e condi¢®es de contorno simples. Torna-
se viavel, portanto, a utilizag%oc do Mé&todo dos Elementos de
Contorno (M.E.C.) que, embora corresponda a uma solug3o
aproximada, pode ser empregado em uma vasta variedade de
casos.

O M.E.C. consiste na divis%o do contorno da placa em
segmentos, denominados elementos de contorno, sobre os quais
as variiveis w, ow-dn, V; em s8o aproximadas por fungdes
interpoladoras sobre pontos previamente escolhidos do
elemento, ditos nés. Desta forma, as equagdes integrais
tranformam-se em equagdes algébricas, envolvendo os valores

nodais das vari&vels de contorno.
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Escrevendo-se as duas equag¢®es para cada ponto nodal do
contorno, obtém-se um conjunto de equagdes algébricas, cujas
incégnitag gle os deslecanentes ¢ esforges nedais de

contorno. Apéds a imposig3o das condigdes de contorno e a

resolucio do cistema de equagdes recultante, tornamece
conhecidas todas as variiveis de contorno, ¢ ¢ntde) atravss
da representaglio integral do deslocamento de um ponto de
dominio e de suas derivadas, s3c obtidos os deslocamentos e

esforgos para ponto internos.

4.2 - Discretizag8o das equagdes integrais

Representando-se os deslocamentos genericamente por u e
os esforgos por p, as equagdes (3.44> e (3.73) podem ser
expressas por uma Unica equag8io, escrita na forma matricial

a seguir

2
CCQd ulCQ + I p CQ,P> ulP> dI'cp> + HCCQ) w =
r‘~ ~ ~ ”~

-~ -~

*
= I u CQ,P> pCP> AI'CP> + GCCQ) R +
r‘~ L4 ~ -~

3 : :
+ J ugCQ,pD glpd dQéCp) C4.1>

Q
g

onde:

u wC QD
ucQd = * = C4.2d
~ UZCQ) Sw/ dmC QD
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U1CP) wCPD
uChP> = = 4.3
~ UZCP) Sw/amCPD
p1CP5 vV (P
pCPY = = n C4.4d
~ p B m ¢BY
2 n
2
* S *o.r - o,
x Y Y2 v ’ on '
ucQ,P =| ., | = S o o C4.5)
- u u
21 22 EECQ’P) - mCB'n—CQ» P>>
* o0 vcQ, P> *ca, P>
" Pys Piaz nc@ - m e
= = 3¢ L 3
f cQ, P p* p* avn amh C4.6D
21 22 Im QP> - 3 cQ, P>
2 2 2 2
R R R CQ,c D R CQ,c D
11 1 Nec 1 N
HCQ = o e o = C4.7>
24 2 Ne¢ b—m-CQ.ci) Bm CQ.cN p)
* * e > *c >
wu. . w1 Ne w CQ, c:1 w CQ, ch
G =| * S S 4.8
~ w .. W
21 2 Nc EECQ,ci) 3m CQ,-:':N b
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=R R Ry b= {reep ma Rec, )} (4.10)

Nc : nimero de cantos da placa;

E 3 t 3
u ‘CQ»P) w CQ.P)
ucQ,pd =4 < = s C4.11>
~9 u_,CQ p> dw/3m CQ, pd
c"1 c12 c CQD 0
ccQ = = v C4.12
~ c21 c22 (@) cd(Q)

Para "Q" tomado no contorno sem angulosidade, tem-se

que:

' 12 o)
ccod = C4.13
0 1.2

As equagd®es (4.1 podem ser escritas na forma
discretizada, através da divisfo do contorno em segmentos.
Para isto, considere a placa da figura 4.1, onde o contorno

fol dividido em segmentos, ditos elementos de contorno.
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FIG. 4.1 - Contorno da placa dividido em elementos

decontorno.

Esta divis3o do contorno tem como objetivo, a
transformag3c das integrais de (C4.1) em uma soma de
integrais sobre cada elemento que constitui o contorno.
Desta forma, a aproximag3o das variiveis de contorno por
fung®es interpoladoras pode ser feita a nivel de cada
elemento, ficando a melhor representagfo do contorno 1ligada
a escolha adequada do nimero e forma dos elementos usados.

As fungBes interpoladoras geralmente utilizadas s%o a
constante, a linear e quadritica, o que implica em
interpolag®es sobre um, dois e trés pontos pertencentes ao
elemento, respectivamente. Tais pontos usados na

interpolac8o das variAveis de contorno s3o denominados "“nés

ou "pontos nodais®", e as varidveis associadas 2 estes nés

s8o denominadas “variAveis nodais*®.
Neste trabalho serid assumido que os valores de contorno

variam linearmente sobre cada elemento, fazendo-se uso do

elemento linear continuo.
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4.2.1 = Elemento linear continuo

No elemento linear continuo s3o definidos dois pontos

nodais, localizados nas extremidades do elemento, como

indlica a figura 4.2.

FIG. 4.2 - Elemento linear continuo

Os valores de u e p em qualquer ponto do elemento podem

ser expressos em termos de seus valores nodais, através de

duas fungdes interpoladoras, ¢1 e ¢z. fazendo-se:

1

U

_ 1 2 _ i
u CPY = ¢ CP> U + ¢ (P> U] {q>1 2, } {Uz } C4.14d

i

Pi

- 1 2 _ t
p,CP> = ¢ (P> P, + ¢ (P> P} {¢1 2, } {Pz } C4.15)

o



s K7 =

onde ¢1 e ¢z sfo fung®es da coordenada adimensional ¥ e s%o

dadas por:

¢ CP> = C1-gd>2
{4,163
¢,CPY = C1+£>72
com:
rk
& = C4.17>
TS

™ n
e os termos Ui e Pi representam, respectivamente, os valores
nodais dos deslocamentos e esforgos do ponto nodal n do

elemento.
A partir de (4.14) e (C4.15), pode-se concluir que as

variadvelis de contorno em um elemento Fk ficam dadas por:

uCPd> = (PO U& 4.18. ad
pCP> = @CPD Pk C4.18.bD
onde:

u1CP)
uCpPd = C4.19
~ UZCP)
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p,(®
pCPY = C4.200
~ CPD
Py
r U" b
1
UZ
_ 1
Sl s C4.21)
2
2
U
3 z drk
r P" 5
1
P
P o= . | c4.22
...k P!.
2
2
P
" 2 Jrk
¢ P> ¢ (P> 0 o
¢CPY = C4.23
o o ¢ P> CPD

Assim como as variAveis de contorno, as coordenadas de
um ponto qualquer do elementoc podem se expressas em termos

das coordenadas dos pontos nodais, ou seja:

xCP> = (P> X C4.24>

~ ~

com:
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x1CP)
~ x CPD
2
f 4
X
1
Xy
X = 4 y C4.26)
k 1 .
~ X
2
2
X
. 2 Jrk

onde X: representa a coordenada do né n do elemento na
direglo {.

0 uso de elementos contfnuos sugere que as varidveis
sejam continuas aoc longo do contorno. No entanto, podem
ocorrer situac®es onde existam angulosidades ou vinculag®es
diferentes entre elementos concorrentes a um mesmo néd.
Nestes casos, ser%o utilizados nés duplos com mesmas
coordenadas, de modo a permitir que um mesmo ponto do
contorno possa apresentar dois valores nodais distintos de
uma mesma variivel de contorno, ficando cada né associado a

um dos elementos adjacentes, como mostra a figura 4.3.

FIG. 4.3 — NS duplo em canto de placa.



- Q0 -

4.2.2 - Transformagfo daé equagBes integrais em equag8es

algébricas

Fara a maior cimplieidada na aprasantasfs da ME.C.,

ser3o omitidas, por cora, as parcelas das equacdes (4.1D,

correspondentes As integrais de dominio.
Apds a discretizag8o do contorno em elementos de

contorno, as equagdes (4.1) ficam expressas por:

Ne
*
CCQ ucQd + z I P CQ,P> uCP) dI¢P) + H CQD w =

k=t T,

Ne
3
= E J' u CQ, P> pCPY dICP> + 6 CQ R c4.27>

=1 °r,

sendo Ne o nimero de elementos de contorno.
Escrevendo-se as variiveis de contorno envolvidas na
equagdo (4.27) na forma aproximada, segundo (4.18), as

integragdes sobre cada elemento fornecem:

* 3
J. p CQ,P> u(P> dI'cPd = J. p CQ,PD &CPD L&dFCP) =

r‘k rk
U.1
2 2 1
p P SCP) @ CP> O o u?
ooz o arcey 4 YL =
= x  x ° o ¢CP> ¢ (P> Ut
P p 2
21 22
r, Sah
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h h h
11 14 12 12

21 21 22 22

€ % '
J. u CQ,P> pC(P> dI'CPd> = J‘ u (Q,P> @CPD PdeCPD =

Rl

rk rk
2 »
u Y PCPd @CPY O o
11 42 * 2 drcpPd A
= " * ° o PP (P
u u
21 22
rk
r ~
PI.
1
E 2 4 2 PZ
[ gi!. g!.l. g:z giz ] 4 41 ¢
= L3 2 4 2 1
g P
21 24 22 22 2
2
§ P2 JFk

onde:

r

c4.28D

NN B »-vn p.vn

v Y

N
=1

4. 290
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E 3
A" cd = | p, CQ,P> ¢ (P> dI'CP) C4.30
Wi Wi m
rk
*
g’ (Q = J u. CQ, P> ¢ CPY dIrcPd C4.31)
vy t) m
rk

Portanto, a integragfoc sobre cada elemento, em (4.27),
m

. .» dos
ij

fornece os coeficientes multiplicativoes, h?j e g
valores nodais do elemento.

Fazendo-se as integragégs sobre todos os elementos e
agrupando~se os coeficientes mnultiplicativos de um mesmo
valor nodal, oriundos das integrag¢g®es sobre elementos

vizinhos a um mesmo né, as equagdes (4.27) ficam dadas por:

CCQY uCQ@Qd + HCQO U + HCCQ) w=06G(Q P + GCCQ) R C4.32D
onde:
ﬁCQD e GCQD : s8%0 matrizes dos coeficientes dos -deslo—

camentos e esforgos nodais, respectivamen-
te, cujos elementos sZo obtidos através das
integrais (4.300 e (4.31> e, por isto,
dependem apenas da geometria e das constan-

tes fisicas envolvidas no problema;

HCCQ) e GCCQ) : s8c dados por (4.7) e (4.8) e representam os

~

vetores dos coeficientes dos deslocamentos e

das reagdes de canto;
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s80o dados por (4.9) e (4.10) e representam

@5 valores dos deslocamentos transversals
e das reagdes de todos os cantos da placa.
no-

s8o vetores que representam os valores

daic deo decloecamentoas o ecforeos, recpecti=

vamente, de todos os pontos nodais do
contorno, e sfo dados por: .
v U? v U uvinouim } =
1 2 1 2 1 2
2 9 Nn
2 dw 3 Ow Nn Ow
pz  p? p? p? pNn  pNn } _
1 2 1 2 1 2
v: nm® v® m® vt T } C4.33.b
4] N n n n n

onde Nn € o numerc de ndés do contorno da placa.



_g4..

4.2.83 - Contribul¢8 das integrals de dom{nlo

Conforme visto no ftem 3.4, as integrais de dominio de

¢4.15 podem ser transformadas em integrals sobre o contorno

da superficie do carregamento, fazendo-se:

t 3 ) ry. n,
Iugcq. P> glpd da(pd = TCQ = J F —é-——i dr s> C4.34)
a ~ r”

g g
onde:

sendo que os termos F‘1 e F‘2 s%0 dados por (3.800 e (3.81).
Assim como anteriormente, o contorno do carregamento
também pode ser dividido em segmentos lineares,
permitindo-se que a integral sobre l"g possa ser escrita como
uma soma das integrag®es sobre cada um dos Ng segmentos que

constitul o contorno do carregamento, ou seja :

Ng
!‘.i' I‘li
lrcob = 2 I f-—R—dl‘gis)
=1 °r
Iy

Desta forma, conclul-se que:
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Ng Ng .

{1 _ k k

TGOS = t.1CQ) tzcob C4.3%)
~ k= k=
com:

lc r,, n,
LCcQ = J F —'drcsd Cc4.38)
n n R g :
rlc

Note que a dnica aproximag8o feita, foi com relagfio a
geometria do contorno do carregamento que, no caso, &
substituido por uma sequéncia de segmentos lineares.

As equag®es integrais discretizadas, dadas em C4.32),
devem ser acrescidas os termos independentes, oriundos das

integrais de dominio, dados por (4.35), obtendo-se:

CCQOuCQd + HCQOU + HCCQ)w = GCQOP + GCCQ)R + TCQD C4.37D

~ -~ ~ ~ -~ ~ ~ ~ ~

4.3 - Sistema de equagdes

Para um ponto Q" tomado no contorno da placa, os des—
locamentos uCQ), na equag8o C4.37), podem ser escritos em
termos dos deslocamentos nodais do elemento ao qual

pertence, através de (4.18.a), obtendo-se:

CCQ)¢CQDUk+ HCQOU + HCCQ)W = GCQOP + GcCQDE + TCQ C4.38

~ ~ ~

Cabe observar que, no caso do ponto "Q" ser um né do

contorno, o© produto ¢(QDU&. em C4.38), resulta nos préprios
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deslocamentos deste né.

Como U& é& formado por ‘deslocamentos nodais, os
coeficientes oriundos do produto CCQOHKQ podem ser
incorporados a matriz H(Q? de coeficientes dos desliecamentes

nodais, resultando em:

HCQOU + H CQOw = GCQP + G_COR + TCQ ¢4.30)

~

Escrevendo-se as duas equag®es dadas por (4.38) para Nn
pontos distintos tomados no contorno da placa, s3o
originadas 2.Nn equag¢®es distintas, relacionando os esforgos
e deslocamentos do contorno. Tais equagdes podem ser

agrupadas no seguinte sistema de equagles:

HU~+ Hc w=GP + Gc R+ T C4.400
sendo:
He G : matrizes quadradas de ordem (2.Nn), compostas

pelas submatrizes HCQ) e GCQ), obtidas para cada

né;
Hc e G; : matrizes de C(2.Nnd)xCNcd elementos, compostas
- - pelas submatrizes HCCQ) e GLCQD. obtidas para
cada né;
T : vetor de (C2.Nnd) elementos, constituideo pelos

2

subvetores TCQD.

~

Com a finalidade de se obter um algorfitimo conveniente
para a solug3oc numérica do problema, as equagdes (3.39) sdo
escritas para os nés que definem o contorno da placa. No

caso de existir nés duplos, as equagdes escritas para cada
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né do par podem produzir singularidade no sistema de
equagdes (3.40), jA que os nds apresentam mesmas coordenadas
eartesianas.

Para se evitar este problema, as equagdes (3.389) ndo

s8o escritas para os nés duplos e sim para pontos internos

ao seus respectivos elementos de contorno adjacentes,
deslocados destes nés de 13 do comprimento de elemento,

como mostra a figura 4. 4.

no” duplo

e no

X Pponto de carregamento’

<
\
3{;

FIG. 4.4 - Ponto de carregamento "q" deslocado do né duplo.

Ao sistema de equagdes (4.400) devem ser impostas as
condigdes de contorno da placa. Das quatro varidveis nodais,
u, U

1 2
geral, quando um deslocamento L& é conhecido, o© esforgo

» P‘ e Pz’ duas s8o sempre conhecidas. De um modo

correspondente € incognita e vice—-versa. Desta forma, &

sempre possivel ter-se quatro tipos de vinculagdes:

ad U1 e U2 conhecidos, sendo P‘ e P2 incognitas;
b U1 e Pz conhecidos, sendo P1 e U2 incognitas;
cd P1 e P2 conhecidos, sendo U1 e U2 incognitas;
d> P1 e Uz conhecidos, sendo U1 e Pz incognitas;
Se o©os valores conhecidos acima forem nul os, as
vincul ag®es descritas corresponderfo, respectivamente, aocs

seguintes casos clissicos de vinculag8o:
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ad) borda engastada ¢ w = O ; dwsdn = O J;

b) borda simplesmente apoiada ¢ w = 0 ; m = 0 ; (4.41)
¢) borda livre C Vn = 0 ; m_ = o>

fom relaclo acs valaras das das]acamentoc trancverctais

e das reagdes associados aos cantos, em (4.40), tem-se que,

noe easos cliscicos de vinculagdes, um destes valores pode
ser conhecido. Quando o valor da reagfio de um canto &
conhecida, o© deslocamento transversal & incognita e
vice-versa.

Portanto, apds a imposig3oc das condigdes de contorno
para todos os nés e cantos da placa, recai-se em um sistema
de 2.Nn equag®es com 2.Nn incognitas relativas aos nés e Nc
incognitas relativas aos cantos.

Uma das alternativas para a montagem de um sistema de
mesmo numero de incdgnitas e equagdes, consiste na obtenglo
de Nc equag®es adicionais. Para isto, &€ escrita somente a
equagfo do deslocamento de (4.389) para cada canto da placa.
Estas equagdes, Jjuntamente com as equagdes C4.40), resultam

no seguinte sistema de equagdes:

U

€ ~ = C4.42
w

C ~C

~ ’~
onde as submatrizes H, Hc. G e Gc, assim como o subvetor T,

QN @

1

n(h ”00
e
i
ary
]
(S

+

——

T

LI L B« o
LI R L ]

s3o semelhantes a H, Hc. G, Gc e T, respectivamente, e s3o0
provenientes das equagdes integrais de deslocamentos,
escritas para os cantos da placa.

Desta forma, para uma placa quadrada, os pontos de
carregamentos tomados no contorno ficam dados segundo

ilustra a figura 4.5.
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r———4———%
¢ ! e ponto de carregamento
<+ &
FIG. 4.9 - Pontos de carregamento tomados no contorno de uma

placa quadrada

O sistema de equagdes lineares (4.42) pode ser resolvi-
do levando-se todas as incégnitas para o© primeiro membro,

obtendo—-se um sistema da seguinte forma:

AX =B C4.43D

onde X & o vetor das inecégnitas, composto pelos
deslocamentos e esf orgos dos nés e dos cantos da placa.

Resol vendo-se o sistema de equagdes (4.43), todas as
incédgnitas do contorno (Cesforgos e deslocamentos nodais)

tornam—-se conhecidas.
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A.4 = Integracio sobre os elementos

Na obtengf%o das equagdes (4.39 foi visto que as
matrizes HCQ) e GCQ) s%o provenientes das integrag®es dadas

em C4.30) e C4.31), scbre cada elemento que constitul o
conterne.

Tais integrag®es envolvem as fungdes fundamentais, que
s%0 expressas em termos da coordenada adimensional £.
Da relagfo entre as coordendas fk e l"k. dada em C4.17D,

pode—-se escrever gue:

l"k =¥ zk/a C4.460

Fazendo-se a mudanca de varidvel indicada em C4.486), as

integrag®es C4.30) e (4.31) ficam dadas, respectivamente,

por:
1

m tk 3

hi jCQ) == I pijCQ.P) ¢mCP) aECPD C4.47D
-1
1

m tk o

g, jCQ) = = J- u,tjCQ.PD ¢mCP) d¥CpPd C4.48)
-1

Para os casos em que o© ponto "Q" n3o pertence ao

elemento a ser integrado, as itegrages (4.47> e C4. 48
podem ser feitas numericamente, empregando-se a quadratura

de Gauss, dada pela seguinte expressio:
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J £fC¥> d¥ = Z Wiftzi) C4.49
-1 i=1
onde:

ndimero de pontos de integracao;

8i : coordenada adimensional do i-ésimo ponto de integra-
¢330, definido em fung3oc de N;
Wt : fator ponderador, também definido em fung&oc de N.
Para se obter resul tados satisfatérios destas

integra¢®es numéricas, o nimero de pontos de integragdes
deve ser escolhido em fung8o de alguns paramétros, tais como
a distincia entre o ponto de carregamento, "Q", e o elemento
a ser integrado, o tamanho do elemento, e a fung8c a ser
integrada [63].

Quando © ponto de carregamento, "QY, pertence ao
elemento, como por exemplo ocorre quando © ponto de carrega-
mento coincide com um dos nés do elemento a ser integrado,
as fungdes fundamentais envolvidas nas integrag¢gdes podem
apresentar singularidades do tipo &nLrd>, 1.7 e 112 Nestes
casos, as integrag®es devem ser calculadas no sentido de
valor principal de Cauchy e, em termos da automaglio dos
calculos, ¢ conveniente que as integragdes sejam feitas
analiticamente.

Os termos do vetor de cargas T, correspondentes as
integrais de dominio, s3o obtidos a partir das integragdes
representadas por (4.36), sobre os segmentos lineares em que
o contorno do carregamento ¢ dividido. No caso do contorno
do carregamento coincidir com o contorno da placa em uma
determinada regifio, pode ocorrer de se ter o ponto de carre-—
gamento, "Q", pertencente ao segmento a ser integrado. Nesta

situagfo, as integrag®es conduzem a valores nulos, j& que o
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produto escalar r.ixn, em (4.36), ¢é nulo para qual quer

ponté “S" do segmento Cver figura 4.6).

Se o ponto "Q" nde pertence ao segmento, as intagrasdas

podem ser feitas numericamente, através da quadratura de

Gauss. Para 1isto, como anteriormente, deve-se fazer a

mudanca de variavel indisada em $4,4%? nas integragles
C4.36), obtendo-se:

C4.80>

FIG. 4.6 - Ponto "Q" pertencente ao segmento linear do

contorno do carregamento.

4.5 - Propriedades da matriz H

/ Como visto anteriormente, a anilise de placas pelo
Método dos Elementos de Contorno recai na resolugdo de um
sistema formado a partir das equagdes C4.39D, que
condicionam os esforgos e deslocamentos do contorno 2 uma
configuragfo de equilfibrio.

E possivel estabel ecer —se algumas possiveis
configurag®es de equilibrio para as varidveis de contorno, a
partir da considerag3oc de deslocamento de corpo rigido da

placa, ou seja, deslocamento transversal e rotag¢8o em torno
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de um eixo arbitrario. Estas configurag®es implicam em

esforgos nulos em toda a placa e, consequentemente, em

vetores de esfor¢os nodais, ﬁ, e de rea?ées de canto, R,

nulos na equag3o (4.39), obtendo-se:

K@ U+ HSQ w = X (4.51)

Admitindo~se um movimento transversal de corpo rigido,
W, os vetores relativos aos deslocamentos em (4.51) ficam

dados por:

U = { w O w O w O ... w o } C4.52
- (=] Q (=] [~]

w b= { W OWw W ... w } C4.53)
~ [ -] o O [=]

Neste caso, para que as condig¢®es de equilibrioc sejam
satisfeitas, a placa deve estar submetida a um carregamento
tranversal igual 2 reag¢8o oferecida pelo solo ao
deslocamento imposto, ou seja, uma carga uniformemente

distribuida,
g=Kw ‘ C4.54)

onde K € o médulo da fundagfo.
Para esta carga, o vetor de carregamento da equagfo

(4.51) fica dado por C(ver equag3o (C4.34DD:
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_ » £,
TCQ =K w Ju €O, pd dilp) = K w _ (4.85)
~ °J -9 ° Lt
0 2

sendo:
— [ e
tICQ) = w (Q,pd d{Kpd

dng
— 3 aw*
tZCQ) = Eﬁco.p) AKX pd

“Qg

Os termos E; e E; podem ser calcul ados,

transformando-se as integrais sobre o dominio do
carregamento em integrais de contorno, como mostrado no ftem
3.4.

Substituindo-se (4.52), (4.53) e (4.55) em (4.51),
chega-se A seguinte propriedade, envolvendo os deslocamentos

das colunas Iimpares da matriz HCQD e os elementos da matriz

H CQ:
[«
Nn Nc
Eh. D o+ Zh CY =K t.CQ C4.56)
1,251 c, . i
. . t,)
J=1 J=1

i=1,2

Para se definir a rotag¢3c de corpo rigido, considere a

figura 4.7, onde e representa o versor associado a um eixo

arbitrario de rotagfo que passa por um pento "EY, E* ¢ a
dist&ncia entre um né genédrico, "k, e o eixo de rotaglio, e

d & o versor correspondente 3 direg3o normal aoc el xo.
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)

eixo arbitrdrio de rotagdo

FIG. 4.7 - Placa indeformada sobre fundagc3o elastica.

Considerando-se um giro de cormo rigidoe a no sentido

indicado pelo versor e, os vetores relativos aos

deslocamentos em (4.803 ficam dados por:

U'= a { p! cosB‘ p? cc:s(3‘z . . . D cosﬁﬂh } C4.87D

- c1 cz CN
w‘=a{D DZ. .. D°} C4.58)
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onde n:l e di. represen{,am 0OsS cossenos dlretores da normal 20

contorno no né "j" e do versor d, respectivamente.

Papra aste aasa, & aapragamants 4ue equilikpra A raacfs

do solo é dado por:

§=KaD=KaCAx1+Bx2+C) C4.59
com:
A=d =-e
1 2
B=d = e
2 4
C=—d,xF
1 9 1

onde di. e e representam os cossenos diretores de d e e,
respectivamente, e xf representam as coordenadas cartesianas
do ponto “E*".

Nestas condigdes, o vetor de cérregamentos da equaglo

(4.51)> fica dado por:

_ €1CQ)
TCQY> = K a _ C4.60D
~ t CQ
2
sendo:
- %€
t,1CQD = C A x, + B x, + C O w CQ,p> dXpd

Qg

E 3
CAx‘+Bx2+C)?—a;CQ.p) 40 pd

Qg

tzC QO
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Como anteriormente, os valores de t1 e tz podem ser

calculados como mostrado no f{tem 3. 4.

Substituindo-se (4.57), (4.858) e (C4.B0) em (C4.81),

chega-se a4 seguinte propriedade:

Nn
. j
2 [hi.,Zj‘i.CQ) D + hi.,ZjCQD COSB ] +
j::
Nec
C . _
Flhe @ P =K@ C4.61)

R R
i=1 i=t,2

Estas propriedades obtidas podem ser usadas para a
determinagﬁb dos elementos da matriz HCQD) que seriam obtidos
a partir de integragdes singulares. Neste trabalho, as
propriedades acima s8c wusadas apenas para a verificacfo
das matrizes HC(QD e HCCQD, J& que as integragdes singulares

s30o calculadas analiticamnte.

4.6 - Deslocamentos e esforgos para pontos internos

Nos problemas usuais de placas, além dos valores de
contorno, € importante a determinac¢fio dos deslocamentos e
esforgos para pontos do interior da placa.

A partir da representagfo integral do deslocamento
transversal de um ponto interno "q", dada por (3.43), &
possivel chegar —-se as representagdes integrais das
curvaturas de pontos internos, segundo as direg®es x e x

2
de um sistema cartesiano de origem em *"gq*:
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& g *
2 F: Y d'm
9 weq) e Q, PY WCPY - ——"Cq, P> %P> larem +
% o % ox < ax ox 1P 5
1 2 12 Py
r
v oK .
_ W
+ E 52:5§§q'ci) chiD = I [ VnCP) 5;—5§Cq,P) +
i=1 r t 2
. " nc s
- m P> —2 [ q,p>)|areey + Y Ree)d 2 Yeq,ed +
n Ixax | an i7 O ax i
1 2 1 2
1=1
%w
w
+J I e (% P AR C4.82>
Qg

Denominando-se os deslocamentos genericamente por u e
os esforgos por p, a equagio do deslocamento, (3.44), e as
equagdes das curvaturas, (4.62), podem ser escritas por uma

Unica equagdo, expressa na forma matricial por:

[ 3
uCqgd + p Cq,P> uCP> dr(pP> + Hch) w =

r

i *
= u Cq,P> pCP> dI'cpP> + Gch) R +

r

2
+ ung.p) glp> dQgCpd C4.63)
Qg

onde:



2
u Cq, P>

2
p Cqg,Pd

2%
w Cq,Pd

*
aw

3
o w

2
AL/

Ix_ax
2 2

- 109 -

v
W

X

3, o

R

[ 4

% g% 3¢
L0

E
ooy
Kol

N
4

N
4

39

K

L,
W

R
v

[ -

C4.64>

C4.65

C(4.66D
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-

%
[ w Cq,pd

Fw

z*
] _ 3w
ug(q.p) = = q, pJ C4.67D

Ix Ix
~ 1

—2 ¥q. pd

Apds a discretizag3o do contorno da placa em elementos
de contorno ({tem 4.28), as equagdes (4.63) ficam expressas

em termos dos valores nodais, ou seja:

U P
uCgd + {é'(q) H;Cq)} { ~ } = {f’CqD G;Cq)} { ~ } + T"Cqgd

~ ~

C4.868>

Como os deslocamentos e esforgos nodais j& foram
calculados anteriormente, a partir de (4.68) & possivel

obter-se os deslocamentos e curvaturas de um ponto do

} + T°Cqd

C4.69D

dbminio, fazendo—se:

U
uCqgd = —{f'(q) H;Cq)} { ~ } + {?’Cq) G;Cq)} {
~ L w ~

L ¥

Os momentos fletores para pontos internos podem entfo
ser obtidos a partir das curvaturas, através da relag3o dada
em C2.8D.

Os valores das forgas cortantes podem ser obtidas de
forma aniloga.

As fungdes fundamentais envolvidas na equa¢lo integral
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das curvaturas, (4.62), s%o obtidas derivando-se as fungdes
dadas por (2.76) a (2.80), com relaglo aos eixos X, & X de

origem no ponto interno "q", chegando-se a:

2

adw  _ 1
SO BnD {“‘”‘P’ TR T

-2 r,. r,j] Kei*Cpd/p } C4.700
2 3¢ 1/4
a3 dw _ _ X
oxiaxj[b'n'] - T EZapD { [6i.j Py Moy + 1 My
+ n, . r.j - 4 Cr,k n,k) r.. r,j ] KiCplp +
+ Cr,k n,k) r.. r-,‘i Ker’'Cpd } C4.71D
m.
m 1-2
n _ _ ANTTC1-wD 2 _
'o_x?x_j—_ 2 n {[4&’1: M) €Sy m B T

+8Cr. n.)Cn..!‘.."'P..n,.)+4P..P..+
k k i 3 L J L J

2 2
-2 n.i n,j 6”_] KiCpdrp + [Cr,k n,kD 8 rs. r,j +

-&D> +C8r,. ry, — &0 v(C1-v> +
L) L J 1)

- + - s ’ ‘o +
2 Cr,k n,k)Cr',t n,j n,, r,j) r,, T j] Ker®Cpdp
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v 2
+ [ [c‘i‘—‘ﬁ +Cr,, D ] ra T ] Kei Cod c4.72>
i n
e NS [T o R
B 2 *; 'k S Ty Dy

- 4 Cr,k n,k) r,_LJ + [n,j - (P.k n.kD r'j] [S’i. +

- 4 Cr.k s.k) x*,,t - 4 Cr,k n,k) Cr,

s.k) C 61, +

k 3

- » » - » + » +
r ter 3r.j [n,i Crks,k) siCr‘.k n.k)

2
4 Cr.k n,k) Cr, s,k) rs. } KiCpd/p” +

k

+ Cx*.k n,k) Cr, s,k) r,. r,j Kei (p> +

k
- { [n,j - Cr,k n,k) r.j] Cr,k s,k) x‘.i + [s.j +

- Cr,k s,k) r,j] Cr,k n,k) r.,L + [6,‘j +

- r’i. P’j] cr;k h,k) (r,k S,k> +

—SCI‘.k n,k> Cr‘,k S,kD P,i_ r’j +r’j [n’J cr, Slk) +

k

+ Ssy Cr,k n,k) ] } Ker’Cpdrp } C4.73D
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k3
av 3/4
n_ A% v 2 [
ax ox. ~ En {{{[Cl-u)+cr'ks’k)] [ T

2
+ 2 Cr,k n.k) r,i ] + {r.t+ [6 Cr.k s,k) - 1] +

- acr’ S, )Sn.} Cr’. n, )} r, . [— =4 Ker Cp) - Keicp)] +
k k i k k i pz o

24 2
{2 [C—l—:_;)— + Cr,k S.k)] { [n.J Cr.k n.k) I‘.j] P.i."}'

+ [6i.j - r,j ] Cr,k n.kD } + 2 Cr,k S'k> [s.j +

+

-—Cr.k S’k) r.j] [ECr.k n.k) P'i.—n'i.] +

+ [n,j—(r.k n.kD r.j ] {r.i_ [SCr.k s.k)z—l ] +
—8Cr~.k s,k) s.i}+Cr~,k n,k) { {613‘_1"'; r.j] [—1 +
+ 6 Cr,k s.k)z] + [s'.i - Cr.k s.k) r,j] [ -2 S» . +

. 2
+ 12 Cr.k s,k) r.i] } } Ker*'Cpd/p™ +

v 2 .
+ [c_f-—-;)— + Cf‘»k S»kD ] Tay Toy cr, n,kD Kei'Cpd> +

- +
+ {8 Cr.k s.k) Cr.k n.kD 1'-.,l [S'.i Cr.k s.k) r.j]

v 2
—_— -— . +
+ [Cl—) + Cr, s.k)] { [6i.j r.. r,j] Cr,, N0
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' [r,.j NI r,j] e }}Kei 5o +

2

. [1 4, s.k)z] . } . [4 Ki(p) _ Kgp;(p)] .
2 e

2
[n.‘j Cr.k n,k) r.j] {r,i[24 Cr.k S'k) 4] +

8(1",k s.k) s,_l} + Cr‘.k n,k) { [6i.j - r.i_ r’j][ -4 +

2
- +
+ .'.’34Cr.k s.k) ] + [S'.i Cr,k s.k)r,j] [48Cr.k s.kDr.i’

-8 s.,‘] } - 8 n.i (r.k s.k) [s.j.+

- Cr,, s, r.j]} KiCpd/p® } C4.74>
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CAPITULO V

AVALIAGAO NUMERICA

5.1 - Introdug¢fo

Neste capftulo a formulag8o desenvolvida anteriormente
é aplicada na anilise de alguns exemplos de placas sobre
fundag8o elistica de Winkler.

As func®es de Kelvin, envolvidas nas fung®es fundamen-—
tais, s%o calculadas numericamente a partir das aproximagdes
polinomiais CA.9). Tais aproximag®es s8o validas com boa
precisfo para parametros compreendidos entre O e 8, que
englobam grande parte dos casos praticos.

Para a avaliagfio dos resultados, ¢ empregado o seguinte

paréametro:
.
kK = KB -\ p* 5.1
D
onde b & a dimens$o caracteristica da placa. Para placas

retangulares, b € o tamanho do maior lado e para placas

circulares, b & o difmetro. K é o médulo da fundagiio e D ¢
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rigidez da placa A flexXo.

Nos exemplos apresentados s%0 assumidos diferentes

valores de K'. Em particular, para placas que n%o interagem

§OM ¢ @9ie d8Ye-§s Ver K=0 & portantoy K =0. Entretanto,

devido a dificuldade computacional encontrada para este

valor de K’, placas que n3%o interagem com o© solo s3o

avaliadas wutilizando-se pequenos valores do parimetro.

Valores tomados entre 0.001 e 1 indicaram ser apropriados
para representar tais casos. |

Em todos os exemplos & assumido um coeficiente de
Poisson igual a 0.3 e, com exceglo do dltimo exemplo, os

resultados s3o comparados com os obtidos analiticamente.

5.2 - Exemplo 1 - placa retangular simplesmente apoiada no

contorno e uniformemente carregada.

Neste exemplo € analisada uma placa retangular de lados
a e b, sobre fundagfo elistica, simplesmente apociada no
contorno e submetida 2 uma carga uniformemente distribuida,

q, como mostra a figura 5.1.

LLLLLLL L L 277 ___"‘_
/] Xy d
A “
y “
/7 I——%» ¢

Va lz Y/ a
/] /
/] “
4

;TS T T T 7777

N\

b

FIG. 5.1 - Placa retangular uniformemente carregada sobre

fundag3o elAistica.
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A figura $1& ihustra os deslocamentos trapsversais do

ponto central da placa, para a relagfo entre os lados (b-ad

variando entre 1 e 2, obtidos analiticamente [64] e pelo

M.E.C. (20 a 30 elementos) para diferentes valores de K’ (K’

= K b*/DD.
4.5
4.0 4
3.5
\ — ANALITICO
3.0 o

M.E.C.

4
w=0001vb /D

coeficiente v
N N
(@} (8}
Py

10 12 14 16 18 20

FIG. 5.2 - Deslocamentos transversais no centro da placa.

Na tabela 5.1 est3o indicados os momentos fletores no
centro da placa, segundo as diregdes x e %, Cfig. 5.1>,

obtidos para K’ =3200.
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TABELA Gi1 - Momentos fletores centrais para placa

retangular uniformemente carregada (fig. 5.1D,

obtidea pala ME.C. o analitieamente.

bra M.E.C. Analfiticol64]
My ™ My ™.
1.0 0. 00195 0. 00195 0. 00154 0.00184
1.2 0. 00385 0. 002857 0. 00384 0. 00258
1.4 0. 00575 0. 00311 0. 00575 0. 00308
1.6 0. 00743 0. 00352 0. 00745 0. 00350
1.8 0. 00877 0. 00378 0. 00880 0. 00377
2.0 0. 00872 0. 00390 0. 00974 0. 00389
Fator: g a?

5.3 - Exemplo 2 - placa retangular engastada no contorno e

uniformemente carregada.

Neste exemplo €& analisada uma placa retangul ar
de lados a e b, engastada no contornc e submetida a um
carregamento, ¢, uniformemente distribuildo.

A figura 5.3 ilustra a variag8io do deslocamentc do
ponto central da placa com a relag3o bra, para diferentes

valores do parametro K* (K* = K bt D>.

A figura 5.4 mostra a variag8o do momento fletor no
ponto central e do maximo momento fletor na borda com a

relag8o bra, para diferentes valores de K’.
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1.3 T T ———
12
1.1 \
o
0.9 \
§ — REF. 65

0.8 "
\ \\“o © M.E.C.
\ 4
4+ _
3 w=0001vb /D
\ \%\\

coeficiente v
¢ o o
[0)] ~d

(@] (@]

> )
\;J‘

[ ;’;/

7‘

0.2 _ \

0.1

0.0
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

b/a

FIG. 5.3 - Variac8%o do deslocamento do ponto central com o
parametro K’ e com a relag3c brsa, para placas

retangul ares.
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0.0
o
\
5.0 1~
\
\
A}
4.5 M
) \
\
\
\
4.0 X
& ~ \)\ mox. momento nos bordas = 0.012c qb
S 3.5 hi. e A = momento no centro = 0.01 mq b
kS
) W@ \\‘0
€30 f£== AT
n ¢ ﬂc;\\\ \\ \\
9 L YSIR NN --~- m (REF. 65)
-E ‘fao \‘ \"
o 29 TN — ¢ (REF. 65)
.(—)- \.\ )\ \\
s 20 \ AN ) o m ( MEC. )
O - \\
© fsp P a ¢ ( ME.C.)
1.5 ) P,
K'=1280
ML\‘-‘
1.0 4
0.5
0.0

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

b/a

FIG. 5.4 - Variag8o do momento fletor central e do mé&ximo
momento fletor na borda com K' e bra, para placas

retangulares.

2
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K.4 - EXemplo 3 - placa circular engastada no contorno e

uniformemente carregada.

Na tabela G,Q estédo indicados os valores dog docl aas -

mentos e momentos fletores do ponto central e do contorno de

uma placa circular de diimetro b, engastada ne contorne e

submetida a um carregamento uniformemente distribuido, gq,

obtidos para diferentes valores do parametro K'C(K®=K b‘/DD.

TABELA 5.2 - Deslocamentos e momentos fletores no centro e

nas bordas para placas circulares.

deslocamento momento flet. momento flet.
K* no centro no centro na borda
w m m

n

REFI65] M.E.C |REFIB65] M.E.C |REFI&5] M.E.C

o 1.562 1.550 | 8.125 8.093 | 12.50 12.43
640 1.112 1.106 | 5.486 5.480 | 9.668 O.638
1280 0.858 0.854 | 4.011 4.013 | 8.047 8.032
1920 0.605 0.6892 | 3.076 3.082 | 6.993 B.9085
2560 0.581 0.580 | 2.435 2.442 | 2.240 6.246
3200 0.498 0.497 | 1.972 1.980 | 5.804 5.8690
fator Ig—gf c10™% 319?c1o“2> SZE?C1O-2)

5.5 - Exemplo 4 - placa quadrada uniformemente carregada com

diferentes discretizacBes do contorno

Para se verificar a precisfc do mé&todo para diferentes
discretizagdes do contorno, & analisada uma placa quadrada
de lado a, simplesmente apoiada no contorno e submetida 2
uma carga uniformemente distribuida, gq.

Os momentos fletores centrais, obtidos para divisdes do

contorno em diferentes nimeros de elementos, s3o compar ados
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com os obtidos analiticamente [6B4]. As variag®es do erro com

0 nimero de elementos, para K'=0 e K'=800 (K'= K a‘/D).
est3o ilustradas na figura S.S5.

5
4

Ve

K3 :

O a2l

SR
1 \\\\\
0 \\:?:':‘-:y:_n_..-“

10 20 30 40 50 60 70 80
num. de elementos

FIG. B.8 - Variag8o do erro dos moﬁéntos centrais com o
nimero de elementos de contorno para uma placa

quadrada uniformemente carregada.

Com base nos resultados apresentados, verifica-se que,
mesmo para divis®des do contorno em poucos elementos, s3o

atingidos valores muito préximos aos analiticos.

5.6 - Exemplo 5 - placa gquadrada apoiada no contorno e

submetida a uma carga centrada

Em muitos problemas de engenharia, tais como no estudo
de radiers e sapatas flexiveis, podem ocorrer situag¢gdes onde
existem cargas atuantes em uma pequena regifio da placa. Para
se avaliar a eficiéncia da formulaglio para estas situagdes,
& analisada uma placa quadrada sobre fundag8o elastica
com K’'=200, simplesmente apoiada no contorno e submetida a
uma forga transversal, P, distribuida numa regio central,

como ilustra a figura B.6.
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—
% a/2
/
— 4 ¥
u/2 L/ ’
, >
u/2 /
%
u/2|ue A
T w2
5 u/ae 0,1
777777777777 77777 4
w2 | a2

V X2

FIG. 5.6 - placa quadrada sobre fundac8o elAstica com carga

centrada.

As figuras 5.7 e 5.8 mostram as variac®es dos desloca-
mentos transversais e dos momentos fletores, respecti vamen—
te, ao longo do eixo X, obtidos analiticamente [64] e pelo

M.E.C. para uma divisZ%o do contorno em 16 elementos.

10.0 —
7 2
8.0 — w = 0001vPa/D
> L
L 60 -
c
QL ]
O 40
5 * M.EC. (16 elem.)
8 2.0 — Analitico
0.0 BN l | 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x,/a
FIG. 5.7 — Variag%o dos deslocamentos transversais ao longo

do eixo xf

LI
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m,m= 001 mP

55.0 — 1

)
20.0 -
&
c-——m (Analitico)
) .
+= 15.0 ——— m (Analitico) #
()]
© 10.0 * M.E.C.(16 elem.) )
= P
8 ”
O 5.0 4
0.0 —== ] | | | |
0.0 | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

FIG. 5.8 - Variac8co dos momentos fletores aoc longo do eixo
X .
1

5.7 - Exemplo 6 - Placa quadrada de bordas livres e

submetida a uma carga centrada

E avaliada agora a situag3co onde a placa com mesma
geometria do do exemplo anterior se encontra exclusivamente
apoiada sobre a fundagfio elastica, ou seja, considerando-se
todas as bordas da placa livres, como mostra a figura 5.9.

Para efeito de comparag8o, ¢ usado o) resul tado
analitico, obtido para uma placa de rigidez infinita,
apoliada sobre uma fundagéo de médulo, K, pequeno [64]1. No
exemplo foi adotado um valor de K*=0.8, que indicou ser um
valor suficientemente bom para representar o caso rigido, ja
que os deslocamentos tranversais apresentaram—se pratica-
mente uniformes ao longo da placa.

Na figura B5.10 estfo ilustradas as variagdes dos
momentos fletores ao longo do eixo de simetria, para as

relagdes ura=0.1 e usa=0.2, obtidas analiticamente e pela
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fomulagde para uma divisdo do contorno em 16 olementas.

/2
— |
Ui - !
| us2 Txy f
w2 '
"/'i,l' 02 k':0.8
a/2 a/2
V..
FIG. 5.9 - Placa quadrada sobre fundag8o elastica com carga
centrada.
— Anglitico
momento
* ME.C (16 elementos)
u/a=0.2

i
{
-0.50 0.00 ;%0
x,/a
FIG. 5.10 - Variag3c dos momentos fletores ao longo do eixo

de simetria da placa.

Os valores dos momentos fletores centrais da placa,

obtidos pela formulagZ%o e analiticamente, estZc indicados na
tabela 8. 3.
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TABELA 5.3 - Momentos fletores centrais para a placa
quadrada sobre fundag8c el&stica da figura

S.10.
M.E.C Analitico
u/a
16 elemn. Ref. [64]
0.1 0.253 P 0.2858 P
0.2 0.1i81 P 0.186 P

5.8 - Exemplo 7 - placa quadrada com carga excé&ntrica.

A mesma placa do exemplo anterior & agora analisada
para uma carga transversal, P, aplicada com uma

excentricidade de e1=0. 25a, como ilustra a figura 5.11.a.

’,UIZHRI‘ a/2
u/2
—
u/2 x,
k'= 0,8
e,
a/2 u/a=0,2
e, = 0,25a
a/2 a/2
V xz

FIG. B.11.a - Placa com carga exc@&ntrica.
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0/2
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a/4

a/4 [ a/4

% 'I

X2

FIG. 5.11.b - Pontos tomados para avaliacSo.

Na tabela 5.4 est30 indicados os valores da reagdo do

solo em alguns pontos tomados no contorno e no interior da
placa C(ver figura 5.11.bd, obtidos pelo M.E.C. e
analiticamente.
TABELA 5.4 - Reag83o do sole para placa rigida com carga
excéntrica.
VALORES DA REAGAO DO SOLO
PONTO M.E.C. Valores
16 elem. tedricos
1 -0. 50 =0.80
2 0.25 0. 28
3 1.00 1.00
4 1.74 1.78
5 2. 49 2. 50
5 -0. 49 ~-0. 80
7 0.25 ©.28
8 1.00 1.00
9 1.78 1.75
10 2. 850 2. 50
Fator: P.aZ®
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Os valores negativos da tabela representam reagdes de

trag3o na superficie da placa, associados & deslocamentos

tranversais negativos.

5.9 - Exemplo 8 - sapata associada

Para ilustrar a resolug¢8o de um caso pratico de sapata

neste exemplo é analisada uma placa trapezoidal

por carregamentos

associ ada,

sobre fundag8oc elAstica, solicitada

provenientes de trés pilares, como mostra a figura §5.12. A

carga de cada pilar scbre a placa & considerada

uniformemente distribuida sobre a 4rea da projeglo do pilar.

L
£
(%]
o
-
—_— [] -k
ﬁ P2
o g
J — o
2 Pl —
_f__. D S
P3
E
o
L o
X2 P1,P2,P3 ( 20x 20)
85¢cm [ 130 cm l 85 cm

FIG. 5.12 - Sapata associada solicitada por cargas

provenientes de 3 pilares.

No exemplo sfio assumidos os seguintes valores:
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Médulo de deformagfo longitudinal : E = 2 x 10° KN/m’;
Weeficienlc de Polsson : v = 0.3;

— espessura da placa : t = 0.28 n ;

Médule da fundagle : KR

Carga em cada pilar : P

B x 10‘ KN/mz/m ;

400 KN ;

Sec;:ﬂo tranversal dos pllares : 20x20 cmz.

A figura B5.13 mostra as variagdes dos deslocamentos
transversais ao longo das bordas x = 0O e x = 3 m. A figura
5.14 mostra a variag8oc dos deslocamentos tLransversais ao
longo do eixo X -

Na tabela B.85, est8c indicados os deslocamentos
transversais e os momentos fletores nos pontos P1, P2 e P3
da placa, correspondentes os pontos de aplicagf8o das cargas

dos pilares.

0.32 —

x = 300

0.26 | | ! | g
0 37 74 111 148 185
x2(cm)
FIG. 5.13 - Variag3o dos deslocamentos transversais ao longo

das bordas x1= 0O e x1= 3 m.
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0.33
T
£ 0.31 -
N
. i

0.29 —

0.27 .

| ! | ' ] T T T
0 60 120 180 240 300
x1 (ecm )

FIG. B5.14 - Variag3o dos deslocamentos transversais ao longo

do eixo xf

TABELA 5.5 - Deslocamentos transversais e momentos fletores

para pontos internos.

w X 109 m1 mz
PONTO cm CKN. m/m> | CKN.m/md
P1 3.16 04.8 0o. 2
P2 3. 22 102. 4 o5. 3
P3 3. 22 102. 4 o5, 3
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

A finalidade deste trabalho foi apresentar uma
formulag8c pelo Método dos Elementos de Contorno CM.E.CQD,
para a anAlise de placas sobre fundag3o el&stica de Winkler,
utilizando-se uma soluglo fundamental prépria, que incorpora
o efeito da base elistica. Tal formulag8o tem como principal
caracteristica, a restrig3o das aproximagdes envolvidas aos
valores associados ao contorno da placa, ao contrario de
outras formulag¢g®des pelo M.E.C., que n8c wutilizam solug¢des
fundamentais préprias [561, [857].

Os resul tados apresentados no capitulo v
apresentaram—se de acordo com os obtidos analiticamente,

demonstrando a eficiéncia da formulag3c na modelagem de

placas com diferentes tipos de geometria, vinculag3o e de
carregamento. Deve-se ressaltar a boa precisfo  dos
resultados obtidos, mesmo para divisdes do contorno em

poucos elementos. Isto decorre principalmente do fato de se
restringir as aproxima¢des aos valores do contorno. Outra
importante caracteristica verificada, € a simplicidade na
manipul ag8oc dos dados de entrada, uma vez que, praticamente,

sd & necessirio definir os dados referentes aco contorno da

placa.
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Apesar desta formulagfio permitir a avalia¢8o de placas

q¥e nde interagem com o solo, & conveniente gque ectoe eaces

sejam analisados através de formulacio prépria, na qual as

solugdes fundamentais implicam em expressdes de esforgos e

deslocamentos fundamentals mais simples, demandanado mencres

tempos de processamento.

Cabe observar que a formulagfo apresentada se limita a
casos envolvendo fundagdes bi-laterais, onde & admitido um
perfeito contato entre a placa e o solo, mesmo para o©o caso
de tens3oc de tragl3o atuante na interface Cver exemplo 7 D.

A formulagBo pode ser estendida para a andlise de
placas apoiadas sobre fundag8c com distintos médulos em
diferentes regides da interface, ou para placas parcialmente
apoiadas sobre fundag8io eldstica. Para isto, deve-se dividir
o dominio da placa em sub-regides, correspondentes aos
diferentes médulos de fundagSo. Outra possivel forma de
tornar a formulag3oc mais abrangente, se faz através da
associag8o da placa com outros elementos estruturais, tais

como: pilares, vigas e estacas.



[11

21

[31

[4]

[5]

(6]

[71

(8]

- 133 -

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

SOUTHWELL, R.V. Relaxation methods in theoretical

physies. London, Oxford University Press, 1946.

TURNER, M.J.; CLOUGH, R.W.; MARTIN, H.C. ; TOPP, L.J.
Stiffness and deflection analysis of compl ex
structures. J. Aero Sciences, 23: 805-823, 1956.

CLOUGH, R.W. The finite element in plane stress
analysis. In: A.S.C.E. CONF. ON ELETRONIC
COMPUTATION, 2nd., Pittsburg, 1960 - Proc.

ARGYRIS, J.H. & KELSEY S. Energy theorems and
structural analysis. Aircraft Engineering, 26-27,
1955,

ANDERSSEN, R.S. et alii. Thé application and numerical

solution of integral equations. Alphen aan den Ri jn,
The Netherlands, Sijthoff and Noordhoff, 1980.

ABEL, N.H. Ouevres complates. Norvegien Christiania, 1,
i881.

BETTI, E. Teoria dell’ elasticiti. Il Nuove Ciemento,

7-10, 1872.

SOMIGLIANA, C. Sopra L’ equilibrio di un corpo elastico

isotropo. Il Nuovo cimento, 17 - 19, 1886.




- 134 -

(10] VOLTERRA, V. Opere mathematiehe. Acad. Naz. Lincel,
Rome, 2: 216-275, 1956.

[11] FREDHOLM, I. Sur ume classe d’ equations fonctionelles.
Acta Math, 27: 365-390, 1903.

{12) MUSKHELISHVILI,N.I. Some basic probl ems of the

mathematical theory of elasticity. Groningen Holand,
Noordhof'f, 1953.

[13] MIKHLIN,S.G. Integral equations. London, Pergamon

Press, 1957. (International series of monographs in

pure and applied mathematics).

[14] SMIRNOV, V. J. Integral equations and partial
differential equations. In: COURSE in higher
mathematics. London, Addison-Wesley, 1964. v. 4.

[15] KUPRADZE, V.D. Potencial methods in the theory of
elasticity. Jerusalem, Israel Program for Scientific
Translations, 1965.

[18] JASWON, M. A. Integral equation methods in potencial
theory I. Proc. Royal Society, A275: 23-32, 1963.

[19] SYMM, G.T. Integral equation methods in potencial
theory II. Proc. Royal Society, A275: 33-46, 1963.

(201 RIZZ0, F.J. An integral approach to boundary value
problems of classical elastostatics. Quarterly of
Applied Mathematics. 28 (1): 83-92, 1967.

[21]) CRUSE, T.A. Numerical soclutions in three dimensional
elastostatics. Int. J. Solids Structures, S: 1259-

1272, 1969.




(22l

(&3]

[24]

[25]

[261]

[271

[28]

[URTR 1 1 I

A

- 135 -

CRUSE, T.A. Application of the boundary-integral

equation method to three dimensienal streas
analysis. Computers and Structures, 3:. 509-%27,

1873,

CRUSE, T.A. An improved boundary-integral equation
method for three dimensional elasti¢ stress

analysis. Computers and Structures, 4: 741-7954,
1974.

RIZZ0, F.J. & SHIPPY, D.J. A formulation and solution
procedure for the general non—-homogeneous elastic
inclusion problem. Int. J. Solids Structures, 4:
1161 -1179, 1968.

CRUSE, T.A. & RIZZ0, F.J. A direct formulation and
numerical solution of the general transient
elastodynamics problem.I. J. Math. Anal. Appl., 22,
1968.

CRUSE, T.A. &VANBUREN,W. Three dimensional elastic
stress analysis of a fracture specimen with an edge
crack. Int. J. Fract. Mech. 7: 1-15, 1971.

SWEDLOW, J.L. & CRUSE, T.A. Formulation of boundary
integral equations for three dimensional
elastoplastic flow. Int. J. Solids & Structures, 7:
1673-1683, 1971.

RICARDELLA, P.C. An implementation of the boundary—
integral technigue for planar problems in elasticity

and elastoplasticity. Pittsburg, Dept. Mech. Engng. ,
Carnegie-Mellon University, 1973. C(Report No. SM-73-

103



[29)

f28)

(311

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

- 136 -

CRVUSE, T'Ar An improved boundary integral equatien

ﬁethod for three dimensional elastic stress

analyoic. Computare £ Strustupss. 4 741-784,10714.

LACHAY, 3.8 A Purther development of Lhe boundary-

integral technique for elastostatics. University of

Southampton, 1975. C(Ph. D. Thesis)

BREBREI A, C. A. The boundary element method for

engineering. London, Pentech Press, 1978.

JASWON, M. A.; SYMM, G.T. Numerical bilharmonic analysis

and some applications. Int. J. Solids Structures, 3:

308-332, 1967.

HANSEN, E.B. Numerical solution of integro-differential
and singular integral equations for plate bending
problems. Journal of Elasticity, 6 (1)>: 39-56, Jan.
1976.

ALTIERO, N.J. & SIKARSKIE,L.D. A boundary integral
method applied to plates of arbitrary plan form.
Computer & Structures, 9: 163-168, 1978.

WU, B.C. & ALTIERO,N.J. A boundary integral method
applied to plates of arbitrary plan form and

arbitrary boundary conditions. Computer &

Structures, 10: 107-707, 1979.

TOTTENHAM, H. The boundary element method for plates
and shells. In: BANERJEE, P.K. & BUTTERFIELD,R. eds.
Devel opments in boundary element methods. London,

Elsevier, 1979.




(371

[38]

[38)

[40]

[41)]

[42]

[43]

- 137 -

BEZINE, G. Boundary integral formulation for plare

flexure with arbitrary boundary conditions.
Mechanics Research Communications, § (4): 197-208,
1976,

BEZINE, G. & GAMBI, D.A. A new integral equation
formulation for plate bending problems. In: BREBBIA,

C.A., ed. Recent advances in boundary el ement

methods. London, Pentech Press, 1978.

STERN, M. A general boundary integral formulation for
the numerical solution of plate bending problems.
Int. Journal of Solids and Structures, 15: 769-782,
1979.

STERN, M. Boundary integral equations for bending of
thin plates. In: BREBBIA,C.A., ed. Progress in
boundary element methods, vol. 2. London, Pentech

Press, 1983.

BEZINE, G. A mixed boundary-integral: finite element
approach to plate vibration problems. Mechanics
Research Communications, 7 (33: 141-150> 18980.

KAMIYA, N. et al. An approximate finite deflection
analysis of a heated elastic plate by the boundary
element method. Appl. Math. Mcdelling, 6 (1): 23-27,
Feb. 1982.

TANAKA, M. Large deflection analysis of thin elastic
plates. In: BANERJEE, P.K. & MUKHERJEE, S. eds.
Developments in boundary element methods-3. London,

Elsevier,1984. Chap. 5, p. 115-136.




-138 -

[44] KAMIYA, N, & SAWARY, An integral equation approach to
finite deflection of elastic plates. Int. J. Non-

Linear Mechanics, 17 (3): 187-194, 1082.

[45] VANDER WEEEN, F. Application of the direct boundary

element method to Reissner’s plate model. In:

BREBBIA, C.A., ED. Boundary Element Methods in
Engineering: Procedings of the Fourth International

Seminar, Southampton, England, sept. 1982. Berli.

[46) REISSNER, E. The effect of tranverse shear deformation
on the beding of elastic plates. J.Appl. Mech.,12:
ABS~-A77, 19495,

[47] COSTA, JR.J.A. & BREBBIA, C.A. Elastic buckling of
plates wusing the boundary element method. In:
BREBBIA,C. A. & MAIER, G., eds. Boundary element VII:
Proceedings of the 7th  International Conference,
Villa Olmo, Lake Como, Italy, Sept. 1985. Berlin,
Springer-Verlag, 1985. V.1, p.4.29-4.42.

[{48) BEZINE, G.; CIMETIERE,A.; GELBERT, J.P. Unilateral
buckling of thin elastic plates by the boundary
integral equation method. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 21: 2189-2199,
1985,

[49] MORJARIA, M. & MUKHERJEE, S. Inelastic analysis of
transverse deflection of plates by the boundary
elemnt method. Journal of Applied Mechanics,
Transactions of the ASME, 47(2): 2901-296, June 1980.

(50] KATSIKADELIS, J.T. & ARMENAKAS, A.E. Plates 6n elastic
foundation by BIE method. Journal of Engineering
Mechanics. ASCE, 110 (7): 1086-1104,1984.




- 139 -

[51] KATSIKADELIS, J.D. & ARMENAKAS, A.E. Analysis of

clamped plates on elastic foundation by the beundary
integral method. Journal of applied Mechanics, $4:

B44=H80, 1984

[S52] WINKLER, E. Die Lehre von der Elastizitaet und
Festigksdt. Plague, Dominicus, 1867.

[83] COSTA JR., J.A. & BREBBIA, C.A. The boundary eiement

method applied to plates on elastic foundations.

Engineering Analysis, 2 (4): 174-183, 1885.

[54] COSTA JR.,J.A. & BREBBIA, C.A ©On the reduction of
domain integrals to the boundary for the BEM
formulation of plates on elastic foundations.

Engineering Analysis, 3 (2): 123-126, 1S986.

[55] COSTA JR.,J.A. & BREBBIA, C.A. Bending of plates on

elastic foundations wusing the boundary element

method. In: INTERNATI ONAL CONFERENCE, 2nd,
Southampton, 1985. Proc. Berlin, Springer-Verlag,
1988.

[S61SILVA, N.A. Aplicagc3io do método dos elementos de

contornc & anilise de placas sobre fundacdes

elasticas. S%oc Carlos, Escola de Engenharia de S3o

Carlos-USP, 1988. (Dissertag8c de Mestradod.

[57] CALDERON, E.T. Uma formulag¢8c alternativa para o estudo

de placas sobre fundacf3o elastica pelo método dos

elementos de contorno. S%0c Carlos. Escola de
Engenharia de S%c Carlos-USP, 1991.(Dissertag3o de
Mestradod



(58]

[B9]

[B0]

(611

[621]

[631]

[B4]

[65]

- 140 -

VENTURINI, W.S. Um estudo sobre o método dos elementos
de conterno € sSuas aplicacles em problemas de

engenharia. S3c Carlos. Escola de Engenharia de S#o

Carlos-USP, 10888. (Tese de Livre-Docéncia)d.

KIRCHHOFF,G. Uber das Gleichgewicht und die Bewegung
Einer Elastischen Scheibe. J. Math, Crelle, 40:

51 -58, 1850.

FINLAYSON, B.A. The method of Weighted Residuals and

Variational Principles. Academic Press, New York,

1972.

JASWON, M. A. & SYMM, G.T. Integral equation methods in

potencial theory and elastostatics. London, Academic

Press, 1977. 287 p.

TOTTENHAM, H. The boundary element method for plates and
shells. In: BANERJEE, P.K. & BUTTERFIELD, R., eds.
Developments in boundary element methods-i. London,
Applied Science Publ., 1978. Chap. 8, p. 173-205.

GIL RODRIGUEZ, J.C. Sobre ¢ emprego do método dos
elementos de contorno em problemas elasticos

bidimencionais. Escola de Engenharia de S3oc Carlos-

USP, 1986. (Disserta¢fo de Mestradod.

TIMOSHENKO, S. & WOINOWSKY-KRIEGER, S. Theory of plates
and shells. New York, McGraw-Hill, 19959.

NG. ,S.S.F. Influence of elastic support on the behavior
of clamped plates, developments in mechanies, Vol.
85, Proc. 11th Midwestern Conference, pp. 353-
371, 1969.




(661 ABRAMOWITZ,

- 141 -

M. AND STEGUN, I.

Functions, Dover, 1970.

Handbook of mathematical



- 142 -

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

BREBBIA, C. A. ; TELLES, J. C. F. : WROBEL.,, - L. C.
Boundary Element Techniques: Teory and Applications

in Engineering. Berlin, heidelberg, Springer-Verlag,
1984.

COSTA, J. A. a;d BREBBIA, C. A. On the reduction of
domain integrals to the boudary for the formulation
of plate on elastic foundation. Engineering Analysis,
3(a>, 123-126, 19886.

LACHAT, J. C. & WATSON, J. O. Progress in the use of
boundary integral equations, illustrated y examples.

Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. , 10, 273-289, 1977.

OLIVEIRA NETO. L. Analise de placas de borda curva pelo
método dos elementos de contorno. Escola de
Engenharia de S3o0 Carlos - USP, 1991. (Dissertag¢3oc de
Mestradod.

PAIVA, J. B. Formulacfo do método dos elementos de
contorno para flex3o de placas e suas aplicac®es em
engenharia de estruturas. Escola de Engenharia de S3%o

Carlos - USP, 1987. (Tese de Doutoradod.

PAIVA, J. B. Aplicag80c do método dos elementos de
contorno 2 anilise de placas apoiadas em base

elastica. MECOM-89, Vol. 1, A47-ASQ, 1980.




APENDICE

1 - Introdug3o

Neste apéndice s#%o apresentadas as expressdes das
fungdes de Kelvin e algumas de suas propriedades,
transcritas da referéncia [66].

Nos préximos ftens, v & real, x & real positivo e n &
um inteiro positivo ou zero.

2 - Equag80 diferencial

A equagloc diferencial definida por:

xfu}v+8x?w”’- C1+2vz)szw"—xw’)+Cv4—4vz+x4)w=O CA. 1D

apresenta como solug8io, as seguintes func®des de Kelvin:

w = ber+vx, bei+vx, ker+vx, keiivx CA. 2

T T



- A2 -

3 - Séries ascendentes

As fung®es de Kelvin utilizadas neste trabalho s%o

definidas pelas seguintes expansdes em séries:

cos {[iy+ ék]n} 2k

1 .
(4x] CA.3.ad

(03]
i v z

ber x = [——]
v 2 Lo

k!IrCvo+k+1D
3 1
00 sen —p + —kIn
1 v 4 2 1 2 X
bei_x = [—a—] 2 [4x) CA.3.bD
k=o k!TCpo+k+1D
n-1
171 Y™ 3 1
kernx = T(_é—x] kzo cos {[—T-n + —a—k]rz}
Cn-k-131 (1 X
x z X | — 1ln (2 ber x + n/4 bei x +
k! 4 n : n
L, ©
1 1 1
*‘a"[a ] 2°°S{[4’* 2 ]"}
k=o
k
{ yCk+1D+yCn+k+1D> 1 =2
X KICn+ko? [4 x) CA.3.0
n n-4
1 1 - 3 1
keinx = - -—a—[—a—x] kzo sen {[Tn + —8-—k]rz}

k
x2] - 1ln Cx2 beinx - /4 bernx +

(SR

Cn-k-1D1t
X = |



..A3_

00 .
1 (1 3" 3 1,
+ _5—[7§—x] kZL sen {[ 7} n + 3 u]n}

Y0 +pCn ik 41)) A xz]"

X KT Cn+k1 ) CA.3.d

As fung®des de Kelvin de ordem zero ficam definidas por:

_oxFd?® | oxPoadt

ber x =1 P P CA. 4. 2D
2D C4D
2 -] 2 5
bei x = x2,4 - X /42 + & /42 - CA. 4.bd
(3 (@35]1p]
ker x = -1n(x8) ber x + r~/4 bei x +
® 2k
+ ¥ ¢k _¥LEkHD . [i xz] CA. 4.0
kZo {C8k+131>
kei x = -1InC(x2> bei x - n/4 ber x +
Ve
2k+1
+ ¥ ¢k _¥C2k+ED . [i xz] CA. 4.dD
ko {C2k+1>1>
sendo que as fungdes y e I' s8o dadas por:
n-1
we1d = — — p, w(n)=—r+z kKt ¢n = CA.4.ed



Nn+1> =1.2.3...Cn-1>.n = n! CA.4.1D

onde y € 2 conctanta da Euler, » = 0.85772187.

4 -~ Relagdes diferenciais

As préximas equagdes definem a derivada primeira das

quatro fung®es de ordem zero, em termos de fung®es de ordem

superiores:

Y 2 ber® x = l::e:r1 x + bei1 x CA.5.ad
v 2 bei® x = - ber x + bei x CA.5.bD
Y 2 ker’ x = ker x + kei x CA.B.ed
Y 2 kei’ x = - ker x +kei x CA. 5.4

As derivadas de segunda ordem das 4 func®es de Kevin em
termos de suas primeiras derivadas e das préprias fungdes

s3o dadas por:

ber"x = — bei x - x  bei’x CA. 6. ad
bei"x = ber x - x ' bei’x CA.6.bD
ker"x = — kei x - x * ker’x CA. 6.2

kei'"x = ker x — x kel’®x CA. 6.4



_As._

§ - Inbegrals indefinldas

Duas das propriedades envolvendos as i ntegrais

funedog de Kalvia a%a dadas a segulr:

14D o _ A v o
I x fv dx X [————x &, gv ] CA.
1-p - 1~ v ,

v v
fv = berv X 8, = beiv X CA.
fv = beiv x ; 8, =—berv x CA.
fv = kerv X g, = keiv X CA.
fv = keiv X 8, =-kerv x CA.

6 — Aproximag¢Bes polinomiais

s8o dados por qualquer um dos pares abaixo:

das

7.ad

8. b)

Para o parametro, x, compreendido no intervalo -8<x<8,

as fungdes de Kelvin podem ser aproximadas pelos seguintes

polindmios:



A8 -

ber x =1 - 64(x/8)‘ + 113.77777 774Cx/8)u +

- 32.36345 652¢x 8% + 2.64181 397¢Cx81° +

- 0.08349 B09C>x8%°% + 0.00122 S552¢x 832 +
~ 0.00000 901Cx 82 + ¢

|sf< 4 % 1407 (A.8.2)

bei x = 16Cx/8)z = 113.77777 774Cx/8)5 +

+ 72.81777 742Cx8>%- 10.856765 779Cx 8> +
+ 0.52185 615Cx8 - 0.01103 B67¢Cx 832 +
+ 0.00011 346Cx85%° +

jel< 6 x 107 CA.9.bd

ker x = -1nCx/2) ber x + n/4 bei x - 0.87721 566 +
- 59.05819 744Cx8> + 171.36272 133¢Cx 8 +
- 60.60977 451Cx8'% + 5.85530 121¢x 8¢
- 0.19636 347Cx8>%° + 0.00300 BoGCx8>2* +
- 0.00002 458(x8>%° +

Je]< 1 x 107® CA.9.¢D

kel x = -1nCx/2) bei x - n/4 ber x + 6.76454 936Cx8>% +
- 142.91827 687C(x8>° + 124. 23569 650Cx 8%+
- 21.30080 904Cx/8)'* + 1.17509 0B4Cx a>1®
- 0.02695 875(x/8>°2 + 0.00029 532¢x822° + e

jel< 3 x 107° CA.9.dd
ber’x = x [-4Cx 8% + 14.222228 222Cxa&>° +
- 6.068148810Cx8° + 0.66047 849Cx a>* +
- 0.02609 253Cx8 + 0.00045 S57¢x 8322 +

—- 0.00000 304Cx8>%%) +

lel< 2.1 x 107° CA. 8. e
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bei’x = x [1/2 - 10. 66666 666Cx 8 +

+ 11.37777 772Cx 8 - 2.31167 S14Cx8d2 +
+ 0.14677 204Cx8>'° - 0.00379 386Cx&>2° +

+ 0.00004 BOSCx8>%%1 + e

|e|< 7 x 107 CA. 9.

ker*x = -1nCx/2) ber’'x - x ! ber x + n/4 bei®*x +
+ x [-3.69113 734Cx 82 + 21.42034 O17Cx8>° +
- 11.36433 272Cx8 "0 + 1.41384 780Cx 8> +
- 0.06136 358(x8>™" + 0.00116 137¢x8>% +
- 0.00001 075(x8>%°1 + e

Jej< 8 x 107 CA. 9. @

kei'x = -1nC(x/2> bei'x - x ! bei x - n/4 ber’x +
+ x [0.21130 217 - 13. 30858 B46C(x-8>% +
+ 19.41182 758(x8>° - 4.85950 823Cx 8> +
+ 0.33049 424Cx8>'¢ - 0.00926 707¢x8>%° +
+ 0.00011 997Cx8>%*1 +

lelx 7 x 107 CA.9.hD



