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RESUMC

Este trabalho trata da formulagdo direta do Método dos
Elementos de Contorno para problemas elasto-lineares
axissimétricos. E dada &nfase A& obtencido das equacgdes
integrais de contorno para problemas axissimétricos,
incluindo-se a dedugdc da sclug¢do fundamentzl para o caso da
tor¢doc axissimétrica. A implementag¢doc desta formulagdo, que
representa a solugdo aproximada das equagbes integrais, ¢é
ilustrada, e as principais dificuldades para a avaliacdc
numérica destas equa¢des sdc discutidas em detalhes, a
partir do programa computacional que foi construido para ©

casc da torgac axissimétrica.



ABSTRACT

This work concerns on the direct formulation of the
Boundary Element Method applied to axisymmetric elastostatic
problems. Emphasis is given to derive the boundary integral
equations for this type of problem, including the
fundamental solution obtention for the axisymmetric torsion
case. The implementation of that formulation, which
represents the approximate solution of the integral
equations, 1s 1lustrated and the main difficulties for that
numerical analysis are discussed 1in details, from a
computational code written for the axisymmetric torsion

case.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

B 1importancia dos metodos numéricos na mecdnica do
ccntinuo decorre da caréncia de sclugbes analiticas para os
rroblemas de engenharia. As relagles entre as propriedades
dos corpos da mec&nica do continuc sdo regidas por equagdes
de campo, para as quais sdc conhecidas solugdes analiticas
somente para alguns casos especiais de geometria e de
ccndigbes de contorno. Por i1sso, soclucdes numéricas dectacs
Ses de campo s30 bastante valiosas.

Ate o advento dos podercscs computadores eletrénicos,

Cz urzccs metodos TnLUMEricos S

a
irrliicaevam rumz guantidade acsitavel de
cue pudessem ser executadas manualmente, com um dispéndic

aceitédvel de esforgo e de tempe. O Método das Diferencgas

Finitas e um dos métodoes capazes de satisfazerem a esses
regulsitos, ao menos em certos casos No Métcdo das
T:ferencas Fin:itas, as eguacles diferencisis de campo €3¢



aproximadag por equa¢des de diferengas finitas — r.2s quais
ag derivadas de certas funs;?ee B30 expressas en termos dos
vzlores dectas fungdes em certos pontos: os nés.

Outro metodo numérico, de malor sUCESBO, mag Jue
sperece mais ligade a computagdc eletrbnica, € ¢ dos
Eiementos Finitos. Neste métcdo, © corpo sob arndlise ¢€
gsubdividido num conjunto de elementos, e, originariamente,
ur principio variacional validc para o dominio é aproximado
de um modo peculiar, com base na divisd3o do corpo em
elementos que foi adotada.

Tanto no Método das Diferengas Finitas quantc no dos
Elementos Finitos o dominio de um corpo é discretizado — em
um conjunto de pontos, no casco das diferencas firnitas, ou
num conjunto de elementos, nc caso dos elementos finitos.
Pcr 1sso eles sao denominados métodos de dominio. Em tais
métodos, as equag¢des de campo, vélidas no 1intericr e no
contorno do dominio, sdo aproximadas pela resolugdc numérica
rno dominic discretizado -— impondo~-se as condigdes de
contorno.

Por outro lado, nos métodos de contorno, as eguaches de
campo — definidas n¢ dominic e no contorno -—, S&o
transformadas em equagdes integrais definidas sobre o
ccntorno, apenas.

O Métodc dos FElementos de Contorno, obviamente, é um
metodo de contornc, € seu desenvolvimento esté diretamente
rinculado ac aparecimentc dos computadores eletrinicos de
mzicr porte.

Em comperazidc com o Metodo dos Elementes Firitocs, a

nc volume cde dados. Enguanto no Métode dos Elementos Finitocs
tode ¢ dominiic é discretizadc, no Método dos Elementos de
Contorno a discretizacgado restringe-se ao conteornco, o Qque,
a

sicamente, significa que:
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mais simples;

11) o sistema de equagles a Ser resclvidc € bem menor,

economizandu meméria e tempo de proceczzamento;

111) o} volume de resultados tambér é menor ,

restringindo-se a obtengac daqueles <z4dos que EBaAG
realmente de 1nteresse, o que facili.ita e torna
mals réapida a interpretacido desses recultados.

Além do mais, a formulagido convencional dc Método dos
Elementos Finitos tende a fornecer resultados meros precisos
rzra tensbes do que para deslocamentos — poigs as tensdes
géc calculadas a partir dos deslocamentos, enquanto que no
Metodo dos Elementos de Contorno ambos s&c obtidos
diretamente.

Finalmente, em regiles em que as terns3es variam
raridamente, no interior do dominioc, o Método d-s Elementos
Finitos exige uma discretizagido mais refinada, erguantoc que
a2 qualidade da solugdo no Método dos Elementos de Contorno
depende apenas da discretizag¢do no contorno.

Todavia, todas estas vantagens té&m um presc, que € a
maior complexidade matematica da formulacdo dc Método
dcs Elementos de Contorno, em geral. Mas este prego deve ser
pago uma s8¢ vez no inicio, istc ¢é, na obtencdo da
fcrmulacdo; uma vez gue a formulagdo tenha sidce obtida para
¢ caso desejado, as vantagens acima tornam-se disponiveis

F2ra gqualquer aplicagio admissivel sob aquela formulagdo.

1.1 - BREVE HISTORICO DO METODO

&

Histcoricamente, o Métcde dos Elementcos = (Ccntornc
¢rigirnou-se da corjuncdo da aplicacdc do teoris de potencial
com a teoria das equagoes integrais, guando certas
identidades integrais relacionandc potenciais newtoniarnos

foram obtidas.
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a tecria da elasticidade fol notada e exploradz 38 no século
passado. Destacam-se, neste ponto, og trabalhos de BETTI
[14)] e de SOMIGLIANE [86€], que ecstabeleceran 1identidades
irntegrails {de contorno), a partir das equacdes da
elasticidade (de campoc).

FREDHOLM ([4%],[46]) e LAURICELLA [62] deram grande
impulso & teoria das equag¢des integrals1 e sua aplicacgdo a
elasticidade. Progressos nesta direcdo foram obtidos ainda
por SHERMAN [82], KELLOG [58], MUSKHELISHVILI [71], MIKHLIN
[€7], SMIRNOV [85], KUPRADZE [60] — este ultimo tendo sido
¢ Pprimeiro a propor uma aproxima¢do numérica para as
equagbes 1integrais da elasticidade. Nestes casos, poreém, as
sclugdes 86 eram obtidas por intermédio da aplicagdo de
fontes ficticias, a partir das quais, entdo, eram obtidas as
variavelis fisicas reais no contorno. Estes constituiam os
chamadcs  métodos indiretos. JASWCN [55] obteve uma
formulagdao wutilizandce diretamente as varidveis reais do
problema, mas ailnda recorrendo conjuntamente & utillizacic
de uma fungado auxiliar de tensdc — método semi-direto.

Re primeiras formulag¢gles de um Métodec de Elementos de
Contorno propriamente dito devem-se aparentemente a JASWON e
PONTER [57], em problemas de torcdo, e SYMM ([89], er
problemas de potencial em duas dimensdes. Estes dcis casos

sZo porém bem mais simples do que o abordado por RIZZO [76].

¢ primeirc a formular um tal métodc para a elasticidace

:dimensional. Nz formulacdo de Rizzo, uma equagac 1integral
relaciona, no contornc, oS deslocamentcs € as
correspondentes rea;les. CRUSE [3E5] extendeu este técnica &
e.asticidade tridimensional

JASWON, MAITI e SYMM [5¢] iniciaram o desenvolvimentc
dc métodc na anédlise de placas. CRUSE e KRIZZC [40] e CRUSE

AN



[3¢] introduziram ¢ tratamernto de problemazs eldsticos com a
conegideragdo da din8mica. RI1ZZO e SHIPPY [77] sugeriram a
utilizag8dcu de sub-regides em dominios nic her-géneos. CRUSE
€ VAN BUREN [42] introduziram uma andlise ndo-linear,
decorrente da presenga de uma fratura. SMELLOW & CRUSE [88)
mostraram  como  simular 0 comportamentc de materials
elastopldsticos, anisotrépicos e compressivels, conm
encruamento, embora sem concluirem a implementazs3oc numérica,
¢ que no entanto foi feito por RICARDELLA [74], que estendeu
0 método & elastoplasticidade. CRUSE {37] mostrou que o
método € capaz de proporcionar melhores resultados que o
Metodo dos Elementos Finitos, em problemas em que é grande a
coricentragao de tensbes. CRUSE [38] e RICARDELLA [75)]
apresentaram formulagdes em gque deslocamentos € reagdes no
contorno, na aproximacdc, variam linearmente. LACHAT e
WETSON ([63),[64]) propuseram formulacdes em Qque, na
aproximagdo, a geometria recebe variagdo gquadrdtica e os
decslocamentos e reagodes (no contorno) prdem variar
alternativamente de forma linear, quadrdtica ou cubica.
BREBBIA [21] obteve as equagbdes integrais que
fundamentam o meétodc de um modo alternativo, utilizando a
técnica de residucs ponderados, © que proporcicnou uma nova
perspectiva para o relacionamento do Método dos Elementos de

Cortorno com outras técnicas numéricas.

Umz série de congressos internacionais serviu para
ampliar a divulgac¢d3o do método — BREBEIR ([2Z., [23], [24],
[28]). Rs perspectivas do método se ampliaram. Areas de
pesguisa existentes se afirmaram e outres novas forer
criadas: plasticidade, 1scoelast:cidade €
viscecplasticidade, mecdnica das fraturas, mecénica das
rochas e dos solos, interacd3o solo-estrutura. utilizagac
combinada d¢ Método dos Elementos de Contornc com outros

metodos numéricos, etc. Alguns exerg._o¢ destes

¢ mencionados a segulir. K camrs  ca
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rr3-.-]linearidade fisica e geométrica: BUI [27]), TELLES e
EFERBIA ([91),[92]),[93]), MUKHEKJEE [68]7, CHANDRA e
M YHERJEE [32], MUKHERJEE e CHANLFE [€69], MUKHERJEE e
FRZIYAH [70]), CRTHIE e BANERJEE [30], BANEKJEE e DAVIES
123, BANERJEE et al. [13], ROCHrR [8(], entre outros. Ne
piasticidade e viscoplasticidade: BRADY e BRAY ([19],[20]) e
VENTURINI ([95],[96]) (entre outros). Placas e cascas:
TZTTENHAM [94], BEZINE ([15]),[16]) e BEZINE e BONNEAU [17],
WJ e ALTIERO [101], COSTR Jr. e BREBRBIA [34], SILVA [84] (e
outros). Mec8nica dos fluidos: BEZINE e BONNEARU [18], YANC e
KIEDA [104], WU ([97], [98], [99], [100])), E1l REFAEE et al.

[44] (entre outros).
1.2 - FORMULAGAO AXISSIMETRICA

0 desenvolvimento da formulagdo do Métodc dos Elementos
de Contorno para problemas axissimétricos foi omitida do
{+em anterior, para ser tratada aqui separadamente.

O primeiro a propor uma solugdoc numérica para problemas
elésticos con simetria axial (para geometria e condigdes de
contorno) foi KERMANIDIS [59], embora trabalhando ainda com
ur carregamento ficticio, em vez da formulacdo direta.

E primeira formulagdc do Método dos Elementos de
Contorno para problemas elasticos axissimétricos foz
prcposta por  MRYR {esd, que no entantc 1mplementou
numericamente sua formulagéo apenas parz problemas
ay.ssimétricos sem torcio. Mayr chegocu a2 sugerir tambem urn
mo2> de admitair corndigbes de contorno arpitrarias. 1sto €
deslocamentce e reagbes desprovides de simsiria axial.
ur:lizando expansdc de serie de Fourier. N¢ entanto, Mayr
& chegou a desenvelver esta sugestéo.

CRUSE, SNOW e WILSON [41] propuseram uma formulagéaoc
ra © caco eléstico axissimétrico sem torgadc na gqual eran

o elemertos com geometria lanesr e Ccircular. cor



deslocamentos e reagdes varizando de forma quadrédtica n-
contorno. Eles incliuiram também forgas centrifugas e
comportamento termoeldstico.

BAR¥KK [04] e BAKE e FEKNNER ([0&],[09])) 1introduzirem
veriacdo quadrética 1soparamétrica nos elementos, parz
deszlocamentos, rea¢bes e geometria. RIZZC e BHIPPY [7&],
F12Z20 et al. [79], NIGAM [72] e MAYR et al. [6€]
implementaram numericamente a formula¢dc para problemas com
geometria axissimétrica com condig¢bes de contorno
arbitrérias.

Desenvolvimentos do método para problemas de potencial
axissimétricos foram efetuados por WROBEL e BEEBRIA [1031],
GUPTA [51], SHIPPY et al. [83], BAKF e FENNER [10], WROEEL
T202), YCSHIKAWA e TANARKA [105], AU e BREBBIA [03].

kplicagbes do método a problemas axissimétricos tambén
ge estenderam & consideragd3c da elastoplasticidade, por
CRTHIE E  BANERJEE [31], DOBLARE et al. [(43]; a
viscoplasticidade, por SARIHAN e MUKHEERJEE [81]; & mecédnica
dzs fraturas, por BAKR e FENNER [11]); além da aplicacdo a
raldeiras, por BRKF et al. [06]; e ao carregamento pocr
fcrcas velumétricas, por ABDUL-MISHEIN et al. [01], BARKR et
egl. [C7].

ARlguns 1livros acerca do Método dos Elementcs de
Contorno em geral passaram a incluir uma exposigac dc
rroblems axissimétrice — come em BEERRIA e al. [2¢€].
Também foi editadce um pegquero livro (BRKE [05]) acerca de

1

s prorlemzs eaxissimétracos, ser torgdc: potencial.,

Nc entanto, © caso da torg8c axissimétrica tem sido ber
menos abordadce do que o do plano radial-axial, especialmente
nc gue se refere & sua implementagdo numeérica e aplicagdes
— embora 1sto possa ser em parte Jjustificadc devido a

cooryréncia de toro&ET axissam

fu
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enqgenharia ser menos freqiente.

1.3 - OBJETIVOS E CONTEUDO DO TRABELHO

Neste trabalho pretende-se apresentar uma formulagao do
Método dos Elementos de contorno para problemas
elasto-lineares axissimétricos. Especial atengdc € dedicada
ace fundamentos desta formulagac. Isto parece interessante
pcrque, embora a formulag¢d3oc aqui considerada 34 seJa bem
conhecida dos poucos especialistas que a ecstudaram, a
literatura sobre o tema aparece sempre apresentada de forma
concisa e resumida, deixando ao leitor a tarefa de
compreender os detalhes de sua obtencac.

Desta forma, o Capitulo 1II trata, em detalhes, da
formulacdo do probleme axissimetrico na elasticidade linear
is5tropa. Para 1sto, alouns ccnceitos basicos de analise
tensorial Sac recordados, ja que este constitui o)

irstrumental mais concisoc e elegante para se tratar nao
apernas do problema axlssimétrico, mas de outros problemas de
geomentria especiel, em geral. As eguagdes dz elasticidade
linear para © casO axissimétrico sdc entdo intrcduzidas, na
linguagen tensorial.

O Capitulec 111 trata das eguagdes integrails de contornc
que fundamentam ¢ Método dos lementos de Contorno.

Ir:cialmente, a obtenc3o e o comportamente destas equagdes €

aralisado para o casc tridimensional {em coordenadas
cartesiznas}, gue € mencs complexc Quée ¢ axissimetrico. Eo
ev.78c € gue © casc axissimétricco € abordade wT1lizando-se

teoria das eguacdbes integrais apresentados fpare o Casd
e compreender ainiz melhor a
is para © caso axissimétrico, a
‘20 axissimétrica € deduzide. Esta

= . : Foal o4 . 4 TR T Ty e 3 — -
e € feita. neste trabsiho, a rpartir de solugiEo
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fundamental do caeo tridimensional (Kelvin) — embora tamber
ge«:a possivel resolver dairetanente a equagdc de Navier,
vtilizando-se métodos de transformacdar de i1ntegrale.

U Capitulo 1V mostra comz a dascretizagdc de unz
eztrutura em elementos pode congtitulr um métodc aproximads
de resolugd3c decssa estrutura. a partar das equagbdes
ir.tegrais de contorno descritas no Capitulo III. Em seguida,
g£Z- discutidos detalhes que devem ser atendidos quando se
pretende construir um algoritmc computacional para o célculo

proximado propostc. Mostra-se como as principaile
d:ficuldades para a constru¢do de um tal algoritmo podem ser
superadas, utilizando-se o casc da torgdo axissimétrica comc
1lustracd3o. A tor¢do axissimétrica foi escolhida como © casc
2 ser melhor detalhado exatamentente por ser o menos tratadc

rrz literatura, schbretudo a nivel de implementagdao nume€rica.

Quantec ac Capitulo V, ¢ obietive €&, atraves <é=z
apresentacido de alguns exemplos numéricos, 1lustrar as

potencialidades da formulagd3c. Para 1sto foil elaborado ur
programa computacional para a resolugao da torgéz
az:rssiméirica.

L2 meta geral do trabalhc, entd3oc, €& alcangar uns
compreensdo mais precisa da formulagado do Métcdo dos
Elementos de Contornc para problemas axissiméiricos. &

rzrtir dela € ma.e fdcil abcrdar prcblemas axissimétrices

mz>g complexcs, utilizando-se o Métode dos Elementos <de
Coroternc, hem coms  torrne-ge  mals  viigvel  procurar por
r.icasdes mals scofistlcadas € 1nteresszantes



CAPITULO I1I

ELEMENTOS DE MECANICA DOS SOLIDOS

Antes de obter a formulagdo das equag¢des 1ntegrais de

ccntorno pare o problema elasto-linear axissimétrico, é
ccnvenlente recordar algun pontcs de um  1nstrumenteal
tecrico adequado: a mecdnica dos sdélides. A introducdo de

ccrnceltos elementares de andlise tenscrial, feita necte

a
caritulo, ¢ bastante <conveniente. jd& que o© problema
zxissimétricce constitui um casc especial de coordenadas

curvilineas.
2.1 - ANALISE TENSORIAL®

Rk variacic das compcnentes de crandezas tais como

vetcores e tenscres — scb transformagidc de coordenadas —

[
o



conetitul o cerne da andlise tensorial.

Sejam dois sistemas de coordenadas genéricas, X e ¢,
cor 0 = f‘(x',....,x“). re  fungdes f‘ ecpecificam a
transformagadc de coordenadas, que €& dita propria se foren
ir.jetceras, continuas, com primeira derivada continua, e ee o

determinante do Jacobilano for ndo nulo:

# 0 .

| aa”
ax’
Um tensor € uma quantidade gque, sob transformagdc de

. . Z
coordenadas, varia de acordo com a seguinte regra:

; ny a1 ... ap ae™! e g™
t(e ' ;6 ) - —_—T ——T_ B.
B Bg 8% ax' b oaxt!
. mq k]...kp
m ‘ . X
—QLEE t(x', ...,x") . mg (ii-1,1)
ax T

crnde T e t representam um campc tensorial nc sistema 8 e
¥, respectivamente. t (ou t) é chamado campc tensorial de
crdem (p+q), contravariante de ordem p e covariante de ordern
g.

Tenscree de ordem z2ero sao denominados escalares, e S&c

ccnstantes sob transformacaoc de coordenadas, i1sto é, possuern
¢ mesmo valor emr gqualquer sistemz de coordenadac.
Se X representa um clstemz de cocordenadas retangulares
cartecianc), € posgeivel definlir ¢ tensor métrice Euclidian:
2. gisteme ¢
LK ; L. o b
12 ax ax . G ax : A
c (6,67, ) = - é;! = , (12-1,2)
i e (1 PR PR
ad &t ac &
- Utzlzzando-se notacgéc tensorial cnyvencidc de  sor:
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se k

"
®

crde &kl reprecenta o delta de ¥ronecker (&H

(Zr = 0 Be Kk 2 1.

O tensor métraco euclidiane fornece o comprimento de ur
elemento diferencial ds no sistema €6'. Pela Kegre de

tdgoras, ds° = dx' dx . Pela regra usual de ciferenciacic

|
percial,’

- 1
3% ,
dx! = ¢ dan' . (112-1,3}
a6
Portantc, de (11-1,2):
2 i i k m . .
ds® = dx° dx = gk de” de" . {(11-1,4}
m
De modc gimilar, define-se o) tencscr metriceo
feuclidianc) asscciadoc como
i1 2 a e’ ael ag'  ae’
g'“(6',8°,08") = — = & = . (ii-1,%)
ax ax ax ax
,1,‘) HX}
i 1 2 3 C b i
O tenscr misto g (6 ,8°,8°) = (Ck 50 = & tem
R ax ae.} ]

pcuca  importdncla na andlise tensorial, por naoc se
relaci c

nar diretamente com zas forgas de superfi

e}
sezac 2.

2.

Outro conceitc fundamental na andlise terscrial € o de
derivada covariante de um campo tenscorial, de ordem (p+g
coinitrevariante de cordem p e covariante de orden ¢
) Observe~se que, embora os diferenciais ado representer

or contravariante, o mesmc em geral ndo ocorre com &°
o obedece & lei de transformagdo para tensores. Dess

a pcsi¢doe dos Indices das coordenadas (x ou €
3 — R ., S S i

fome
D



t (1‘1 e (x};» - + ] o1 a oy .. " oy
{“‘. [ "«() Al y {{1 PRI "'l
¥ ¥

ay a1 ... ap-1 0 . av .. ay
4] t - t

oy EF1 ... Bg ! B1 ¥ o gz ... Hg

e C ; ..

-1 t & o (ii-1,6)

Ba ¥ Br1 ... Ba-1 0 '

N¢ 4

B

crnde 1
Cristoffel, que ¢é definido em funcio do tensor métrico e dc
t

7(6’,63,83) representa o© simbolo euclidianc de

nsor métrico associado:

o
1

e 1 0 3 i 5% o gay d gﬁc i gﬁy
) o8 o0 36

(112-1,7)

Note-se gue os simbolos de Christcffel nic representam
ur tenscr — ©Ou seja, haoc variam comc um  tensor sob
transformacic de coordenadas. No erntanto, a derivada
ccvariante de um campo tensorial representa outro campo
tenscrial, de ordem superior.

2 derivada covariante representa a generalizacidce do
cocrncelto de derivada parcial. Numa transfcrmacaoc de
coordenadas entre dois istemas cartesianos, as derivadas
rzrcizis de uT tensor Ccomportam-se COms componentes de ocutre
Tensor ¢ c¢rdem supericr, por outroe lado, nur sisrtenz: de
czordenadas curvilineo gernericc, as derivadas ccovariantes de

mpc  tenscorial — e nac  su

V]
n
o]
o
H
’—1
<
o]
[eN
W)
wn
e
i
H
(@]
’._l
A1)
[
0]

smente — comportam-se como um tenscr de ordem
1or. De fato, pode-se observar gque, numa transformacgéo
igstemas cartecienocs, as derivadas covariantes

reiuzem-se¢ @&z derivadas parciais, 32 gue og sirboics de

et
(93



Crristoffel s8c todos nulos num gilstema carteelanc.

Outra propriedade fundamental dos campos teneoriais
rezide no fato de que, se uma equacio entre tengcres vale
rnur determinado eistema de coordenadas, entdc esta eguacdo
prde ser estabeleci1da em qualquer outrco g1stema de
coordenadas obtide do primeirc por meio de uma transformacac
admiscsivel.

Por exemplc: para mostrar que as equag¢dec tensoriails
= 0 (11-1;8)
vaiem em qualquer sistema de coordenadas, basta mostrar que

ectas equagdes tensoriails valem num sistema cartesiano — o

ue € f&cil, pois em qualquer sistema cartesinac as

componentes do tensor métrico sdc constantes €, portanto,
suas derivadas covariantes s&c nulas.

Também €& 1interessante lembrar — ainda tomando um
s_stema retangular cartesiano X' e um sistema curvilineo
genérico ¢' — Qque, para o sistema 6', os vetores da base e
oz vetores dz base reciproca sdo dados por:

ax” )
g = — i’
- a6~
€ (11-1,9)
, ax’
1 -
g = i 'L; '
- a3 ’

C.zro Que r.am sistema carteslianc 1 = 1 Qs vetcores
~J -~
1 I = N i
g ....9 s38c tangentes as coordenadas 8, enquanto gl,,..,g
~ ~ ~ ~nN
siz perpsndiculares, respectivamente, a igt L ety

s
[1=N



Assim, um vetor v pode ser escrito tarnto em suas

L4

i
componentes contravariantes v, na base g , quanto em suas

H
componentes covariantes v na base g

H

i i ..
v=vg =vVvag , (11-1,10)
-~ ~} I~
permariecendo invariante sob transformacdes de coordenadac.
Utilizando-se a definigdo de tensor (ii-1,1) para os
diferenciais contravariantes e covariantes (dx', de' e dx ,
1
d¢ , respectivamente), mais as relac¢bes (11-1,9), pode-se
1

chegar &s seguintes expressfes, que relacionanm o0s vetores

das bases com o0s tensores métricos euclidianos:

g g = gl‘ ’ g'g - 9 ‘

g'.g =g = 53 , (ii-1,11)
g’ = g'lg , g =g g
= ~ 3 ~ ) PEN e

Quanto as componentes covariantes e contravariantes de

urm vetcr v, valem as relacdes

recresenta &g componenies de av/3K com relscéc a base ¢
. k ... K
a av aa v
~ ~ T
= g + vh o= g +

o
X2l



('rk
s o1v g v s Yy g |, (11-1,13)

pcis é poseivel mostrar (cf. FUNG [48]), p. 474, que

ag
=" g . (1i-1,14)

afl
Utilizando-se (11-1,6) em (i11-1,1%), pode-se escrever

av

g . (11-1,1%)
3867

Em gerazl g e g ndc sac vetores unitdrios, nen

~ 1 ~

tampouco possuem as mesmas dimensdes fisicas. Seusg

comprimentos s&do:

i L
o, il =v 9, e |3 ]l =/g9 (1i-1,16)
Portanto,
g gi
3
€ — (1i-1,17)
TS e
7/ g1 ‘y‘/glA

-

- vetcres unitarios. Se os vetores

5

o
10

e g fcrem tomados
1 ~

como a base € a base reciproca do sistema de cocrdenadas, um

vetor v, de acoerdo com (1ii-1,10}, o8sulrad as

componentes contravariantes e covariantes

Lo
M



. /
vy g e v / g'' (11-1,1¢,

(ndc valendo a convencdo da soma),

a2z quale possuem todas as mesmas dimensdes fisicas, send.

denominadas componentes fisicas do vetor v. Em geral, as

componentes fisicas ndoc se comportam como tenscres.
Também s80 relevantes as observa¢des que se seguenm.

O operador nabla (v), num esistema de coordenadac

~

gerniérico (curvilineo), é definido comc

(11-1.19;

1 <G
1]
10
%IQ

de modo que ¢ gradiente de um campo escalar ¢ € dado por

D (11-1,20;
(”67’1

grad ¢ = © ¢ =

nQ

Por suaz vez, o divergente de um carp: vetorial v

0 produtc escalar div v = 9.v. De (131-1,1¢:,

LEN
’l
o
)
o,
(@]
O
(]
=3
Oy

{z2-1,1%) e (11-1,11), cobtem-se

av
i - ) Kk i Y

V.V = g =g’ v g =v'| & = v
~ o~ < . 3 k }

aa-

(11-1,22
Portantc . ¢ divergente de um vetor v é dzi: por
div v = ¢© v = v o (11-1,22Z

C rotaciocnal de um vetor v € definido comc

1k
rct v o= v oA ov o= oy
. N

y
b
)
-t
I
[
N
)

I
-



itk
k e ik o
nde ' = I sendc e''" ¢ tensor de permutacic (ou
P
S q

¥

- 1
aiternador ) e g o determinante |g''|.

O Laplaciano (em coordenadas genérices) € definido coms

?'=v.v. De (11-1,19) e (1i-1,15%) pode-se  escrever o

~

Lzplacianoc como

R
V' 9.V = v gl — = v g g =— =
SRR T A
]
=97 = gl — | ’ (ii-1,24)
ag” 1|,

Utilizando-se a definicdc de derivacdc covariante,
pode-se mostrar que ela segue as regras usuais de derivacao

percial. Por isso, pode-se escrever

(8]

v - v'v = [o B — . . (11—1,25\)

Se ¢ operador de Laplace é aplicadc a2 um vetor, entio,

com o0 auxilio de (11-1,15), tem-se

job)
i1

D
<
S

"
i
®
1
M
H
[
M
[}]
D
]
D
h
D



= 0 . (11-1,27,

Utilizando-se as regras usuals de derivacao &
“:21-1,273, (11-1,26) resulta em
2

VS v = (V.V) Vv (gt_i V"' j) gk . (11-1,28;

Do mesmo modo, o laplaciano aplicado a um escalar

resulta
. oy ]
Vg = (v.9) ¢ = g} -_— . (ii-1,29)

Mas, comc um escalar €& um tensor de ordem zero, pode-sge

ezcrever (1i-1,29}) como
ol - (ii-1,30)

No caso de coordenadas cartesianas, o operador de

Laplace é ¢ usual:
Vo= glpl =8ty =y, . (ii-1,31)

E converniiente considerar também o operador biharmdrnicc .

arlicado a um vetor:

TTTTV o= UETVY o= U (gt vh) ¢ ) = g™ (gt vEl ) g .
-~ ~ "1y Xk iyt Sk
(11-1,31

Frlicandec-se as regras usuale de derivacdo e lembrando-se de

{12-1,8), entac (11-1,31) resulta em

R R L S A Y ¢ . (11-1,32)

[N
£



2.2 - TENSOR TENSXO E TENSOR DEFORMACKO®

O vetor tensdoc (ou for¢e de superficie) num elemento de

guperficie cuja diregdc normal é r (fig. 11-1) pode ser

ecscrito, em fun¢dc das bases g e g', através de (11-1,10;,

como

n Ui n
T =T g =T gl . (11-2,1)

Figura ii-1 @ Tetrgedro elementor num sistema de referéncic
geneérico

O equilibrio das forgas sobre a superficie de urn

e.ementc infinitesimal de volume, nas diregfes g e g’

respectivamente, resulta em

t.t

3.4
LA
—
C
3
o
3.2
H
—~
)
(]
bt
!
Q%]
[ 3]

(Cf. FUNG [48] e GREEN & ZERNA [50].
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i i
onde 1" é¢ o tensor tensdo contravariante, e 1 o tens.:
|

teris8o misto. 1 830 08 cossenos diretores (na base g )} 4~
i
vetor normal unitédrio rn. O tensor 1 tem pouca 1mporténc:iz
1)

na mecanica dos sdblidos, pois ndc pode ser diretamente
n
relacionado a T.
As componentes fisicas do tensor tensdo podem ser
obtidas a partir de (1i-2,2) utilizando-se (11-1,17 e
{11-1,18):

g
T ~J
L(Tg) = L (tng)=1 [VYg 'n -
; < 7y <3 0y i l /r——*
g
ARR
Yy 9. . g ]
) i] /—_ﬁ -
= 7 — T (n v 9 ) —
ERR /5
(ndo se aplicandec a convengdo da soma)
{(1i1-2,3;
Em (11i-2,3) aparecem apenas um vetor unitédrio e

componentes fisicas; ou seja, as componentes fisicas dc

tensor tensdoc contravariante sio

(nao se aplicando a convencao da soma)

Anzlogamente, podem ser obtidas as compecnentes fisicas

dc tensor tensdc misto:

[
o



—— j
SRS g
v g i i1 -
= 1 — T (n, v g ) e
) - § ,
i, / gl gJJ
. g . 0 ‘
a') = ——f—l— ! (1i-2,5)
]
g
{rndoc se aplicando a convenc¢ao da soma)
Pode-se obter também a relacéos
. g g’
i - i ~J Z i -~
T = ) a = o
~ ‘:’ 'r————\ J J /—¢T;
’ Y g .. vy g°
i
{ndo se aplicando a convengdc da soma),
(1i1-2,6)

i
onde T representa o vetor tensdo que atua sobre a superficie

g do tetraedro elementar {(fig. 11-1), a qual é

1

perpendicular a g' — ou seja, T atua sobre a superficie

infinitesimal paralela ao plano definido por g e
~

nQ

mzi,

n

nz:. Isto significa Qque o’ representa as componentes

i
fisicas do vetor tensd3o T na diregd3o dos vetcres unitarios

Cf. FUNZ [48], pp. 83-84.



da base g //fg ~, enquanto que n; representa asg componentes
~ 1)

i -
figicas de T na direc¢do dos vetores unitadrios g’// g'i —

nds se aplicando a convengdc da soma.

O equilibrio das forgas volumétricas num elemento
infinitesimal de um sistema de coordenadas genérico, o
resultado é

I+ F =0, (11-2,7)

que representa uma generalizagdo da equagdo de equilibrio

vcolumétrico num sistema cartesiano:

ar'?
ax
j

+ F =0 , (ii-2,8)

onde F' é a forga volumétrica na direcdo i.
Quanto ao tensor deformag¢do, considere-se um COrpo em
dois sistemas de referéncia, um no tempo t = tl, outro nc

tempo t = t_. No intervalo de t1 até t2, © corpc pode sofrer

<

Figure ti-2 . Dois estodos de um corpo no tempc

[SA]
)



deslocamentos e deformagles, sendo descritc em t’, no

1 P K .
gistema de coordenadas (a',a’,a'), e em t , no sistema

. rd
?,x*). Ambos os sistemas sdc genéricos (fig. 11-2).

(x*,x
O elemento 1infinitesimal ds, definido por PF', é dado

por {(11-1,4}):

ds: = aijda’da’ , (1i-2,9)

onde a representa o tensor métrico cartesianc do sistema
i
i
a’ .

Utilizando-se (1ii-1,3) em (1i-2,9), resulta:

- 5al ga3d n
ds® = a 98 987 ggm gx™ | (i1-2,10)
2 Hoax™ ax"
Analogamente,
i J
as? = g % 43" ga" (1i-2,11)
X ' o3a™ aa”

onde, g ¢é o tensor métrico euclidiano do sistema x':
ij

Pode-se escrever, entdao, que

as? - as? = lg - a 92 % gyl gy (1i-2,12}
> y H "" ax' ax’
O termo
m -~ n
e . = % g -a 92 %2 (11-2,13}
L 13 mn ax: 8XJ

€ denominadc tensor deformacdo de Almansi, e
ds® - ds? = 2e¢ dx! dx’ . (1i-2,14)
X

a ij

Enalogamente, pode-se definir o tensor deformacdc de

24



Green,

E o= 1 fg el ax® , (ii-2.15)
i Z mno gt aa,; i
com
ds’ - ds’ = 2E da' da’ . (1i-2,16)
Introduzindo-se agora o vetor deslocamento,
u' = x' - a', (1i-2,17)

e fazendo-se a derivagaoc (covariante) de ambos os lados de

(21-2,17), em relagdo ao sistema x', chega-se a
L= - u' . (1i-2,18)
De (11-1,8) e {(ii-1,12), obtem-se

a u'| =(a u)f =u (1i-2,19)

K j jlk
(levando-se em conta gque as regras usuais de derivagao
aplicam-se & derivacgdo covariante).

Substituindo-se (ii-2,17) em (11-2,12) e utilizando-se
de (11i-2,19), resulta

=1 _ Ky . ‘
€ T 2 (d>!J * ujl, u |, u fj) . (11-2,20)
Analogamente,
- 1 k L
Eii ] (uinj + Uj”i + ukHi u H)) ' (11i-2,21)
cr.de || indica apenas que a derivada covariante é relativa ao

25



{
g:stema a .
"

Be u é pequeno, tal que (uk|i u pode ser desprezado,

e reduz-se a

| ). (11-2,22)

1
e = u + U
i) .2( le it

Se as configurag¢des 1inicial e final sdo ambas descritas
num mesmo sistema de refer&ncia cartesianc xi, (11-20) &
€YLresso por

au'  aud  au* auk

1 .
e =3 + - , (11-2,23)

ax' ax’

equanto (11-22) expressa o tensor deformacdo infinitesimal
de Cauchy:

i

i 30
e =z |, (1i-2,24)
H ax ax?
As compcnentes fisicas do vetor dx' sido dadas por
{11-1,18):

dx; =,/ g ax' . (ii-2,25)

11

(ndo se aplicando a convengio da soma)

Substituindo-se (11-2,25) em (1i-2,14), obtém-se as

componentes fisicas de e
i

e = 1 e (1i-2,26)
ij e B ij
Y 9. 7 9,

que sdo adimensionais — pois Yy g dx' possui sempre a
11
dimensao de comprimento.

Resta agora considerar as relagdes tensao-deformacgéc.

26



Eztas relagBes 880 dadas pela Lei de Hooke. Para materiais
homogérneos 1sotrépicos com comportamento elasto-linear, a

Le1 de Hooke é expressa por

1)] - Cijmn emr\ ; (11_2’27)
com
climn (gim g™ 4 gt g™ guv gSjgmn) ’
E .
[ b= m ’ (11"'2,28)
sendo C'’™" o tensor de constantes eldsticas, y o médulo de

cisalhamento, e v o coeficiente de Poisson do material.
Substituindo-se (1ii-2,27) em (1i-2,7) e depols em
(1-2,22) (deslocamentos infinitesimais) —_ ou seja,
substituindo-se as tensdes pelas deformag¢des, por meio da
relagdo entre elas, e escrevendo-se as deformag¢des em fung¢ao
dos deslocamentos infinitesimais — e utilizando-se as
expressdes (11-1,19) a (ii-1,30), ¢é possivel se chegar as

eguacdes de Navier:
v u 4 e v(v.u) = - L F (1i-2,29)
~ - M . IJ - f r

onde &°u é dado por (ii-1,28), e v(v.u) por

(1i-1,22) e (11-1,20), de modo que (11-2,29) é o mesmo Qque
ik | j .1 k

R 50 (g7 u !jz) - ] F

(11-2,30)

Num sistema de coordenadas cartesiano, as equa¢des de

Nzavier assumem a forma

27



1 1 ..
u + u 2 e F 11-2,31
ki T-20 77« y " ( ,31)
(congiderando-se que componentes covariantes e
contravariantes coincidem, nos sietemas cartesianos).
Em alguns casos, é conveniente introduzir um vetor de

Galerkin a fim de se resolver as equac¢des de Navier:®

2 1 .
¢ty TG (11-2,32)

u =9V

onde G é um vetor de Galerkin. (cf. FUNG [48],pp. 191 a
193).

A substituicdo do vetor de Galerkin nas equacdes de

Navier resulta na equag¢io biharménica
v29%G = - % F, (ii-2,33)

a qual, por meio de (ii-1,32), pode ser escrita como

g"" g'd G¥| F“ . (ii-2,34)

e

ijmn

O vetor deslocamento pode entao ser obtido
imediatamente de (ii-2,33) e (ii-2,32), satisfazendo as
condi¢des de compatibilidade de deformacio.

2.3 - CASO AXISSIMETRICO

Problemas axissimétricos s3oc 0s que possuem simetria em
relacdao a um eixo de rotagdo. Esta simetria é imposta, neste
trabalho, tanto a geometria da estrutura quanto & sua

vinculagdo e carregamento.

& Para a formula¢do do Método dos Elementos de Contorno,

é convenlente definir um vetor de Galerkin a fim de se obter
a solugdo fundamental das equa¢des de Navier.
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E extremamerI: convenlerte descrever a configuracso

axisgimetrica no e. <tema de covrdenadas polar cilindrico:

Figuro 1i-3 . & -temc de cocrdencados polar cilindrico

Da figura 1i-:

h <}
91 =Ir , & = 8, A = z ,
2 3
x' = r cose , X°= r sens , X" = z ,
F 3
r = ./(x’)2+xx2)‘ & = arctg ——;l , zZ = X
x )
(112-3,1)
De (131-1,2) € 13i-1.5%;
g = 4g =1 g =g, = re g = g = 1
1 rr T2z 66 2% -
€ g = 0 para i # j,
4
- - 645 ndid “
:}1 = gr = l Q? = L_':( = _.1 ; - g‘ - 1
. z
r?

29



e g'' = 0 para 1 ¢ 3,

cu Beja,
0 1 0 0
9, = ; , g'i = jo 1/r? o
0 0 0 0
(ii-3,2)

O comprimento de um elementc ds no sistema polar g' &
obtido de (1i-1,4):

ds® = g, ae* de™ = dar® + r° dv + 4z% . (11-3,3)

Os simbolos de Christoffel em 6', obtidos de (ii-1,7),

s&do
= r = - T‘z = b = -1
r22 FGG L. T2 rre r '’
ré = Fe = Te =1 e F{v = 0 nos demais casos.
21 Or r8 ji
(1ii-3,4)
De (ii-1,19), tem-se o operador vV no sistema cilindrico
Gj:
- or 8 6 8 : 8 -
v =g a— * ¢ % t 9 S - (11-3,5)
Também € possivel obter a relacdo g” = (Dij/g), a

partir de (ii-1,2) e (ii-1,5), onde D' & o cofator do termo

g do determi- nante g:{g,,[. (No caso axissimétrico, g=r° ).
ij
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Mag, como qualquer derivacéao

em 6 é nula no caso
arvisgimétrico, v reduz-se a

5] , ]
V=9 o v 9

De (11-1,17), nota-se que g, g°, g e g BA&O0 vetores

~ T -~ 7

uriltdrios, e entao, de {(11-1,11), obtem-se

1Q
"
10

(112-3,7)

0 gradiente de um escalar

e de uma componente de um
vetor é, entao,

(11-3,8)

O divergente de um vetor, a partir de (1i-1,22), € dado
por:

e z
; av’ r k ov é Kk av z "
v.v = Vv~ = + v 4+ —— v + r v =
NN | ar s ae Tko az ° 2
aVr 1 r 8’\/2
= V. VvV=o—+0+04+=>v + +0
M av r 3z
cu
P o r .
v.ov o= + £ (i1-2,8)
M av v Az

calar, de (11-1,30), fica

‘ rr 66 | 2z
AERI g (Pl”, te ?ioe 9 (plzr



poig og  demails g"j gd80 nulos no sistema cilindrico.
derivagdes covariantes de acordc com

{11-3,4) para
chega-ge a

Fesolvendo-se as

f11-1,6) e wutilizando-se os simbolog de

Chrietoffel no sistema cilindrico,

. 82 1 80 .1?
Vg = ;_$ + 3% + L~% . (11-3,11
are az'
O Laplacianc de um vetor é dado por (ii-1,28):
v'v = (g v¥ )y g = gl v + g'! ve] 9, *
iy < ij o~

(11-3,12)

Cada um dos termos de (1i1-3,11) pode ser escritc de

mcdo mals detalhado. Para k=r, tem-se:

V?Vr - gijvrl = grrvr! + ggu\rl + gzzvr§ )
i rr rr 2z
{11-3,13;
que resulta em
L2..r r r 2. T
37y 1 v v
R P o -y (11-3,14)
ar- r ar T 3z~

procedimento para k=%, obtern-se

o ) PRSI NS L2 B
T = S K
R r Ar az”
Finalmente, para k=z,
al,-\vj }‘ ““\'2 . ak\f:’ :l—:: X

a}
(e ]



Por outro lado, as componentes fisicae do tensor

tennsdo, no slstema cilindrico, s8o obtidas de (11-2,4}:

s Py 06 v 00 77 77
o =1 , a = r:r , o’z x77,
6z r A
- 1'162, Uzrz z e I'Q_ 1 )
1rr r’(r(, rz ‘l
. 2 6 (=% ..
ou seja, ofd = pt® p7 90 “q . (1i-3,17)
1rz rtez 177
De (11-1,18), as componentes fisicas do vetor

declocamento, no sistema cilindrico, g3o:

ru

[laal
n
[l
i)
D
n

(11-3,18)

er.quanto que as componentes fisicas do tensor deformacéao

(infinitesimal, (ii-2,26), no sistema cilindrico séc:

e = |—Z ' = (ii-3,19)

(v
"y
(a8}

Agora, de (11-2,22) (deslocamentos infiritesimais) e e
{11-3,16), chega-se ao tensor deformacio (componentes

fisicas) no sistema cilindrico:

)
(%)



Y 1 01 aF OF
f Y ()
T e B § T . - — .
e €1 .
AY 2 Y o) Ar
1 AF F 1 AF aF
fy "y " ‘5
r‘* - —_, ¢ = - + —
r & r ' 2 az ar
057 1 dge 1 dgz
€ = , €g, = = ¢ - ==
7z az : 2 9z r %

(11-3,20)

Utilizando-se a Lel de Hooke (1ii-2,27) e aplicando-se

(11-3,17), {1i-3,19) e (1i-3,20), obtém-se
(fisicas) em funcao dos deslocamentos
lembrando-se que anulam-se as derivadas

arissimétrico:

2up { £ . 8&2 \ i % , 1-v 3t

1-20 |t 8z 1 a8 v ar

as tensoOes
(fisicos);
em e no

GZ" - i L o4 + z
1-2: r ar r A6 v Az
[ Al 7
re b 9, e |
o = p — + - ! ,
{ r 46 ar T 1
- = ! ;’ ag' . - aEz 1
{_ oz ar _j

(2
1=



#z 1 oae o agy,
a = - 4
I ¥i Az
(11-3,21)
Finalmerite, as equac¢bes de equilibrio (11-2,6),
utilizando-se (11-3,14) (no sistema cilindrico,, ficam:
. . ro . 6
1 a(re'') 1 a0 ao’’? o? .
Z + = — + = -F ,
r ar r a6 3z T
-~ ) 9
1 a(réof ) + 1 6096 + 6067 N -FL
r? ar r o6 a3z - ’
- ré 4 - T - 27
1 olrer ) 1 a0t Q07T s
r ar r o6 az
(11-3,22)
E 1importante observar, das expressdes {11-3,21) e
(2:-3.22), que nc problema axissimétricc, por serem nulas as

derivadas em @,

civididas em dols casos completamente independentes:

fol
D

forgcas extermnas

na

direcdao 6;

rrovocam decslocamentos em

melhor observado

Fara k=1,

Do mesmc modce,

tem-se,

na direcdc 6 causam

¥
L

no caso axlssimétrico,

de

para k=z,

e 2,

mas néc em

€.

as estruturas com tais configuracgbes ficam

0O Caso

deslocamento somente

e 0 de forg¢as externas na diregdo r ou 2

Isto pocde ser

considerari-se as equag¢des de egquilibrioc de

para cada direcgac K.

t11-2.30),

tudo o que foi ditc acerca de k+r:

1
¥

que

F!‘

(11-3,23)



U

g ' u’| s 1 g'’
- -7

u'l = - 2P (11-3,24)
)

introduz a
componente u’ em (11-3,23) ea componente u' em (i1»3,24).
Por outro lado, para k=6,

Portanto, de (11-3,9), observa-se&¢ que u'!

iz i 66 i
u =
9 l,, =9 lg =0
pcis as derivadas em 6 saoc nulas no axissimétrico. Portanto,
para k=6 (11-2,30) reduz-se a
. 4 .
g”uel ,=-3F' . (11-3,25)
13 u

Isto mostra como © problema axissimétrico divide-se em

docls, completamente independentes um do outro.

(1)
N



CAPITULO III

EQUACBES INTEGRAIS

.1 - CASO TRIDIMENSIONAL'

(L)

E conveniente introduzair inicialmente a equagac
integral de contorno para problemas tridimensionals. Maiores
detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em Cruse [39].

O proklema elasto-linear 1isdtropc € regido pelas

ejuacdes de Navier (11-2,29). Para o caso tridimencsional, em
czordenadas cartesianas, estas eguacgdes reduzem-se a
i1-2,313,°
1 1 . L
¥ + u = -— — F ' ‘:-l.—l,l}
hl,“’ I-20 Ty, ¢ TR i :

a2

Neste Item nic se tomarad o culdadec de distinoulr entre
tensores contravariantes, covariantes ou mistos, uma vez Que
apenas sistemas de coordenadas cartesiancs serao tratados.
ros quals aqueles tensores ceincidem.

. . du -
z Introduzindo-se & notacdo — = u, para irndicar derivacic
- M 1
i : 83

%'

1y
-
>y
ry
3
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@
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gue também podem ser expressas por melo de um vetor de

Galerkin, como em (11-2.34):

= - —— F . (111-1,2)

3.1.1 - SOLUGAO FUNDAMENTAL

Conforme serd descrito na seg¢dc 3.1.2, a equagao
integral de contorno € obtida supondo-se dois estados de
egquilibrio para um corpo qualquer. Um destes estados
corresponde a solucdo fundamental aplicada aquele corpo.

A solugdo fundamental é & solugao das eguagdes de
Navier gquandc a forca de volume € substituida pela funcao
delita de Dirac.

A funcdoc Delta de Dirac, &, é definida como tendo as

seguintes propriedades:

t
o
n

(]
ite]
H
Q

AR, Q)

n

Py

2]
(1)
o)

]
Q
(0]

A{p.q)
(111-1,3)

j p{q)lalp,qidvig) = plp},
54

crde p representa uma funcdc continuz qualgquer € r € ©

dominio.
- * . . .
A sclugdoc fundamental u e portanic a sclucéc da

3

*

* 1 1,
u (p,q) + 35— u ,q) + = A(p,g) e =0 ,
Ly (B g uy o (Pea p blp.a) e

{112-1,4)

[9%)
ey



oriie e representa a 1-ésima componente de um Versor e,
§ .

-- 18t0 é, e =1, para todo ;.
]

* ) *
A solucdc de wu é maisg facilmente ohtida se u £
. ‘

ec~rita em funcac de um vetor de Galerkin, de acordo cor
f111-1,2):

*

_ 1 Yy 1 y
Gj(p,Q),““ = m Alp,q) e . (111-1,5

A solucdo de (11i-1,5) relaciona-se diretamente com a
eguagdo de Laplace. Com efeito, é um resultado bastante

cornhecido na matemdtica (ver Cruse [39]) que

* 1 1 - '
= ’ 1_1,6\
Gi(pIQ):jj Z;E ?TETET ej (11 }

crnde r(p,q) € a distdncia entre p e q.
{111-1,6) e a solugédo fundamental da equacdc de Laplace

{a mencs da constante 1/u). Ndo €& dificil verificar que a

gciucdo de (11ii1-1,6) é
¢’ ) = 2 ) 111-1,7
—i<p,q  Bnn r{p,q e (111-1,7
De acordc com (1i-2,32), os deslocamentos sdo definidos

en funcdc do vetor de Galerkin, em coordenadas cartesiras.

como

L3 4 1 )
U ) o= | - (3-4v)é  + r, 1, 3
P, q) o) Tenaii=oy S 1e o Ty o
{(111-1.,9)
~Y ~Y .
crle I, = - = e X repregenta ¢ COCrQenalas Jg r
i Iy X :

[¥%]
|()



‘1
y as coordenadas de g; 1 = ( %(Y‘-X,)/ )1//.

! \
A solucdc fundamental para reac¢des pode ser obtida de
£2311-1,9) a partir da definicdoc de reacdo come equilibrio de

uraz superficie elementar arbitrédria, (11-2,2),' da lei1 de

Hzoke, (11-2,27), e do tensor deformacgdo de Cauchy (11-2,24)

— sempre em coordenadas carteslanas —, resultando em
d _ 1 1 ar
ta(p,Q) - ;’?' . 871(1“;1)[ an ((1 2“)65) +
{(111-1,10)
+ 3r, r, ) - (1-2u)(n,r,,—n,r,,)} e
i § 3 i 1 J J

ornde n refere-se ao vetor normal {(unitdrio) a superficie

aralisada, no ponto q, positivo para fora do corpo

considerado, e n1 ¢ a componente deste vetor na direcac 1.
Considerando-se uma esfera S( de raioc ¢ com centroc no

ponto p, e fazendo-se 8 - 0, chega-se a

1 *
lim tds =6 e =e (111-1,11)
£ O S i 1] 3 i

3
de onde se depreende que a solug¢doc fundamental corresponde a
solugdo do problema de Kelvin ~— carga pontual no interior
éde um sdélido infinito —, com a carga pontual em p, neste
caso, equivalendo a uma carga unitaria em cada diregdo 1,
como mostra a expressdo anterior.
As seguintes expressbes podem ser definidzs a partir de
~1i-1,9) e {(i11-1,10), para as quals ¢ primeirc indice
indica a diregdac em qQue a carga unitaria e aplicada no ponto
F e o segundc indice representa a diregd3o da componente do

deslocamento ou de reagdo provocada no ponto g devidce a esta

t = o n {(em coordenadas cartesianas).



carga em p:

o
ho;
£

"

%
) u (p;Q) € ’
i AR i

(1211-1,12,
x *

. t (p.q) e
i Ji J

-

o

£
]

. * * o
Ou seja, U.“ e tji representam as expressoes entre

colchetes em (111-1,9) e (111-1,10), respectivamente.

3.1.2- EQUAGOES INTEGRAIS DE CONTORNO

As equagles que servem de base para o Método dos
Elementos de Contorno — isto ¢€é, as Identidades de
Somigliana — podem ser obtidas de dols modos: utilizando-se
ce tecremas de Betti ou empregando-se a técnica dos Residucs

Ponderados. Estes dois casos serao abordados a seguir.
3.1.2.1- Identidades Somiglianas: Teoremas de Betti

Considerando-se um corpc eldsticc r gue satisfaz a dois

estados de equilibrio, representados por1 03" ej_, uz €
(f;’ fj, uf e utilizando-se a Lei de Hooke (; i132,27) €
lémbrando— se que ¢ = 6xj£1j' pode-se mostrar facllmente
gue vale a seguinte identidade:

€

ol E?jdV = [ of elav (111-1,13)
3 1 H .

meirc Teorema de Betti.

Q0
[
[14]
.
8]
o
H
[

Por outre lado, recorrendo-se (11-2.2), aoc teoremz da

Lembrandce novamente que, em coordenadas cartesiana

s
_ e ¢ = e — e que a posicao dos indices nac
1) 17 1] 1]

=
n
~



divergéncia,’ a propriedader dos tensores o~ e U | e
geupondo-ge que as forc¢as volumétricas em F g3 rnulas,

crhega-se & 1dentidade

J, t uds = J o ¢ av (11i-1,14]
‘ i K iy iy

onde ¢ representa a superficie do corpo r.
De (111-1,13) e (111-1,14) obtem-se o Segundo Teorema
de Betti:?

f tlu’ds = J t?ulds (1i1-1,15;
J ] [
S <

Considere-se agora que um dos estados de tensdc de
{111-1,1%) corresponde a solugdo fundamental das equac¢des de

Navier, enquanto que o outro estado é desconhecido:

[o t @l p.1as(@) =] u (@t](p,0)as(@)

(i11-1.16)

o

O Teorema da Divergéncia estabelece gque

J F dv = I F.n ds,
R - s 7
crde ¥ € uma fungdo vetorial gqualquer, cortinua € corm

1 <}

primeira deri:vada continua numa regido regular R; S é a
superficize de R, e n a normal a S, unitaria e voltadsz para

Y

ol
£ prova deste teorema € simples, € pode ser encontrade.,
i er Cr

£or exenpic m use (387, p. 10.
E 1
u = i(u +u )+ 7(u -u ) e ¢« € s1imerrico
Yord < 1 3,1 iy d 13" H N
lembrando-se ainda que ¢ = zlu — 4u ) ({11-2,24) e
i I S I
(11-2,26)).
4
Com a inclusdo de forc¢as volumétricas, obten-se
r 1.2 4 r . B r 2 14a f Sag RPN
o4 X'un dvv = ! ttuds o+ L ¥Tuogv,



crde a letra maluscula "Q" é utilizada para indicar que o
ponto q pertence a superficile «.

DPe (111-1,9) e (111-1,10) observa-se que uT e tT
presuem singularidades 1/r e l/r?, respectivamente. A fim de
ge analisar o comportamentoc destas singularidades rnas
irntegrais acima, € conveniente extrair do dominio r uma
ecfera R, de raio ¢ com centro em p e com superficie S, -
Neste caso, © dominio das integrais de ({111-1,16) passa a
ser (c + s() em vez de s. Basta entdo analisar o que ocorre
n¢ limite, quando ¢ — 0.

Efetuando-se este limite, verifica-se que

£im
e-0 s+sE

£,(0)u] (p,@)d8(Q) = [ t (@] (p,0)aS(Q)

(1311-1,17)
pcis (vide CRUSE [39], p. 86€)
£1im * ainy - .
o0 fsgti(Q)ui(p,Q)du(Q, =0 . (1i1-1,18)
Quanto a segunda 1integral em (i11-1,16), pode-se
escrever
£im X h ] *
s [Lu @t e,eiasie) = 3P [ (u(@)-u (p)) ©(p.@)dS(Q)
£ SE i i e=0 SE i 1 i
Gn ot w1t (p,giasQ) (11i-1,19)
e-0 Js i y ' '
Og deslocamentos u  =&: continucs ne ponis ¢, e fazer
3
com que © valor dea segundas integral em (111-1,1% selz zerc
e



= u (p)é e = ufp) e . f111-1,20)

b 4
Portanto, devide a singularidade de t , o segundo
Tecorema de Bettil, neste casc, ndo é expresso por f(111-1,167,

mee S1m poOr

* *
[, t,(@u(p,0)de(0) = utple + [ u (Q)t)(p,Q)as(Q)
{111-1,21)
Substituindo-se {11i-1,12) em (11i-1,21;, obLtém-se as
ecuagdes 1ntegrais de contorno
* *x
u p) = [t (@] (p.0)as(Q) - [ u (p)t] (p,CidS(C)
2 = 1 3! hY i i

Observe-se que ¢ mesmo resultado poderia ser obtido a
partir do Segundo Teorema de Betti em sua forma completa,

isto €, contendo os termos com forca de volure (neota 7)),

fazendo-se X' = X = C e X° = Xf = aA{p,q)e . Por cutrc lado,
1 2 1 1 1
- *
tomando-se X' = X # 0 e X = X = Alp,q)e , obtem-se
1 1 3 1 N
1 [ * 3y L0y Ve X o ¥e
u (p) = |t (Qlu (p,Q)dS{Q) - f u ()t (p.LidSiQ) +
;i Js ji S Ji Ji
r ; * - ~oy
g * (@ (p,a)dVia) (111-1,23)

Q.2 rerresenta equacdes 1ntegrails gue nac se reduzem &o
ccntorne — forcas velumétricas introduzem urmz 1ntegral de

b

M
>
oo
I
Q,

Faler &
Gz Divergeénc

Pl - ~ -
e~ (111-2,25



A expressdoc {111-1,22) - ou (111-1,2%) - é conhecida
como ldentidade Somigliana para deslocamentsos.

O que ¢é 1mportante destacar acerca dz identidade
€umigliana € o fato de que ela possibilita a obtengdo dos
deslocamentos num ponto do interior de um Corpe em exame
ccnhecendo-se  somente os deslocamentos e reagdes na
superficie deste corpo, num estado de tensdes genérico
gubmetido a andlise.

A Identidade Somigliana para tensbes, por sua vez, pode

ser obtida de (111-1,22) por diferenciacac de uj(p). As
tensdes no ponto p, aij(p), podem ser obtidas da Lei de
Hooke — (11-2,27) e (11-2,28) — e da definigdo do tensor
deformagdo — (11-2,24) e (11-2,26). Deste modo, ij(p) pode
ser oktido em funcao de ui(p), sendo ui!p) fornecido por
(221-1,227}.

No caso tridimensional,

___.j.+_—j , (111—1,24)

ornde X (1=1,3) representa as coordenadas do porto p.
1
A partir de {(111i-1,24), a Identidade Somigliana para

tensdes pode ser escrita como

r . o , *
o, {p) = |g T (@)D (P,0)AS(Q) - [g w QIS (E.Q)AS(Q)
- . * .
* 2up M M au .
com L= T%%E 3 LT PENLE o
! “8 1) gy > an
m d 1 i
at at”  at”
o]
* 8 K
e g - 2u: ; mk o, U ik, jk
kil Telt) gy ax ax |
m - i R
{111-1,25)



Lembrando-se que

24
A%
1

Q
-4
(B9
T
~d
()
L}
[uny
(Y]
H
[L2]
he
H
®
mn
®
o)
+
oY)

I (p,Q) = —-1-((1—2‘.;”5 I, +5 1, )+
] r? ki kj i
3r, r, r, } 1
i i k nii-p
24 dr .
g = 2 -2p -
V’AJ(P,Q) 13(3 I {(1 21)61jr,k+u(6jkr,j5jkr,l)
S5r, r, r, |+ 3wy{lnr, r, +nr, r, ;
iy k) T I i Tk
(1-2v¥(3nxr, r, +néd +né& ) -
ki joik ik
) 1
-— e Y i ~
(1 4‘)nk6ijj 8n(l-v !

ar
ay
i

as coordenadas do ponto Q,

+

{f111-1,2¢;

resuita

(111-1.271

onde a normal e as derivadas sao relativas ac ponto Q.

3.1.2.2 -

Identidades

Método

As

engo-8e o

]
"
) s
[
@]
(]

Considere-se
seus estados de eguilibrio,

i
de egquilibrio no volume, (1i-2,8),

para o dominio V, a egquagido

Identidades Somiglianas:

Somiglianas

u ., £ ., G .,

também

iducs Ponder

ke

m

detalhes podem ser encontrados em BREBEIAR et al.

1 1 1
1 i) 1

456

podem

Residuos Ponderados

ser obtidas

zdce.
T L2671,

um corpc qualquer, de dominic V,

t%,X'.

Mzicres

de

A egquagac

num

permite que se escreva,



1 4

) ut dv = 0 , (111-1,2¢&;

l 3

[\(01 4 X
Iy [ 3 T

crZe u’'  representa o deslocamentc num outrsz estado de
1

ezJilibrio, arbitrédrio, do corpo V.

Integrando-se o termc com n’; Ju2 por partes, obtem-se
1), 3

j x! vlav - j o) €% av = - j t! u? ds, (1i1-1,29)

V) i th i} Si i

Integrando-se novamente por partes a segunda integral

de volume em (111-1,29), obtem-se, apés algumas passagens,

Cxlufav - [ u'e® o av = - f t? u?as + [ u' t? as
"A\«} 1 gy i 13,0 S) i 4o )
{111-1,30)

Suponha-se agora que u., oo a. t representam uma
arroximacdo de uz, E;_, oz,, tz.‘éuponga—sé, pcréem, que S&ao
cznhecidos  os desloéamen%os exatos, u?, numa parte do
cecntorno, Sz, enguanto que no restante do contcrno, Sz, sao
ccnhecidas as reac¢des, t?, de modo exato. (Xi também ¢é
conhecida. ) u?, t? podefiam entdoc ser introduzidos na

e
I3 1
eguacao (111-1,30), que ficaria assim:

| X' ufav - [ u of L Qv = - f t u®ds - [ t! u? ag
o 1 1 N 1 Y102 i M i 1
v v < <
1 e
+ [ utt?as + [ v t?ods (111-1,31)

Novamente, integrando-se duas vezes por partes a

segunda integral de volume em {(iii-1,31) chega-se a

N



{ (n“ ot X ) UTdV = J (t - t') uian 4 j (u'- u ) tlas
(121-1,32,

Agora € posslivel notar male claramente que as funcgde:
correepondentes ao segundo estado de equilibrio, er
(111-1,32), podem ser interpretadas como fun¢des
ponderadoras, enquanto os residuos resultam da representacéac
aproximada do estado 1. Dessa forma, a primelra integral en
f111-1,32) corresponde a distribuicdc do residuo (ou erro,
no dominio, enquanto as integrais de contorno representam &
ponderagdo do erro na superficie, devido ao relaxamento das
condi¢bes de contorno. (Se a aproximac¢do do estado 1 fosse
substituida em (111i-1,28), se estaria admitindo Qque esta
aprroximacgéao satisfaraa idernticamente as condigdes de
contorno. Mas 1sto ndoc daria origem ac método dos elementos
de contorno, como € o caso de (i1ii-1,32).)

Escolhendo-se cComo func¢odes ponderadoras,
correspondentes ac segundo estado de equilibric, as solugdes
fundamentais, u’ , tfi — (11i-1,9) e (i1i-1,10) —, entéac
e = o = J-)Aei,Jonde &6 é a funcdo delta de Dirac, de

2, 13,1

modo que (iii-1,31) pode ser escrita ccmo

* r * *
{‘X udv - ue = - t u ds + f ut d4s
R i i i J i i1
v € <
{(111-1,33;
. 1 a
iembrandc-se gue U = u  em g e t = t? em S
1 1 H M i -
Ut:ilizande-se {111i-1,12) e {(11i-1,33) fica:
r * * *
u = J t u ds + j u t ds + j Xu d4v ,
i i Ji i Ji R T I
s s \
(111-1,34)



Ressalte-se que uma vantagem desta formulacsc, por meis
de residuos ponderados, é que ela facilita a compreencgdc de
relacdes do meétodo dos elementos de contornce com outrc:

métodos numéricos.
3.1.3 - PONTOS DO CONTORNO

As equagbes 1integrais de contorno (111-1,22) ou
{111-1,34) da segdo 3.1.2 possibilitam a obtencdac dos
deslocamentos num ponto interno P, em funcgéo dos
deslocamentos e reag¢des no contorno. Todavia, aquelas
equagdes nédoc sdo validas para um ponto P do contorno, pois a
integral em tt apresenta uma descontinuidade, devido &
singularidade de t?, neste caso.

O wvalcr decsta descontinuidade em t?(P,Q) pode ser
calculado de duas formas.

Brebbia [21], pp. 120-123, calcula esta descontinuidade
para o casoc em que a superficie que contém o ponto P possua
segunda derivada continua.

Considere-se gue uma semi-esfera de raio ¢, com centrec
em P, faz parte 4o corpo considerado — figura 111-1. Neste

caso, P deixa de ser um ponto da superficie, pertencendo

erntd8c ao 1interior do corpo, de mode gque as equacdes
(111-1,22) ou (111-1,34) podem ser aplicadas a P:
Y * \
u (P) = j t (Q)u (P,0)ds(Q)
J c'4c 1 3
- T
r N , . \
- u (gt {(P,Q388(Q) | {1i11-1,35
Yetlie 1 J1

cnde ' representa a superficie do corpo subtraida da &rea

daza 1nsercd3c da cemi-esfera, e S ¢ a superficie da
e

f1e%
Oy



Xy

r,=r sen& sen ¢

Figura i1 -1 Esquemo porc avoliogdo dc descontinuidode

nc integrec! de t: (P,Q)

A desceontinuidade procurada é obtida calculando-se o
limite ¢ — 0. E preciso calcular o limite para a
semi-esfera. As expressdes (11ii-1,9) e (i11-1,10) devem ser
substituidas em (11i-1,35).

Note-se que, em SE, g=r. Portanto, o segundo termo em

{11-1,10) € nulo, poig, em & ,

0= =, = , (11i-1,36)

o que 1mplica que

rnryr, -nr, =0 {1212-1.37"

on

Yy



A parcela da segunda integral de (111-1,35), em s . que
recsta calcular, ent8o, é

Fam [ 1 1 ar :
—_— - — - )‘;1
AT = BT an Zoyn 435, 50 eS|
s
(111-1,38)
Resolvendo-se a expregsdc acima resulta - —%—ui. 0

mesmo OcCorre para 1=2 e 1=3.
Portanto, pode-se escrever que o© valor da segunda

integral em (111-1,29), em S(, para ¢ — 0, é

Zim * 1
R w0t Loasie)) = - (e

i $i

A S

{1131-1,39;
Procedimentoe similares podem ser aplicados & primeira
integral de (111-1,29) em SE, chegando-se a

£=0

Lim{r
o] e e oas) =0 (111-1,40;

€

Dessa forma, a equag¢dc 1integral para um ponto do

contorno, (11ii-1,35), resulta em

*

(P,0)asQ - [ u (Q)t] (P,0)ds(Q)

N 3 3
4 Y oe

Cruse {39], pp.82-8%, chega a este mesmo resultado
ccensiderandoe um circulo de raico ¢ na superficie do corpo.
com centro num ponto P deste contorno. Cruse calcula entaoc o
vaior da 1integral em t gquando o ponto P estd a uma

T -
LiE

d.stincia & de p, & << ¢, no interzcr do corpo  em an

m
m



celicula também o valor da integral em t: quando p = P (18tO
¢, quando p estd no contorno, coincidinde com P). A
d:ferenga entre o valor da integral de tf para p noc contornc
{p=F) e para p no 1interior do corpo, quéndo i — 0, fornece
a descontinuidade desta 1integral devido a singularidade de

r

t

: *
O célculo da integral de ti, para pontoe P do contornc
nce qualis esta superficie apresenta mais de uma derivada,
néd7 resulta em - —%— uj(P). No préximo capitulo se indicaré
como estes valores podem ser obtidos sem a resolucdo dos
limites, recorrendo-se & imposig¢do de deslocamerntos de corpo
rigido no corpo em estudo.

O cédlcule das tensdes na superficie, por sua vez, pode
ser obtido por diferenciagdo de ui(p), de modc similar ac
gue fo1 mostradc para as tensdes em pontos 1internos (cf.
gezd8c 3.1.2.1). No entanto, no préximoc capitulc também serad
indicada uma maneira prédtica e econbmica de se efetuar o

cédlculo numérico das tensdes no contorno.
3.2 - CASO AXISSIMETRICO

A obtencd3o das equagbes integrais de contorno no caso
axissimeétricc € andloga a do «caso tridimensional. As
soiugbes fundamentals podem ser obtidas substituindo-se, nas
equagdes de Navier, a forga de volume pela fungdo delta de
Dirac, de modo similar ao do tridimensional. Mas as solucdes
furndamentais do axissimétricoc também podem ser obtidas de
molc alternative, partindo-se da solucdo fundamental do casc
tri:dimensional, conforme se mostra na segdaoc 3.2.2.

Nao se deve esquecer que, conforme observado na seg&o
2.3, o problema axissimétrico divide-se em docis problemas
completamente independentes: o dos deslocamentos

g

igenciais, e © dos deslocamentos nas direc¢des radial e

[§1]

zx:al. Qu seje, sdc completamente 1independentes o problem

wn
ry



d~gs deslocamentos no plano de revolug8oc (planc radial-axial)
e o dos deslocamentos perpendiculares a este planoc (torcioc
azissimétrical.

Em 3.2.1. ser& abordado o casc do planc axissimétrico,
gue aparece com maior fregquéncia na literatura sobre
Elementos de Contorno, reservandc-se para 3.2.2 um

tratamentc mais detalhado da torgdo axissimétrica.

3.2.1 - PLANO RADIAL-AXIAL

No planc radial-axial axissimétrico, para COrpos
elasto-lineares isétropos, as equagbes de Navier, (1i-2,34),

ou

g"" gl Gh| = - % X (111-2,1)

ijmn
com u dadc em fungdo de G por (ii-2,32), isto é&,

u=vlg - 1 viv.g) |, (11i-2,2)

A — i ~ ~ ~
sa expressas em coordenadas polares <cilindricas. Neste

0
stema, o} operador ve aplicado sobre um vetor v

n
j)

resulta num vetor, cujas componentes na direciac e

r

HQ
Qg

.
Py

jul

sdc dadas por (11-3,14) e (11-3,16), respectivamente:

RRY 1oy v 8wV
g vy = — + - —— - — + p
’ ar - r ar r az*
(131-2,3)
~2..32 7 2.2
a v 1 av a~ v
9V —
i ar r ar az



vetor qualquer, é dado por (11-3,9),
TV = = A o 4 e (111-2,4

iembrando-se ainda que Vv, de (11-3,6), €

a z O o .
v = o — -
v 9 7t 9 3z o (111-2,5)
3.2.1.1- 8olu¢des Fundamentaie
Tal como no caso tridimensional, as solugdes

fiundamentais do plano radial-axial axissimétricoc podem ser
citides substituindo-se a fun¢do delta de Dirac no lugar das
fcrgas volumétricas, nas equacdes de Navier, (iii-2,1)
{Também seria possivel obter estas soluc¢Bes a partir da
sciucao fundamental do tridimensional, comoc na se¢do 3.2.2).

Em cada dairec¢do, radial ou axial, as eguacdes (1ii-2,1)
tomam uma forma diferente, de acordo com (111-2,3).

Quanto a fungdo Delta de Dirac, sua aplicac¢do ndo
ecuivale & aplicagdc de uma carga unitédria concentrada num
pcnteo, como no caso traidimensicnal. No axissimétrico, a
fungdo delta de Dirac deve equivaler a uma carga unitari
cada em uma circunferéncia, como ilustradoc na figura
{211-2), para o caso do plano radial-axial. Uma carga
radial e outra axial sdo distribuidas as longo de

2
urz circunferéncia. Desta forma, no ponto p & carga vale, em
C
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o
Xy
Figuro i1 -2 An€is de caorgc unitérios ngs direcctes rodiol e axigl
r = ri{pi, R = r(qg). 7 = Z-z,
Z° + (R-r)°
‘ + -r
z = zi(p}), Z = z(q), ¥y =1+ \ :
2kr
{(ii1-2,7)
Lembrando-se ainda que, no sistema cilindrico, os
vetores g e g sdc unitarios, entdaoc, de (11-2,18},
~r <z

gue as componentes de um vetor gualgquer nas
e

g coincidem com as componentes fisicas
~Z

& sclucdo fundamental € entdc a sclucad das eguagcies:



mn by k - 1 A(F’,Q) k -
g g G| = T ImE e , (111-2,8)

| imr

¥ " .
crde k=r,z e e =]l — e € a componente de um vetor no qual

at componentes nas diregdes de g e g 8ac¢ iguale & unidade.
~1 ~7

kesim, a fungdo delta de Dirac é aplicada em cada direcdo k
— representando um anel de carga unitdrio em cada direcdo
k. Portanto, num dominio infinito,

J ’z—ﬁr ekav = 1 . (11i-2,9)
A%

As equacdes (111-2,8) podem ser resolvidas
. ~ . . 1
uzilizando-se métodos de transformacdo de integrais.

As solucgdes de (11i1-2,8) s30°

/

* . -
6" (p,a) = —— /Rr /3%1 07" (y) e

&rn
€ {111~-2,10)
* 2 1 / / - z
G (p.g) = — Y Rr 72'1 Q f1/£7) € ’
LA
or.de Q';Q(y} € Q'Lz(y) sdc fungdes de Legendre de segundo
-+ -

ot

pc, de ordem (-1) e graus (+1/2) e (-1/2). As constantes
Y - - X .

e = 1 (kK = r,z) sac acrescentadas apenas para indicar a
¢:recdc de aplicacdc da carga.

L. LI

u € u P

O

dem entd&c ser obtidos de (1i1-2.2) e
e (111-2,1C) (ou {(i11-2,30), lembrando-se de que g '=g“’=1 e

é
e gue ag derivadas em €@ sdo nulas no sistema cilindrico):

0 de transformacdo de intecrais de Hankel.
F e FEANNER [09].

Cf. er CRUSE., SNOW e WILSON [41] ou BAKR [05].



*

G'| , (111-2,11)

w'(p.q) = g'le"| - -

-t

onde k=r,z.
Lembrando-se tambén Qque o sitgtema zilindrico é

ortogonal e que gr, g 530 unitadrios —- de onde resulta

~2Z

(11-3,7) — conclul-se que tensores covariantes e
contravariantes coilncidem, nas componentes que envolvem
apenas os indices r e z. Este €é o caso do problema
arissimétrico, portanto. Entdo, por uma questdc de conforto,
os indices dos tensores envolvendo apenas os indices r e z
podem ser escritos sempre como inferiores — e é assim que
eles costumam aparecer na literatura de elementos de
contorno para problemas axissimétricos.

Por uma questd@o de conforto, entdo, os indices no caso
radial-axial serdo todos inferiores, daqui por diante. Pois
* 4 * * 4 x

u = u e G =G .
k k

Recordando-se agecra de (111-1,12), a seguinte expressdoc
pode ser escrita:

* g *
ul(p,q) = u (p,q) = u (p,q) e, (11i-2,12)

J
- : . 4 : * : -4
onde o primeirc indice em u_ = representa a direcdo de
ji

aplicagd@o da carga em p, e o segundc, o decslocamento na
direg¢ao 1, em qg.

%*
Deve-se notar que em u_  aparece apenas a componente de
1

1

G mna direcéac 3. Poig, substituindo-se (111-2.,10) em
(111-2,117, observa-se que os deslocamentos ra direcao r,
quandc & carga € aplicade na direg¢dc r, sdc dados apenas em

N x * . N

funcdo de G (= G'),enquanto os deslocamentos em r devido a
r * *

carga em 2, apenas por G (= G*). Analogamente para os

deslocamentos na direcdo z, que ficam em furni¢cdc apenas de G
.

. € aplicada em I, € apenas enr termos de G ,
4

Il

jo7

guan

~
o

ja}

U oa Salef
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*
quando a aplicac8 da carga é na direc80 z. Os U

definidos por (111-2,12) (para 1,j=r,z) e por (11i-2,10) e

{111-2,11), 880, portanto,
. dG* G*
U’ - ’JG*I - 1 a r + r
re 9 r g Z(1-v) or l. ar r !
> %
S 1 a6,
zr 2(1-()—) araz
G G
v - 9_ Lo+ L e
rz -p) 0Oz ar r
*
* iJ * 1 a?GZ
u =gl | - , {111-2,13;
22 z'ij 2(1’0) 822

Escritas em termos de func¢oes de Legendre de

~ . 3
ordem zero, as expressbes (11i-2,13) ficam

* _ 1 B
u.= [(3 4V)Q+1/2(7) +

16n°(1-v )y /RT

2
z aQ#i/Z(y)
Rr 43y

x -7
"% 16n°(1-v)uR /RT

*

2T 16n°(1-v)y /R

u

58] (y)1
i R +1/2
{2Q+1/2(¥) - [7 B r) 1 J '
ay

[}

u

1
{79-1/2‘“ *(7 3

3

[26].

CRUSE, SNOW e WILSON [41], BREBBIA, TELLES e WROBEL
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U= (3-40)Q  _(y) - 4 ,

7 16n‘(1-v)y SRT 1z Rr  ay

(111-2,14)

onde Q (y)

+1/2 (y) sd@o fungdes de Legendre, de ordem

=172
zero.

No entanto, para se realizar a aproxima¢8oc numérica
destas expressfes, costuma-se expressd-las em termos de
integrais elipticas completas de primeiro e segundo tipos,
pois h& algoritmos mais simples e precisos para o célculo
numérico dessas integrais elipticas do que os algoritmos
exlstentes para a avaliacd3o numérica daquelas fun¢des de
Legendre (BAKR [05]}, p.9).

As relacdes entre as fungdes de Legendre e as integrais

elipticas s3o dadas por4

a1 =k K - 2RO

ZQ+1/2(7) - % [K(k) - §%I E(k)) ,

7

2,00 =k K(k)

gg;azill = - % 7%1 E(k) | (iii-2,15)
7

onde K(k) e E(k) representam integrais elipticas completas

de primeiro e de segundo tipo, respectivamente, sendo

K =/m o m = 1%7 . (iii-2,16)

Cf. TELLES [86], BREBBIA, TELLES e WROBEL [26].
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, *
Se as derivacgdes de u,J, para obtenclo das solugdes
. . *
furndamentais de reac8o, forem realizadas com uU em termos

de K(k) e E(k), é conveniente conhecer também suas
derivadas,5

(k) _ 3K(k) ok _ E(k) - (1-miK(k)

3m T T 38k am Zm{1-m) e
JE(k) _ OE(k) 8k _ E(k) - K(k) —
am - T8k am - 2m (111-2,17)

Ressalte-se novamente que, sendo g" e g° unitdrios no

axissimétrico, as solug¢des fundamentais para deslocamentos,
utj em (1ii-2,13) ou (1iii-2,14), j& se referem a componentes
fisicas. O mesmo pode ser dito das solucdes fundamentais de
rea¢des, tfj .

As tjj podem ser obtidas de uij a partir da Lei de
Hooke para o axissimétrico, (1i-3,21), e da equacgdo de
equilibrio de superficie, (ii-2,2). Da Lei de Hooke, as

componentes nao-nulas, no caso do plano radial-axial, s&o:

* * *
% 2 u au i-» 3u
p = 1235 kr + kz + kr ,
krr Teb r az Y ar
* au*
* = u aukz + kr = *
krz ar 9z kzr
* au* au*
* 2up ukr+ kr L, 1-p kz e
kzz 1-2v ar b 5z

s Ibidem {(nota anterior).
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, 200 aul duk 1-p u‘l
T 7 4 .
(’vfm: ,l‘—2|) + + . (111-2,18)
ar az g I
, *
orde o praimeiro indice, k, em o (p,q), representa a

ki j
direcdo da aplicagdo da carga em p. Na superficie, tfi(p,Q)
¥ }

°,,,(P.Q), onde n (Q) é a componente na diregao do vetor
ncrmal a superficie, no ponto Q. Ou seja,

% *
t = o n + ¢ n ,
rr rrr T rraz z
* *
t = o n + o n ,
rz rrz r rzz ¥4
* *
t = o n + o n e
zr zrr r Zrz 2
* *
t = o n + o n . (1i1i-2,19)
a4 2r 2 r 222 z
3.2.1.2 - Identidades Somiglianas e descontinuidades no
contorno

O deslocamento em um ponto interno é fornecido por
{(111-1,22). No entanto, devide & simetria axial, as
irntegrais de superficie podem ser transformadas em integrais

de linha, de acordc com o seguinte esquema:

fSAds = L fozn‘ ARde dL = 2n fLARdL , (iii-2,20)

cnde R = r(Q) e a curva L esta contida no plano r,z.

Dessa forma, (i1i1i-1,22) torna-se
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ulp) = 2nj tj(Q)u:‘(p,Q)R(Q)dL{Q)
{

- 2nj uj(Q)t:i(P,Q)R(Q)dL(Q) . (111-2,21)
o

As descontinuidades mnas 1integrais acima podem ser
cbtidas procedendo-se de modo andlogo ao da seclio 3.1.3;
para um ponto P no contorno, adicionando-se uma esfera de
raio ¢, com centro em P -— como na figura i1i-1 — e
impondo-se o limite ¢ — 0. A 1ntegral com descontinuidade ¢
2 segunda da equagdo (1ii-2,21), devendo-se calcular

£im
¢e—0

* L. .

(2n] w2 &7 iR (0)] (111-2,22)
L €

que €& 1igual a (-1/2)u (P), quando a curva 1 pcssui segunda

derivada continua em P. HARTMANN [53] mostrou que a

e¥pressao (111-2,22) é correspondente a do caso

_ . 6
bidimensional; portanto, pode-se escrever:

- 1 _ - - :
Crr(P) * T (4(1 u)(¢1 ¢2) + sen 2<1>1 sen 2¢2) )
- - 1 2, _ 2
CZY(P) = Crz(P) -y o ey [sen ¢ - sen’¢ 2) ,
- 1 - - - .
CZZ(P) ® ID (4(1 p)(q;1 @2) sen 2¢1 + sen 2¢2)
€ ¢ = ¢ - ¢ ' (111-2,23)

com qb1 e ¢d definidos na figura 1ii-3. C  fornece o valor
ij

[

Conferir, por exemplo, em TELLES [90], BREBBIA, TELLES
€ WROREL [26].



dae descontinuidades de (111-2,22) para um pontc genérico,

F, no contorno; ou seja, OB CH fornecenm ¢ valor das
descontinuidades mesmo quando a segunda derivad:z do contorno

o
rnég~ é continua em P.

®d - represento o valor obsolute
do anguic indicodo.

Figure tii-3 | Esquemoc pore o oavaliaogdo de descontinuidodes

no contorno (plono r,z)

Utilizando-se a expressdao C de (i1i-2,23: para levar
ij
ewr conta as descontinuidades obtidas de (111-2,22),

f111-2,21) torna-se

C (plu(p) = 2n | t (Q)u” (p,Q)R(Q)AL(Q)
3 J LJ J1

- 2n [ u (Q)t] (P, QIR(Q)AL(Q) (i1i-2,24)

*
ji1
L J

[a2)
(78]



"

com C (p)
1

: 6iJ ge p é um ponto do interior de dominio.

Incluindo-s8e forcas volumétricas, (111-2,24) torna-se

* N
C u = 2n J t u KAL - 2n] u t  RAL + 2n[ b u Kds
MRS 4 Jl 5 g Jﬁ T

(111-2,25)

ornde bJ é a forga volumétrica e s representa a superficie de
revolucdo.

As tensbes em pontos do interior do corpo considerado
podem ser obtidas de modo andlogo ao da secdo 3.1.2.1, ou
seja, por derivagao dos deslocamentos no ponto em gque se
decseja conhecer as tensdes e utilizando-se a Lei de Hooke —
de modo que as tensdes no ponto sob andlise fiquem expressas
er termos dos deslocamentos do mesmo ponto. Este € © mesmo
procedimento 1indicado em (111-1,25). Entretanto, devido a
ma1or complexidade das solugdes fundamentais do problema
azlissimétrico, as derivag¢des sd8c muitc mais numerosas e
trabalhosas -— pois sac distintas as derivagdes em cada
direcdo e cada coordenada. Estas derivacgdes, com ©OS
deslocamentos expressos em termos de fungdes elipticas,
podem ser encontradas em BAKR [05]. (pp. 200-207). Estas
derivacgdes também podem ser avaliadas numericamente.
Utilizando-se diferengas finitas, as diferenciac¢des podem

ser aproximadas de acordo com o esquema

)

’ f(r(p),z(p)) = L{r(Pi+ar(p) z(p)) - f(r(p), 2(p})

)
aTTE) P - «r(p) '
& _ fir(p),z(pl+az(p)) - f(rip}, 2(p))
szrpy f(T(P), zlp)) = az(p) '

(111-2,26)

onde or(p) e cz{p) rerresentam 1incrementos finitos em r(p) e

z.p), respectivamente, tails que ar{p)<<r(p) e az(p)<<z{p). A
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funclo f represerta (o] deslocamentos ou  as reacbes
fundamentals.

Ae tensdes no contorno podem ser tambénm trabalhadas
analiticamente, de modo andlogo Aas tensbee nos pontos
irnternos, apesar de mails complicadco, devido as
singularidades para pontos de contorno. No entanto, para o
método dos elementos de contorno é mais conveniente obter as
tensbdes nos pontos externos de um modo alternativo, a partir
das s8olugbes em deslocamentos e forgas de superficies

obtidas no contcrno, conforme indicado no préximo capitulo.

3.2.2- TORGAO AXISSIMETRICA

Obviamente, a tor¢dao, no caso axissimétrico, deve ser
tratada de modo semelhante ao do plano radial-axial.

A solugdo fundamental da torgdo axissimétrica pode ser
obtida como em 2.1, resolvendo-se a equacgdo de Navier na
forma de (111-2,1), 1impondo-se a fun¢do delta de Dirac no
lugar das forgas de volume, como em (1ii-2,8).

Nc entanto, como no caso do plano radial-axial, a
sclugdao fundamental pode ser obtida a partir da solugdo do
cas¢ tridimensional Este procedimentoc alternativo seraéd

arlicado aqul ao casc da torcdo axissimétrica.

3.2.2.1- Solugdo fundamental

R solugdo fundamental para deslocamentos, na torcéc
axissimetrica, sera obtida aplicando-se a fung¢do delta de
Dirac em uma circunferéncia — carga tangente unitéaria
distribuida num anel, como em (iii-2,6). O esguema é o mesmo
da figura 1ii-2, mas agora a carga € apliicada na diregdo
tangencial. A mesma notag¢d3oc ¢é utilizada neste caso,

acrescentando-se ainda as seguintes definig¢des:
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y -
(4 f

& = r(p)° + riq)’ + (z(q) -z(p))* =1 + " + 27

L = 2r{p) r(q) = 2Rr . (111-2,27)

A s0lucdo fundamental para deslocamentcs, hno cCaso

tridimensional, é dada por (iii-1,9):

U (p,q) = e 1 ((3-40)6  + r(p,q), r(p.q), )
- ! 16nu{l-v) r(p,q) ij ! "y ! "y !
(1ii-2,28)
cCom
3
r(p,q) = ( £ (x(q) - x (p))°)"* (111-2,29)
iz 1

or.de X representa coordenadas cartesianas.
1
Por outro lado, tem-se que (ver figura iii-2)

rp,q) = (r° + R® - 2rReos|e(q)-6(p)| + Z°)'/%

€ r{p,q) = ya-bcosh ,

com e = |6(q) - a(p)] . (1ii-2,30)

A fim de facilitar os cdlculos, considere-se gque o
pocnto g pertence ac plano x1 x3, conforme i1lustra a figura
1:1-4.

O deslocamento em Q@ na direcgdo de xz, u;(p,q),
representa o deslocamento tangencial em gq devido ao
cearregamento tangencial f no pontoc p. R carga f pode ser

decomposta em f1 e fz, de modo que as solugdes fundamentais

4 *
uﬂz(p,q) e u22(p,q), do tridimensional, podem ser usadas.

* i I . . -~ .
u {p,q) resultard, assim, da superposicdo dos efeitos em g

dzs cargas f1 e I em p:
L
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by
e *2
Q,
r
Y p 1
\ z
. 2Tr
¢
j X2 f,* f sen ©
\ej‘éb' fa* fcos ©
X, wg 8(q):0 ., ©lpl:o g s
u, {p.ql
Yx,
Figuro iii-4 . Esquemc pora obtengdo dao solugdo fundomentagl
dec torgdo axissimétrica.
*(p,q) * f seno + u . f cose
= - send +
U2 P.q u12 u22 cos ,

£f= i . (iii-2,31)
ZRT ;
Somando-se a contribuig¢do de cada ponto do anel de
carga, obtém-se o deslocamento tangencial da torgéac

arxissimétrica, que serd valido também para gqualquer valor de

eiq), devido & simetria axial:

n 1 2n * X
UZ(P,Q)rdG = = f (-ujzsen6+u22cose) de ,

E;G(p,q) = j I

0
(111-2,32)
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onde o primeliro indice em 5;9 indica apenag a direcgloc de
aplicag8o da carga.

Deve-se notar que trata-se agquil d4¢ deslocamento fisice
— pois (111-2,32) €& obtida a partir dos deslocamentos
fisgicos no tridimensional (cartesiano). No slstema
ci1lindrico, vetores covariantes e contravariantes na diregac
6 ndo coincidem; no entanto, suas componentes fisicas
coincidem devido a ortogonalidade deste gslstema de
coordenadas. Neste caso, portanto, é indiferente a posigao
dos indices. Por isso, os deslocamentos e reag¢des fisicos na
diregdo 6, Eg © Py aparecerao aquli sempre com indices
irnferiores, como em (iii-2,32).

Como os dois termos do integrando, em (iii-2,32), séo
simétricos em relag¢do ao plano X X, pode-se escrever:

I U . o a
586 = fo( ulzsene + uzzcose) dae . (i11-2,33)

Observando-se que

X - X
o 1(q) i(p)
——— I(p,q) = ,
. (q) r{p,q)
% {p) = r(p)cose = rcose , x (q) = R,
x (p) = rsené , x,{a) =0,

(111-2,34"

*

e utilizando-se (1i1-2,27) e (11i-2,28), ¢é entdo possivel

expressar (1ii-2,33) como:
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n
*
699 = _—T'}_"——' [(3“41‘)[ cosn aa +
16n°(1-0)p 20 é~bcos;*j
n n 2
= ! d.ﬂ-gj cos” 6 a6
(a-bcosf)ya-bcosn 0 (a-bcosh)y/a-bcosé
(111-2,35)

As integrais em (111-2,35) s30 elipticas. Utilizando-se
férmulas de transformagdo adequadas, é possivel expressar
estas integrais em termos de fung¢des elipticas completas de
primeiro e segundo tipos.

Para 1sto, foi wutilizado aqui o 1livro de BYRD e
FFIEDMAN [28].

Considere-se a primeira 1integral em (1ii-2,35). Elsa
pode ser expressa, 1inicialmente, em termos de fungdes
elipticas de Jacobi. Se a > b > 0, como ocorre neste caso,

pode-se escrever

s u
B = f 1 de = h J ! —%— (b-akzsuzu) nd‘u du ,
0 0
/%—bcose
com
_ 2 z _ 2b _ 2 _
h - —— ’ k - m - F—)“ - m ’
a+b
, = % ’ sn?y = b(l-cosa) ,

k% (a-bcose)

K(k) , e

[
1
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n/v 1

K(k) = K(k.5) = | de
0 /l-kzsen?¢
(111-2,36)
onde snu, ndu s80 fun¢des elipticas de Jacobi e

K(k)=K(k,n/2) €& uma 1integral eliptica completa de primeiro
tipo, de médulo k.

Utilizando-se algumas relag¢des entre func¢des de Jacobi,
a 1ntegral A em (11ii-2,36) pode ser expressa COmo

u a u a u
A = h 'nd%u du - Thd°u du + Tdu ,
0 b 0 b 0

(111-2,37)

Sabe-se também Qque

n/z 2 2
E(K) = E(k,n/2) = f J1-k%sen?¢ d¢

0
(111-2,38)

onde cdu é outra funcdo eliptica de Jacobi e E(k) = E(k,n/2}
€ uma integral eliptica completa de segundo tipo, de mdédulc
K.

Finalmente, a integral A pode ser escrita como

n

A = j ___C0S8 4 = h(% K(k) - (1 + %JE(k))
0 Ya-bcos6

(111-2,39}
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As duas outras integrais em (111-2,35%) podem Ber
trabalhadas de manelra semelhante & integral A, resultando

en

7 1 a
Jo de h E E(k)} e

(a-bcos6)ya-bcoso

n

T cos’e 1 Vi
J dé = h —;—————(-2a(a—b)K(k)+(2a2—b‘)J.
0 (a-bcos6 )ya-bcoss b"{a-b)

(111-2,40)
Retornando-se com (1i11-2,39) e (111-2,40) em
{:111-2,35), obtem-se a solucgéao fundamental para

deslocamentos, na torgdao axissimétrica:

Enp = ! (2k(k) - (asb)E(R))
2n°ub Ja+b

(111-2,41)

Esta sclug¢do € equivalente a obtida primeiramente por
KERMANIDIS [59]). A mesma solucdoc também pode ser encontrada
er BREBBIA, TELLES e WROBEL [26], em FUDOLI e VENTURINI [47]
e em CARRER, TELLES e MANSUR [29] — embora esta mesma
sclucdo fundamental seja expressa de um modo mais Ou menos
d_ferenciado nestas referéncias.

(i1i-2,41) também pode ser escrita em termos de fungdes
de Legendre. Escolhendo-se Q (y) para expressar

x 1 -1/2
Eqp(P,q), " resulta

BREBBIA, TELLES € WROBEL [26] escolhem Q+uq(7)'
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3, aQ (1)
L e 4 27— )

E;ﬁ s 1/2
4n?u Y Rr oY

f111-2,42)

-1/2

com a fun¢do de Legendre Q “?(7) e sua deraivada,
172 3

(y),

sernido dadas por (11i-2,15).

Novamente, a solug¢8c fundamental para reacdes & obtida
a partir de 529, utilizando-se a 1leili de Hooke ——-*e o
equilibrio de superficies. Mas, para as derivacdes de 666’ é

necessario conhecer, além de Q ”?(7), a sua derivada,

M (v)
L ZRLA zk (_ % K(k) + Xy E<k)] , (11i-2,43)
ay v -1

{cf. BYRD e FRIEDMAN [28]).
No caso da tor¢do axissimétrica, componentes (fisicas)

ndo-nulas do tensor, analogamente a (11ii-2,18), sdo:

85* E*
*
O9rg(P,q) = u [ 69 _ 69 } e
ar r
85*
* ) R,
OQZG(PIQ) = H 68 ’ (111_4,44)
az

O equilibrio de superficie, em termos de componentes

fisicas, pode ser obtido substituindo-se (i1-2,%) em

(11-2,2) e distribuindo-se ¢ gjj e vy gii de modo que todos
os termos passem a representar componentes fisicas, de

acordo com (1ii-1,17):
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p’ = t! /gj) =o' nyg , {111-2,45)
onde pJ 880 as componentes fisicas das reagdes —
recordando-se que, no sistema cilindrico, pJ=pv.

j
. ’ o

kecorrendo-se a (11-3,2), e lembrando-se que n6=0 e 09(=0 na

torcdo axissimétrica, pode-se escrever a solucd3o fundamental

para reagdes,

* ( ) _ * *
PogtP,A) = 4 [ %.0", * %0,6", ) ou
3t £ 3€ -
*
D= b 86 n - 280, 4 288 4| | (iii-2,46)
‘ ar d r r 8z z

As derivadas em (111-2,46) sdo calculadas no ponto de
observag¢do no contorno (Q), ou seja, em R e Z.
De (111-2,32),

*x
aF . a3 % (7>
-66 2
B} 21 — X 1y Lty 20y —
3k 4n°uyT " B8R |yYR ) 9y
(1i1-2,47)
Recordando-se que
3y d(a/b) 2R a 1 Y
—_ = = - = - - - €
SF aR 2Rr  2R°r r R
aQ (7) aQ (y) ay
-1/2 - -1/2 _ (111-2,48)

R ay 3R

resolve-se (11i-2,47) até se chegar a



oy o () ) a"Q ,(7;}
—67/} 1/2 . 4R(1H—1)[3 _ ) '-1//
. I - i
ay ay ]
De modo similar, obtem-se
I R _(y)
dE 5 47
68 - . Z Q-1/2(7) + 5y -1/2
aZ 4n“uRr/RT Iy
, 8% (y)
+2(y°-1)——u= (111-2,50)
Y
A solugdo fundamental para reacdes, p;q(p,g), pode
entdo ser obtida, substituindo-se (111-2,42), (i1i-2,48) e

(111-2,50) em (1ii-2,46).

3.2.2.2 - Identidades Somiglianas e descontinuidade no
contorno

Na torg¢doc axissimétrica, a equagdo (i1i-2,21), que

fornece o deslocamento i num ponto interno p, é dada por

£(P) = 2n ij9<Q>g;8(p,Q>R<Q>dL<Q)

- 21 [ £5(Q)pgy(P,QIR(Q)ALIQ) . (i11-2,51)
L

Analogamente ao caso do plano radial-axial, a

descontinuidade em (111-2,51) pode ser avaliada
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cealculando-se

oo f1m * .
C'= (-Zn flgO(Q)pHU(p,Q)R(Q)dL[(Q;J . (111-2,52)

¢ —0
¢

or.de L, representa a circunferéncia de raioc ¢ com centro em
p — analogamente a figura iii-1.

Quando ¢—0, r—R e k—-s1, de modo que o limite acima
deve ser avaliado no caso em que K(k)=K(1) e E{k)=E(1).

R equacgdo (111-2,51) pode ser escrita entdc como
c =2 * RAL - 2 * RAL (i1i-2,53)
6ot = 4T JL"sﬁee - flﬁe"ee ' 1li-2,

rde C'=0 e Ceezl se o ponto €& 1interno, e CGG: 1-C' se o
pcento é de contorno.

No préximo capitulo mostra-se como C68 pode ser
obtida numericamente, através do método dos elementos de
ccntorno.

As tensdes no interior do dominic podem novamente ser
ortidas da Lei de Hooke, expressa em termos do deslocamento
tangencial no ponto desejado — (111-3,44). As derivadas de

&

s80 agora em relagcdo a r e z, e sdo descritas a seguir;

3
o Q-x/z(w)
mazs antes, deve-se obter — ————, Qque aparecerid nestas

| &
derivadas.
S3o conhecidas as relagdes (iii-2,15) a (1ii-2,176),
alem das definicgbes de K(k}), em (1ii-2,36), e de E(k), em

1111-2,38). Pode-se escrever, entdo,

ar(k) _ oK(k) am _ K(k)

ay am ay ~ 2(1+y) *

E(k) _ K(k)-E(k)
3y T 2(1+y) !
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—33‘ z - _T , (11i-2,54)
cbtendo-se
80 (y) . [8% (7)} 2
-1/2 a -1/2 k (9+237°)
—_—— = = ¥(k) - —-g-(——z—)—-_ E(k)
ar° N [87? (v*-1) Y
(111-2,55)

Para que se possa calcular as tensdes no 1interior,

precisa-se conhecer as derivadas do deslocamento no ponto p,

* *
 BEgg(P.a) 3 g (P, a) | |
ou seja, e . Para 1isto, €& necessario
ar oz
corthecer as derivadas das fun¢bes nas integrails de

{111-2,52) que dependem de ri(p)=r ou de z(p)=2z:

% B * N ~ * . *
oo e 9 o 9 | 9gq
or az ar dk oz dR
3 SE ) a3
{ 66 e 680 . {111-2,56;
or | ai az az

Estas derivadas podem ser obtidas utilizando-se

relagbes dadas anteriormente. Resolvendo-se estas derivadas,

tem-se
ae
06 . _ 1 (2; - 3yJQ_”2(~,) + {2+10—-§——7
ar 8n“pry/Rr
(v) 2Q (v)
_1272) -1/2 + 4(§ _ 7)(&2‘1) _ 1/2 ’
a7 ay
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at i aQ . (y) , CHIN
06 _ : 2 Q. 4512 a2(yfe1y— VT
az 4n’pRr/§r "1 ay 87/
{111-2,57)

E como, além de relacdes anteriores, tem-se também

9y .1 v
ar ~ R r
3y . 2 e
3z = Rr
87-:2 — .
3% = Br (111-2,58)
*
. | o ; e
as demais derivadas de (1ii1i-2,46) podem ser obtidas. 3
AR

fornecida por (iii-2,49). Entao,

*
o |0k
a2 s (o e -
ar | 3K lén"uRry/Rr i
aQ (v)
(r R 2 -1/2
+ (22—541L—F: + f}+667 )?’————— +
. a%Q Ly
+((12-4872)(§ + §)+2oy+52r}—;_’2__ +
ay
3
a'Q (v)
(-G (5 5 - J._._} ,
Vi 87'

17



*

a [ar ae . y)

: ( .

.,_{ bot - - 7 (3Q , (7)4,(-12; + 277)-W”/' +
azLaR 8n"uR* ry/RY 1z

ay
L7 -
a9 (y) ) &' (v N
4(—6-185742471)___'_1’_‘_____ - 4R(l + %)W/’l) -1/ ‘l
r Sy L I . A
dy ay
(111-2,59)
*
ag 6
Analogamente, com dada por (11i-2,48):
Az
@ foeg 5 (1)
—_— 66} _ ;Z -30 ’(7)+(12_§ - 277) -1/2 +
ar | 3Z 81z"ur2R,/§r -1/2 \ a7
42 2
C (v) ( a Q (v)
+(6+18%1 —2472)__.14_2__ + 4(_1: - 7}(72_1) -1/2 ’
2 K 3
81 d7
*
3 [ac
__{ 991 - - - 12 - RrQ 1/2(7) + (5Rr7+
8z [3Z J 4n“ur°“R°/Rr - N
aQ (y) a%Q (y)
+6ZZ)__.1./_2___ + (2Rr(72_1) + 9'22_’) -1/72 +
6)' 872
2
3 Q Y
+ 2Z%(y%-1) -1/ :;
R
3y
(11i-2,60}

Finalmente, wutilizando-se as expressdes (111-2,57),

(111-2,59) e (i1i-2,60), pode-se encontrar as tensdes

internas, ¢ e o
r8

6, dados por (1iii-2,42), com g;e fornecido
Z
por {(i1ii-2,53).

0 calculo numérico das tensdes na superficie, obtidc a
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partir das condi¢des de contorno, é preferivel ao célculo
ar.alitico dessas tensles, e gerd indicado n¢ capitulo a
B&eJulr.
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CAPITULO IV

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Este capitulo trata da formulagdo do Método dos
Eiementos de contorno, a partir das equag¢des integrais
apresentadas no capitulo III. A técnica da introdugdo de
subregides também serd descrita, e serdo discutidos detalhes
de um programa computacional para o cé&lculo de torgédo
axissimétricas, wutilizando o método dos elementos de

contorno.

4.1 - FORMULAGCAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O ponto de partida do Método dos Elementos de Contornc

s§30 as equa¢des integrais descritas no capitulo anterior —

{111-1,22), (11-1,24), (111-2,53), por exemplo. Estas
equagbes — se, por simplicidade de apresentag¢do, tomarem-se
como nulas as forgas volumétricas — podem ser escritas como
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C (plu ( t (Q)u
5}puJ p) J.g J u’J

(p,@)88(Q) +[ u (Q)t] (p,Q)dE(Q) = 0.
(1v-1,1)

Deve-se notar que, se p é um ponto do interior do

dominio, CH(p)z&j — e, se for externo, C‘J(p)zo.
. i

0 método dos elementos de contorno consiste na obtencéo
de um sistema de equagdes algébricas a partir de (iv-1,1).
Para 1sto, a geometria corpoc a ser examinado e as variaveis
— deslocamento e reacdo — em seu contorno devem ser
descritas de um modo aproximado.

Isto é& feito dividindo-se o contorno do corpo em
elementos, e adotando-se aproxima¢les para as variaveis
(u), tj) em cada um destes elementos. A geometria dos
elementos € definida em funcd3o de certos pontos destes
elementos.

As variaveis u , t , nestes elementos, sdc definidas em
funcédo dos valoresJ qd; estas variavels assumem em pontos
particulares destes elementos os pontos nodais (ou nés). (A
figura 1i1v-1 1ilustra o casc em que um contorno constituindo
uma curva é substituido por elementos lineares, nos quais as
varidvels variam linearmente, de acordo com fungdes

interproladoras ¢1 e ¢2).
4.1.1- PONTOS NODAIS

A posigcdac de um ponto qualquer de um elemento é dada
er. fungdo de seus pontos nodais. AsSsSim, para um ponte Qm de
um elemento m, tem-se

x(Qm) = ?(Qn) m§ , (iv-1,2)

onde m representa o m-ésimo elemento da discretizacdo, "x é
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1,2 - pontos nodois

Figurao tv-1 Elemento linear (contorno bidimensiongl ) com aproximogcdo

linear dos vorioveis

¢ vetor coluna contendo as posig¢Oes dos pontos nodais e ¢

contém as funcdes interpoladoras correspondentes a cada
ponto nodal. (A figura 1iv-1 apresenta a forma das fun¢des
interpoladoras quando a aproximagdo das varidveis e a da
geometria saoc lineares.)

De modo andlogo, os valores das variadveils no contorno

530 escritas como

{iv-1,3}

.. m m -
ornde 'u e 't s3oc vetores coluna contendo os valores de u

~ 1 ~ 1

e t nos pontos nodais do elemento m.
b
Com a discretizacao do contorno em M elementos e com as
varidveis no contorno dadas por (iv-1,3), a equagdo (iv-1,1)

transforma-se em
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fiv-1,4;

onde ¢ representa o erro resultante da introducdo dag

aproxima¢des. Escrito apenas em termos matriciais, (1v-1,3)

torna-se, lembrando-se que o0s valores nodals ”u, e "t s30

~J ~J
constantes em cada elemento m,
M M
Ctplu(p) - . "g(p) "t + £ "h(p)"™u = 0 |,
~ ~ m+ 1 ~ ~ m+ 1 ~ ~ ~
{iv-1,5;
sendo
[
-1
m

"g(p) = [”g.,] = j Uf,(p,Q yow (@) ds (@) ,
~ ~1_]p 1] m ]

"nip) = "n ] = [ tTpe) v e as i)
- ~iidp Je, ] mo o~ mom
e 0
o= [0
¢
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{iv-1,6
crde x» € o0 numero de dimensdes do problema e ;,i=1, K.
(1v-1,5) pode ainda ser escrita como
cedute) + 'h(p) L "ntp)]u - [g(p) "sip)]T =0
(1v-1,7)

ornrde U é o vetor coluna contendo todos os deslocamentos
ncodals, enquanto o vetor coluna T contém as reacdes em cada

ponto nodal, em cada uma das direcgdes.

Finalmente, ¢ Método dos Elementos de Contorno consiste
er se escrever a egquag¢ao (1iv-1,7) para cada ponto nodal,
obtendo-se assim um sistema de equag¢des algébricas de ordem
(N.k), sendo k €& o numero de dimensdes do problema e N o
numero de pontos nodais da discretizacgdo adotada.

Este sistema de equacdes pode ser representada como

CU+HU-GT=020 {(i1v-1,8)

ou
EU‘GTz (lV-l;g)
O sistema {iv-1,9) pode ser rearranjadc, de modo que as
incoégnitas — 1istc €, os valores n&o conhecidos de U ou T —

aparecam somente do lado esquerdo, de forma a resultar em

i

X=RBR , (iv-1,10)
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quando os termos 1integrais em H e & forem calculados e
multiplicados pelos valores prescritos correspondentes de U

e T.

-~

A consideragcd8o de forc¢as volumé<ricas ndo acarreta
grandes alterac¢des na formulacdo do método dos elementos de
contorno. A diferenga na equag¢do (iv-1,8), Beria a inclusdo

de mais um termo, correspondente as for¢as volumétricas:

3 o
L o]
"
' Q)
13
+
(R
Lo o)

(1v-1,11)

onde B corresponde Aas forg¢as volumétricas nos pontos

~

nodais do dominio discretizado, e D representa as integrais

ccrrespondentes (analogamente a (iv-1,75):

L) * ' .
d(p) =f u ey’ (q ) av . (q ) (iv-1,12)

v
m’

onde m> refere-se aos elementos que discretizam o dominio e

13

v  representa as fungbes interpoladoras desta discretizacido.

Dessa forma, a inclusdoc de forcas de volume também conduz a

um sistema de equagdes algébricas do tipo de (iv-1,9).
4.2. TENSOEES NO CONTORNO

Além da obtengdo das expressdes para o cdlculo das
tensCes no contorno, conforme abordado no capitulo anterior,
¢ meétodo dos elementos de contorno proporciona um modo
alternativo para a avaliacdc das tensdes.

Os deslocamentos, em um ponto qualquer do contorno,

podem ser obtidos de (iv-1,3). Para a obtencioc das tensdes
no contorno, considere-se a Lei de Hooke, (11-2,27), e o
tensor deformagéao {infinitesimal), (11-2.22). Pode-se



escrever, entlo,

+ uili) , (1v-2,1,

que possibilita a obteng8o das tensdes em funcdc dos
deslocamentos. Portanto, basta substituir (iv-1,3) em

(1v-2,1) para se obterem as tensdes no contorno:
=™ (e "u o+ e "u) . (iv-2,2)

Dessa forma, as tensbes no contorno podem ser

encontradas a partir dos deslocamentos obtidos numericamente
de (1iv-1,9).

4.3 - DESCONTINUIDADES NAS INTEGRAIS

Além da avaliacdo analitica da descontinuidade das
integrais contendo a solu¢do fundamental para reacdes,
i1lustrada no capitulo anterior, € também possivel avaliar
essas dscontinuidades numericamente.

Considere-se para 1isto o sistema de equacgdes em
{1v-1,9). Impondo-se um deslocamento de corpo rigido na
diregdo i, tem-se

1
r+
i}
[
Q
-
o
3
(=
1

com U=1 ..... , (iv-3,1)

1



gendo que "u, 1 < m s M, é dado por (1iv-1,6).

-~

Neste caso, cada linha do sistema (i1v-1,9), que 830
dadas por (iv-1,4) — ou (1iv-1,5) — reduz-se a
k M K
C (*P) + ¥ "g ('P) = ¢ |, (iv-3,2)
id ms 1 ~1i

onde ¥ representa o k-ésimo ponto nodal e ”gkl(x) é dado por

-~

(iv-1,6). (E claro que a convencdo da soma nio é utiolizada
aqul. )
Impondo-se erro nulo (¢=0), encontra-se entdo Cii(“P).

Analogamente, atribuindo-se um deslocamento de corpo

rigido em duas dire¢des, i e j, simultaneamente, obtém-se
c (*p):
ij

k X " "
e T B A RN I (1v-3,3)
i] R ii i ii

1 m= 1

Prosseguindo-se neste processc, todos os coeficientes

C(kP) podem ser determinados. E isto vale para qualquer

linha do sistema (iv-1,9).
4.3.1 - CASO AXISSIMETRICO

A imposigdo de movimentos de corpo rigido constitui uma
excelente alternativa para se obter os coeficientes C — de

(iv-1,5) —, sem que se tenha de recorrer a sofisticados
procedimentos matematicos para a avaliagao do valor
principal de Cauchy de integrais singulares.

No entanto, a imposigdo de movimento de corpo rigido,
no caso axissimétrico, sé é possivel nas direg¢des axial e

tangencial.
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A determinac8o dos coeficientes C sempre 6 possivel

quando s8e conhecem problemas para os Qquais todas as
incbéygnitas no contorno podem Ber determinadae
arialiticamente. No caso da direg3o radial do axi1ssimétrico,
por  exemplo, os coeficientes Czr podem ser obtidos

impondo-se um estado de tensdo hidrostéatico.

Assim, se um corpo estd sujeito a pressdo hidrostéatica
unitaria, ent8o, no contorno, 8o conhecidas

t {P) = n (P) e t (P) =n (P} |, (iv-3.,4)

onde tr e tz representam componentes da reacdo nas direg¢des
radial e axlal, respectivamente, e nr, nz sdo as componentes
do vetor unitario normal ao contorno. P é um ponto qualquer
do contorno.

No estado hidrostdtico unitédrio,
o =g =1 e o =0 (iv-3,5:
0 gque pode ser verificado substituindo-se {(iv-3,4) na
equacao de equilibrio na superficie, lembrando-se que n6=0:
(iv-3,6:
A Lei de Hooke para o casc axissimétrico (ii1-3,21!
fornece

2pp u du 1-v au
o = Lo+ Z 4+ 4 ’

rr 1-2p r az v ar
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2up u du 1-v au
0 - r + r + 7 ,
77 1-20 r ar vooaz
e
2up Aau A
o, = e I (iv-3,7)
i 1-2v ar az

Substituindo-se a segunda equag8oc na primeira, em
(1v-3,7), obtem-se

du du
r 2

= . (iv-3,8)
oz ar

Retornando-se com (iv-3,8) e (iv-3,5) em (1v-3,7),

tem-se
1 38u u 2up
1 = -t s T
v or r 1-2v
au du
e L= - z . {(1v-3,9)
oz ar

E facil verificar que as equaches (iv-3,9) sdo0
satl1sfeitas por

u (P) = 7417'}%%3 (r(P) - r )

e (1v-3,10}

U (P) = s (2(P) - 2)

que € a mesma solugdo correspondente a pressio hidrostdtica
nc caso tridimensional. (r e z s3o constantes.)
© (o)

Rgora, é possivel calcular Crr(kP), Ja que 0s
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deslocamentos e reagles em cada ponto do contorno podem ser
obtidos de (1v-3,4) e (iv-3,10). De (1iv-1,4) ou (1v-1,5),

\ 1 " "
c (*p) = —2 ( ¥ ™gt-3 "u-c (*Pu(p) ) ,
rr U'(kP) me 1 - me 1 - o ?
(iv-3,11)
onde C (“P) deve ser previamente obtido, impondo-se

zr
deslocamento de corpo rigido na diregdo z.

Quanto ao coeficiente Cae,
torgao axissimétrica, vale dizer que o) programa

referente ao problema da

computacional do qual trata a se¢d3o 4.5 confirmou que

Cop(P) = % , (iv-3,12)

quando no ponto P o contorno possuli segunda derivada
continua. Este valor de Cee € obtido se uma rotag¢do de corpo
rigido, unitdria, é imposta ao corpo em exame.

4.4 - SUBREGIOES

A técnica da introducdo de subregides possibilita o
tratamento, através Gdo método dos elementos de contorno, de
corpos constituidos de duas ou mais subregides com
caracteristicas elédsticas distintas.

A introdug¢do de subregides pode ser ilustrada com o©
exemplo seguinte.

Considere-se © corpoc constituido por trés regides,
mostrado na figura iv-2.

Os vetores deslocamento e reagdao, em cada subregiao,
podem ser representados como segue. O indice superior
refere-se a subregiao considerada e o indice inferior denota

a subregido com gque aquela primeira estéd em contato — ©
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Figura iv-2 | Corpo constituide por trés

indice "
ac corpo.
r 1U = r 2U b
e~ 1~
1 1
U = U ’ ZU = ZU 4
~ 2~ ~ €~
‘v ‘u
3. 32
e -t - -t
ot T F 2T ]
e~ 1.
1'}_‘ = 1T , ZT = 2T ’
~ 2~ ~ e ~
lr ep
3= 32
- - - -

O sistema de equagdes (iv-1,9)

L

subregides

e" 1indica que a interface é feita com o lado externo

N
t 3

il

w
I | L |

xS}

w
|

pode ser escrito para

cada uma das subregides, dividindo-se as matrizes de
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influéncia H e G em submatrizes correspondentes a cada

ir.terface da subregilo considerada. Ou seja,

(B w B]'w =]l s s]'r,

(8 B BE]™ - [% s ],

[B 8 E]% = [ & ]t
(1v-4,2)

Por outro 1lado, os deslocamentos e as rea¢des nas
interfaces devem satisfazer as seguintes condi¢des de

compatibilidade e equilibrio:

‘U = ?U e

i~ i~

B fT = YT, com i < j ,
J~ ~ -~

(1iv-4,3)

onde '’T representa a reagdo externa aplicada na interface

ije.
Utilizando-se (iv-4,3), pode-se escrever

‘6 it = e (VT - it (<5 )
AR 3~ ~ J~
(iv-4,4)
Os trés sistemas de (iv-4,2) podem entdo ser

combinados num sé, utilizando-se (iv-4,3) e (iv-4,4):
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v
» ~
r -y
" R 0 R 0 0 2Y
e~ 2~ ~ 3~ - ~
u
© ~
0 ‘n ’A 0 ’q 0 -
-~ 1~ ®~ ~ 3~ ~ 1U
d.
0 0 0 “H " “H 2y
~ ~ ~ ]~ 2~ e~ 3~
3
s
g
e ~
1
2~
12,—1;
‘¢ g 0 0 e 0 0 0 0
e~ ~ ~ ~ R~ ~ ~ ~ ~ 2T
e ~
=10 -°G ‘G e 0 0 ¢ 0 0 Tp
~ 1~ 1~ e~ ~ ~ 3~ ~ ~ 3~
13T
0 0 0 0 -G 3¢ -3¢ 36 3G ~
e ~ ~ ~ 1~ 1~ 2~ 2~ e~
L . 2T
3~
23T
3
I—e~-
(iv-4,5)

Para que um sistema do tipo de (iv-1,10) seja obtido,
as 1incdgnitas devem ficar todas no vetor do lado esquerdo de

(i1v-4,5). Por isso, os vetores %T {jze) devem ser
J~

transportados para o lado esquerdo, Jjuntamente com as

submatrizes correspondentes. A nova matriz a esquerda, H',
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asg1m obtida, seré ent8o de ordem quadrada. O resultado é o

geguinte:
r 1U A
®» ~
v
2~
;T
A - :
'B B G 0 'H 'G 0 0 0
e~ 2~ 2~ ~ I 3~ ~ ~ ~ ZU
&~
0 ‘B -%G g 0 0 ’H ‘G 0 v |=
-~ 1~ 1~ e~ ~ ~ 3~ 3~ ~ 3~
lp
0 0 0 0 3 -3 3 -3g °H 3~
~ ~ ~ ~ 1~ 1~ 2~ 2~ e~ >
i : U
3~
2t
3.
3u
r 1T =
e ~
s 0 0 0 0 0 127
e ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
2
= 0 e el 0 0 0 e~
~ 1~ e~ ~ ~ ~
‘13T
0 0 0 G e 36 23T
~ ~ ~ 1~ 2~ e~
37
L €~ J
(iv-4,6)

As incégnitas nas interfaces devem ser rearranjadas da
mesma forma que o restante do sistema. Isto é, se as reag¢gdes

externas aplicadas sobre as interfaces, '’T, sdo prescritas,
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ndc hé& necessidade de se alterar (iv-4,6). Mas se em algumas
(ou em todas as) interfaces o deslocamento é prescrito,
ent8o é necessario trocar ;U com ;T, bem como 0B respectivos

coeficientes nas matrizes H' e G' de (iv-4,6).

Este esquema pode ser generalizado para qualquer numero
de subregifes ou de interfaces — como foi feito no
tratamento computacional do qual trata a se¢&o seguinte. A
inclus8o de forg¢as volumétricas também pode ser feita sem

maiores dificuldades.
4.5 - TRATAMENTO COMPUTACIONAL

A fim de ilustrar a aplicagdo do método dos elementos
de contorno a problemas axissimétricos, foi desenvolvido um

algoritmo em linguagem FORTRAN-77 — compativel Com
microcomputadores do tipo PC -— para o caso da torgao
axissimétrica.

Neste programa, a discretizagdo do contorno foi feita
do modo  proposto por GIL e VENTURINI [49]. Esta
discretizagdo emprega elementos ‘continuos", nos gquais
pontos nodais (nés) coincidem com os pontos que definem a
geometria dos elementos, e elementos '"descontinuos", nos
quais esta coincidéncia n&o ocorre, total ou parcialmente.
(ver figura iv-3). Nesta programagdo a curva que constitui o
contorno no caso axissimétrico é aproximada por segmentos de
reta. As varidveis no contorno também recebem aproximagio

it

linear. A utilizacdo de elementos "continuos" €& interessante
porque minimiza o numero de nés e, portanto, a ordem dc
sistema algébrico. Por outro lado, elementos '"descontinuos"
sdo 1ndicados para os elementos situados nos vértices do
contorno, evitando-se assim o uso de nés duplos - pontos
onde sdo definidos dois nés —, bem como o0 emprego de
equagdes extras, como a relagdo derivada da invaridncia do

trago do tensor deformagdo (CHAUDONNERET [33]), que em geral
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empobrecem os resultados da anédlise numérica.

zd

Figura iv-3 . Discretizogdo

© elementos “Continvos” -@)-

e “"Descontinuos” - D), ¢} e d).

A definic3o das fun¢des interpoladoras é ilustrada na

figura iv-1. ¢1(x) e ¢2(x) sdo lineares, tais que ¢1(né 1) =
¢2(n6 2)=1 e ¢1(né 2)=¢2(n6 1)=0. Em cada lado da

figura iv-3, tem-se:
a) ¢ (x)= 0,5(1-x) ,
b) ¢ (x)= -x,
b) ¢ (x)= 1-x ,

d) ¢1(X)= 0,5(1-2x) ,

$,= 0,5(1+x) ;

¢2= 1+x ;

¢2= 0,5(1+2x)

(iv-5,1)

De acordo com (iv-1,2), em cada elemento m,
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m »
Eo(x) = o(x)%,
'09(1) = g(x)'pe ,

¢ = [¢ ¢ 1,

1 2
"t = [MEg(n6 1) Tgymo 2)]
"pg = [”pe(né 1) "pg(nd 2)] ‘

(iv-5,2)

Como, na tor¢do axissimétrica, 86 ocorrem deslocamentos
e esforcos na direcao o, entao (iv-1,5), conforme
(ii1i-2,51), fica

m m
n m m » -
Cople * 27, L, Dggpg - 2n L 79,76, = ¢
(iv-5,3)

Ccom

m ! x Lﬂ

heg = f-1 Pgg!P ) ¢(x)x(x) —* dx

3 1 * Lm

e 999 = f—1 gee(P,x)?(x)r(x) Z dx |,
(iv-5,4)

sendo Lm o comprimento do elemento m e r(x) a coordenada do
ponto X na direcdo radial.

O valor de CGB(P) pode ser encontrado impondo-se uma
rotagdo unitdria de corpo rigido na estrutura sob andlise,
de acordo com (iv-3,2):
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. ,
CBO(P) z - 2n.§’ gﬂn(p) , (iv-5,5%)

Utilizando-se este programa, confirmou-se que
Cee(P):O'S quando a segunda derivada do contorno é continua
e P — o0 dque ocorre sempre que o né considerado nio
coincide com a extremidade. Assim, mesmo em elementos que
contém um vértice (ou dois) pode-se fazer com que o0s
coeficinetes C correspondentes a seus nés tenham valor

o)
C,5: basta que se utilizem elementos ''descontinuos" em tais

vértices.

Neste programa computacional, entédo,
C =0,% . (iv-5,6)

Com uma egquag¢ado como (i1v-5,3) escrita para cada né (e

com ¢=0), obtem-se um sistema do tipo de (iv-1,10):
AX =B . (1v-5,7)

Ressalte-se porém que, embora o sistema (iv-5,7) seja

montado para os pontos nodais, as variédveis EGG na

e p
66
entrada de dados e na saida (dos resultados) referem-se a

extremidade dos elementos.

E ainda, para gue a integracgdoc numérica de caga mh88 e

'gee, de (iv-5,4), possa ser obtida, ¢é necessario antes

obter o valor das 1integrais elipticas completas de primeiro

R * *
e segundo tipos Que aparecem e 589 e Pac {(cf. secgéo
3.2.1.1). 0 algoritmo entdo adotado para a avaliacio
numérica destas 1integrais elipticas, K(k) e E(k), foi

extraido de ABRAMOWITZ e STEGUN [02], e consiste na
seguintes aproximacgdbes:

K(k) = 1,3862944 + 0,1119723m1 + 0,0725296m21
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- (0,5 ¢+ 0.1213478m1 + 0,0288729m:) ln(mj) .

E‘k) = 1+ 0,4630151m_+ 0,1077812m:

- (0,2452727m_ + 0,0412496mj) In(m )
com m = 1-k° , (iv-5,8)

onde k é dado por (11i-2,7) e (iii-2,15) ou (iii-2,26) e
(111-2,34).

4.5.1 - Esquemas para a integrac¢io numérica

No cdlculo das integrais e de (iv-5,4),

"Eoo "Ioq
deve-se tomar cuidado <com as parcelas singulares do
integrando. Para 1isso, deve-se lembrar de (1ii-2,7),
(11i-2,16), (111i-2,27) e (iii-2,36), especialmente que

b = Z2Rr ,
_ (R-r)% + Z° _ a
y=1+ ZRT - b
k=vzp = Ya+y (1v-5,9)

Observando-se £y, de (iii-2,39), e p.,, de (iii-2,46),
(111-2,41), (iii-2,49), (iii-2,50), (iii-2,15) e (1iii,2,43),
constata-se que ocorre singularidade gquando o ponto de
observagado (Q, ou xXx) ou o ponto de aplicagdo da funcgdo delta
de Dirac (p, ponto fonte) situam-se sobre o eixo de simetria
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(k=0 ou r=0). Portanto, os pontos nodais n&o devem se situar
sobre o eixo de simetria — o0 que 6 possivel utilizando-se
elementos '"descontinuos'" quando necessdrio. Por outro lado,

. . . [ )] ™
nags aproxima¢des das 1integrais 990 e ?69’

tomar pontos nas extremidades dos elementos entre aqueles

ndo se pode

que serdo calculados na interpolac8o; ou seja, pontos de
extremidade dos elementos nfo podem ser pontos a serem
ponderados na interpolag¢do. Desta forma, garante-se que r#0
e R#0. Ressalte-se porém que, se 529 e p;e sdo reescritos de
um modo adegquado, levando-se em conta gque que R=0 ou r=0,
esta singularidade desaparece. Trata-se entd3o de um caso de
"falsa" singularidade.

Fora este caso, observando-se novamente (1ii-2,41),
constata-se gque nado ocorre singularidade em nenhuma das
parcelas que constituem 528’ exceto nas expressdes (iv-5,8),
utilizadas para & proximagaoc de K(k) e E(k). Esta
singularidade nas integrais elipticas é do tipo logaritmica,
e ocorre quando m1=0, isto é, quando k=1, o gque, por sua
vez, ocorre quando y=1. E y=1 aparece quando Q (ou seja, x)
coincide com P — isto €, quando Z=0 e r=R.

Portante, devem-se utilizar formulas para quadratura de

Gauss logatitmicas, a fim de se avaliarem os termos de "'geQ

multiplicados por ln(mi). Note-se, porém, gque a quadratura
logaritmica pode ser dispensada quando ln(mx) aparece

. . ‘ £im \ -
multiplicado por mou m — Ppois ", (m1 ln(m1)) =
Lim !

m —0 (mf ln(ml)) = 0.

Nogs termos que nao aparecem multiplicadcs por ln(ml),
mas também, ou especialmente, quando sabe-se que m1¢0,
podem-se efetuar as 1integrag¢des numéricas utilizando-se
férmulas de quadratura de Gauss simples. OClhando-se
(iv-5,9), verifica-se que m¢0 (ou y#l) quando o ponto P nédo
pertence ao elemento m no gqual a integracdo deve ser

100



rezlizada. Portanto, s6 ocorre singularidade logaritmica, em
‘990' quando a 1integrac8o é feita no elemento ac qual o

ponto nodal P pertence.

Ambos os tipos de quadratura de Gause, esimples e
logaritmica, podem ser encontradas, por exemplo, em HAMMER,
MARLOVE e STROUD [52], ou STROUD e SECREST [87].

Voltando-se a observar p;e — (11i-2,15), (1iii-2,41),
(111-43), (111-2,46), (iii-2,49) e (1ii-2,50) —, constata-
se 1gualmente a presen¢a de termos ndo-singulares e de
termos com singularidade logaritmica. A diferenca é que, em
p;e, aparecem ainda termos multiplicados por 1/y-1. Esté
claro que o elemento no qual ocorre a integral singular é,
novamente, o0 gque contém o ponto nodal que estiver atuando

como ponto fonte. No caso dos termos das integrais h66 nos

quais ocorre a singularidade 1/y-1, deve-se recorrer a
utilizagdoc das férmulas de gquadratura para integrais de
parte finita, fornecidas por KUTT [61].

Na avaliacdo das 1ntegrais mhee gquando ¢ ponto fonte é

um né de m, portanto, alguns termos sac aproximados
utilizando-se quadratura de Gauss simples, outros por
quadraduta de Gauss logaritmica, e outros ainda por
guadratura para integrais de parte finita, de Kutt.

Olhando-se novamente para as expressdes gque constituem
pge, observa-se que, se (1ii-2,49) for expressa em termos de
K(k) por intermédio de (i1ii-2,15) e (iii-2,43), o termo com
singularidade de 1/y-1 reduz-se a

1 _q4) 1 —
a1(f §) T {(iv-5,10)

onde a1 representa um numero real, finito, diferente de
Zero.
Analogamente, expressando-se (1ii-2,50) em termos das

integrais elipticas K(k) e E(k) a serem utilizadas na
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integracio numérica das matrizes de influ8ncia, observa-se
que O termo no qual aparece a singularidade 1/y-1 é apenas

2 1 .
az—ﬁ '7“?1' B (lV"S,ll)

onde az representa um numero real, finito diferente de zero.
(iv-5,10) e (iv-5,11) 880 os Unicos termos com

singularidade 1/y-1 em p;e — pois E;G/R n3o apresenta esta

singularidade, conforme se observa de (1ii-2,41).
Considere-se agora o elemento "descontinuo" 4d), da

figura iv-3. Os outros tipos de elemento - a), b), c) —

podem ser considerados como caso especial de d). Fazendo-se
d =0, d =0 ou d =d = 0 (figura iv-4).
1 2 1 2

a) d;'dz’o
b) d,=0 , d,*0
c) d,#*0 , d,=0

d)d,=d,* O

Figurc iv-4 . Representacdo de um elemento generico

Da figura iv-4, obtem-se
¢ =T - I'(né) , (1v-5,12)
onde I'(né)=r(l1) se a origem de ¢ estiver sobre o né 1 e

I'(né)=r(2) se a origem da coordenada ¢ estiver sobre o né 2.
Como n é€ o vetor normal ao elemento (figura iv-4),
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pode-se escrever, quando o ponto fonte é um doe nés, que

R=r-ng e
7
Z = ng (1v-5,13)
onde r=r(1) (ou r=r(2), 2Z=2-z(1) (ou 2Z=z-2/2)), e R,Z

referem-se ao ponto de observac¢o.
De (iv-5,9) e (iv-5,13), obtem-se (iv-5,10) na forma

1 y 2nz 1 '
a1(;_§J L= a + 2 (iv-5,14)
Q R
e (iv-5,11) como
- 2n
Z 1 _ r :
a2 ®F T~ a2 . , (1v-5,15)

2n
- a 2z . p 1
1 @ 1@
2n 1
e a_ = b (iv-5,16)
z @ 2 ¢

Ou seja, a unica singularidade é do tipo 1/9¢.

Isto completa a anédlise das singularidades. Resta

apenas considerar os algoritmos de integrag¢do para e

m
o0

'hee, propriamente ditos.

A férmula para quadratura de Gauss simples é
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n

1
I f(x)dx = § wf(x) + ¢ (iv-5,17)
-1 fw ] i n

orde f(x) é a funglo a ser integrada, no intervalo [-1;1];:
x} € o 1-ésimo ponto em que f(x) serd ponderada e W é o
corrspondente fator ponderador (ou peso); € & 0 erro da
aproximag8o (em n pontos).

Observe-se que "h

m .
hoo e 968 J& se encontram na forma de

(1v-5,17).

A quadratura de Gauss logaritmica é dada por

1 m
j ln[l)f(x)dx = Y wE(x) + ¢ . (iv-5,18)
o X in1 i i n

Como o intervalo de 1integracaoc, em (iv-5,18), é [0:1],

cada 1ntegral em ”hee e I"ge8 devera ser dividida em duas
partes:
b -Ttneé) 0 Lm-r(né)
| " Flepldp = F(e)dp + J F(g)de
Yoyiné) -Tiney 0

(iv-5,19)

onde ¢ é dado em (iv-5,12).
Isto pode ser feito a partir de (iv-5,8), (iv-5,9),
(iv-5,12) e (iv-5,13):
I R
mo= 1-k° = 3E 2 o
(iv-5,20)
In(m ) = 1n(¢°) - ln(a+b)

Para ¢ < O,

In(m ) = 1In(¢®) - 1n(a+b) + 1n(I'(né)?) - 1n(r(né)?) =
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S [0 B R (T [OOWY 1 E 0) IO 175

(1v-5,21)

2
O termo singular é fﬁﬁﬁ%3377) . Fazendo-se

2
Y = (—TT%BT“) ’ (1v-5,22)

0 primeiro termo de (iv-5,20) torna-se, entéo,

r{(né)

1 .
ln(§}F(1) dy ,

n
—
- =)
|
bt
]
TN
alls
N’
o
<}
[oN]
o
H
—

(iv-5,23)

e a quadratura logaritmica pode entdo ser aplicada.
Analogamente, para ¢ 2 0, obtém-se

ln(mi) = -1ln ; S|+ ln[ at+b 2}
(IZTTTHET) (Lm-T(né))
{iv-5,24)
e
L -T(neéd 1
f " -1n . ,|fl0) do =
¢ (Lm—rlnaij
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L -T(no6) 1 1
4y = Jln(;]!‘(y)dy,

ln(—l-)(—l)f[(b -rcno)w]
Y " 2,/? 0

2
com y = ( — ) . {iv-5,25)
. 'n

Finalmente, a férmula para a quadratura de integrais de
parte finita, de Kutt, para a21 e inteiro, e r>s, é dada por

f f(X)a dx o (r-s)'® ;?1(wx + cxi%%§i§+Jf[(r-S)xx+8] ’

€ (X‘S)

(iv-5,26)

onde f indica a parte finita da integral, wi é 0 peso e c, é
o coeficiente para a aproximag¢dc da (a-1)-ésima derivada de
f, no ponto s (f* Y(s)).

Neste <casc, a singularidade ¢é 1/y-1, ou 1/¢p —

(iv-5,16). Portanto, (iv-5,26) fornece

r f(x) n
f —-5 4% & & wfl(r-s)x +s] + f(s)lnjr-s| ,

(1v-5,27)

a-1 0
= £

pois f = f, neste caso, € nhdoc precisa ser aproximada

pelos coeficientes c. .

0 ponto s €& o da singularidade. Portanto, deve-se
dividir a 1integragdo em duas partes, de modo similar a
(1v-5,19):

106



L.-T(né) Flo) 4 = - f-r(no) Flo) ap + fL.-r(né) Flo) do.
T tne) g 0 4 o g

(1v-5,28)

Como em (iv-5,26) deve-se ter r>s, é preciso ajustar o
primeiro termo no lado direito de (iv-5,28) a @esta
exig8ncia. Fazendo-se ¢=-¢:

—f-r(né)—féﬂl ap = - f

) o -9 0 v

IFtneéd F(-3) IF'ine)

T(ne) =
= 4 Flo) 45 (iv-5,29)

0 ®

O segundo termo a direita, em (iv-5,28), j& se encontra
na forma de (iv-2,26), como é fé4cil notar.

Ressalte-se ainda que as 1integrais de parte finita
poderiam ser trabalhadas de modo diferente, assumindo a
forma de (iv-5,10) e (iv-5,11), por exemplo. Mesmo as
parcelas sem singularidade poderiam ser tratadas como
integrals de parte finita. Para isto poderiam ser utilizadas
algumas propriedades das 1integrais de parte finita, tais

como

f dx = f X ax ,

¢] 0

v

| =
o
»
f
Gy
IN
+
-
[oN)

fodx + f (iv-5,30)

) 0
Isto é vdlido porque a integral de parte finita é uma

extensdo consistente da integral regular, ou seja, a

integral regular é uma integral de parte finita.
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CAPITULO V

EXEMPLOS NUMERICOS

A fim de 1lustrar a aplicabilidade da férmulagdo do
mezodo dos elementos de contorno, sd80 apresentados alguns
exemplos numeéricos envolvendo corpos axissimétricos
submetidos a torgdo axissimétrica.

Foram escolhidas duas séries de exemplos, definidas a
partir de dois exemplos padrdc aos quais s30 adicionados

aigumas variagoes.

5.1 - EXEMPLO 1 — EIXO DE SEGAO VARIAVEL

0 tipo padrédo do exemplo 1 é constituido de um segmento
de eixo de di&metro varidvel, com uma carga uniformemente
distribuida aplicada na face de didmetro maior e com a
rotacdo impedida na extremidade do eixo de menor didmetro.
S3do consideradas trés variag¢des deste padrdo-tipo.
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5.1.1 - EXEMPLO 1.1

A figura v-1 mostra o eixo variédvel examinado. A
geometria e a discretizag8o desta estrutura encontram-se
definidas naquela figura. O momento torg¢or resultante é 64n,
provocando rea¢des linearmente distribidas na extremidade de
eixo de menor difmetro, onde deslocamentos nulos 88&0
prescritos. O valor maximo destas reagles é 16,16, ou seja,
1% acima do valor analitico.

Este mesmo exemplo foi resolvido com outra
discretizagdo, contendo o dobro de elementos da que €
mostrada na figura v-1. O resultado mostrou um erro de
apenas 0,03%.

Observe-se que oS8 elementos "continuos" e
"descontinuos" sd3o utilizados de maneira conveniente.
Elementos '"descontinuos" sdo utilizados nos vértices e em
pontos com singularidade ou com descontinuidade de reacoes,
ou ainda em elementos com extremidade sobre o eixo de

simetria. Isto ficard mais claro nos demais exemplos.
5.1.2 - EXEMPLO 1.2

Neste exemplo (figura v-2) o eixo de menor diémetro é
mais curto que o do exemplo 1.1. Em decorréncia disto, as
forgas de superficie na extremidade deste eixo ndoc sdoc mais
linearmente distribuidas, como era o caso nc exemplo 1.1. A
figura v-2Z também mostra as distribui¢des de tensdo nas
secdes que confém o pontoc em que ocorre a singularidade de
tensdo no vértice reentrante. Nestas se¢des as tensodes

também ndo sdo linearmente distribuidas, conforme esperado.
5.1.3 - EXEMPLO 1.3

A figura v-3 mostra uma estrutura bem parecida com a do
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exemplo 1.1, mas com uma discretizag¢do bem mais refinada que
a da figura v-1. A diferenca na geometria é que a transigdo
do didmetro maior para o menor é feita através de um trecho
inclinado. As rea¢des na extremidade do eixo de menor
didmetro continuam linearmente distribuidas, embora a
precisdo, proxima de 0,2%, seja ligeiramente inferior aquela
obtida no exemplo 1.1, com a discretizagdo mais refinada
(0,03%).

5.2 - EXEMPLO 2 — SAPATA CIRCULAR APOIADA EM
MEIO SEMI-INFINITO

O exemplo 2, cujo tipo padrdo é exposto nas figuras v-4
e v-5, considera um corpo semi-inifinito submetido a
carregamentos axissimétrico de torgdo. Este corpo elastico
semi-infinito pode estar constituido de subregides, neste
exemplo, com interfaces paralelas a superficie.

Este exemplo pode ser interpretado como uma fundacédo
axlssimétrica, colocada sobre um solo semi-infinito,
submetida a torg¢do axissimétrica.

As condigdes de contorno impostas s3o devidas a uma
rotagdo unitaria prescrita na superficie da funda¢do. Dessa
forma, pode-se considerar que o diagrama de reag¢des na
superficie da fundag¢do fornece o coeficiente de rigidez da
fundagao naquele solo. Esta situag¢do ¢é andloga A& proposta
por RAMALHO e VENTURINI [73]. O momento torgor resultante
pode ser obtido das reagdes P na superficie da fundacgido,

de acordo com a seguinte expressdo:

r(f) 0

— 2 -
M = 2n Jo pg (r) % dr (v-2,1)

onde r(f) representa o raio da fundacgdo.
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5.2.1 - EXEMPLO 2.1

Na figura v-6 é mostrado o diagrama de rotacdes e o de
forgcas de superficie, no caso da auséncia de camadas,
admitindo-se p=100. Repare-se na singularidade que ocorre na
eztremidade da fundac&o. Observe-se também comu OS5 glros
decaem rapidamente nos pontos na vizinhanca da extremidade
dz fundagdo, a medida que estes pontos se afastam da

fundacdo.’

5.2.2 - EXEMPLO 2.2

O exemplo 2.2 (figura v-7) exibe o caso em que h& duas
subregides, com o moédulo de cisalhamentc menor na camada
s.perior.

Rlém da répida diminuig¢dc dos giros, & medida
que o0s pontos se distanciam da extremidade da fundacdo — o
gue Ja observou-se no exemplo 2.1 —, note-se como os efeitos
também diminuem drasticamente a uma distlncia bastante
pequena da superficie, onde a carga da fundacdo é aplicada.
Estes dois aspectos mostram como os efeiltos sdo absorvidos
scbretudo pela porgdc de solo que se encontra mais préxima
dz fundacéo.

A comparagdo dc exemplo 2.1 com 2.2 exibe mais um
indicador da consisténcia da formulacd3c. Em 2.2, apenas a
pequena camada da superficie possui o mesmo médulo de
Ccisalhamento que o soclo de 2.1; consegientemente, o}

! Cabe também uma explicacdo quanto & existéncia. neste

exemplo e nos outros seguintes, de pontos para os quals
estdo definidos dois valores de giros. Isto pode ocorrer
devido a utilizacgdo de elementos "descontinuos',
especialmente em pontos singulares. O ponto nodal é retirado
da extremidade dos dois elementos que contém o ponto
s:ngular, gqgerando um duplo valor para as varidvels neste
ponto, conforme este valor seja calculado a partir de um
e.emento ou de outro.
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coeficiente de rigidez em 2.2 deve ser maior gue o de 2.1
como moetra a figura v-7. A estrutura 2.2, como um todo,
ople-se mais & rotag¢d3oc que a de 2.1. Em relaclio a 2.1, as
tensfes 8e concentram ainda mais nas proximidades da
fundac8o, em 2.2; o8 giros diminuem ainda um poucc mails
rapidamente em 2.2, enquanto o8 pontos se afastam da
fundac8o, do que ocorre em 2.1. De qualquer maneira, deve-se
notar que a 1influéncia exercida pela introdug8o da segunda
camada em 2.2 é bem pequena, comparada aos resultados de
2.2, em que sé h&d uma camada. Isto confirma, novamente, Qque
a agdo da fundagdo é absorvida sobretudo pela regido do sclo
préxima & fundagdo — especialmente perto da extremidade da

fundagéo.

$.2.3 - EXEMPLO 2.3

No exemplo 2.3 (figqura v-8) é introduzida uma terceira
camada, ainda mais resistente a tor¢doc que a segunda. As
tendéncias apontadas em 2.2, com relagdo & introducdo da
segunda camada, s&c reafirmadas com a introducgdc desta
terceira camada. Os comentdrios feitos em 2.2 podem ser
extendidos a 2.3.

5.2.4 - EXEMPLO 2.4

A figura v-9 apresenta o exemplo 2.4, cuja diferenca en
relacdo a 2.3 consiste em que a fundagdo ndo estd mais sobre
& primeira camada, mas encaixada dentro nela. Supde-se, em
2.4, que héa reacdes somente na extremidade da fundacdo. &
parede cilindrica da fundacdo é livre de tensdes. (Isto
torna o exemplo 2.4 mals parecido com os anteriores).
Observe-se apenas que, como nas proximidades da fundacgéac
diminui (em ralag¢doc a 2.3) a espessura de solo com menor
modulo de rigidez, entdo o coeficiente de 1rigidez aumenta
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(em 2.4).

$.2.5 - EXEMPLO 2.5

O exemplo 2.5 (figura v-10) apresenta uma variacido um
pouco mais diferenciada que as anteriores. No exemplo 2.5
aparece um corpo s6lido com a forma de um cilindro, cujo
raio corresponde ao da fundac8o, nos exemplos anteriores.
Este corpo cilindrico, por sua vez, apoia-se em duas camadas
semi-infinitas, que possuem rigidez a tor¢do menor que a do
ccrpo.

Isto permite que este exemplo seja interpretado como se
o corpo cilindrico fosse a propria fundagdaoc. A rotacao
unitédria seria entendida como causada pela estrutura sobre &
fundacgao.

A rotag¢aoc unitédria, neste exemplo, é aplicada no topo
do corpo cilindrico. Como ¢ corpo cilindrico (gque representa
a fundag¢i3o) ndo ¢€é rigido, os giros em sua base nac
correspondem a uma rotag¢ao unitdria, como no topo. Quanto as
duas camadas sob o corpo cilindrico, elas comportam-se como
as do exemplc 2.2 (figura v-7), mas desta vez sujeitas a um
giro menor gue © unitdrio. Portanto, os efeitos nas duas
camadas inferiores s30 menores gue os encontrados nas

camadas de 2.2.

5.2.6 - EXEMPLO 2.6

Finalmente, o exemplo 2.6 (figura v-11} apresenta o
caso em que a fundacadc estd encaixada no so0lo. como em 2.4.
A diferenca desta vez, €é que a fundacdo repousa socbre a
segunda camada. SupbOe-se também que a parede da fundac¢d@o nao
estd ligada ao solo, como em 2.4.

Analogamente a 2.4 em relacdo a 2.3, o coeficiente de
rigidez a torgd3o em 2.6 é ainda mailor que em 2.4.
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Mas 0 que é realmente interessante regsaltar em 2.6, 6
o fato de que a forga de Buperficie na segunda camada,
na vizinhanga da
fundag8o, possul um s8inal invertido — em relagdo ao que
ocorre nos outros casos —, @ 1l0go a segulr retorna ao sinal
usual (em baixa magnitude). Isto ocorre porque nesta regilo
a primeira camada oferece resisténcia & rotagd3o da segunda
(camada) — enquanto em nenhum caso dos anteriores uma
camada opde-se ao deslocamento da outra camada imediatamente

abaixo dela, mas sim o contrério.

5.2.7 - TABELA 1 — COEFICIENTES DE RIGIDEZ

A tabela 1 pode servir como um resumo do exemplo 2. Nos
exemplos 2.1, 2.2 e 2.3, os coeficientes de rigidez,
fornecidos por (v-2,1), crescem a medida que S&0
introduzidas camadas inferiores com médulos de cisalhamento
maiores. No entanto, apesar de as camadas estarem muito
préoximas da funda¢do, nagqueles exemplos, a introdugéo
daquelas camadas produz um aumento muito pegueno da rigidez
a torgdo. Os coeficientes de rigidez sdo determinados,
basicamemente, pelo solo imediatamente proéoximo a fundagdo.
ks camadas abaixo, ainda gqgue a uma pequena disténcia da
fundagao, exercem pouca influéncia sobre o coeficiente de
rigidez; a 1influéncia da camada gque recebe a fundagao é
largamente prepconderante. Somente gquando a fundacdo é
cclocada sobre a segunda camada, comoc em 2.6, a rigidez tem
um aumento mais signigilcativo. Quanto a 2.5, trata-se de uma
variagdo de 2.2, com a rotac¢dc unitédria aplicada no topo da
funndacdo, que neste caso nac & considerada como totalmente

rigida.
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Exemplos 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6
Mt 639,1 694,5 702,0 879,3 479,6 1447 .4
Tabela 1 Coeficientee de rigidez, "t

correepondentecs
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CAPITULO VI

CONSIDERACGES FINAIS

O presente trabalho representa apenas uma etapa
preliminar para se atingirem niveis de pesquisa mais
avancados. A formulagdoc do método dos elementos de contornoc
para problemas axissimeétrices representa uma tarefa
relativamerite complexa, devido & conjugag¢do de dois fatores.
Em primeiro lugar, porque as préprias equacdes integrais que
fundamentam © método dos elementos de contornc implicam no
emprege de técnicas matemdticas um tanto sofisticadas. Por
outro ladc, os problemas axissimétricos também envolvem umz
certa complexidade em sua elaboragdo. Na conjuncdo destes
fatores — as complexidades do axissimétrico té&m de ser
aplicadas as técnicas sofisticadas das equacdes integrais —
cbtem-se como resultado uma formulagdo que ndoc tem na
simplicidade um de seus maiores méritos. No entanto, esta
formulacdo tem suas vantagens, por reduzir um problema a um

em que aparecem apenas 1lntegrais de linha, unidimensional, o
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que acarreta numa significativa simplificacloc e reducso na
manipulag8o de dados.

A formulac8o dos elementos de contorno para problemas
axisgsimétricos elasto-lineares, is6tropos, constitui a base
para a abordagem de problemas mais avancados. Uma vez
constituida esta base, é possivel prosseguir, aqui também em
duas dire¢des. Por um lado, pode-se avang¢ar no nivel da
anédlise tedrica, sem que isto implique num salto exagerado
de complexidade. Por exemplo, pode-se pensar na extensio
desta formulagdo bédsica, de modo que se possa lidar também
com a axlssimetria elasto-pléstica. Por sua vez, a crescente
familiarizagdo com estas formulag¢les e com a tentativa de
implementéd-las, visando aplicag¢des, pode conduzir a
elaboragdo de exemplos aplicativos mais interessantes e
complexos, ou mals praticos e realistas (de ponto de vista
éda aplicac¢do). Estas foram motiva¢bes para a realizagao do
presente trabalho.

Neste espirito € Qque se situa a preocupagac com Os
aspectos mails bésicos da formulagdo presente nesta
dissertacao. Em geral, rios artigos da literatura
especializada que tratam da formulagi3oc do métodc dos
elementos de contorno para problemas axissimétricos. os
detalhes decorrentes da geometria axissimétrica na
elasticidade s8oc omitidos — no maximo indicando-se onde
encontrar estes detalhes na literatura fisico-matematica —,
apresentando-se apenas os resultados que serdo utilizadas nea
formulag@o. Este € um procedimentoc correto em publicacdes
especializadas, economizando espago e indo diretc ao ponto
de interesse 4o especialista. Mas este procedimento naoc €& o©
m&is 1indicado para atingir a um publico mais amplo, menos
familiarizado com o tema. Entdo, por haver uma certa
caréncia de tratamentos mais detalhadas do tema desta
dissertacdo, pareceu conveniente abordid-lo aqui de um modo
mals sistemdtico. Por isso foi dada énfase a formulacdo de
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problemas is6tropos elasto-lineares axiggimétricos,
detalhando-se um tanto melhor o modo de obt8-la, nos termos
concigos e elegantes da andlise tensorial. E entdo se
procurou mostrar, de modo um pouco mais pormenorizadoc, COms
a teoria das equa¢des integrais que fundamenta o método dos
elementos de contorno deve ser aplicada ao problema
arxi1ssimétrico — de modo a ge obter a formulac3o do método
dos elementos de conntorno para problemas axissimétricos.
Fci 1inclusive deduzida a solucdo fundamental para o caso da
torcdo axissimétrica, justamente o caso menos abordado na
literatura sobre este tema.

Quanto & construg¢do de um algoritmo computacional,
foram fornecidos detalhes que possibilitam a superacdo das
dificuldades mais importantes encontradas na construgdo de
um tal programa.

For fim, os exemplos 1lustrativos do capitulo também
podem trazer alguma sugestd3o para ¢ desenvolivimento de
aplicagdes. Neste sentido, a segunda série de exemplos, no
capitulo V, sugere ao menos a possibilidade da realizacdo de
uma avallac¢ac numerica completa, na tentativa de se chegar a
uma correlacdo '"analitico-numérica" entre og parémetros
indicados na figura v-4 —— espessura e mdédule de
cisaihamentc das camadas — e © coeficiente de rigidez &

torcdo (expresso por (v-2,1) e ilustrado na pelz tabela 1.
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