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RESUMO

RIBEIRO, G.O. Sobre a formulagdo do método dos elementos de
contorno para flexdo de placas usando as hipbteses de
Reissner. Sdo Carlos, 1992. 267p. Tese (Doutorado) -
Escola de Engenharia de S3o Carlos-USP.

Este trabalho trata da formulagdo do Método dos
Elementos de Contorno para o problema de flexdo de placas
através da Teoria Classica de Kirchhoff da Teoria de
Reissner. Enfase especial & dada na solugdo admitindo-se as
hipéteses de Reissner, que levam a uma formulagdo mais
consistente permitindo o atendimento de trés condig¢gdes
figsicas em <cada ponto do <contorno. Considera-se a
possibilidade de ocorréncia de cargas concentradas,
distribuidas em sub-4reas da placa e em 1linha. A
implementag¢do computacional realizada utiliza elementos de
geometria linear com aproxima¢do parabbélica do segundo grau
para as varidveis do contorno, e as equagdes sdo geradas
para pontos de colocagdo fora do dominio. Os resultados
obtidos para andlise el&stica linear s3do comparados com
solugdes analiticas disponiveis e resultados numéricos
obtidos através do MEF e MEC, demonstrando um excelente
nivel de precis3o. S3o analisadas ainda a influéncia da
relacdo espessura/vdo e da restrigdo ou liberagdo da rotagdo
no plano vertical tangente ao contorno. A abordagem do
problema pela Teoria de Reissner & extendida para pérmitir a
consideragdo de campos de momentos iniciais no dominio da
placa, o que viabiliza a andlise de efeitos de gradiente de
temperatura e retragdo, e a andlise de problemas com
ndo-linearidade fisica. Para a andlise de comportamento
elastopléstico da placa, implementa-se um algoritmo

xii



incremental-iterativo baseado no método da rigidez inicial.
A solugdo pl&stica & calculada pelo processo das tensdes
iniciais. Finalmente, sdo apresentados alguns exemplos

simples que mostram a boa precisdo da técnica utilizada.

Palavras chave: Placas - elementos de contorno -

anidlise n3o-linear.
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ABSTRACT

RIBEIRO, G.0. On the deformulation of the boundary element
method for the plate bending using the Reissner hypotesis.
S3o Carlos, 1992. 267p. Tese (Doutorado) - Escola de
Engenharia de Sdo Carlos-USP.

This work deals with the formulation of the Boundary
Element Method applied to bending plate problem using the
Kirchhoff’s and Reissner’s theories. Special emphasis is
given in the solution with the Reissner’s hypothesis, that
leads to a more consistent formulation attending three
physical conditions on each boundary point. It is regarded
the possibility of ocurrence of concentraded forces,
distributed loads on subdomains of the plate and distributed
loads on lines. The computational implementation is realized
using elements with linear geometry, quadratic aproximations
for boundary variables and the equations are generated for
colocation points out off domain. The results for linear
elastic analysis are compared with available analytic
solutions and with numeric results obtained by using FEM and
BEM, showing excellent 1level of accuracy. It is also
analysed the influence of the relation thickness/span and
the release or restriction of the rotation in tangential
vertical plane along the boundary. The approach using the
Reissner’s Theory is extended to allow the consideration of
initial stress fields in the plate domain, which enables the
analysis of temperature and srinkage effects, and the regard
of problems with physical nonlinearities. The analysis of
elastoplastic behavior is implemented through un
incremental-iterative algorithm based on the initial
stiffness method. The plastic solution is evaluated by the

xiv
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initial stress technique. Finally, it is shown some simple
examples, that illustrate the good accuracy of the proposed

technique.

Keywords: Plate - boundary elements - non-linear

analysis.



1. INTRODUCAO
1.2. APRESENTAGAO

As placas sd3o elementos largamente utilizados em
projetos de estruturas no campo das engenharias civil,
mecdnica, aerondutica e naval. Especificamente no caso da
engenharia civil podem ser observadas nas estruturas de
edificios, pontes, reservatdrios, silos e estruturas de
contengdo entre outras. A andlise de tensdes e deformagdes
nas placas de diferentes materiais, com comportamentos
diversos e submetidos aos mais variados carregamentos &
portanto de fundamental interesse para os projetistas. A
teoria de placas é um dos mais importantes tépicos da teoria
da elasticidade sob o ponto de vista das aplicagdes em
engenharia devendo ser ressaltado que, ela representa uma
aproximagdo bidimensional para um problema de fato
tridimensional.

As solug¢bes analiticas disponiveis, em forma fechada
sdo restritas a alguns casos particulares cléassicos, pois em
geral sua obten¢do & extremamente dificil e complicada. Por
isto, o estudo de placas através de métodos numéricos
mereceu e continua merecendo a atengdo de um grande nidmero
de pesquisadores durante as lltimas trés décadas,



principalmente através do Método dos Elementos Finitos (MEF)
e, mais recentemente, através do Método dos Elementos de
Contorno (MEC). Ainda assim, um grande nimero de imprecisdes
ocorrem na modelagem das mesmas devido a inconsisténcias
introduzidas com a adog¢3o de hipéteses simplificadoras para
0 tratamento bidimensional do problema e também devido Aas
aproximagdes inerentes ao método numérico utilizado.

Este trabalho trata da andlise de placas pelo Método
dos Elementos de Contorno (MEC), apresentando a formulagdo
integral com as hip6teses da Teoria Classica de Kirchhoff e
a formulagdo através da Teoria de Reissner. finfase especial
€ dada a4 segunda formulagdo por ser mais consistente e por
permitir ndo apenas a andlise de placas finas, mas .também
aquelas moderadamente espessas. A Teoria de Reissner
possibilita o atendimento de tré&s condi¢des fisicas em cada
ponto do contorno, ao invés de apenas duas como na Teoria
Classica.

A formulagdo apresentada com as hipéteses de Reissner
permite a andlise da influéncia da variac3io de espessura nas
respostas e da consideragdio de condi¢des de contorno
relativas & rotagdo no plano vertical tangente ao contorno.
S3o evitadas também as complicag¢gdes relacionadas 3 reagdo de
canto presentes na formulagdo integral obtida a partir da
Teoria Cléssica. Considera-se a possibilidade da atuagdo de
carregamentos distribuidos na superficie e carregamentos
distribuidos em linha, bem como cargas concentradas.

Na formulagdo pela Teoria de Reissner é prevista a
consideragdo de campos de momentos iniciais no dominio da
placa, permitindo-se com isto a andlise de efeitos de
gradientes de temperatura e retragdo, e ainda a consideragédo
de comportamento ndo linear do material. O programa
computacional aqui desenvolvido, segundo um algoritmo
incremental iterativo, possibilita a andlise de problemas de
comportamento elastopléastico.



Os resultados obtidos mostram um excelente nivel de
precisdo quando comparados as respostas analiticas e
numéricas disponiveis na literatura especializada.

O trabalho inicia-se com uma revisdo bibliogré&afica
sobre as teorias de placas e as apligSes dos métodos
numéricos para sua solugdo. No Capitulo II sdo apresentados
os equacionamentos bAsicos da Teoria de Kirchhoff e da
Teoria de Reissner, bem como as hipbteses consideradas em
cada um dos casos.

O Capitulo III trata da formulagdo integral de placas
pela Teoria de Kirchhoff, de forma resumida, e pela Teoria
de Reissner de forma mais detalhada. As equa¢des integrais
relativas aos deslocamentos s3o obtidas inicialmente para
pontos do dominio, e em seguida sdo obtidas as
correspondentes para pontos do contorno. Sdo deduzidas
também as equa¢des integrais referentes aos esforgos nos
pontos internos. A determinagdo do momento fletor na diregdo
tangencial ao contorno & feita utilizando-se um esquema em
diferengas finitas a partir do conhecimento das rotagdes
tangenciais. S3o ainda analisados os termos integrais de
dominio relativos aos carregamentos propriamente ditos e o
termo integral relativo aos momentos iniciais aplicados. 4

No Capitulo IV, as equag¢des integrais anteriormente
obtidas s3o discretizadas com a utilizagdo de fungdes
aproximadoras sobre o contorno representando deslocamentos e
esforgos. Com isto, as equa¢des integrais sdo transformadas
num sistema de equa¢des algébricas lineares. No caso da
presenga de momentos iniciais, o dominio também &
discretizado em células triangulares, sobre as dquais
admite-se uma fungdo aproximadora para modelar os mesmos. Ao
final deste capitulo s3o apresentados diversos exemplos de
anidlise elastica, considerando-se placas com diferentes
relagdes vdo-espessura, condigdes de contorno e
carregamentos, que atestam a boa precisdo da técnica
empregada.



Na formulagdo implementada em computador, as equag¢des
do problema sdo geradas considerando-se pontos de colocagdo
fora do dominio, de forma a evitar o aparecimento de algumas
singularidades.

O Capitulo V refere-se & extensfo da formulagdo
integral de placas com as hipéteses de Reissner, 3 andlise
elastopldstica. S3o abordados os conceitos e hipbteses
gerais da Teoria de Plasticidade correlacionando-os com o
estudo de placas. A relagdo tensdo-deformagdo pds-escoamento
é formulada utilizando-se o conceito de plasticidade
associada, onde o potencial pléstico e a superficie de
escoamento s8o coincidentes. Para a solug¢do do problema
ndo-linear adota-se um algoritmo incremental e iterativo,
com base no método da rigidez inicial, isto &, a matriz dos
coeficientes €& <calculada apenas uma vez, mantendo-se
constante durante a anélise. O calculo da solugdo
plastica & feito com base no processo das tensdes iniciais.
Na implementagdo computacional foram considerados os
critérios de plastificagdo de Von Mises e Tresca. Ao final
deste capitulo sfo analisados alguns exemplos simples que

mostram a utilizagdo da técnica proposta.

1.2. CONSIDERACOES GERAIS

A solugdo das equagdes ou sistemas de equagdes
diferenciais que regem diversos problemas no campo da
engenharia constitui-se, j& h& muitos anos, num desafio aos
pesquisadores da &rea. Devido & dificuldade ou mesmo &
impossibilidade de se obterem solu¢des analiticas exatas,
vadrias técnicas numéricas de solugdo aproximada surgiram,
principalmente nas trés udltimas décadas. O grande impulso
experimentado pela pesquisa neste campo do conhecimento
coincide exatamente com os avangos no campo da eletrdnica os
quais incrementaram significativamente a velocidade e a
poténcia dos equipamentos computacionais.



O desenvolvimento dessas técnicas aproximadas levou a
dois grupos de métodos, sendo o primeiro denominado métodos
de dominio e o segundo, métodos de contorno. Os métodos de
dominio aproximam a solug¢do da equagdo diferencial do
problema utilizando-se valores das variadveis Dbé&sicas
associadas aos pontos do dominio e do contorno do espago
analisado, j& nos métodos de contorno, a partir da equagdo
diferencial do problema s3o deduzidas equag¢des integrais que
sdo aproximadas utilizando-se valores discretos das
varidveis bédsicas do problema em pontos do contorno apenas.

Dentre os métodos que compdem o primeiro grupo devem
ser destacados o Método das Diferencas Finitas e o Método
dos Elementos Finitos (MEF).

O Método das Difereng¢as Finitas consiste em transformar
o sistema de equagdes diferenciais em um sistema algébrico,
através de aplicagdo de operadores diferenciais que
aproximam cada uma das derivadas parciais continuas, usando
expansdes locais, geralmente séries de Taylor truncadas,
para representar as varidveis em sub-regides
convenientemente definidas. O surgimento deste método se deu
no inicio deste século, através Runge e ao trabalho de
SOUTHWELL [1], e continua ainda hoje adequado & solugdo de
varios problemas de engenharia.

O Método dos Elementos Finitos, desde o inicio dos anos
sessenta, tornou-se o procedimento mais usado e difundido
para a solugdo dos mais diversos problemas de engenharia.
Apresenta como grande caracteristica o significado fisico
intuitivo que consiste em dividir o meio continuo em uma
série de elementos, equacionando-os individualmente como
sub-regides continuas e reunindo-os para a solugio do
problema como um todo. Para tal torna-se necessério
associarem-se nés a cada elemento e escolherem-se fungdes
aproximadoras para representar o8 valores das varidveis em
quaisquer pontos do continuo, a partir dos valores nodais



das mesmas. A formulagdo do método & frequentemente
apresentada a partir de principios variacionais, entretanto
pode ser baseada na técnica dos residuos ponderados
obtendo-se assim uma maior generalizagdo. A utilizagdo
destas técnicas leva a um sistema algébrico de equagdes,
cuja matriz de coeficientes & simétrica e em forma de banda.
Tendo em vista esta caracteristica virias técnicas para
otimizag¢io da solugdo do sistema foram desenvolvidas e
aplicadas. Este método &, sem divida, mais eficiente que o
Método das Diferengas Finitas, para a solu¢do da maioria dos
problemas praticos.

Atualmente, a maioria dos programas computacionais
disponiveis estad fundamentada no Método dos Elementos
Finitos. Um dos grandes problemas da utiliza¢3o deste método
€ a exigéncia de um alto grau de refinamento na
discretizagdo do dominio de forma a obterem-se niveis de
precisdo adequada, como ocorre no caso de problemas de
concentragdo de tensdes. Nestes casos tem-se
consequentemente um grande volume de dados e um sistema com
elevado nimero de equagdes.

Como alternativa aos métodos de dominio, atualmente,
encontra-se em desenvolvimento o Método dos Elementos de
Contorno (MEC), que surgiu como evolugdo natural dos
esquemas de resolugdo de equa¢des integrais. Neste método as
varidveis bé&sicas do problema s3o calculadas em pontos
discretos, definidos apenas sobre o contorno. Os valores das
varidveis nos pontos do interior do dominio s3o calculados
diretamente a partir dos valores de contorno, somente nos
pontos de real interesse. Como caracteristica vantajosa do
método deve-se notar que ocorre sempre uma redugdo de uma
unidade na dimensdo do problema analisado, reduzindo-se
também o volume de dados de entrada, o tempo de
processamento e a area de membria auxiliar para

armazenamento das informa¢des necessdrias. Entre outros



aspectos interessantes do método devem ser citados, a
modelagem apropriada para dominios infinitos, a auséncia de
erros de interpolagdo no interior do domfnio e a
representagdo adequada para problemas de concentracdo de
tensdes [2].

As formulagdes apresentadas para o Método dos Elementos
de Contorno se enquadram basicamente dentro de dois tipos. O
primeiro € constituido pelos chamados métodos indiretos, que
apareceram inicialmente e onde a solu¢do do problema &
obtida em termos de varidveis fictfcias associadas ao
éontorno, permitindo apés a determinagdo de seus valores, o
cdlculo das varidveis fisicas do problema. Estas variiveis
ficticias n&o tém significado fisico real e sua determinagéo
é obtida atendendo-se as condig¢des de contorno em um certo
nimero de pontos.

O segundo tipo é constituido pelas formula¢des diretas,
mais utilizadas atualmente que as indiretas. Nestas, as
incégnitas dos integrandos s3o as varidveis fisicas do
problema real. Assim, por exemplo, em problemas de
elasticidade, as forgas e deslocamentos no contorno sdo
obtidos diretamente da solugdo do sistema de equagdes. Os
valores de tensdo e deslocamento nos pontos internos sdo
calculados diretamente a partir dos valores de contorno
obtidos previamente. Apesar destas formulagdes terem se
baseado inicialmente em principios clissicos, como o teorema
de Betti, uma visdo mais atual destas técnicas
classificawvdas como mais um método pertencente & familia
dos métodos aproximados. Com base no método dos residuos
ponderados é possivel a obtengdo das equagdes integrais
necessirias & formulagdo do Método dos Elementos de
Contorno. Assim, sua formulagdio tem a mesma origem das
demais técnicas numéricas conforme BREBBIA "et alii" [3].



1.3- REVISEO BIBLIOGRAFICA

1.3.1- Modelos Usuais de Placas

A introdugdo de simplifica¢des, visando analisar a
placa como um elemento bidimensional, deu origem a
diferentes teorias. As teorias mais utilizadas nos trabalhos
e pesquisas que tratam do assunto s3o a Teoria Clé&ssica de
Kirchhoff e a Teoria de Reissner.

A Teoria de Kirchhoff visa a andlise de placas delgadas
com pequenos deslocamentos, sob a a¢3o de carregamento
transversal, baseando-se nas seguintes hipdteses:

-a superficie média & admitida como superficie neutra;
-as tensdes normais & superficie da placa s3o pequenas
se comparadas as demais componentes de tensdo, sendo
portanto desprezadas;

-a normal & superficie média indeformada permanece
normal apdés a deformagdo, isto &, ndo sdo consideradas
as deformagdes por cisalhamento transversal;

-admite-se que a placa seja constituida de material
homogéneo, isotrdpico e cujo comportamento & el&stico
linear.

A formulagdo do problema, sob as hipbéteses acima
citadas, leva a uma equagdo diferencial de quarta ordem.

A Teoria de Reissner [4] para andlise de placas leva em
.consideragdo as deforma¢des por cisalhamento transversal e,
com isto, & obtido um sistema de equag¢des diferenciais de
sexta ordem. Com este sistema é possivel e necessirio
satisfazerem-se tré&s condigdes de contorno ao longo das
bordas, ao invés de apenas duas, conforme estabelece a
Teoria Cl&ssica de Kirchhoff. Segundo REISSNER [5], a base
fisica dos resultados obtidos & o reconhecimento do fato de

que a omissdo da énergia de deformagfio por cisalhamento



transversal é& responsidvel pela redugdo das trés condigdes
fisicas de contorno em duas condigdes apenas, e que O
problema pode ser tratado sem esta omiss3o. Esta teoria
fornece resultados significativamente mais precisos que os
da Teoria Cl&ssica, para o caso de pontos situados nas
regides prb6ximas as bordas e para pontos em volta de furos,
cujos didmetros sejam da mesma ordem de grandeza da
espessura.

Um ° modelo muito préximo do modelo de Reissner foi
deduzido por MINDLIN (6], para o movimento transversal de
placas fletidas eldsticas e isotrépicas. A sua deducgdo
baseou-se nas equagdes de equilibrio da teoria da
elasticidade tridimensional para um corpo em movimento
considerando-se a inércia rotacional e o cisalhamento
transversal. O sistema de equa¢des diferenciais obtido & de
sexta ordem.

REISSNER [7] apresentou estudos relativos ao problema
da integragdo para o caso de ortotropia e 3 influéncia de
uma faixa limite de condi¢des de contorno reduzidas, em
fungdo da flecha e de uma fungd3o de tensfo, na solugdo do
interior de placas isotrépicas. Com isto conseguiu
distinguir efeitos de deformagdo por cisalhamento,
associados & faixa de contorno e ao dominio interior da
placa.

SALERNO e GOLDBERG [8], reduziram o sistema de trés
equagSes diferenciais de Reissner a uma equagdo diferencial
de quarta ordem semelhante 3 da teoria vcléssica e a uma
equagdo diferencial de segunda ordem para determinagdo de
uma fun¢do de tens?o. Os resultados obtidos para placas
simplesmente apoiadd( mostraram que os desvios sdo pequenos
quando comparados & Teoria Cléassica.

Em 1969, PANC [9], apresentou um tratado proporcionando
uma exaustiva cobertura sobre as diversas teorias

disponiveis para andlise estitica de placas. LEVINSON [10]



deduziu uma nova teoria permitindo a andlise est&tica e
dindmica de ©placas de espessura constante, com a
consideragdo das deformag¢des por cisalhamento, demonstrando
que no caso dindmico a sua teoria e a de Mindlin levam &
mesma equagdo de onda para deslocamento transversal.

REISSNER [11], em 1986, apresentou uma nova formulagdo
que pode ser imaginada como uma generalizac¢3io das equagdes
para a andlise de placas com grandes deforma¢des incluindo a
deformabilidade da placa por cisalhamento transversal. O
sistema de equa¢des diferenciais obtido & de décima ordem,
na forma de duas equagdes simultldneas de quarta ordem,
suplementadas por uma equag¢do de segunda ordem. Em 1987,
REISSNER [12] demonstrou uma teoria abordando placas
moderadamente espessas, cujo sistema de equagdes
diferenciais & de décima segunda ordem, mostrando que seus
resultados sdo consistentes com resultados cl&ssicos. Uma
anilise sistemitica do problema da influéncia de faixas de
contorno para placas ortotrépicas foi realizada por este
mesmo autor em 1991 ([13]. Neste trabalho & estudado o
conceito de apoio "soft", como uma condigdo para a transigdo
suave da teoria de sexta ordem para a teoria de gquarta
ordem.

De acordo com NORDGREN [14], uma solugdo para um
problema de valor de contorno na Teoria Classica de placas é
em geral aceito como uma solugdo aproximada de um problema
correspondente na teoria da elasticidade tridimensional,
desde que a placa seja suficientemente fina. No seu trabalho
€ deduzida uma express3o explicita para o erro quadrado
médio nas componentes de tensio, a partir de uma solugdo
pela teoria cléssica de placas, em relagdio & teoria exata de
um problema correspondente na teoria da elasticidade. Os
resultados obtidos mostram que o erro quadrado médio
relativo & proporcional a espessura da placa.
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RYCHTER [15], bem como NORDGREN [16] concluiram que o
erro quadrado médio relativo pela teoria de Reissner &
proporcional ao quadrado da espessura. Entretanto, o
primeiro mostra que a contribuigdio para o erro devida ao
cisalhamento transversal é reduzida, sendo proporcional ao
cubo da espessura, sendo esta contribuicdo decisiva no caso
de placas compostas. Neste mesmo trabalho, RYCHTER deduz
duas variantes consistentes da teoria de sexta ordem, a
partir da teoria apresentada por LEVINSON [10].

Em 1988, RYCHTER [17] provou que a Teoria de Reissner
combinada com a teoria do estado plano de tensdo & capaz de
predizer o comportamento tridimensional de placas el&sticas
homogéneas, limitado por um erro quadrado médio relativo da
ordem da espessura ao cubo. Em contraste com os resultados
conhecidos na literatura, este estimador refinado de erro
corresponde & Teoria de Reissner em sua forma geral
incorporando o efeito da tensfio normal transversal nas
equagdes constitutivas.

LADEVEZE e PECASTAINGS [18] propuseram em 1988, uma
versdo melhorada da Téoria de Reissner para o caso de placas
homogéneas, isotrépicas com quaisquer condi¢des de contorno.
Esta difere da Teoria Cl&assica de Reissner pelo valor
considerado do fator de deformabilidade por cisalhamento

transversal e pelas condig¢des de contorno.

BARRET e ELLIS [19] mostraram que o problema de placa
submetida a um carregamento transversal se trata de uma
perturba¢do singular. Além disto mostraram como se
relacionam as teorias de Kirchhoff, Mindlin e Reissner, com

a sua teoria.
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1.3.2- 0 Estudo de Placas através do Método dos
Elementos Finitos

Com o surgimento do Método dos Elementos Finitos,
inGmeras pesquisas foram e continuam sendo desenvolvidas
visando a solugdo do problema da flex3io de placas.
Inicialmente, o problema foi abordado com base nas hipéteses
de Kirchhoff, buscando fun¢des aproximadoras continuas de
classe Cl, isto é, fungdes aproximadoras com derivadas
primeiras continuas, necessdrias para a formulagdo de
elementos conformes. A dificuldade de obteng3o destas
fungSes levou a esquemas de interpolagdo extremamente
complicados e cujos resultados nem sempre eram confidveis,
como por exemplo, nos pontos préximos aos &ngulos obtusos de
placas esconsas simplesmente apoiadas. A imposigdo de
condig¢des de contorno nas bordas simplesmente apoiadas
também €& prejudicada e pode levar a resultados absurdos
quando s3o discretizadas bordas curvas. Neste caso o
refinamento da malha tende a simular a situag¢do de engaste,
[20] e [21].

As primeiras tentativas de desenvolvimento de elementos
finitos triangulares de placa remontam ao inicio da década
de sessenta. O estado da arte sobre o assunto até 1984 é
apresentado de forma bastante ampla nos trabalhos de BATOZ
"et alii" [22] e de HRABOK e HUDEY [23). Grandes esforgos
foram realizados na busca de um elemento triangular
conforme, tendo como base o modelo em ‘deslocamentos e o
principio da energia potencial minima. Os elementos
conformes propostos em geral se mostraram muito rigidos,
exigindo um nimero de pontos de integrag3o excessivo, em
contraposigdo aos elementos ndo-conformes.

Excelentes resultados foram obtidos por BAZELEY "et
alii" [24] com a utilizag¢3o de dois elementos triangulares
BCIZl e BCIZ2, utilizando-se coordenadas homogéneas e as
primeiras idéias do "patch test".
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Formula¢gdes alternativas foram propostas, como por
exemplo a utilizag¢do do principio da energia complementar
minima, que deu origem ao método hibrido com distribuigdo de
tensdes assumida no dominio, de acordo com PIAN [25]. Os
elementos hibridos, geralmente, d3o melhores resultados em
termos de momentos que os elementos conformes obtidos pelo
modelo em deslocamentos.

Uma outra opgdo seguida por diversos pesquisadores
consiste em adotar-se modelo em deslocamentos com a
imposigdo das hipbéteses de Kirchhoff de forma discreta, ao
longo dos lados do elemento ou em determinados pontos. Esta
formulagdo foi apresentada inicialmente em 1968 e utilizada
de forma complexa e pouco atraente até que BATOZ "et alii"
[22], [26], em 1980, conseguiram bom desempenho com um
elemento da familia denominada DKT ("Discrete Kirchhoff
Triangle").

O passo mais drastico para o desenvolvimento de
elementos de placas consistiu em trocar a teoria de
Kirchhoff pela teoria de Reissner, para placas moderadamente
espessas. O grande atrativo desta formulagdo estd no fato de
que as fungdes aproximadoras para deslocamentos exigem
apenas continuidade do tipo Co, por serem as derivadas
primeiras as de ordem mais alta que aparecem no funcional,
porém o cisalhamento transversal torna-se uma parte integral
da formulagdo. Um problema encontrado nos primeiros
elementos de placa Reissner foi o fendmeno do travamento,
decorrente da preponderdncia dos coeficientes associados ao
cisalhamento na matriz de rigidez, no caso de placas com
pequenas espessuras. Para evitar este defeito foram
estudados esquemas de integrag¢do reduzida e seletiva. Deve
ser salientado, contudo, que de acordo com HUGHES [21],
estes esquemas de integragdo podem em certos casos levar a
problemas de singularidade na matriz de rigidez. Estes
problemas foram superados com sucesso, em elementos
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triangulares propostos por TESSLER e  HUGHES (271,
PAPADOPOULOS e TAYLOR [28] e por ZIENKIEWICZ e LEFEBVRE
[29] . HAGGBLAD e BATHE [30] realizaram estudos relativos &
especificagdo das condig¢des de contorno de placas,
considerando as hipéteses da Teoria de Reissner, e visando a
obtenc3io de resultados confiiveis nos pontos préximos as
bordas e aos cantos da placa. |

Um caminho diferente foi seguido por Bergan e seus
colaboradores que mantiveram as hipbéteses de Kirchhoff
juntamente com a utilizagdo de fungdes de forma altamente
nio-conformes. Eles demonstraram que a continuidade entre
elementos n3o €& um obsticulo & convergéncia, desde que as
fungdes de forma satisfagam as condigdes de ortogonalidade
de forga e energia. A matriz de rigidez é construida
usando-se a formulagdo livre proposta por BERGAN e HANSSEN
[31), ao invés da formulagd3o padrdo pela energia potencial.
Uma caracteristica importante desta formulagdo & a separagdo
cuidadosa entre as fungdes de deslocamentos béasicas
assumidas e as fun¢gdes ou modos de ordem superior. A
garantia de convergéncia estd associada a maneira como
ocorre o acoplamento entre estas fungdes. Nesta linha devem
ser destacados os trabalhos de BERGAN e NYGARD [32], [33] e
[34], e ainda FELIPPA e BERGAN ([35]. Esta formula¢do apesar
de ter sido apresentada inicialmente como uma formulagdo
bastante diferente das anteriores, est&d relacionada a
formulagdo padrdo em deslocamentos via energia potencial, e
ao modelo hibrido, conforme mostrado em [32] e [36],
respectivamente.

1.3.3- 0 Estudo de Placas através do Método dos Elementos de
Contorno

O desenvolvimento de formula¢gdes para a andlise de
placas através do Método dos Elementos de Contorno, e sua
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utilizagdo prédtica na engenharia estrutural se deu
posteriormente a introdugdo do método com vistas a
anilise de tensdes em problemas de elasticidade bi e
tridimensionais. Nesse campo de aplicag¢do, a maioria dos
trabalhos desenvolvidos se baseia nas hipdteses da Teoria
Classica de Kirchhoff. O trabalho considerado como
referéncia inicial & devido a JASWON "et alii" [37],
publicado em 1967, propondo a decomposi¢do da equagdo
bi-harmbénica em duas equa¢des harménicas que resolvidas por
equagdes integrais e devidamente combinadas, permitem a
obtengdo da solugdo final.

Posteriormente, em 1976, HANSEN [38], apresentou uma
formulagdo direta para a andlise de placas infinitas com
furos de contorno ndo carregado, utilizando-se duas equa¢des
integrais, correspondentes & expressdo do deslocamento
transversal e a de sua derivada, em relagdo a uma diregdo
qualquer.

BEZINE e GAMBY [39] propuseram, em 1978, uma formulagdo
que se distingue das duas anteriores por se tratar de uma
formulagdo direta. Partindo da identidade de Green e
considerando como varidveis do contorno as varidveis fisicas
do problema real, isto &, o deslocamento transversal e a sua
derivada na diregdo normal ao contorno, ou respectivamente,
a forga cortante equivalente e o momento fletor na diregdo
normal, deduziram duas equag¢des integrais relativas ao
deslocamento transversal e d sua derivada na dire¢do normal.
Foram efetuadas aplica¢des praticas para diversas placas
quadradas com varias combina¢des de condi¢des de contorno.

Outros trabalhos, também versando sobre formulagdo
direta e teoria de Kirchhoff, foram desenvolvidos por BEZINE
[40] e STERN [41].

ALTIERO e SIKARSKIE [42] e WU e ALTIERO [43] , trataram
o problema de placas através da formulagdo indireta,
resolvendo exemplos praticos apenas para contornos
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engastados e relatando as dificuldades numéricas para a
consideragdo de outros tipos de contorno. Nestes trabalhos é
utilizado como contorno auxiliar, o contorno de uma placa
circular engastada cuja solugdo & conhecida.

A discussdo das formula¢des direta e indireta para
placas delgadas, bem como a sua extensiio ao caso de placas
apoiadas sobre base eldstica e cascas abatidas, foi
apresentada por TOTTENHAN [44]. GUO-SHU [45] adotou um
esquema de interpolag¢do hermitiana e efetuou o célculo das
integrais singulares por meio de solu¢des particulares.

HARTMANN e ZOTEMANTEL [46] adotaram também um esquema
de intérpola¢§o hermitiana para a flecha e discutiram o
tratamento das integrais de dominio, a consideragdo de
vinculos no dominio e as singularidades que ocorrem na
formulagdo direta para placas de Kirchhoff, tendo
apresentado varios exemplos praticos.

Ainda com base nas hipéteses de Kirchhoff, PAIVA [47]
trabalhou com diversas alternativas para o equacionamento do
problema de placas, tendo adotado, ora equa¢des integrais
para flecha e sua derivada primeira na direg¢do normal ao
contorno, ora duas equa¢des integrais para flecha em dois
pontos singulares, sendo um destes pontos situado sobre o
contorno e o outro fora do dominio. Visando-se as aplica¢des
praticas, a andlise foi estendida para permitir a
consideragdo de estruturas formadas pela associagdo de
placas com vigas e pilares.

'"HARTLEY e seus colaboradores em [48], [49] e [50],
enfocaram basicamente dificuldades relativas as
singularidades que aparecem nos integrandos e a determinagdo
de valores nos pontos internos ao dominio, tendo sugerido um
esquema de integragdo analitica para evitar os problemas de
instabilidade numérica que podem surgir. '

As potencialidades e vantagens do Método dos Elementos
de Contorno para a anilise de placas, baseada na Teoria
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Cléssica, foram enfatizadas por HARTMANN [51), em 1988,
tendo sugerido que o mesmo supera o Método dos Elementos
Finitos para este tipo de problema.

Varios outros trabalhos tratando da andlise de placas
finas foram publicadas nos dltimos anos. PILTNER e TAYLOR
[52] apresentaram uma formulagdo adotando solugdes
fundamentais representadas com o auxilio de fungdes
complexas e incluindo deformagdes por cisalhamento.
KATSIKADELIS e ARMENAKAS ([53] sugeriram, em 1989, um novo
equacionamento para o método em termos de duas equagdes
diferenciais e duas equa¢des integrais de contorno
acopladas, sendo as equagdes diferenciais resolvidas pelo
Método das Diferengas Finitas e as equag¢des integrais pelo
Método dos Elementos de Contorno. Esses autores ressaltaram
a vantagem de sua formulacgdo nao apresentar
hipersingularidades e de apresentar nicleos simples nas
equagdes integrais. SAPOUNTZAKIS e KATSIKADELIS [54]
publicaram, em 1991, um trabalho onde €& desenvolvido o
equacionamento para a andlise de placas de espessura
variédvel, composto de duas equa¢des diferenciais e trés
equagdes integrais acopladas, onde a solug¢d3o das equagdes
diferenciais & efetuada pelo Método das Diferengas Finitas e
as equa¢des integrais pelo Método dos Elementos de Contorno.
VITOORAPORN e MOSHAIOV [55] realizaram um estudo comparativo
entre elementos de contorno com aproximagdo constante e
elementos com aproximagdo cibica.

Trabalhos subsequentes tratando da andlise especifica
de diversos problemas de placas fletidas foram
desenvolvidos, como & o caso de placas apoiadas sobre
fundagdo eldstica. TOTTENHAN [44] abordou o problema,
inicialmente, em 1979, tendo como base as hipbéteses de
Winkler e Kirchhoff. Nesta mesma linha surgiram os
trabalhos da KATSIKADELIS e ARMENAKAS ([56, 57), COSTA e
BREBBIA [58, 59, 60] e BEZINE ([61]. Em 1988, SILVA [62]
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abordou este mesmo problema considerando, inicialmente uma
formulagdo onde o dominio foi discretizado em células, e uma
segunda, onde as integrais de dominio foram transformadas em
integrais sobre o contorno, através do processo da
reciprocidade dual, tendo considerado ainda a possibilidade
de comportamento ndo-linear do solo subjacente & placa.

KATSIKADELIS e KALLIVOKAS [63, 64] voltaram ao estudo
das placas sobre base eléstica adotando o modelo
biparamétrico de Pasternak para simular a liga¢3o entre a
placa e o solo. Em 1991, KATSIKADELIS [65] apresentou uma
formulagdo para o problema, admitindo a ocorréncia de
grandes deslocamentos, tendo como base as equag¢des de Von
Karmdn e permitindo comportamento ndo-linear entre o
deslocamento e a reag¢do do solo.

Outro problema importante na pratica da engenharia de
estruturas €& o de placas com ndo linearidade geométrica
devido & ocorréncia de grandes deslocamentos. Este assunto
foi tratado por TANAKA [66]; KAMIYA e SAWAKI [67] e YE e LIN
[68] . TANAKA [66] estudou a aplicagdo do Método dos Elementos
de Contorno para placas finas el&sticas com grandes
deslocamentos e apresentou uma formulagiio integral e
incremental equivalente as equa¢des de Von K&rmin, enquanto
de KAMIYA e SAWAKI [67] se basearam na equa¢do de Berger.
Varios outros trabalhos foram divulgados nesta mesma &rea
por SAWAKI "et alii" [69], KATSIKADELIS e NERANTZAKIS [70],
KAMIYA" et alii" ([71], e KAMIYA [72].

A andlise de vibrag¢des 1livres e forgadas em placas
flnas elasticas foi apresentada por PROVIDAKIS e BESKOS [73,
74] . AKKARI e HUTCHINSON [75] além de tratarem o problema de

~

vibragdo em placas finas, estenderam seus estudos & vibragdo
de placas espessas.

A consideragdo de ndo-linearidade fisica em placas,
incluindo os efeitos de deformagdo lenta, plasticidade e

fratura, foi objeto de véarias investigag¢des realizado por
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MUKERJEE e MORJARIA [7s6, 77, 178, 79]. A andlise do
comportamento elastoplastico de placas finas, sob as
hipéteses de Kirchhoff foi desenvolvida por MOSHAIOV e VORUS
[80], usando um esquema de carregamento incremental e com a
consideragdo de momentos fletores plésticos iniciais,
calculados por um processo iterativo. Para efeito de
avaliag¢do das integrais de dominio, neste trabalho a placa é
dividida em células internas, admitindo-se constantes as
componentes do momento plastico sobre cada uma delas. Placas
sujeitas & instabilidade devida a forgas nos seus préprios
planos foram analisadas por COSTA [81] e também por BEZINE
[82] , utilizando-se, também, células internas para o cédlculo
da integral de dominio.

A considerag¢do do problema de placas através da teoria
de Reissner foi efetuada inicialmente, por WEEEN [83, 84],
em 1982, analisando comportamento eldstico e enfatizando as
vantagens das hipéteses adotadas, que levam a um sistema de
equagdes diferenciais de sexta ordem. Para cada ponto do
contorno, foi estabelecido um sistema de trés equagdes
integrais em termos dos deslocamentos generalizados (rotagdo
normal ao contorno, rotagdo tangencial e flecha) e das
forgas correspondentes (momento normal, momento tangencial e
esforgo cortante) cuja solugdo é obtida numericamente, sendo
o contorno aproximado por elementos isoparamétricos
quadraticos. KARAM [85], em 1986, pesquisou na mesma linha
dos trabalhos de WEEEN demonstrando a eficiéncia do método e
das hipbteses de Reissner, através de varios exemplos
praticos de placas isotrépicas, em regime eldstico linear.
RIBEIRO e VENTURINI [86]1, em 1989, considerando o
equacionamento proposto por WEEEN (83, 84], escreveram o
sistema de equag¢des lineares tomando os pontos de carga fora
do dominio, evitando-se assim a ocorréncia de algumas
singularidades. Os trabalhos BARCELLOS e SILVA [87], e
WESTPHAL e BARCELLOS [89], também abordaram o problema da
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flex3o de placas, sob as hipbéteses de REISSNER,
identificando fungdes 1livres e fungdes essenciais como
componentes da solugdo fundamental, e estudando a influéncia
de uma fungdo 1livre na resolugdo numérica da placa. A
compogigdo entre o modelo de Reissner e a ndo-linearidade
geométrica devido a ocorréncia de grandes deslocamentos foi
formulada por XIAO-YAN "et alii" [89], em 1990. Neste
trabalho utilizou-se um esquema iterativo para a
linearizagdo das equagdes.

A combina¢do do Método dos Elementos Finitos com o
Método dos Elementos de Contorno para placas, que ja fora
formulada anteriormente para outros problemas da teoria de

elasticidade, foi apresentada por NG "et alii" [90].
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2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS
2.1. INTRODUGRO

A placa & um corpo limitado por duas superficies planas
ou de pequena curvatura, sendo a distlncia entre estas
superficies, denominada espessura, que & pequena em
comparagdo as outras dimensdes. A superficie equidistante
das superficies limites & denominada superficie média, ou
plano médio, no caso de placa plana.

A placa pode ser classificada, em fung¢do das
propriedades do material que a constitui, em: anisétropa —
com propriedades diferentes em qualquer diregdio, ortétropa —
com propriedades diferentes apenas em duas direcdes
ortogonais; ou isbétropa — com as mesmas propriedades em
qualquer direcgdo.

2.2. HIPOTESES BASICAS DA TEORIA CLASSICA DE FLEXXO DE
KIRCHHOFF

As hipbteses bésicas sobre as quais se fundamenta a
Teoria Classica de Kirchhoff, s3o as seguintes:

— a placa é constituida de material el&istico linear,
homogéneo, e isotrdpico;
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— o8 deslocamentos transversais sd3o pequenos, se comparados
a espessura;

— uma reta, inicialmente, normal ao plano médio permanece,
apés a flexdo da placa, reta e normal ao plano médio na
configurag@o deformada. Isto, significa que as deformagdes
e as tensdes normais correspondentes, paralelas ao plano
médio variam linearmente e antisimetricamente ao longo da
espessura. Além disso, esta hipdétese considera nula a

contribuigdo das deforma¢des por cisalhamento transversal;

— as tensdes aplicadas nas superficies externas s3o muito
pequenas em comparagdo as tensdes normais da flexido,

paralelas ao plano médio;

— ndo ocorrem deformagdes no plano médio da placa.
2.3. RELAGOES E EQUAGOES BASICAS DA TEORIA DE KIRCHHOFF

Partindo-se das simplifica¢8es envolvidas nas hipéteses
basicas, determinam-se as rela¢des e equag¢des fundamentais
da Teoria Cléssica de Kirchhoff para placas delgadas
isétropas.

De acordo com a quarta hipdtese, as componentes de
tensdo o,

e o, nas faces externas, s3o nulas ou

o
x’ zy z’
muito pequenas em relagdo 4&s demais, sendo entdo
desprezadas. As demais componentes, consideradas no estudo

das placas estdo indicadas na figura 2.1.

Portanto: Cp = 0 Uzy =0 (2.1)

nas faces externas da placa, e
o =0
zZZ

% ao longo da espessura.

Considerando-se a placa submetida apenas a pequenos
deslocamentos u,, o tensor de deformagdes pode ser expresso
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por:

1 aui ou,
eij = 5 [525 + xi ] (2-2)

O'Xl O’Xy dz

-
Q

Fig. 2.1 - Elemento da Placa com as Componentes de Tens3o

De acordo com a hipdétese admitida de comportamento
elastico linear, a relacgdo tensdo-deformagdo é:

2Gy

ou explicitando-se a deformacgido:

1 14
Eij = E (aij - 1_+V- Ult 6ij] (2.4)
sendo:
G = E (2.5)
2(1+v) :
onde:

E : médulo de elasticidade longitudinal
G : mbédulo de elasticidade transversal
v

: coeficiente de Poisson

Desprezando-se as deforma¢des devidas ao cisalhamento
transversal e substituindo-se a relag¢do (2.5) em (2.4) e
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tendo em vista a expressdo (2.2), obtém-se:

ou du
1 Z X
zx = 2 [ax—*‘a—z— =0 (2.6.a)
ou ou
1 z
EZY = —2- [a?— + Z ] =0 (2.6.b)
€ = Oy = -2 (0. +0_) (2.6.c)
zz 0z E xx YY T

A terceira hipb6tese bédsica do item (2.2) pode ser
expressa COmo:

(4
XX

z b, (x,y)

(2.7)
ayy = Z bz(x,y)
Substituindo-se (2.7) em (2.6.c) e integrando-se em z
obtém-se:

u, = wix,y) - g [b (x,y) + b, (x,y)12° (2.8)

A fungdo w(x,y) representa os deslocamentos verticais da
superficie média da placa, isto &, deslocamentos na diregdo
z. Em vista da espessura da placa ser pequena, relativamente
ds outras dimensdes, os dois Gltimos termos de (2.8) podem
ser desprezados em compara¢do com w(x,y). Assim a equagido
(2.8) pode ser expressa como:

u, = wix,y) (2.9)

De (2.6.a) e (2.6.b) obtém-se respectivamente:
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a—i—}s = - H_E (2.10.a)
ou auz

azl - - ay— (2.10.b)
Substituindo-se (2.9) nas relagdes (2.10) e

integrando-se em z, obtém-se:
“X

u = -z Qﬂéngl (2.11.a)

ow(x,y)
u = - 2z . 2.11.b
v oy ( )
Por gquestd3o de simplicidade, as fungdes u(x,y), vix,y) e
w(x,y) serdo denotadas, a partir daqui, por u, v e w,
respectivamente.

Com base no tensor de deformagdes (2.2) e nas

expressdes (2.11), para Ugr Uy tem-se:

aux 62w
Gxx =3?-= - Z 5 3 (2.12.3)
X
du 2
_ Y _ _ 0" w :
ny—a?—— V4 3 2 (2.12.b)
Y
ou du 2
1 X 0w
ny = 5 [6}—’— + E—)Ez] = - Zmy— (2.12.0)

Considerando-se as simplificag¢les expressas em (2.1), e
a lei de Hooke (2323, obtém-se as relagdes entre as

componentes de tensdo e a as componentes dos deslocamentos:

2 2
E [ [ 0w d w]]
o = - zZ|l—= + V¥ —— (2.13.a)
XX 1-p2 ax2 ayz
2 2
E [ [ 0w d w]]
o = - Z|l—= + vV (2.13.b)
Yy l-v2 6y2 ax?
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2
o w ] (2.13.¢)

axy=2G['ZW

Sd3o definidos agora, os momentos fletores e o momento
de torgdo, por unidade de comprimento, como as respectivas
resultantes das integrais das componentes de tens3o ac longo
da espessura, expressos como:

h/2
M = I o z dz (2.14.a)
h/2
M = I o z dz (2.14.b)
Yy -h/2 YY
h/2
M = f o d : 2.14.c
xy -h/2 *¥ s ( )
Substituindo-se as componentes oij nas expressdes
(2.14) pelos respectivos valores, de acordo com (2.13), e

integrando-se em z, obté&m-se as rela¢des momento-curvatura:

22 2
M . = -D 9-% 9 ; (2.15.a)
\OxX ay~
a2 2,
M__ = -D 9-% +p 9 g (2.15.b)
Yy \Jy ax~
M. = -D(1- ») 8% w (2.15.¢)
y %0y .15.
onde
3
D = “EE"‘E" (2.16)
12(1-v7)

Sdo definidos também os esforgos cortantes, por unidade
de comprimento, como as resultantes das integrais das
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componentes de tensdo tangencial ao longo da espessura,

como:
h/2 .
Q = I 0. dz {9, vt (2.17.a)
x “h/2 XZ 3 i
h/2 o
0 = dz s V) (2.17.Db)

Y I_h/zayz

As equagdes diferenciais de equilibrio para um sélido
tridimensional, sdo expressas por:

aaxx aax aaxz

3% + ayy + 3z + X =0 (2.18.a)
do do 0o 2
_5¥§ + _5¥X + _5%_ +Y =0 (2.18.b)
00 do do

zX zy Zz =0 (2.18.¢)

ax T -0y 3z t 2

onde X,Y, e Z s3o as componentes das forgas de volume.
Multiplicando-se as equag¢des (2.18.a) e (2.18.b) por zdz e
integrando-se em z, tendo em vista as defini¢des de Moy
M , M

vy Xy Qx e Qy dadas respectivamente por (2.14) e (2.17),
obtém-se:
oM oM
XX Xy _ _ 1
ax T oy T Ut =0 (2.19.a)
oM oM
X Yy =0 (2.19.b)

ox T oy Qy oy,

sendo, m my, os momentos externos aplicados por unidade de
drea, atuando no plano médio da placa, expressos por:
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h/2

m, = I Xz dz (2.20.a)
-h/2
h/2

m_ = I Yz dz (2.20.b)
Y -h/2

Integrando-se, agora, a equagdo (2.18.c) em z, tem-se:

9Q 09

ai + Y v g=0 (2.21)

sendo q, definida como a carga resultante na direg¢do z, dada

por:
h/2
h h
a=o0._ & ¢ (-8, j Z dz (2.22)
zz 2 zZz 2 -h/2
Derivando-se os valores de QX e Qy’ dados pelas
equagdes (2.19), em relagdo a x e y, respectivamente e

substituindo-se na equag¢do (2.21), resulta:

%M azmx %M om_ am

XX y YY
+ 2 + = -q - - (2.23)
P dxdy ayz Y

3l

A equagdo (2.23) é a equagdo diferencial geral de
placas escrita em termos dos momentos fletores e de torcgdo.

Derivando-se, convenientemente, as rela¢des momento-
curvatura (2.15) e substituindo-se na equag¢do (2.23),
tem-se:

64w 64w 0w

1 6mx amy
+ 2 + = [q + + ] (2.24)
P 00y oy D ox © Jy

A equagdo (2.24) mostra que o problema de flexdo de

placas finas tratado sob as hipbéteses relacionadas no item
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(2.2), fica reduzido a solugdo de equa¢des biharménicas, com
condigdes de contorno apropriadas.

A equagdo (2.24) é comumente expressa na sua forma

implicita:
V4w = % [q + E;% + ;;Z] (2.25)
sendo V4, o operador biharmdnico, dado por:
vt - Qif + 2 24 5+ 6: (2.26)
0x 0x” dy oy

A partir das equagdes (2.19), podem ser explicitados Q.

e Qy’ e tendo em vista as relagdes (2.15) pode-se escrever:

3 3
Q. =-0D [a ;" + 9 WZ] (2.27.a)
0x 0x0y
3 3
Q =-D [a ZV .9 ‘”3] (2.27.a)
Y 0x~ 0y oy

As expressdes (2.15) podem ser escritas, indicialmente,

2 2

0"w 0w
Mij = -D [v 5ij 3?;522_ + (1-v) 321—3§§] (2.28)
Analogamente, a equagdo (2.27) fica:

0. = -D 3w

(2.29)
i 6xi 6x£ axe

A figura (2.2) mostra os esforgos Mij e Qi’ no elemento

de placa, bem como a convengdo adotada.
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Fig. 2.2 - Elemento de Placa e Esforgos

Os momentos e os esforgos cortantes definidos por
(2.14) e (2.17), respectivamente, estdo referidos a um
gistema de coordenadas (x,y), porém sera necessario no
trabalho, determind-los em um outro sistema de referéncia
(n,8). A transformag¢do de coordenadas do sistema (x,y) para
o sistema (n,s), & definida por:

b
o)
)
b

= T e, = T (2.30)

sendo, a matriz de transformagdo T dada por:

~

cos « -sen «o Y\ 5‘“1
= ne o | - (2.31)
~ sen o cos «o e

“t“\sml\ \ ! &
A figura (2.3) mostra os sistemas de referéncia (x,y) e

H
It

(n,s).

30



Fig. 2.3 - Sistemas de Coordenadas (x,y) e (n,s)

A transforma¢do do tensor de momentos do sistema (x,Yy)

-

para o sistema (n,s), é definida por:

M=T" M T (2.32)

onde:
Mxx Mxy — Mnn | Mns

~ YX YY ~ sn ss
sendo:

M tensor momento no sistema (x,y)

M tensor momento no sistema (n,s)

TT: matriz transposta de T

Para sequéncia deste trabalho serd de interesse representar

vetorialmente o tensor momento M, tendo em conta que:

M =M
Xy - yX

Assim o vetor momento sera representado por:

M
XX

M (2.34.a)
Xy

t 2
i
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M
_ nn
T = MnS (2.34.b)
ss
Efetuando-se o produto indicado em (2.32), a

transformagdo do vetor M para o novo sistema fica agora
definida por:

~ o~

sendo a matriz de transformagdo C dada por:

2 2
cos o - 2sen o cos o sen o
2 2
C = |-cosasena cos oa-sen o sen ocosa (2.36)
2 2
sen o -2s8en o cos o cos o

A transformagdo dos esforgos cortantes do sistema (x,y)
o

para sistema (n,s) fica definida por:
g=1" @
onde:
O _ %n
Q = e Q = (2.37)
~ Qy ~ Qq
Na resolug¢do da equagdo diferencial (2.24), é

necessario imporem-se condi¢des de contorno com relag¢do ao
deslocamento transversal w e 4 sua derivada dw/dn, sendo n a
direg¢do normal ao contorno, ou aos esforgos correspondentes
Q e Mn. Deve ser fessaltado que o fato de ndo serem

n
consideradas as deforma¢des por cisalhamento transversal na
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Teoria Cl&ssica de Kirchhoff causa uma redug¢do no grau da
equagdo diferencial, e ao mesmo tempo uma contragdo no
nimero de condi¢des de contorno possiveis de serem impostas
em cada ponto. Isto &, podem ser impostas apenas duas. Assim
ndo podem ser impostas condigdes relativas & derivada na
direg¢do tangencial ao contorno, dw/ds, ou ao momento torgor
Mns' Para transpor esta dificuldade Kirchhoff agrupou as
condigdes de contorno relativas ao esforgo cortante Qn e ao
momento M _ numa dnica condigdo criando o conceito de

esforgo cortante equivalente Vn' onde:

oM
ns

Vn = Qn + -—6? (2.38)

A introdug¢do desta aproxima¢do determina o aparecimento
de reag¢des concentradas nos cantos da placa de forma gque
sejam mantidas as condi¢des de equilibrio. Estas reagdes sdo

expressas por:

+ -
Rc = Mns - Mns (2.39)
onde:
M;S : momento torgor no ponto anterior ao canto
M;s : momento tor¢or no ponto apds o canto.

Para uma borda simplesmente apoiada, as condi¢des de

contorno sao:

w =20 e M =0 (2.40)
n
neste caso tem-se consequentemente, %g = 0, na diregdo
tangencial.

Para o caso de borda engastada, tem-se:

ow
w=20 e 75 = O (2,41)

33



Para o caso de borda livre
M_ =0 e V_ =0 (2.42)

neste caso a condigdo de forga cortante e momento torgor
nulos foi combinada numa {nica condigdo de forga cortante

equivalente nula, conforme exposigdo anterior.
2.4. SOLUCKO FUNDAMENTAL DE PLACAS DE KIRCHHOFF

A utilizag8o de equa¢des integrais para a solug¢do do
problema de placas, implica na necessidade do estudo de
solugdes fundamentais. Entende-se por solucdo fundamental, a
resposta em um ponto genérico t de um dominio, denominado
dominio fundamental, causada pela aplicagdo de uma carga
unitdria em outro ponto s deste dominio. Em geral, é
considerado como dominio fundamental o dominio infinito. A
carga unitaria & representada por 6(s,t), funcdo delta de

Dirac, cujas propriedades sdo:

6(s,t) = 0, quando os pontos s e t nio s3o coincidentes

6(s,t) o, quando os pontos s e t sdo coincidentes.

j $(t) 6(s,t) dQ = ¢(s) (2.43)
Q

onde, ¢(t), & uma fungdo qualquer definida no dominio Q.

A partir de (2.43) pode-se entdo escrever:

f 5(s,t)da = 1 (2.44)
Q

isto &, a resultante da integral da fung3o delta de Dirac no

dominio & a carga unitéria.
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A solugdo fundamental para o problema de placas &
denotada por w*, e significa o deslocamento transversal no
ponto t, denominado ponto de deslocamento, quando uma carga
unitdria €& aplicada num ponto g, denominado ponto de
carregamento ou ponto fonte. ksmurﬁb

A solugdo fundamental é obtida a partir da equacgdo:

viw = 8(s,t)/D | (2.45)

A resolugdo da equagdo (2.45) leva a solucgdo
fundamental para todos os pontos do dominio fundamental,

exceto o ponto s. Assim, a equag¢do diferencial fica:
Viw = 0 (2.46)
A solugdo de (2.46) é obtida escrevendo-se a equagio em

coordenadas polares, conforme mostrado por PAIVA [47], e
resulta em:

* 1 2 1
w (s,t) = 87D ¥ (nr - 5) (2.47)
2 a
v
g
L in ey

Fig.2.4 - Pontos de carregamento g e de deslocamento t.
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A partir de (2.47) s83c obtidas as expressdes dos
deslocamentos e esforgos em um ponto genérico t, do dominio
fundamental, usando-se as rela¢des esforgo - deslocamento em
coordenadas polares. Em particular, s3o importantes as
componentes de momento, a derivada do deslocamento
transversal e a forga cortante equivalente, referidos a um
sistema de coordenadas (n,m) qualquer com origem no ponto t

(Figura 2.4), expressos por:

* \
ow (s,t) ¢
LR = 5 inr cosf (2.48)

M* (s,t) = - 1 [(1+v)énr + (l—V)COSZB + v]

nn ' T

* 1-v
Mnm(S,t) = T ' sen ZB

* _ _cosf _ 2 5 1-v
Vn(s,t) = i [2(1-v)sen B-3+v] + IR cos2f (2.49)

sendo R o raio de curvatura do contorno no ponto t
considerado. A dedugdo completa das expressdes (2.48) a

(2.49) & apresentada nos trabalhos de PAIVA [47] e SILVA
[62].

2.5. HIPOTESES BASICAS DA TEORIA DE REISSNER

A seguir, sdo descritas as hipdéteses sobre as quais se
baseia a teoria de Reissner:

I - a espessura €& pequena se comparada as outras dimensdes da
placa;

72- a placa é constituida de material elastico linear
homogéneo, e isotrdpico;

3 - uma reta inicialmente normal ao plano médio, apds a
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deformagdo da placa permanece reta, porém ndo
necessariamente normal & superficie média deformada, pois
as deformagdes por cisalhamento transversal sdo

consideradas;
4 - as componentes tangenciais sdo nulas nas faces da placa;

5 - = ——g-— - __2_. S 1 3
034 F 3 para X, F 5 (Tensdes normais as
superficies externas

da placa)

2.6. RELAGOES E EQUAGOES BASICAS DA TEORIA DE REISSNER

Partindo-se das hipéteses relacionadas no item
anterior, serdo escritas rela¢des e equa¢des que formam a
base da teoria de Reissner. Cbnsidera-se o sistema de
referéncia Xy XoXq, mostrado na figura 2.5, sendo que o plano
X4 %, coincide com o plano médio da placa na configuragdo
indeformada. Nesta figura sdo também indicadas as

componentes de deslocamentos u;, nas trés diregdes X, -

XUy

Fig. 2.5 - Sistema de Referéncia na Placa

A figura 2.6 mostra a convengdo adotada para as

rotagdes.
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s
AN
¢1: rotagdo no plano X X3
)" 2 VAN
//’( ' ¢2: rotagdo no plano x, X,
X2 i

)

> <+

X, ¢z

Fig. 2.6 - Convengdo dos Sentidos das Rotagdes

Respeitadas as hipdteses consideradas, o estado de
tensdo no elemento de placa fica caracterizado pela figura
2.7.

4

Xs V_ awhdvy oot Fe )

.
Ny

Lo

w
Gy Y Ka Xy AT 2N i

= Sl o W
dxz TV Lo leneM

dx K e ]

Fig. 2.7 - Estado de Tensdo no Elemento da Placa

Integrando-se as componentes de tenséo Uaﬁ’ ao longo da
espessura, obtém-se as resultantes de tensdo, que sdo os
momentos fletores e o momento torgor, por unidade de

comprimento, de forma que:
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MaB = -[-h/z UozB X, dx3 (2.50.a)

onde os indices denotados por letras gregas podem assumir os
valores 1 ou 2. Analogamente, definem-se os esforgos

cortantes, por unidade de comprimento:

h/2
= [ oy ax (2.50.D)

Q
o3 -h/2 a3 3

podendo o esforgo cortante pode ser denotado simplesmente
como .

Qa

De acordo com a segunda e a gquarta hipbdteses as
componentes, oaﬁ variam linearmente ao longo da espessura,

sendo expressas por:

X (2.51)

A figura 2.8 mostra o elemento de placa com as resultantes
de tensdo ou componentes de tensdo no sentido generalizado,

e a convengdo de sinais adotada.

X3

/ M1y
x[ MLZ/TQ
13

Fig. 2.8 - Resultantes de Tensdo na Placa e Convengdo de

Sinais
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Partindo-se das expressdes (2.50) e utilizando-se as
equagodes diferenciais de equilibrio, obtém-se uma

distribuig¢do parabdlica para ¢ na seguinte forma:

o3
3 2x3 2
003 = fﬁ— Qd3 1 - T : (2.52)

A avaliagdo da componente o é obtida analogamente,

33
resultando em:

X 2X 2
_ _4g 3 , 3
933 T 2 [ h][3 T}] (2.53)
Considerando-se que o material, além de eléstico ]

linear, seja isotrépico, pode-se expressar o funcional da

energia de deformag¢do como:

U=IV[011611+ Oyp€pp+ U33€4q+ 2(1+V)(012612+013€13+023623)]dV

(2.54)

Substituindo-se os valores de Eij dados por (2.4) na

equagdo (2.54), tem-se:

11%2 *911%33 *t05,033) *

U=——1-‘[ 02+a2 +c72 -2v (o
2E v

2 2
+ 2(1+v)(012+ g 3t 023)]dv (2.55)

1
Substituindo-se agora os valores das componentes Uij em

funcdo das suas resultantes dadas por (2.51) e (2.52)

tem-se: ;
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(

+

Deve-

1+v),2
——g——h

1 12 2 2
5E IQ{ = [(M11+ M22) +2(1+V)(M12—M11M22) +

2 h/2
2 2 vh 2
(Q1 + QZ) - B q(M11+ MZZ) + I_h/zassdz}dﬂ

(2.56)

se notar que, no caso, como foi admitido material

eladstico linear, a energia de deformagdo U e a energia de

%*
deformagdo complementar U se igualam.

Para

a dedu¢do das relagdes esforgo-deslocamento, na

sequéncia deste trabalho utiliza-se o principio de Reissner,

cujo funcional, na auséncia de for¢as de volume, é expresso

por:

onde:

ij,j°

. (pi—pi)uids + I piuids
0 Su

(2.57)

sdo deslocamentos

sdo forgas na superficie do contorno

sdo forgas prescritas no contorno

P

é o trecho do contorno onde as tensdes sdo

prescritas,

€ o trecho do contorno onde os deslocamentos sdo

prescritos,

é a energia de deforma¢do complementar.

é a derivada parcial da componente de tensédo oj
em relagdo a coordenada xj.
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As grandezas livres para variarem no funcional sdo as

tensdes aij os deslocamentos u.,, e as forgas de superficie
[

atuantes em Su

Considerando-se as expressdes (2.51), (2.52), (2.53) e

sabendo-se que os valores de P; sdo dados por:

p: = 0.. n. (2.58)

onde nj sdo as componentes da normal ao contorno, dirigida

para fora do dominio, pode-se reescrever a expressdo (2.57)

como:
2
m, = —U*—I M ~-Q 12 u x.+(Q +q) 3 u, |1- ifi dv +
R vLU @B, B8 "af 3 "a 73 a,at¥3H Y3 12
-, 4x
= 12 = 3 3
+IS _LMQB nB— MaB nB]g? U, X, +(Qa na—Qa na)§H u3[1— —;i]]ds+
o
-7 43
12 - 3 - 3 :
+I MaB na] =3 Uy X +(Qa na) >R u3[1 - ——?]]ds (2.59)
su-k h h

Definem-se agora os deslocamentos generalizados na
superficie média da placa, ¢a e W, que representam a média
ponderada dos deslocamentos u, equacionando-se o trabalho
realizado pelas tensdes com o8 deslocamentos e as
respectivas resgsultantes destas tensdes com os deslocamentos

ponderados. Assim, tem-se:

. h/2

o u, dx, = M ¢
Jopyp 1t 173 11 "1
- h/2

o u, dx, = M ¢
J_h/2 22 2 3 22 "2
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h/2
I 0,0 4y dx3 =M, &,

-h/2
I h/2
o u, dx, = Q, w
_py2 133 3 1
I h/2
o u, dx., = Q, w (2.60)
_hj2 23 3 3 2

Substituindo-se as expressdes (2.51) e (2.52) nas

equagdes (2.60), e exprimindo-se, genericamente, tem-se:

. h/2
(2.61)
3 r h/2 2X42
W= 3gH -h/2u3 [1 - {—H—] ]dx3

Substituindo-se os valores dos deslocamentos médios

ponderados (2.61) na expressdo do funcional Moo (2.59), e
ainda, tomando-se d4dV = dx3dQ e ds = dxsdr, tem-se:
*
e = - U - IQ[[MGB:B - Qa]¢a + (Qa,a + q)w]dQ +

+ IP [[Maﬁ ng- ﬁaﬁ nB]¢a + (Qa na—ﬁa na)w]drp +
p

+ Ir [MaB n, $a +Q, 1, w]dI‘u (2.62)
u
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As grandezas sujeitas & variag8o em (2.62) sédo Maﬁ’ Qy’

¢a’ w e as forgas de contorno no trecho Fu.

Tomando-se a primeira variagdo do funcional w,, tem-se:

RI

12
-IQ{Eh3 LMy 3 +Mpp ) O (My g +My 5 ) 42 (14 v )My ) OMy ) - (149) O (M) My )+
—5 — (900 2 %% 10 ¥

by 6(Mpy My, om Q)+ 9,0(My, My, ,-Q,) 4

+ WO Q) 440y 4@+ (M My, 70, ) 0h Myt Myp 279108,

+ (Q1 1+Q2'2+q)6w}dQ +I [(M

- +M12n2-M11n1-M12n2)6¢1 +
p

11™

+(M21n1+M22n2-M21n1 M22n2)6¢2+(Q1n1+Q2n2—anl—Qan)6w]dF +

+ Ir [[ 6M11 n + 6M12n2] $1 + (6M12n1+5M22n2) 52 +
u .

(5Q1n1 + 5Q2n2)w]dr =0 (2.63)

Reagrupando-se os termos de (2.63), tem-se:

2
12 vh
_IQ{Egi{[(M11+M22)—(1+v)M22- 35 q]6M11+[(M22+M11)-(1+V)M11+

2
vh (L+v),2

+{¢’1‘5(M11,1"1"112.?.'Ql)““d’z‘s““421.1’“”122.2'92)+ wo(Q, ;+Q, ,+q) +
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(Mg g+ My, p=Q) S+ My, o+ My, o= Q) 3¢+ (Q) 4+ Q o

+q)5w}}dQ+ IF [(M11n1+ M, ,n,-M n, - M12n2)6¢1+(M21n1+M22n2 +
p

—MZlnl—M22n2)6¢2 + (Q1n1+ anz- anl- anz)éw]dF +

+ IF [(6M) n, + oM, ,n, )¢, + (6M12n1+6M22n2)$2 + (6Q;n, +
u

+ 6Q2n2)?n']dr =0 (2.64)

Integrando-se por partes os seguintes termos, obtém-se:

j ¢. M, . . dQ [ ¢.n. 6M,  dT' - I ¢. . oM. . dQ
Q 1 11,1 r 1771 11 Q 1,1 11

I ¢. M, . .dQ = I ¢.n,6M, ,dl - I ¢, .M. . dQ
Q 1 12,2 T 172 12 Q 1,2 12

‘Q¢26M21'1d§2 - | $,n, 6M, dT - I ¢, ,6M,,d0 (2.65)
.Q¢26M22'2d9 - | ¢,n, M, dT - J. b, M,,d0

w 80.. .dQ = I w n 8Q. dr - I w . 50. dQ
IQ 11,1 r 1% g i1 M

w 6Q dQ I w n,6Q, dr
IQ 2,2 r 22

w 6Q., dQ
IQ ;2 2

Substituindo-se os valores das integrais (2.65) na

equagdo (2.64) e reagrupando-se:
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12 vh
- IQ{{Egi [(M11+ My,)-(1+v) M), - =5 q] —¢1’1} oM, +

—l— + M, ) -(1+v)M, ., - KEE -¢ oM +
3 11 Vithi1 G0 9 2.2 22

-+

2
1 - 12 [(1+v)h
{"‘? 2(1+")M1?_]"”1,2""52,1}‘51\412 +{Eh3 [ 5 Ql] ¥

2
12 [(1+v)h
¢1’w,1} 00, + {Ehs [ 5 Qz] '¢2'w,2} 00+ Myy 4%

+ Mlz.z'Q1)5¢1+(M21.1*“22.2‘Qz)5¢2+(91.1+Qz.z+q)5w} da+
* Jr [(M11n1+M12 2 = My MRy )08+ My ny+ Mypm,
p
- M21n1—M22n2)6¢2 + (Q1n1+Q2n2 - anl-anz)éw]dF +
IF [($ln1—¢1n1)6M11 + ($1n2+$zn1-¢1n2—¢2n1)6M12+($2n2 +
u
- $,n,) M, , + (Wnl-—wnl)éQ1 + (an-wna)éQz]dF =0

(2.66)

Da equa¢do (2.66), de acordo com o cdlculo variacional,

obtém-se:
a) condi¢des de equilibrio:

M + M - Q1 =0

=0 (2.67)
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b) relagdes entre esforgo e deslocamento:

2
12 vh
3 [M11+M22 ~(14vIMy, - g q] #1170
Eh
22 1 M, M, - (140)M, - vh’ - 0
3 1122 11~ "0 4 2,2 <
Eh
24 (1+v)
2 tVoM, - ¢, . -, . =0 (2.68)
o3 12 1,2 2.1
12 2

h
—=2 (1+V)2— Q:¢,-w , = O
23 5 *i%17V1

2
12 h
—= (1+v)=— Q, -¢, -w =0
Eh3 5 2 T2 ;2

c) condi¢des de contorno sobre T

¢1 = 251
¢, = &, (2.69)
W =W

d) condig¢des de contorno sobre T

i
=
o
-+
2l
(2}

M..n, + M,.n

1171 12772 1171 12772
Mzzn1 + M22n2 = M21n1 + M22n2 (2.70)
Q ny +Q n, =0 1 +Q 1,

ou genericamente:

Py = Myg ng

- (2.71)
Py =Xy 1

©

o
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A partir das equagdes (2.68) explicitam-se os valores
dos momentos e dos esforgos cortantes:

M,, =D (¢ + vp, o) + ———— g
11 1.1 2,2 (1-7) A2
M =D (¢ + v ) ¢ —2 q (2.72.a)
22 2,2 1.1 (1-7) N2
_ D(1-v)
Mpp = 7 (81,0 + % )
1 2 1 1
(2.72.Db)
_D(1-v) ,2
Q = =5 M ($ + W)
As expressdes (2.72) podem ser expressas,
implicitamente, como:
_ D(1-v) 2v v gq
MaB - 2 (¢a,B+ ¢ﬁ,a+ 1-v ¢y,76a6) * (1-V)A2 603
(2.73.a)
)\2
Qy = D(l—y)——i(cba + w,a) (2.73.b)

sendo:

s\ = Y10
= L

O sistema formado pelas equa¢des de equilibrio (2.67) e
pelas equagdes (2.72) constitui a base da Teoria de

Reissner, sendo na verdade um sistema de equagdes
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diferenciais de sexta ordem, que permite o atendimento de
trés condi¢des fisicas em cada ponto de contorno. Assim, na

borda simplesmente apoiada, tem-se:

w=0, ¢ =0 ("hard condition")
ou

w =0, M_ =0 ("soft condition")

A primeira condigdo impde deslocamento transversal e
rotagdo tangencial nulos na borda e coincide com a condigdo
normalmente usada na Teoria Cl&ssica de Kirchhoff. Ja a
condig3o alternativa ("soft"), prescreve w e Mg nulos.

O sistema de equa¢des obtido anteriormente pode ser
condensado em outro com trés equa¢des diferenciais parciais,
porém com ordem superior, de modo que continuem sendo
satisfeitas trés condi¢gdes em cada ponto da borda.
Substituindo-se os valores de ¢1 e ¢2 dados por (2.72.b) em
(2.72.a) tem-se:

2 1%
M = -D(w +VwW Y+ ———— (Q +v Q )+ ——
11 11 22’ t 7 ) e 32,2' 7 N7 1))
My, = ~Dlw 4w 4,04 22 (Qyp 2#V Q3 1)+ 3 :
! ’ AN (1-v) ' ! A (1-v)
1
M, = -D(1-v) w ,, + 3z (Q37,2%Q,,1) (2.74)

Utilizando-se a terceira equagdo de equilibrio (2.67)

tem-gse:

2 4
M = -D(w +VwW ) + —Q - - —
1 a2 3t Az(l—v)
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=
It

22 —D(w,22+vw

1

Z Q37 29,1

=
i

-D(1-v) w

112 ) (2.75)

12 +

Substituindo-se as equagdes (2.75) nas duas primeiras
equa¢des de equilibrio (2.67):

1 2 1 a4 a 2
Q1 - TV T - Dk VY

N A°(1-v) 1 1
(2.76)
1 2 0 2
0 - v°Q + = -D V' w
32 }\2 32 (1 v) x2 5x2

Derivando-se as duas equagdes (2.76) em relagdo a x; €

X, respectivamente e levando-se na terceira equagdo de

equilibrio obtém-se:

1
DVw—q—WFVq , (2.77)

O novo sistema de equag¢des diferenciais é formado pelaé
equagdes (2.76) e pela equagdo (2.77).
As equacdes de equilibrio (2.67) podem ser expressas

indicialmente, como:

(2.78)
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Admitindo-se a ocorréncia de momentos distribuidos na

superficie média de intensidade m

o' a8 equagdes de

equilibrio passam a ser:

(2.79)

Caso haja a possibilidade de ocorréncia de agdes
devidas a campos de deformagdes iniciais, tais como
temperatura, retrag¢do e inchamento, o tensor de deformagdes

pode ser imaginado como sendo composto por:

e o
eij = ei] + €ij (2.80)
sendo 5. a componente elastica devida ao carregamento

propriamente dito e as condig¢des de contorno prescritas. A
parcela E?j representa o campo de deforma¢des iniciais. No
caso das placas esta parcela corresponde a um campo de
curvaturas iniciais. A formulagdo pode ser conduzida em
termos de deformagdes ou curvaturas iniciais, conforme
apresentado por VENTURINI [2], para o caso de estados planos
de tensdo e deformagdo, entretanto & preferivel a formulagdo
dos efeitogs citados em termos de tensdes ou, momentos
iniciais. Para tanto, no caso de placas, o campo de
curvaturas iniciais é transformado em um campo de momentos

iniciais equivalente através de:

o

O
Mag = CapyeXye (2.81)

onde CaBYG sdo as componentes do tensor elastico de quarta
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o Cos s
ordem e'xve ag componentes do campo de curvaturas iniciails.
. G s s 0
Considerando-se o campo de momentos 1nicilails Maﬁ’ as
expressdes (2.73) passam a ser escritas como:

e

O
Myg = Mog - Mog (2.82)

af
e . .

onde, MaB é a parcela do momento calculado elasticamente, €

MaB é& o momento verdadeiro, computando-se o carregamento

propriamente dito e o campo de momentos iniciais.

Assim:
_ D(1 -v) 2v
MaB - 2 [ ¢a,ﬁ + ¢B,a A 7)) ¢y,76a6 ]
v q o
+ é - M (2.83)
(1-v)k2 af af
Fazendo-se:
“e _ D(1 -») 2v
MaB = —— [ ¢a'ﬁ + ¢ﬁ’a * T ¢7175aﬁ ] (2.84)
e
Me C X ; Xug = ¢ (2.85)
ap afyé "yo v6 v, 0
obtém-se;
- e _ra - m° 2.86
MaB MaB + (1—v)x2 aaB aB ( )
0 esforgo cortante pode ser expresso por:
(2.87)

Qg = Ci1B36 2%
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onde:

¢30 =W 0 + ¢6 (2.88)

[

A formulacdo admitindo-se a ocorréncia de momentos
iniciais & dtil e usual ©para modelar comportamento
nio-linear do material quando aplicada junto com uma técnica
de solugdes elédsticas sucessivas.

A figura 2.9 ilustra as deformagdes por cisalhamento
transversal, wse, ocorridas na placa. A reta perpendicular
a4 superficie média na situagdo indeformada, apbs a

deformagdo permanece reta,

Po

PLACA DEFORMADA

PLACA INDEFORMADA . ‘
FRETA PERPENDICULAR A SUPERFICIE ME'DIA

SUPERFICIE 4 /
e A {
) )

/

L

Fig. 2.9 - Deformagdo por cisalhamento trangversal ¢30
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de acordo com as hipéteses colocadas em 2.5, porém na
situagio deformada ndo é necessariamente perpendicular a
superficie média. A distorg¢édo ¢30 ao nivel da superficie

média & dada pela soma da rotagdo ¢0 com a derivada Wige
2.7. SOLUCKO FUNDAMENTAL DE PLACAS DE REISSNER

Para a solugdo do problema de placas pela teoria de
Reissner, através das equag¢des integrais de contorno, é
necessirio formularem-se as solugdes fundamentais pela
referida teoria. Para a obtengio destas solugdes
considera-se o dominio infinito Q* e o contorno
correspondente r*. Exprimindo-se as equa¢des de equilibrio
em fun¢do dos deslocamentos generalizados, obtém-se, neste

caso:

*

0
Aij (55—) uj(s) = - bi(s)

*
onde Ai. denota as componentes do operador de Navier dadas

J
por:
AY - (1-v) T CEY SN 1+v 92
af 2 af 1-v axa(s)axﬂ (s)
* o x  (1-v) 2 d
Ba = B34 = 7D 2 A axa (s)
* 0 (1-v) 2.2
By =D ——5— NV (2.89)
onde, v = 62/(6xa axa), é operador de Laplace.
Admitindo-se um carregamento unitério, representado
pela fun¢do Delta de Dirac 6(s,t), com singularidade
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localizada no ponto fonte g, tem-se:
* ) *
Aij (at_')ukj (S,t) = = 6(Slt)6ik

sendo 6ik’ o Delta de Kronecker, e u;j(s,t) a solugédo
fundamental em deslocamentos.

De acordo com WEEEN [83][84], solugdo fundamental
uij(s,t) é obtida pelo método de Hoérmander, sendo expressa

por:

u;B= m {[8B—(1—V) (2£nz—1)]6aﬁ—[8A+2(1-v}]r,ar,3}

* * 1 (2 ) (2.90)
Yys = Y3q T WD (2tnz - 1)rr, :
* 1 2
Uy, = —————, [(1L-v)z° (énz-1) -88nZz]
8TD(1-v) A

onde r, é a distincia entre o ponto fonte s e o ponto de

deslocamento t, sabendo-se ainda que;

r _ _0or _ o

'a axa(t5 T r
r, = xa(t) - xa(s) (2.91)
Z = AT

Nas expressdes acima aparecem ainda A e B que sdo

fungdes de z dadas por:

A(z) = K (2) + —=— (K (2) - —— ]
(2.92)
B(z) = K, (z) + —— [K (2) - —— ]
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sendo Ko(z) e K1 (z) fungdes de Bessel modificadas de ordem
inteira, podendo ser calculadas através de expansdes
polinominais dadas por ABRAMOWITZ e STEGUN [91], incluidas
no Apéndice A. A expansdo de A(z) para pequenos argumentos
mostra que esta fungdo é continua enquanto a expansdo de

B(z) apresenta singularidade do tipo inz.
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3 EQUAGOES INTEGRAIS DE PLACAS
3.1- INTRODUGAO

Neste capitulo sdo desenvolvidas as equa¢des integrais
de placas através da Teoria Cléassica de Kirchhoff e da
Teoria de Reissner, necessarias a formulagdo do problema
pelo Método dos Elementos de Contorno. Inicialmente, sdo
apresentadas de forma resumida as equa¢des integrais
basicas, de placas com espessura constante, submetidas a
carregamentos distribuidos, utilizando-se as hipbéteses de
Kirchhoff.

Na sequéncia, considerando-se as hipSteses de Reissner
e utilizando-se o método dos residuos ponderados sdo
deduzidas representa¢des integrais para deslocamentos e
esforgos em pontos do dominio e do contorno da placa. E
considerada a possibilidade de ocorréncia de cargas
distribuidas, concentradas, e momentos externos distribuidos
no dominio da placa, estudando-se também o caso particular
destes carregamentos distribuidos em 1linha. Além disto, &
considerada a possibilidade de atuagdo de campos de tensdes
iniciais que permitem a modelagem de efeitos gradiente de
temperatura, retragdo e ainda a montagem de algoritmos de

solugdo para problemas ndo-lineares.
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3.2. EQUACOES INTEGRAIS DE PLACAS PELA TEORIA CLASSICA
DE KIRCHHOFF

Neste item s3o apresentadas as equagdes integrais de
placas com base na Teoria Classica de Kirchhoff, necessérias
4 formulag3io do problema através do Método dos Elementos de
Contorno. A sua dedugdo pode ser feita utilizando-se o
método dos residuos ponderados ou o teorema da reciprocidade
de Betti. Uma dedugdo detalhada destas equagles &
apresentada por PAIVA [47], usando o teorema de Betti. Aqui
sdo apresentadas as equa¢des principais para a teoria
clissica, omitindo-se a sua dedugdo.

Considera-se uma placa isétropa de espessura constante
h, contorno qualquer I' e dominio Q, em equilibrio, contida
numa placa infinita de contorno r’e de dominio Q*, da qual
ela é apenas um subdominio, conforme mostrado na Figura 3.1.

As condigdes de contorno da placa sdo expressas por:

u = ﬁk’ isto &, deslocamentos generalizados prescritos
no trecho do contorno, Pu;

P = l-)k’ isto é, forcas generalizadas prescritas no
trecho do contorno Pp;
sendo:
T = Fu 16) Fp

Admite-se que o plano médio da placa indeformada
coincida com o plano XX, .

A placa em quest3o & submetida a dois carregamentos ndo

1] "~ * * [ .

simultineos q e q , sendo w e w as respectivas superficies

) * *

eliasticas a eles associadas, e ainda o0.. e 0.., €.. € €..,

1] 1) 1] 1]
os respectivos estados de tensdo e de deformagdo. Assim com

base no teorema da reciprocidade de Betti pode-se escrever:
* *

g,. €..dV = I o,. €,.4V (3.1)
IV 1) 1] v 13 1)
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Fig. 3.1 - Placa finita contida na placa infinita

Aplicando-se a igualdade acima as relagdes béasicas de
deformagdo/deslocamento e tensdo/deslocamento, apresentadas
no captitulo II e utilizando-se a integragdo por partes,
obtém-se a representagdo integral do deslocamento
transversal w, para um ponto 8 no interior da placa,
expressa por:

wis) + [ IV (s, T)w(T) - M (s,Thw, (T)]Ar(T) +
r

NC

* * *
+i§1Rci(s'T)wci(T) = Jr[vn(T)w (s,T)- Mnn(T)w,n(s,T)]dP(T) +

NC

* *
+ R, (Dw, (s,T) + IQ a(s)w’ (s,T)da(T) (3.2)
a

onde as grandezas denotadas com asterisco (*) sdo as
solugdes fundamentais associadas ao carregamento g%,
admitido como uma carga unitdria aplicada no ponto fonte g e
cuja representagdo matemidtica & a fungdo Delta de Dirac.

Estas solu¢des fundamentais sdo expressas por (2.47), (2.48)
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e (2.49), NC & o nlGmero total de pontos angulosos no
contorno da placa, conforme mostrado na Figura 3.2.

Fig.3.2 - Contorno com pontos angulosos

Derivando-se a equag¢do (3.2) em relagdo a direg¢do m,
obtém-se a representag¢do da derivada direcional, %%, para o
ponto s da placa:

* *
ov_(s,T) oM__(s,T)
awés) . [ n w(m) - nn — awéﬁ)]dP(T) +
r

*
NC OR_. (s,T) *
ci'®’ a aw (s, T)
+i§1 —am YeilT) = Ir {Vn(T) —om *

5 [ow Nc ow., (s,T)
- Mnn(T)-a_ﬁl— [ﬁ—(S:T)]} dr(T) +i§1RCi (T) — +
ow ) -
+ [ ae) 2588 ag (r) (3.3)
Q

q
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As equagdes integrais (3.2) e (3.3) foram formuladas
para um ponto g8 no interior do dominio da placa, entretanto,
para o Método dos Elementos de Contorno & necessirio a
obtengdo destas equagdes para o ponto fonte situado sobre o
contorno. Para tanto, & feita uma modifica¢do no contorno T,
de forma que o ponto fique situado sobre o contorno
original, conforme figura 3.3, sendo acrescido um contorno

circular 1‘6 em volta desse ponto.

Fig. 3.3 - Alteracgdo do contorno no canto da placa

As equagdes integrais sdo estudadas no limite quando o
raio €, do contorno acrescido em volta do ponto fonte, tende
para zero, considerando-se sempre os valores principais das
integrais envolvidas e a validade da condigdo de Holder.
Assim €& obtida a representagdo integral para o ponto S

situado sobre o contorno expressa por:

c(8)w(s) + [ [V(S,TIw(T) - M (S,Thw, (T)Idr(T) +
r

NC * * *
+ T R (S, Dhugy (D) = Ir[vh(T)w (8,T) - M__(S)w,_(S,T)]dr(T)
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Nc * *
+ R,; (D)W, (8,T) + IQ qa(e)w’ (s,t)da(t) (3.4)
a

sendo:

c
c = ==
(s) 7
Para o caso particular de pontos do contorno com
tangente ldnica, isto &, contorno suave, tem-se:

c(s) = 53—

As varidveis da equagdo (3.4) sdo os deslocamentos w(T)
e -—%%(T), e os esforgos Mnn(T) e Vn(T). Dependendo das
condigdes de borda da placa, alguns valores sdo prescritos e
, os correspondentes incdgnitos.

Uma alternativa para o cdlculo dos valores incégnitos é
escrever uma equagdo integral do deslocamento w(S) e uma
equagdo integral da derivada do deslocamento w(S) em relagdo
a uma coordenada n, normal ao contorno, no ponto fonte.
Para isto, é& necessario reescrever a equagdo (3.3) para o
ponto fonte S situado sobre o contorno da placa e para a
diregdo m coincidindo com a dire¢do n, isto &, normal ao
contorno.

Com o procedimento andlogo aquele utilizado para a
dedugdo da equagdo integral (3.4), obtém-se:

(S TW (T)1dr(T) +

% w8+ Ir[v;’m(s,T)w(T) - M;

NC , *
+ B R (8T gy (D) = Ir[Vn‘T’W,m‘S'T’ +
* * NC *
- Mnn(T)w nm(S,T)]dI‘(T) + Z Rci(T)wci m(S,T)+
4 i=1 4
(t)w'_(s,t)da_(t) (3.5)
+ IQ a(t)w (s, - .

q
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As integrais de dominio que aparecem nas equag¢des (3.4)
e (3.5), expressas por:

f a(t)w (s,t)da_(t)
o q
q

*
[ aerwl (s, 010 ()
Q q
q
podem ser transformadas para integrais sobre o contorno Fq
da regido carregada. Admitindo-se uma variagdo linear para a

carga q, dada por:

g(t) = g(s) + Ail (t) + B 22 (t) (3.6)

1’ %

um par de eixos coordenados com origem em s, de acordo com
[62] obtém-se:

P

onde q(s) & o valor da carga g no ponto fonte s, e X

*
IQ gl(t)w (s,t)qu(t) = 407D D I R.(tnR - 0,70)
q q

. (Acosf + Bsend) cosBdrq+q(s) I R3(£nR -0,75)cosBdI‘q
r

q
(3.7)

*
fQ q(t)w’ | (s,£)d0 (t) - 16@ j' RS (InR - 0,25) (Acosf +
a Tq

q(s)
BsenG)cos¢cosBqu 137D I R (inR- ——-)cos¢cosﬁd1‘q

‘a (3.8)
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Na figura 3.4 estdo ilustradas as grandezas
relacionadas & expressdo (3.8) e ao subdominio Qq, onde atua
a carga distribuida q.

Fig. 3.4 - Subdominio Qq com carga distribuida

64



3.3. EQUAGOES INTEGRAIS DE PLACAS PELA TEORIA DE
REISSNER

3.3.1- Equagles Integrais para Deslocamentos em Pontos
do Dominio

Utilizando-se o equacionamento basico para placas
através da Teoria de Reissner, apresentado nos itens (2.5) a
(2.6), s3o deduzidas aqui as representagdes integrais, para
os deslocamentos e momentos em um ponto qualquer da placa.

Considera-se a placa de espessura constante apresentada
na Figura 3.1, em equilibrio, sob a agdo de carga
distribuida q, normal ao plano x,x,, cargas concentradas,
momentos externos distribuidas m,s € a um campo de tensdes
iniciais generalizadas M&B, todos atuando no dominio da
placa. Em cada ponto do dominio este campo de tensdes

iniciais & caracterizado por trés componentes, a saber:

M11: momento fletor inicial resultante da integragdo da

0
componente o¢,., ao longo da espessura;

11
Mgz = Mglz momento torgor inicial resultante da
integrag¢do da componente 022 = ogl, ao
longo da espessura;
0

M,, : momento fletor inicial resultante da integragdo da

0
componente ¢

9p+ @O longo da espessura.

Através do método dos residuos ponderados, O erro
cometido na aproximagdo da solugdo da equagdo diferencial de
equilibrio pode ser distribuido de acordo com:
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* —_— * — *
r r
P u

(3.9)

Aplicando-se a equag¢do (3.9) & situagdo da placa, sob
as condi¢des de equilibrio dadas pela equagdo (2.79),
tem-se:

IQ[(MaB,B - Qqt ma)u; + (Q3a,a+ q)u;]dQ =

( P.)u; d 4,)p.d 10)
P u

*
onde u, é a solugdo fundamental genérica em deslocamentos
adotada como fung¢do ponderadora.

*
Deve-se notar que neste caso u, ja& representa os
deslocamentos ponderados genéricos na superficie média da
placa conforme definido por (2.61).

Integrando-se por partes, o primeiro e o quarto termo
do primeiro membro da (3.10), tem-se:

* * *
IFMUB nBuadF - IQMaBua'BdQ + IQ(-Qsa + ma)uadQ +
J' 0, n_u dr I 0, u  _ do I qu. do
+ u - + =
T 3o a3 0 3¢ "3, Qq 3 a

- — % -— *

P u

onde n, representa o cosseno diretor da normal no contorno
com o eixo X,

Observando-se que:
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*
.PMGB nBuadr

%*
I p. u_dr
r o o

~ * %*
0 n u dr = j p, u, dr
Jp 3aa o3 r 3 3

p * ' * *
p. u dr' + I p, u, dr' = I p.u.dr
Jr a o r 3 3 T 11

a equagdo (3.11.a) pode ser reescrita como:

* * * * %
_JQMaB ua,BdQ - IQQ3a(ua+ u3,a)dQ + Ig(maua+ q u3)dQ =

-J' p,uydl - I p,uydl - I (u;- @) p,dr (3.11.b)
T T r
u p u

Considerando-se (2.85), (2.86) e (2.87), a equagdo
(3.11.b) pode ser reescrita como:

vqbéb

0 af ] *
- c u - M 4+ —= |u daQ +
IQ[ aByl “v,0 af (1—v)x2 a,B

* * *
-.I.QC3°‘39 |[/30 ¢3a dQ + IQ(maua+ q u3)dQ =

—_ * — *
- p.u.dr - Ir piuidr - fr (ui- ui)pidr (3.12)
u p u

Fazendo-se, na equagdo 3.12,

*

*
Mye = Capyo Ya,8

* *
Q9 = C3a30 V30
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tem-se:

-I M, u ., do + I MO u* _da Y I qu 4o +
Q Y6 “vy,0 Q af a,B (1-v)A2 Q o

* * * . *
-IQQso Vyp dQ + IQ(maua+ q u,)de = - IP p;u,dr +

-I Eiu;dr - I (u, - ﬁi)pzdr (3.13)
r T
u

Considerando-se a expressdo (2.88), e integrando-se,
outra vez, por partes o primeiro e o quarto termos do
primeiro membro de (3.13), obtém-se:

* %* y *
-IFMYG neu,ydI‘+J‘QM70’e u dQ+I MO‘B ua B u—_v;-;i—IQqua'adQ +

o u,d . 4 4 de =
_IQQse u,da —IPQ36 ng u,dr +I Qso PRI +I (m u +q u, )

* *
—Ir p;u;drl - I p,udr j - W,)p; dr (3.14)

Observando-se que:

* * *
I M n,u dr" + I Q n, u, dr = I u, p, dr
r Y0 07y r 30 76 "3 r
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e ainda, reagrupando-se os termos do -primeiro membro de
(3.14), obtém-se:

% *
Iguy(M,Ye o - Qq)de 4 ,[Qu:* Qg 0 42 + I Maﬁ o p 4

+Iq[u;-—3— ;a]dQ+J.mudQ=
Q (l-v)x .

-I piu;dr —I ﬁiuz dar +I uip; dr +J ﬁip;dr (3.15)
T T r r
u p p u

Considerando-se que:

— * *
I p;uy dP +I p:u, d4dr =I p.u., dr
i7i r 11
P
e ainda que as solu¢des fundamentais envolvidas se referem
a um estado de carregamento unitdrio, representado pela

fungdo Delta de Dirac aplicada no ponto fonte s da placa
infinita, de forma que:

*

*
Myﬂ,ﬂ - st + 6(s,t) Cy(s) =0
(3.16)
*
Q3,Y',Y + O(Slt) C3 (S) = 0

onde Ci(s) é um conjunto de vetores unitdrios nas diregdes

X,

ir e

6( s,t) =0 se 8 ndo coincide com t
6( s,t) = ® se 8 coincide com t

69



I ult) 6(s,t)de” (t) = u(s) (3.17)
Q*

* _ * ( t)c * %*

a equagdo (3.15) pode ser escrita como:

-IQuy(t) 5(s,t)C, (s)dn - Igus(t) 5(s,£)C; (s)da +

v *

*
Jaw wien - —Lg

L(8/8)] dalt) +
(o) * *
+IQMaB(t) uy gle,e)da(e) « IQma(t) u(s,t) da(t) =

* *
-Irpi(T) u; (s, T)Ar(T) +Irui(T) p; (s, T) dr(T) (3.18)

De acordo com (3.17) pode-se escrever (3.18) como:

* *
u; (s) = IP[“ik‘S'T’ P (T) - Py (s,T) uy ()] Ar(T) +

* v *
Jae e - g u, (0] @

K 3 (o) *
+jguialﬁ(s,t)maﬁ(t) aq (t) +IQuia(s,t)ma(t)dQ(t) (3.19)

onde os pontos "s" e "t" pertencem ao dominio Q@ e "T"
pertence ao contorno I, u e pp sdo respectivamente os

deslocamentos e as for¢as generalizadas sobre o contorno.

70



Assim, a equa¢§o (3.19) exprime os deslocamentos no
ponto "s" do dominio, em fungdo dos valores dos
deslocamentos e das forgas no contorno, dos carregamentos gq
e m, aplicados ao dominio, e do campo de momentos iniciais

o]
MaB.

3.3.2- EQUAGCAO INTEGRAL PARA DESLOCAMENTOS EM PONTOS DO
CONTORNO

Visando a solugdo do problema no contorno através de
equagdes integrais, a equag¢do (3.19) deverd ser escrita para
o ponto fonte, S, situado sobre o contorno T.

Para isto, o contorno serd alterado, incluindo-se o
trecho em arco de circulo, Pe, com raio € e centro no ponto
S situado sobre o contorno inicial, conforme Figura 3.5, e

removendo-se T.

X,

Fig.3.5 - Alteragdo do Contorno no Canto da Placa

O angulo ¢ varia de 0 a (ZW-BC), no trecho acrescido

I' , enquanto o &ngulo § varia de 6, a (8,-8.).

el
Considerando-se a referida alteragdo a equagdo integral

(3.19) pode ser escrita como:
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_[u}, (S,T) p (T) - p;y (S,T) w (T)] dr(T) +

u; (8) = '[1‘-1‘

* *
+ Ir [u, (S, T) P (T) - p;y (S,T) w (T)] dr (T) +
€

1 4

*
u,
(1-v)>\2 1

*
W RCICISWERD
q

o, a(S:E)] dalt) +

* o) *
+IQuia’B(S,t)MaB(t) da (t) +IQ uj, (S, t)m (£)da(t) (3.20)

™
sendo Qq e Q. respectivamente, os subdominios de atua¢do da
carga distribuida e do momento externo distribuido.

A medida que se faz € tender a zero, o ponto S se

aproxima do contorno e, na condig¢do limite, tem-se:

2im * *
u. (8) = U, (S,T) py(T) - p:v (S, T) u, (T)1AT(T) +
1 f—)O P-f lk k lk k
, tim [ur, (S,T) p, (T) - pri(S,T) u, (T)]1dr (T) +
es0 dp ik Py Pik 'y k €

€

*
+j9 a(t) [uf, (s,t)
q

7——1;;; up, (S.t)] da(e) +
1-v !

* (o) *
+I9uia,6(s't)MaB(t) daq(t) +IQ uia(s,t)ma(t)dQ(t) (3.21)

m

72



Os limites sobre (I'-T') indicados em (3.21) sugerem que
as integrais sejam efetuadas no sentido de valor principal
de Cauchy, cuja existéncia pode ser demonstrada se uk(T)
satisfaz a condigdo de HOlder, ou seja:

lu (T) - w (8)| s BZ”

onde B e o sdo constantes positivas.

Estuda-se agora a parcela:

£im pzk(s,T) uk(T) dPE(T)

€->0 Fe

Esta parcela pode ser escrita como

* *
Lim j pri(S,T) u (T) dr_(T) = &im [ piy (S, T) [u, (T) +
€->0 I‘e ik k € €e>0 “Te ik k

¢im *
-u, (S)1dr _(T) + u, (S) p:, (S,T) dr_(T) (3.22)
k € €0 k Ire ik €

A primeira integral do segundo membro de (3.22) se

~

anula devido & continuidade de u (T) e a segunda, juntamente

com o primeiro membro de (3.21) podem ser expressos como:

*
C;, (S)= 6,,+ &im P:y (S, T) dI'(T) (3.23)
ik ik ¢ Ire ik

O estudo de cada um dos limites da equagdo (3.23) leva

(1+v) ,1

2i * BC 2 2
lmI Py (8, T) dT(T) = 5= -1 + ——= (5 +cos 6,)sen B
r

€->0 €

. * -1
£1mIrp12(S,T) dr(T) = 5?(1-v)[(1-coszﬁc)coszol—senzelsenzﬁc]

€-0
€

' (3.24)
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zimf p,, (S,T) dr(m) = cimj Py, (S, T)A(T)
€-0°T €->0 Pe

timj p,, (S,T) dr(T) = eimj p;, (S,T) dr(T)
€->0 Pe €->0 Pe

eimf p:3(S,T) dr(T) = éimI p;I(S,T) ar(T) = 0
€-07T €->0°T
€ €
» * [] *
ClmI ' P,, (S,T) ar(m) = Clmj Py, (S,T) dr(T) = 0
€->0°T €->0°T
€ €
¢ I * (s8,T) 4ar(T) Pe 1 (3.24 cont.)
im| p , = = - .24 cont.
€->0°T 33 27

€

As demais integrais que aparecem na equagdo (3.21)
possuem apenas singularidades fracas ndo produzindo termos
independentes no limite.

Assim, a equag¢do integral (3.21) para um ponto S
situado sobre o contorno pode ser escrita como:

* *
C,, (S)u, (S) = Ir[uik(S,T) P (T) - pyy (S,T) u (T)] ar(m +

| * S A
+ jQqqm tujs (5,8) - —2g uj, o (8,001dag(6) +

* o *
IQuia’B(S,t) Mg (£) dQ(t)+IQ uj (S,t) m (t)da_(t)

m (3.25)
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3.3.3- Forgas Fundamentais Generalizadas no Contorno

A segquir s3o deduzidas as expressOes das forgas
fundamentais generalizadas p;k, que constam das equa¢des
integrais (3.19) e (3.25), a partir das solugdes
fundamentais em deslocamento expressas por (2.90). Estas
forcas se referem ao dominio fundamental Q*, e representam a
resposta no ponto de deslocamento t, sendo causadas pela
agdo de uma distribuigdio de carga unitdria no ponto fonte s.
Esta distribuigdo de carga é modelada pela fungdo Delta de
Dirac. As forgas fundamentais generalizadas podem ser
expressas por:

* (s,£) = M . (8,t)
Py 5 apy 'St 08
* *
P3qo(8:/t) = M g (8,t)ng

(3.26)
*

*
P,Y3 (Slt) = Q%B‘Y(S't)nﬁ
NS

* (s,t) = M, (s,t)
Pj, s, = 333 s, t nB
sendo,

*

MaBy momentos fundamentais no ponto t, causados por
momentos unitdrios aplicados no ponto fonte s,
nas dire¢des generalizadas vy;

%*

MaB3 momentos fundamentais no ponto t, causados por
uma forga unitédria aplicada no ponto fonte s,
na direg¢do X, ;

*

Q357 : forgas cortantes fundamentais no ponto &,
causados por momentos unitdrios aplicados no
ponto fonte g, nas diregdes generalizadas Yy;

%*
0333 : forgas cortantes fundamentais em t, causadas

por uma forg¢a unitdria aplicada em g, na

75



diregdo Xy -

A partir das expressdes (2.73) pode-se escrever:

* _ D(1-v) * * 2y *
MaBy N 2 (uyB,a + uya,ﬁ Iy “yo,e 6aB)

*  D(1-v) . * * 2y *
MaﬁS - 2 (u3a,B + usﬁ,a * 1o Yi0,0 606)

(3.27)
2

* _ D(1-v)) * *

Gey =z Uy e

2
*  D(1-p)A%, * *
Qpy =7 (4 + Uz3, g

As derivadas de’u;j
sdo obtidas derivando-se as equag¢des (2.90) em relagdo as
coordenadas do ponto de deslocamento, t.

Considerando-se as express8es (2.91), bem como as

derivadas de A(z) e B(z) e de r L expressas por:

que aparecem nas equa¢des (3.27)

0z - A\r
axaiti - 'a

oA -r

'a ,
Bxa(t) 7 (zk1+2A)

(3.28)

_r'

dB o
a (zk1+A)

Bxa(tY =

ar’ﬁ ) 6aB- r,ar,ﬁ
Bxa(t) r

* i
As derivadas de uij em relagdo as coordenadas do ponto
de deslocamentos t sdo obtidas com a utilizagdio de (2.91),

(2.92) e (3.28), sendo expressas por:
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%

— - 1 -
uaB'Y = m [(4A+4Zk1+1 v)r,y&aﬁ +

- (16A+4zk1+2—2v)r,a g r’7+(4A+1'V)(6a7 r'ﬁ+6ﬁyr’a)]

* * 1

Uz, B = 30,8 = 84D ¢

bdﬁ (28nz-1) + 2r,ar,B]

* r,

W3, 0 T

a

- — [(1-9)2° (2tnz-1) -8] (3.29)
8mD(1-v)xr

Substituindo-se as expressdes (3.29) em (3.27) e em
seguida o resultado obtido em (3.26), obtém-se:

* 1

pya = 4wr[(4A+2Zk1+1_V)(5a7 o+ Ty, ny) +
+ (4A+1+v)r,7na - (16A+4zk1+2-2v)r,ar,7r,n]
2

* A
p73 = - 3= [Bny- Ar,Yr,n] (3.30)
p;a = - (;;V) {[2 (if:) enz-l]na +2r, r,n}

* 1
P33 =~ 237 I'n

onde, Tin é& a derivada de r na direg¢do normal no ponto t,

dado por:

or
r,n = 'am—t—y = r,a na (3.31)

Examinando-se as expressdes (3.29) e as expansdes de
Ko(z), Kl(z), A(z) e B(z) para pequenos argumentos conclui-

se que p;j possui singularidades do tipo énr e 1/r.
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3.3.4- Equagdes Integrais para Esforgos nos Pontos
Internos

O célculo de tensdes nos pontos internos €& de
fundamental importincia nd3o 86 na solugdo de problemas
lineares, mas principalmente no caso de anilise ndo-linear.
Do ponto de vista de precisdo e eficiéncia computacional, &
conveniente usar uma equagdo integral apropriada para o
cdlculo das mesmas ao invés de calcular os deslocamentos nos
pontos internos e derivid-los numericamente para a sua
obten¢do, como é feito no ME&todo das Diferengas Finitas e
usualmente no Método dos Elementos Finitos.

No caso das placas, a formulagdo para o célculo
das resultantes de tensio (momentos fletores, torgor e forga
cortante) nos pontos internos é feita a partir da
representagdo integral de deslocamentos (3.19) e das
relagdes esforgo/deslocamento (2.73) e (2.83).

Assim a expressdo integral de deslocamentos (3.19) e
suas derivadas apropriadas em relagdo as coordenadas no
ponto fonte 8, sdo substituidas nas relagdes
esforgo/deslocamento, obtendo-se entdo as expressdes

(desejadas.

Neste caso, deve-se notar que todas as derivadas
obtidas em relagdo ds coordenadas do ponto de deslocamento
t, expressas por (3.28), devem ser multiplicadas por (-1)

para que sejam vAlidas em relagdo as coordenadas do ponto
fonte g. Isto é, de acordo com (2.91) deve-se observar que:

Ex_TsT:"&;_ca—('ET:'r’a

e, em consequéncia:

0z
ox_(8) AT,

0 4
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oA g

axa(s) = T (Zkl + 2A)

dB _ Lo

6xa(s) = (zk1 + A)

ok r

1 ‘a

axa(s) = (zko + kl) (3.32)
ar,B ) r'ar’B-baB
6xa(s) r
ar,n _ T, of n By
axa(ST B r
Assim, apés a derivagdo e Trearranjo, resultam

expressdes integrais para os momentos fletores, torgor e

forcas cortantes, da seguinte forma:

* *
Myp(®) = [ ugg (s, Tpy (Mar(m - [ Papits My mar @y

* v
+ r o(s,t)g(t)de (t) + ——— q 6 +
IQ ap q (1-v) A2 ap
q
* * o
+ IQ topy (8, E)m (£)AQ (£) + Jgeaﬁyo(s,t)Mye(t)dQ(t) +
m .
+ g (s) M2, (s) - M2, (s) (3.33)
apyl Ve op
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* *
Qg(8) = Iru33k(s,T)pk(T)dF(T) - Irpaﬁk(s,T)uk(T)dF(T)+

* *
+ IQ 1y gls ) a(t)de, (€) + IQ ty gy (8, )M, (£)AQ (£) +
q m

* o
+ IQe3BYe(s,t)M70(t)dQ (3.34)
onde:
*  D(1-v)[.* * 2y * ]
uozB'y B _uozy,ﬁ +uB'y,ot 1T “07,05013_
*  D(1-v)[ * * 2y * i
uaB3 B 2 Luoz:!,B +u33,a M) u03,06aB_
U, o = ————D(I-V)AZ (uh +ur_ o)
3Ipy 2 By 37v.8
u* = D—(l'—wl‘—z—(u* +u* ) (3.35.a)
33 © 7 2 g3 *“33,B8 U
* _D(1-v) [ * * 2v * T
paB'y - 2 Lpa‘y,B +pB'y,a 11T poy,abaﬁ_
*  D(-w)[ * * 2y * T
Paps = — 2 |Po3,B *Pg3,a ¥ TT-7) Pp3, 6%4p]
p* = _____D(l—v)kz (p* +p* )
3By 2 By F37v.8
* _ D(l—V))sz( W * ) (3.35.b)
Pygs = —2 'Pps *Pa3z,g R
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*  D(1-v)[..* * v * *
T = TS5 e T T Carans * Ve *
(1-v) A
2v * 17 *
+ - 6 ~(u - —————u )
1-v) "aB 3.y (1.2 v0.07
re = Eillllxz[u* ur - ———l———(u* +u )]
Ja 2 a3l 33, (1-v)A2 «ab,d 30,0a
(3.35.c)
* _D@a-v)[ . * * 2y *
taBy - 2 [uay,ﬁ +uﬁy,a (1-v) 6&3“07,6]
2
* D(1-v) A [ * * ]
t = el .35.d
3 By 5 uBY *uy. 6 (3.35.4)

Considerando-se as relag¢gdes (3.32), derivam-se as
solugdes fundamentais qu em relagdo as coordenadas do ponto
fonte s, que em seguida s3o substituidas em (3.35.a),
obtendo-se:

*
YaBy

1
= ZTr-r-[(:usxfzzklﬁ» I'V)(aﬁvr’a

+ 6&7 r,B) +

-(16A+4zk1+2 - 2v)r,ar,ﬁr,y + (4A+ 1+v)6aﬁr,7]

* (- v) [ 2(1+y) _
uaﬁs = 87 \[ 1) inz 1]603 + 2r,ar,B}
2
* A _
Ysgy = Tz7 [Bavﬁ Ar'vr'ﬁ]
2
* A
u333 = —Eﬁ r’ﬁ (3.36)
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Derivando-se as forgas fundamentais de contorno (3.30)
em relagdo &as coordenadas do ponto fonte g, e
substituindo-se em (3.35.b), tem-se:

p* - D(a-v) (4A+2zk. + 1-v) (6 _n, + 6_, n_) +
By 4yl 1 ay' B~ Y8 "o
Y
2
+(4A+1+3v)6aﬁn7 - (16A+ 6zk1+ z ko+2 - 2v).
.[(nar,B + nBr,a)r,Y + (ayar'ﬁ + 673r’a)r'n] +

-(16A + 4zk1 + 2+2v)(6aBr,_Yr,n + nyr,ar,ﬁ) +

2
+(96A + 32zk1 + 4z k0 + 8-8v)r,ar,Br,Yr,n}

2
* D(1-v)A
paﬁ3 = —Z?§__—_[(2A + Zkl)(r'ﬁna + r,anB) +

- (8A+22k1)r,ar,ﬁr,n + 2A 6aB r,n]

2
* D(1-») A ,

- 2An7r,B -(8A + 2zk1)r,yr,Br,n]

2
- 2 2
p;ﬁs - 911-;l5—[(z B+ellng - (z'A + 2)r,Br,n] (3.37)

a7nr
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A influéncia de carga distribuida nos momentos e forgas

* *
cortantes, & dada por raﬁ e Ty

cujas expressdes, apds a substituigdo das derivadas de u

definidos por (3.35.c),

*
)

1]
ficam:
*  (1-v) 2(1-v) _
raB = BT {6aﬂ[ _TT:7T'£nz 1] + 2r,ar,B +
4y
T T TS 5 (2rl x, - 6 )}
(1-v)A2r2 a’'B af
(3.38)

SR W]
38 2mr «x

A influéncia do momento distribuido externo m_6 nos

*

valores dos esforgos nos pontos internos & dada por tiBY'
*

(3.35.d). Apbés a derivagdo de uij e a substituigdo nestas

expressdes tem-se:

1
tapy = ToE [0 *+ 42K 210 | gz + b

afy Byr’a) +

+ 2r, 6aB (4A + 1+v)—2r,ar,Br,Y[16A + 4zk1 + 2(1—v)]}

*

2
_ A -
twY = 5= [BcSBY Ar,ﬁ r,y] (3.39)

A influéncia do campo de momentos iniciais nos valores
dos momentos fletores e torgor, de acordo com (3.33), é dada
por:
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_ * O o
Iaﬁ(S) = IQedﬁYo(s't) Myo(t) daQ(t) + gaByG(S) MYe(s)

Esta expressido se origina da derivagdo do termo,
* o = ~ 5
IQuid:B(s't) Maﬁ(t) dQ(t), da equagdo (3.19), em relagdo as

coordenadas do ponto fonte 8, e de sua substituigdo em
(2.83), quando da formulagdo da expressdo (3.33) para MaB'

Isto é:

_ D(1-v) 3 * o
IaB(S) = 2 {BXB(S) -[Qua,ylo(slt) M'Ye(t) dQ(t) +

b 2 I b (s,t) MO, (t)da(t) +
5xa(si 0 By,0 "' Yo

¢ 25 0 ur . a(s,t) MS,(t) da(t)
1-v af Exnlsi Q 7Y, 6 Y0

Cuidados especiais devem ser tomados na derivagdo das
fungdes do tipo “57,0' sob sinal de integra¢do devido a
presenga de singularidade do tipo 1/r nestas fungSes. A
dedugdo detalhada de e;BYo e de gaﬁye é apresentada no item
(3.3.6).

A influéncia do campo de momentos iniciais no célculo

P

das forgas cortantes, pela expressdo (3.34), & dada por:

* o)
I, , = j &5 gyo (5/E)M7 (£)d0

3B
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Esta expressdo aparece devido a derivagdo do termo,

* o
Iﬂuialﬁ(s,t) Mg (£)da ()

da equac¢do (3.19), em relagd3o as coordenadas do ponto fonte
s, e de sua substituig¢fio em (2.73.b), quando da formulagdo

de Qsﬁ'

Isto é:

2
D(1-»)A * o
I, = ———5————[I9u37'0(s,t) Mg (£) da(t) +

3 * o

A dedugdo detalhada de e;ﬁye também é apresentada no
item 3.3.6.
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3.3.5- Cargas e Momentos Distribuidos no Dominio

Conforme pode-se observar nas equag¢des integrais (3.19)
e (3.25), o8 efeitos do carregamento e do momento,
distribuidos s3o calculados por meio de integrais sobre os
subdominios Q_ e Q.-

A integral da carga distribuida pode ser transformada
numa integral sobre o contorno da regido carregada I _, por
meio de transforma¢des apropriadas, conforme WEEEN [83] [84].
Assim, considerando-se carga uniformemente distribuida q, no

subdominio Qq’ e utilizando-se o teorema de divergéncia,
obtém-se:

* ) * 7] _
IQ q(t) [ui3 (s,8) - g SRNERS) CENTRE
q

= q(t)J' [v;’a(s,t)— —r u;a(s,t)ﬁnadr‘q(t) (3.40)
Pq (1-v) A .

*
onde a fungdo vy a(s,t) deve satisfazer a:
'}
* *

* e
As expressdes fundamentais vy a(s,t) que atendem a condigédo
14
(3.41) s3o dadas por:

2
* r
Vo, = Tﬁﬁ)—[baﬁ(“nz-s)+2(4mz'3)r'a r'B]

(3.42)

. rr,B

3 [32 (2¢nz-1) —z2 (1-v) (4£nz-5)]

<
3%
™

1l

1287D(1-v) A

A influéncia da carga uniformemente distribuida q no

cdlculo dos esforgos nos pontos internos, dada pela integral
de dominio:
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J

pode ser substituida por uma formulagdo alternativa a partir

*
oq riB(s,t) q(t) dﬂq(t)

das expressBes integrais sobre o contorno da regido
carregada, (3.40) e (3.42). Considerando-se as definigdes
dos momentos fletores e torgor expressas por (2.83) e das
forgas cortantes por (2.73.b), obtém-se:

IF W;B(S,t) qg(t) dr_(t) (para os momentos fletores e
q torgor)
a
(3.43)
[g,w;B(s,t) q(t) qu(t) (para as forgas cortantes)
q .

As integrais acima referem-se ao contorno da regido
* *
carregada Pq(t) e as solu¢des fundamentais, wiB(s,t), ficam

definidas por:

* _ D(l_v) * * _ v * *
waB(S’t) = ——5_——{VQIYB+VBY:Q ?I?;TIE (uaY:ﬁ+uﬁY:a) +
2y * ) *
+ 1=y aaB[Ve,'Ye - m uey'o]}ny (3.44)
w* (S t) = M[v* +v* - _V___ (u* +u* )]n
37 2 By 3,78 (1_,yx2  BY 3V.BLTY
Considerando-se as expressdes de u&BY e uk dadas em

3By
(3.35.a) tem-se:
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w* = M [v* +V* + zv 6 v* ]n - ___v__ u* n
af 2 o,yB" "B,ya T (1-v) "aB 0,v6] 'y (1-v) A2 aBy’y
o D(1-v) A2 [v* .o ]n v (3.45)
3B 2 Biy 7 T3.YBITY (1A 3BYY '

Efetuando-se as derivadas das expressdes (3.42) em
relagdo as coordenadas do ponto fonte s e substituindo-se em
(3.45) obtém-se:

waB = - 3%?{(4£nz'3)[(1'V)(r’Bna+r’anB)+(1+3V)6aBr’n] +

v *
+ 4[(1 v)r,ar,B+ vbaﬁ]r,n} - m uaB,Y n,Y (3.46)

) *
wsﬁ = 8W[(2£nz—1)nﬁ+2r,ﬁr:n] - 7;?;7;? uSBYnY

Caso a carga distribuida atue sobre um subdominio
retangular estreito e alongado, com forte preponderé@ncia do
comprimento sobre a largura b, para efeito de anédlise
numérica é conveniente considerar-se uma distribuigdo de
carga equivalente, sobre a linha média do subdominio (Figura
3.6). Para tal, considera-se que a carga distribuida gq seja
constante ao longo da largura b, de forma que:

dQ_ = b dr
q d q
(3.47)

q = bg
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Fig. 3.6 - Cargas ou Momentos Distribuidos sobre
Dominios Estreitos e Alongados.

Neste caso, a parcela das equa¢des integrais (3.19) e

(3.25) referentes & carga distribuida expressa por:

- * _ v *
I = JQqq(t)[ui3 (s, t) ‘“———(l_v))\zum,a(s’t)]dgq(t) (3.48)

pode ser escrita, levando-se em conta (3.47), como:

P * - v * _
I = Ir [ui3(s,t) Iztzyzi uia,a(s't)]q(t)drq(t) (3.49)
q

A influéncia da carga distribuida em linha gq, nas
expressdes dos esforgos internos & considerada tomando-se a
parcela correspondente nas equa¢des (3.33) e (3.34), abaixo
destacada,

*
IQ rio(s,t) alt) da (t)
q

e substituindo-se as rela¢des (3.47) na mesma,
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Jr r;a(s,t) q(t) drq(t) (3.50)
q

Caso o ponto fonte esteja situado sobre a linha de
carga & necessirio, estudar-se a integral (3.50), uma vez
que a fungdo r;B(s,t) contida no integrando apresenta
singularidades, quando o raio tende para zero. Para tanto, ©

contorno da linha de carga é alterado conforme Figura 3.7.

Xz‘

aM-€dd

f’

Xy
Fig. 3.7 - Contorno da Linha de Carga Alterado

Reescrevendo-se a integral (3.50) para o contorno

alterado e tomando-se o limite quando ¢ tende a zero,

tem-se:
tim * a _ &im * _
el p LF ryp(s:t) q(t) ar(t) = o o raB(s,t)q(t)dr(t) +
€ € €
* _— pr—
. .51
* 2_1)'; IT ryp(s.t) alt) dr (t) (3.51)

A primeira parcela do segundo membro de (3.51) deve ser

considerada no sentido de valor principal de Cauchy e sua
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existéncia pode ser demonstrada se g(t) satisfaz a condigéo
de H&lder. A segunda parcela por sua vez pode ser escrita

como:

£im (s, t)q(t)dr (t) = &im r (s,t)[—(t)-_(s)]df (£) +
eeoI B If ap . d €

+ tim g(s) I B(s ,£)dF_ (t) (3.52)
€->0

Te
Considerando-se a fungdo q(t) continua, a primeira
parcela do segundo membro de (3.52) se anula. Levando-se em
conta as expressdes (3.38), pelo estudo da segunda parcela

pode-se concluir que:

tim q(s) I 3(s ,t) dF (t) =0 (3.53)
€0

e
Em suma, no calculo dos mo-entos fletores e torgor, a
influéncia da carga distribuida em linha, quando o ponto
fonte g estiver situado sobre a mesma, no limite e tendendo
a zerxo, ("' - FE) tende a I', e a primeira parcela do membro
de (3.51) fica:

j_ Tog(s, ) (E) AT (E) (3.54)
q

Para o cdlculo das forgas cortantes, em pontos sobre a
linha de carga, o estudo pode ser conduzido de maneira
andloga 4adquela utilizada no equacionamento dos momentos.
Considerando-se o contorno alterado (Figura 3.7), a integral
(3.50) referente & contribui¢3o de g, no limite quando €

tende a zero, pode ser escrita como:
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tim _ Typle0)(6)dr(e) = tim[  rj (s, 0)F(E)dr(e) +
€-0 F-P€+Fe r-r

* —_
4+ &im r,,(s,t) q(t) dr_(ct) (3.55)
€->0 If 3B €

A primeira parcela do segundo membro de (3.55) deve ser
considerada no sentido de valor principal de Cauchy, podendo
ser provada sua existéncia se q(t) satisfaz & condigdo de

H8lder. A segunda parcela pode ser expressa como:

* — — * — -— —_—
tim[ =¥ (s,£)(£)dF (t) = tim[ = (s,t)[q(t)-q(s)]dr (t) +
eeoffe 3a € eeoffe 3a €

+ &im g(s) ff ry (s,£) dF(t) | (3.56)

€0
€

Com a hipdtese da validade da condigdo de Hélder, para
a fung3o g(t), a primeira integral do segundo membro de
(3.56) se anula. Pelo estudo do limite da segunda integral,

considerando-se as expressSes (3.38), conclui-se que:

n
tim g(s) I_ ry (s,£) dT_(t) = q(s)-2 (3.57)
€20 I‘e

onde:
sen o
n =
o -cos a

Portanto, resumindo-se a contribui¢do da linha de carga
distribuida, no cdlculo das forgas cortantes, quando o ponto

fonte estiver localizado sobre a mesma, fica expressa por:
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n

a(s) + I ry d(t) ar (c) (3.58)
T

q

De forma anédloga, no caso do momento externo
distribuido atuando sobre um subdominio estreito e alongado,
como indicado na Figura 3.6, é conveniente considerar-se a
distribuigdo em linha. Assim:

de = b dr
m m
(3.59)

m_ = bm
o o

A parcela das equagdes (3.19) e (3.25), referente ao
momento distribuido externo, dada por:

*
I, - fQ uj,(s,t) m_(t) da_(t)
m

pode ser reescrita, utilizando-se (3.59), como:

* —_
I, - Ir uy (s, t) W (t) dr_(r) (3.60)
m

No caso do momento distribuido em linha, desenvolve-se
um estudo inteiramente andlogo ao que foi feito para a linha
de carga q, visando-se o célculo dos esforgos. Assim, a
contribuigdo da 1linha de momentos, Ea, é considerada
tomando-se a parcela correspondente nas equagdes (3.33) e
(3.34) dada por: '

*
IQ tigy (S:t) m (£) da (t)
m

e substituindo-se as relag¢des (3.59) na mesma, obtendo-se:
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* —_
Ir tigy(8,€) W (£) drp(t) (3.61)
m

Caso o ponto fonte esteja situado sobre a linha de
momentos, considera-se o contorno alterado conforme Figura
3.7. A integral (3.61) para célculo dos momentos, no limite

quando ¢ tende a zero, & agora escrita da seguinte forma:

* —
L t , ar =
eig Ir_r 5 aBy(S t)my(t) (t)

* —
- ﬁi‘;‘ Ir-r topy (8, E)T, (E)AT(E) +

€
+ tim [ t;‘gy(s,t)t—ny(t)d'fe(t) (3.62)
€>0 “Te ’

Considerando-se a primeira integral do segundo membro ’
de (3.62) no sentido de valor principal de Cauchy, pode-se
provar sua existéncia, caso ﬁy(t) satisfaga a condigdo de
Holder. A segunda parcela do segundo membro de (3.62) pode

ser expressa COmo:

] * —_ —

ﬁ.l,f,'jf topy (8, 8V, (D)AT (E) =

- zimJ’ t*  (s,t) [@ (t)-m(s1dT_(t) +
eso IT_ BT v €

— * n
+ tim m_(8) J' t*  (s,t) dF_(t) (3.63)
eso ¥ fe By €
Admitindo-se a validade da condigdo de Hblder para a

fungao EY(t), a primeira parcela do segundo membro de (3.63)
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se anula. Estudando-se os limites da segunda parcela do
segundo membro de (3.63), com a consideragdo das fungdes

3.39 t* i - :
( ) para GﬁY(s't) conclui-se que

R * — —
iig m(S)IFGtQﬁY(S't)dre(t) = my(s) Iaﬁy(s't) (3.64)
sendo:
* 1 6
Idﬁ? = 5?[(3-v) oan,Y + (5—v)(6ayn3 + 637na) +

2
- 5(7-v)(6aﬁn7 + aaynﬁ + 637na - nanﬁny)] (3.65)
Assim, a contribuigdo de ﬁY(t) no calculo dos momentos

quando o ponto fonte g estiver situado sobre a linha da
distribuig¢do, fica expressa por:

— * —
m (s) Ip (s,t) + Ir t gy (8, 6V, (£)dr (E) (3.66)
m

A contribuigdo da linha de momentos distribuidos ﬁy, no
cdlculo das forgas cortantes, para pontos situados sobre a
linha, é& desenvolvida de modo andlogo ao que foi feito para
os momentos. Considerando-se o contorno alterado (Figura

3.7) e a integral (3.61) correspondente ao esforg¢o cortante,

tem-se, no 1limite, quando € tende a zero, a seguinte
expressdo:
* — * —_
Lim t (s,t)m_(t)dr(t)= &im t (s,t)m_(t)dr(t)+
e>0IT-T +T_ 3BY Y eso'T-r_ 3BY Y
€ € €
+ tim[_ €70 (s,0)W (£)dr(e) (3.67)
€0 1‘6 Y Y
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Novamente, aqui, considerando-se a primeira integral do
segundo membro de (3.67) no sentido de valor principal de
Cauchy, pode-se demonstrar sua existéncia, caso ﬁy(t)

satisfaga a condigdo de H&lder. A segunda integral pode ser
expressa CoOmo:

* - * — — -
L3 t 't =£1 ; - T
eigffe 3 gy (8/E)T (£)AT (£) 2-1:31'[? t; gy (5.8) [, (0) 5 (o) | T,

— * —
+ &im m(s) t (s,t) 4T (3.68)
€50 If 3By €

€

Admitindo-se a validade da condigdo de Hblder para
ﬁy(t), a primeira parcela do segundo membro de (3.68) se
anula. Pelo estudo da segunda parcela, no limite quando €
tende a zero, levando-se em conta as fung¢gdes fundamentais
t;BY(S’t)' vé-se que a mesma se anula. Sabendo-se ainda que
no limite, P—Fe tende a I, a contribuigdo da 1linha de
momentos distribuidos no cédlculo das forgas cortantes, para
pontos sobre a mesma, se resume na primeira parcela do

segundo membro de (3.67) rescrita como:

* —
Ir ty gy (8,8 B (£) AT (E) (3.69)
m

3.3.6- Influéncia do Campo de Momentos Iniciais no

Calculo dos Esforgos nos Pontos Internos.

A considerag3o correta do campo de momentos iniciais
atuando no dominio da placa & de fundamental importdncia né&o
s6 para a modelagem dos efeitos de gradientes de
temperatura, e retrag¢do, entre outros, mas também para a
solucdo de problema ndo-lineares. Como o c&dlculo dos
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momentos nos pontos internos requer a derivagdo de fungdes
u;Y’o, sob o sinal de integragdo, e estas fungdes contém
singularidades, deve ser adotado um procedimento apropriado
de acordo com o conceito geral apresentado por MIKHLIN [92].
Este mesmo procedimento foi adotado anteriormente nos
trabalhos de TELLES e BREBBIA [93], e BUI.[94], para anédlise
de problemas de estado plano de tensdo e de deformagdo. A
influéncia do campo de momentos iniciais no cédlculo dos
momentos fletores, conforﬁe mostrado na segdo 3.3.4, é dada

por:

_ D(1-¥) 9 * o
IaB(S) = 3 {6xﬁ(s) IQuay,O(s’t)Mye(t)dQ(t) +

9 J.u* (s,£)M°, (£)dQ(t) +
axaisi Q By,0" "' vé

2y ad * o

* . * ~ -~
sendo uBY g 2as derivadas de uBY em relagdo as coordenadas
’

Xg de ponto de deslocamento t, expressos em (3.29).

Fig. 3.8 - Dominio Qe
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Fazendo-se

*
vV = timj u L )M, (t)dal(t

onde Qe € o dominio remanescente quando é removido do
dominio Q um pequeno circulo de raio €, e centro no ponto
fonte g (Figura 3.8). A derivada apropriada da Vo pode entdo

ser escrita como:

ov
a

e - £im{5§%T§T I u;Y e(s,t)Msa(t)dQ(t)} (3.71)
Q 1
€

€0

Com base no trabalho de MIKHLIN [92] e nas referéncias

[93,94], pode-se escrever:

ov
a

3 *
axB(s) = anﬁ(sT Yay,

(o} O —%
o(s,t)Mye(t)dQ(t)-Myo(s)IruaY'Gr,BdF(t)

1
(3.72)

onde a primeira integral deve ser interpretada no sentido de

valor principal de Cauchy, rl representa o contorno de um

circulo de raio unitério centrado no ponto fonte s e, r,B é

a derivada de r com relagdo & coordenada xﬁ do ponto de
—% .. *

deslocamento t. A funcgdo uay P é€ o limite de uay,o quando o

’

raio € do circulo tendo a zero, isto é&:

—% *

Yoy, = ﬁ;g Yay, 6

*

Examinando-se as expansdes polinominais das parcelas de uay 6
’

(3.29), dadas no Apéndice A, tem-se:

—* 1 1
uay,o = - T {EA-I) e [(3_V)r’66ay + 2(1+v)r,ar,7r,e +
-(1+v)(6aer,Y + 670r’a)] (3.73)
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Tomando-se um elemento diferencial dI' sobre o contorno

do circulo de raio € da Figura 3.8:
dar = € d¢
tem-se que:
2m_,

-% -
u r,, dr = I ,
Irl ay,6 ~'B o Yoy, 0 '8

ed¢ (3.74)

Efetuando-se a integral acima obtém-se:

2m_, 1
Io uay,er'ﬁed¢ = - §5TT777[(7'V)6a7666 - (1+V)(6a3670 +
* 040 Opy)] (3.75)
Analogamente:
avﬁ a * (o} El le) I ar (t)
3% (T =) 3% Ty Upy,o (S E)M e (0) Q(t)-MYe(s)j Ugo oTr o
o Q o rl
(3.76)
sendo:
—% 1
JI‘ uﬁy'er'“dr - §ﬁTT77T[(7_V)63760a B (1+V)(6a3570 +
1
* 660 5ay)] (3.77)

Analisando-se a terceira integral de (3.70) tem-se:

d —* o _ ad * o
WETIQ“W,G‘s't’Mvo‘t’dQ‘t’"Ig ax, (o7 Uy, oMyed0 (0

o) —
_Myo(s)jrrnyler,ndr‘ (3.78)
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onde:

o

— o
I U, pTs ol = - 8 (3.79)

Somando-se as integrais (3.75), (3.77) e (3.79),

obtém-se:
_ D(1-v) l
gaByG(S) = ——————[ I [uay, r,ﬁ + uBY, ot
2 —*
+ W baﬂun,ylor,n]dl‘ (3.80)
1
gaByo(S) = _5—[(3_V)(6a7 603 + 6By 6ea)— (1-3v)6a3670)]
(3.81)

Considerando-se as primeiras parcelas integrais de
(3.72), (3.76) e (3.78), e efetuando-se a soma obtém-se:

D(1-v) 0 * d *
IaB(S) = ——5—— {IQ[W ua,Ylo(s,t) + a—}—{;—(—s—)— uBY’e(s,t) +

2v

+ Ty Sap ﬁ—y vy 0(e0)] Mg Eran(e) (3.82)
ou,
I_,(s) = * o (s,t) M2, (t)da(t) (3.83)
g s’ = IQ Sapyo %= Tyo '
onde:

* D(1-v) e] * i) *
eaByo(s’t) = 5 [axﬁ(s) uay,o(s't) + 52;757 uﬁY:O(S't) +
+ 2 (s, t)] (3.84)

(T-v) aB ox l ) ny,e
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. * s
Derivando-se as fungdes uay g €™ relagdo as coordenadas
’
xB do ponto fonte g, e considerando-se as relag¢des (3.32),

obtém-se:

a*
uay,o -1

axB(SY ) 47D(1-v)Tr

2
5 {[16A + 122k1+2(1-v)+4z ko] r,Br,ede +

+ [16A+4zk1+2(1-v)] (r’Br’ybaﬂ + r,ar,ﬁ 678 +
+ r'yr’obaﬁ +r,ar,0667 + r’ar'ybﬁo) +

-(4A+1-v)(600637 + baB 670) - (4A+4zk1 + 1—v)607666 +

2
- [96A + 322k1 + 4z ko + 8(1—v)]r,ar,Br,Yr,e} (3.85)

Particularizando-se a expressdo (3.85) para o caso,
a=B=7, obtém-se:

a*
uny,ﬂ -1

axn(sf B 2 7Dr2

(2r,0r, - 6_,) (3.86)

Y Y6

Substituindo-se as derivadas (3.85) e (3.86) na
expressdo (3.84), obtém-se:

* 1

Cafyd = T L__2

{[ 16A + 122k1 + 2(1-v) + 4z2ko].
8nr

.[r,e r,ﬁ 6ay + T, r,a 637] + [ 16A + 4zk1 + 2(1—v)].
.[2r,ﬁ r,y 6a6 +2r,a r,B 670 + 2r,Y Tip 5aB +

- ESTRUTURAS
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+ 2r'a r'Y 660 + T, T 631 + r,B r’Bbay) -(4A + 1-v)x

xr26

o
v

+ &

af 673 + 660 Yo

aB o] ] - (4A + 4zk1 + 1-v)x

(

(640 Sgy * Bay 530]

[96A + 32zk1 + 4z2ko + 8(1—v)]x

4

X 2r,a r,ﬁ r,Y r,o] + 4v 6aB [Zr,y Y, o - 6Y0]} (3.87)

\

O procedimento para a consideragdo da influéncia do
campo de momentos iniciais nos valores dos esforgos
cortantes €& andlogo ao que foi utilizado para os momentos.
Assim, conforme mostrado na segdo 3.3.4, a parcela que
exprime a influéncia do campo de momentos iniciais nas

-

forg¢as cortantes & representada como:

2
_ D(1-v)A * o
I ———5————[IQ[u37,0(S,t)MYG(t)dQ(t) "

I

+ EE%TET I u;Y 0M$0(t)d0(t)] (3.88)
Q ’

*
iy

relagdo & coordenada Xg do ponto de deslocamento t, dadas
*

por (3.29). Deve-se observar, neste caso, que a fungdo u3Y 0
7

ndo apresenta singularidade fortes, portanto:

% * . ~
sendo, uﬁy,ﬂ(s’t) e u37’0(s,t) as derivadas da fungdo u em

0 * o
EEZTET IQu3Y:0(S't)MYe(t)dQ(t)

= JEKQTETu;y e(s,t)Mso(t)dQ(t) (3.89)
a 1
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.. *
Exprimindo-se eaﬁyo como:

2
e;BYO(s,t) = p(1-n A [u;;Y g (8.t) +

3 * | 0
+ W u37,0(s’t)] (3.90)
a integral (3.88) pode ser reescrita como:

I,g(s) = IQe3BYG(s,t) MOp(6) dofe) (3.91)

*
Derivando-se, entdo, u37 g ©m relagcdo as coordenadas do
, )

ponto fonte g, obtém-se:

*
du (s,t)
3y, "' _ _ _1 - -
axﬁ(s) B 4nDr [2r’B r'y Trg 610r’ﬁ 660r’7+
- 637 r,G] (3.92)
au;Y g (8,t) .
Substituindo-se, 6xB(s) e uBy,B(S’t) na

expressdo (3.90) obtém-se:

2
* A
S oyo =~ ~zwE| (B * ) Tig Bgym (4R + Tk )T g x. Tge

+ A[éﬁo T+ b r,B]] (3.93)
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4 ELEMENTOS DE CONTORNO .
4.1. INTRODUGAO

Neste capitulo é apresentado um procedimento geral para
a abordagem numérica visando-se a solugdo das equagdes
integrais de placas formuladas anteriormente.

Considerando-se as dificuldades inerentes & solugdo
analitica de tais equa¢des, para a quase totalidade das
aplicagdes praticas de placas, efetua-se uma transformagdo
algébrica que vai permitir a obtengdo de um sistema de
equagdes lineares.A transformag@io implica na discretizagéo
do contorno da placa em segmentos, denominados elementos de
contorno, sobre os quais os deslocamentos e as forgas de
superficie sdo interpolados, de acordo com fungdes
aproximadoras previamente escolhidas. De forma andloga, as
integrais de dominio podem ser computadas, numericamente ou
analiticamente, sobre pequenas &reas denominadas células,
nas quais os valores de momentos iniciais ou de outras
distribui¢des sdo interpolados por fungdes aproximadoras
bidimensionais pré-estabelecidas.

As equag¢des resultantes da transformagdo das equagdes
integrais de contorno constituem um sistema linear algébrico

de equagdes nas quais as incbdgnitas s&8o representadas por
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valores dos deslocamentos e forgas de superficie.

Em cada ponto de colocagio s3o geradas duas equagdes
correspondentes a cada uma das coordenadas generalizadas
(deslocamento transversal e rotagdo normal no contorno)
quando o problema é formulado pela Teoria Cléssica de
Kirchhoff. Quando se utiliza a Teoria de Reissner, sdo
geradas trés equagdes em cada ponto de colocagdo relativas
ao deslocamento transversal, rotagdo normal e rotagdo
tangencial ao contorno.

Impondo-se as condigdes de contorno, o gistema &
resolvido; em seguida s8o calculados de forma direta os
valores de deslocamentos e esforgos nos pontos internos. Sido
apresentadas a seguir as abordagens para ambas as teorias,
Kirchhoff e Reissner, sendo analisadas diversas alternativas

para a formulagdo das equagdes.
4.2. ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PLACAS DE KIRCHHOFF

Os trabalhos desenvolvidos por PAIVA [47], SILVA [62],
e CALDERON [95], todos &les versando sobre a aplicagdo do
Método dos Elementos do Contorno para placas com base nas
hipdteses de Kirchhoff, tratam detalhadamente da
discretizagdo e de diversas alternativas para a formulagédo
do sistema de equagdes. Aqui este assunto serd abordado de
forma resumida, ressaltando-se as conclusdes principais
apresentadas nos trabalhos citados.

As equa¢des integrais (3.4) e (3.5) exprimem relagdes
entre deslocamentos w, 9dw/dn e esforgos Vn' Mnn para pontos
do contorno. A discretizagdo do contorno em elementos, e a
aproximagdo dos valores de contorno sobre os elementos
permite a transformagdo das referidas equagdes integrais em
um sistema de equagdes lineares, quando escritas para um
ndmero conveniente de nés singulares, cujas incbgnitas sdo

os valores nos pontos nodais do contorno.
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4.2.1- Discretizag#o das Equagdes Integrais

O contorno da placa é usualmente aproximado por um
nimero finito de segmentos retos ou curvos denominados
elementos. Neste trabalho consideram-se apenas elementos de

contorno retos Fi’ conforme ilustrado na Figura 4.1.

Xz‘

v

/

X1 CONTORNO REAL

Fig. 4.1 - Discretiza¢do do Contorno da Placa.

As coordenadas de um ponto genérico m, do elemento de
contorno Fi s3o parametrizadas em fungdo das coordenadas dos
nés de extremidade, através de coordenadas locais homogéneas

¢ (Figura 4.2)

sz

2 2
PONTO 2 ( X{ ,X3)

PONTO 11X} X3)

o

1
1 xl

Fig. 4.2- Descrigdo Geométrica do Elemento Linear.
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Assim, as coordenadas do ponto genérico m ficam

expressas por:

= yTx ™ (4.1)
onde
X m
m 1
f = { xz} (4.2)
o7 (£) 0
I = | T (4.3)
~ 0 ¢ (&)
¢ xi \
xZ
x N i ! (4.4)
2
\xz J
sendo, X, € X, as coordenadas cartesianas, 3(N) o vetor de
(T)

coordenadas nodais dos ndés extremos, e V¥ a transposta da

mat¥iz de fungdes aproximadoras. O vetor de fungdes

aproximadoras é dado por:

2
? = { ¢2 } (4.5)

onde:
1
¢, = =(1 - &)
12 (4.6)
¢, = 5(1 + £)

Pode-se entdo escrever:
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5 )
0 1
X, {¢1 ¢2} 0 0 <
{xm} = 4 } 3 - (4.7)
2 0 0 {6, &,} X,
<
\ 2 J

Neste trabalho e nos trabalhos [47], [62] e [95] &
adotada a aproxima¢do linear para representar as fungdes de
deslocamentos e forg¢as sobre cada elemento de contorno Fi.
Procedendo-se de forma andloga aquela utilizada para
exprimir as coordenadas do ponto genérico, os deslocamentos
e forgcas no elemento s3o parametrizados em fungdo dos
valores nodais das respectivas grandezas e das fungdes
aproximadoras escritos em coordenadas locais homogéneas ¢£.
Assim, os deslocamentos sobre o elemento ficam expressos

por:

~

: (4.8)

3
e,
jot
[y
N e
3
._]
N
-
©-
n
! O
Nci\) NC‘:- Hq\: r—-c:-

P

Analogamente, as forg¢as de superficie sobre o elemento

ficam expressas por:

A BN
6, @) !
m i) ¢ 0 2
P 1 %2 - P
p" = { p1 } - yT p™ - A SO Y
2
| P2

Os deslocamentos e forgas de superficie genericamente

denotados por u e p, respectivamente, sdo:

-~ ~
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(4.10)

-
[l
Q
€
1 o
]

M
nn

A figura 4.3 ilustra o esquema de interpolagédo

utilizado para o elemento linear continuo.

Observando-se que as integrais envolvidas nas equag¢des
(3.4) e (3.5) referem-se a integrag¢des sobre o contorno I', e
que, as aproxima¢des na geometria e nos valores de contorno
sdo expressos em fungdo .da coordenada adimensional ¢, &
necessario uma mudanga da varidvel T para §¢. A partir da

Figura 4.a, escreve-se:

¢2U20u @,P?

¢ U+ B,u% ou @, P14 g,p2

xz‘ ¢1UIOU ¢1Pl
o,
e
“op
%,
L >
Fig. 4.3- Elemento Linear Continuo.
r = %f (4.11.a)
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O determinante Jacobiano da transformagdo & dado por:

| I =§§=% (4.11.b)
ou
/3
dr = Ed‘f, (4.11.¢)

A ocorréncia de pontos angulosos e a variagdo da
vinculag¢do no contorno da placa implicam no aparecimento de
descontinuidades dos valores de contorno, impedindo a sua
avaliagdo através do uso do elemento linear continuo. Dentre
as alternativas possiveié para a representagdo destas
descontinuidades, neste trabalho optou-se pela adogdo de nds
duplos nos pontos angulosos e em outros pontos de
descontinuidades das forgas de contorno. Estes ndés duplos
sio assim denominados por possuirem as mesmas coordenadas
cartesianas, tornando independentes o8 valores nodais,

antes e depois do ponto considerado, conforme figura 4.4.

Fig.4.4- NS Duplo em Canto de Placa

Uma outra alternativa eficiente para representar as
descontinuidades, no contorno & a utilizagdo do elemento
linear descontinuo adotada por CALDERON [95]. Este elemento
pode ser formulado através da colocagdo de ndés no interior

do elemento, conforme mostrado na Figura 4.5.
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%,

X2

Fig. 4.5- Elemento Linear Descontinuo

A aproximagdo dos valores de contorno u e p & feita com

~ ~

base nas expressdes (4.2) e (4.9), respectivamente,
alterando-se as fun¢des aproximadoras ¢ para:

1

CU A A

(4.14)

1
I A A

Quando houver interesse em simular descontinuidades em
apenas uma das extremidades do elemento pode-se utilizar um
elemento linear misto. Este elemento & uma combinagdo dos
dois elementos citados anteriormente, definindo-se um né na
extremidade e o outro no interior do elemento. Sua
utilizacdo nas regides do contorno adjacentes aos pontos de
descontinuidades combinada com elementos continuos é

vantajosa no sentido de se evitar o aumento excessivo do
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nimero de pontos nodais, que ocorreria utilizando-se apenas
elementos descontinuos.
As equa¢des integrais (3.4) e (3.5) podem ser

agrupadas numa Unica equa¢do da seguinte forma:

NC

c(s)u(s) + ) g*(S,T)E(T)dF(T) + §=1 f:i(s'T’ w_ (T) =
* NC *
- j u' (S, T)p(MAr(T) .+ 3  u., (8,T) R, (T) +
r ~ i=1 ~
4.15
+ IQ q(t)uq(s,T)qu(t) ( )
q
onde:
) {ul(S)} { w (8) } (4.16)
u(s) = = 4.
u, (8) ow
~ 2 Im (S)
* * v (s,T) M* (S,T)
. P11 Pr2 n "7 nn ‘>’
p (S,T) = * * = * *
- Pyq Py ' Vn,m(S’T) -Mnn,m(S’T)
(4.17)
ul(T) w (T) ( )
u(T) = = 4.18
- up (T) w, (T)
R". (S, T)
R*.(s,m) ={ ¢t ' (4.19)
~CL R . (S,T)
ci,m
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* * * *
. Uy Yy, w (S,T) —w,n(S,T)
u (s,T) =| . = . « (4.20)
~ u21 u22 w,m(S,T) “w,nm (SIT)
p; (T) v, (T)
p(T) = = (4.21)
- {Pz(T) M__(T)
nn
wh. (S,T)
u;i(S,T) = { e1 } (4.22)
~ w_ . (SITY
clil,m
. w'(8,t)
u_ (S,t) = (4.23)
! wfm(s,t)

e NC é o nimero de pontos angulosos de contorno.

Apbés a discretizag¢do do contorno em elementos, a
equagdo (4.15) pode ser transformada tomando-se cada parcela
como o somatdrio das integrais sobre os elementos Pj.

Assim, a equagdo (4.15) pode ser reescrita como:

NE . NC
c(S)u(s) + p (S,T)u(T)de(T) + Y Rci(S,T) wci(T) =
~ ~ j=1 Fi~ -~ i=1 ~

NE . NC .
§=1 Ir.u (8, T)p(T)dry (T) + %:1 Roy (Tug; (S,T) +
j
+ I q(t)u;(s,t)qu(T) (4.24)
Q - |
q
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onde, NE é o nimero de elementos de contorno adotado.

Considerando-se a aproximagdo das fun¢des u(s) e p(s)

~

dadas por (4.8) e (4.9), respectivamente, e efetuando-se a
mudanga de varidvel T para ¢, a equagdo (4.24) pode ser

escrita como:

NE 1
c(s)u(s) + ¥ I 131" (s, 1 yT(mas(m vV
~ ~ j=1 Y -1 ~ - _J
NC NE .1
+3 R, (S,T) w(T) =% 17ju* s,y magmep My
i i ]
1=1 ~ j=1"-1 ~ ~
NC N .
+ §=1 Rey (Tug; (8. T) + IQ a(t)ug (s, £)dag (€) (4.25)

g

A equagdo (4.25) representa na verdade um sistema de

equagdes algébricas lineares onde as incbébgnitas sdo os
valores nodais U;N) ou PéN),

~ ~

contorno. As integrais sobre os elementos exprimem agora a

nos pontos definidos sobre o

influéncia dos valores nodais de deslocamento ou forga no
ponto T, sobre os valores de deslocamento, w ou W, RO
ponto fonte S. Escrevendo-se estas equagdes para todos os
NNC pontos nodais definidos sobre o contorno obtém-se um
sistema de 2(NNC) equa¢des relacionando deslocamentos e
forgas de contorno.

A integracgdo sobre os elementos, explicitada na equagédo
(4.25), depende apenas das solu¢des fundamentais e das

fungdes aproximadoras V¥ Pode-se portanto escrever estes

~

coeficientes independentemente das grandezas do contorno.
Assim:
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1
n _ ¢ * T _ ¢ *
hl) (8) = -2-j p 'yt as = -z-j Py (S, TV (T) AE(T)
-1 7 -1
(4.26)
1 1
n _ ¢ * T _ ¢ *
gby (8) 5[ uyT ag - 5[ ui, (8,T)¢, (T) d(T)
-1 ' -1
onde:
n - nd local do elemento onde se mede a resposta ao

carregamento unitario;

S - nd singular, isto &, o ponto nodal onde & aplicada
a carga unitdria, ou ponto para o qual estdo sendo

geradas as equag¢gdes (ponto de colocagdo);

i - indice que identifica a equagdo que estd sendo
gerada; para i=1 tem-se a equagdo em w(S), para i=2
tem-se a equagdo em dw(S)/dm. Por outro lado, i=1,
indica carga unitdria aplicada em S, i=2, indica o

momento unitdrio aplicado em S;

k - Iindice que identifica a natureza da resposta medida

. . *
em T. Se k=1 a resposta fundamental & V,, para
n n
* -
hik' ou w¥, para  giyp- Se k=2 a resposta

- n n
fundamental é Mﬁ, para hik’ ou aw*/én para g;, -

Os coeficientes h?k(s) e g?k(s) medem respectivamente,
a contribuigdo dos valores nodais de deslocamentos e forgas
de superficie, correspondentes ao elemento de contorno em
consideracgdo, para os deslocamentos do ponto fonte S.

Calculando-se a contribuicio de cada elemento e
somando-se as contribui¢des, convenientemente enderegadas,

formam-se duas matrizes quadradas H e G quando sdo escritas

as equagdes para cada ponto de colocagdo. Desta forma a

equagdo (4.25) pode ser escrita matricialmente como:
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HU=GP + B (4.27)

~. ~ -~

onde, U e P sdo, respectivamente, vetores de deslocamentos e

~ ~

forgas nodais de contorno, e B o vetor que contém as

~

contribui¢des do carregamento de dominio.

A integragdo dos coeficientes h?k(s) e g?k(s) é, em
geral, efetuada numericamente através de um esquema de
quadratura de Gauss. Quando o ponto fonte S estiver situado
sobre o elemento de contorno que estd sendo integrado
ocorrem singularidades, devendo-se utilizar neste caso
esquemas de integragdo analitica. Visando-se evitar tais
singularidades, neste trabalho s3o criados pontos fonte
correspondentes aos ndés de contorno fora do dominio,
conforme ilustrado na Figura 4.6. Os pontos fonte sdo
localizados a uma disténcia d do contorno definida por:

d = a.t (4.28)

onde, em € o comprimento médio dos elementos concorrentes
no nd e a é um fator positivo.

Quanto menor o valor de d mais precisog serdo os
resultados desde que sejam tomadas precau¢des para
evitarem-se erros de integragédo. Neste trabalho foram
testados diversos valores do fator a, variando de 1,0 até
0,1. Os resultados tendem a ser mais precisos quanto mais
proéximo estiver o ponto fonte do contorno, mas € necessario
aumentar-se o nimero de pontos de integragdo da quadratura
de Gauss quando o ponto aproxima-se do contorno para
evitarem-se os erros de integracgédo. Os resultados mais
precisos foram obtidos adotando-se o fator a = 0,25 com o

nimero de pontos de integrac¢do igual a 12.
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sz

i
Xy

Fig. 4.6- Colocagdo de Pontos Fonte fora do Dominio

Com a colocag¢do dos pontos fonte S fora do dominio e a
consideracdo da propriedade da distribuigdo Delta de Dirac

expressa por:
J' §(S,T) w(T) dQ(T) = 0 | (4.29)
Q

obtem-se o valor da constante c(S) da equagdo (4.25), sendo:

-~

c(8) =0 (4.30)

~

Assim, o primeiro termo da equagdo (4.25) se anula guando
sdio utilizados pontos fonte fora do dominio.

A influéncia das reagdes de canto dada pelas parcelas:

NC * NC *
Z Rci(S,T) wci(T) e Z Rci(T) u (S,T)
i=1 ~ i=1 ~

pode ser incorporada & matriz H, sendo que para a segunda

-~

parcela pode ser usado um esquema de diferengas finitas,
conforme [47] e [62], substituindo-se Rci em termos de
rota¢des dos nds vizinhos.

Para a avaliag3o da influéncia do carregamento (¢,
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atuante no sub-dominio Qq’ expressa na equagido (4.25) por:

*
IQ a(t) ug(s,e) de,(t)
q

consideram-se as expressdes (3.7) e (3.8) que representam as
integrais acima transformadas para o contorno Fq da regido
carregada. O contorno Fq é dividido em elementos e efetua-se
a integracdo numérica de (3.7) e (3.8) de cada um destes
elementos em relagdo a cada ponto fonte S, obtendo-se entdo
a contribui¢do de g para as equagdes w(S) e %% (8),
respectivamente. Estas contribui¢des sdo convenientemente
enderegadas e acumuladas no vetor B.

Reordenando-se o sistema de equa¢des (4.27), através de
troca de colunas entre as matrizes H e G, de forma que todas

as incégnitas de contorno sejam acumuladas num vetor X,

~

tem-se:

AX=F (4.31)

onde o vetor F contém os efeitos dos valores prescritos no

~

contorno somados com o vetor B.

~

4.2.2- Alternativas para a Montagem do Sistema de

Equagdes

Além da forma exposta no item anterior, onde as
equagdes de w e L sdo geradas em pontos de colocagdo
situados fora do dominio, vArias outras alternativas sdo
vidveis para a formulagdo do sistema de equagdes, conforme
mostrado em [47] e [95].

Dentre estas alternativas podem ser <citadas as
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seguintes:

a) Formulacg¢do de equagdes de w e W, para pontos situados
sobre o contorno, utilizando-se nés duplos nos pontos
de descontinuidade. Neste caso deve sger utilizada

integracg¢do analitica na geragdio dos coeficientes de H e

~

G, quando o ponto fonte estiver situado sobre o

-~

elemento em consideragédo.

b) Formulagdo de equagdes de w e w;m para pontos sobre o
contorno, utilizando-se elementos descontinuos e mistos
para simular as descontinuidades do contorno, podendo
ser tomados pontos de colocagdo sobre o contorno ou

fora do dominio.

c) Formulagido de equa¢des somente para o deslocamento
transversal w, sendo um dos pontos fora do dominio.
Neste caso utiliza-se apenas a representagdo integral
(3.4), discretizada, para cada ponto (Figura 4.7.a). A
simulacdo das descontinuidades pode ser feita usando-se

ndés duplos ou elementos descontinuos e mistos.

d) Formulag¢do de equa¢des para o deslocamento w, para os
dois pontos situados fora do dominio. Neste caso, dois
pontos de colocagdo situados sobre a normal de um ponto
nodal de contorno, distantes d1 e d2 do contorno, sédo
utilizados, (Figura 4.2.b). A gsimulagdo das
descontinuidades pode ser feita com a utilizagdo de nds
duplos ou com o uso de elementos descontinuos e mistos.

Nas alternativas citadas anteriormente, a contribuigdo

da reagdo de canto é incorporada & matriz H, quando

-~

se opta pela colocagdo de nés duplos nos cantos da placa.
Esta contribui¢io é enderegada e acumulada nas linhas da

matriz H, correspondentes a cada ponto fonte e colunas

~

relacionadas ao né do canto e aos ndés prdximos do mesmo,
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pois considera-se R, expressa através de um esquema de

diferengas finitas em termos de rota¢des dos nds vizinhos.
Entretanto quando utilizam-se elementos descontinuos ou
mistos para simular as descontinuidades, Rc e w, sdo
considerados como varidveis do problema criando-se com isto
equagdes adicionais para deslocamentos em todos os cantos da

placa.
A
I
M 4
! ! ; t t ¢
! | |
I I
0——* %. T —e ~——o-— | ——-—-e
Q A A 8
[ o - ———e [l B o -+ ————e
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]
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o [ e =
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a)

Fig. 4.7- Placa Quadrada com Pontos Singulares:

a) sobre o contorno e fora do dominio;
b) fora do dominio.

Com base nas conclusdes dos trabalhos [47] e [95], a
alternativa que utiliza apenas a formulagdo de equa¢des em
w, para pontos situados fora do dominio tende a ser mais
eficiente e precisa, porém cuidados devem ser tomados para
evitarem-se erros de integragdo quando os pontos singulares
situam-se muito préximos ao contorno.

Com rela¢do a integragdo dos elementos singulares, uma
alternativa ds técnicas de integragdo numérica ou analiticas
especiais é a utilizagdo de movimentos de corpo rigido

aplicados & placa descarregada. Se a placa estiver
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descarregada e os valores de forg¢as prescritos no contorno
forem nulos, o sistema (4.27) fica:
HU=0 (4.32)

-~ ~

Este sistema admite solugdes nao triviais
correspondentes aos deslocamentos de corpo rigido na diregéo
vertical (x3) e a rotagdo em torno de um eixo arbitrério.
Impondo-se um deslocamento de corpo rigido na diregédo

vertical, W tem-se:

U (2k-1) = W,

U (2k) =0 (4.33)
Pode-se entdo escrever:

NNC

§=1 Hy ox-1 =

onde NNC é o nimero de ndés de contorno.

Considerando-se agora uma pequena rotagdo de corpo
rigido o, em relagdo a um eixo qualquer contido no plano da
superficie média da placa, tem-se para um ndé k, qualquer do

contorno:

U (2k-1) = «o Ty

U (2k) = o cosﬁk (4.34)

onde o é dado em radianos, ry é a distlncia do ponto k ao
eixo arbitrario considerado e Bk é o angulo formado entre a
normal ao eixo passando pelo ponto k e a normal ao contorno
no ponto k. Levando-se os deslocamentos nodais (4.34) na
equa¢do (4.32), obtem-se para uma linha genérica i da matriz
H:

NNC

)3 (Hi ok-1 Tk * Hi ok cosBk) =0 (4.35)
k 7 [

=1
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4.2.3- Deslocamentos nos Pontos Internos

Uma vez determinados os valores incégnitos no contorno,
através da solugido de sistema de equa¢des (4.31), os valores
de deslocamentos nos pontos internos podem ser calculados
diretamente por meio de (3.2) e (3.3). Para tanto,
discretizam-se as referidas expressdes de maneira anadloga
dquela utilizada para se escrever o sistema de equagles
(4.31). Deve-se notar que a avaliag¢do de deslocamentos &
feita apenas em pontos onde o seu conhecimento seja de
interesse para a andlise. Aplicando-se as expressdes (3.2)

e (3.3) discretizadas obtém-se:

w(s) + H'U = G'P + B’ (4.36)
onde

w(s) : & o vetor de deslocamentos nos pontos internos;

H' : matriz dos coeficientes de influéncia dos

~

valores de deslocamentos no contorno;

G’ : matriz dos coeficientes de influéncia dos
valores de forgas de superficie;
B’ : vetor que contém a influéncia do carregamento

de dominio sobre os deslocamentos no ponto s,
obtido pela integragdo sobre a regido carregada
Q .

d

O vetor w(s) contém em geral tré&s componentes para cada

~

ponto interno, ou seja o deslocamento transversal w, e duas
derivadas direcionais W, € w,y, aqui definidas nas diregdes
dos eixos globais de referéncia x e y. O célculo dos

coeficientes das matrizes H’' e G’ & realizado de maneira

~ ~

andloga ao das matrizes H e G podendo, neste caso,

~ ~

efetuarem-se sempre integragdes numéricas.
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4.2.4- Esforgos nos Pontos Internos

As representa¢des integrais dos momentos fletores e
momentos de torgdo sdo obtidas a partir da relagdo
esforgo-deslocamento (2.28), e dos esforgos cortantes a

partir de (2.29). Para isto, a representagdo integral w(s),

(3.2), & convenientemente derivada em relagdo ds coordenadas

do ponto fonte s. As derivadas apropriadas sdo substituidas
nas referidas relag¢des, obtendo-se entdo:

* . *
My (s) = - Ir[vnij(s,'r) w(T) —Mnij(s,T)w,n(T)]dI‘(T) +
NC .
i %=1Rkij(s,T) w (T) + Jr[wij(s,T)Vn(T) "
aw;j(s,T) NC
- —— Mn(T)]dI‘(T) + §=1 kij(s,T)Rk(T) +
+ I w;j(s,t)q(t)dQ(t) (4.37)
U
* *
Q, (s) = - jr[vm(s,'r) wiT)-M 2 (s, T)w, (1) |dr(T) +
NC * *
- %=1Rka (s, T) wk(T) + Ir[wa (s,T)Vn(T) +
aw;(s,T) NC
S L Mn(T)]dI‘(T) " §=1 we, (8,TIR(T) +
*
+ w_ (s,t)g(t)dQ(t) (4.38)
. va

q

123



As solu¢des fundamentais envolvidas nas expressdes
| (4.37) e (4.38) sdo apresentadas por SILVA [62].
Considerando-se a discretizagdo adotada para o célculo
dos valores de contorno na seg¢do (4.2.1), as representagdes
integrais dos esforgos nos pontos internos podem ser

escritas como:

NE * * T
Mygle) = - 5 IF|J|[Vnij(s,T)—Mnij(s,T)]f ag vy +
gc N ) ) I;E I l | . ( |
- R,..(s,T) w,_(T) + J [w.. s,T) +
k=1 KiJ k k=1 T 1]

k

i T NC .

* .
N IQ wy s (s, £)q(t)da(e) (4.39)
q
NE . . T
Qu (s) = - % I 'Jl[vna (s,T)—Mna (s,T)]w da¢ U +
k=1 ‘T ~ ~
NC * NE *
- E=1 Ry o (s,T) wk(T) +§=1 |J|[wa (shT) +
aw* NC

_ _6%——(S,T)]fT at P+ T Wy, (8, TIR(T) +

*
+ IQ w, (s,t)q(t)da(t) (4.40)
q
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Escrevendo-se as expressdes (4.39) e (4.40) para todos

pontos internos, onde haja interesse na determinagdo dos

esforgos, obtém-se:

M=H"U+G" P + B" (4.41)

onde:

MT = {M M M M (4.42)

N - 2 : ~i _NIP )

T { i i i i i
M. M M M g Q Q } (4.43)
i X, X, X, X, X, X, X, X,
sendo:

UeP vetores contendo, respectivamente, os valores
nodais de deslocamentos e forgas, de
superficie.

H" matriz andloga & matriz H, contendo os.
coeficientes de influéncia dos valores de
deslocamentos no contorno sobre os esforgos nos
pontos internos;

G" matriz < andloga & matriz G, contendo os
coeficientes de influéncia das forgas de
superficie, sobre os esforgos nos pontos
internos;

B vetor resultante das integrais de dominio
devidas ao carregamento distribuido gq na
regido Q

g q
As matrizes H" e G" sdo geradas de forma andloga as

~ ~

matrizes H e G, sendo que neste caso para cada ponto interno

s8o0 geradas cinco linhas, trés referentes aos momentos e

duas referentes as forgas cortantes.
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4.3. ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PLACAS ATRAVES DA
TEORIA DE REISSNER

4.3.1- Discretizagdo das Equagdes de Contorno

Na formulagdo integral wutilizando as hipdteses de
Reissner, os deslocamentos num ponto S situado sobre o
contorno estdo relacionados a todos deslocamentos e forgas
no contorno T, através da equacgdo (3.25). Estes
deslocamentos sdo também afetados pelos carregamentos de
dominio e pelo campo de momentos iniciais aplicados.

Para a discretiza¢do da equagdo (3.25) utiliza-se um
procedimento andlogo aquele utilizado na discretizagdo das
equa¢des integrais da Teoria Cléassica de Kirchhoff. O
contorno real da placa, I', & aproximado por uma série de
elementos de contorno retos. A geometria destes elementos é
definida por dois pontos (ndés) situados sobre o contorno
real (Figura 4.8). Com o intuito de facilitar a integragédo
numérica, as coordenadas de cada ponto do elemento sédo
parametrizadas em fun¢do das coordenadas dos nds extremos,

através de coordenadas locais homogéneas ¢ (Fig.4.9).

X2

NO'S
EXTREMOS

P ( CONTORNO REAL )

Hklou PkS
v uk2oy Bkz

Fig.4.8- Discretizagdo do Contorno.
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Assim, para um ponto genérico m sobre o elemento Fj
tem-se:

x™ = yTg) x M ' (4.44)

~

XzA

uMou pkr

Fig. 4.9- Elemento de Contorno I‘j e Aproximagdo das

Varidveis no Contorno.

sendo:
k1 ) k1
UI P1
Uk1 _ Uk1 [ Pk1 _ Pkl
2 2
- k1 - k1
3 P3
/
k1
( 3
%
X k3
X" = xl x(N) -1 % S (4.45)
- 2 ~ xk1
2
\ x]2{3 J

e a matriz de fung¢des aproximadoras WT dada por (4.3), (4.5)

~

e (4.6).
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Os valores de deslocamentos e forgas de superficie sdo
aproximados sobre os elementos por fungdes de interpolagdo
quadraticas, em fungdo dos respectivos valores nodais nas
extremidades (k1 e k3) e no nd intermedidrio (kz) (Figura

4.9). Assim, para um ponto m, qualquer, sobre Fj, tem-se:

o

c

=]

. )
<
—

o
o
<
()

o
o
<
w

o
o
a

T N)

@u™ - fo oy 0 0 oy, 0 0 Y 0 |-

g

um=¢

q

l
1
e
L
wwmcwmcchxmxwwwwmxww
w w w n [NY [\ [ = -

c

pm=wg(£)P(N)= 0 ¥, O o ¥, 0 0 Y, O { "1 }
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sendo:
v, =3 £ (£-1)
¥, =(1-£) (1+§) (4.48)
Yy = 3 & (§+1)

Os vetores de deslocamentos e forgas nodais de

superficie contém, respectivamente, em cada ponto:

Kk Ul ¢n k P1 Mn
? =40, = ¢S 5 = P, =1 M5 (4.49)
Ué, w P3 Qn
onde:
¢n e ¢s : sdo as rotagdes nos planos normal X,n e
tangencial X, 8, respectivamente, para pontos do
contorno;
w : deslocamentos transversal na diregdo Xy i
Mn e MnS : momentos nos planos XN € X388, respectivamente,
para pontos do contorno;
Qn : forga transversal na diregdo X, -

A partir da discretizagdo do contorno e da mudanga de
varidvel T para ¢, a equagdo (3.25) pode ser escrita como:

Y |Tfu,, ¥, d& P +
X I-l ik "ok i

]

cik(s) uk(S)

NE 1 - - .
_§=1 I_llJ‘pikfokdg g + IQqq(t)[ui3(s,t) +
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v ’a(s,t)]dQ(t)+IQu

*
(1—V)A2 1o

(@]
1a,B(S't)Maﬁ(t)dQ(t) +

*
IQ uia(s,t)ma(t)dQ(t) (4.50)
m
sendo:
ar Yy
191 = 37 = =

As caracteristicas das integrais em ¢, indicadas na
equagdo (4.50) permitem que as mesmas sejam efetuadas
numericamente, Jja& que este procedimento €& simples e
eficiente para o tratamento computacional do método. Assim,

as integrais do tipo:

1 i T
I_1|J|uik(s,T)fok(T)df (T) (4.51)

1 . T
|3|psy (S, T)Y_, (T)AE (T) (4.52)
-1 ik Tok

proporcionam a contribuig¢do de cada elemento, para a
formagdo das matrizes G e H, respectivamente, quando séo

-~ ~

escritas as equa¢des integrais para todos os pontos nodais
do contorno. A partir de (4.51) e (4.52) pode-se ainda

egcrever:

1
ghy (8) = I-|J|uzk(S,T)¢n(T)d£ (T) (4.53)
-1
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onde:

1

i () = [ |3lpjy (s, Dy, (T)aE (D) (4.54)
-1

*
u,
ik

n -

* .
e Pp;p - 8do, respectivamente, as solugdes

fundamentais generalizadas em deslocamento

e forgas de superficie dados por (2.90) e

(3.30);
representa o nd local do elemento onde & medida a
resposta ao carregamento unitdrio aplicado. Para
n=1, o ponto T coincide com o ndé local kl’ para n=2
o ponto T coincide com o ndé local k2 e n=3 para T
coincidente com o né local k3 (Figura 4.9). Deve-
se notar que quando o ponto T for né de extremidade
(kl ou k3), pertencendo a dois elementos distintos,
o coeficiente que estd sendo gerado recebe a
contribuicdo das integragdes sobre os dois

elementos adjacentes a T;

né singular, isto &, o ponto onde é aplicada a
carga unitéria, ou ponto para o qual se escrevem as
equagdes;

indica qual a equag¢do que estad sendo gerada para O
ponto S. Se i=1 obtém-se a equagdo de ¢n’ se i=2 a
equagao ¢s’ se i=3 a equagdo de w. Por outro lado,
i indica a diregdo generalizada da carga unitéria
em S, isto &, 1i=1 tem-se momento unitario na
diregdo n, i=2 momento unit&rio na diregdo s, i=3
forga unitdria na diregédo Xq-
indica a natureza da resposta medida em T. Se k=1,
a resposta fundamental refere-se ao momento M; ou
ao giro correspondente na direg¢do normal ¢;; i=2, a
resposta fundamental refere-se a momento tangencial

* " * 13
Mns ou ao giro tangencial correspondente ¢S; i=3, a
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. %
resposta refere-se a forga fundamental Q, ou ao

*
deslocamento transversal correspondente w .

Enderegando-se e acumulando-se convenientemente os
. n n .
coeficientes gik(S) e hik(s), formam-se as respectivas

matrizes G e H do problema em questdo.

~ ~

Com a discretizagdo do contorno e a aproximagdo das
varidveis sobre os elementos, as equa¢des integrais séo
transformadas em um sistema com 3(NNC) equagdes e 3(NNC)

incégnitas expresso por:

CcC U +

! m>

U=GP+B +EM° (4.55)

~ o~ ~ ~ o~

sendo NNC o nimero de ndés do contorno.

A matriz C depende apenas da geometria do contorno em

~

cada ponto fonte considerado, conforme mostrado na segdo
A

(3.3.2) e pode ser incorporada a matriz H resultando:

-~

HU=GP+B+EM° (4.56)

~ o~ -~ o~ ~ ~ o~

Neste trabalho adotam-se pontos fonte fora do dominio,

conforme mostrado em (4.2.1), portanto:

C =20 (4.57)

~

O vetor B contém a influéncia de todo carregamento de

~

.. e r e s lo)
dominio exceto os momentos iniciais M~. Os detalhes

~

referentes a avaliagdo de B sd3o apresentados na segdo

~

(4.3.2). A matriz E considera a influéncia do campo de

-~

Cos e o P
momentos iniciais M~ sobre os valores das incégnitas do

-~

contorno, e os detalhes de sua determinagdo sdo apresentados

na segdo (4.3.5).
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As descontinuidades no contorno decorrentes da presenga
de pontos angulosos, variagdo de vinculagdo e de forgas
prescritas sdo simuladas neste trabalho através da colocagéo
de nés duplos, analogamente ao que foi feito para as
equagdes da Teoria Cléssica de Kirchhoff na segio (4.2.1).

A gerag¢d3o dos coefientes g?k(s) e h?k(s) é feita
utilizando-se um esquema de integrag¢do numérica através de
Quadratura de Gauss aplicada as expressdes (4.53) e (4.54),
respectivamente. A colocagdo de pontos fonte fora do dominio
evita o aparecimento de singularidades que ocorreriam
quando o ponto fonte estivesse situado sobre o elemento de
contorno em considerag¢do. Os pontos fonte sdo posicionados a

uma distlncia d, definida por (4.28), sobre a normal ao nd

~do contorno, conforme mostrado na Figura 4.10.

Para o nd intermedidrio k2 de um elemento de contorno
genérico, o comprimento médio ﬁ“ adotado é o comprimento do

préprio elemento que o contém. (Figura 4.10).

4.3.2- Carregamentos de Dominio

O cédlculo da contribuigdo da carga distribuida
uniforme, q, para os valores das incégnitas de contorno é
efetuado integrando-se a expressdo (3.40) no contorno Pq, da
regido carregada Qq, tendo em vista as solug¢des fundamentais
(3.42). Para isto, o contorno da regifio carregada &
discretizado em NEC elementos retos de contorno sobre os
quais a carga q é admitida constante. (Figura 4.10)

A influéncia da carga g na representagdo integral dos
deslocamentos é obtida integrando-se todos os elementos de
contorno de carga em relagdo a cada ponto fonte, S.
Como os pontos fonte estdo localizados fora do dominio,
evita-se a singularidade logaritmica que ocorreria nas
expressBdes fundamentais (3.42), caso o contorno da regido
carregada coincidisse com o contorno da placa. A integragdo

é efetuada numericamente através de Quadratura de Gauss.
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PONTOS FONTE FORA DO DOMINIO

d= a [m

NO DUPLO

ELEMENTO DE CONTORNO
DA REGIAO CARREGADA

4.10- Placa com Contorno Discretizado e Regido

Carregada Qq e Posig¢d3o dos Nés Singulares.

No caso de carga distribuida em linha, a influéncia

sobre os valores de contorno é dada pela integral (3.49),

que é efetuada numericamente. Para isto, o contorno da linha

de carga é dividido em elementos retos, admitindo-se que a

carga q varie na forma de pardbola do segundo grau sobre

cada elemento. Assim, o valor de q(t) em um ponto qualquer

do elemento & dado por:

[ —k1 )
q
g = vT @™ =y, vl T} (4.58)
—k3
Lq
J
sendo, wl, wz e ¢3 dadas por (4.48), a(N), o vetor que

contém os valores nodais da carga distribuida em linha; k

Ky

~

1 1

e k3 os pontos nodais do elemento. A expressdo (3.49)
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pode, entdo, ser reescrita como:

I. =

L. 1
] * v * T - (N)
i [ Phen - el o] e a

>
j=1 (1-v) A2

(4.59)

Integrando-se numericamente a influéncia de todos os

elementos da linha de carga para cada ponto do contorno e
mﬁltiplicando—se pelo vetor correspondente E(N) obtém-se a
contribuicio da 1linha de carga q, para cada equagdo
algébrica. Esta contribuigdo & convenientemente enderecada e

armazenada no vetor B.

~

A contribuicdo dos momentos distribuidos em linha, no

cdlculo das incégnitas de contorno, é avaliada de forma

-

andloga & da carga distribuida em linha. Esta contribuigdo é
expressa por (3.60). Dividindo-se a linha de distribuigdo
em elementos retos e admitindo-se variagdo parabdlica de ﬁa

sobre cada elemento, tem-se:
r 3
ﬁkl
1
&kl
_ 2
SO BT B 1O Vg 0 ¥ 0 ¥y O <m]1<2}
o m, 3 0 ¢1 0 wz 0 Ws k2
m
2
aka
1
-k3
m

[ "2

(4.60)

onde, wl, wz e ¢3 sdo fungdes aproximadoras dadas por

(4.48), E(N) é o vetor de valores nodais, kl’ k2 e k3 os

pontos nodais do elemento de linha. Com base na

~

discretizagdo da linha de momentos e na aproximagdo (4.60),

pode-se escrever a expressdo (3.60) como:
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N \
I, = % 3 I_lu. vy ds N (4.61)

Integrando-se numericamente, a influéncia de cada
elemento para cada ponto de contorno e multiplicando-se pelo

. - N P
vetor de momentos nodais correspodente mé ), obtém-se a

contribuigdo da linha de momentos ﬁa na respectiva equagdo.

A contribui¢do de cada ponto do contorno & convenientemente

enderecada e armazenada no vetor B da equagdo (4.56).

-~

4.3.3- Deslocamentos nos Pontos Internos

O cidlculo dos deslocamentos em pontos internos & feito,
diretamente, a partir da determinagdo dos valores incégnitos
no contorno, discretizando-se a equagdo (3.19), de maneira
andloga aquela utilizada na discretizagdo da equagdo (3.25).
Procedendo-se desta forma, obtém-se para cada ponto 8,
interno ao dominio @, onde haja interesse na determinagéo de

deslocamentos, a equagdo:

NE 1

* T (N)
u; (8) = §=1 I_llJluik (s,T) ‘fok(T) d¢ (T) lj +
NE ol (N)
- §=1 I_Jleik (8,T) gy (T) QE(T) U +
* ] * :
+IQ qlt) |:Lli3 (s,t) - -—(—;;)—)\2—' uia’a(s,t)]qu(t) +

q

* o) * ‘
+IQuialﬁ(s,t)MaB(t)dQ(t) + IQ u;, (s, t)m (£)dQ, (t)

m
(4.62)
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Escrevendo-se a equa¢do (4.62) para todos os NPI pontos
internos de interesse, obtém-se:

U =

~

! Q@

P -

L of

U+ B +

~

v

mC (4.63)

onde, U é o vetor de deslocamentos nos pontos internos. Os

coeficientes das matrizes G e H sd3o obtidos de maneira

~ ~

andloga aquela utilizada para cédlculo dos coeficientes das

matrizes G e H referentes aos pontos do contorno. O vetor B

~ ~ ~

contém as influéncias dos carregamentos de dominio, exceto
o
M

~

avaliagdo é andloga aquela utilizada para o cdlculo de B na

-~

secdo (4.3.2). A matriz E exprime a influéncia dos momentos

, nos valores dos deslocamentos nos pontos internos, e sua

~

iniciais nos deslocamentos dos pontos internos e seu célculo
€ detalhado na se¢do (4.3.5).

As componentes de deslocamento nos pontos internos séo
calculadas em relagdo ao sistema de referéncia global

Xy X, Xq s ficando o vetor ﬁT organizado da seguinte maneira:

=T 1 1 1 k k _k NPI _NPI _NPI
? B {¢x1 ¢x2 Wi ¢x1 ¢x2 v ¢x1 ¢x2 v }
Assim o vetor U é composto de subvetores com trés

~

elementos, cujos dois primeiros valores sd3o as rota¢des e o

terceiro o deslocamento transversal, tendo a seguinte forma:

{ b b }T
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4.3.4- Esforgos nos Pontos Internos

O célculo dos momentos e forgas cortantes nos pontos
internos é feito com base nas equag¢des (3.33) e (3.34),
discretizadas de acordo com as aproximagdes adotadas na
se¢gdo (4.3.1). Assim, para um ponto interno s, onde haja
interesse na determinag¢do dos esforgos, tem-se:

NE &, 1 , - )
Myg(e) = 3 <4 I_¥aﬁk(s,T) Vo erag 2
. NE £, I
- I T s N *
% 5 I gaﬁk(s.T)fok(T)df v +Ir wyg (8, t)at)dr, (€)+
q
v * — —_
+ mq 60{3 + '[T" raB(S't) q(t) dr‘q(t) +

q

* - * o}
+ IP tagy (805 ()T, (€) + Igeaﬂye(s’t)Mye(t) do(t) +
m

* o o
Iapyo (81Myg(8) - Mg (8) (4.64)

NE £, 1, T -
Qg =3 - I_?sﬁk(s,T) Vo (T) ag 2+

?E 5 (s,T) gy (T)AE U N) * (s,t)g(t)dr_(t)
- T T U w s,t t t)+
3| p3Bk o W ok +Ir 38 4 a
q
* -
N I B(s ,£) G(e)dT (k) + jr ty gy (84 £V (E)AT, (€] +
q m
* (o]

4.65

+ IQe3BYG(s,t)M70(t)dQ(t) (4.65)
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As duas primeiras integrais dos segundos membros de
(4.64) e (4.65) representam a influéncia dos valores de
contorno sobre os momentos e os esforgos cortantes no ponto
fonte g, respectivamente. Estas integrais sé&o calculadas,
numericamente, através de quadratura de Gauss. Analogamente
ao que foi feito para o cédlculo das incdgnitas de contorno,

podem ser definidos aqui coeficientes de influéncia como se

segue:
n Yy
aigc(s) = 3= I_‘I‘aﬁk(s'T’ ¥, (T)dE (T) (4.66)
o g1,
ng (8) = 3= J_gaﬁk(s,T) v, (T)dE(T) (4.67)
para os momentos, e:
I g,
ayp(e) = 4 J_‘fsﬁk(s'“ ¥, (T) A (T) (4.68)
a0 &1,
b (®) = 4 [Py (e ™ Yy (at( (4.69)

para os esforgos cortantes.

Escrevendo-ge as equagdes (4.64) e (4.65) para todos os
NPI pontos internos de interesse, o0s coeficientes g&gk e
h&gk s3o calculados e enderegados de maneira adequada para

formar, respectivamente as matrizes G’ e H’. Os coeficientes

-~ ~

n : =
" referentes aos esforgos cortantes sdo calculados

n

n
9ok € Pipx
e enderecados para a formagdo das respectivas matrizes G" e

H". )

Apbs a discretizagdo, as equagdes (4.64) e (4.65) podem

ser, entdo, escritas em forma matricial:
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M =GP - HU + B + (E' - I) M (4.70)
Q = G'"P - H"U + B" + E" M° (4.71)
onde:
PeU - s3o os vetores de valores nodais de forgas de
) ) superficiee deslocamentos, respectivamente;
B'’e B"- s3o os vetores de influéncia do carregamento
) ) de dominio, exceto Mo, sobre o0s momentos e
esforgos cortantes, géspectivamente;

I - & a matriz identidade;

E’e E'- s3o as matrizes que exprimem a influéncia dos
) ) momentos iniciais sobre os momentos e 08
esforcos cortantes, respectivamente,

M° - o vetor de momentos iniciais.

l

As matrizes H’ e G’ tém 3(NPI) linhas e 3 (NNC) colunas,

~

os vetores U e P - 3(NNC) elementos, o vetor B’ - 3 (NPI)

~ -~

elementos, a matriz E’ - 3(NPI) linhas e 3 (NNT) colunas,

~

onde NNT & o nimero total de nds, isto &,

NNT

NNC + NPI

P

O tensor momento MaB é representado vetorialmente,

como::
T [l k ko gk NPI ,NPI ,NPI
M= {M11 My My, -oo My My Myyee My Mt M }
(4.72a)

analogamente, os momentos iniciais ficam:
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M M M

T 1 1 1 k k k NNT NNT _NNT
M O O o]
11 12 22 "7 711 12 22°° 11 12 2

(4.72b)

O calculo das matrizes E’' e E" & apresentado com

maiores detalhes na segdo (4.3.5).
O cédlculo das contribuig¢des B’ e B" referentes aos

P

carregamentos de dominio, exceto Mo, é feito de forma

-~

andloga 4aquela utilizada no cédlculo das incégnitas de
contorno.

A influéncia da carga distribuida na A&rea, Qq, é
calculada discretizando-se o contorno da &rea carregada em
elementos constantes e integrando-se numericamente, cada
elemento em relagdo a cada ponto interno. Esta contribuigdo

é enderecada e armazenada no vetor B’, no caso de momentos,

~

e no vetor B", no caso de esfogos cortantes. Os tensores

~

*
fundamentais Y e w36 relativos & contribuig¢do da carga g
s3o dados por (3.46). Essa contribuigdo para o ponto fonte

s, jd na forma discretizada, & expressa por:

NECL, 1,
by (s) = % 3 qj_lwaﬁ(s,T)dE, (4.74)

para os momentos, e:

NEC B

by = % 3 qI 3B(s ,T)dE, (4.75)

para os esforgos cortantes, sendo NEC o nimero de
elementos de contorno da regido carregada. Os vetores bi e

bﬁ de cada ponto interno, sdo enderegados e armazenados em
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B’ e B", respectivamente.

~ ~

A contribuicdio da 1linha de carga distribuida q é
integrada ao longo de seu contorno -f‘q, considerando-se a
mesma discretizacgdio, adotada anteriormente na segé8o (4.3.2).
Assim, a influéncia da linha de carga g sobre os esforgos em

um ponto fonte s, pode ser expressa COmMO:

N e, 1
bi(e) =7 [ zapterervg was a™,

(para os momentos) (4.76)

NEC ¢. .1
bb = §=1 —% I_lr;B(s,t)fg(t)df(t) é(N),
(para os esforgos cortantes) (4.77)

Os vetores b'i e b" de cada ponto interno, sdo também

B

enderegados e armazenados respectivamente em B’ e B". Os

~ ~ !

* *
tensores fundamentais raﬁ e rsB envolvidos sdo dados por

(3.38).
Analogamente, considerando-se a discretizagéo adotada

na secd3o (4.3.2), a contribuigdo da linha de momentos ﬁa

para esforgos no ponto fonte s, pode ser expressa por:

EC &, 1
' - J * T m (N)
by (s) = e J‘_ltaBY(s,t)\f3d£ , (4.78)

M Z

no caso dos momentos, e:

NEC ¢, 1

—(N)
br(s) =y -2

4.79
TY ( )

* T
1tsﬁy(s,t)\'ljsdf

no caso das forgas cortantes. Os vetores bg_ e b", de cada
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ponto interno, também sdo enderegados e armazenados em B’ e

~

B", respectivamente. Os tensores fundamentais t* e t*
aBy 3By

~

sdo expressos por (3.39).
4.3.5- Influéncia dos Momentos Iniciais

A formulacdo apresentada para as equagdes integrais da
Teoria de Reissner considera a possibilidade de ocorréncia
de um campo de momentos iniciais Mgﬁ, atuando no dominio da
placa, o que possibilita a modelagem de efeitos de gradiente
de temperatura ao longo da espessura, efeito de retragdo, e
também a andlise de problemas ndo-lineares.

O campo de momentos iniciais Mgﬁ, em geral, é conhecido
apenas em alguns pontos discretos, tornando-ge entdo
necessiria a divisio do dominio em subdominios menores,
sobre os quais admite-se uma certa variagdo para MZB'

Neste trabalho, o dominio da placa & dividido em
células triangulares, considerando-se variagdo linear de Mgﬁ
sobre as mesmas. Cada célula é definida pelos vértices
k1 ,k2 ,k3, nos quais s3o conhecidos os valores das
componentes de MZB’ conforme Figura 4.11.

Xz

Fig. 4.11- Divis&8o do Dominio em Células Triangulares

- - . L] ~ . O -
Uma célula genérica, Qj, com varia¢do linear de Maﬁ é

apresentada na Figura 4.12.a.
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k3(0,0,1)

k1(1,0,0)

€1

X2

%,(0,1,0)

(a)

E2

Fig. 4.12 -a) Célula Genérica Qj com a variagdo de MZﬁ
b) Célula Qj com o sistema de coordenadas

homogéneas.

Devido a necessidade de integragdo numérica
bidimensional para calcular as integrais de dominio sobre as
células, as coordenadas de um ponto qualquer de Qj sdo
parametrizadas em fungdo das coordenadas dos vértices,
estabelecendo-se sobre a célula um sistema de coordenadas
homogéneas, conforme indicado na Figura 4.12.b. Assim, as
coordenadas cartesianas de um ponto p do subdominio Qj podem

ser expressas por:

<P - { xl}p 2 T x M (4.80)
- Xy -~ o~ '
onde:
¢ 0 ¢ 0 ¢ 0
T 1 2 3
¢ = [ ] (4.81)

T
(N) {xkl k1 k2 k2 k3 ks} (4.82)

Explicitando-se a coordenada Xy do ponto p, tem-se:
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p _ .p ki p k2 9] k3
x5 = £ X{ + £, X+ 23 X{ (4.83)

As coordenadas homogéneas do ponto genérico p podem ser

expressas em fungdo das coordenadas cartesianas (x1 ' X, ),

como:

Eg = 5%7 (ZAg + b% xf + a% xf) (4.84)
onde:

o _ k _ 3

a = x1 ‘xl . (4.85)

p% = xJ - xg (4.86)

2n% = xg xg - x?xg (4.87)

A = “‘.}z—(bl 2 _p?aly (4.88)
sendo:

o =1,2,3 j=2,3,1 e k = 3,1,2

. ) () ] O e Pl
O campo de momentos 1nicials Maﬁ,sobre a célula, é
aproximado em fungdo dos valores nodais dos vértices. Assim

o tensor de momentos iniciais vetorizado & expresso como:

(4.89)

onde:

\/,=<o£100£200g30> (4.90)
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o _ o,kl ,o,k1 ,o,kl ,o,k2 . o,k2 o, k2
l\f = {Ml M2 M3 M1 M2 M3
Mo,k3 Mo,k3 Mo,k3 (4.91)
1 2 3
sendo
o _ O . o _ O . o _ O .
M = Myrxa My = Myxoi My = Mioxoi

A contribuigdo do campo de momentos iniciais sobre os

valores de contorno é dada pela integral:

I, (s) = I w,gl8:t) MOg(t) dnie) (4.92)

Com a discretizagdo de dominio em células, e a

aproximagdo de MZB adotada, a expressdo (4.92) pode ser

reescrita como:

NCE Ir 174 o (N)
SIS jo[ jo Wiy, gle ) vTaL ]dfz M
(4.93)

onde A. & a &rea da célula, e NCE o nlGmero de células
adotado. O tensor fundamental u.a 8 é expresso por (3.29).

integral sobre cada célula:

eiy = 2B j:[ j:_éz Wiy, g8 E)Y Tag ]agz (4.94)

& efetuada numericamente, usando-se quadratura de Gauss para
dominio triangular. A influéncia de uma célula nos trés

deslocamentos generalizados de um ponto do contorno, eq.
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(4.94), é dada pela sub-matriz e de dimensdes (3x9). Essa

~

sub-matriz agora calculada é convenientemente armazenada na

matriz global E. Assim para um ponto i do contorno e para a

~

célula j com vértices, kl' kz' k3, é gerada a submatriz e

~

com a seguinte forma:

©33i.2.3k1-2 S3i.2,3k1-1  S3i-2.3k1 €3i.2,3k2-2
© ©3i.1.3k1-2 ©3i-1.3k1-1  S3i-1.3k1 €3i.1,3k2-2
€3i,3k1-2 €34i,3k1-1 €34, 3kl €31,3k2-2

€34.2 3k2-1 ©3i-2.3k2 ©3i-2.3k3-2 ©3i-2,3k3-1 ©3i-2,3k3
‘€34.1.3k2-1 ©3i-1.3k2 ©3i-1.3k3-2 ©3i-1.3k3-1 ©3i-1,3k3
‘€34 3k2-1 S3i,3k2 €34i,3k3-2 €34i,3k3-1 ©31i,3k3

(4.95)

Os indices dos coeficientes da submatriz e acima, ja

-~

sio os enderecos para a matriz global E. As trés primeiras

~

colunas de e representam a influéncia das trés componentes

~

de Mgﬂ do ponto k1 sobre os valores de contorno do ponto ij;

as trés colunas intermedidrias de e d3o a influéncia das

trés componentes de Mgg do ponto k2 sobre os valores de

contorno do ponto 1i; e as trés dltimas colunas de e

~

representam a influéncia das componentes de MZB do ponto k3
sobre os valores de contorno do ponto i. Calculando-se as

submatrizes e para todas as células em relagdo a cada ponto

~

do contorno, é gerada a matriz E, com (3NNC) linhas e (3NNT)

colunas, sendo NNT a soma de NNC e NPI.
1] ~ . (] L] 3 ’ o
A influéncia do campo de momentos 1niclais Maﬁ sobre o8
valores de deslocamento nos pontos internos &€ feita de modo

inteiramente andlogo ao que foi desenvolvido para o céalculo
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da matriz E, gerando-se entdo a matriz E, com (3NPI) linhas

~ ~

e (3NNT) colunas. O cdlculo dos coeficientes das matrizes E

~

e E & feito usando-se integragdo numérica de Gauss para

dominios triangulares e tabelas de COWPER [106], notando-se
que ndo hd ocorréncia de singularidades.

A influéncia do campo de momentos iniciais sobre os
valores dos esforcos nos pontos internos é dada pelas
integrais:

Tup's) = | Capyn(s:t) Myg(e) aa(e),

no caso dos momentos, e:

I,g(8) = IQe3Bye(s’t)M70(t)dQ(t)’

no caso das forgas cortantes.

Considerando-se a divis3o do dominio em células
triangulares (Figura 4.11) e a aproximag&o adotada para MZB
sobre as células, de acordo com a expressdo (4.89) e com a

Figura 4.12.a., estas integrais podem ser expressas cComo:

NCE

_ * T o (N)
;aﬁ(s) = JZ=1 Q,eaBYG(S’t)f de(t) T (4.96)
]
e
NCE .
T o (N)
= £ dQ. 4,97
133(5) §=1 Q.e3379(s )% J(t) T ( )
J
O tensor fundamental e;ﬁYB é dado pela expressao

(3.87) e e;BYo por (3.93). O cédlculo destas integrais é

efetuado numericamente, através de quadratura de Gauss para
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dominios triangulares, usando a tabela publicada por COWPER
[106], exceto no caso em que o ponto fonte s coincide com um
dos vértices da célula, quando ocorrem singularidades fortes
do tipo 1/r nas integrais (4.96). Neste caso & utilizada a
integracdo analitica em r e integragdo numérica em 6.
Efetua-se integragédo analitica gobre as expansdes
polinominais de ko(z), kl(Z)’ apresentadas no Apéndice A e
A(z), dadas por ABRAMOWITZ e STEGUN [91]. Como estas
expansdes tém expressdes distintas para, 0 s z s 2, e para
z = 2, a célula que contém o ponto singular & dividida em
trés sub-células triangulares conforme ilustrado na Figura
4.13.

D) .

Fig. 4.13- Subdivisdo da Célula com Ponto Singular

A sub-célula adjacente ao ndé singular g, tem o8 dois
lados concorrentes neste ponto com comprimentos iguais a
2/, para permitir o uso apropriado das expansdes
polinominais das fungdes de Bessel, definindo-se assim dois
pontos auxiliares k4 e k5. Assim, ficam caracterizadas trés
sub-células, sendo a primeira J1 formada pelos vértices ki,
k4, k5, contendo o nd singular g, e duas nio-singulares J2 e
J3 definidas 'pelos vVértices (k2,k3,k4) e (k3,k5,k4),

respectivamente.

149



Apenas para a sub-célula J1, com o nd singular s,
efetua-se inicialmente a integragdo analitica em r (s,t) e
em seguida integrag¢do numérica em 6, considerando-se um
gistema de coordenadas cilindricas com origem em s. Nesta
integragdo s3o considerados apenas os valores principais das
integrais envolvidas. A integragdo sobre as sub-células J2 e
J3 & efetuada, numericamente, de maneira andloga 4aquela
utilizada para as células que ndo contém o ponto singular.

Para cada ponto interno i e cada célula j, o cdlculo da

integral (4.96) gera uma submatriz e’, andloga a4aquela

expressa por (4.95), com dimensdo (3x9), que contém a
influéncia dos momentos iniciais da célula j representada
pelos valores nodais em k1, k2, k3, sobre os momentos
fletores e torgor no ponto i. Os coeficientes desta

submatriz e’ s3o convenientemente enderegados e armazenados

~

na matriz E’. A matriz E’ & completada apds a integragdo da

~ ~

influéncia de todas as células sobre todos os pontos

internos, ficando com (3NPI) linhas e (3NNT) colunas.

A influéncia do termo livre g;BYO(S)Mse(s) (Eq. 4.64),

nos valores dos momentos dos pontos internos é calculada
diretamente e também endere¢ada para a matriz E’.

. o e e e o -
A influéncia dos momentos 1niciails Maﬂ sobre os valores

-~

dos esforgos cortantes em cada ponto interno, dada por
(4.97), é calculada de modo andlogo ao que foi desenvolvido
para o cédlculo da influéncia sobre os momentos. Para cada
ponto interno i e cada célula j, o calculo de (4.97) gera
uma submatriz e", com dimensdo (2x9), contendo a influéncia

~

da célula sobre os valores dos esforgos cortantes no ponto
i, cujos coeficientes sdo enderegados e armazenados na

matriz E". A matriz E" é completada apds a integragdo da

-~ ~

influéncia de todas as células para cada ponto interno,

ficando essa matriz com (2NPI) linhas e (3NNT) colunas.
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4.3.6- Técnica de Solugéo

A discretizacio da equagdo integral de contorno para
placas pela Teoria de Reissner, desenvolvida em (4.3.1), da
origem ao sistema de equagdes algébricas expresso

matricialmente por:

HU=GP+B+EM (4.98)

~ o~ ~ o~ ~ ~ e~

Visando a melhoria dos procedimentos numéricos para a
solugdo do sistema, inclusive para anidlise ndo-linear, sé&o
realizadas algumas operagdes matriciais sobre a equagdo
(4.98). Assim, para um problema bem condicionado com um
nimero suficiente de forgas e deslocamentos prescritos no
contorno, obtém-se uma nova forma para a equagdo (4.98)

trocando-se as colunas entre as matrizes H e G, de forma a

acumularem-se todas as incdégnitas do contorno no vetor X, da

-~

seguinte maneira:

AX=F+ EM (4.99)

~ o~ ~ ~ o~

O vetor F contém os efeitos dos deslocamentos e forgas

~

prescritas no contorno, e de todos carregamentos atuantes no
o Co s s o . -
dominio exceto o campo de momentos iniciais M~. A matriz A é

-~ -~

a matriz dos coeficientes das incégnitas, obtida pela troca
de colunas entre H e G, sendo em geral ndo-simétrica e

~ ~

cheia. Esta matriz & normalmente bem condicionada, com
termos diagonais dominantes.
A solucgdo de (4.99) pode ser obtida pre-multiplicando-

C -1
se o primeiro e o segundo membro por A -, obtendo-se:

~

X=1L+RM (4.100)

~ ~ o~
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onde:

R =A E (4.101)

1
1

L =2A F (4.102)

Hd
l
3

A discretizacdo da representagdo para os esforgos nos
pontos internos desenvolvida em (4.3.4) leva ds seguintes

expressdes:
M =G'P - HU + B’ + (E' - I)M° (4.103)
Q = G"P - H'U + B" + EvM® (4.104)

-~ ~ e ~ .~ ~ ~ e

Utilizando-se o mesmo procedimento adotado para
obtencdo de (4.100) nas expressdes (4.103) e (4.104),

obtém-se:
M=F -A'X + (B" - T)M° (4.105)
Q = F" - A'X + E"M° (4.106)

A expressdo (4.105) d& o momento total como uma fungédo
do campo de momentos iniciais M° e dos demais carregamentos

~

de dominio e dos valores de contorno. Como seria visto
adiante, para aplicagdes a problemas ndo-lineares &
conveniente escrever-se a componente elédstica do tensor

momento. Assim:

M=M - M°

~

(4.107)

e - -, * Pl
onde, M- & a componente elastica do momento e M &€ o momento

-

~ ~

total.
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Substituindo-se a express3o (4.107) em (4.105),
obtém-se:

M& = F' - A'X + E'M° (4.108)

~ ~ o~ ~ o~

Substituindo-se o valor de X dado por (4.100) na

~

expressdo (4.108), chega-se a:

ME = F' - A’ (L + RM®) + E'M° (4.109)
ou ainda,
e (0]
M = (F' - A'L) + (E' - A’R)M (4.110)

~ ~ ~ o~ ~ ~ o~ e

Fazendo-se:

=2
0

F' - A'L (4.111)

13
13
13
1

S = E' - A'R (4.112)

~ ~ e~

e levando-se em (4.110), tem-se:

M =N + s M° (4.113)

~ ~

Deve ser observado que os vetores L e N representam as

-~ ~

solugdes para as incégnitas de contorno e momentos,
respectivamente, na auséncia de momentos iniciais.
Quando hd a ocorréncia de momentos iniciais, o efeito

dos mesmo é modelado pelas matrizes R e S, sendo R a gsolugdo

~ ~ ~

para as incégnitas de contorno e S a solugdo em termos de

~

momentos nos pontos internos.
Um degenvolvimento andlogo ao que foi feito para os
momentos pode ser efetuado para os esforgos cortantes,

resultando em:
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Q =N + 8 M (4.114)

onde, N’ é a resposta em termos de esforgos cortantes na

~

auséncia do campo de momentos iniciais MZB, e quando ha

‘ocorréncia dos mesmos o seu efeito & modelado pela matriz
S’, sendo:

~

N’ = F" - A"L (4.115)

~ -~ ~ o~

S’ = E" - A"R (4.116)

-~ -~ ~ o~

4.3.7- Esforgos nos Pontos de Contorno

Para a determinagdo das tensdes generalizadas em um
ponto do contorno, duas equagdes podem ser obtidas da
relagdo entre tensdes e forgas de superficie.
Considerando-se a Figura 4.14, onde & apresentado um

elemento de contorno genérico tem-se:

(4.117)

el

R
f

=2
Q
w

=
®

p; = QP (4.118)
onde, Ea sio as forcas da superficie em relagdo ao gistema
de referéncia §1§2' ﬁaB’ sdio os momentos, e EB representa os

cossenos diretores da normal ao contorno referida a X, X

172°
De acordo com a Figura 4.14, tem-se:
Hl =cos 0 =1
(4.119)
— LU
n, = cos 3 = 0
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substituindo-se os valores (4.119) em (4.117) e (4.118)
obtém-se:

M, =P
My, =P, (4.120)
Q; =Py

—
X3

Fig. 4.14- Sistema de Coordenadas Locais no Contorno

Portanto, da solugdo da equagdo integral de contorno
discretizada (4.100), sd3o obtidas, se ndo prescritas, duas

componentes de momento, fletor e torgor, e a forga cortante.

Para a determinacdo da terceira componente de momento, M22’
serid utilizado um esquema em diferengas finitas a partir da

relacdo momento-curvatura dada por:

= - 12 =0
M22 =D [uzlz + Vv ul,l] +

—_—g - M (4.121)
(1-v)>\2 22

onde todas as grandezas envolvidas se referem ao gsistema
local de coordenadas §1§2. Considerando-se a
relagdo momento-curvatura para Mll’ andloga a (4.121) e
explicitando-se 31'1, tem-se
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M L+ 0. - —L — q]

u =-vu +
11 11 (1-V))\2

1.1 2,2

Substituindo-se a expressdo acima na relagdo (4.121),
obtém-se:

M. = D(1-v2)u

=0 ) =0 14
22 2,2

+ v (M, o+ M) - M,, + —;2——- q (4.122)

O deslocamento EZ & aproximado sobre o elemento de

contorno Fj pela fungdo quadrdtica dada por:

- ., =l — -3
W o=y T, + v, T+ ¥, G (4.123)

sendo V’1' ‘/’2 e ll/a expressos por (4.48).

Exprimindo-se UJ como fungdo da coordenada 552 , tem-se:

2
5 20 1201 ke k3. %2 (<k3  ok1) | k2
uy, = ez (UZ - 2U2 + U2 ) + T; [U2 - U2 ] + U2
J (4.124)

Derivando-se 43 em relagdo a §2, obtém-se a curvatura

2
Uy 5 no plano X, Xq4 isto é:
o u) . 4%
2 =J _ 2 (=k1 k2 k3 1 (sk3 _ mki
_a_:__ =, =7 [U2 20, +U, ] + [U2 U,
%2 & j

Substituindo-se (4.125) em (4.122), obtém-se:

. 4x
M), = D(1-v?) [ 2 [ﬁkl—zﬁk2+ﬁk3] vt [’ﬁk3 _ ﬁkl]]+

22 82 2 2 2 ej 2 2
= =0 0,3 v
+ v(M, + Mll) My,° + 2 q (4.126)
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Escrevendo-se agora os valores da componente Mzz para

os nbés ki, k2 e k3 do elemento Fj, obtém-se,
respectivamente:
=kl _ 2 1 =kl ,=k2 z=k3 = 7o (k1)
M), = D(1-v )[ —7; [ 30, +4U, -U, ]] + v(M11+ Mll) +
_ wol(kl) v
Myp % 32 q

ﬁkz = D(l-vz) [ —%— [ﬁk3-ﬁk1]] + v('l\Tl11 + ﬁql)(k2)+

=k3 _ 2 1 =k3  =k2 =kl = o (k3)
M, = D(1-v )[ —7; [ 30,7 -4U," +U, ]] + v(M,+ M) +

=0 (k3) 7
- M, —~z q (4.127)

Desta forma ficam determinadas as trés componentes de
momento em pontos do contorno. Analogamente ao que foi feito
para pontos internos, & conveniente expressarem-se as
componentes elédsticas do momento para O ponto do contormno.

Assim, obtém-se:

—e - e
M, =P + My
—e - o)
M, =P, + M,

ekl . 2 [ 1 ( .zkl ,=k2 k3 = -0 (k1) , v_
M, =D(1-v )[—Tg[ 30, +4U," -U, ]]+V(M11+M11) + 2 q
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—e, k2 _ 2 1 (wk3_ wki = =0 ,(k2) v
M22 = D(1-v )[—T;[Uz - U2 ]]+V(M11+ Mll) + ;? q

Me,kB

1o v2y [ [~7K3 _ k2 | skl wooawe y(k3) v
52 =D (1-v )[———[BUZ 4U," +U ]]+V(M11+M ) + = 4q

Zj 2 2 11 "

(4.128)

Como pode ser notado nas expressdes (4.128), todas as
componentes de momento para um dado ponto de contorno sdo
dadas como fung¢ido dos deslocamentos e ou forgas no contorno
e das componentes de momentos iniciais.

Entéo, apds transformid-las para o sistema de
coordenadas globais X, X,, @ idéia é exprimi-las na mesma
forma matricial j& adotada para pontos internos, isto é&:

MS = -H'U + G'P + B' + E' M°

~ o~ ~ o~ ~ ~ ~

(4.129)

Para isto, a parte da matriz H’ referente aos pontos

-~

kl' k2 e k3, do elemento Fj, expresso no sistema local §1§2,

é dada por:

| ——K— I K> | «—Kz7—> |
1 2 3
lo o o} o0 o] o o 0] 1
lo o ojo o o]0 0 O] K,
lo 3 ojo -4 o]0 1 O l
lo o ol o o olo o o 1
lo o olo o olo o ol K,
lo 2 olo o olo -1 o {
o o 0,0 O O0O,0 o0 O
| | | | 1
|o 0 o|o 0 olo 0 ol Es
0 -1 010 4 010-3 0
(4.130)
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Os coeficientes nas demais <colunas das linhas
referentes, aos ndés kl, k2 e k3 sdo nulos. Enderegando-se,
convenientemente, os coeficientes n3o nulos mostrados em
(4.130) completa-se a parte da matriz H, referente aos
pontos do contorno, expressa no sistema local §1 EZ. Para oS
nés comuns as extremidades de dois elementos distintos, é
feita uma média entre os coeficientes calculados com base
nos deslocamentos nodais de cada um dos elementos de
contorno ai concorrentes. Para se obterem as componentes de
momento no sistema de referéncia global X, %, é feita uma

transformagdo de coordenadas sobre H. A transformagdo do

~

tensor momento em um ponto de contorno, pertencente ao
elemento Pj, do sistema de referéncia §1§2 para o sistema

X, %, pode ser feita por meio da expressdo:

1 N (4.131)

~

M=C

onde M é o tensor momento no sistema xlxz, M o tensor

~

. - = . -1 2 .
momento no sistema xlxz, e a matriz C °, é a inversa da

matriz de transformagdo C dada por (2.36), sendo:

~

2 2
cos Yy ~-2senycosy sen vy
ct - cosyseny (coszy—senzy) -senycosy (4.132)
- senzy 2senycosy coszy

onde Y é o &ngulo formado pelos eixos §1 e X, conforme
mostrado na Figura 4.12.°
Para efeito de programagdo & interessante exprimir-se a

matriz C e sua inversa em termos do &ngulo a, formado pela

-~

direcio da tangente ao contorno com o eixo X, - Assim, de

acordo com a Figura 4.15, tem-se:
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2
sen o -2s8senocoso COS2 (04

2
senacosao sen a—cosza -genacosa (4.133)

2
cos o 2senoacoso senz o

t 0
Il

X2
N

T
G'Y'l'—z—

Fig. 4.15- Sistema de Refer&ncia Local e Global.

A inversa da matriz C fica expressa por:

~

2

2
sen o 2senocosoa cos o
-1 2 2
C = | -senacosdo sen o-Ccos d senacoso (4.134)
~ 2 2
cos o -2senocosa sen o

Efetuando-se a transformagdo de coordenadasg sobre a

matriz H' para o sistema global, obtém-se a matriz H’, cujo

~ -~

trecho referente aos nés k1, k2 e k3, do elemento Pj' fica

com a seguinte forma:
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K1 | K2 l K3/
3cos2a 0 : 0 -4cosza 0 : 0 cosza 0
K1l 0 3genacosa O | 0 -4genacosa 0 | 0 senacosa 0
BSenza 0 | 0 —4sen2a 0 | 0 senza
cosza 0 T 0 0 T 0 -cosza 0
K2 senacosa 0 | 0 | 0 -senacosa O
senza 0 | 0 0 | 0 —senza 0
—cosza 0 I 0 4cos o 0 l 0 -3cos a 0
K3 0 -gsenacosa 0 l 0 4senacosa 0 l 0 -3cosasena 0
-senza 0 | 0 4sen2a 0 I 0 -35en2a 0
(4.135)

A parte da matriz G’', referente aos pontos k1, k2 e k3

~

expressa no sistema de coordenadas il iz tem a seguinte

forma:

_____ ki1 _ | _ k2 _ | __ k3 __I_

0 o | 0 | |

k1 o | | |

vy 0 0 | o | o |

_____ 0_""’TI“—"T""""I"
k2 T 0 1 0 T 0 0 0 T (4.136)

|v l OI

_____________________ |_

0 0

I | I

k3 —_ 0 —_ -

| 0 |, I

Efetuando-se a mudanca do sistema de referéncia §1§2

para o sistema global Xy Xy através da matriz C_l, a parte

~
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da matriz G’, referente aos nds K1, k2 e k3 fica com a

-~

seguinte forma:

k1 k2 k3
N T I R
————— e e e e T - = - (4.137)
k2 | 0 | g | 0
____| :__‘__~___|__: _____
k3 0 0 g
[ A EE N P ——
sendo:
(senza + vcos® a) 2senacosa
g = {(-1+v) senacosa (senza—cosza) .0 (4.138)
- cosza+vsen2a -2senacosa

A influéncia do campo de momentos iniciais sobre os
valores eldsticos dos momentos nos pontos do contorno,
referidos ao sistema de coordenadas locais §1§2, é& dada pela

parcela E’ M°, sendo a parte de E’ para um dado ponto

~ ~ ~

expressa por:

e’ = 0 1 0 (4.139)

os demais elementos das linhas correspondentes ao ponto em
questdo sdo nulos.

O trecho da matriz E’ referente aos nés k1, k2 e k3 do

-~

elemento Fj, fica com a seguinte forma:
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| ki | k2 | k3
k1l I e’ I 0 I 0
I DT R T B
k2 | 0 | e | 0 (4.140)
k3 | o | 0 | e’

sendo os demais elementos das linhas correspondentes a kl,
k2 e k3, nulos. Porém, nas aplicagdes praticas o campo de
momentos iniciais & referido ao sistema global Xy %y
portanto & necessario efetuar-se uma transformagdo no tensor
de momentos iniciais para o sistema local §1 §2.
Assim, a parcela elédstica do tensor momento devida aos

momentos iniciais, referida ao sistema local fica:

m° =

I o ||

r ¢ M° (4.141)

Para se ter finalmente a parcela elédstica do tensor
momento devida aos momentos iniciais no sistema global Xy %y

& necessirio uma nova transformagdo de forma que:

M® = ¢ 1B oM (4.142)
fazendo
gr =c ! E c (4.143)
tem-se:
M® = B’ M (4.144)

Para um dado ponto do contorno, a parte da matriz E’ dque

-~

contém elementos ndo-nulos é dada por e’ cujos elementos

~

sdo:
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4
e! = sen o + senza cosza (2 + v)

eiz = [—2(1+v)senacos3a]
eis = —senza cosza + v cos4a
, 3 3
ey, = (-senacos” @ + vsen acosa)
eéz = (sen4a + cos4a - 2 vsenzacosza)
, 3 3
€4 = (-sen” acosa + vsenacos o)
, 2 2 4
ey, = (-sen® acos” + vsen a)
, 3
e3, = [-2(1+v)sen” acosal
, 4 2 2
€14 = cos o + sen‘acos " a(2+v) (4.145)

O trecho da matriz E’ referente aos nés k1, k2 e k3 do

~

elemento Pj fica com a seguinte forma:

| k1 | k2 | k3 |
k1l T e’ 0 l 0 I
R I T FET
k2 | 0 | e’ | 0 | (4.146)
k3 | 0 | 0 | e’ |

Tomando-se a contribui¢do de todos os pontos do

contorno, calculando-se os coeficientes de e’
correspondentes e enderegando-os para a matriz E’, esta é
completada.
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4.4~ EXEMPLOS.

A seguir s3o apresentados exemplos de aplicagédo do
Método dos Elementos de Contorno na andlise eldstica de
placas através da Teoria de Reissner, utilizando-se ©
programa desenvolvido neste trabalho. A precisdo dos
resultados, no caso de placas delgadas, & aferida tendo como
base de comparagdo solugdes analiticas obtidas por
TIMOSHENKO [99] e solucdes numéricas através de Método dos
Elementos de Contorno obtidas por PAIVA [47] através da
Teoria Clé&ssica. S3o também utilizadas solugdes numéricas
via Método dos Elementos Finitos, encontradas na
bibligrafia.

Foi também pesquisada a influéncia da variagédo da
espessura na determinagdo da resposta ‘em deslocamentos e
esforgos, sendo os resultados comparados com as solugdes
analiticas obtidas por RIBEIRO [100], através de
desenvolvimento em séries.

A importéncia da escolha das condigdes de contorno para
bordas simplesmente apoiadas, quando se utiliza a Teoria de
Reissner, & evidenciada prescrevendo-se ora a rotagdo
tangencial nula ("hard condition"), ora o momento torgor
nulo ("soft condition"), sendo os resultados deste trabalho
comparados com os de BATHE et "alii" [101], obtidos através
do Método dos Elementos Finitos. '

Em todos os exemplos processados foi wutilizado o
pardmetro, a = 0,25, para posicionamento dos pontos fonte
fora do dominio, por ter sido este valor o que levou aos
mais altos niveis de precisdo nas respostas.

Exemplo 4.4.1- Placa Retangular em Balango

Uma placa retangular com relagdo entre lados igual a
1/4, engastada em uma borda e com as demais 1livres,

submetida a uma carregamento uniformemente distribuido foi
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analisada, adotando-se a discretizag¢do indicada na Figura
4.16, com 44 ndés de contorno e 20 elementos, para os quais

adotou-se variagdo parabdlica dos valores de contorno.

Fig. 4.16- Placa em Balango com Carga Uniformemente

42
BORDA LIVRE
BORDA ENGASTADA

o . . . . . \ N . .
LS L v

| . A

h

UL
f . BORDA LIVRE

+ g p
y - : 8- 'y 8- 3 8- 3 & i 4 & 4 & "

ol \J T ® T hd T T At

o
+
n

A

3

Distribuida

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 sdo apresentadas,
respectivamente, as respostas em deslocamentos e esforgos,
nas se¢des extremas e média, obtidas através do programa
desenvolvido neste trabalho, com as hipbéteses de Reissner,
ao lado das respostas correspondentes obtidas pela Teoria de
Vigas sem considerar as deformagdes por cisalhamento, e das
respostas obtidas por Paiva [47], com as hipbteses de
Kirchhoff. A comparagdo das mesmas mostra uma nitida
superioridade das respostas obtidas mneste trabalho em
relagdo as de Paiva [47], tanto para deslocamentos como para
esforgos. Sendo que em [47] foi adotada uma discretizagdo

com 40 elementos lineares e 44 nés.
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TABELA 4.1 - DESLOCAMENTOS NA PLACA EM BALANGO

4 3
secgédo w(D/qt") ¢, (D/qt™)
X = Paiva Paiva
MEC T. VIGAS [47] MEC T.VIGAS [47]
3 -2 -2
5= 4,5444%10 4,4271x10 - 10,14570{0,14583 -
2 0,12657 0,12500 0,1220]0,16666|0,16667 -
TABELA 4.2 - ESFORGOS NA PLACA EM BALANCO
2
segdo M,y (1/at™) Q. (1/Q¢)
X = Paiva Paiva
MEC T. VIGAS [47] MEC T.VIGAS [47]
0 0,49952 0,50000 0,489 {1,0053 1,00001}1,0117
L/2 0,12506 0,12500 - 0,49986} 0,5000 -
Para o cdlculo dos valores representativos dos

deslocamentos e esforcos em cada segdo, foi efetuada, neste
trabalho, a média dos valores nos pontos situados sobre a

secdo de maneira andloga aquela utilizada por PAIVA [47].

Exemplo 4.4.2- Placa Quadrada Apoiada nas Quatro Bordas

com Carga Uniformemente Distribuida

Uma placa quadrada de lado ¢, com carga uniformemente
distribuida, q, apoiada nas quatro bordas foi resolvida para
diversas relag¢des entre espessura e lado, considerando-se a
condigdo de rotagdo no plano vertical tangente ao contorno
restringida (condigdo "hard") e a condigdo de momento torgor
(condigao

nulo contorno

"soft") .

no plano vertical tangente ao
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A discretizagdo adotada consta de 44 pontos no contorno
e 20 elementos parabblicos, com geometria linear, conforme

mostrado na Figura 4.17.

"4

NO DE EXTREMIDADE

¢ 4 YV =0,30

4 L

<, —t — S

NO DUPLO NG INTERMEDIARIO

. |

Fig. 4.17- Placa simplesmente apoiada no contorno

Os valoregs de deslocamento transversal w obtidos neste

trabalho, com a rotagdo tangencial ao contorno nula

~ h . . 1 1 1 3
n "
("hard"), para as relagdes —p— 1guals a y3Hr ~1g’ 5 e —g-
sio apresentados na Figura 4.18, juntamente com o8

resultados da Teoria Cléssica. Os resultados aqui obtidos
1
- 100’

Classica. A medida que a relagdo —%e cresce, os resultados

da Teoria de Reissner comegam a apresentar diferengas

x h ~ N .
para a relagdo, -5 s3o coincidentes com os da Teoria

significativas.

No caso da relagdo —%— = 0,30, o deslocamento w no meio
do vi3o & 39,6% superior ao valor obtido pela Teoria
Classica. A influéncia da espessura fica também evidenciada
na Tabela 4.3, onde os resultados deste trabalho em termos
de deslocamento transversal w, sobre a linha de centro da
placa, sado comparados com os resultados obtidos
analiticamente por RIBEIRO [100], para as hipbéteses de
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Reissner, com a condigdo "hard", e com os resultados da
Teoria Cléssica. Esta tabela comprova ainda o excelente
nivel de precisdo dos resultados obtidos com a utilizag&o do
MEC, sendo os mesmos praticamente coincidentes com as

respostas analiticas [100].

6

X/l

Fig. 4.18- Deslocamento Transversal w ao Longo da Linha do

Centro da Placa
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TABELA 4.3- Deslocamentos Transversais w sobre a Linha de
Centro da Placa

w.[ 100D)
h at*
)
x 0,10¢ 0,20¢ 0,30¢ 0,40¢ 0,50¢
0,01 | MEC 0,1316 | 0,2464 | 0,3338 | 0,3881 | 0,4064
Ribeiro| 0,132 0,246 0,334 0,388 0,406
[100] |
0,10 | MEC 0,1386 | 0,2583 | 0,3490 | 0,4052 | 0,4241
Ribeiro| 0,139 0,258 0,349 0,405 0,424
[100]
0,20 | MEC 0,1598 | 0,2946 | 0,3953 | 0,4571 | 0,4779
| Ribeiro| 0,160 0,295 0,395 0,457 0,478
[100] |
0,25 | MEC 0,1756 | 0,3218 | 0,4299 | 0,4960 | 0,5182
Ribeiro| 0,176 0,322 | 0,430 0,496 0,518
[100]
0,30 | MEC 0,1950 | 0,3550 | 0,4723 | 0,5436 | 0,5674
Ribeiro| 0,195 0,355 0,472 0,543 0,567
[100]
T. Cléssica | 0,132 0,246 0,334 0,388 0,406

Os resuitados obtidos para o momento fletof Mxx’ sobre
o eixo y = —5— para a condig¢do "hard", sdo confrontados na
Tabela 4.4, com OS resultados de RIBEIRO [100] & com os da
Teoria Classica. Aqui também pode ser percebida uma perfeita
concordancia dos resultados obtidos via MEC com a solugdo
analitica [100]. Pode-se observar neste caso que a variagéo
da relagdo h/t nio influencia os resultados de M tdo
significativamente quanto o8 deslocamentos transversais Ww.
Assim é que, o momento Mxx no meio da placa, para a relagdo
h/¢ = 0,30, supera O valor obtido pela Teoria Classica em

apenas 2,82%.
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TABELA 4.4- Valores do Momento Fletor Mxx

[

sobre o Eixo y=—5—

M [52)
h qt
z _
X 0,102 0,208 0,30¢ 0,40¢ 0,50¢
0,01 | MEC 0,209 0,3433 | 0,4247 | 0,4658 | 0,4789
Ribeiro| 0,209 0,343 0,424 0,466 0,479
[100]
0,10 | MEC 0,2099 | 0,3442 | 0,4249 | 0,4673 | 0,4804
Ribeiro| 0,210 0,344 0,425 0,467 0,480
[100]
0,20 | MEC 0,2123 | 0,3472 | 0,4287 | 0,4716 | 0,4849
Ribeiro| 0,211 0,347 0,429 0,472 0,485
[100]
0,30 | MEC 0,2162 | 0,3523 | 0,4352 | 0,4789 | 0,4925
Ribeiro| 0,214 0,352 0,435 0,479 0,492
[100]
T. Classica | 0,209 0,343 0,424 0,466 0,479

Na Tabela 4.5, sdo apresentados resultados dosg valores

maximos de deslocamento transversal w, do momento fletor MXx

no meio da placa, e do momento torgor Mxy

no canto, todos

obtidos para a condigdo "hard", tendo ainda como comparagdo

a resposta analitica [100] baseada na Teoria de Reissner, e

a resposta da Teoria Cléssica.
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TABELA 4.5- Deslocamentos Transversais w e Momento Fletor

M no meio da Placa, Momento Torgor no Canto.

XX
w.[ 102D] Mxx[ 1o2 ) ' Mxy[ 102 ]
h qt qt qt
Z RIBEIRO RIBEIRO RIBEIRO
MEC [100] MEC [100] MEC [100]
0,010| 0,4064 0,406 0,4789 0,479 0,3893 0,325
0,025| 0,4074 0,407 0,4790 0,479 0,3223 0,324
0,050{ 0,4107 0,411 0,4792 0,479 0,3228 0,321
0,075| 0,4163 0,416 0,4797 0,480 0,3179 0,316
0,100 0,4241 0,424 0,4804 0,480 0,3125 0,311
0,125| 0,4342 0,434 0,4812 0,481 0,3077 0,308
0,150| 0,4465 0,446 0,4823 0,482 0,3029 0,305
0,175 0,4611 0,461 0,4835 0,483 0,2974 0,302
0,200| 0,4779 0,478 0,4849 0,485 0,2910 0,297
0,250| 0,5182 0,518 0,4884 0,488 0,2753 0,287
0,300| 0,5674 0,567 0,4925 0,492 0,2558 0,274
T.Classica 0,406 0,479 0,325

Na Figura 4.19, apresentam-se as variagdes da forga
cortante Q na borda da placa para as condigdes de contorno
*hard" e "goft", respectivamente, comparando-sge os
resultados obtidos através do MEC com aqueles obtidos por
BATHE et alii [101]. Observa-se dque na condigdo "soft" o
modelo de Reissner simula uma concentragéo de carga, em um
curto trecho préximo ao canto, andloga a4 reacdo de canto da
anidlise através da Teoria Cléssica. Esta concentragdo néo
ocorre na condigdo de contorno "hard", pois neste caso ©

momento torgor é absorvido pelo apoio.

172



-\ TEORIA CLASSICA
4.0 -
o|\¢
~] T
o
N . MEC
A Bathe[101] - MEF -~ Reissner
- 404 - Teorig Cldssica
-9.0
X
¥ 1 ¥ ] 1
) 0,10 0,20 0,30 0,40 .0,80
Condigdo de Contorno "Hard"
T TEORIA CLASSICA
4.0 - i -5 *
oS>
- * MEC
o A Bothe[ 101]- MEF - Reissner
=40 1 — Teoria Classica
-8.0 X
T T T T T
) 10. 20. 30. 40. s0. &

Condigdo de Contorno “Soft"

Fig. 4.19- Forga Cortante ao Longo da Borda para Condigdo de

Contorno "Hard" e para Condigdo "Soft"

A Tabela 4.6 apresenta os valores dos deslocamentos
, M, obtidos
XX YY

utilizando-se as condigdes de contorno "hard" e "soft", para

transversais w, momento fletor M
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a relagdo —%— = 0,10, sobre a linha de centro y = —%~. Nesta

tabela, observa-se que a diferenga percentual entre ©0S

valores correspondentes as duas condi¢des cresce a medida

XX
condi¢des de contorno "soft" e "hard"

TABELA 4.6- Valores de W, M e Myy para a placa com

X D_ 4100 M 12 10
qt qt Yo qe

4 XX

"gsoft" "hard" "goft" "hard" "gsoft" "hard"

0,10 | 0,1521 0;1386 0,2509 0,2100 0,1944 0,1708
0,20 0,2812 0,2584 0,3807 0,3442 0,3305 0,3050
0,30 0,3781 0,3490 0,4574 0,4250 0,4302 0,4020
0,40 0,4378 0,4052 .0,4979 0,4673 0,4904 0,4608
0,50 0,4579 0,4242 0,5105 0,4805 0,5105 0,4805

que o ponto se aproxima do contorno. Assim é que a flecha no
centro da placa na condigdo "soft" é 7,9% maior que a da
condic3o "hard" e para o ponto situado sobre a linha de
centro, a 0,10¢ da borda esta diferenga cresce para 9,7%. No
caso do momento Mxx’ a comparagdo andloga mostra uma
diferenca de 6,2% no centro e 19,5% para o ponto a 0,10¢ da
borda. Estas diferencas s3o devidas & presenga do momento
torgor nas bordas, na condigdo "hard" que torna a placa mais
rigida pois ¢s = 0. E importante notar gque para relagdes

vio/espessura menores ou iguais a 0,01 as matrizes H e G se

mostraram mal condicionadas acarretando com isto grandes
imprecis®es nos valores de contorno, entretanto as respostas
observadas no dominio apresentaram niveis de precisdo

adequados.
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Exemplo 4.4.3- Placa Quadrada com Duas Bordas
Adjacentes Engastadas e Duas Bordas
Livres e Carga Uniformemente
Distribuida.

A placa representa na Figura 4.20, com relagdo —%— =
0,10 e suportando carga uniformemente distribuida foi
calculada utilizando-se uma discretizagdo com 44 pontos
sobre o contorno, 20 elementos e 12 pontos internos.

Os resultados obtidos sd3o comparados com aqueles
calculados por PAIVA [47] utilizando o MEC e o MEF com ©
elemento T.18, considerando-se as hipbteses de Kirchhoff,
discretizagdo com 20 elementos de contorno (MEC) e 144
elementos finitos (MEF). Os resultados comparativos para

deslocamentos transversais sdo apresentados na Tabela 4.7.

Fig. 4.20- Placa do Exemplo 4.4.3
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TABELA 4.7- Deslocamentos Transversais na placa do Exemplo

4.4.3.
(=)

w 3
PONTO qt

PATVA [47] [PALVA [47]

MEC MEC MEF

22 0,0435 | 0,0458 0,0407
54 0,0129 | 0,0131 0,0121
56 0,0167 | 0,0171 0,0156

Na Tabela 4.8 apresentam-se os valores dos momentos em

alguns pontos.

TABELA 4.8- Valores de M . © Mxy na placa do Exemplo 4.4.3.
Mxx[ 12 ]
PONTO gl
PAIVA [47] [PAIVA [47]
MEC MEC MEF
51 0,0631 0,0652 0,0608
53 0,0906 0,0941 0,0883
55 0,1147 0,1185 0,1123
vy )
YYU qe
PAIVA [47][PAIVA [47]
MEC MEC MEC
45 0,0154 0,0141 0,0130
46 0,0631 0,0652 0,0608
48 0,0210 00,0229 0,0191
49 0,0291 0,0318 0,0269
50 0,0364 0,0418 0,0337

E interessante notarf que os resultados obtidos neste
exemplo situaram-se entre os valores obtidos por PAIVA [47]

nas anilises através do MEF e do MEC,

muito préximos do
valor médio.
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Exemplo 4.4.4- Placa Quadrada Apoiada nas Bordas com

Carga Uniformemente Distribuida Parcial.

Uma placa quadrada simplesmente apoiada com condig¢des
de contorno "hard", suportanto carga uniforme sobre um
subdominio quadrado, conforme indicado na Figura 4.21, foi
resolvida utilizando-se uma discretizagdo com 36 pontos

sobre o contorno, 16 elementos e 10 pontos internos.

X2
127 26 25 24 23 22 21 20 19

28 & + & + 18
48
(=]
-n? 29 ¢ 1. G $1
"M 44 48
o 30 4+ + o+ 16
____‘{._ 41 42 43
7 ] n4e + + + @18
2 37 38 39 40
Q/ 8_ 27t + + + + T4
/ °©

S SRS =

0,35a \ Q3OG‘ 0,350
. T e
v =0,30

035a

3

S

L.
0 4
&

+F 4
LK}
T4
*¢
»J

Fig. 4.21- Placa Apoiada nas Quatro Bordas com Carga

Uniforme Parcialmente Distribuida.

Na Tabela 4.9 s3c apresentados os resultados dos
deslocamentos transversais comparados com OS resultados
analiticos da Teoria de Kirchhoff. O valor do momento fletor
Mxx’ no centro da placa foi igual a 0,170P, sendo
P=q(0,30a)2, enquanto o valor dado por TIMOSHENKO [99], &
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0,168P. Esta mesma placa foi analisada considerando-se uma

carga concentrada P no centro da mesma. Neste caso, © valor

2
obtido para a flecha no centro foi igual a 0,0115 Pg e o
' 2
valor dado por [99] é 0,0116 Pg 0 valor encontrado para O

momento fletor Mxx no ponto situado a uma distancia a/40 em
relag3o ao centro, foi de 0,0176Pa2, sendo o valor dado por
[99] igual a 0,0181Pa2.

TABELA 4.9- Deslocamentos Transversais na Placa do Exemplo

4.4 .4.
108D
w 3
PONTO ql
Teoria Cléassica MEC
37 0,917 0,919
38 0,828 0,830
39 0,601 0,602
41 0,750 0,751

Exemplo 4.4.5- Placa Quadrada Apoiada nas Bordas com
Carga Vertical Distribuida em Linha.

A placa quadrada de lado a, simplesmente apoiada nas
quatro bordas, com rotagdo tangencial nula no contorno
(condigdo "hard"), relagdo 2 = 0,05, coeficiente de Poisson
igual a 0,30, foi calculada suportando uma linha de carga
distribuida constante paralela & diregédo X, - A discretizagdo
adotada constou de 20 pontos sobre o contorno e 8 elementos.
A linha de carga g foi dividida em 2 elementos de mesmo

comprimento (Figura 4.22).
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Fig. 4.22- Placa com Linha de Carga q - Exemplo. 4.4.5

As solucgdes obtidas para deslocamento transversal w,
momentos fletores M11 e M22 , juntamente com os resultados
dados por TIMOSHENKO [99], séo apresentados nas Figuras
4.23, 4.24 e 4.25, respectivamente, onde pode-se observar

uma 6tima concordincia de resultados.

or )
4

° MEC

e Timoshenko [99]
0.03- v

002

Deslocamentos w/( § e’/ D)

0.01

T T —
0.4 0.5 xl/q

Fig. 4.23- Deslocamento w na Linha de Centro da Placa x, = %.
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Fig. 4.25- Momento Fletor M,, na linha de centro x, = %

Exemplo 4.4.6- Placa em Balango sob Agdo de Duas linhas

de Momentos Distribuidos

Uma placa em balango com as mesmas caracteristicas
geométricas daquela calculada no Exemplo 4.4.1 e mesma
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discretizagdo de contorno representada na Figura 4.16, foi
calculada sob acgdo de duas linhas de momentos distribuidos

paralelas ao eixo X

2

1 conforme indicado na Figura 4.26.

LINHA DE MOMENTO DISTRIBUIDOS -%—mXI

————— — s e o — —— — ——— — o —

>
X
/ _ ve0
L
Myy
7, N e W W W e W W e W W
Y B P e e e e ey
Fig. 4.26- Placa em Balango com Linhas de Momentos
Distribuidos

Os resultados obtidos para deslocamentos transversais e
rotagdes sdo comparadas aos resultados correspondentes da
Teoria de Vigas na Tabela 4.10, podendo-se observar uma

étima concordincia entre os mesmos.

TABELA 4.10- Deslocamentos Transversais w e Rotagdes ¢x1

{4

sobre o Eixo X, = —g§— da Placa em Balango -

8
Exemplo 4.4.6.
D D
W= 3 ¢x1 - 2
m_. ¢ m,_. L
%Xy x1 x1
MEC T, de MEC T. de
Vigas Vigas
L/a 0,0143 0,0143 0,1094 0,1094
/2 0,0521 0,0521 0,1875 0,1875
3L/4 0,1055 0,1055 0,2344 0,2344
L 0,1666 0,1667 0,2494 0,2500
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Na Tabela 4.11 est3o representados os resultados do
[

momento M11 sobre o eixo X, = - -

TABELA 4.11- Momentos M11 sobre o Eixo X, = —%— da Placa em

Balang¢o - Exemplos 4.4.6.

1
M11 — 3
m . &
x1 x1
MEC T. de
Vigas

L/4 2,9997 3,0000
L/2 2,0002 2,0000
3L/4 1,0005 1,0000

Os resultados referentes ao MEC foram obtidos
calculando-se a média dos valores dos pontos situados sobre
cada secgdo, em ambas as Tabelas, (4.10) e (4.11).

Exemplo 4.4.7- Placa Esconsa Simplesmente Apoiada em
Duas Bordas Opostas

Uma placa esconsa apoiada em duas bordas e com. as
outras duas livres, suportando carregamento uniformemente
distribuido e com demais caracteristicas mostradas na Figura
4.27 é aqui analisada com as hipbteses de Reissner sendo 08
resultados comparados com aqueles apresentados por HARTMANN
e ZOTEMANTEL [46], que estudaram esta mesma placa usando as
hipéteses de Kirchhoff através do MEC e do MEF. A
discretizagdo adotada consta de 52 pontos no contorno e 24

elementos.
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BORDA APO1ADA

1200 m

E = 3,4 x 10’ kN/m?
V0,20

h=0,60m
q:17,9kN/m?

BORDA LIVRE

BORDA LIVRE

16,97 m J
-

Fig. 4.27- Placa Esconsa com Carga Uniforme

Na figura 4.28 sdo apresentados os valores comparativos
obtidos para os momentos fletores e torgor sobre a diagonal
AB (Fig. 4.27). Deve ser notado que de acordo com a
referéncia [46], na vizinhanga de canto obtuso B ocorrem
singularidades com o valor do momento fletor Mll’ tendendo
erradamente para infinito e esta dificuldade aparece nos

resultados numéricos através do MEF e do MEC.
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Fig. 4.28- Resultados Comparativos do Exemplo 4.4.7

Exemplo 4.4.8- Placa Quadrada Engastada Submetida a um
Gradiente de Temperatura

Para avaliar a influéncia dos termos integrais de
dominio das equagdes (3.24) e (3.32), que permitem a
consideragdo de campos de momentos iniciais na resposta da

placa, bem como as matrizes de influéncia correspondentes R
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e S, neste exemplo considera-se uma placa quadrada de lado

~

21 engastada nas bordas, submetida a variagdo de temperatura
linear t ao longo da espessura h, mas constante em relagdo a
x, e x, em todo dominio. A variagdo t é simulada por um

campo de momentos iniciais tal que:

_ _ ot
My, =M, =D (1+v) —f~
onde a & o coeficiente de dilatag¢fo térmica do material.

De acordo com TIMOSHENKO [99], neste problema a placa
permanece plana, sendo ent@o nulos os deslocamentos, e 0S8
momentos fletores sdo uniformes em todo o dominio, podendo

ser expressos por:

at

M = M =D (1+v) i

11 22

A discretizacdo adotada para a solugdo através do MEC
consiste de 36 pontos sobre o contorno, 16 elementos de
comprimentos iguais, 49 pontos internos e 128 células
internas.

Os resultados obtidos em termos de deslocamentos foram
da ordem de 10—8, e em termos de momentos fletores os
desvios maximos observados em relagdo & solugdo analitica
foram de 0,17%, comprovando a boa precisdo da formulagdo

proposta. Para efeito de ilustragdo, os resultados obtidos

no centro da placa, com h = 0,10m, ¢&=2,0m, v=0,20,

E=2,5x10 kN/m, M°, = M’ = 10kN.m/m, foram:

11 22

W= 2,4694 x 10 °m

Mll

MZZ

- 9,987 kN.m/m

L]

-10,013 kN.m/m
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As rotacBes e momentos torgores também se anularam em
todos os pontos. Este campo de momentos iniciais aplicado
equivale & aplicagdo de uma variagdo de temperatura entre as
faces superior e inferior igual a 38,400, admitindo-se o =
107° /%,

Exemplo 4.4.9- Placa Simplesmente Apoiada nas Bordas

com um Gradiente Uniforme de Temperatura

Este exemplo tem como objetivos basicos os mesmos do
exemplo anterior e trata de uma placa quadrada simplesmente
apoiada nas 4 bordas, com rotagdes tangenciais ao contorno
restringidas (condigdo "hard"), submetida a um diferenga de
temperatura linear ao longo da espessura igual a g%c, em
todo o dominio. As caracteristicas geométricas e do material
estdo indicadas na Figura 4.29. A discretizagdo utilizada
congsiste de 44 pontos no contorno, 20 elementos, 81 pontos
internos e 200 células no dominio. Para efeito de
comparagdo, este mesmo exemplo foi processado pelo MEF,
utilizando-se o programa SUPERSAP [102], com malha de 441
pontos e 400 elementos quadrilaterais. Este programa utiliza

elemento de placa baseado na Teoria Cléssica.

Dados:

a = 2,0m v = 0,30 h = 0,20 m E = 2,5 x 10 kN/m’
0 0 at -2

M, = M), = D(1+v)f= = 0,9524 x 10 KNxm/m

a = 10°° ¢ = 8¢
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APOIADA

Fig. 4.29- Placa do exemplo 4.4.8

-

A variagdo de temperatura t & representada, neste
problema, por um campo de momentos iniciais:

Mo _ Mo 2

11 9p = 0,9524 x 10

kNxm/m

Os resultados comparativos em termos de deslocamentos
ao longo da linha de centros Xx, = a/2 s3o apresentados na
Tabela 4.12.

TABELA 4.12- Deslocamento na Linha de Centro: X, = —%—
3 1036
10°w (m) x1
X
M.E.C SUPERSAP M.E.C. | SUPERSAP
0 0 0 -0.351961-0.35081
a/10 0.06043| 0.06031|-0.25584|-0.25368
a/5 0.10341| 0.10320|-0.17465}-0.17616
3a/10| 0.13188| 0.13161|-0.11011 -0.10994
2a/s 0.14806| 0.14775|-0.05278|-0.05271
a/2 0.15330| 0.15298 0. 0.
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Na Tabela

4.13

sdo

apresentados os resultados

comparativos dos momentos fletores na linha de centro.

TABELA 4.13- Momentos Fletores na Linha de Centro: X, = —%—
M X 102kNxm/m M X 102kNxm/m
11 22
*
M.E.C SUPERSAP M.E.C. | SUPERSAP
a/10 |-0.1088 |-0.1099 -0.5582 |-0.5584
a/5 -0.2033 |-0.2055 |-0.4630 |-0.4640
3a/10|-0.2748 |-0.2770 }|-0.3914 -0.3929
a/s -0.3184 |-0.3205 [-0.3478 |-0.3495
a/2 -0.3332 |-0.3350 |-0.3332 |-0.3350

A observacdo das Tabelas 4.12 e 4.13 mostra uma 6tima

concordincia entre os valores obtidos pelo MEC e pelo MEF.

Com relagdo aos

resultados

P

e

e para os momentos 1%.

deslocamentos
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ANALISE ELASTOPLASTICA DE PLACAS DE REISSNER ATRAVES DO
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

5.1. INTRODUGAO

Neste capitulo a formulagdo de elementos de contorno
para placas, sob as hipbéteses de Reissner, é adaptada
visando-se a analise de problemas de acordo com a teoria
classica da plasticidade. No inicio, & feita uma revisédo da
andlise elastopldstica wunidimensional, seguida por uma
generalizagdo dos conceitos da plasticidade para problemas
contfinuos no espago tridimensional e mais especificamente
' para placas. As leis bédsicas do comportamento elastopléastico
sdo apresentadas, antes que os aspectos numéricos sejam
considerados. Com esta finalidade s3o introduzidos neste
texto apenas os conceitos bédsicos como o potencial plastico
e a condicdo de normalidade, e ainda as expressoes
egsgenciais da teoria da plasticidade. O tratamento completo
deste assunto pode ser encontrado em textos cléassicos
relacionados na bibliografia. [104] [105].

S3o formuladas relagdes tensdo-deformagdo para as
condigdes pbs-escoamento e o procedimento para o cdlculo da
solugdo plastica & baseado no processo das tensdes iniciais,
proposto por ZIENKIEWICS et alii [96], para o Método dos
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Elementos Finitos. O algoritmo implementado neste trabalho

permite considerar os critérios de Von Mises e Tresca.
Algumas aplicac¢des simples para o cdlculo de placas de

acordo com os referidos critérios sdo apresentados ao final

deste capitulo para mostrar a utilidade da técnica proposta.

5.2. PROBLEMAS ELASTOPLASTICOS UNIDIMENSIONAIS

O comportamento elastoplastico & caracterizado por uma
resposta eldstica inicial, sobre a qual uma deformagdo
pléstica é sobreposta, depois que um certo nivel de tensdo
tenha sido alcancado. A deformagdo plastica é essencialmente
irreversivel no descarregamento e incompressivel por
natureza.

O inicio da deformag8o pléastica & condicionado por um
critério de escoamento e a deformagdo pds-escoamento
geralmente ocorre com uma forte redugdo na rigidez do
material. A configurag¢do deformada &, portanto, dependente
do nivel de tensdo e do histdérico de carregamento. Uma
hipétese importante da teoria da plasticidade é a total
independéncia entre a deformagdo e o tempo. Portanto, de
acordo com esta hipbtese a deformagdo pléstica ocorre
instantaneamente apds a aplicagdo do carregamento.

Para situag¢des unidimensionais, o comportamento
elastopldtico pode ser definido através de pardmetros
obtidos a partir de um ensaio uniaxial. Algumas curvas
tensdo-deformacdo idealizadas s&do usualmente admitidas para
representar o comportamento do material, visando-se com isto
simplifica¢®es na andlise elastopléastica.

A idealizag¢do mais simples é o comportamento
elastoplastico perfeito, ilustrado pela figura 5.1.a, no
qual admite-se a mesma resposta do material & tragdo e a
compressdo. Este comportamento pode também ser representado

por um modelo mecdnico consistindo de uma mola eléstica
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linear e um deslizador montado em série conforme Figura

P

5.1.b. O comportamento & puramente eldstico até que o nivel

de tensdes alcance a tensdo de escoamento, quando admite-se

que o deslizador escoe e a deformagao cresga
indefinidamente.
o
A ld
o A
Y + K
/
e
// e
A > €
e’ €
€. e+ €’
0 _
! -
eP
{a)
S A

(b)
Fig. 5.1- Material Elastopléstico Perfeito
a) Curva Tensdo-Deformagdo;

b) Modelo Mecénico.

Considerando-se o ponto A da figura 5.l1l.a como ©O
estado de tensio em um ponto do <corpo solicitado
uniaxialmente, a curva para o descarregamento a partir deste
nivel de tensdo, é dada pela linha tracejada paralela ao
trecho eléastico. Entao, uma parcela de deformagédo
irreversivel, €, permanece no corpo apds a remogdo total do
carregamento. Para qualquer outro recarregamento, o COrpo se
comporta elasticamente, até que se atinja a tensédo de
escoamento, 0., e a deformagdo total deve incluir a
deformagdo plastica, ep, devida ao carregamento prévio.

A deformagdo total devida a qualquer carregamento pode
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ser descomposta numa componente eldstica, €, e numa

componente pléastica, ep, isto é

e = ¢ + €P (5.1)

O nivel de tensdo para um material elastopléstico
perfeito estd limitado a seguinte condigéo:

o - oy s 0 (5.2)

onde apenas os valores positivos de ¢ s3o considerados,
devido 3 simetria das rela¢des tens3o-deformagdo. O primeiro
membro de (5.2) pode ser entendido como uma fungdo de
escoamento F(o) que n3o pode assumir valores positivos, ou
seja:

F (o) s 0 (5.3)

Um outro comportamento idealizado consiste em assumir

endurecimento (ou amolecimento) do material apés o limite de

escoamento. A Figura 5.2.a apresenta uma relagao
tens3o-deformagdio com efeito de endurecimento linear,
caracterizado pelo mbédulo constante Ep. Neste caso, o

comportamento pode ser representado pelo modelo mostrado na
figuravs.z.b.

Inicialmente, as respostas elésticas sdo dadas por duas
molas el&sticas montadas em paralelo. Quando a tensdo de
escoamento, oy, é atingida o deslizador escoa e apenas uma
mola trabalha para modelar a resposta com endurecimento
linear. Nestas condi¢des, a tensdo de escoamento ndo
representa o nivel de tens3o miximo possivel, mas significa
apenas o inicio do fluxo pléastico. Sendo o ponto A, na
Figura 5.2.a o estado de tensdo em um ponto de um coOrpo
carregado, a curva de descarregamento, representada pela
linha tracejada, também é paralela ao trecho elédstico da
curva de carregamento. Nos carregamentos subsequentes,‘
correspondentes a valores positivos ou negativos de o, o

material escoara outra vez somente quando a tensdo atingir
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o valor Y, e a deformagdo prévia deve ser considerada para O

cdlculo da nova deformagdo pléastica.

Ey

/
(J"y T/
4 Y(k)
// ee E,
E //
¥ 4a,_JL_
e’ €
4%—- E,
1 O, fo
| y eP y
I
|
i
|
—////////////////
(a) E=E, +E,
e €%+’

(b)

Fig. 5.2- Material Elastopldtico com Endurecimento

Linear

A equagdo (5.1) permanece valida para o cédlculo da
deformagdo total, e o nivel de tensdo é limitado pela

seguinte condigdo:

F(o, k) = 0 (5.4)
ou

c - Y(k) s 0 (5.5)
onde k & denominado pardmetro de endurecimento do material.

Na teoria da plasticidade os efeitos de endurecimento
sio frequentemente considerados através da aplicagdo do
conceito de trabalho de endurecimento. Usando-se este
conceito, a tensdo de escoamento Y pode ser interpretada

como uma funcgdo do pardmetro de endurecimento k, o qual é
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associado ao trabalho plastico total realizado por unidade
de volume, isto é:

k

I o deP (5.6)
ou

Y

Y (I o deP) (5.7)

Para o caso de endurecimento linear, conforme mostrado

na Fig. 5.2, a tensdo de escoamento é calculada por:

y(k) = o + H' P (5.8)

onde

(5.9)

E

O comportamento pléstico discutido até aqui trata
somente de plasticidade de materiais nas quais é valida a
simetria da curva tensdo-deformagdo. Entretanto, apds a
primeira deformagdo pléstica, muitos materiais podem perder
a simetria e os niveis de tensdo de escoamento d tragdo e a
compressdo podem apresentar valores Y(k) diferentes. Este
fendmeno & conhecido como efeito Bauschinger e usualmente
aparece sempre que hd reversdo de tensdo. Neste trabalho ndo

Pd

& considerado este tipo de comportamento do material.
5.3. TEORIA DA PLASTICIDADE NO ESPAGO TRIDIMENSIONAL

Na secgdo anterior, o comportamento plastico
unidimensional foi apresentado. Sua generalizagdo para
problemas tridimensionais e a particularizagdo para o caso
de placas é aqui sumarizada, juntamente com as hipbteses
bisicas necessarias.

Na mecidnica do continuo, a deformagdo total, €540 pode
ser expressa também como a soma das componentes elastica,

e

rd L3 p . rd .
eij’ e plastica, Eij’ isto é:
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€.. = €5, + P (5.10)

ij ij ij
Analogamente um pequeno incremento de deformagéo, deij, pode
ser decomposto em componentes eldstica e pléstica:

de,. = deS, + deP (5.11)

ij ij ij
A formulagdio de uma teoria que modele comportamento
elastopléstico do material exige que sejam especificadas as

seguintes relagdes entre tensdes e deformagdes:

Uma relacd3o explicita entre tensSes e deformagdes
para descrever o comportamento eldstico, isto &, antes do

inficio das deformag¢des pléasticas.

Um critério de escoamento indicando o nivel de tensdo
no qual inicia-se o fluxo pléastico e o fim do comportamento
elédstico.

Uma relagdo entre tensdo e deformagdo para O
comportamento pds-escoamento que permita o cédlculo da

componente de deformagdo pléstica.

A relagdo tens3o-deformagdo na fase elastica & dada

P

pela expressdo (2.3), isto é:

g (5.12)

e
i3 = Cijketke

Pd

onde cijke é o tensor de constantes elasticas que no caso de

material isotrdpico & dado por:

Ciyke = Mg Oy + MOy 05y * LI (5.13)

sendo A e u as constantes de Lamé, e aij o delta de

Kronecker.
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O critério de escoamento para definir o estado de
tensdo no qual se iniciam as deformagdes plésticas pode ser

escrito como:

F (Gi k) =0 - (5.14)

jl
ou

f (oij)— Y(k) = O (5.15)

onde f(aij) é uma fungdo somente das componentes de tensdo e
pode ser entendida como uma tensio efetiva ou tensédo
equivalente, 0; e Y(k) dada como fungdo do pardmetro de
endurecimento k, desempenha o papel de tensdo de escoamento.
Com isto, o estado de tensdo no ponto representado pela
tensio efetiva pode ser comparado com a tensdo de escoamento
obtida a partir de ensaios uniaxiais.

Qualquer critério de escoamento para um material
isotrdépico deve ser independente do gsistema de coordenadas
usado, podendo ser expresso gderalmente em fungdo de

invariantes de tensdo, dados por:

I, = %k
1
1
J3 = 3 8;4%5k%ki

onde sij sdo as componentes do tensor anti-esférico,

definidas por:

1

As observacgdes experimentais indicam que a influéncia

I
-~ L] - . 1 ~ - L3 L] L] 13
da pressdo hidrostatica, -—3—, Dnao e gignificativa no

escoamento de metais. A maioria dos critérios sugeridos para

materiais metalicos té&m agora somente interesse histbrico,

196



uma vez que contrariam as previsdes experimentais. Os dois
critérios mais simples e que ainda sdo utilizados para estes
materiais sdo o critério de Tresca e o de Von Mises.

O critério de Tresca, estabelecido em 1864, afirma que
o material escoa quando a tensdo mixima de cisalhamento
alcanga um certo valor critico. Se as tensdes principais s&o

01, 02, 03 sendo 0, =2 0, 2 O entdo o escoamento se inicia

1 2 3’

quando:

= Y(k) : (5.18)

onde Y(k) é a tensdo de escoamento do material determinada
experimentalmente através de ensaio uniaxial.

Este critério pode ser representado no espago de tensdes o0,,

0,1 04 por uma superficie prismatica hexagonal de
comprimento infinito, conforme figura 5.3, onde o eixo do
prisma fica definido por g, = 0, = 03, € coincide com a

diagonal do espago. A segédo transversal da superficie &
constante, em consequéncia da hipdtese de que a pressédo
hidrostatica ndo influencia no escoamento, e pode ser
representada geometricamente, projetando-a no chamado plano

7w, onde: o, + o, + Oy = 0, conforme mostrado na Figura 5.4.

DIAGONAL DO ESPAGO
0= 022 T3

PLANO T
<§+qyo;o

VON MISES

TRESCA

Fig. 5.3- Representagdo Geométrica das superficies de
Escoamento de Tresca e Von Mises.
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Quando a funcdo de escoamento depende somente de J2 e

J3, ela pode ser escrita na forma f(01—03,02-03) e sua
representa¢do bidimensional, f(oij) = Y(k), pode ser feita
conforme ilustrado na figura 5.4.b.

e

0, - 05
VON MISES (J,% CONSTANTE) VON MISES

TRESCA

TRESCA ( TENSAO
MAXIMA DE CISA-
LHAMENTO = CONSTANTE )

Lt
0,-03

@
Q

/

/g\ LINHA DE CISALHAMENTO b)
PURD ( ©20)

a)

Figura 5.4- Representagdo Bidimensional dos Critérios
de Tresca e Von Mises. :
a) Projegdo no plano w;
b) Representagdo convencional no plano 03=0

O critério de Von Mises, estabelecido em 1913, afirma
que o escoamento comega quando o invariante J, alcanga um
valor critico, isto é:

1/2

(J,) = K(k) (5.19)

2

onde K é um parimetro do material, a ser determinado.
O invariante J, é expresso por (5.16) e pode ser escrito

explicitamente como:

1 I 2 2 2
J, = =g~ L(Ul-dz) + (0,-04)" + (04-0y) ]
ou
1 [ .2 2 2 2 2 2
J2 = —F— Lsxx+syy+szz] + axy + Uyz + 04y (5.20)
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O critério (5.19) pode ser reescrito como:

_5=\/3J2‘=\/ 31K (5.21)

-~ 3
o = =(8,.8.. .

7 ij j) (5.22)
sendo 0, a tensdo equivalente ao caso uniaxial, para este
critério. Existem duas interpreta¢des fisicas para O
critério de Von Mises. A primeira é de que o escoamento se
inicia quando a tensd3o de cisalhamento octaédrica atinge um

valor critico, isto é:

Toct ~ V/gJ; - %‘ K (5.23)

2

A tensdo do cisalhamento octaédrica, é a tensao

Toct!
de cisalhamento atuante no plano octaédrico que € um plano
igualmente inclinado em relagdo aos eixos das tensdes
principais. A segunda interpretagédo dada por Hencky, em
1924, afirma que o escoamento se inicia quando a energia de
distorcdo eldstica alcanga um valor critico.

O par@metro K é a tensdo de escoamento no estado de

cisalhamento puro. O escoamento ocorre no ensaio de tragdo

uniaxial, onde o, = oy, 0,= 0Og= 0. Substituindo-se estes
valores em (5.19), encontra-se:
o
K = —L — (5.24)

A figura 5.3 mostra a interpretagdo geométrica da
superficie de escoamento de Von Mises que é& um cilindro de
secdo transversal circular, no espago das tensdes principais

gy, 0, € 0. A projegdo da superficie no plano é um

circulo de raio 2 K, conforme mostrado na Figura 5.4.a. A

P

representagdo bidimensional da superficie, no plano'03=0, é
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uma elipse, mostrada na Figura 5.4.Db.

Deve-se notar que, no critério de Von Mises, O
parametro K(k), e no critério de Tresca, O parimetro Y(k),
sio a tensdo de escoamento no estado de cisalhamento puro.
Entretanto, as relagdes entre a a tensdo de escoamento, oy,
no estado de tens3o uniaxial e o pardmetro K(k) & diferente
da relagdo entre oy e Y(k). Se os dois critérios sdo

forcados a coincidir para o estado de tensio uniaxial, a

relacdo entre K(k) e Y(k) & 2/Vf; = 1,15, e graficamente, ©
circulo de Von Mises circunscreve o hexdgono de Tresca,
conforme apresentado na Figura 5.4.

Apds o escoamento inicial, nos estados miltiplos de
tensdo, o nivel de tensdes a partir do qual deformagdes
plasticas adicionais voltam a ocorrer, pode ser dependente
do grau de deformagdes plésticas atuais, devido ao fenbmeno
do endurecimento, discutido para o caso de modelos
uniaxiais, na segfio 5.2. Portanto a superficie de escoamento
varia a cada estdgio de deformagdo pléastica, com as
superficies subsequentes sendo dependentes de alguma forma
das deformagdes plésticas ocorridas. Alguns modelos que
descrevem o endurecimento do material sdo ilustrados pela
Figura 5.5. Na Figura 5.5.a & apresentado um material
elastopléastico perfeito onde a superficie de escoamento nédo
depende de forma nenhuma da plastificagdo ocorrida
anteriormente. Na Figura 5.5.b & mostrado um material com
endurecimento isotrépico para o qual as superficies de
escoamento subsequentes sdo expansdes uniformes da
superficie original, sem translagdo. Caso as superficies de
escoamento preservem a sua forma e orientagdo, mas
apresentem translagdo no espago das tensdeg, como COrpo
rigido, tem-se o modelo de endurecimento cinemitico,
conforme ilustrado na Figura 5.5.c. Este modelo ocorre nos
casos de materiais que sofrem o fendmeno Bauschinger, quando

ocorre carregamento ciclico.
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O desenvolvimento progressivo da superficie de
escoamento pode ser definido relacionando-se a tensdo de
escoamento Y & deformacdo pléstica por meio do pardmetro de
endurecimento k. Isto pode ser feito de duas maneiras. Pela
primeira, o grau de trabalho de endurecimento pode ser
postulado como sendo uma fungdo do trabalho plédstico total,

wp, somente. Entao

k = .
w5 (5.25)
onde
w_ o= I o.. deb. (5.26)
p 1] 1]
sendo de¥. as componentes pléasticas de deformagéo ocorridas

ij
durante um incremento de deformagdo. Alternativamente, k
pode ser relacionado & uma medida da deformagdo pléstica
total, chamada deformagdo pléstica efetiva ou equivalente,
definida incrementalmente como:

2

ge P -/ 39€359¢44 (5.27)

Ent3o o parametro de endurecimento k & admitido como:
k = €P

sendo €P o resultado da integragdo de deP sobre o histérico
das deformagdes. Este comportamento é denominado
endurecimento por deformagdo ("strain hardening") .

Os estados de tensdo para os quais £=Y(k) representam
estados plasticos, enquanto o comportamento eldstico &
caracterizado por £ < Y(k). Em um estado pléstico, £ = Y(k),
a variacd3o incremental na fungdo de escoamento devido a uma

variacdo incremental de tensdo é:

of

Entdo se:

= E%TRUYURA&

201 DE?ARTAME%ESUES!E¥JOCN“ﬂS

capet o DF EN



df < 0 - ocorre descarregamento, isto é& comportamento
elastico, e o estado de tensdo retorna para

dentro da superficie de escoamento;

df

0 - ocorre um carregamento neutro, comportamento
pldstico para um material perfeitamente
pldstico, e o estado de tensdo permanece na

superficie de escoamento;

df > 0 - ocorre carregamento plastico, comportamento
pldstico para um material com endurecimento,
e o estado de tensdo permanece na superficie

de escoamento em expansao.

|

a) Pidstico Perfeito

SUPERFIICIE DE ESCOAMENTO +

INICIAL CARREGAMENTO

>
% o
SUPERFICIE DE ESCOAMENTO

ATUAL

)

b ) Endurecimento Isotropico

[}

. CARREGAMENTO
SUPERFICIE DE ESCOAMENTO

INICIAL

> o

SUPERFICIE DE ESCOAMENTO
| ATUAL

¢} Endurecimento Cinemdtico

Fig. 5.5- Modelos de Representagdo de Comportamentos

com Endurecimento.
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Para a formulagdo de uma relagdo entre a componente de
deformagdo pléstica e o incremento de tensdo, é necesséario
uma hipétese adicional sobre o comportamento do material na
fase de pds-escoamento. Admite-se que O incremento de
deformagdo plastica seja proporcional ao gradiente de tensdo
de uma grandeza chamada potencial plastico, Q, de forma que:

aeb; = ax ag—cj—j- | (5.29)
onde d\ é uma constante denominada multiplicador plastico. A
equagdo (5.29) é denominada lei de fluxo, uma vez que ela
determina o fluxo pléstico depois do escoamento. O potencial
plastico Q deve ser uma fungdo de J, e J, mas ainda n3o pode
ser determinada na sua forma mais geral. Entretanto, quando
se considera a funcdo Q coincidente com a fungdo de
escoamento F(oi., k) tem-se uma lei de fluxo chamada
associativa e neste caso podem ser formulados certos
principios variacionais e teoremas de unicidade. Esta
identidade entre Q e F é valida desde que ambas gejam
e

fungdes dos invariantes J2 J. . Assim a equa¢do (5.29) pode

3
ser expressa coOmo:

0f (0. .)
P _ aF _ i
dﬁij = di 3-?:';; (Uij,k) = dA -—-571:-?1— (5.30)
Esta expressdo é denominada condigdo de normalidade,
uma Vvez dque O vetor Eg—g é normal & superficie de
ij

escoamento no ponto que representa o estado de tensdo
considerado.

A teoria da plasticidade associada mostra que a
condicdo de irreversibilidade das deformagdes pléasticas
implica na realizagdo de trabalho plastico positivo durante
um ciclo de tensdo. Este fato garante a convexidade da
superficie de escoamento e a normalidade do fluxo pléstico.

Esta normalidade assegura a unicidade de solugdo para um
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problema elastoplédtico de valor de contorno.

A normalidade do fluxo pléstico e a convexidade da
superficie do escoamento sdo de natureza muito geral, ndo sb
para materiais elastoplésticos perfeitos como também para
materiais elastoplésticos com endurecimento.

Para o caso particular de £ = J

2t tem-se:
of 6J2
ij ij J
Portanto (5.30), torna-se
| v
deij = dA Sij (5.32)

que sdo conhecidas como equagdes de Prandtl-Reuss.

O incremento eldstico de deformagdo dado por 5.12, pode
ser expresso COmoO:

deS. = S + 2227 5. 4o (5.33)
i o T %149%xk '

A deformacdo total pode ser escrita como a soma de
(5.30) e (5.33), isto é:

Cds, .
_ ij ,(1-2v) of
dEij = 2“ + B 6ijd0kk + dx -5?5 (5.34)

Para a formulag¢do da relagdo tensdo-deformagdo para o
comportamento pds-escoamento, a parcela de deformagdo
eldstica dada por (5.11) é introduzida na equagédo (5.12), de

forma que o incremento de tensdo fica expresso por:

_ _ P
doij = Cijkl(deke deke) (5.35)
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Substituindo-se o incremento de deforma¢§o plastica
dado pela lei de fluxo (5.30):

doij = Cijke(deke - A, dx) (5.36a)
onde:
aF(oke,k) 6f(ak’e)
ke ke

P

Considerando-se que o incremento da fungéo F(er' k) é nulo,
tem-se:

aij dUij - _—FE— dk = 0 (5.37)

Introduzindo-se o conceito de endurecimento dado por

(5.26) na equag¢do (5.37), tem-se:

 eY(k) i |
aij daij ——a—r Uijaijd)\ = 0 (5.38)

O segundo termo de (5.38) pode ser escrito como:

dY (k) 0 (o 5)

Y (k)

Aplicando-se o teorema de Euler, tem-se:

Y (k) _ 0v (k)

Consgiderando-se f(aij) como um tensdo equivalente
unidimensional I e utilizando-se a definigdo de
endurecimento dada por (5.6) e (5.26), a equagdo (5.38) pode

ser reescrita como:

aij doij - H'dA\ =0 (5.41)
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onde H’ é fung3o de inclinag8o do diagrama tensédo-
deformagdo para o caso uniaxial.

O multiplicador plastico d\ pode ser calculado a partir
de (5.36) e (5.41), resultando:

all Cll de
an = 3 ikt k& (5.42)
[aijdij + H']
onde

Substituindo-se o valor de d\ na equagdo (5.36) tem-se:

d.. a C
_ _ _ij "mn "mnké
dogy = [Cijke ad _—+ & ]deke (5.44)

Para efeito computacional é conveniente escrever-se o
incremento de tensio nas componentes elastica e pléstica,
isto é:

e p

do,. = do;. - doj, .

15 013 013 (5.45)

onde o incremento elastico & dado por:

e —
doij = Cijke deke (5.46)

+

enquanto o incremento plastico & calculado por:

d a

P _ ij “mn e
doij o - do_ (5.47)
mn - mn

P

Para efeito de programagdo computacional também &
conveniente reescreverem-se as fungdes de escoamento em
termos de invariantes de tensdo alternativos. Esta
formulacdo permite expressarem-se as fungdes de escoamento e
a lei de fluxo de uma forma geral. O terceiro invariante de
tensdo J, pode, alternativamente, ser denotado por 6 e

3
escrito como:
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(5.48)

6 = —%— arcsen [- 3

sendo 0 similar ao parimetro de Lode definido por:
r =-v 3 tgf

O angulo 6, em radianos, deve variar no intervalo:

Utilizando-se esta alternativa, o critério de Tresca

pode ser escrito como:

2/ 3, cost = Y(k) = /3 KK = 0, (k) (5.49)

O critério de Von Mises ndo se altera j& que depende

somente do invariante JZ' isto é:

K (k) (5.50)

ou

3J

]

vV J,
v ) oy(k) (5.51)

De acordo com NAYAK e ZIENKIEWICZ [97], o vetor de

fluxo a pode ser expresso numa forma geral para todos o8

~

critérios de escoamento, dada por:

§=C a +C2 a2+C3 a, (5.52)

l
?
4

207



1/2
¢ 0(3)) 1

8, T 795~ 172 {811' S22 S33'2"23'2”31'2"12}
~ - 2(J,)

3 J , 9, , 9
8 = 79 ~ {[822333 " %3 3 ]'[311533' %13* 73 ]'

l

2 JZ

[SIISZZ "% *t T3 ]' 2["13"12 T %1 023]'

2["12"23 " S22 °13]' 2["23"13 " S33 012]}

(5.53)

g = o) o g

{0010 950 O350 Tpyo

Cl, C2 e C3 sdo constantes que dependem de critério de

escoamento considerado. No caso do critério de Tresca, estas

constantes s3do expressas por:

C1 =0

Q
]

2 (cosf) (1+tgftg3b) (5.54)

c. = Vv 3 senf

3 J2 cos3f

Para o critério de Von Mises as constantes sdo dadas por:

C1 = 0
c2 =v 3 (5.55)
03 = 0
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5.4. CONSIDERAGOES DE PLASTICIDADE PARA PLACAS

Basicamente todas as consideragdes e hipéteses
introduzidas na segdo 5.3 sdo aplicdveis ao caso de placas,
porém algumas adapta¢des devem ser efetuadas para que a
andlise possa ser feita considerando-se o estado de tensdes

generalizadas (M__, M

X Mxy)’ em um ponto gqualquer da

vy’
mesma. _
Assim, admite-se que a superficie de escoamento F seja

funcdo de tensdes associadas & flexdo (M Myy’ Mxy)' mas

'
ndo das tensdes de cisalhamento transv;?;al (Qx, Qy).
As experiéncias mostram que a interagdo entre as tensdes de
cisalhamento transversal e as tensdes devidas & flexdo ndo
t&m importéncia significativa, especialmente no caso de
placas n3o muito espessas. A fungdo de escoamento também é
funcdo de um pardmetro de endurecimento H'.

Considerando-se a segdo transversal de uma placa
fletida e a distribuigdo linear de tensdes normais na fase
eldstica, a medida que o carregamento vai sendo aumentado a
tensdo de escoamento ay & atingida nas fibras extremas das
faces superior e inferior, conforme Figura 5.6.b no caso de
material elastopléstico perfeito. Acréscimos adicionais de
carregamento implicam no espalhamento do escoamento das
fibras externas para as internas, até que a segdo fique
totalmente plastificada conforme Figura 5.6.c e 5.6.d. Para
considerar-se o espalhamento deve-se pensar em camadas ao
longo da espessura e tratd-las como estados planos de
tensdo. Neste trabalho n3o se considera este espalhamento
gradual da plasticidade, admitindo-se que toda a segdo se
plastifique instantaneamente quando o momento fletor atinge
o valor do momento de plastificagdo da placa dado por:

h/2 o h?
M = I zo, dz = —Lp— (5.56)
h/2 Y
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isto &, admite-se a plastificagdo da segdo com uma
distribuigdo de tensdes ¢ como a da figura 5.6.b, sendo

necessario ¢ > Uy' Assim, a superficie de plastificagdo da

Pa

placa é expressa em fungdo do estado de tensdo no gentido

generalizado (M__, M __, M
XX YY Xy
Mo que é fungdo do pardmetro de endurecimento H'.

) e do momento de plastificagdo

o <0 T .0y O« Oy 0= 0y

LR

2 ] 7/
LN

2

<o, o = Oy g: Oy O« Oy

{a} {b) {c) (d)

Fig.5.6- Plastificagdo da Segdo Transversal da Placa

As deformagdes generalizadas correspondentes as tensdes

Xow,) o

(M, M_, M) sdo as curvaturas (Xxx’ X xy

XX YY Xy vy’

Analogamente ao que foi feito para o caso de solicitagdo
axial na secdo (5.2), o comportamento elastoplastico para a
flexdo unidimensional de placas é caracterizado por uma
resposta eldstica inicial e por deformagdes plasticas quando
o valor absoluto do momento fletor |M| supera o momento de
plastificagéo M- Apdés o descarregamento, as deformagdes
plasticas s8o irreversiveis.

O comportamento momento-curvatura admitido para uma
faixa de placa de largura unitdria e espessura h,

constituida de material elastoplastico, & apresentado na
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Figura 5.7. Inicialmente, a faixa deforma-se elasticamente
com uma rigidez & flex3o EI, até que o momento fletor
alcance o valor do momento de plastificagdo inicial M
quando toda a segdo fica plastificada.

Acrescendo-se o valor do carregamento, o material passa
a apresentar, por hipétese, um comportamento com
endurecimento linear caracterizado por um mdédulo de rigidez
4 flexd3o tangencial, (EI)T.

Apds o escoamento inicial Mo o material comega a sofrer
deformagdes plésticas, e o incremento de curvatura pode ser
composto numa componente eldstica e outra pléstica, de forma

que:
dy = dx°% + dxP (5.57)

O parimetro de endurecimento, de acordo com a Figura
5.7, pode ser definido como:

aM_

(5.58)
dxp

H' =

Este pode ser entendido como a inclinagdio do diagrama
momento-curvatura apés a remogdo da componente eldstica de

curvatura. Entdo:

(EI)
o aM _ T
H' = — = (EI)T (5.59)

1 - &7

No caso de comportamento elastoplastico perfeito o

P

valor de H’ é nulo.

211



MOMENTO
FLETOR ‘ INCLINAGAO

ET
—— - I I i - RESPOSTA ELASTOPLA’STICA

dM, / INCLINAGED (EI),

I
|
i
|
l
I
[
|

Mo |—

COMPORTAMENTO ™
ELASTICO INCLINAGAD EL

—_———— e

a
bad
P
:
<
©

—
(-9
=

g
CURVATURA - X,

Fig. 5.7- Comportamento Momento-Curvatura para a Flex&do

Unidimensional de uma Faixa de Placa.

Portanto, apds a definigdo de H’' para o caso de flexao
unidimensional de uma faixa de placa, todas as equa¢des
desenvolvidas na segdo (5.3) sdo validas para o caso das

placas com as seguintes correspondéncias:

do.. —» dMa

1] B

e e P P
doij —_ dMaB doij —_ dMaB

e e p P
deij - dxaﬁ deij - dxaﬁ deij — anB

i e 2ij % Cijxe Capyo

A representagdo matricial do tensor de 4a. ordem no

caso das placas isotrdpicas é dada por:

] (5.60)
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A relagio momento-curvatura na fase eléastica fica

expressa Como:

e
M
o ;1 1 v 0 X11
M- ={ M = D v 1 0 X (5.61)
11 22
~ o 0 0 1-v X
M, 2 12

5.5, ABORDAGEM NUMERICA PARA A SOLUGAO PLASTICA

Nas se¢des anteriores foram apresentados os requisitos
bdsicos necessarios para a modelagem de solug¢des plasticas.
Agora, usando-se estes requisitos Jjuntamente com a
formulagdo de elementos de contorno para placas de Reissner,
apresentada na seg8io 4.3, é dada uma abordagem numérica para
o cdlculo de placas de comportamento elastoplédstico baseada
no processo das tensdes iniciais, similar &quela proposta
por ZIENKIEWICS et alii [96].

Em fungdo da natureza incremental da relagdo tensdo
deformagdo, (5.44), para o comportamento pds-escoamento, €
utilizado um algoritmo incremental-iterativo baseado no
método da rigidez inicial, andlogo aquele apresentado por
OWEN e HINTON [98].

O problema é resolvido elasticamente uma vez para um
valor genérico do carregamento, sendo os momentos calculados
através da equacgdo (4.113). Desta maneira obtém-se o vetor

£op s e - ~
de momentos eldsticos M~ para o carregamento genérico, nao

havendo necessidade de serem calculados nesta fase os

valores das incdégnitas de contorno, X. Se no carregamento

~

real atuante sobre a placa nido ocorrem efeitos de campos de
momentos iniciais tais como, temperatura e retragdo, entre

outros, a solugdo elastica para os momentos fica expressa
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por:

ME = N (5.62)

Tendo em vista o processo incremental, o valor de
incremento de carga é fatorado «como uma fragdo do
carregamento genérico para o qual foi determinada a solugdo

elastica M®. Este fator de carga para um incremento

~

qualquer, i, & referido como Bi.
Para um incremento de carga genérico i, a resposta

elastica em termos de momentos, (AMe)i é dada por:

(aM®) = BiMe (5.63)

~

A medida que o carregamento vai sendo aplicado os
fatores ﬁi vdo sendo acumulados. O incremento de momentos

(AMe)i é somado ao estado de momentos atuais em cada ponto

da placa. Se algum ponto atinge o estdgio pléastico, o
incremento de momentos atuais deve ser calculado, e o
excesso de momentos ou incremento plastico deve ser
reaplicado ao sistema como um campo de momentos iniciais

AM®. Neste trabalho é utilizado um algoritmo explicito para

~

~

elevar o ponto de volta & superficie de plastificagéo,
andlogo adquele apresentado por OWEN e HINTON ([98].
A sequéncia bésica utilizada para cada incremento de

carga pode ser resumida basicamente nos seguintes passos:

(a) Calcula-se o incremento elastico de momentos AM?, para a

~

L] ~ L] L] L3 s e d e -
iteragdo i. Para a primeira 1iteragao, AMi é calculada

a partir da solugdo eldstica para o carregamento
genérico de acordo com (5.63). Para as demais iteragdes

AM? é calculado, de acordo com (4.113),

como:
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e o
AM; = ? AT(i_l) (5.64)

~

onde AM?i—l) é o excesso de momentos calculado na iteragéo
. . R o
anterior, aplicado como um campo de momentos iniciais M~.

~

P

(b) Em cada ponto da placa, o incremento eléstico AM? é

-~

somado ao estado de momentos atuais determinado na
iteragdo anterior de forma que:

e

Ml =M
i (

~ -~

onde, M(i-l) representa o estado de momentos atuais na

e
i1) * A%i (5.65)

-~

iteracdo anterior (i-1) e o indice i denota a iteragdo em

curso.

(¢) O préximo passo é dependente da ocorréncia ou ndo de
escoamento no ponto durante a (i-1)-ésima iteragdo, isto
é, a anterior.

Verifica-se entdo se:

M - m° vi %

Mgy > My = My + H'X3 4 (5.66)
onde M(i—l) é o momento efetivo calculado com base no estado
de momentos atuais, M da iterag¢3o anterior, de acordo

_(i-1)
com o critério de escoamento adotado, My é o momento de
plastificagdo para o caso de flex@o unidimensional, Mg é o
primeiro momento de plastificagdo para o mesmo caso e H' &
o parlmetro de endurecimento linear definido conforme
(5.59), X;%,

a (i-1)-ésima iteragdo de acordo com (5.74). O célculo do

é a curvatura plastica efetiva acumulada até

P

momento efetivo M & efetuado considerando-se a superficie de
plastificagdo adotada, que neste trabalho pode ser de Tresca
ou Von Mises.
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(c.1) Se ﬁ(i—l) for maior que M entdo o ponto em

YI

consideracgdo ja escoou na iteragdo anterior.

3 g ~ ‘—e —e,
Verifica-gse entdo se Mi > Mi—l’ onde Mi é o momento

. e
efetivo calculado com base em Mi'

~

-_ e —

descarregando elasticamente e passa-se

entdo o ponto esta se

diretamente ao passo f.

_e —
se M;° > M ; 4y,

anteriormente e os momentos ainda estdo

entdo o ponto escoou

crescendo. Portanto todo o excesso de momentos

— a — .
[%i - T(i-l)] deve ser reduzido de forma que

o ponto fique na superficie de escoamento

conforme indicado na figura (5.8).

Neste caso o fator de redugdo R, que define a
parcela de wmomento a @ ser removida para
satisfazer ao critério de escoamento, é igual a
um (R=1,0).

Fig.5.8- Variagdo incremental de tensdo em um ponto que

escoa na iterag¢do anterior.
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(c.2)

Se M

(i-1)

for menor que My’ entdo o ponto em

considerag¢do ndo escoou anteriormente. Portanto deve

ser verificado se ocorre escoamento durante a iteragdo

em curso, isto &, se ﬁie > M

Fig.

o
Y
Y7 e O ] 2
Se Mi for menor que My, o ponto ainda esta no
regime elastico e entdo passa-se diretamente

ao passo f.

Se ﬁie for maior que M;, o ponto escoa durante
a iterag¢do corrente, como mostrado na figura
(5.9). A porgdo do momento maior que o valor
de escoamento deve ser reduzida para gque O
ponto fique na superficie de escoamento. O
fator de redugdo de momentos R, de acordo com
a figura 5.9, & dado por:

(5.67)

My

5.9- Variagdo Incremental de Tensdo em um Ponto

que Inicia o Escoamento na Iteragdo Corrente.
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(d) Este passo vale apenas para o8 pontos em regime de
escoamento. Calcula-se entdo a porgdo dos momentos

totais que satisfazem ao critério de escoamerito, isto é:

+ (1—R)AM§

Mii-1) .
(e) A parcela remanescente RAM? deve ser eliminada
efetivamente de alguma forma. O ponto A deve ser trazido
para a superficie de escoamento permitindo-se a
ocorréncia de deformagdes plasticas. Isto pode ser
imaginado fisicamente como se segue. Carregando-se a
partir do ponto C, conforme figuras 5.8 e 5.9, o ponto
de tensdo se move elasticamente até atingir a superficie
de escoamento em B. Além deste ponto, se o comportamento
fosse eléstico, resultaria em um estado de tensdo
representado pelo ponto A. Entretanto, considerando-se o
critério de escoamento, o ponto que representa o estado
de tensdo ndo pode se mover para fora da superficie, e
consequentemente, o ponto pode somente atravessar a
superficie até que as condigdes de equilibrio e as

rela¢des constituivas sejam satisfeitas. De acordo com

as expressdes (5.45), (5.46) e (5.47),
tem-se:
amM; = AM® - dAd (5.68)
ou ) ) i
M, = M,__+ AM] + dAd (5.69)

onde Mi é& o estado de momentos atuais na iteragdo 1i,

~

satisfazendo-se as condi¢des elastoplasticas, d\ é definido
por (5.42) e d por (5.43). A expressdo (5.69) é ilustrada

-~

vetorialmente pelas Figuras 5.8 e 5.9. Vé-se que para um
incremento finito de momentos, o ponto D correspondente ao
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estado de momentos finais M., pode cair fora da superficie

de escoamento. Esta discrepdncia pode ser quase totalmente
eliminada, assegurando-se gque o8 incrementos de carga
considerados sejam suficientemente pequenos. Entretanto, o
ponto D pode ser levado para a superficie de escoamento

através de um ajuste no vetor Mi‘ Denotando-se o momento

~

efetivo como M, e observando-se que este deve coincidir com

My = M; + H’ii? o fator de ajuste a superficie deve ser
igual a:
Mo + H'Y,P
Y (5.70)
M,

1

Este fator de ajuste & aplicado a cada uma das componentes
de M,.
i

~

Se incrementos de carga relativamente grandes sdo
aplicados, o processo anteriormente descrito pode levar a
resultados imprecisos na posi¢do final do ponto D, quando o
mesmo estiver nas proximidades de uma regido da superficie
com grande curvatura. Este fato €& ilustrado pela Figura
5.10, onde o processo de redugdo do estado de momentos
eldsticos para a superficie de escoamento leva ao ponto D, o

-~

qual é ajustado a superficie na posigdo D’.

Fig.5.10- Refinamento do Processo de Redugdo do Ponto

4 Superficie de Escoamento.
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Uma precisdo maior pode ser obtida removendo-se O
excesso de momentos em varios estdgios. A figura 5.10 mostra
o caso onde o excesso de momentos é dividido em trés partes
iguais ‘e sendo as mesmas removidas uma de cada vez. Apds os
trés ciclos de redu¢3o chega-se ao ponto E, representando o
estado final de momentos que é ajustado a posigdo E’ com a
utilizagdo do fator (5.70). Vé&-se que a posigdo final dos
pontos D’ e E’ pode ser significativamente diferente. Para
cdlculo do nimero de ciclos de redugdo adota-se um critério
pratico dado por OWEN e HINTON [87], onde o excesso de
momentos é dividido em m partes iguais, sendo m o inteiro

menor mais préximo de:

M

M° - M
______Xe S 8 + 1 (5.71)
Y

Durante cada ciclo de redugdo de tensdo sdo efetuadas
basicamente as seguintes operagdes:
Cadlculo do vetor de fluxo a definido por (5.36b)

e do vetor d dado por (5.43);

-~

Calculo do multiplicador pléastico de acordo com
(5.42) ;
Calculo de M, sendo:

~

diad

AMS - = (5.72)
1 m

(1-r) am€ + R

M + R
1 m

-~

i = M-y *

~

Quando forem completados os m ciclos de redugdo

tem-ge:

=

e
i = Moyt A?i - did (5.73)

~ ~ ~
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sendo a parcela dAd igual & componente pléstica

-~

do incremento de momentos, dada por (5.47). Este

incremento plastico AME é acumulado como Mp, e é

-~ ~

aplicado na préxima iteragdo como um campo de

momentos iniciais M.

~

Cidlculo do incremento de deformagdo pléastica
efetiva conforme se segue. De acordo com a

expressdo (5.26):

Aw_ = 0.. AeP. = 0,, d\ a,.
P 1] 1] 1] 1]

ou reescrevendo-se em termos de tensdo efetiva e

de deformagdo efetiva:

o A€P = d\ a.. 0..
i) 1]

entdo a deformagiio plastica efetiva fica:

a . O..
sdy —21 2J (5.74)
U .

gendo que no caso de placas a deformagéo
pléastica efetiva P, corresponde a uma curvatura
plédstica efetiva }p, o estado de tensdo o0..

1]
correspondente ao estado de momentos MaB’ e a

tensdo efetiva ¢ ao momento efetivo M.

Este processo & repetido até que sejam

completados os m ciclos de redugdo.
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(£)

(g)

(h)

Este passo se aplica apenas aos pontos cujo
comportamento permanece eldstico. Calculam-se para 08

mesmos as componentes de momentos atuais, na iteragdo
i, como:

_ e
1\:1i = My q) + My (5."75)

Calcula-se o momento efetivo ﬁi’ com o estado de

momentos M. devidamente ajustado & superficie de

~

escoamento no caso dos pontos que sofreram
plastificagdo. No caso dos pontos que permaneceram no
regime eldstico ndo héd necessidade de se fazer o
ajuste.

Verifica-se se ocorreu convergéncia. Caso ndo tenha
ocorrido volta-se ao passo a para uma nova iteragdo.
Quando ocorre a convergéncia passa-se ao incremento de
carga seguinte, e repete-se o processo até que seja
aplicado todo o carregamento. Neste trabalho
considera-se que a convergéncia €& atingida guando a

relagdo entre o excesso de momento efetivo dado por:

‘e ~ . ~ i
e o momento de plastificagdo da iteragao em curso My
fica abaixo de wuma certa tolerdncia previamente

especificada, isto é:
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[ﬁi j M(i—l)l
R A r < Toleréncia

M

H

A tolerincia pode também ser imposta em relagdo o
incremento deformacdo pléstica efetiva conforme VENTURINI
[2]. Ao final da iteragdo foram calculados e armazenados O
incremento de momentos atuais AMi, o estado de momentos

~

atuais Mi' o incremento de momentos plasticos AME, o estado

~ ~

de momentos plésticos acumulados Mip, o incremento de

curvatura plastica Aiip, e a deformagdo pléastica efetiva

acumulada Yip.

No algoritmo anteriormente apresentado, somente o0s
momentos sdo calculados, isto &, utiliza-se apenas a equagdo
(4.113). O vetor de incdgnitas de contorno, X, dado pela

~

equac¢do (4.100) nd3o é necessariamente calculado durante o
processo iterativo, mas pode ser determinado a gqualquer
momento utilizando-se o incremento de momentos plésticos

AME, ou o momento plastico acumulado M?, considerados como

-~ ~

e s o . .
um campo de momentos iniciais M-, mais o incremento de carga

~

ou o carregamento acumulado. Para um problema onde sdo
requeridos apenas os valores finais das forgas e
deslocamentos no contorno, estes podem ser calculados,
apenas ao final do procedimento incremental iterativo,

economizando-se consideravelmente o tempo de computagdo.
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5.6. EXEMPLOS

A formulagdo integral para andlise de ndo-linearidade
figica de placas de Reissner, proposta anteriormente é
testada através de alguns exemplos simples, admitindo-se
comportamento elastoplastico perfeito. o programa
computacional implementado baseia-se num algoritmo
incremental iterativo e no método de rigidez inicial. Em
todos os exemplos, adota-se o paridmetro, a = 0,25, para
efeito de posicionamento dos pontos de colocagdo fora do

dominio e o critério de plastificagdo de Von Mises.

Exemplo: 5.6.1 - Placa Biapoiada com Momentos Aplicados nas

Extremidades

Considera-se uma placa retangular, com relagdo
entre comprimento/largura igual a 4, apoiada nas duas bordas
menores e submetida a momentos M nestas, conforme Figura
5.11. A discretizag3o adotada consiste de 20 elementos e 44
pontos no contorno, 45 pontos internos e 128 células
triangulares no dominio.

o problema foi processado considerando-se
tolerincia de 0,01% e o carregamento aplicado em 5
encrementog de carga dados na Tabela 5.1, sendo Mp o momento
de plastificagdo da placa.

TABELA 5.1 - INCREMENTOS DE CARGA

No. DO INCREMENTO FATOR DE
INCREMENTO DE CARGA CARGA ACUMULADA
1 0,900Mp 0,900 Mp
2 0,080M 0,980 M
18Mp 0,99 Mp
3 0,0 , 998
p p
4 0,002M 1,000 M
02 P P
5 0,002M © 1,002 M
p P
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No quarto incremento de ~carga a placa se
plastificou totalmente como era de se esperar, pela analogia
de comportamento da mesma com uma viga nas mesmas condigdes.
No quinto incremento de carga o problema ndo convergiu apbs
1000 iterag¢des.

Z/ls Trpico) BORDA LIVRE

—r~._

{/16 { Tipico)

/
£

Z V ‘\ BORDA LIVRE

Zl
=|

Figura 5.11- Placa Biapoiada - Exemplo 5.6.1

Exemplo 5.6.2- Placa Biengastada com Carga Uniformemente
Distribuida

Uma placa retangular de comprimento ¢ e largura
—%, engastada nas duas bordas mais estreitas e com as outras
duas borda livres, suportando um carregamento uniformemente
distribuido g foi analisada, utilizando-se a mesma

discretizag¢do adotada no exemplo anterior.
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Figura 5.12 - Placa Biengastada - Exemplo 5.6.2

O exemplo foi processado considerando-se duas situagdes nas
bordas engastadas. A primeira & a condigdo "hard" onde a
rotagdo no plano tangencial ao contorno é restringida
juntamente com a rotagdo normal e O deslocamento
transversal, e a segunda condigdo "soft" onde a rotagdo
tangencial & liberada ficando restringidas a rotagdo normal
ao contorno e o deslocamento transversal.

Os seguintes dados foram considerados na anadlise:

¢ = 8,00m h = 0,80m v =0 E=2,0x 107 kN/m2

Mp = 100 kN.m/m Toleridncia = 0,01%

A carga foi aplicada através de 17 incrementos
para a situagdo "soft" e 20 incrementos para. a situagéo
"hard". Na Tabela 5.2 & apresentado o esquema de

carregamento adotado.
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TABELA 5.2 - ESQUEMA DE CARREGAMENTO DO EXEMPLO 5.6.2

CARGA (kN/m’) CARGA (kN/m’)

No. | Incremento|Acumulada No. | Incremento |Acumulada
1l 15,0 15,0 11 - 0,5 23,5

2 2,0 17,0 12 0,5 24,0

3 1,0 18,0 13 0,5 24,5

4 1,0 19,0 14 0,5 25,0

5 1,0 20,0 15 0,5 25,5

6 1,0 21,0 16 0,5 26,0

7 0,5 21,5 17 0,1 26,1

8 0,5 22,0 18 0,5 26,6

9 0,5 22,5 19 0,5 27,1
10 0,5 23,0 20 0,5 27,6

O comportamento carga-deslocamento transversal no
centro da placa é apresentado na Figura 5.13 para as duas
situag¢des consideradas nos apoios. E interessante notar que
apés o comportamento linear inicial o diagrama apresenta um
trecho com curvatura bastante pronunciada que vai do
terceiro ao nono incremento de carga, quando sdo formadas as
rétulas pldsticas na regifio dos apoios. A partir dai a curva
carga - deslocamento é praticamente reta até o décimo quinto
incremento de <carga no caso '"soft" e décimo oitavo
incremento no caso "hard". A partir destes pontos comega a
ocorrer a formagio de uma rdétula pldstica na regido do meio
do viéo, com a ocorréncia de grandes acréscimos de
deslocamento para pequenos incrementos de carga. A carga
limite correspondente & formagdo da rdétula pldstica no meio
do vdo corresponde ao décimo sétimo incremento para o caso
ngsoft" e vigésimo para o caso "hard". O trecho retilineo
que ocorre apds o nono incremento corresponde ao
funcionamento linear da placa com dois apoios rotulados

submetidos a momentos constantes iguais ao momento de
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plastificagédo Mp.

E importante ressaltar ainda a diferenga entre os
comportamentos para as duas situagdes congideradas. A
situagdo "hard" confere & placa um comportamento mais rigido
e uma carga limite superior em relagdo a situagdo "goft".

A carga limite encontrada para a situagédo "goft"
foi de 26,1 kN/mZ, e para a situagdo "hard" 27,6 kN/mz. Para
efeito de comparagdo, a carga limite obtida pelo cédlculo
rigido-pléastico de uma viga equivalente é 25,0 kN/mZ.

15 |

10 t

qL>/Mp
° 0 T 5 10 15
10WD/MpL?

Fig. 5.13- Curva Carga X Deslocamento no Centro da Placa do
Exemplo 5.6.2.
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Exemplo 5.6.3- Placa Quadrada Apoiada nas Quatro Bordas com

Carga Uniformemente Distribuida.

Neste exemplo, considera-se uma placa quadrada,
apoiada nas quatro bordas submetida a um carregamento
uniformemente distribuido em todo o dominio. A andlise é
efetuada admitindo-se condigdes de contorno "hard" e "soft".
As caracteristicas da placa e a discretizagdo adotadas sdo
ilustradas pela Figura 5.14.

N

V20,30

b .0,025

‘F"{ﬁ £ 710( T pico)-
V4

Figura 5.14- Discretizagdo da Placa do Exemplo 5.6.3.
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A discretizag¢d3o consiste de 44 pontos sobre o
contorno, 20 elementos, 81 pontos internos e 200 células
triangulares. O carregamento foi aplicado por meio de 6
incrementos e a tolerlncia admitida como 0,1%. Na Tabela 5.3
sdo apresentados o esquema de carregamento utilizado e o
deslocamento transversal w no centro da placa, ao final de
cada incremento, para as situa¢des "hard" e "soft".

TABELA 5.3 - INCREMENTOS DE CARGA E DESLOCAMENTOS NO CENTRO
DA PLACA DO EXEMPLO 5.6.3.

No. CARGA [ —é%] DESLOCAMENTO [—!2?]
Mpt
Incremento|Acumulada "Hard" "Soft"
1 12,00 12,00 0,04888 0,0513
2 6,60 18,60 0,07587 00,0795
3 2,80 21,40 0,08837 0,09313
4 2,80 24,20 0,11282- 0,12103
5 0,80 25,00 0,12575 | 0,13422
6 0,80 25,80 0,14028 0,14769

Para efeito de comparag¢do, o valor do deslocamento

no centro da placa ao final do terceiro incremento de carga

foi de 0,08837 [ D ] para a situag¢do "hard". A resposta

Mpl2
correspondente para uma placa semelhante analisada por OWEN
e HINTON [98] através do MEF é& de 0,08741 {——2—], enquanto

Mpe2

CORREA [103] obteve 0,08779 [——2—] também através do MEF,

Mp£2
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mas com um elemento diferente daquele wutilizado na
referéncia [98]. Em ambas as andlises através do MEF a

relagdo -—%—- adotada foi de 0,01. O comportamento carga

versus deslocamento transversal w é mostrado na Figura 5.15,

juntamente com a curva correspondente apresentada em [98].

»]

204

L
r-ﬂ
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<
°

18
x MEC - apoio "hard"
10 4 * MEC — apoio "soft"
— MEF — OWEN o HINTON [ 98]

100 wD
Mp L2

Figura 5.15- Curva Carga-Deslocamento no Centro da Placa -

Exemplo 5.6.3.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados as formulagdes
integrais para a andlise de placas através de teoria
classica de Kirchhoff e da teoria de Reissner. fnfase
especial foi dada a segunda por ser uma formulagdo mais
consistente e hierarquicamente superior & primeira. As
hipéteses de Reissner conduzem a um sistema de equagdes
diferenciais de sexta ordem que permitem o atendimento de
trés condicdes fisicas em cada ponto do contorno da placa,
énquanto a teoria de Kirchhoff 1leva a uma equagdo
diferencial de quarta ordem permitindo o atendimento de
apenas duas condigdes em cada ponto do contorno. Por isto, a
condigdo de contorno relativa & rotagdo no plano vertical
tangente ao contorno, na teoria de Kirchhoff, é atendida de
forma aproximada.

A precisdo dos resultados obtidos com a utilizagdo das
formulagdes integrais caracterizam-nas como uma alternativa
vidvel e segura em relagdo & andlise pelo Método dos
Elementos Finitos. Algumas vantagens do Método dos Elementos
de Contorno merecem ser ressaltadas, tais como:

. ndo & necessiria a discretizagdo do dominio;

. 830 evitados os saltos tipicos entre elementos, no
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caso do MEF;

. os esforgos internos s3o fungdes analiticas suaves;

. a drea carregada pode ter forma gualquer
independente, da discretizagdo adotada no contorno;

. facilidade de modelagem das descontinuidades no

contorno e de placas de geometria qualquer.

Como desvantagem deve ser citado o fato da matriz de

coeficientes H ser cheia e ndo simétrica em geral, e mal

~

condicionada no caso de relagdes espessura/vdo menores que
ou iguais a 0,01.

A comparagdo entre as formulagdes integrais através da
Teoria de Kirchhoff e da Teoria de Reissner mostra
claramente as vantagens da segunda sobre a primeira.

Deve ser ressaltado que a Teoria de Reissner permite a
modelagem mais precisa das condig¢Ses de contorno e nao
apresenta as complicagdes relativas & consideragdo das
reacdes de canto que aparecem na formulagdo de Kirchhoff. A
andlise do exemplo de placa retangular estreita engastada

numa borda e livre nas outras, andloga a uma viga em

balango, confirma esta vantagem apresentando boa
convergéncia para os resultados corretos, mesmo para
discretizagdes pouco refinadas. Este problema quando

analisado através da formulagdo de Kirchhoff apresenta
imprecisdes nas respostas de esforgos e deslocamentos. O
modelo de Reissner é significativamente mais poderoso na
previsdo de respostas para a placa e isto pode ser
comprovado por exemplo mno caso da placa quadrada
simplesmente apoiada nas quatro bordas com carga
uniformemente distribuida, quando a andlise é efetuada para
diversas relagdes entre espessura e vdo. Para esta relagdo
igual a 0,10, a flecha no meio da placa obtida pelo modelo
de Reissner & 4,5% superior ao valor obtido com o modelo de
Kirchhoff, enquanto o momento fletor obtido pelo primeiro

supera em apenas 0,30% o valor obtido pelo segundo. Com a
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relagdo 0,30, os valores de flecha e momento fletor no
centro da placa obtidos pela Teoria de Reissner superam as
respostas obtidas pela teoria cléssica em 39,7% e 2,8%,
respectivamente. Estes resultados mostram a importéncia de
consideragdo da parcela da energia de deformagdo devida ao
cisalhamento transversal, principalmente para o cdlculo dos
deslocamentos da placa, mesmo para relag¢des espessura/véo
relativamente pequenas.

A técnica de colocagdo de pontos singulares fora do
dominio da placa'facilita a programagdo e evita possiveis
erros na determinagdo de valores principais de integrais
singulares. Foi verificado também que a posigdo de tais ndés
deve ser bastante préxima do contorno; sua limitagd@o deve
apenas levar em conta a precisdo do tipo de integragdo
numérica utilizada. Um 6timo nivel de precisdo foi notado
com a utilizag¢do desta técnica juntamente com a formulagédo
de Reissner, comparando-se os resultados aqui obtidos com
respostas analiticas da literatura. Cuidados especiais devem
ser tomados para placas muito finas com relagdo
espessura/vdo menor ou igual a um centésimo (0,01), pois

neste caso as matrizes H e G se mostram mal condicionadas,

-~ -~

gerando grandes imprecisdes nos valores de contorno,
entretanto a resposta observada no dominio tem bom nivel de
precisdo.

Um outro fato relevante observado neste trabalho € a
importincia da escolha de condigdes de contorno apropriadas
no caso de bordas simplesmente apoiadas, viabilizado pela
utilizagdo das hipbéteses de Reissner. A Teoria Cléassica
admite nas bordas apoiadas, a condigdo de contorno "hard",
isto &, consideram-se nulos o deslocamento transversal, o
momento normal ao contorno e a rotagdo tangencial, sendo
esta levada em conta de forma aproximada através do conceito
de esforco cortante equivalente, jd& no modelo de Reissner

tanto pode ser admitida a condig¢do "hard" quanto a condigdo

234



"goft", onde consideram-se nulos o deslocamento transversal,
momento normal e momento torgor no contorno. Os resultados
obtidos mostram a importincia da escolha das condigSes de
contorno corretas face a situagdo fisica real a ser
modelada. Parece que frequentemente é mais apropriado
utilizar as condigdes de contorno "soft", onde o momento
torcor é nulo invés da rotagdo tangencial. A consideragdo da
condigdo "soft" torna a placa mais flexivel, sendo que as
respostas em termos de deslocamento transversal e momento
fletor no centro da placa quadrada simplesmente apoiada com
carregamento uniforme sdo 7,9% e 6,2%, respectivamente,
superiores as respostas correspondentes a situagdo "hard".
para a relagdo h/¢ igual a 0,10. Estas diferencas se
acentuam para pontos mais préximos &s bordas.

Na formulagdo proposta foram admitidos além da carga
uniformemente distribuida em subdominios de forma qualquer,
carregamentos transversais e momentos externos, distribuidos
em linha e cargas concentradas, sendo dque os exemplos
processados demonstram um excelente nivel de precisdo.

A consideracdo de campos de momentos iniciais efetuada
na formulacdo integral com as hipbteses de Reissner
possibilita a andlise eldstica da placa submetida a efeitos
de gradientes de temperatura e retragdo, entre outros, bem
como a extensdo da formulagdo & modelagem de comportamentos
nio-lineares. A precisdo da parcela integral referente ao
campo de momentos iniciais aqui deduzida foi verificada
comparando-se as respostas obtidas para placas submetidas a
gradientes de temperatura, com respostas disponiveis na
literatura e com anidlises numéricas via MEF.

Para mostrar a utilidade da formulagdo apresentada na
andlise de placas de comportamento néo-linear foi
implementado um algoritmo incremental-iterativo baseado no
método da rigidez inicial, onde as matrizes de coeficientes

relativos &s incégnitas de contorno e esforgos internos sdo
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calculados apenas uma vez no inicio do processo de solugdo.
Alguns exemplos simples de placas com comportamento

elastopldstico perfeito foram processados e os resultados

obtidos mostram a utilizagdo da técnica proposta e um bom

nivel de precisdo.
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APENDICE A

FUNGCOES DE BESSEL MODIFICADAS Ko e Kl

As fungdes de Bessel modificadas de ordem inteira -
Ko(z) e Kl(z) podem ser calculadas por expansles
polinominais dadas por ABRAMOWITZ [91], sendo z um argumento

real, conforme se segue:

a) para 0 < z s 2:

K, (2) - fn [.5] I, (z) - 0,57721566 +

2

2 .- 4 .
+ 0,42278420“['%] "} 0,23069756 {'gl “k

6 8
+ 0,03488590 [ %] + 0,00262698 [ g) +

-+

10
0,00010750 [ %] + 0,00000740 [

8 (A.1)

]"+

le]| < 1x10~

K, (2) z] I, (z) + 1+ 0,15443144[

| N

I
N|H
—
N

[o-J
o]
—
Nl

4 6
0,67278579 [ %] - 0,18156897 [ %] +



¢ \8 ) 2 10
- 0,00110404 [ —] +

- 0,01919402 5

| N

| - 0,00004686 | 2| + €
\ 2J
-8

le| < 8x10 (A.2)
I,(z) = 1 + 3,5156229 e + 3,0899424 t* 4+

+ 1,2067492 t° + 0,2659732t% +

+ 0,0360768 t'° + 0,0045813 t!? - ¢

le| < 1,6x107" (a.3)
I,(z) =z [o,s + 0,87890594 t2 + 0,51498869 t' +

+ 0,15084934 t° + 0,02658733 t® +

10 12
+ 0,00301532 t'0 4+ 0,00032411 t!? + ¢
le] < 8x107° (a.4)
sendo:

z _ .

t = 575 (A.5)



b) para z > 2:

f K, (2) = 1 [1,25331414 - 0,07832358 [3) +
z 2
! vz e
22 3
+ 0,02189563.[»21‘ - 0,01062446,{”2] +
r 2)4 2)°
+ 0,00587872 | E] - 0,00251540 [ E] +
726
+ 0,00053208 E) + € (ar.6)
\ .
.7
|e] < 1,9 x 10
1 1 2 e
K, (z) = ———~—————[1,25331414+0,23498619 [—] +
z VA
V 2 e

2 3
0,03655620 [ %] + 0,01504268 [ —) +

14

0,00780353 [ %

- - 0,00325614 [ =] - +

J

J

26
0,00068245 [ 2l 4+ e (A.7)

el < 2,2 x 1077
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