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RESUMO

Este trabalho consiste no estudo da flexao de placas e

na analise de pavimentos de edificios pelo Metodo dos
Elementos Finitos, utilizando-se o elemento triangular de 3
parametros por no, denominado HSM (Hybrid Stress Model).

Apresentam-se a formulagdo do elemento finito HSM e os
elementos finitos utilizados na discretizagao das lajes e
vigas dos pavimentos.

Sdo apresentados varios exemplos de placas e de
pavimentos de edificios, resolvidos com o elemento finito
HSM,sendo os resultados comparados com os obtidos pelo
emprego do elemento DKT (Discrete Kirchhoff Theory), pelo
Método dos Elementos de Contorno e com valores
analiticos.

0 elemento adotado demonstra ser bastante adequado a
analise de placas delgadas, bem como sua aplicagdo em
pavimentos de edificios.



ABSTRACT

This work consist of the study of the plate bending
problems and of the analysis of building floors by the
Finite Element Method, using the triangular element with
three nodel parameters, denoted HSM (Hybrid Stress Model).

The formulation of the finite element HSM is presented,
as well as the finite elements used in the discretization of
plates and beams of building floors.

Some examples of bending plates and building floors are
presented and solved by the finite element HSM, and the
obtained numerical values are compared with the results
given by the finite element DKT (Discrete Kirchhoff Theory),
the Boundary Element Method and also by analitical values.

The used element demonstrated to be very appropriate to
analyse thin plates, as well as building floors.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo o estudo da resolugao
dos problemas de flexdo de placas no regime elastico,
utilizando o metodo dos elementos finitos.

Segundo Batoz [1], a analise de placas delgadas €
eficientemente realizada utilizando-se elementos finitos
triangulares com nove graus de liberdade (deslocamento
vertical e rotagoes nos pontos nodais localizados nos
vértices do elemento). Dentre os elementos finitos estudados
por Batoz [1] destacam-se os elementos DKT (Discrete
Kirchhoff Theory) e HSM (Hybrid Stress Model) como sendo os
mais eficientes na analise de placas delgadas.

Visando a utilizacdo pratica do elemento HSM, sdo
feitas comparagaes entre os resultados obtidos com o
elemento HSM e DKT alem de resultados obtidos com outros
métodos. Além disso, é feita a analise de pavimentos de
edificios pelo metodo dos elementos finitos, onde o HSM



aparece como elemento discretizador das lajes, comparando os
resultados dessa analise com resultados obtidos com o
elemento DKT.

No Capitulo II é feita uma descrigdo das equages
basicas da teoria das placas e ¢ preparada a expressao do
funcional de Hellinger-Reissner. Além disso sao preparadas
as expressoes do trabalho das cargas concentradas ou
distribuidas sobre a placa, e a expressao da energia
potencial total para um elemento finito.

No Capitulo 1III, a expressao do funcional de

Hellinger-Reissner do capitulo anterior e aplicada ao
elemento finito triangular HSM. Determina-se entao a matriz
de rigidez da estrutura. Com o vetor de cargas nodais devido

ao carregamento externo, monta-se a expressao da energia

total. A imposicao de ser extrema a energia conduz a um
sistema de equagoes lineares nos deslocamentos nodais. Este
capitulo descreve ainda, a formagao de um elemento
quadrangular pela composicao de quatro elementos HSM, com
posterior condensacao estatica dos parametros internos. A
matriz de rigidez de um elemento finito de barra, também e
mostrada. A utilizacao conjunta desses tres tipos de
elementos e viabilizada na analise de pavimentos de
edificios.

No Capitulo IV s3ao apresentados varios exemplos de
placas delgadas e comparados os resultados com os obtidos
com o elemento DKT desenvolvido por Rezende [2] e com
resultados da teoria classica, alem dos resultados obtidos
com o metodo dos elementos de contorno. O comportamento do
elemento finito HSM na analise de pavimento de edificio
tambem e verificado.

No Capitulo V s3do apresentadas as conclusces do estudo.

Finalmente, no Capitulo VI s3oc apresentadas as
referencias bibliograficas e no Capitulo VII é apresentada a
bibliografia consultada.



CAPITULO II

FUNDAMENTOS DA TEORIA PARA FLEXAO
SIMPLES DE PLACAS DELGADAS

2.1. INTRODUCKO

Os elementos estruturais podem ser classificados em
tres categorias conforme tenham duas, uma ou nenhuma
dimensio pequena quando comparada as outras: de superficie,
lineares ou tridimensionais, respectivamente.

Dentre os elementos estruturais de superficie a placa e
um dos mais empregados em estruturas usuais. A placa e
definida como um elemento estrutural simétrico em relagao a
um plano, chamado superficie média ou plano médio da placa,
sendo admissiveis pequenas curvaturas.

A distancia entre as superficies equidistantes ao plano
médio, chamada espessura, € pequena se comparada com as
demais dimensoes da placa e pode ser variavel.

As placas sao solicitadas por esforcos externos normais



ao plano medio, podendo ou nao estar combinados com outro
carregamento contido no plano medio.

Dependc ado das propriedades do material de que e

N . R /
constituida, a placa pode ser classificada como: anisotropa

- com propriedades diferentes em qualquer diregao, ortotropa

- com propriedades diferentes em duas diregoes ortogonais e

isotropa - com propriedades iguais em qualquer direcao.
Dependendo da relagao espessura/menor dimensao (h/a) a

placa pode ser classificada como muito delgada, delgada e
espessa [3].

Neste capitulo e estudada a placa isotropa e delgada
submetida a carregamento transversal e ortogonal ao plano
medio. O estudo é baseado na teoria de Kirchhoff para
placas, que em geral interpreta suficientemente bem o

comportamento das placas com relagao h/a entre 1/5 e
1/100 [4].

2.2. HIPOTESES BASICAS

As seguintes hipdteses sao necessarias para a
determinacdo das relacOes basicas para placas delgadas
isotropas:

- A placa é constituida de material elastico-linear
homogéneo.

- 0Os deslocamentos transversais a0 pequenos quando
comparados com a espessura h da placa.

- Uma reta inicialmente normal ao plano medio permanece
reta apos a flexdo da placa e perpendicular a sua superficie
elastica, que é o plano médio deformado.

- As tensdes normais na direcio transversal a placa sao
pequenas em relac3o as tensdes normais de flexdo, paralelas
ao plano medio.



2.3. RELACOES BASICAS PARA PLACAS DELGADAS

A partir das simplificagSes envolvidas nas hipoteses
basicas determina-se as relagoes basicas para placas
delgadas isotropas.

considere-se o elemento de placa da figura (2.1) onde
estao indicadas as tensoes atuantes juntamente com o©

carregamento transversal g distribuido em sua area.

'y *
o
—_— [4
oy/'l Oyx Bxy X2
Z\/z //’/ ny
dz __%—Y_X_ _______ 1 zsz/'
01/1 0,
y Z’yz

Fig.2.1 - Tensdes em um elemento de place

As resultantes dessas componentes de tensao, que sao
momentos fletores e volventes e forgas cortantes, sao
mostradas na figura (2.2).

m . my, mxy, q e qy , que sao esfor¢cos por unidade de

comprimento, sao definidos pelas seguintes integrais sobre a
espessura do elemento:



Xy

yx

Do equilibrio de forgas verticais e de momentos
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torno dos eixos x e y, obtem-se as seguintes equagaes:

aq aq
x + y
Ix Oy
om am
x + yx
Ox Oy
am am
Y + Xy
dy dx

(2.1.R)
(2.1.B)
(2.1.C)
(2.1.D)
(2.1.E)
(2.1.F)
em
(2.2)
(2.3)
(2.4)



considerando-se a simetria do tensor dos momentos

(mxy= myx) e eliminando-se q e q nas equagdes (2.2), (2.3)

e (2.4), obtém-se a equagao:

8°m a°m a%m
X 42 B4 o= -g (2.5)

axz Ox aY aY

——— S L om
v 77 Smy +—L d
Iy / oy X
2 4 NPV S/
m Y
X // ’ omx
/ +
// a"‘xy my oy dx
m + d
//'“xy Ox
/
/ //
// // qu
7 \mvx / W Ox ax
/ Y YV .
/ myA XV

Fig. 2.2 - Esforgos em um elemento de placa

Considerem-se agora as posicoes inicial e final de um
elemento de placa abcd, paralelo ao plano medio da placa e
cujos lados ab e ad sao paralelos aos eixos x e Y,
respectivamente e estdo situados a uma distancia z do plano
médio (ver figura (2.3)).

Admitindo-se gque durante a flexao da placa, os pontos
a, b, ¢ e d sofrem pequenos deslocamentos, passando para as



posig6es a', b', ¢' e d', e chamando u e v de componentes
[} (]

de deslocamento do ponto a nas diregées x e Y,
respectivamente, o deslocamento do ponto b na direcio X,

fica:
ou
u o+ 5, dx
Logo, a variagao de comprimento do lado dx, segundo X,
e:
- du _
Adx = u + 3% dx u0
Portanto:
ou
dx = — .
Adx X dx (2.6)

Y

»
-
[

Fig. 2.3 - Posigdes inicial ¢ final de iamina de placa abcd




Assim, a deformacao relativa na diregao x e dada por:

_ Adx _ ou
6 T © (2.7)

De forma analega, a deformacao relativa na direcao y i

e = (2.8)

E a variag%o do éngulo reto formado pelos segmentos ab
e ad e:

ou , av
ny.—a?".é;{_ (2.9)

Considere-se ainda, a secgo de placa, paralela ao plano
xz, passando pelos pontos a, b, n1 e nz. Na figura (2.4)
estio representadas as posigoes inicial e final desta
secao de placa.

Fig. 24 - Posigdes inicial e final do elemento de placa abn,n;




0 elemento ani, inicialmente na vertical, sofre uma
ow

rotaggo de 3 Deste modo, o deslocamento do ponto a

situado a uma distancia z do plano médio na direcdo x e:

Uz -zM (2.10)

vz (2.11)

As componentes de deformacao escritas em funch do
deslocamento transversal w, sao obtidas substituindo-se as
expressoes de u e v em (2.7), (2.8) e (2.9).

Deste modo, tem-se:

e =-z 2% (2.12)
* ax
€Y= -Z Q._z.g. (2-13)
oy
.. 8%
ny_ 22z —a_x-é—y (2.14)

Conhecidas as deformacaes em um ponto da placa, a
partir da lei de Hooke, as tensOes correspondentes podem ser

determinadas:
_ E
o = > (ex + vey) (2.15)
1-p
_E
o = (e + ve ) (2.16)
y 1-p2 y x
Ty~ € Vuy (2.17)

10



onde,
E 6 o modulo de elasticidade longitudinal;
e

5 o0 modulo de elasticidade transversal;

v é o coeficiente de Poisson.

com,

E
G = 2.18
WIEEN)] ( )

As componentes de tensio escritas em funcao do
deslocamento transversal w, sao obtidas substituindo-se as

~ o
expressoes das componentes de deformagao ¢ , € e 7 .
Xy Xy

expressoes (2.12), (2.13) e (2.14) nas expressoes (2.15),
(2.16) e (2.17).
Deste modo obtem-se:

2 2
o = —E E—g+v§—¥)z (2.19)
x 1-v X ay

2 2
o = —E C;—:+va—-‘§-)z (2.20)
y 1-p Y ax

82w

txy = _ZGm Z (2.21)

Substituindo-se as express5es das componentes de tensao

o o & T . (2.19), (2.20) e (2.21) nas expressoes

(2.1.A), (2.1.B) e (2.1.C), obtem-se os valores dos momentos

fletores e volventes, m , m , m enmn escritos em fungao
x y xy yx

do deslocamento transversal w:

2 2
m =—D[Z‘2'+ua‘z") (2.22)
* X 3y
2 2
m = -D [Z L v 9 w) (2.23)
Yy Y2 axz

11



m =m =-D (1-v) a ¥ (2.24)
xy yx

con,

3
p-_GBh (2.25)
12(1-v%)

Substituindo-se em (2.3) e (2.4), as expressdes de m
my e mxy, (2.22), (2.23) e (2.24), obtem-se os valores dos

esforcos cortantes q e qy em funcdao do deslocamento
x
transversal w :

2
q =0 ( o, Q_g] (2.26)

X ¥\ 3x 0’4
a, =0 % o, Qfg) (2.27)

y 9x ay
Pode-se ainda, modificar a expresgao (2.5)
introduzindo-se os valores de m , m e m g expressaes

(2.22), (2.23) e (2.24), obtendo- se a equagao d1ferenc1al de
placas:

4 4 4 g
§_¥ + 2 62w ~ 4 9 Y = -5 (2.28)
X ax~ oy 3y

A equacao acima pode ser escrita em sua forma
implicita, como:

AAW =—p— (2.29)

Considere-se agora um sistema generico de coordenadas n

12



e sS. Pode-se escrever as componentes de momento,
inicialmente referidas as diregSes X ey, em relacao a esse
sistema generico.

Na figura (2.5) esta representado o elemento de placa
abc, paralelo ao plano médio e a uma distancia 2z desse

plano, com as respectivas componentes de tensao e 08
esforcos resultantes.

Fig. 2.5 ~ Componentes de tensdo e respectivos esforgos
resultantes no elemento de placa abc

As tensoes normal e tangencial ao lado ab, o e T
n ne

(ver figura (2.5.B)), estao relacionadas com as componentes

de tensio ¢ , 0 e t através das expressoés:
x Y xy

o =o cos’sx + ¢ sen’a + 2 T Senx COsa (2.31)
n x y Xy

t = (6 -0 ) sena cosa + t_(cos’a - sen’a) (2.32)
ns y x Xy

13



0 momento m_ ¢ dado por:

que apos a substituigao de (2.31) resulta em:

m=mcoséa + m sen’q + 2m senx COS« (2.33)
Yy Xy

n X

Analogamente, obtem-se:

m = (m- m )sena cosx + m (cos’a-sena) (2.34)
ns Yy X xy

Considerando-se:

* [
a = + (2.35)
Pode-se obter a componente de momento ms, a partir da

expressao (2.33):

m,= m sen?a + m cos?c - 2m sena Cosa (2.36)
x y x

b4

A cortante qn, na diregﬁo normal ao lado ab pode tambem
ser relacionada com as cortantes qx e qy.
A figura (2.6) mostra o equilibrio de forgas verticais

no elemento de placa da figura (2.5.A).
Da condicao de equilibrio de forgas verticais, tem-se:

gq=4g cosa + ¢ Seha (2.37)
n x y

Analogamente ao momento m_, obtem-se:

8

gq.= - 4q sena + q COS«x (2.38)
] x y

14



Fig.2.6 ~ Forcas cortantes atuantes no elemento de piaca abc

2.4. FUNCIONAL DE HELLINGER-REISSNER

Seja um elemento de placa abc, com as respectivas
componentes de tensao e os esforgos resultantes, conforme
figura (2.5). Seja ainda o equilibrio de forgas verticais no
mesmo elemento de placa, conforme figura (2.6).

0 funcional de Hellinger-Reissner neste elemento
determina-se com o trabalho das cargas externas, menos a
energia de deformagao complementar, que e o trabalho
produzido pelos esforgos resultantes sobre o elemento
durante a flexao de placas [5].

Pode-se escrever, entao:

15



U = -U: t T (2.39)

HSH

onde,

Unsn e o funcional de Hellinger-Reissner;

* . . ~
U e a energia de deformagao complementar para o
e
elemento de placa;

T e o trabalho das cargas externas no elemento

eu

de placa

Para um material elastico linear a energia de
deformac3o complementar é igual a energia de deformagao,
conforme figura (2.7).

(ol | ol
dau*
/ —

40 F— {

duU ol

/ u*

U
d€E € € €
A) MATERIAL NAO LINEAR B)MATERIAL ELA’STICO LINEAR

Fig. 2.7 - Energia de deformagdo e energia de deformagdo
compiementar

16



Tem-gse, portanto:

*

U =U (2.40)
com,

U sendo a energia de deformagao.

A expressio da energia de deformagao de um cOrpo
elastico linear, é dada por:

YZ ¥Z X2 X2

1
Ueg [ loc oo Ty vy, y M0 (24

De acordo com as hipoteses basicas pode-se escrever a
expressao (2.41) como:

_1
U = » Iv(oxex + oyey + txyyxy)dv (2.42)

Utilizando-se as expressoes (2.12), (2.13), (2.14),
(2.15), (2.16), (2.17), e ainda (2.22), (2.23), (2.24) e
(2.25) e integrando-se em z variando de -h/2 a h/2, obtem-se
a expressido da energia de deformacdao complementar para o

elemento de placa, em fungdo dos esforgos m ,m e m
x y Xy

* 12 2 2
U =f —= [(m +m ) + 2 (1+v)(m -mm )] dx dy (2.43)
e A Eh3 x y Xy X y

onde,
A € a area do elemento de placa.

0 trabalho das cargas externas escreve-se COmMO:

_ _ v _ o
T = faA(w a -gam -5gm ) ds (2.44)

17



onde,
8A € o contorno do elemento;

~ ' 1
g, m em sao os esforgos que equilibram o elemento
n n ns

de placa.

A expressao do funcional de Hellinger-Reissner para um
elemento de placa fica, entao:

- - _ _ow oW
Uiou = f B(mx,my,mxy)dh (wq - == m - = mna)ds (2.45)
A OA
com,
_ 12 2 2
B(m ,m ,m ) == |(m +m )%+ 2(1+»)(m° - mm )fds (2.46)
x y xy EhS x y Xy x 'y

2.5. TRABALHO DAS CARGAS TRANSVERSAIS AO PLANO MEDIO DA
PLACA

Considere-se a placa da figura (2.8), submetida a
cargas transversais ao seu plano médio. Essas cargas podem
ser distribuidas sobre a placa ou concentradas em um ponto
i.

Para a carga distribuida sobre a placa o trabalho
realizado e dado por:

T = f - q(x,y) w(x,y) da (2.47)
a A

onde,

A é a area da superficie média da placa.

Para as cargas aplicadas no ponto i, o trabalho e dado
por:

+m (gg)i) (2.48)

18



onde,
oW ow ~ .
w, () e (=) sao, respectivamente,o deslocamento
TR O ay i .
na direcao z, a rotagao em torno do eixo y e a rotagao em

torno 4o eixo ¥, no ponto i da superficie elastica.

z 4

qlx,y)
o

x"

Fig.2.8 - Cargas distribuidas sobre a placa e concentradas
sobre um ponto i da placa

2.6. EXPRESSKO DA ENERGIA TOTAL

Como sera visto no Capitulo III, a expressgo de U

HSM
pode ser escrita como:

_1 t
Uusn -2 (] [KHSH 1 L8]

que é a expresssao da energia de deformacao potencial.

19



A energia potencial total de uma placa e a soma da
energia de deformagao potencial extendida para toda a placa
com o trabalho das cargas externas transversais ao plano

medio da placa.
Deste modo, pode-se escrever:

n=U +T + T (2.49)
HSHM q p

Substituindo-se as expressces (2.45), (2.46), (2.47) e

(2.48) em (2.49) tem-se a expressao da energia potencial

total:
n o= -y j 12 (m +m )2+ 2(1+)(m® -mm) dx dy +
» EBR3 X y xy Xy

aw ow
+) IaA(w 4 ~z ™ " 3 mns)ds I q(x,Y) W da +

oW ow
(Pziwi + m (§§)i + my‘(5§ x) (2.50)

xi

20



CAPITULO III

APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS AO ESTUDO
DA FLEXAO SIMPLES DE PLACAS DEGADAS

3.1. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A solucdo analitica da equagdo diferencial das placas e
muito trabalhosa e é conhecida apenas para alguns casos
particulares. E possivel, porenm, obter solucoes
aproximadas, utilizando-se Pprocessos numeéricos. Dentre
estes destaca-se o método dos elementos finitos, onde a
solucdo recai na resolugao de um sistema de equagoes
lineares.

A estrutura e discretizada em elementos de dimensoes
finitas, chamados elementos finitos. Os pontos de conexao
entre os elementos finitos sdo os nos do elemento e
geralmente estao no seu contorno.

Aos elementos finitos é associada uma funcao
aproximadora dos deslocamentos nos nos dos elementos. Os

21



deslocamentos internos ao elemento sao determinados em
funcdo dos deslocamentos nodais.

Resultados mais proximos dos obtidos da integracdo
exata sao conseguidos com divisao maior da placa em
elementos. Alem disso, a compatibilidade de deslocamentos e
inclinacoes (derivadas primeiras da funcao deslocamento) nos
nos do elemento e em suas interfaces, garante a
convergencia do resultado em relagao a solucao exata do
problema.

3.2. ELEMENTO FINITO HSM (HYBRID STRESS MODEL)

Seja uma placa de contorno qualquer dividida em
elementos finitos, conforme figura (3.1).

Fig.3.1 — Placa dividida em elementos finitos triangulares
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0O HSM 6 um elemento finito triangular com tres nos
definidos em seus vertices.

Para garantir a continuidade da elastica na interface
dos elementos, estes devem ter em todos os pontos do lado
comum © mesmo deslocamento vertical (w) e a mesma derivada
dos deslocamentos na diregéo normal a esse lado (aw/an).

Por exemplo, os elementos 1 e m da figura (3.1) devem
ter o mesmo deslocamento vertical em todos os pontos do lado
ij, comum aos mesmos. Além disso, a normal a elastica ao
longo desse lado, na diregao do eixo n deve ser a mesma
para os dois elementos.

Considerem-se agora o) elemento finito e seus
respectivos deslocamentos nodais conforme figura (3.2).

1;1,(.0
Wy
Oxy
W, oy,
_____61 Ox, L
8y,
€y ey
X
[
2 4 ze
keyz
Fig. 32 - Deslocamentos nodais
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é o deslocamento na direcao z;
aw/ay é a declividade da elastica na diregao y;
- ow/ax 6 a declividade da elastica na diregdo x.

L

6
x

6

y

Pode-se indicar o vetor dos deslocamentos nodais de um

elemento genérico por [6],, cem:

t

= [(w € 6 w_ 8 w 6 3.1
[6}9 [ 1 x1 y1 2 x2 6y2 3 x3 693] ( )

3.3. FUNCKO APROXIMADORA

Para a aproximacao da elastica no elemento finito e
adotada fungao cubica de deslocamentos (w) com variagao
linear da derivada normal dos deslocamentos (dw/on) ao longo

dos lados do elemento.
O deslocamento vertical w ao 1longo do lado ij do

elemento € exXpresso por:

- ] [} ¥ ow 1 3w
W= H) () W+ H! (E) w + Hil(g)&ﬁai+ le(g)&%ﬂj (3.2)
onde,
' - _ 2 3
H' =1 - 36° + 2¢
[} - 2 _ 3
Hoz = 3¢ 28 (3.3)
' - _ 2 3
H11 = 1ij(§ 28 + £7)
HY, = 1, (-€° + &%)

12

A derivada normal dos deslocamentos (3w/8n) e

aproximada por:
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0 _ (1 g (% 3
o0 )]

4

Nas duas aproximagoes, & e uma  coordenada
adimensional com origem em i e que varia de 0 a 1 ao longo
do lado ij ; s € uma coordenada com origem em i e que varia

de 0 a 1ij ao longo do lado ij e n é uma coordenada normal a

esse lado ij (ver figura (3.3)) : 1 e o comprimento do
lado ij do elemento.
A expressao de g, e dada por:

E=I§- (3.5)
ij

fig. 3.3 — Coordenadas ¢o longo do lado ij do elemento
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As funcoes w e ow/3n garantem a continuidade do
deslocamento e da rotagdio normal dos lados, ao longo do
contorno do elemento.

Considere-se o elemento mostrado na figura (3.4).

ds

S (29_)2

Fig. 3.4 - Deslocamentos ao longo do fado 1-2 do elemento

Um polin6mio do terceiro grau, em uma variavel,
precisa de quatro parémetros para ser definido. Por exemplo,
para o lado 1-2 do elemento (conforme fig (3.4)), tem-se:

No 1 : w e (aw/as)1

No 2 : W, e (aw/BS)2

Deste modo, para cada né tem-se dois parametros, w e
aw/as. Portanto, ao 1longo do 1lado 1-2 tem-se os gquatro
parémetros que garantem a continuidade do deslocamento.
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A declividade normal varia linearmente ao longo do lado
do elemento e portanto, sao necessarios dois parametros para
defini-la. Em cada nd tem-se ow/dn; logo, tem-se os dois
parémetros que asseguram sua continuidade ao longo deste
lado.

3.4. MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO FINITO HSM

A matriz de rigidez do elemento HSM e escrita a partir

das equacoes (2.45) e (2.46), reescritas a seguir:

- _ _ow o _ v
UHSM = j B (mx,my,mxy) dx dy + (w qn 3n mn 38 mns)ds
A JA
com,
_ 12 2 2

B(m ,m ,m ) = =" I{(m+m )° + 2(1+v)(m -mm )

x y Xy Eh3 x y Xy x Yy
onde,

A representa a superficie media do elemento;
3s € o contorno do elemento.

A expressao de B(m ,m ,m ) pode ser escrita, em forma
x y Xy
matricial, como:

1 t -1
B(m ,m ,m ) =z [MI' [D 177 [M] (3.6)
onde,

[M] = (3.7)

3 83 3
<

xy.
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1 p 0

3
D]=—2 | p 1 0 (3.8)
b 12(1-v%) o o 1-p

2

Invertendo-se a expressgo (3.8), tem-se:

-1 v 0
pl-1 pe-1
2 -
b Eh° pe-1 pe-1
2
i 0 0 T-_E_

Pode-se, ainda, escrever a expressio de UHSM , COmo:

U =U + U (3.10)
HSM 1 2
com,
U = j - B (m ,m ,m ) dx dy (3.11)
1 A X y Xy
_ _ oW _ 9w
v, = jaA(w g-Sim -gm )ds (3.12)

No elemento finito HSM adotam-se os momentos fletores e
volvente variando linearmente no seu dominio.
Assim, pode-se escrever:

(M] = [P] [B] (3.13)
com,
X Y 0 0 0 0
[P] = 0 x y O 0 (3.14)
0 0 0 0 0 1 Y
e
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(g1t = (B, /B, iByreerveneni B} (3.15)

onde,

(gl e um vetor de nove parametros generalizados.

De acordo com as consideragoes acima, usando-se as
expressoes (3.6) e (3.13), pode-se escrever a expressao de
v, equacao (3.11), como:

.1 t t -1
U, = jA 7 [P1* [g1* [D 17" [P1 [B] dx dy (3.16)
ou ainda,
. _ 1 t t -1
U, = - g 16" [ (2t ()7 (2D ax ay [p) (3.17)
Fazendo
[H] = j (P)* [D 17" [P] dx dy (3.18)
A
tem-se:
1
u o =-3 [g1' [H] [B] (3.19)

Considere-se agora, a expressao (3.12).
Chamando-se a integral sobre o lado ij do elemento
(lado ij = lado 12 ou lado 23 ou lado 31) de U3, tem-se:

_ _ v -
03 = Iij(w qn 3n mn 38 mns) ds (3.20)

As expressoes de q,m em ., (2.37), (2.33) e (2.34),
podem ser escritas como:

29



m =ccm +2csm + ssm (3.21.A)
n b 4 xy y

m + 8C my (3.21.B)

ns

-s¢em 4+ (cc-s8s)m
X Xy

X y

n

onde,
C e s representam cosy e seny, respectivamente;

'} e o angulo entre a direcdao x e a normal ao longo do

elemento (figura (3.5)).

i.(X'L,y'L)
{s=0
=0
> - g
T-‘] z ( ll, nl.]) (xz'yz)
i,j=13

Fig.3.5 - Geometria do elemento finitc triangular

Usando-se as expressoes (2.26) e (2.27), pode-se

escrever:
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A partir das expressces (2.22), (2.23) e (2.24),

tem-se:
am 2 YA
x 0 W W
= =D — |~—0 —_— 3.23.
ox D JX (a 2 tv ayz ) ( A)
am 2 2
vy . _pd [8w, , 3V ) (3.23.B)
ay ay YZ axz
am 3
xy - _p (1-p) 2V (3.23.€)
oX 2
8x“ay
am 3
XY = D (1-v) 9 LS (3.23.D)
Y 8x3Y

Com base nas expressoes (3.22) e (3.23), pode-se
escrever:

m am . m om o
q =¢ G;r-+ ay') + 8 G;r-+-7§?J (3.24)

Usando-se as expressoes (3.13), (3.21.A), (3.21.B) e

(3.24), pode-se escrever:

-m t = [Rly; (6] (3.25)

com,
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0 o 0 0 0 s 0 8 c
[R]ij= -CC-CCX-CCY-SS-88X-8SY -2C8 -2C8X -2csy

cs CsX csy-cs-csx-csy -(cc-ss) -(cc-88)X -(cc-s8)y

(3.26)
De acordo com a figura (3.5), onde considera-se ©

sistema de coordenadas n e s, normal e tangencial aos lados

A . ~
do elemento, tem-se as seguintes relagoes:

ij i i

ij i i

X=X -EX, (3.27)

c =cosy = -y [l
ij ij i

/1.

J ij ij

n
n
n
o
=]
-
]
»

"
n
N
<
+

Y.)
)

com,
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A matriz [R]ij 6, portanto, composta de expressoes

lineares em E.
Podem-se escrever ainda, as relagoes entre os sistemas

de coordenadas x,y € n,s , do seguinte modo:

C 8 X
[_S c]{y} (3.28)

ou,

{§}=[§ ”2]{’5‘} (3.29)

Diferenciando-se x e y em relagcao a s e n, tem-se:

3x _ ay _
3s ~ © 3 ~ °
(3.30)
X __ 3y _
an - % an - ©
de onde vem:
3 c s 3_
an _ ax
' = 3 (3.31)
as -8 c oy

aw c s (X
aw s e |l & '
as ay
Como A = -8y e — = 6 , tem-se:
ax x
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aw
—— c 8 e

{ gz } ] { } { 6” } 33
3n s ¢ y

Para o lado ij (lado ij = lado 12 ou 23 ou 31), pode-se
escrever a equagao (3.33) como:

aow aw

(as)1 (as)j ¢ 8 exi exj

@8y @y | e o (3.34)
on’i on’ j 8 -c yi yi

Como w ¢ funcao de £, tem-se:

W _ Ow 3t
3 - & @8 (3.35)
sendo,
_ 8 de _ 1
€= e s - T
ij i}
Logo,
aw _ 1 ow
3% =T &t (3.36)

ij

Com as relagdes (3.34), (3.36) e as expressoes de W e
gg , (3.2) e (3.4), pode-se escrever:

= [ L ]ij [é ]ij (3.37)

812 8l <

onde,
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" -
(61 = {wi ox oy, wj exj eyj } (3.38)

1)

e
H' cH' sH' H' cH' sH'
01 11 11 02 12 12
[L] =} O s(1-£) -c(1-g) O 8E -CE
ij ? 1 ? ? » ’
1 aHOl c aHll 8 aHll 1 aHOZ c aH12 8 aHlZ
;‘1ijag T e I 58 T 58 T3¢ RNE |
(3.39)
onde,
?Eél -6 + 6F°
9t ° 3
Moz = 6 - 6E° (3.40)
E]3 :
Fiy | 1 (1 - 4 - 38%)
ag - ij E E
Tz L (-2¢ + 38%)
3k ij

Demonstra-se segundo Batoz [1] que o produto das
matrizes obtidas anteriormente pode ser escrito como:

(1% [RI' [L1 (61  =wa -SEm -ggm o (3.41)

Efetuando-se as mudan¢as nos limites de integracao,
tem-se:

1
— t t
u, = (1% IO[R]*i [L1,, de [8], (3.42)

35



Fazendo:

1
= t .43
[61,, = 1,, jomu (L], & (3.43)
A expressao de U, fica:
u,=[ (wa-gm - n )ds=[p1'[G] (6] (3.44)
3 n O n 05 ns i} ij

i

Considere-se agora todo o contorno 3A do elemento.
Fazendo:

[G1l[&8] = [G]12[6] + [G]23[6]23+ [G]31[6] (3.45)

12 31

[G] passa a ser uma matriz de dimensao 9x9,e [8] um vetor de
nove par8metros nodais.

Pode-se escrever, portanto:

oW ow

u, = faA(w Q-5 B - 35 mns)dA = [p]1*'[G] (8] (3.46)

Desta forma, a expressgo de UHSH (3.10), resulta:

Ugsu = ~ % [p]1'[H] [B] + [B1*[G] (8] (3.47)

Com a condigao de extremo para o funcional, tem-se:

au
HSM  _

_35:- = para i = 1,9 (3.48)

Utilizando-se a expressao (3.48), ou seja, derivando-se
a expressao de UHSM (3.47) em relacao a B, chega-se a:
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[H] [p] = [G] [s] (3.49)

De onde se tira:

(gl = tHY"! (6] (8] (3.50)

Substituindo-se a expressio de [B] na equagao (3.47),
pode-se escrever o funcional de Hellinger-Reissner em funcao
da matriz de rigidez do elemento.

1 t t
Uiy =~ 3 (p1'[u) [p] + [p1°[C] [8]
ou ainda,
U, = - % (51161 [H] 1t [HI[H] '[G][61+[6]1 [GI [H] 1t [G]L6]

Como a matriz [H] e simetrica, tem-se:

1 t t -1 21 t
UHSM_ Vi (81" [61°[H]Y "[G1l[s8] = 5 [6] [KHSM][()‘] (3.51)

A expressdo acima é semelhante a obtida quando se usa a
energia potencial total, com a matriz [KHSH] sendo a matriz
¢2 rigidez do elemento.

_ t -1
[Knsn] = [G]1'[H] "[G] (3.52)

Com as matrizes [H] e [G] conhecidas, os termos da
matriz de rigidez sao obtidos, efetuando-se o produto das
matrizes indicado na expressao (3.52)
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3.5. DETERMINACKO DOS TERMOS DA MATRIZ [H1™

Desenvolvendo-se o produto de matrizes da express%o
(3.18) pode-se escrever a matriz [H] da seguinte forma:

c . le]l ¢, le] c [e]

(6] = | c le) ¢, le]l C, [o] (3.53)
c, lel ¢, [o] c, [0]
com,
Cij sendo as componentes da matriz [Db]'1;
i,i=1,3
e,
X Y
[¢] = f X x?2 Xy dx dy (3.54)
A Xy YZ

A integracdo sobre a superficie de um elemento finito,
da matriz obtida anteriormente pode ser feita mais
facilmente através da utilizacao de coordenadas homogéneas
conforme explicado a seguir.

A posicdo de um elemento finito genérico da estrutura e
definida por um sistema de coordenadas cartesianas global
(0 Xy). Define-se ainda um outro sistema de coordenadas,
paralelo ao primeiro e com origem no centroide c do elemento
triangular, conforme figura (3.6).

Definida a posicao do elemento finito pelas
coordenadas de seus vertices 1,2 e 3, a origem do sistema
cartesiano local fica determinada. As coordenadas do
centroide ¢ sao dadas por:

X =§(§+§ + %) (3.55.A)
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(3.55.B)

fy

o]

\

Fig. 3.6 - Sistem

as

global e local

]

de coordenadas

As coordenadas locais dos

portanto, dadas por:

X =X - X
1 1 Cc
Y =Y -Y
1 1 C
com,
i =1,2,3

Estas coordenadas

locais

39

obedecem

as

vértices do elemento sao,

(3.56)

seguintes



relacoes:

3

z xi =0

i=1 (3.57)
3

Yy =0

i=1

Determinam-se as coordenadas de pontos internos do
elemento triangular, utilizando-se um sistema de coordenadas

homogéneas gl, E, e E . conforme figura (3.7).

2

7# (x5,Y,)

& £ &) 010

1 Pxevy)

(gl gz §3)=(1'0'O)

x|

3
{xq,¥s)

(€, &, §3) :(0,0,1)

Fig. 3.7 - Coordenadas homogéneas

Estas coordenadas adimensionais sao definidas por:
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E =K (3.58)
com,

i = 1,2,3
onde,

A e a area do elemento finito;

ALAA sio as areas dos triangulos 13P, 2P3 e 1P2,
respectivamente;

P(x,y) € um ponto genérico do elemento finito, podendo
pertencer as bordas.

A area do triangulo 123 é dada por:

X Y

1 1 1
A=x11 x Y, (3.59)

! RE

por:
1 x Y
_ 1 1 1
1 x3 y3
1 Y
A2 = 5 v (3.60.B)
2 2
3 Ya
1 x Y
_ 1 1 1
A3 =511 x v (3.60.C)
2 2
1 Y
sendo,
A=A +A + A (3.61)
1 2 3

Dividindo-se os 2 membros da igualdade acima por A e
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utilizando-se a definigdo de £,/ (3.58), tem-se:
51 + 52 tEg = 1 (3.62)

Com base nos sistemas cartesianos global e local, e no
sistema de coordenadas homogeneas e ainda, utilizando-se a
expressao (3.62), tem-se:

xp: X E ¢+ X E, + XK, (3.63.A)
Y= YE FYE YL, (3.63.B)

Com as expressoes (3.62) e (3.63) pode-se escrever as
relagoes entre as coordenadas homogeneas Ei e as
coordenadas do ponto P:

1 51
= X, X, 3 52 (3.64)
Y Y, ¥, Y, 53

Substituindo-se x e Yy na matriz [¢], pelas expressoes

correspondentes em funcao de £, E, e E aparecerao

integrais do tipo:
JA f (61,52,53) dA

que podem ser obtidas, segundo Brebbia [6], utilizando-se a
seguinte expressao:

(3.65)

n n_ n n_,n_,n_,
£l 2 g3 1!72173!
+n_+n_+2)!
A 2 3 Tn1 2 '3 2)
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Seja, por exemplo, o elemento 0,, da matriz [¢]:
- 2 _ 2
¢22 - J‘AX dA - JA(xlei". X252+ x363) dA

Aplicando-se a expressao (3.65) a todas as parcelas,
obtem-se o valor de ¢,

_ A 2 2 2 2
¢, = T3 [(x1 + x4 x3) + (x] + x4 xa)]

De acordo com as relacoes (3.57), a expressao resulta:

_ A 2 2 2
¢22 = 13 (x1 + X + x3) (3.66)

A matriz [¢] € uma matriz simetrica 3x3 cujos termos de
sua parte triangular superior sao determinados de maneira
analoga, e estao mostrados a seguir:

_ _ 1
¢, = A=z (xayz XY X3Y1)
¢, = 0
¢35 = 0
_ A 2 2 2
¢, = 12 (x1 xR, Xa)
¢ = A (x. Yy, + X Y.+ X Y)
23 12 171 2%z 3f3
_ A 2 2 2
¢, = 17 (Y1 ty, ¢t Ya)

Para o desenvolvimento da matriz de rigidez utiliza-se
a inversa da matriz ([H], que pode ser escrita da seguinte

forma:
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d,  [A] d, _[A]

d‘l3[A]

11 12
.1 = 3.67)
H]™! a (A a [A a [A (
[H] 12[ ] 22[ ] 23[ ]
d13[A] dza[A] daatA]
com,
d sendo as componentes da matriz [Db];
ij
i,3 =1,3
A matriz [A] e a inversa de [¢]:
1 27-p° 0 0
[Al=[¢] "= ——— 0 Ay -Ap (3.68)
Moay=vT)| o _ap A
onde,
A= 1 (xy + Xy + XY.)
7 ‘Ttz 2°3 3%
_ A 2 2 3
o« = 7% (x1 + x4 xa) (3.69)

_ A
v =17 (X1Y1 PRy, x3y3)

A

17 (Y2 + ¥2 + 7))

3

-
"

3.6. DETERMINACAO DOS TERMOS DA MATRIZ [G]

A matriz [G]ij, expressao (3.43), e uma matriz 9x6,
cujos termos sao obtidos relagoes
(3.27),(ver figura (3.5)) e as expressoes de [R]ij e [L]ij,
expressoes (3.26) e (3.39), respectivamente.

Os termos da matriz [G]ij sao os mostrados a seguir:

utilizando-se as
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12 12 1.2 g 1
s - - - - - = -Cc8
963 ® 12%iy" 2 *iym 2 %Y Yk 64 ~ 6 iy
1,y 1 2 12z 12
E = X, - = 8 X Y g _ = —.x_ - = 8 Y.
%5 "6 15 ij 2 1k 66 = 12705 2z - Tij'k
(c2 s ) cex
844 972 ij
9,3 % 7 °®¥yy 974 7 924
926 % 972 976 " 973
1 x + (c2 32) 2
Ig1 2 Yij x 9g2 T % Y™
12,2 1 eZ. ya
T = b 4 - — - -
g3 " 6 "ij it g4 = 2 i ¢
'1_ X + czx X
9gs Ig2 Ig6 2 *ij 157k
= 'l + (cz- 82) = -1- + 32
991 2 Yij y 992 6 Yij Y7k
czx '1" ( 2 2)
993 137k 994 z Vi ° & Yy
1,2,
995 Yij YiiYk 996 = 993

(3.70)

A matriz [G], 9x9 , é desenvolvida através de uma
expansao da matriz [G]ij, 9x6 , a partir da soma dos
elementos em colunas correspondentes, do seguinte modo:

[G] = [G]12 + [G]23 + (Glaa (3.71)

onde,
12, 23 e 31 s3ao os lados do elemento.
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3.7. VETOR DE CARGAS NODAIS EQUIVALENTE

3.7.1. CARGAS CONCENTRADAS NOS NOS

0 trabalho realizado pelas cargas concentradas em um no
i genérico é dado pela expressao (2.48) que é repetida aqui:

my ()

T=—P.W-+ i-é-ii

ow
P zi 1 mxi( )1

ax

Pode—-se escrever a expressﬁo do trabalho total em forma
matricial como:

_ t
Tp = [6]p [CN]P (3.72)

onde,

[6]p e o vetor formado pelos deslocamentos de todos os
nos;

[CN]p e um vetor coluna de ordem N;

N é o numero total de deslocamentos da placa.

Como o elemento HSM & caracterizado por tres variaveis
por né, os elementos nao nulos de [CN] s3o, para cada no i
P
carregado:

CN(3i - 2,1) = Pzi
CN(31i - 1,1) = Myi (3.73)
CN(31i, 1) = Mx

onde,

i e um dos vertices do elemento finito.
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3.7.2. CARGA DISTRIBUIDA NO ELEMENTO

Para um elemento finito submetido a um carregamento
distribuido q(x,y), o trabalho realizado e dado por (2.47):

Tq = JA -q(x,y) wix,y) dA

onde,

A é a area do elemento finito.

Neste estudo, o carregamento distribuido e aproximado
por forgas concentradas aplicadas nos nos do elemento
finito. Para o elemento finito triangular tem-se que em cada

vértice esta aplicada uma forg¢a de g.A/3, conforme figura
(3.8)

/1]

Fig. 3.8 - Carregamento distribuido equivalente
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Pode-se escrever a expressio do trabalho total na forma

matricial como:
T = [6]% [CE] (3,74)
q p p

onde,

[6] e o vetor formado pelos deslocamentos de todos os
P

nos;
[CE]p 6 um vetor coluna de ordem E;
E é 0o numero total de deslocamentos da placa.

Os elementos nao nulos de [CE]p serao para cada no i do
elemento:

CE(3i - 2,1) = q § (3.75)
onde,

i e um dos vértices do elemento finito.
3.8. SISTEMA FINAL DE EQUAC@ES

Utilizando-se as expressoes ja deduzidas (3.51), (3.72)

e (3.74) pode-se escrever a energia potencial total (2.49),

como:

_ 1 oot _ et _ et
o=y (815 (K, 1 [81, - [815[CNI, - [81[CE],  (3.76)

onde,

p indica somatdria das contribuicoes de todos os
elementos finitos.
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No equilibrio, a variacao da energia potencial total
deve ser igual a zero.
Portanto, pode-se escrever:

_ t _ t -
an = als]l (K1 181, - A[815 ([CE], + [CN] } = 0

ou seja,

t =
d[6]p{[K [6]p - [CE]p - [CN]p} =0

HSH]p

A expressao acima e verdadeira para qualquer d[S]E,
quando:

[KHSM]p[élp - [CE]p - [CN]p =0 (3.77)

Fazendo-se:

[CE]P + [CN]P = [F]P (3.78)

onde,
[F]pé o vetor de cargas nodais equivalente.

tem—-se finalmente:

(K (8]p = (Flp (3.79)

HSH]P
que é um sistema de equagdes lineares nas incognitas nodais.

Resolvendo-se o sistema de equagSes, determina-se ©
vetor de parametros nodais [6]p.
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3,9, CONDIGOES DE CONTORNO

Ao sistema de equagoes (3.79) devem ser impostas as
condigaes de contorno da placa. Para cada no existem tres
variaveis: w, ow/ox e ow/dy. No caso das vinculagoes

classicas de placas, admitindo-se que a borda em estudo seja
dada por x igual a zero e y qualquer, conforme figura (3.9),

tem-se:

z4

zh zy
Y
< 90. —————————————— -—-px ¢ - B
3
A
y Y
P S ,
-—»x (- —-—»x
B) BORDA ENGASTADA C) BORDA LIVRE

Fig.3.9 - Vinculagbes cldssicas de placas

-Borda simplesmente apoiada

w = g; = 0 ou um valor prescrito

g! desconhecido
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-Borda engastada

aw _ 3w _ .
W= S 37 - 0 ou um valor prescrito

-Borda livre

E1F
2%

desconhecidos

%
1

Portanto, para uma placa com bordas engastadas,
simplesmente apoiadas ou livres nao se encontra dificuldade
em introduzir as condigoes de contorno, que sao
estabelecidas diretamente nos parametros nodais.

3.10. ELEMENTO FINITO QUADRANGULAR

O elemento finito quadrangular permite o emprego de
malhas bastante irregulares, o que constitui uma vantagem
semelhante a do elemento finito triangular.

Por outro lado, o elemento quadrangular permite a
criacdo de malhas facilmente automatizaveis, como a
retangular.

Pode-se formar um elemento quadrangular pela composigao
de quatro elementos triangulares, com posterior condensagao
estatica dos parémetros internos, conforme figura (3.10).

A matriz de rigidez do quadrilatero [k], relaciona-se
com os parametros nodais [8] e o vetor de cargas [F], como
segue:

(k] [8] = [F] (3.80)
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CONDENSACAO
HSM [ HSM ESTATICA

HSM | Hsm QUADRANGULAR

Fig. 3.10 - Formagdo do elemento finito quadrangular

Separando-se o0s parametros localizados nos vertices do
quadrilétero [5e] dos parametros internos [5i] e fazendo-se
o mesmo para o vetor de cargas, a expressao (3.80) fica:

kii kie ai Fi
kei kee 5e ) Fe (3'81)

Da expressao (3.81), tém-se:

(F1=I[K 151+ (K 1I[s] (3.82.A)

[F1=(K_]([s]+(K_]Is] (3.82.B)
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Da expressao (3.82.A) obt8m-se:

[61 = [K,,J"{[F.] - [k 16 ]} (3.83)
i ii i ie e

Substituindo-se (3.83) em (3.82.B) pode-se escrever:

r -1 _ _ -1
[F 3 - [K 1x 17'[F] = {[Kee] [K_ 1K ] [xei]} (5,1
(3.84)

A equacao (3.84) pode ser escrita como:

(F 1= (K 1[5 (3.85)

onde,

[Kc] é a matriz de rigidez do quadrilatero em sua forma
condensada, ou seja, tendo-se eliminados o0s parametros
internos;

[Fc] e o vetor de cargas nodais do quadrilatero.

Este elemento quadrangular, formado a partir de quatro
elementos finitos triangulares HSM, é o elemento basico para
discretizacao de lajes no sistema computacional
desenvolvido.

3.11. ESFORCOS INTERNOS NO ELEMENTO FINITO TRIANGULAR HSM E
NO ELEMENTO QUADRANGULAR CONDENSADO

A partir das equagGes (3.13) e (3.50) pode-se escrever
a expressﬁo dos momentos fletores e volvente para o elemento
finito triangular HSM como:

[M] = [P(x,y)] [H1™' [G] [&] (3.86)
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Para o elemento finito quadrangular formado a partir
de quatro elementos HSM ,a matriz [HG] relaciona-se com 0S8

pardmetros nodais e os parametros generalizados, como segue:
[g] = [HG] [¢&] (3.87)
onde,

[HG] = [H] ' [G] (3.88)

Separando-se os pardmetros localizados nos vértices do
quadrilédtero [6e] dos par8metros internos [6i] e fazendo-se
o mesmo para o vetor de parémetros generalizados, a
expressdo (3.87) resulta:

HGii HGie 6i Bi
HGei HGee ae i Be (3-89 )

Da expressdo (3.89), tém-se:

(p, 1 = [(HG ] [61 + [HG ] [6] (3.90)

[Be ] [HGei] [Gi] + [HGee] [6e] (3.91)

Conhecidos os valores de [Si], expressdo (3.83), e
[Se], determinam-se os vetores [B] e, a partir da expressdo

[M] = [P(x,Y)] [B] (3.92)

determinam-se os esforgos internos para o elemento finito

quadrangular.
Nota-se que diferentes valores de momentos sao obtidos
no contorno entre dois elementos vizinhos, pois o vetor [B]
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no contorno entre dois elementos vizinhos, pois o vetor (8]
6 diferente para cada elemento. O valor dos momentos em um
ponto para © qual concorrem varios elementos e, portanto,
calculado como a media aritmetica dos valores de momentos

fletores e volvente encontrados.

3.12., BLEMENTO FINITO DE BARRA

A matriz de rigidez do elemento finito de barra,

utilizado na discretizaggo das vigas do pavimento de

edificio e apresentada a seguir:

12EI -6EI -12EI -6EI
b 4 b 4 y y
0 0
L3 L? L3 L2
GI -GI_
0 - 0 0 T 0
-6EI 4E1 6EI 2EI
Yy y b 4 y
0 0
L? L L? L
-12EI 6EI 12EI 6EI
y y y y
0 0
L® L L L?
-GI_ GI
x
0 £ 0 0 r 0
-6EI 2EI 6E1 4EI
Yy 0 y b4 0 y
L L L? L
A i
onde,

E e G, representam o modulo de elasticidade e o modulo
de elasticidade transversal do material da barra,
respectivamente;

I el s3o o momento de inércia e momento de inércia
y X
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\ L .
a torcao da barra,respectivamente;
L e o comprimento do elemento finito.

Essa matriz de rigidez e relativa ao sistema local de
coordenadas mostrado na figura (3.11).

ponto
ponto /fnnol 6-0
tinal 3-8y / e
pad L/\ //r/)
il P Tt —" ot
2-0,7 -~ e
x/// l Pral 5-6,

Fig. 3.11 - Elemento finito de barra - Sistema local de coordenadas

3.13. ANALISE DE PAVIMENTOS DE EDIFICIOS

A analise de pavimentos de edificios e feita pela
utilizacao de elementos finitos de placa e de barra.

Com a discretizaciio de um pavimento de edificio em
elementos finitos de placas para as lajes e de barras para
as vigas, pode-se escrever a energia de deformagao
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correspondente a todos os elementos de placa (Up) e a todos
05 elementos de barra (Ub), da seguinte forma:

[ =]
L]

2 16 pavl® [K ] [5 pav] (3.93)

<
]

. = 3 [6 pav1® (K] (5 pav] (3.94)

onde,

[Kp] e [Kb] s30, respectivamente, a matriz de rigidez
referente aos elementos de placa e barra;

{6 pav] e o vetor de parametros nodais do pavimento.

Como Up e Ub sao escritos em fungao do vetor de
parémetros nodais do pavimento, pode-se escrever a energia
de deformaggo total do pavimento (U pav) como:

Upav = % {6 pav]t [Kb + Kp] [6 pav] (3.95)
Fazendo:
[Kpav] = [Kb+ Kp] (3.96)

pode-se reescrever a expressao (3.95) como:

_ 1 t
Upav -2 [spav] [Kpav] [5pav]
onde,
[Kpav ] é a matriz de rigidez do pavimento.
Utilizando-se o procedimento usual do metodo dos

elementos finitos, obtem-se o vetor de parametros nodais do
pavimento, pela resolugdo do seguinte sistema de equagoes
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lineares:

[Koay] [pay] = [Fpay!]

onde,

[Fpav] ¢ o vetor de cargas nodais do pavimento.
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CAPITULO IV

RESULTADOS NUMERICOS

4.1. INTRODUGKO

Neste capitulo s3o apresentados exemplos numeéricos
referentes a analise de placas e da associagdo de placas e
vigas, nos quais conhecem-se resultados teoricos
provenientes da solugao de equacoes diferenciais e tambem
resultados advindos da aplicacdo de métodos numéricos.

Apresentam-se ainda, alguns resultados obtidos da
analise do pavimento de um edificio.

4.2. PLACA QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA COM CARREGAMENTO
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO

Devido a dupla simetria existente, apenas um quarto da
area da placa ¢é discretizado para a resolugao desse
problema. Utilizam-se quatro malhas distintas de elementos
finitos quadrangulares, conforme figura (4.1).
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1Jlllllk/l MALMA L MALNA 2
Y el ¢ ) ¢ 8
+— // ’ / s / / ”_‘%
e 6 Y
/] a L
a2|
’ f “\&“'
] ] b N2 A P Neg  H
h ‘AD A "X -
g AN MALHA 3 MALHA 4
afe, v:0,3 ® ¢
A ’ / p——an
A —
A I HKF
|
i a/2 6/2
-+ +- ] A o A
N=8 N=10

Fig.4.1 - Placa quadrads simplesmente apoiada no contorno
com carregamento uniformemente distribuido

4 %% ERRO
w H
_JDKT
——— == My:=M,
— e — My=M
Yl Hswm
.......... w —
O 1 1 1 ..
i MALHA IN)
_1_
_2_
_3._
-4 |-
-5
_6_.
-7

Fig.4.2 — Avaliogdo numerica do exemplo Ol
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vertical e momentos fletores no centro da placa, em relacSo
a resultados tedricos extraidos de Timoshenko (4] e a
resultados obtidos com o elemento finito triangular DKT
extraidos de Rezende [2], e apresentada na figura (4.2).

4.3. PLACA QUADRADA ENGASTADA NO CONTORNO COM CARREGAMENTO
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO

Do mesmo modo que no exemplo anterior, um quarto da
area da placa é discretizado no tratamento desse exemplo,
conforme figura (4.3).

q .
T
bedfates WALWA 1
Y c 8 c 8
/XA XN KON AKX KK XX Z
ol B o -
B P
a2l 3 SR
X e e
;<< %
m— D A D A
R §_» N=2 N:=4
- - —
30 A o
, o 5 . . MALHA 3 MALHA 4
a - P< B
2 v=0,3 § | ¢ 8
)% ¢ |
>yg o
.
IR HKXXEKXXXXA R XXX XXX
i a/2 | a/2
il 1 D A D A
N=8 N=10
Fig.43 - Placa quadrada engastada no contorno com
carregamento uniformemente distribuido

A comparagao entre os resultados obtidos, os teoricos
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A comparacao entre os resultados obtidos, os teoricos
[4] e os obtidos com o elemento DKT [2], para deslocamento

vertical, momentos fletores no centro da placa (ponto A) e
momentos fletores no ponto medio de um dos lados (ponto B) e

mostrada na figura (4.4).

4 % ERRO
w -
L
9 - DKT
8
7+
6 p—
5
4
3r
2 —
7 B
o s
ok /. MALHA (N
2L IV
-3 r—— ////
“F /’ / / -
- ’—
-5 L / -
q: , T w0
.r / -~ —_— My M
-7 - / / //// XA yA HSM
-9 / / — —— Myg
-10 7
Fig.4.4 - Avaliagdo numérica do exemplio 02.

4.4. PLACA ESCONSA

Neste exemplo analisa-se uma placa esconsa de rigidez a
flexdo "D", apoiada em dois lados opostos e livre nos outros
dois, submetida a carregamento uniformemente distribuido
conforme figura (4.5), onde esta indicada a malha utilizada

na discretizacao do problema.
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A comparagﬁo entre os resultados obtidos e os mostrados
em Paiva [7] para deslocamento vertical e momento fletor no

ponto médio da placa esta apresentada na tabela (4.1). Os
resultados de Paiva [7] foram obtidos por elementos finitos

com o elemento T18, metodo dos elementos de contorno e
diferencas finitas. Os resultados obtidos sao comparados
ainda com os calculados com o elemento DKT.

Y* , » s MALHA UTILIZADA
[77////[/]/
+— (77777 ///
‘ /11
/7777
Vo2 /777

1,66¢

/7777777777

lﬁ 20/V?

Fig.4.5 - Placa esconsa simplesmente apoiada em dois lados

opostos e livre nos outros dois com carregamento
uniformemente distribuido.
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TABELA 4.1 - *Analise de Placa Esconsa
METODO DESL.VERTICAL my
M.Elem.Finitos - HSM 0.11212 0, 3567
x%k
M.Flem.Finitos - DKT 00,1141 0, 3606
XXX
M.Elem.Contorno 0,1129 00,3420
XK KX
M.Elem.Finitos - T18 0,1149 0, 3593
Diferengas Finitae 0,1183 0, 3680
4 2
Fator ga /D qa
* Valores obtidos para o centro placa
XX Meema malha utilizada para o elemento HSM
xxx Contorno dividido em 44 elementos
xxxx Dominio dividido em 184 elementos triangulares

4.5. PLACA QUADRADA APOIADA EM VIGAS ELASTICAS

Neste exemplo considera-se uma placa com rigidez a
flexio "D" apoiada em quatro vigas elasticas, conforme
figura (4.6). Despreza-se a inércia a torgao das vigas
adotando-se para o momento de inércia a flexdo das mesmas,
wi", o valor:

Os resultados obtidos para deslocamento vertical e
momentos fletores no centro da placa sao comparados com
valores teoricos extraidos de Timoshenko [4] e valores
obtidos por Rezende [2], e estao mostrados na tabela 4.2.
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PILAR Pl PILAR P2
-
VIGA V1
s S
v=0,25 <
a ; ’ 2
> >
VIGA V3
PILAR P3 PILAR P4
| o
-+

Fig. 4.6 - Placa quadrada apoiada

MALHA UTILIZADA

I,:1,¢ I,:1,: Momentos de Inércia
das vigas

£° Mddulo de eldsticidade das vigas

Os pilares sdo considerados apoios
rigidos

q: carga uniformemente distribuida

em quatro vigas eldsticas

TABELA 4.2 - *Placa apoiada em Vigas Elasticas
VALOR
EL.FIN.HSM}IEL.FIN.DKT ’ FATOR
TEORICO
-3 -3 -3 4
DESL.VERTICAL §.07 10 5§.11 10 §.19 10 aq /D
-2 -2 -2
MOMENTO mx 4.86 10 5.07 10 4.94 10 qa2
-2 - -
MOMENTO m 4.86 10 5.07 102 4 .94 102 qaz
%x Valores referentes ao centro da placa
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4.6. ANALISE DE PAVIMENTO DE EDIFICIO

Neste exemplo discretiza-se o pavimento de edificio em
concreto armado esquematizado na figura (4.7), o qual foi
calculado de acordo com procedimento indicado em Andrade
[8].

Algumas dimensoes do pavimento aparecem na figura

(4.7), sendo as informagaes complementadas pelas tabelas
(4.3) e (4.4).

P1 VO1 P2 - P3
_} {1} s
o
LOY Lo2 &
”
103 ||n 291,50 n 361,50 n
L vo2 e = !
F =l = —{]
T P4 P5 | P6
LO3 :
|
LO4 LO5S 'S_Z
LAAh 3\
3 8 - 8
> > ; >
L vo3 J‘_Lj :‘i ]
P7 P8 I P9
MEDIDAS EM CENTIMETROS
Fig.47 - Pavimento de edificio
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TABELA 4.3 - DADOS DAS LAJES
2
LAJE ESPESSURA(m) *x CARGA TOTAL (KN/m )
01 0,10 £,50
02 0,10 11,77
03 0,10 5,50
04 0,10 5,50
05 0,10 5,50
x Inlui o peso proprio

TABELA 4.4 - DADOS DAS VIGAS
SECAO TRANSV . MOM.DE INSRCIA x{ CARGA xx

VIGA 4 -

(mxm) (m x 10 ) (KN/m)
vO1 0,11x0,50 1, 146 8,70
voz 0,11x0,50 1,146 8,70
Vo3 0,11x0,50 1,146 8,70
Vo4 0,11x0,50 1,146 8,70
vOoS 0,11x0,50 1, 146 8,70
Vo6 0,11x0,50 1,146 8,70
x So considerou-se a inercia a flexao das vigas
xx Inclui peso proprio

Para a analise deste pavimento sdo wutilizados os
elementos finitos HSM e DKT. A malha adotada é triangular
orientada , conforme figura (4.8). A escolha deste tipo de
malha deve-se a procura de uma maior semelhanga entre os
dois sistemas computacionais utilizados. Isto porque, ao
tratar-se do elemento quadrangular, o cdlculo dos esforgos
internos ¢é realizado de forma distinta para os dois
sistemas. O sistema computacional para utilizagdo do
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elemento DKT divide o elemento quadrangular em tridngulos
hipotéticos , enquanto que o do HSM utiliza a condensagdo
estdtica dos pardmetros internos.

1 ¢ P P 15
elemento 1 L3 AN \
AN
AN MALHA
BASICA
AN
POSICAO REA
\ DAS VIGAS
3 L3 l]
N [] PILAR
N ‘ _— elemento 364
3 ]
L S ) 1 9 LY
181 195
Fig.4.8 - Malha utilizada para discretizagdo do pavimento

Sdo mostrados os diagramas de momentos fletores e
esforgcos cortantes para uma das vigas, tragados em fungdo
dos valores nodais fornecidos pelos dois sistemas
computacionais utilizados, conforme figuras (4.9) e (4.10).

As cargas verticais nos pilares aparecem na tabela
(4.5). Os pilares sdo considerados apoios rigidos com
relagdo aos deslocamentos verticais. Para uma analise mais
proxima da realidade, os pilares podem ser substituidos por
rigidezes ao deslocamento vertical e as rotagdes nas
diregdes dos eixos X e Yy, atuando nos pontos nodais
correspondentes aos pilares.
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unidade - kN.m

DKT
(HSM)

Se
S5
P&

o

[«]

s

38,0

Fig. 49 - Diagrama de momentos fletores na viga VO2.

unidade - kN DKT
( HSM)
8
Q
o
: g
fe) 0
AN -
P R ?
oS 2
8 8
" &
” [ 4]

Fig.4.10 - Diagrama de Esforgos cortantes na viga VO02.
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TABELA 4.5 - CARGAS VERTICAIS NOS PILARES
PILAR CARGA VERTICAL (KN)
HSH DKT
PO1 44.80 44.81
PO2 96.70 96 .72
PO3 50.54 50.55
PO4 102.54 102.56
POS 205.84 205.74
PO6 111.50 111.52
PO7 52.37 52.37
P08 77.34 77.37
POS 37.21 37.21
Sio apresentados ainda, os diagramas de

momentos

fletores em varias secdes do pavimento de edificio, conforme
figuras (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14) alem das curvas da
elastica em duas secdes conforme figuras (4.15) e (4.16)
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X ,* 0,00 Y, *1,80
Xgt7,89 Yg 1,80
(4,819) DkT-
5,547 (HSM)
(1,89)
2,24
\/ I
(59,18)
60,22
Fig. 4.11 — Representagdo do momento fletor My na secdo AB
X, = 0,00 Y, =5.41
A B Xg =411 Yg =5.41
21 4F
OkT -
(HSM)
(2,923)
(1,884) 3,371
2,219

I

\—__—/

(1,27)
1,30

Fig.4.12 — Representagdo do momento fletor My na segio AB
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' ﬁﬁ Xa* 2,23 Y, =0,00
Xg®2,28 Yg:T.21
|
DkT-
° [HSM)
12,586)
2,847

Nl |

(1,388) (20,29)
1,624 20,64

Fig. 4.13 — Representagdo do momento fletor My na secdo AB

XA’G'ZO Y‘ z5,41
A
! X,=5.20 Ya"’.zl
(4,872) B] OkT-
5,721 (HSM)
(0,163)
-0,058

(2,713)
2,77

Fig.4.14 — Representa¢io do momento fletor My na segdo AB
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| X o = 6,20 Y, 0,00

Xg26,20 Yg= 721

DKT

le (HSM)

0,0019
(0, 0019)

0,0034
{0,0033)

Fig. 4.15 — Representagdo da elastica na segdo AB

X 5 0,00 Y, = 5,41

A 1B Xg 7,89  Yg=5.41
DKT
(HSM)
(0,0007) {0,00066) (0,00039)
0,0007 0,00066 00,0004
(0,0012) ‘g'm:’

00,0013 M {0,0019)

0 ,0019

Fig. 4.16 — Representagdo da elastica na segdo AB
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CAPITULO V

CONCLUSOES

Neste trabalho abordam-se basicamente dois aspectos da
anilise de pavimentos de edificios pelo método dos elementos
finitos: a formulac3o dos elementos finitos wutilizados
(triangular e quadrangular para placas e linear para barras)
e 0 seu comportamento na andlise de pavimentos, bem como na
anidlise de placas isoladas com qualquer geometria e
quaisquer condi¢des de contorno.

Analisando-se os resultados apresentados em relagdo a
valores teéricos conhecidos [4] na andlise de placas
delgadas, conclui-se que o elemento finito HSM tem
comportamento que permite sua recomendagdo para céalculo
prdtico, com uma boa convergéncia dos resultados a medida
que se refina a malha.

O elemento finito DKT, também apresenta bons resultados
para os exemplos analisados.

Os problemas surgem em pontos mais préximos das bordas.
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Estes tipos de problemas sdo devidos, em grande parte,
34 impossibilidade de se impor as condi¢des apropriadas para
as bordas.

No caso dos elementos finitos em questdo, as condigdes
de contorno sdo escritas em fungdo dos deslocamentos
verticais e rotacdes em torno dos eixos x e y. Com isto ndo
se consegue anular os momentos fletores e volventes.

No caso do pavimento usual de edificio analisado, o
comportamento dos dois elementos finitos, HSM e DKT, é
semelhante, o que mostra a viabilidade da utilizagdo de

quaisquer um dos dois sistemas computacionais citados.

Vale ressaltar que a utilizagiio do elemento finito
quadrangular é bastante vidvel pela facilidade na geragédo
das malhas, apresentando pequenas diferencas nos resultados
quando comparados com os obtidos com a malha triangular.

Assim, a formulacdo desenvolvida neste trabalho
mostra-se eficaz na andlise de diversos tipos de problemas
enfocados no presente texto.
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