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RESUMO

Os objetives principais deste trabalho cao a

Sistematizagao e a automatizagao do calculo de lajes de
edificios. A analise englobz as lajes retangulares

simplesmente apoiadas, engastadacs ou com bordas livres.

f determinacao dos momentos fletores e feita com
base na teoria das charneiras plasticas, onde sao fixados

os momentos negativos e a relacao entre os momentos
. . / ~
positivos. Desenvolve-se, tambem, uma formulacao para a

obtencao dos comprimentos das armaduras negativas, baseada
no calculo plastico. O cdlculo eldstico & utilizado para
fornecer os dados iniciais, de modo que essa escolha nao
viclente o comportamento da laje em servico. A associaggo
do calcule pléstico com o elastico traz uma economia
cignificativa.

Um procedimento para & verificaggc do estado de
deforma;éo excessiva e apresentado, propondeo—se uma marcha
de calculo para a ﬁeterminagéo das flechas nas lajes,
considerando a dim;nuig;c da rigider devida a fissuragéo e
os efeitos dependentes do tempo, decorrentes da deformagéc

lenta e da retragao.



ABSTRACT

The main aim of this work 1is to systematize,
through @ computer program, the design of building <clabs.

Rectangular slabs, simply supported, continuous or with

free edges, are studied.

Yield line analysis is used to calculate the

moments, where negative bending moments and the relation
between positive bending moments are previocusly

established. The formulation necessary to obtain the
extent of top reinforcement is also developped, based on

plastic analysis. The plate elastic theory is associated
to the yield line thecory in determining the initial data,
in order to make them compatible with the in service
behaviour of the e€lab. The association of plastic and

elastic theory leads toc a significant economy .

A procedure for computing deflections is
proposed; it includes the determination of the immediate
elastic deflection, the consideration of the reduction of
rigidity due to cracking and time dependent effecte due to

creep and shrinkage.
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1. INTRODUGCAQ

1.1. GENERALIDADES

No passado, € de certas formz ate hoje, =2 mainricz
das estruturas era aneliseda com base nz teoriz da

. . N 7 - -
elesticidade. Apesar disso, entretanto, o metodo elastico

tem suas limitacoes.

0 calculico elastico nac permite uma determinaca

2

preciss da carga de ruina, pois, nessa condigéa, oE
materiazs podem ecstar comportando-ce plasticamente e,
conseguentemente, a estrutura neo mais == comports
linezrmente. Desea  forma, as bases c= teoris dz
elasticidade estariam sendo vicladas € nac ==  teriz uma
veErdzdeira 1ndl:a;5: da dlztrlgulggi gz momentos =
EEtryTiira,

Mesmo assim, o calculo em regime elastico €, cem
divida algums, fundamentazl, pois, alem de servir de hace
para o cElouln £ i 2 snslise ds=
sztruturs ESrVILT.

Jz o ocelculc mlzstico & msl: posreEsmis  Cor o
fig
ab=sryayr
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calculo elastico descreve bem o comportamento da estrutura
em servico, sendo 0 mals apropriado para 0 ectuds das
deformagaes e dos problemas de fissuragéo; engquanto o
calculo pléstico permite a obteng;o mais racional da carga
Gltima.

’

0 calculo eleetico de= lejyee de concreto armado
baceie-ce ne  teoria dez places delgedes, cula origen

remonite & Layrange gque, em 1814, ecstabelecev & egozoac
3

Py

ditferercial da defourmade elactice.

& tecria das charneiraz placstices ol imes:nads
utaly INSERSLE?rOiJ. num trebainc publicado em 1902, em
dinamerqués £, dols ano= degois, em 1ng1é5. No  ee
trabzlho, Ingerslev, ac estudsr 0 Equilibrio de cadao
regiac de leje delimitada pelas charneiras, asssumia
existirem apenas os momentos ac  longoe das  linhas  de
plastificaggz.

JDHQNSENIOZJ, porem, deu um tratamentc mais

correto a teoria, fazendo com gue essa  ficasse conkecida

Johansen. Engenhos

[
k]
1.

por muito tempo, a configuracas de rulha & 9 2©  valos
momento de plagtificagag estiveram em otimo acordo com  a
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Apesar disso, sua utilizacan na pratica ainda
nao e ampla. Falta uma maior divulgagﬁo de processos que

permitam a0 engenheiro enfrentar o0s casos reais da

pratica, que sao as lajes anisGtropas continuas.

Com o intuito de facilitar o uso da teoria,

amarAL' '’ propos férmulas simples e diretas, onde oS

proprios momentos negativos eram fixadoes. PINHEIRD' '’

~ . . .
fixou as relacoes entre os momentos negativos e positivos,
conduzindo a um calcule iterativo, uma vez que, nos

vinculos das lajes onde ha continuidade, aparecem momentos

diferentes. 0 trabalho recentemente apresentado por
120) . .

SANTOS y segue a mesma linha de Amaral, sugerindo

alguns aprimoramentos.

1.2. OBJETIVOS

Nezte +trabalho, pretende-se sistematizar e

- ’ . . Id .
automatizar o calculo de lajes retangulares de edificios,
utilizando-se tantc o calculo elastico quanto o calculo

plastico.

Apresenta—se uma formulagéo para ¢ calculo dos
momentos de plastificagac e dos comprimentos das armaduras
negativas, para lajes retangulares simplesmente apoiadas,

engastadas ov  com berdas livres, sujeitas

{i
[l

argsa
vniformemente distribuidz e, quando houver borde  livre
carga linear ao longo da mesma. Ecta formulacao e bzseads
ne teoria das charneiracs plésticaa, onde sac fixsdos os
momentos negativos e a relagag entre os momentos
positivos, sendo  estes  dados  iniciaise  fornpecidos pelc

ralculp elastico.



/ . .
calculo iterativo, deve-se ressaltar que 0 processo de

~ ’ . ’ . ~ . )
iteragao e feito uma so vez em cada laje, nao interferindo

nas demais.

A utilizacao da TCP para o calculo das lajes,
por, em geral, conduzir a momentos fletores inferiores aos
do calculo elastico, permite o uso de espessuras menores.
Torna-se, entao, conveniente e até necessiria,
determlnagéo da flecha da laje, pere verificar se esta
atende as condicoes de utilizacaoc. A verificacao do estado
limite de deformacac excessiva € feita em regime elastico,

Je que, em servico, a estrutura comportez-se elasticamente.

0 calculo das flechas nas lajes, considerando

apenas a flecha elastica instantanea, leva a uma
estimativa muito aquém da flecha real. Este trabalho

engloba o calculo da flecha imediata, considerando a
diminuicao da rigidez devida a fissuracao e mais os
efeitos dependentes do tempo, decorruntes da deformagéo
lenta e da retragso. 0 valor da flecha total, incluindo
todos esses fatores, € muito maior que o valor da flecha

elastica inicial (em torno de quatro vezes maior).

1.3. ETAPAS DO TRABALHO

Algumas considersacoss gerais scbre o calculo de
. ~ 4 . . ~
lajes sao eupostes no capitulo 2, incluindo recomendacoes

das normas. As no

M
nt

es geraiz schre o célcule Elésticc, saoc
apresentadas no capitulo 3, onde e feita uma descrigéa
concisa dos fundamentos da teorie das placas delgadas.
Ailnda necste cap{tulo, analisa-se o calculo dos momentos
nas lajes, incluindo sugestces de um neove criteric  de

compatibilizacac dos momentos.

1
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Um procedimento para a veriticecao do e
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deformagao gxcessiva E apresentado i capi
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propondo-se uma marcha de calculo para a determinaggo das
flechas nas lajes. 0 calculo das flechas inclui a

consideracac da fissuracao e mais os efeitos de deformacao
lenta e retracao.

Os fundamentos da teoria das charneiras
plésticas sao apresentados no capitulo 5, Juntamente com
uma descricao do método do equilibrio e da energia. A
formulaggo para a obtengao dos momentos de plastificagso e
dos comprimentos das armaduras negativas e desenvolvida no

capitulo 6.

No capitulo 7, © programa € cumariamente
descrito, mostrando-se com que simplicidade e feita a
entrada de dados. Finalmente, no capitulo 8, sao mostrados
dois exemplos completos do calculo de pavimentos de lajes.
As conclusaesv e sugestoes para novas pesquisas sao

expostas no capitulo 9.



2. CONSIDERACOES SOBRE O CALCULO DE LAJES

2.1. VAD TEGRICO

As especificacoes da Norma Brasileira

NBF-6118"%*" (item 3.3.2.3), a recpeito de vio tedrico,

sao apresentadas a seguir.

~ , . - N ~ .
"0 vao teorico e a distancia entre os centros
dos apoios, nao sendo necessario adotar valores maiores

que:

a) em laje isolada: o wvao livre acrescido da

espessura da laje no meio do vao;

. ¢ ~ o~ .
b) em laje continua, vao extremo: o vao livre
acrescido da semi-largura do apoio interno e da

semli—espessura d= laje no meic do vao.

Na=z lajes em balanco, o comprimento teorico € o
comprimento da extremidade ate o centro do apoio, nao
sendo necessario considerar valores superiores ao
comprimento livre acrescido da metade da espessura da laje

juntoc ao epoioc.”

Na maioria dos casos da pratica, a diferenca
entre 2 espessura da laje e a largura dos apoios e peguena
em relagéo a distancia entre os centroe dos mesmos, sendo
usual adotar-se, como vao teérico, simplesmente a

distancia entre eixos de apoios.



2.2, VINCULACAD

Nas estruturas correntes de concreto armado, as

lajes !st;o, quase sempre, ligadas monoliticamente ;s
vigas que as suportam (figura 2.1-a). No entanto, a

consideragao desse monolitismo, no calculo estrutural,

levaria a uma complexidade tal, que o0 tornaria
inexequivel. Usualmente, e feita uma divisao virtual dos
elementos estruturais e, desse modo, as lajes sao
consideradas placas apoiadas sobre as vigas, interagindo
somente com as lajes vizinhas (figura 2.1-b). As vigas sao
admitidas como apoios indeslocaveis, mesmo sabendo-se que,

sob a aggo das cargas, elas tambem se deformam; este fato

é desprezado nos casos da prética corrente. Um estudo mais
aprofundado deveria levar em conta essa flexibilidade dos
apoios, conforme demonstra MAZZILLIIZZJ. Com base nessas
hipoteses, tem-se as condicoes de contorno usuais da

Teoria das Placas.

4 //WL&% W77 77777777 /%

(a) (b}

FIGURA 2.1. - Ligagao entre lajes e vigas

E importante chamar a atengso para o caso das
lajes continuas, pois O calculo e feito considerando as
lajes isoladas. Em geral, obtém-se momentos diferentes nos
apoios entre lajes vizinhas, seguindo-se, entab, a

compatibilizacao dos mesmos.



2.3. PRE-DIMENSIONAMENTO

Para a determina;io da espessura da laje,

podem-se adotar valores de acordo com a experiencia ou

seguir recomendacoes das normas.

2.%.1. Norma Brasileira NBR-6118

& Norma Brasileira NBR—6118[21J {item 4.2.3.1-C)

prefiva a sepeseura ga laje para gue cejam concideradac
atendidas as condigaes de esbelte:z méxima, sem que haja

necessidade de verificar as flechas. Fara isso, a altura
4

1 4
¥2¥

menor vao e os valores de v, e v, expostos a seguir.

util da laje nao deve ser inferior a sendo ¢ o

- Lajes armadas em uma direcao:

Valores de v,

simplesmente apoiadas. ............. 1,0
COMEAMUAS. . oottt e et 1,2
duplamente engastadas.............. 1,7
em balanco.............. ... ... ...... 0,9

— Lajes armadas em cruz:

os valores de ¥, Sao obtidos na tabela 2.1.
Sus natagéo foi modificada, para ficar de acordo com  a

usada necste trabalho:

¢ = vao menor,
x
= vac maior,
Y ¢
numero superior: wz para iy = 1,
bad
4
numero inferior: y para {y = 2, podendo usar-se,
z X
tamben, para razac entre oz lados maior que 2. exceto nos
casoz assinslados com asterisco,



{
para 1 ¢ —zl— { 2: interpolar linearmente.
X

TABELA 2.1. - VALORES DE ¥,

7 N\ 7 N
,Ol/Z XN t,91/ , 7 AN ,
7|0 1,72 AN
F/\’/ ’ \ ’
NN\ \\\\\\/ §\\\\\\¢ NN\ §\\\\\
N z,0 1,8/ \}| 2,21}/ 1,4 N| 1,3
Np——+ AN 7 N
A 1,4 1,4 1,4 1,3 1,3
7 7 N
SANNNN \\\\\\/ Q\NNNNN; AN LN Q\\\\\\
1,9 1,7 ; § 1,8 ; 1,1 § 1,0
A A 1,2 1,41/ X| 2,1/ 1,0 N| 1,0
; N ; N
NNNNN ANNS NN \\NN\\\ NN\ \\\\\\\
VAN 7 N
N 1,7 1,47 N 1,417 0,7 \{ ©O,6
Nf——- § g § VAN z N
0,5 0,85 ; § , 5 ; 0,5 § 0,5
w17 l:3 2 S «1°C 2 «C € s 0+
A 0,5 0,8 |/ \N| o,8]/ 0,5 \N| 0,3
; N ; N
NN ANNSNNN \\\\\\\ ANN NN \\\\\\\

Tensac na armadura para a Valores de ¥,
SDlicitaggo de calculo (osd) (lajes macicas)
2I8 MPa. L 5
B 1 33
00 MPa. L 30
430 MFa. oL 25
SED MFa. L 23

Estes valores de o 4 correspondem apcs  valores
8

4, C&-50 e

M\l
T
i
)
LJ
=
1

imaoos de F 0 dos agos CA-25, CAR-3ZZ, C

g_‘-(__
CA-al, respectivamente, considerando 3 = 1.15.
L I L L. b
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Para as lajes, com mais de 4 m de vao tedrico,
que suportarem paredes, na direcao do vao, suscetiveis de
fissuragio, as alturas uteis minimas, calculadas segundo o
exposto nas paginas anteriores, deverao ser multiplicadas

por —%— ({ em metro).

A referida norma (item &.1.1.1) tambem fixa os
valores minimos, que devem ser adotados para a espessura

dac lajes.

Espessura minima

|

lajes de cobertura nao em balango ........ 5 cm

1

lajes de pisp e lajes em balanco ......... 7 ¢cm

- lajes destinadas a passagem de veiculos ..12 cm

2.3.2. Comité Euro-International du Beton CEB-124/125F

Segundo o cep'??’

(item 16.2.4), a verificacao
~ ’ ’ .

de flechas nao £ necessaria para o0s C€Casbs em que as

deformacoes nao excedam certos valores e nem oferecam

riscos de danos para os revestimentos.

I4 . . . . . ~ ~
A titulo indicativo, a verificacao de deformacao

pode ser omitida nos seguintes casos:

a: lajes com vaos que nao excedam D m;

of

b) lajes com a razao F— < 30.
onde,
h = espessura da laje,
¢ = vao da laje,
a = obtido na tabela 2.2Z.
Fara as lajes que suportam paredes ou

divisorias, que podem ser afetadas pelas deformagaes, a
150
af

racaoc nac deve ultrapassar ({ em metro).

of
h
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TABELA 2.2. - VALORES DE o

Esquema de Vinculacao Valores de o

Z
'—-I—+ Z 1,0
Z

SNNNNNNN
S

7
7
%
+—}—+ 7 0,8
/
<

ANN NN
iy

] ? 0,6

SANNNNNNY
(il ddd

+~}—+ 2,4

NNNNNNNN

——t

P2
>
Priiatstse N W elilddddde

Vi
N\

090000

2.3.3. American Concrete Institute ACI-318M/83

D ACI[24)

(item 9.5) tambem estipula espessuras
minimas para as lajes, que serao expostas a seguir.
Logicamente, esses valores podem ser viclados, desde que

sela feita a verificagao de deformagaa.

Fara as lajes armadas em uma direcao, que nao
estejam ligadas ou suportande elementos que possam ser

. . -~ 4 - ~
danificados pelas deformacoes, as espessuras minimas sao:
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Valores de h

) . {

- simplesmente apoiada ........... Ceeee TBH
¢

- um lado continuo .......... .. -z
: / {

- dois lados continuos ........... -]

- em balanga .............. e e s ~§5

sendo { o vao da laje (em milimetro).

Para as lajes armadas em cruz, o metodo proposto
pelo ACI e bastante complexo, uma vez que leva em conta a
largura colaborante da laje na segso da viga, a rigidez a

flexao e a rigidez a torcao da viga. Desta forma, seu uso

nao se justifica para o pre-dimensionamento.

~ . 3
Essas recomendacoes, tanto da Norma PBrasileira,
como do CEB e do ACI, geralmente conduzem a valores

[4
exagerados, sendo possivel adotar—se espessuras menores,

seguidas da verificaggo de flecha.

2.4. CARGAS

As cargas que atuam nas lajes podem ser
permanentes ou acidentais. Elas sao determinadas com base

- - ~ -
no projeto arquitetonico e devem estar de acordo com as
[ 256

especificagaes das Normas Brasileiras NER-6120 e
NER-6118" %217,
2.4.1. Carga permanente

Compoe—se basicamente de peso proprio,

revestimento, pavimentacao, enchimento e peso de parede.

0 peso préprio € calculado a partir de uma

ectimativa da espessura da laje {(ver item 2.3) e
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adotando-se o peso especifico do concreto armado igual a

25 kN/m’, conforme a NBR-6120.

Para o calculo do peso das paredes, a NBR-6120

fornece o peso especifico dos materiais envolvidos. A

carga dac paredez & uma carga limear: porem, em muitos

casos, pode ser suposta uniformemente distribuida. E uma
simplificacao grosseira, justificavel para lajes com vaos
nao muito grandes e carga de parede pequena em relacao a

carga total da laje.

2.4.2. Carga acidental ou sobrecarga

E constituida do peso dos moveis, objetos e

pessoas. As sobrecargas foram estabelecidas pela NBR-6120,
com base em critérios estatisticos e de acordo com a

finalidade a que se destinam as lajes.

A seguir, transcrevem-se alguns valores das

sobrecargas, recomendados pela NBR-6120.

. [4 . - . .
a) Edificios residenciais:

- dormitérios, sala, copa, cozinha e banheiro .. 1,5 kN/mZ

. . . 2
— despensa, area de servico e lavanderia ....... 2,0 EN/m

b) Escritorios:

— salas de uso geral e banheire ................ 2,0 kN/m?

c) Forros:

. 2
— SEM &CESSO 8 PESSOBS . . vt vt vttt e et e it 0,9 EN/m

d) Garegens e estacionamentos:

- para veiculos de passageiros ou semelhantes

;o - z
com carga maxima de 25 kN por veicule .......... Z,0 kN/m
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2.5. REAGOES DE APOIO

Considere-se uma placa retangular simplesmente
apoiada no seu perimetrn (figura 2.2-a). Admita-se que os

. I's . . . 4
apoios fornecam vinculos wunilaterais, 1isto e, que os
apoios somente mobilizem reacoes dirigidas de baixo para

cima.

(a) (b)

FIGURA 2.2. - Laje retangular simplesmente apoiada

Sob a agao de um carregamento qualquer
uniformemente distribuido, dirigido de cima para baixo,
por exemplo, verifica-se que o0s cantos das placas

deslocam—-se dos apoios (figura 2.2-b).

Nas lajes de concreto, devido ao monolitismo
existente entre lajes e vigas, verifica-se que as bordas
permanecem retilineas. Isto significa que os apoios
forneceram vinculos bilaterais, ou seja, a0 longo das

bordas mobilizaram reacoes nos dois sentidos.

Convencionando-se as reacoes dirigidas de 'baixo

ara cima como positivas, junto aos cantos da placa havera
.
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reagaes negativas. 0 diagrama das reagaes de apoio ao
longo de uma borda de uma placa retangular, sob a aggo de
uma carga uniformemente distribuida, € ilustrado na figura
2.3~a.

No entanto, aplicando-se a Teoria das Placas
Delgadas, com a sua formulagéo usual, em lugar das reagﬁes
negativas, distribuidas junto aos cantos (figura 2.3-a),
obtem-se a distribuicac aproximada, indicada na figura

2.3-b (Fusco'?®’).

N { “ 3

(a) (b}

(c) (d)

FIGURA 2.3. - Distribuiggo das reagses de apoio

Para o calculo manual das vigas de apoio, seria
extremamente trabalboso adotar—-se o diagrama indicado na
figura 2.3-b. Usualmente, partindo-se de uma
simplificagsu, admite-se uma distribuigSD uniforme, ou
seja, consideram-se reagaes médias, sem as reagaes de
cante (figura 2.3-c). Esta simplificaggo conduz a
resultados contra a seguranca para O apoio em questso. Uma
alternativa gque se aproxima bastante da distribuigao
correta e ilustrada na figura 2.3-d, onde sao levadas em
conta as reacoes de canto e, em relacao ao procedimento

usual, o trabalho de calculo nao e aumentado praticamente.

FPara a determinagSD exata da distribuiggd das

reacoes de apoio da placa, deve-se levar em conta a
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flexibilidade das vigas de apoio, 0 que pode ser feito

empregando-se o processo dos elementos finitos ou dos

elementos de contorno, por exemplo.

0 calculo das reacoes de apoio das lajes,
baseado na Norma Brasileira NBR-6118'%'7 (item 3.3.2.9),
cujo texto e exposto a seguir, e feito a partir da

determinacao aproximada das linhas de plastificaggo.

"Permite-se calcular as reacoes de apoio de

lajes retangulares, com cargas uniformemente distribuidas,

considerando-se para cada apoio carga correspondente aos
triangulos ou trapézios obtidos tracando-se, a partir dos

veértices, na planta da laje, retas inclinadas de:

45° entre dois apoios de mesmo tipo:

60° a partir do apoio engastado quando o outro for
livremente apciados

90° a partir do apoio quando a borda vizinha for livre."

Ecste procedimento, sugeridoc pela norma, e
inspirado no comportamento da 1laje em regime pléstico.
Fara um refinamento de calculo, a determina;io das reagaes
de apolio deve ser feita em regime eléstico, uma vez que as
cargas, geralmente, se transferem das lajes para as vigas

com a estrutura trabhalhando elasticamente.
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3. CALCULO ELASTICO

Mesmo sendo o calculo plastico mais adequado
para o dimensionamento das lajes de concreto armado, ©
calculo elastico € indispensavel. Sabe-se gque, nas
condigaes de servico, a laje comporta-se elasticamente,
devendo—se fazer a verificaggo dos estados limites de

. . ~ . I4 . ’, ’ .
utilizacao em regime elastico. 0 calculo elastico e

. 3 4 r . - ’
utilizado tambem no pre-dimensionamento para o calculo
pléstico, na avaliagSD do indice de ortotropia da laje e
na escolha da relagéo entre os momentos negativos e

positivos ou dos proprios momentos negativos.

3.1. EQUACAD DIFERENCIAL DA LINHA ELASTICA

A teoria classica de placas delgadas. baseada na
teoria de kKirchhoff, interpreta suficientemente bem o
comportamento das lajes que apresentam relaggo
espessura/s/mencr vao entre 1/5 e 1/100. As lajes usuais de
edificios possuem essa reiagéo entre 1/40 e 1/60,
atingindo ate 1/80. Uma descrigao concisa dos Tfundamentos
do metodo € apresentada neste capitulo. Para uma analise
mais detalhada deste assunto, existe uma ampla

(279

bibliografia, encontrando em TIMOSHENE(D sua cbra

4 .
classica.

Supce-se que & placa e constituida de material

~ . .
homogeneo e isotropo & comporta-se linearmente (segue a
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lei de Hooke). A carga p(x,y), normal ao plano da placa,
pode ser distribuida com qualquer lei, sobre toda ou parte
da placa. A deformada da placa pode ser definida pela
fun;io w(x,y), que determina o0s deslocamentos verticais
dos pontos (x,y) do plano medio da mesma. Desta forma,
admite-se que os pontos do referido plano medio sofrem
apenas deslocamentos verticais, pequenos em relégso a
espessura da placa, e que as retas normais ao plano medio

permanecem perpendiculares a superficie deformada do mesmo

. . ~ 4 .
(os deslocamentos horizontais sao desprezaveis).

A convengso adotada supSe tensoes normais
positivas, quando provocam tragao na face inferior do
elemento, e tensoes tangenciais positivas (sempre tomando
a face inferior como referencia), se coincidem com o
sentido positivo dos eixos. Os esforcos sao considerados
positivos quando os momentos fletores provocam tragEo nas

. - . A
fibras inferiores, os momentos volventes tem seu vetor
emergente da face considerada e os esforcos cortantes
- - ’ -
tendem a girar o elemento no sentido horario, olhando o

eixo da esquerda para direita.

-
PO E—

FIGURA 3.1. - Esforcos em um elemento de placa’



Os esforcos atuantes num elemento genérico

placa estao indicados na figura 3.1, com

k2

h/2

.dz

-hr2

hr2
«Z.dz
X

-hr2

hr2
2.4z

-hr2

hr2z

-hr2

Fazendo-se o eguilibrio

obtem—se

L}

Z.dz =

forca cortante
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perpendicular ao

forga cortante

comprimento da
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fletor
da

perpendicular ao
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momento

comprimento
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da
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por unidade de
~
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unidade de

da

por
secao placa
>

eixo Y {(em torno

unidade

de comprimento.

das

forgas

verticais.,
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& o
X 4 y

ox oy = - P (3-1-1)

Da condiggo de equilibrio de momentos em torno

do eixo X, resulta

ov
dy dy x dy
.dX.d .--—‘Vd - + V+ dX -d ——— +
P YeZ x° 2 x  ox Y7
ov om
+ [v o+ Y dy|.dx.dy + m .dx - |m + Y dyl.dx +
y y y oy
om
-m dy + |m o+ Y dxl.dv = O
Xy Xy o
m\ m\y
v = - (3.1.2)
y oy a

Analogamente, para o equilibrio de momentos em

torno de Y,

xy
= —_ = —_
vx o 3 (3.1.3)

Agrupando—se as tres equacoes acima numa so,

encontra-se uma equacac que relaciona momentos e carga:

o 'm azm azm

— >~ — P (3.1.4)
o o ay oy

E interessante relacionar os deslocamentos com a

carga. Para tal, e necessario encontrar as expressoes que

2 2
. o w 8w
ligam os momentos com as curvaturas . e com
b4 z
a v
2
~ a8 w .. .
a torgao —aav - Pode—-se iniciar analisando-se as

deformacoes, a partir de um elementoc generico de placa,
que sofre uma deformacao elastica. Indicam-se por u e v as
componentes do deslocamento de um ponto genérico, segundo

as diregaes X e Y, respectivamente. A partir da figura
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“i&) sendo u_ e v_as componentes do deslocamento do ponto
du ., . . .

g e —;;—.dx o :crescxmo infinitesimal (de ordem

superior), da funcao u, devido ao incremento dx da

variavel x, a deformacao relativa e resulta,

] dx
_ AMx _ 8 _ éu
£, T In o (3.1.5)
Analogamente, chega-se a
e = O (3.1.6)
y o
A variagao do §ngulo reto, formado pelos
segmentos OF e OR, vale
_ éu ov
ny = Y + ™ (3.1.7)

vor 2L dy

dy

o

FIBURA 3.2. — Componentes do deslocamento segundo as

direcoes x e y

Nota-se que os deslocaméntos de um , ponto

generico da placa sao funcoes da cota =z considerada
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(figura 3.3) e, em consequencia da flexao, valem

ow

u = -z.

ax (3.1.8)
o
oy

v = =2,

FIGURA 3.3. - Deslocamento de um ponto generico
da placa

~ ~ ~ ~
Voltando as expressoes das deformacoes, obtem-se

Ow
5 = —z- z
x ax
2
e, = -z. Ld : (3.1.9)
ay
2
- v
yxy Zz.axay

Sabendo-se que o material e isotropo, com modulo
de deformagSD longitudinal £ e coeficiente de Poisson v,

-~ . ~ ~ ~
tem-se as seguintes relacoes entre tensoes e deformacoes:

E = —i— (o0 — vo }
x E x Yy
1
E€ = — (o - vo ) (3.1.10)
y E y x
Txy [
yxy = G
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ou
o = E (e 4 ve)
X 1"1)2 X Yy
o = (g + vex) (3.1.11)
Y 1-p y
= = __E_
Ty - B0 T st Vay

Substituindo-=e os valores das deformagaes dadas

pelas equacoes (3.1.9), resultam

E [ 62w 62w 3
o = - + v . .z
X 1-v° ax* oy ’
2 2
E v w )
o = - — [ LEPRE.LE, N (3.1.12)
4 i-v &y e ’
. - E w >
Xy 1+v " dxéy °

Basta introduzir os valores das tensoes, dados
pelas equacoes (3.1.12), nas expressoes que definem os
esforcos, para relacionar os momentos fletores e volventes

com as curvaturas da placa.

hr2 h- 2 2 2
mx = ox.z.dz = - E P [ 9 : + v —g~§— ].zzdz
-hr2 -hr2 i-v 9« 24
2 2
m = -D.[—Q—g_ + -QJ;— ] (3.1.13)
* o ay
hr2 ho2 - 2
E  w )  w 2
m = O ~Z.0z = - 5 5 + v P .z dz
4 Y 1-v ay ax
-h-s2 -h-2
2 z
m = —D.(—Qli_ + o 2¥ ] (3.1.14)
Y 2 .2
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hr2 hr2
m = - T z.dz = ~ - E o'w 2%dz
Xy Xy 1ty Ox Oy
-hs2 -hrs2
2
v
= D.(1-v)., ——— 2.1.15
mxy D.{1-v) 0y ( )
com,
En’ - .
D = — = rigidez a flexao da placa, equivalente a
12(1- .. :
(1=v7) rigidez EI das vigas,
E = modulo de deformacao longitudinal,

h = ecpessura,

v = coeficiente de Poisson.

As forcas cortantes podem ser relacionadas com
as curvaturas, utilizando-se as expressoes (3.1.2) e

(3.1.3), onde substituem—se os valores dos momentos.

3 3 3
v = - D. d : + v O w - D.(1-v). o wz
x | 3% 3y % Ay
[ .3 3
v, =~ D. d : + 9 ”2] (3.1.16)
[ .3 3 a
v =-op.|-2 : + 62” } - D.{1-1). az”
y
L oY "y o v
) 3
v, = - D. o — 4 aZ” } (3.1.17)
[ oy ax” 8y
Substituindo-se ac expressoes dos momentos

fletores (3.1.13), (3.1.14) e (3.1.15) na equacao (3.1.4),
resulta a conhecida equagéa de Lagrange ou equagéo das

placas:

4 4 4
IW o _Ow . W b (3.1.18)
a:* a:° 3v 2 v 4 v
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As condicoes de contorno da equacao diferencial
(3.1.18) dependem dos diferentes tipos de apoio. Assim,
por exemplo, quando se trata de uma borda reta paralela ao

. ’ ~ .,
eixo ¥, ter-se-a, em funcao das condicoes dessa borda, as

seguintes condicoes de contorno:

a) borda engastada - o deslocamento vertical e a
rotacao sao nulos:
Ow :
W=0, -—a>—<—=0;
b) borda simplesmente apoiada - o©0 deslocamento

vertical e o momento sao nulos:

2 2
dw ow
w=0, m = -D — + p — = 0 3
X
ox oy
c) borda livre — o momento e a reacao na borda
sao nulos:
m =0, v Y = .
x x oy
Obtida a funcac w, o= esforces sao calculades
pelas equacoes (3.1.13) & (Z.1.175.

Normalmente, nac e facil encontrar uma funcaco
w(x,v) que satisfaca a equag59 diferencial das placas e
atenda as condigaeg de contorno. Para tal, recorre-se a
salugaes aproximadas, obtendo-se w como uma soma de
fungaes elementares que satisfacam as condigaes de

contotrnd.

0 processoc de integragéo da Equaggo de Lagrange
=6 pode ser aplicado a alguns poucos casos de formas de
placas e condigaes de contorno. Uma alternativa mais geral
€ © uso de diferencas finitas para a integragéa numerica,

conduzindo & resolucao de um sistema de eguacces lineares.
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Tais metodos foram bastante utilizados para a

(20

confecgao de tabelas (ver, por exemplo, BARES ). Para o

caso de placas com formas mais complexas, com regioes de

diferentes espessuras, com aberturas, com carregamentos de
distribuigSo nao usual, ou com condicoes de apoio

variadas, os metodos anteriores nao possuem, em geral,

aplicacao pratica. Pode-se recorrer, entao, ao metodo dos

elementos  finitos (BREBBIA'%°7, ZIENKIEWICZ'®®?,
CDDKIa*J), elementos de contorno (PHIVAIBZJ, BREEBIA' )
{34) [3851)

ou analogia de grelha (TAKEYA » ANTUNES ).

3.2. MOMENTOS E CDMPATIBILIZAQﬁﬂ

A determinagao dos momentos fletores numa placa,
pela Teoria da Elasticidade, €& bastante trabalhosa. No
entanto, ha varias tabelas ja elaboradas, destacando-se as

de CZERNY'?®’, BARES'?®’ e kALMaNDCK'?77.

uando se analisa um pavimento composto por
varias lajes, as dificuldades que se apresentam no estudo
do funcionamentc das laies continuas residem, basicamente,
na consideraggc do engastamento nos apoios internos, onde
ha continuidade. Nesses apoios, o engaste nao e
rigorosamente perfeito; na verdade, ocorrem engastamentos

parciais.

Nos casos  usuals, pode-se  supor as iajes
continuas perfeitamente engastadas nas lajes adjacenties.
Em gerai, porém, as lajes de wum pavimento diferem nas
Condigaes de apoio, nos vaos ou nes carregamentos,
resultando em momentos negativos diferentes, em um mesmo

vinculo. Deve-se proceder a compatibilizagéo dos momentos.
t38) 1391 1191)

Alguns autores (SANTOS ., FPOLILLO , PINHEIRG
recomendam adotar, para esse momento negative, o maior

valor entre a media dos dois momentos e BOY% do maior. Este
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criterio e razoavel quando os momentos negativos, entre as

lajes vizinhas, sao de mesma ordem de grandeza.

Os momentos resultantes do calculo elastico
servem de base para o calculo plastico. 0Os momentos
positivos encontrados a partir do calculo plastico sao, em
geral, bem menores que os do calculo elastico. Desta
forma, os momentos nos vaos resultam muito pequenos. Tendo
em vista a ma gualidade da execucan da concretagem que,
consequentemente, sobrecarrega as barras inferiores,
aliado ao fato de que, em ultima instancia, as armaduras
positivas sao as responsaveis pela seguranca da laje,
ve-se a necessidade de diminuir os valores dos momentos
negativos usualmente adotados. Do ponto de wvieta
ecomonico, resultam em menores espessuras de lajes e

armaduras mais balanceadas.

Sugere-se que, no calculo elastico, seja adotado
um novo critério de compatibilizagao, onde © momento
negativo € o menor valor entre a média e 1,2 wvezes o
menor. Aleém disso, para o calculo pléstico, recomenda—se
que haja uma reduggo no valor desses momentos negativos ja
compatibilizados. sanTos' 2¢? sugere que sejam adotados,
como valores de célculo, os momentos elasticos divididos

por 1,4, ou seia, o= valores majorados por p dos

f,
momentos negativos no calculo pléstico, sao iguais aops
valores de servico do céalcule elastico. PINHEIRO''?’
apresenta um outro criterio, onde a razao entre os
momentos nos apoios e nos vaos, utilizada no calculo
pléstico, e proveniente do calculoc elastico dividindo-se
por 1,61, que corresponde ao produto do coeficiente de

ponderacao das acoes e do coeficiente de minaragao da

. ~ .
resistencia do aco.

Apos a compatibilizaggo dos momentos negativos,
deve-se corrigir os momentos positivos relativos a mesma
diregao. Fara que em servico, o comportamento de laje seja
O mais proximo possivel do relative ao regime elastico, a

correcac dos momentos positivos e feita integralmente, ou
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seja, 05 momentos no centro da laje devem ser aumentados

ou diminuidos adequadamente, de acordo com a variacao do

respectivo momento negativo, apos a compatibilizacao.
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4. FLECHAS

4.1. GENERALIDADES

Quando se adota a espessura de uma laje, para

que esta atenda as exigencias das normas, quanto a

espessura minima e guanto aoc limite de deformabilidade da

laje (ver item 2.3), geralmente se chega a valores

excessivos da espescsura.

O calculo das lajes, baseado na teoria das
charneiras plésticas, por em geral conduzir a momentos
fletores menores gue os provenientes do calculo Eléstico,
permite a utilizagéo de espessuras menores. Jorna-se,
onveniente e ate neceseéria, a determinaggo da

c
flezha da laje, para verificar se esta atende as condicoes

4.2. ESTADOS LIMITES

iz estruturas de concreto armado  devem ser
projetadas, nao  so para atender aos criterios de
ver;ficang de seguranca contra a ruina, como  tambem
seztisfazer as condigBES de utilizag%;.

. . ) , 1212
De acordoc com as normss bracileirzs MEE-4118

e s [ 400 . . S
e NoR-84&81 » definem—=se estadeos limites como sendo  os
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estados a partir dos quals a estrutura apresenta

desempenho inadequado as finalidades da construgEo. Os
estados limites podem ser estados limites ultimos ou

estados limites de utilizacao.

4.2.1. Estados limites ultimos

Sap estados que, por sua cimples ocorrencia,
determinam a paralizacao, no todo ou em parte, do usoc da

construgao.

No projeto, usualmente devem ser considerados os

estados limites Ultimos, caracterizados por:

a) perda de equilibrio, global ou parcial,
admitida a estrutura como corpo rigido;

B} ruptura ou deformagao plastica excescsiva dos

materiais;

C) transformagao da estrutura, no todoc ou em

parte, em sistema hipcstético;
d} instabilidade por deformaggo;

e) instabilidade dinamica.

4.2.2. Estados limites de utilizag3o

Sao estados que, por sua ocorrencia, repeticao
ou duragao, caucsam efeitos estruturais gue nac respeitam
as  condicoes especificadas pare o us=0 normel da

N ~ ~ 4 - -
tonstrucac, ou gue sac 1ndiclios de comprometimento ds

durabilidade da estrutura.

¢ . ~
Ne pericde de vida da estrutura, usualmente sao

conerderados estados  limitecs de utilizacac, agueles
caracterizados por:

a1} danos ligeiros i localizados, que
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comprometam o aspecto estetico da construcac ou  a

durabilidade da estruturaj;

b) deformacoes excessivas, que afetem a

. . ~ ~ 4 .
utilizacao normal da construcao ou seu aspecto estetico;
c) vibragﬁes de amplitude excessivaj;

d) estados de formagao de fissuras ou de

fissuragao inaceitavel,

4.3, TIPOS DE DEFORMAGAD

Pode-se classificar as deformagaes do concreto

em deformacoes que dependem do carregamento e deformagaes

independentes do carregamento, conforme exposto a seguir e

baseado em RUSCH'**’.

4.3.1. Deformagses que dependem do carregamento

Este tipo de deformacac tem direcao definida,

L]

~ ’ . . o~
destacando—-se a deformacac elastica instantanea,

deformagao elastica retardade e & fluencia.

Entende-se por deformagéo elastica instantanea
aquela que ocorre por ocasiaoc da aplicagéo da carga e e
reversivei. E dificil observar o verdadeirc comportamento
elastico do concreta, pois, logo apos o carregamento,
ocorrem deermagaes plésticae, que nao podem ser

facilimente separadas em ensaios.

f deformagao elastica retardada, que e uma
R ~ I
deformacac reversaivel, occorre  com 0 2 pascer dpo  tempo,
enquanto o carregamento estiver aplicado, se confundindo
7

_ ~ ) ~ . . R
com & fluencis, A Tluencia e definidas comoc aumento de

deformacac sob tensao constante, sende  uma  deformacsac
3
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plastica. Por uma questao de simplificacao, a deformacao

elastica retardada e a fluencia sap tratadas juntas, sob a

designacao de deformacao lenta.

A deformacao lenta do concrete € atribuida a

migracao de moleculas de agua, causada pela carga externa,

para as camadas de agua adsorvida da estrutura do gel, bem

como ao efeito das tensoes capilares.

4.3.2. Deformagaes independentes do carregamento

~ ~ ~ . N
Estas deformacoes nao tem direcao definida, por

isto, sao frequentemente chamadas de variagao de volume.

A retracao ocorre quando uma peca de concreto,

. ’
em contato com o ar livre, perde parte da agua

quimicamente dissociada durante a secagem. No processo de

~ 4 ’ - . - .
retracan, a agua e inicialmente expulsa das fibras
externas, criando deformacoes diferenciais entre a
periferia e o miolo, ©o que gera tensoes proprias,

auto—equilibradas em seu conjunto.

~ ” o~ 4
Um fenomemo analogo ao da retracao, porem
. ’ ~ I'd
inverso, e o da expansao. Este ocorre quando a peca e
imersa em agua, absorvendo agua adicional e aumentando de

volume.

a retragéo e a expansao sao tanto mais intensas
quanto menos espessa for a peca, maior o teor de cimento
no concretoc e maior o fator égua—cimento. A umidade do
meio ambiente € outro fator importante que influencia
diretamente a retragaa e a expansac.

e

A outra causa deste tipo de deformaggc € a
variagéo de temperatura. A NBR-6118 fixa o coeficiente de
dilatagao térmica do concreto armado em 10_5/°C e supae
gque ecta variagao seja uniforme na estrutura, salvo em
casos especials, tais como chaminés, altos—fornos=s,

. [
frigorificos e outros.
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4.4, VALORES LIMITES DAS FLECHAS

4.4.3. Norma Brasileira NBR-4118

[21)

A NBR-6118 {item 4.2.3.1-C) limita as
1 ~ .
flechas a 50 do vao teorico, exceto no caso de balancos,
para os quais o limite e 1 do seu comprimento teorico.

150
Alem dicso. 0 deslocamento causado pelas cargas acidentails

~ . ~ . 1
nao deve ser superior a do vao teorico e =— dOo

1
200 250
comprimento teorico dos balancos.

4.4,2. Comite Euro-International du Beton CEB-156E

r42) nao define limites para as

0 CEB-158E
deformagaes, pois, segundo o mesmo, esses limites devem
ser escolhidos pelo projetista, de acordo com a natureza
da estrutura e o uso que lhe sera dado. Apenas fornece
algumas indicacoes sobre o nivel de deformacoes gue podem
causar problemas, frisando que estas s0 devem ser

consideradas como exemplos.

Para os casos em que as deformagSes podem trazer
problemas esteticos, e sugerido que a flecha nao

1 ~
ultrapasse 556 do vao.

Quando as deformacoes podem causar danos a
elementos nac estruturais, tais comc divisorias, paredes

. . . . . 7 ~
etc, o limite mais comumente especificado e do vao ou

i
200
10 mm. sendo gue estes limites devem ser considerados uma
indicacao e nao uma garantia de um desempenho adequado da

laje.
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4.4,3. American Concrete Institute ACI-318M/83

0 ACI-318M/83'%*°  (item 9.5) propoe alguns

limites para as flechas, conforme exposto a seguir.
Valores limites
para as flechas

- Lajes de forro planas gue nao suportam ou

nac estao ligadas a elementos nao

, e ~ 4
estruturais sensiveis a grandes deformacoes ...... d
~ Lajes de piso que nao suportam ou nao
estao ligadas a elementos nao estruturais

[ . ~
sensivels a grandes deformagoes .................. 3%6
- Lajes que suportam ou estac ligadas a
elementos nao estruturais sensiveis a
grandes deformagaes .............................. Eéﬁ
- Lajes que suportam ou estao ligadas a
elementos nao estruturais que nao sao

¢ . ~ =
sensivels a grandes deformacoes .................. 530

A deformagao a ser considerada, nos dois

primeiros casos, e a flecha imediata devida a carga
acidental. Nos dois Ultimos casos, deve-se levar em conta
a parte da deformagao total que ocarre apés a colocagao
dos elementos nao estruturais, ou seja, deve—-se somar a
flecha decorrente da deformagSQ lenta, relativa a todas as
cargas permanentes, e a flecha imediata devida a qualquer

carga acidental que possa ser aplicada.

Para o caso marcado com asterisco, o valor da
—~ ~ ~ .
deformacac nao pode ultrapassar a tolerancia dos elementos

nao estruturais.

Como se pode notar, o ACI-318 nao limita, pelo

menos diretamente, o valor da flecha total.
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4,5. DETERMINAQKO DA FLECHA

0 calculo das flechas nas lajes, considerando
apenas a flecha elastica instantanea, leva a uma
estimativa muito reduzida da flecha real. Uma analise maic
adequada deve levar em conta a diminuigéo da rigidez
devida a fissuraggo e oz efeitos dependentes do tempo,

decorrentes basicamente da deformacao lenta e da retracao.

Fara tal, a flecha final de ume laje teria a

sequinte expressac:

onde,

1 ]
N

flecha resultante na idade t,

o
it

flecha elastica inicial, para carga de curta duragéa,

coeficiente de deformacao lenta,

5
I

1]
|

filecha decorrente da retragao.

4.6. FLECHA ELASTICA INICIAL

4.6.1. Equagao diferencial da linha elastica

Seis o caso de uma barra solicitada & flexao
pura, por =2xemplo uma vigs submetids a um momentc fletor
positivo M, constante. Supoe—-se que o materisl da vica e
isStropo segue  a lei  de Hooke, com modulos de

girarem, CORSErvam—sSE Normals as elxs, agora curve (secoces

plamas permanecem planas). A figure 4.1-a mostra ums viga

v
il

antes do carrecamento e ne suas posican deform

o1l
I
[
Il
1tH}
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reraio de curvaturg

ﬁ\\\\ J /,,’ﬁ“

-

x R e -
1\\|inho eldstica

{a)

(b)

FIGURA 4.1. - Deformaq:o de uma viga fletida

Uma fibra gue se encontra a uma distancia v da
fibra média, sofre um alongamento Adx. Sua deformag;o £

pode ser definida como:

Adx

= = 5 (4.6.1)

A deforma;SD também pode ser expressa em funggo
do raio de curvatura r e da ordenada y da fibra em
questao. A partir da figura 4.1-b, obtém—se, por

A
semelhanca de triangulos:

r - _Y
dx Adx
donde,
- _Adx _ vy
€ = 5% - (4.6.2)

Tendo-se admitido que o material obedece a lei
de Hooke, pode-se calcular facilmente as tensoes nas

- - ’ -
fibras situadas numa cota generica vy.

o =E.e = E Y (9.6.3)
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£ interessante relacionar momento com curvatura.
Para tal, pode-se utilizar a expressao que fornece o valor

das tensoes ao longo de uma :e;ﬂo transversal,

o= T

e substituir o valor de o na equagao (4.6.3), resultando

M=

i .Y E -

1 _ M
—— = = (4.6.4)

onde,

I = momento de inércia a flexao,
E = modulo de deformacao longitudinal.

Como se sabe, dada a curva de deslocamento da
viga v = v(x), a curvatura e as derivadas de v(x) possuem

a seguinte relagso:

d v
2z
1 = + dx
r 2432
dv
[ ) ]
Utilizando-se a equacao (4.6.4), chega-se a
dzv
1 dx? M
— =t =
= * T (4.6.3)

A curvatura —é— da elastica e proporcional ao
momento fletor e inversamente proporcional ao produto E£I1,

chamado rigidez a flexao.

A determinaggo da elastica, com a equacao

. 4 . Vd .
(4.6.5), levaria a calculos complicadissimos; no entanto,
na expressao da curvatura, pode-se desprezar a primeira

derivada em relacao a unidade, uma vez que os
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deslocamentos v saoc muito pequenos.

d’v
F 2
So= oy O — x 1+ S - (8.6.6)
R
dx

Deve-se chamar a atengSD para a convengao de
sinais: o momento fletor M e positivo gquando produz
tragio nas fibras inferiores e a ordenada v e positiva
quando o ponto considerado desloca-se para baixo. Desta
forma, um momento fletor positivo produz uma curvatura que
provoca uma diminuigso da inclinaggo (dv/dx) da eléstica,
ou seja, um valor negativo da segunda derivada (dzv/dxz).
A equagso diferencial que rege o problema de defnrmagao

por flexao e:

dzv

dx2

- - 3 (4.6.7)

"y

z Y

FIGURA 4.2. - Elemento de laje
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Para o caso de laje (figura 4.2), a equaggo
diferencial da elastica @ muito mais complexa, conforme

mostrado no item 3.1, tomando a forma

4 4 4
ALY ot4_o? = g (4.6.8)
ax* % dy dy

onde D e o modulo de rigidez a flexao, cujo valor e

3
D= —EL - __Eh (4.6.9)

(1-v%)  12(1-v%)

sendo,

I = momento de inercia a flexao da placa.

h espessura da placa,
E = modulo de deformagso longitudinal,
} %4

= coeficiente de Poisson.

E imediato perceber que o© calculo de flechas
para as lajes, utilizando a equagsc diferencial da
eléstica, e muito laborioso; por isso recorre—-se a tabelas
gque, em geral, utilizaram diferencas finitas ou série de
fungaes. Pode-se também utilizar processos numéricos, tais

como elementos de contorno ou eslementos finitos.

4.6.2. Momento de inercia a flexao

Geralmente, as estruturas de concreto armado
comportam-se entre o estadio I (o0 concreto nao esta
fissurado na zona tracionada. absorvendo as forcas de
tracac) e o estadio 11 (o concreto esta bastante fissurado
na zona tracionada e as forcas de tragao sac totalmente
absorvidas pela armadura,., desprezando-se a colaboraggo do
concreto nesta zona). 0 que ocorre, na realidade, e que a
seggo onde aparece a fissura encontra-cse no estadio 11, na

gual so trabalham o concreto comprimido e a armadura. A
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v
medida que se afasta da secao fissurada, o comportamento
aproxima-se do estadio I, uma vez que o concreto retoma a

capacidade de absorver o esforco de tragao.

Desta forma, pretende-se calcular a flecha
’ - - . . . ’ .
elastica inicial com o momento de inercia correspondente.

Fara isto, baseando-se na NBR-6118, define-se uma

solicitacao resistente, com a gqual haverda grande

probabilidade de iniciar-se a formacac de fissuracs normais

a armadura longitudinal, chamada momento de fissuragao.

Quando o momento de servico for menor que o

momento de fissuraggo, supoe-se que a peca esta
trabalhando no estadio 1. Segundo LEONHARDT'*’’, no caso

de secoes retangulares com percentagens de armadura

menores que 0,5%, pode-se calcular o momento de inércia

~ ~ .
apenas com a secao de concreto. Para secoes mais armadas,
a influencia ja & perceptivel, devendo-se adotar a secao
homogeneizada, com o momento de inércia calculado para

ﬂc+(a9—1).ﬁs, conforme sera exposto no item 4.6.2-b.

No caso do momento de servico ultrapassar o
momento de fissuraggo, o calculo serad feito com o momento
de inércia efetivo, conforme item 4.6.2-d. No estadio 11,
despreza-se a contribuigéo do concreto tracionado. Os
momentos de inér:ia, assim calculados, conduziriam a
defDrmagaes acima das reais, uma vez que o concretoc entre
as fissuras colabora e as distancias entre as fissuras
podem ser grandes (conforme o grau de solicitagao). Desta
forma, o calculo do momento de inércia efetivo sera feito
com o usc da faormula fornecida pelo QCI[24J(item ?.5.2.373).
Esta formula empirica baseia-se em estudos feitos por
BRANSON & TRDST[44), sendo funggo do momento fletor,
propriedades da seg%o transversal e resistencia do

concreto (de uma forma que inclui o efeito da extensao da

fiscsuracao).
3
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a) Momento de fissurag;o

0 momento fletor gque conduz a formacao da
primeira fissura e chamado de momento de ruptura a tracao

ou simplesmente de momento de fissuragio.

A NBR-6118 (item 4.2.1) define as hipoteses que

sao as bases para o calculo do momento de fissuragao, a

saber:

~ Ay ~ /
- a deformagao de ruptura a tragao do concreto e

onde,

f
. ¢

[ ] - L] : haaorans-emmend -<—
item 5.2.1.2 ftk 16 para fck 18 MPa
f = 0,06f + 0,7 MPa para f > 18 MFa
tk ck ck

item 8.2.5 Ec = 6600.¥fck+ 3,9 MPa:

- na flexao, o diagrama de tensoes de compressao no

M.

z . ~ .
concreto e triangular; a tensaco na zona tracionada

uniforme e igual a ft multiplicando—-se a deformagao de

k!
ruptura a tragED do concretoc por 1,5:

f
& = 1,5 x 2,7 —Et—k—:

ct
c

- secoes planas permanecem planas;

-~ deve—se levar em conta o efeito da retragéo que, para as
condicoes correntes, pode, simplificadamente, ser
considerado supondo-se a tensao de traggo igual a O,75.ft

k
desprezando—-se a armadura:

o = 0,73.f
ct tk

Desta maneira,., tem—se os diagramas de tensao e

deformagao da figura 4.3, sendo
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f f
k k
e, =1,5x 2,7 x 0,75 _Ef-_ = 3,0375 —_%- (4.6.10)
[

Estabelecendo-se a equacao de equilibrio,

b N4
2 ub = (h‘X).O’C nb
X0
; £ = (h=x).0,75.f (4.6.11)
— . € o,
X
. _ LN
h
l | €t Ot
b
! i

FIGURA 4.3. - Diagramas de tensao e deformagao

Fazendo—se a compatibilidade das deformagSes,

sc sct
= = (4.6.12)
o ftk
sendo € = == e & = 33,0373 + tem—se:
c E ct E
C [of
o 3,0375.F
c = tk
E x (h—x).E
(o4 o4
donde,
3,0375.x.fik ’
o = (4:6.13)

c (h—x)
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Substituindo-se a equa;;o (4.6.13) em (4.6.11)
resulta

3,0375.x.f
2 ° (h—-x)

k
= (h-x).0.75.f‘k
3,0375x% = 1,5h% - 3.0hx + 1,5x°
2 2
1,5375x% + 3,0hx - 1,5h% = 0

¥ = 0,413.h (4.6.14)

/

0 momento de fissuragao e

%% ¥ 2y
- C -
M= —7—.b.ﬂ%?- + g—] (4.6.15)

Substituindo-se os valores de o_e de x, dados

pelas equagBes (4.6.13) e (4.6.14), respectivamente,

obtem-se,

M = 3’0075'ftk (0,413h)2b {h~0,413h) + 0,826h
r (h—0,413h) 2 R 2 K3
M = 0,2505.bh*f (4.6.16)
T tk
0 aci‘?*’ propae um outro valor para o momento

de fissuracao:

_ 0,77 Tex bR?

M = w7z 1z
f 2
M = 9:7¥ <k bh (4.6.17)
r é6
Comparando—se os valores do momento de

fissuragéo obtidos a partir da NBR e do ACI (conforme

”

indicado na tabela 4.1). observa-se que a diferenca e

pequena. Nota-se, ainda, gue os valores obtidos a partir
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utilizadas,
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para as classes de concreto mais

TABELA 4.1, - MOMENTOS DE FIBSURAGCAD

fck(MPa) NBR ACI diferenga
. — I S— ‘
15 0,376bh’ 0,452bh’ 17%
18 0,451bh? 0,495bh? 9%
20 0,476bh> 0,522bh? 97
25 0,551bh? 0,583bh® 5%
30 0,626bh 0,639bh 2%
35 0,701bh? 0,690bh? -2%
40 0,777bh? 0,738bh? -5%

b)Momento de inércia no estadio 1

Seja

figura 4.4.

0 valor de xh

a secao

retangular, conforme indica a
T n A
5 = distancia do CG
h d ao d t
= a secao de concreto
a face superior
—————— x, = distancia do C6
LN da secao homogeneizada
g a face superior
4

FIGURA 4.4. - Secao homogeneizada

pode ser

calculado fazendo—se

o

, . ~ N . .
momento estatico em relacao a linha neutra igual a zero.



- 4% =
X h—xh
" 5 7 (h-xh).b.-§——— - (a.-l)A.(d—xh) = 0
b 2 _ _b .z _ _ _
f'xh 2.h + bhxh f'xh (a. l)A.d + (a. 1)A.xh- 0

0,5bh%* + (a ~1)A d
[ 2 ]

*n T TTBR ¥ (a-1)A (4.6.18)
® ]
onde,
Es
a. = E (4.6.19)
[}
com,
A8 = area de armadura por unidade de comprimento,

E = modulo de deformaggo longitudinal do concreto,

= modulo de deformacac longitudinal do ago,

e, de acordo com a NBR-6118B item 4.2.3.1-A e item 7.2,

m
i

0, Fx 6600. s (MPa)

c ck ’

(4.6.20)
E = 210000 MPa.

. s . ~ . .
0 momento de inercia da secao homogeneizada e

] 4
_ bh _h.2 _ n® _ - 2
L, = 13 * ohe = 52+ (o ~L)n g + (o ~1)A_(d = x,)
com,
% = diametro da armadura,
n = numero de barras por unidade de comprimento.

g
Desprezando—-se a parcela (ae—l)n %% s poOr ser um

rd . 3
numerc muito pequenoc, obtem—se

bh’ h,.z 2
L= 39— * bhix, = 5)® + (a -1)A_(d-x, ) (4.6.21)
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c) Momento de inercia no estadio 11

Desprezando-se a colaboragio do concreto na
regiSo tracionada, uma vez que a pega esta fissurada,

determinam-se as partes efetivas da secao transversal, a
partir da linha neutra.

Sendo o momento estatico em relacao a linha

neutra zero, calcula-se o valor de X1 (figura 4.5).

FIGURA 4.5. - Seq;o fissurada

x

IX -
XII'b'T aoAs(d XII) 0

0,50%x° + aAx _ -—oaAd=0
IX e 8 IIX e s

~aa + 7Y ofA% + 20 A bd
XII = & 8 ebs ¢ 8 (4-6-22)

~ - l4 o
Calcula-se entao o valor do momento de inercia

no estadio II.

<
11 I, .2 n® 2
T S v Pl R RS v SRS R LS P
4
®
Desprezando—se a parcela aen 7 i por ser um

numero muito pequeno, resulta

+ oA (d - x__) (4.6.23)
e s 11

!
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d) Momento de inercia efetivo

0 aC1'**’ propoe que se calcule a flecha inicial

com um momento de inercia efetivo, dado pela formula a
seguir (ver BRANSON & TROST'**’).
Mr 3 Mr 3

I. = [—-ﬁ—] .IC + [1 - [——'—1—] ].III < IC (4.6.24)

Mr 2,8 . 2,8
X, = [n] x4 [1 - (_"-] ].xn <% (4.6.25)

M = momento de fissuracao,
M = momento de servico,

- 4 > ’ .
I = momento de inercia no estadio I, desprezando-se a

3
armadura s | = bh
c 12
111= momento de inércia da seggo fissurada,
X, = distancia do CG6 da segso no estadio I a face
superior, desprezando—se a armadura = x = S
X distancia do CG da seggo fissurada a face superior.

4.6.3. Carga de utilizagao

O valor da carga p, utilizado para o calculoc da
flecha, deve estar de acordo com a Norma Brasileira de

Agaes e Seguranga nas Estruturas (NBR—B&BII‘OJ).

Vale a pena ressaltar que o estudo aqui
desenvolvido visa ao calculo de lajes de edificios. No
caso de lajes de pontes, ou qualquer outro tipo de laje
sujeita a agaes diferentes das especificadas no item 2.4,
as agEes devem ser computadas de acordo com a NBR-8681,
item 4.1.2.2.

Segundo o item 4.2.3 da mesma norma, os valores
de calculo Fa, das agaes, sao obtidos a partir dos valores
representativos, multiplicando—os pelos respectivos

coeficientes de ponderagao Ve
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Os valores representativos, para os estados

limites de wutilizac@o, sao os valores reduzidos de
utilizacao, definidos pelo item 4.2.2.2 (NBR-8681).

Os valores reduzidos de wutilizacao sao
determinadoe, a partir dos valores caracteristicos, pela
expressao wéFk e sao empregados na verificagao da
seguranca em relagin aos estados limites de utilizagao,
decorrentes de acoes de longa duracaoc. Esses valores
reduzidos ¥,F, sao designados por valores

quase-permanentes das acoes variaveis.,

Os coeficientes de pondera;ﬁo das agaes, para os

estados limites de utilizaggo, sao tomados com valor 7;=1'

As combinagaes quase-permanentes de utilizagso
sao as que podem atuar durante grande parte do periodo de

vida da estrutura, da ordem da metade desse perioda.

Resulta, Entao, a seguinte expressao:

m n
Fa,ues “LF * Ty, -F . (4.6.26)
v=1 ji=t1
Os valores de ¥, sao expostos a seguir, para as

cargas acidentais de edificios.

. ~ 4 . ~ .
- Locais em que nao ha predominancia de pesos de
. " e
equipamentos que permanecem fixos por longos periodos de

tempo, nem de elevadas concentracoes de pessoas =» v, = 0,2.

— Locais em que ha predominancia de pesos de
. - I d
equipamentos que permanecem fixos por longos periodos de

tempo, ou de elevadas concentracoes de pessoas = ¥, = 0,4,

= Bibliotecas, arquivos, oficinas e garagens =

Desta forma, a expressao (4.6.25), para a

. . . - [ -
malioria das lajes de edificios, reduz-se a

p =g+ 0,2q (4.6.27)

uty
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4.7. FLECHA DECORRENTE DA DEFORMAGAO LENTA

Para levar em conta o efeito da defornag;o
lenta, a NBR-6118'%1’

flecha final, devida as acoes de longa duracao, como o

(item 4.2.3.1-B) permite avaliar a

produtc do valor da flecha imediata respectiva pela
relaggo das curvaturas final e inicial na seg;o de maior

momento em valor absoluto. Desta forma, define-se o

coeficiente pcc:

(1/r)t
Pee = TI700 (4.7.1)
o
com,
(1/r)t = curvatura final,
(1/r)° = curvatura inicial.

0 valor da curvatura, segundo essa norma, deve

ser calculado atraves da expressao

1 . _c= s, (4.7.2)

fazendo—se sc final igual a trés vezes o valor de sc
inicial e ss constante e igual ao seu valor inicial. A
norma ainda permite tomar o valor de sc final igual a duas
vezes o valor inicial, no caso de acoes de longa duragao
aplicadas seis meses ou mais apos a concretagem. O caso
mais usual e a aplicagao das cargas antes de atingir seis
meses apés a concretagem; desta forma, adota-se sc final

. ~ - N .
igual a tres vezes seu valor inicial.

le . |
= ct st
Pec le | +
cOo 80
como
£ = g = & e ¢ = 3¢ = 3¢

st so 8 ct co [
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VEeMm
3|cc| + £,
pcc T+ ¢ (4.7.3)
[+
et:
—_— s
X
LN
h d
o o e o ES
+—
|
T A

FIBURA 4.6. - Diagrama de deformaqaes

De acordo com o diagrama de deformacoes (figura

4.6), tem—se uma condigso de compatibilidade:

£ &€
C= -3
d—x
donde,
X.£_
€. = 4= (4.7.4)

g :valor de x e fornecido pelas expressoes
(4.6.18) ou (4.6.25), dependendo do momento de servico ser

inferior ou nao ac momento de fissuragao.

Substituindo-se o valor de £, dado por (4.7.4)

na equaggo (4.7.3), resulta




- 5] =-

Ixe + (d-x)e
7

=)
]

ce xe + (d-x) e
] ®

2% + d
- 4-7:5
Pcc d ( )

A Norma Brasileira para Frojeto de Estruturas de

Concreto Frotendido (NBR“?l??)[45] apresente um

procedimento um pouco mais refinadoc para o calculoc dea
deformacac por fluencia. Segundc essa norme, a deformagac

~ . ) ) ~
paor fluencia do concreto (£ ) ctompeoe—se de dusse partes,

CC
uma rapida £ a ovtre lente. & fluencia rapida (¢ 3
cCa
irreversivel e ocorre durante as primeiras 24 horas apéa =
aplicaggo da carge que a originou. A fluencia lenta e
composta, por swua vez, por duas outras parcelas: a
deformagao lenta irreversivel (& Cf) e a deformagao lenta
C

4

reversivel (¢ ).
ccd

£ = £ + & + & (4.7.6)

(t,t ) = + + {(&4.7.7

plt st ) = ¢ + o + ¢, )

onde,

T = i1dzge Ticticiz do concreto no jrnstante COnNS10syans
{erm dias},

T = idade ficticia do cancreto Ela) ser feito o

(o3

carregamentc (em dias); =sera considerado ¢t = 28 dias,
o]
¢ = coeficiente de fluenciz rapidsa,
¢, = coeficiente de deformacan lenta irreversivel,

¢, = coseficiente de deformacac lente reversivel.



4,7.1. Coeficiente de fluencia rapida

0 coeficiente de fluercia répida e determinado

N
pela expressan:

¢ =08 |1 - = (4.7.6)

COMm.

e (6.7.9)

crescimento e

n
e
o
)
e
Q
m
k]
m
[EL
m
-
~+
m
8
n
-+
[
3J
“11
m?
Il
Q.
m

1
i
]
o

1

creic com e 1dade, pe

i)
%
n

t = ¥ {idade
(@)

s
. 4 . . . .
ficticie em dizs, definida no item 4.7.4),

{r
M
i
i
[
"
i

m

T .
= ¢ . N
i = ¢ & 1
fo 1¢ 2c
G cosficaiente @ gepende da umigade relsztive do
1¢
sThrente (47 gz Conzisiencis o Sororsio, Para s F00
ot imzt oL de Doom = TR, TEP I
7 = 4 R T - T 4.7 .17
icC
0 cosficiente ¢ = gzpengents 42 eSDECSLrE
2c
TLCTICLE Q2 pEce (s G Lros . fsfinics no ltem &£,.7.5:
s
$
< = - S,
s Lie sy ' )



0 coeticiente 3 e relativo @ deformacap  lenta

irreversivel, sendo funcac da idade do concreto.

r-*
+

At + B (4.7.14)

C O,

onde H deve ecta
f

4.7.3. Coeficiente

Ct + D

Sk e LEER + 117
Ve £
20s0H : TUTAR - 2
1< L

j,ﬁi -+ 1% / + 18
v C [
.;.ifr‘lé»hz + ZhI47E + 192721

de deformagao lenta reversivel

‘/
W
e

i
o
"
in

0
hi

e

pertar d= e precs=all

i8.7.148)

< =
g
= - = e o - ot 1 e e I
Laf Dl [ T T 2 RSN 100 =E -
B e A
- p— - V,L:
. B ¢ e =
i = - = .o s
d T - 1 i
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4,.7.4, Idade ficticia do concreto

A idade a ser considerada e a 1dade ficticia
o.t { em dias, quando o endurecimento se faz a temperatura
e
_ o . A ~
ambiente de 20 { e, nos demals casos, quando nao houver

: . . . . 14 .
rure termica, a idade ficticie e deds por

[ A
S ; t \ ; 7 )
1_ = R [jt . 4\41':1[.‘1‘
! ek, ef
v
O,
t = 1ozde Ffaigticie {em dizsz i,

o = gosfioiente dependente dz veloridads de endurecimento
do cimento; na falts de dados evperimentals permite-cse
o empreao dos valores constantes e tahbela R
S e . ) o .
T = temperatura media diaria do ambiente ( Cj,
L
At ] = periodo em dies, durante o guzl! a temperatura
€1 .,
medie diaria do ambiente pode ser admitides
constante.
TABELA 4.2. - VALORES DE o
|
; Cimento
; Fi
LE osnlorecimenio lenio i ;
1
1
= ™ i
| be = i
}
De endurecimento racido =
— . I3 .
4.7.%. Espessura ficticia da pegsa
Define—se comn esspessura fioticiz o sejuinte
= — 57,15
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Com,

b = rcoeficliente dependente da umidade relativa do

ambiente (U%), dado pela expressao (4.7.20),

>
i

area de secao transversal da peca,

( v
parte do perimetro externo da secao transversal da

X
!

peece em contato com o ar,
3

) = 3+ oe 4.7.000
-~ (4 -
4.7.6. Deformagoes especificas do concretoc e do ago
g [ 461 L _ i
SANTOD Tez um ectuds mostryando gue tento e
tensac de compressas  guantc o modulc  de deformacac

s

longo do tempo.

i)

<
[
W
A
1]
0

longitudinal do concreto va

. - . ~ 7’ ~
Fluencia, por definicao, e aumento de deformacac com o©

temps, permanecends concstante = tenszc. Dessa  forma, ele
sugere que o tempo seja dividide em  intervalos, supondo
netante dentro g um
intervaloc 2 outro. Sere medle
com  modulo  de defarmagéz do conorety

varliavel.
giwidido  em  doze

hiy oo Rl = reEoe valorss,
VeI qQues psra t = &, serac compuis valores psra o
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fC;ZB - 9% 2B(28+42) 5 0.679
T, (9x2B8+40) . (2B+61) ’
<, o
f
¢k,
ka'J - fck,tm 9t (t+42)
- f ) +40 +
ck,ze ck,28 0,679 (9t+40) (t+61)
f
ck,tw
donde,
Ft(t+42) ;
ck, ) 0,679 (PL+40) (Lt+61) ck, 28
EC,J = 0,9X66001/ka’j+ 2,5 MFa
E = 0,92x 6600 f ¥ 3,5 MFPa
€., 0 ck

b) Deformagaes ao longo do tempo

A seguir apresenta—-se o roteiro para

das deformacoes do concreto e do aco ac longo do

(7=CG a 1Z)}.

— Fara 3 = 0 (¢ = 0O)
o
E
o — =1
e, o E
c, 0
0 wvelor de x e I zac formecido
< (]
exprezssoesz {4,618} e {(4.6.21)y ou {(4.&£.29) e
dependendo do momento de servico ser inferior  ou

momento de

fisguragas.

M
o = d .«
c,o I s
o
o
. _ <.,
c, o E

o

(4.7.21)

(4.7.22)

(4.7.23)

calculo

tempo I
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d—x
[
o = o . . O
s, 0 ®,0 b3 c, O
o
o
e - B,0
§,0 E
-]
- Fara 3 = 1 a 12:
(24 =0
c. ) C, )1
c, ]
£ = . (¢ - )
cc, } E ¢j ¢j—1
c, o
& = . + € .
C, ) c, l-1 cC, )
lod
— c., )
cfic, ) £
CJJ
E
s
a =
e, )
cfic, ]
b= valores de e I sac fornecidce pelas
] 3
expressces (4.46.18) & (4.6.21) u (4.6.25) e (4.6£.249),

dependendo de momentc de service ser inferior ou nao  ao
N . ~ ’ ~ » .
momento de fissuragao. 0 calculo das deformacces e feito
vtilizando-se o metodo da tensac media cam E variavel,
C

contorme exposto en SANTOS .



c,0
(24 - 0
+ €, c,j-1 i + i
2 | E
c, c,j-t
d-»
g = . ! . O
s, ) &, ) ¥ c, )
J
o4
€,)
g —_—
S, E

4.7.7. Calculo de .

C

De acordo com as expressoes (4.7.1) e (4.7.2), o

coeficiente ¢ @
ccC

!5
o= SR (4.7.24)

cc ]s
C

com os valores das deformacoes calculados corforme exposto

no 1tem 4.7.6.

4.8. FLECHA DECORRENTE DA RETRAQEO

. S 1213 ] -
De acordo com & NBR-6118 ’ item 4.2.3, &

flecha total dewve 1incluir o efeito da retracaoc.
Erntretanto, & citada norma nac aspresenta recomendacoes de

cComo & retragas deve ser concideraga.

Um procedimento para sg consliderar o empenamento

gevide & retracan € descritc & seguir, beseaco no
>



ACI-209'*7"’ . Na realidade, o procedimento do ACI-209

refere-se as vigas. Nas lajes, a retragéo e significativa
em todas as direcoes. Certamente, a distribuicao nao
uniforme das deformagaes por retrag;o ao longo da seggo
tranversal da laje, influi no valor da flecha. No entanto,

. . . . e . ~ . X
pe dados experimentele dicponivels sac insuficientes para

{
T

- . ~ & . £
que seiam feitas recomendacoes especificass, pera o calculo

arso nas lzsee. L procedimento

)
e
-
™
it
jat

ey eteato

i

cimplificedo, consaste em e conzigerar o efeite de

retracoo  sonente ns dlregéﬁ doe msi10res momentos,

coneiderando-o coms  indepepndente do eferto na  direcac
Der pendrcerlsr , Do Ttermnatiyve refere—ce  an caloulo

independente en cads uma dess direcoes perpendiculares,

adotando—se a media dos resultadoz obitidos.

Fare cadz direcac, & flecha decorrente da
retracsoc © dada oo
2 .

= = k.¢g L (4.8.1)

c < C <
cnde,
£ = coesficients dependente da vinculacao.
¢ = curvetura decorrente d=s retracac,
S ’
i = e

ol

m
rt
o]
T
m
o
Tt
By
L)

O valor de £ pode ssr obtids ns



1'?

- &0 =

TABELA 4.3. - VALORES DE k

Sistema Estrutural

Valores de k

16~

1o hzsszoz no tinm
sura simples

('7‘. = V.7 & N . —_
[l [ = HE
£
——— = TELa D8 fm =
= deformaczc espegiticsa
- iy
T AT A

~ =

_ A e
Pl = R ] AT
= HEE R B = [ TR Sy
S e gl e Tl eVl
e OE LSO EE g

T

Y

P
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ce f+t " ce,u

sendo,

(4.8.73)

t = tempo em dias do fim da cura inicial do concreto,
1 = 30 pare cure umida e f = 00 para cura a vapor,
£ = deformecar vltime de retracac,
Ce,u ’ ’
Fare az condicoes padran, relacinnadacs & seguir,
c e a3
&7 = Ly Tomw 4
CS o,
Condlgaes pacdrac:

Tipo de cimento: {(normal) e II1
inicial)

20%

— Agregado fino:
— Umidzade relativa do ar ¢ 40%
- Espessurz minima: 15 om
- ° - — .
— Curs wrmidea: 7 dias, 23 1+ 2°C
- Cura & vzpor: 1-7 dizs, <
Supondo gue o tempo de cure 2 de sete diacs {(E=7)
e gue & cura & umida (=35}, resultz
— ’ P £ -3 — hed ‘;‘-A-S 5 3
£ = fh, e 10 = w3 &, 4
[
. £ Y ]
de & deve e
CE . u
Ties M irmns oy o
. = nrinoIpsirs
va oo 2T e

(alta recicstencia
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’

0 fator de corregao da umidade relativa do ar e

dado por

€y = 1,40 - 0,01U (%), para 40% < U < 80Y%
(4.8.5)

¢, = 3,00 - 0,03V (%), para 80% < U < 100%

com,

U = umidade relativa do ar.

Fara espessuras mencres que 15 cm, o fator de

correggo pode <er retirado de tabela 4.4.

TABELA 4.4. ~ FATOR DE CORREQﬁD PARA h < 15 cm

h {(in) h (cm) ch
z 5,1 1,35
3 7,6 1,25
4 10,4 1,17
5 12, 1,08

Anazlisando—se ums laje de espessura igual a 9 cm
num local onde a umidade relativa do ar e 504, os fatores

de correcaoc resultam

n}

= 1,40 - 0,10x50 = 0,9

el
!

N 1,21 vinterpolando linsarmente)
1

Neesas condicoes, a deformacac especifica de

retragao e

- - .= -—5 .~ 4B
£ = 1,581 x 0,9 x 132x10 = 14,2x10
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A NBE-6118 (1tem 3.1.1.95) permite que se adote a
deformagéo especifica de retragao para ac pecas de

, -5
concreto armado, nos casos correntes 1gual a 15x10 7,

Observa-se que este valor esta proximo do proveniente do
ACI. Como uma simplificacao, pode-se adota-lo,

trancformendo a equacao (4.8.1) em

5 1o Z
& = b ow 0.7 v 1810 % —-p~’v——— v 4
e I
{1/3 2
. - P J “ .
a = 10, 0x 10 v o bow - x { (4,8, 60

4.9. MARCHA DE CALCULO

Apresenta-se wuma marcha de calculoc para a

n

flechas, supondo—se conhecidas &= cargas  permanentez e

acidentais, o fetor de reducso referente a2 combinscac

(L
It

5

1

1liz

m

o & & espessuras de laje.

-
f

1C
>

4.9.1. Momentos

O momento de fissuracaeo da laie e dado por:
5
Moo= 0, TE0E el f T
r 1y
T = ?k mars f I A
t ke 1 < b
¥ = st + 7 MEa pars f 18 MPsz
tk ck C
Leloulanr-or ow meom = = @y B i=cE
reaime elasiico, pers coavoz o de oiilorrass
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p =g + v,-9 (4.9.2)

utti

onde, para a maloria dos casos, v, = 0,2 (ver item 4.6.3).

4.9.2. Momento de inercia a flexao

a) Momento de Servico € menor que o momento de

flssuragao

0O momente de inercia a ser adotado e o da SECac

homogenexlzada.

3

_ bh _ h.2 _ 2
I, = =5 * bhix = 5% + (a_-1)A_(d-x ) (4.9.3)
com,
0,5bh? + (a0 -1)A_d
“h T TTBR ¥ (a_-D)A (-7
E
o = =
e E
C
E MEa
<
E = 210000 MPa.
s

) Momento de servico e igual ou superior  ac

-
Ll

02

momentTo de flssurag

Calcula—=se o momento de 1nercia efetivo, dado

par:
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Hr 2.8 Mr 2,8
= S - <
X, [M ] x+ |1 [M ] g £ x (4.9.6)

com,

bx3

11
1 = = +afA (d- x )
11 3 e s 11

2

e}

-o A + V/azﬁz + Zo A bd
e s e < e €
11 b

4.9.3. Flecha elastica inicial

A flecha elastica inicial, para carga de curta

~

duracao, e calculada adotando-se o momentc de 1inercia a

flexao correspondente.

4.9.4. Flecha decorrente da deformagso lenta

0 coeficiente de deformacac lenia e dado por

ge acordo com o 1

simpilificado para levar em conte a variacao da  tensac no
. - -~

concreto e a variacao do modulo de deformagam

longrtudinal.

1]

0 caloculo de deformacac por fluenca

dr; oy et e
& aoncoret

baseiz~=e ne Norma Brasileira para Esztruturas de Concreto
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Frotendido (NBR-7197)'¢%7,

Sugere-se que o tempo

intervalos:

to = 28 dias (para ¢ = 0)

t1 = 28 dias

tz = 45 dias

t3 = 60 dias

t = 90 dias

4

t = 13D dias

5

t = 200 dias

[

t = 200 dias

?

ta = DB00 dias

t9 = 1000 dias

t = 2000 dias

10

t = 5000 dias

11

t = w

12

seja dividido em doze

4.9.5. Flecha decorrente da retraggo

A flecha decorrente da
s 1.3 ,
s o= 10,510 k. ¢
cS Fs

onde,

k

coeficiente obtido na tabela

o percentagem de armadura.

retracao e
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4.9.6. Flecha total

A flecha resultante e proveniente de
multiplacaggo da flecha elastica inicial pelo coeficiente
decorrente da deformagéo lenta., somada com a flecha

decorrente da retracao.

a T e + & {(4.9.9)
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5. NOCOES SOBRE A TEORIA DAS CHARNEIRAS PLASTICAS

5.1. TEDREMAS FUNDAMENTAIS

5.1.1. Teorema estatico ou do limite inferior

Todo carregamento, para (W qual houver
possibilidade de achar-se uma distribuicac de esforcos
eztaticamente pozsivel e segura, e menor ou igual ao que

s
provoca a rulna.

Denomine—cs& distribuicar de
i
ectaticamente possivel e ssgura acgusla que sz2tisfaca as

7
1y ?
]

.
m

%]

Il
N
s

11
m
i

1

i
i
i
It
!
n
i
-
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A teoria das charneiras plésticas e uma

aplicacao desse teorema, fornecendo, portanto, um valor de
. . ¢ /

carga igual ou superior a carga de ruina. Contudo,

resul tados experimentais demonstram que a carga efetiva de

ruina e , em geral, maior que a obtida pela teoria das

cherneiras plésticae. Esta reszerve de resistencia decorre,

echreiudn, dos efeitos de argueamentc e de  membrana.
{1973

conforme explica FINHEIRO . POV EsERLIO.
5.2. HIPOTESES DE CALCULD
. . , . . LaB],
A= hipoteses fundamentais {ver CHAMECKI } s
gue conctituem as bases da Teoria das Charneiras
Flazticas, £ac enunciades a seguir.
2y fAs pertes d= i123je, que san  as partes

que & laie &€ constituida por urm materizl rig

{figure= S.1). ou sela. as deformagaes elactiras sao

despreradas er presencs 4as dsfzrme;izz plasticz:z nas

charmeiras. izeta forma, & supsrficie medis Oz lase
d

pels forms da
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€ €
(a) MATERIAIS ELASTO - PLASTICOS {b) MATERIAIS RIGIDO-PLASTICOS

FIGURA 5.1. - Materiais elasto—plésticos e

rigido-plasticos

c) Ao longo e nas vizinhancas de cada charneira,
o momento fletor, por unidade de comprimento, e constante
e igual ao momento maximo que a laje pode resistir. A laje
deve ser subarmada, de modo que, no estado de ruina, a
armadura atinja seu limite de escoamento na linha de
plastificagso. 0 fenomeno de redistribuiggo dos momentos
comeca entac a ocorrer. RBuando a parte mais solicitada da
laje alcanca o estado de plastificagso, essa regi§0 deixa
de absorver tensoes adicionais, porem continua a
deformar—-se. Nesse ponto, foi atingido o momento fletor
maximo que a laje pode resistir. Continuando a crescer a
snlicitaggo, as regioes vizinhas passam a receber os
acréscimos de tensao até entrarem, por sua vez, em estado
plastico. Os acrescimos, agora, sao recebidos pelas
regiaes adjacentes, repetindo-se o fenomeno, isto e,
provocando—-se uma propagagao de estado plastico de regigc
para regiao. Ora, em cada ponto da charneira em que e
atingido o estado pléstico, foi desenvolvido o momento
fletor méximo, cujo valor nac e mais ultrapassado,
permanecendo portanto, aproximadamente constante em toda

~ . ~ p
extensao dessa linha. Esse fenomeno tambem ocorre, dentro

de certaos limites, de seg%a para secao, de modo que, nas
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proximidades da linha de plastificagSD, o momento maximo

tambem e desenvolvido.

d) Supoe-se que nao havera ruina prematura por

» ~ /
cisalhamento ou por puncao. A ruina da estrutura ocorrera

quando, pelo efeito da plastificagéo, ela se tornar
hipostética, ou seja, quando se formar um mecanismo
livremente deformavel.

e) A influencia do efeito de membrana,
proveniente das restrigaes para os deslocamentos no plano
da laje (decorrentes da rigidez lateral das vigas de borda

ou da continuidade com as lajes vizinhas) e desprezada.

5.3. CDNFIGURAQ&D DAS CHARNEIRAS

Duas proposicoes basicas permitem a obtencao das

. ~ ['4 . -
configuracoes de ruina para os diferentes casos de lajes.

2) A linha de plastificagao entre duas partes de
uma laje passa pelo ponto de interseggo dos respectivos

eixos de rotacao.

No caso de borda livremente apoiada ou
engastada, o eixo de giro, da parte adijacente a essa
bords, cninfide com a linha de apoip; caso seja um apoio
isolado, o eixp de rDtagao passa peloec ponto de apoio,
porem sua direggo & indeterminada; se houver uma borda
livre, o eixo de giro e desconhecido, uma vez gque a
rotagéo e livre. Temos ainda que, ac longo de um contorno
engastado, forma—-se uma charneira superior, correspondente

ao momento negativo (figura 5.2).
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Conven?aes:
borda livre
AMAAMAAAANANAANY borda simplesmente apoiada
OOOOOOOOOOOONNK

borda engastada

eixo de rotagéo

L apoio pontual

AR

/ \ \

\‘\\\\\\.\\\\\\\/\—'— —l%/\)(XYXX

~ \\
-~
~

\\
A ANt WA A T WA VA WA SA A WA WA WA AN WA TRV ’ <

FIGURA 5.2. - Configuragaes pussiveis de charneiras

b} A configuragso de ruina e determinada pelos
eixos de rDtaggo das partes da laje em colapso e pelas

~ ~ ~
relacoes dos angulos de rotacao entre eles.

Se a laje esta dividida em n partes e todos oOs
seus eixos de giro sao conhecidos, entao a canfiguragac de

p ~ ~
ruina depende apenas das n-—1 relacoes entre as rotagoes.

Sejia uma laje trapezoidal (figura 5.3-a) apoiada

em dois lados consecutivos e com um apoio pontual.
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5.4. FORGCAS NODAIS

5.4.1. Convencoes

Av longo de uma linha de plactificacac ha
mome ntos torcores e forces cortantecs, slem doe  momentos
fletorez. Eccas forgas e momentoe, gque  agen no elermento
rnum lado da chernelra, sao lguale e Opoztoe  aqueles que

auem no elemento do outro lado da cherneire (figure D.4).

e cunvengéo adotade € qle  torces cortante:
egindo pars cima e momento fletor gque provoca traggo ne
fece inferior da laje sao conciderados positivos. A figura
5.4 mostra o sentido pocsitivo dos momentose fletores,

tcrgores e dac forgas cortantecs.

FIBURA §.4. - Esforgos ao longo de ume charneira

iloeds parsa reprecsentar
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mom=Entoe pos
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FIBURA 5.5. — Momentos fletores e torgores ao

longo de uma charneira positiva

5.4.2. Criterio de plastificaqgo *em escada" de JOHANSEN

Embora haja outros criterios para a determinacao
do velcr do momento fletor nume linhe de plastificagéo, o
de JOHENSEN sinde € © mels utilizedo.

Aadmite—se gue todacs as armaduras  Que cortam e

charneira entrem em escoamentc e mentenham as posicoes

imniciai=, cu esiz, atz duasz partec de uma mesme barra;
cepsrades pela linkz de ples ificaggc. figques slinhades
enguanto as duas regices da laje efetuzr suas rotacoes.

Considere-se a linha de plastificacac mostrada
na figure 5.6 &, inicialmente, ums unica diregac dacs

armaduras. Seie m © momento de plastificagac da armadurs
1

i, por urnidade de comorimento, represen.taco por un vetor

cituzade ne planc de  lale € ortogonal & direcez da

armedura, € & 0 angulc entre o vetor—-momento  m e &
1 kY

n

charneira, medido positivamente no ertidc anti-hcraric, &

partir da direcac do vetor—momento para & da cherneira.

Fcte critério preve gus, pereé  casa direcac de

arme-ure 1, & larntec de plastaficecsr pode eer  corsigeredes
como canetituida por ume 1nfinigads de elenentocs retos,
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ortogonsis ou paralelos a direcao da  armadura i
considerada, ou seja, dispostos em “"degraus de escada”.
Nos degraus perpendiculares a armadura, atua o préprio
momento mi, enquanto que, nos degraus paralelos a
armadura, nao ha momento algum, uma vez que o momento de
plactificacao da laje nessa direcao € zero. Desta forma,

\

oc momentos fletor e torcor na charneira correspondem as

componente: do momento de plastificacao m .
' v

€, = @ngulo entre o vetor- momento m,
e o charneira, medido no sentido

I S T anti- hordrio.

FIBURA 5.6. - Armadura na dire;go 1

Tomando—-=se  © eiemento AE., da linha de
g ~ ) £
plestificacac, de comprimento ey atuam, nesse trecho,
1 : :
momentos fletor e torcor de valores m '—— € P —
B p COEE. p COSE.
1 19

rezpectivamente (m e t momentos atuantes aoc leonge da
P P

linhes de plastifica;éo, por unidade de comprimento).

Supondo-=e que todas as  bkarras que cortam a

charneira de comprimento Ab plastifiguem—ce, ao
proletar—-se o momento m ne direceo de m e t , obtem—se
L P P
{
m =m .{.coce
r Ccos=< 1

+
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resul tando em:

2
m =m .CcOos &
p th i
t =m .cos6 .sené,
p i ! !

Para o casn geral da linha de plactificacan cer
cortada por varias armaduras com dlregéeg distintas,
reprecentadas pelos angulos 6 , oS efeitos san

t
cimplesmente superpostos.

gl

m = ¥m .cos’e
P P-4 L v
e (5.4.1)
™
t =¥ m .cose .sens
P L= L v L
No ceso de uma laje ortétropa, ou  Seija, com

armaduras dispostas em direcoes
de plastificacac sao m & um, OS

ac longe da charneira sac

ortogonais,

momentos fletor

cujos momentos

= targor

2 2.1 . z 2
m = m.cos © + pm.cos (5 + &) = m.cos & + umsen O
P o
{5.4.23
n . 24 .
t = m.CoOsE&.5sené + un.cosi{ix + &).sen{z + &) =
P < <
= m.cose.send — um.cend.cose = m{l-ul.cosse.sene
B 7 .
fluandc a2 lzie e armada iscotropicamente, DU sSEI2,
Cown momento de piaztlficaggu igusl segundo  duas dlregéez
ortogonzie (=1, resultz ¢ mesmo My an
lengo da linha de plastificacac, e momento torgor nulo:
. 2 2
m = m.{cos € + sen &) = m
P (s )
t = m.il-wl.ocose.sene = O
P
E importante cszlientar qug o criteric
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a valores incorretos; por exemplo, em um no onde convergem

tres charneiras governadas por armaduras diferentes, este

critério e violado no ponto de intersecao, conforme e

demonstrado no cep'*®’, Varios estudos foram

desenvolvidos, propondo solugaes para os casos onde este

criterio nao e satisfeito, destacando-se, entre eles,

NIELSEN'®C?, kEmF'®!?, morLEY'®??, woop'®?? e Jones'®é’.

fAipesar g1550, ENsa10% realizados por

KWIECINSKT' S21 1282 157) e na Univercidade de Illinois por

SOZEN e LENSCHOW (CEER'*®’), mostram que o critéric de

Johansen condurz, em todos os casos estudados, a3 momentos
fletores i1nferiores acs momentos resistentes reais. Esta
conclusao e confirmade pelos primeiros resultadose da

pesquisa sistematica realizada na Universidade de Liege,

, ~ {49 .
sob a direcac de MASSONNET (CEE ). Desta feita, o
n
, z
momento fletor a ser adotado e m = ¥ m .cos"© , uma ves
1
1=1 '
que os ensains ja realizados mostram que a aplicacao

deste criterio conduz a resultados a favor da seguranca,

~

em relacao aons resultados experimentais.

Entretantc, o wvalor indicado para o momentcoc
torcor nao deve ser simplesmente adotado. FPode—-se estudar
(m] equilibrio da laje, sem o conhecimentc da diEtribuiggo
exata dos esforcos ao longo das charneiras,
determinando-se as Equagaee de eguilibric a partir de
forcas concentradas equivalentes, conforme explica o item
5.4.%. Desta forma, o equilibrio de cada regiao da laje @
estabeslecido & partir das forcas externas, dos momentos
fletore=, dos momenios torgores, segundoc © criterio de
Johansen, & de forcas equivalentes as forcas cortantes €
diferenca entre o= momentos torcores reais & 2 o0s  do

criterio de Johansen.

Cutro procedimento para o© calculo das  forcas
nodais € o "critéric do  moments normal”, que adota o

momento fletor conforme 2 eguacss (5.4.17, porem  nac

especifica o momento de torcao. Esta sclucac e utilizada
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por KEMP'®'? e MORLEY!®?). Existe ainda o conceito de

"zonas pertubadas”, que mantém o criterio de Johansen e
admite que, nas vizinhancas do ponto de intersegso das
linhas de plastificagao, existe uma pequena regiac onde

este critéerio e vinlado. Esta segunda solugao foi adotada
(14)

implicitamente por  JONES e explicitamente por
NIELSEN'®®’,
9.4.5, Esforgos internos

Se uma regigo da laje e considerada

. ’ . Id .
isoladamente, nota—-se que ela esta em equilibric sob a
acao das cargas externas e sob o sistema de forcas e

momentos que atuam no seu contorno (figura 5.7).

AXXXXX XXX AXX XXX

FIGURA 5.7. - Equilibrio de uma regigo de laje

Fara que o equilibrio da regiao possa ser
especificado, & necessario o conhecimento das forcas
cortantes e dos momentos torcores. Esses esforcos podem
ser considerados conjuntamente e substituidos por forcas
concentradas transversais, nos extremos das charneiras.
Esses pares estaticamente egquivalentes sao pares de forcas
de transmissac, formados por duas -forcas iguais e de

serntidos opostos (figura S5.8-a).
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Esta substituicao se justifica, uma vez que,
para o estabelecimento das equagses de equilibrio, nao ¢
necessario o conhecimento da distribuiggo exata dos
esforcos ao longo das linhas de plastificagSD, bastando

que os esforcos internos equilibrem as forcas externas.

(a)

FIGURA 5.8. — Forgas de transmissao

No entanto, supoe-se que as forcas de
transmissao equivalham as forcas cortantes e a diferenca
entre os momentos torcores reais e os momentos torcores
determinados pela equaggo (5.4.1). Assim, o0 equilibrio de
cada regiao e especificado a partir das forcas externas,
dos momentoszfletnres, dos momentos torcores segundo o
critério de Johansen e das forcas de transmissao. De agora
em diante, fica implicito que as forcas de transmissao
equivalem as forcas cortantes e a diferenca entre os

momentos torgores reais e os do criterio de Johansen.

Considerem—se tres partes da placa, 1, 2 e 3,
limitadas pelas 1linhas de plastificaggo. AB, BC e BD
(figura 5.8-~b). Tomando-se a linha AB; sabe—-se que ,nela

atuam forcas cortantes e momentos torcores, que sao
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substituidos por pares estaticamente equivalentes, V;B e
VBA’ atuando nos nos. Convenciona-se que o0s pontos (.)

indicam forcas para cima e O sinal (x) forces para baixo.

FPercorrendo-se o contornc de cada regiao da

4 , ~
laje, no sentido horario, as forcas de transmissao podem
car concideradac positivase e voltadas para cima, no inicio
de cada segmento de charneira; sendc negativas € para

baivo, no final de cada segmento.

Para o no F, pode-se escrever;

K. =V -V
P1 BC BA
K. =V -V (5.4.4)
B2 BA BD
K =V -V
B3 BD BC
As fercas kK, K e kK =ao denominadas forcac

B1 ‘B2 B3
. . . r - . . s -
nodais, sendo que o primeiro indice indica o no que esta

sendo conciderado e o segundo, a correspondente regiac  da

laje.

A partir decsta definiggo, pode—se enunciar:

A SOMA ALGEBRICA DAS FORCAS NODAIS, EM UM NG
OUALOUER, E IGUAL A ZERO.

Demonstra-se facilmente o exposto acima, a

partir do somatorio das forcas nodais no no B:

K + K + K =y - Y + § - + Y =¥y = O
B1 B2 B3 BC BA BA BD BD BC

Este resultado pode ser generalizado para nos
com qualguer numero de linhas de plastificacao e

independe da convencao de sinals.



5.4.4. Determinagio das forgas nodais

0 calculo das forcas nodais e baseado no

processo estabelecido por Jobansen, porem desenvolvido

para umae forma mais geral,

Sejam duas linhac de plastificacao, conforme
indice a figura 5.%-&, formandc entre ©1 um éngula ¢,

medido no sentido anti-horaric. Neste estagic, supoe-se

~

gue as linhas de plastificaceo sau  positivas. Supoe-se
ainda que a charneira U0A €& governada pela malhe de
armadura 1, culcs momentos sac m1 e u1m1 , & a charneira
OB pela malhsa Z, de momentos m, e [ m, cujas diregaes
foram arbitradas. A numeraggo das linhas de plastificagéo
deve ser no sentideoc anti-horaric, para a regigo em estudo

{no caso, regian 1).

Considerando-se um peguenso triéngula oA, que
delimita a regiao 17, sup58~se que, ao longo de AL, tambem

se atinge o momento de plastificecao. A suposicao de que,

nas prexzimidades das linhscs de plastificacas, o momento

nte razocavel,

{50

=
51 ) ,I821
: ELSEN )

maxime tambem e desenvolvido, e bast
conforme afirmam KEMF . MORLEY e NI

ansmissac, % e V .
' OCA oc’
.f

entezs acs forcas cortantes 1= acs

No no O, as forcas de tr

ok

szo estaticaments eouive

momentos torcores, conforme definidos nc item S5.4.3%, ac

longe de 04 e OO, respectivamente. Desta forma, & forca
K

tem o valor

E importante chamar a &tEﬁgéD para o fato d= qus
esta naoc € a forca neogal  totel, desde que s contem
ezforcos de parte da charneira OF.

Anzlizando-se o eguilibric da regzg: 1, pode-—se
utilizer o critéric de plsstificacec "em escada”, mosirado
e item D402, As linkze . G2 & &0 =an esczalonadss  na
direcao de m e de g f° sendn 0 vElores dos  momentos
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fletores e torgores, nessas linhas, equivalentes aos
momentos plim e Eﬁwlml. Os momentos atuam no sentido dos
vetores mostrados na figura 5.9-a, uma vez que DU é a soma
vetorial dos degraus na direcao de m e D na direcdo de
Hom . 0 mesmo resultado seria encontrado case o trajeto
fosse feito diretamente de C para U, em vez de faze-lo de

£ para A e de A para 0.

MALHA 2

CHARNEIRA 2

™y

{b)
MALHA 1

(a) ™

CHARNEIRA 3
MALHA 3
\

CHARNEIRA 2
/MALHA 2

B

\
" CHARNEIRA 1 A

CHARNEIRA 1
MALHA 1

(c) (d)

FIGURA 5.9. - Determinaggo das forgas nodais



Os momentos resultantes ﬁam‘ e Eﬁu‘m‘ sa0
equivalentes aos momentos fletor e torcor ao longo de (O,
ou seja, 0 efeito dos momentos ao longo de OA e AC e o
mesmo que o dos momentos fletor mp’ e'torgor tp’, agindo

a0 longo de C0 devido a malha de armadura 1.

Considerando-se, agora, os momentos fletor e
torcor gue agem ac longo de charneire 00, cdevaido @ melhe

te armadurs Z, obtem-ze m e t . conforme 1ndicado na
pe pz

figura 5.9-b.

For conseguainte. o efeito resultante doz
momentose fletores e torcores, ac longo de 0A, OC e AC do
elemento I, & um momento fletor (m . m )2 e um momento

P

p1

torcor {t , 1)2, ao longo de OO {(figura 5.9-c), onde ©
? P p

primeiro i1ndice indica a malha de armadura envolvida e o

~+

segundo a direcas da charneira e&o  longo da qual os

momentos devem ser calculados.

— . ¢ .
tfazendo-se o equilibrio de momentos em torno de

AC, para o peguenoc trianguleo 77, resulta

It

fy Y v A - -
Y \OA}.DL.SEHK¢ﬁd¢}

oc (M - m T OC.cosl{grde: +

p2 p1 2

3 . — x 5 1 e - = . B
+it Z—t 1;2:DL.EEH{¢+c¢}+;.p.HC,DE‘EEH(¢ﬁd¢).CGC,EESE¢+G¢;
p P <

- . . I'd
o = cargs uniformemente dirtribuids,

o - By T PR - :
[.0C.sen{@gtde¢) = distancia do centro de gravidads do
trianguloc 080 ate s charneira S5,
DANVLTITI L Es pote O mer &or o, Tzone=ndooss
g¢ — O = gz = desprefando-se o termo  Que  contesm =
CErus O, por Sev un  infinite=z:imc de  ordem Sugerior,

e O 0A
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i = - . 4+ - 5.4-5
Fo:' (mpz mp’)z C0t9¢12 (tpz tpl)l ( 1)

onde o indice 1z foi colocado em ¢ para indicar que € O

éngulo entre as charneiras I e 2, medido no sentido

anti~horario a partir da reqiao 1.
Finalmente, a partir da equagéo (3.4.9), pode-se

Concideremn-ce  trez lintae de

Caltular as forcas nodaic.
plaatiiica?;c, encontrendo-se no panto Uy £ aEUS
lac

respectivos momentos de  plastificacao, governados pe

5 3, ctonforme mostrade na  figura

malhas de armaduras I, I e 3,

D.9-d.
Fara o equilibric da regiac  I°, tem—se que
(6L} conternam  este  elemento,

as charneiras I {(04) e

resul tando

‘o1 - ocC oA
K .= fm —m ) .cotge 4+ (t -t ) (E.4.&3
ot - r3 r1 3 T 13 r3 P13

Considerando-se agora o eq
¥ = i -y
oz oc OB
K =4im - m } .cotge + {t -t {(Z.4.7
c2 P3 r2 23 o3 re 3
L 2=  eguacoes {(S.4.57 € (5.4.7
chElaTss g0 wilor de forcso nodsl 4 .
- ’ (€3}
5 = 1 Y
o1 OB oA
K= [S - {m - & ¥ .rotoe - (t -t } ] -+
o1 oc ©3 pz 3 =723 p3 rz 3
CTLg S B ]
r1 3
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Vale enfatizar que;

{m 1)3= momerto fletor agindo na direcao da cherneira 3,
p 3
devido & malha de armadura 1;

im ) = momento fietor agindo ne direcac de charneira 3,
2 3 i ’
devido & malha de armadura X5

{m 3)3= momernto fletor agindo na direcac da charneira 3,
p >
devido a malhe de armadura 3

{(t 1)3= momento torcor agindo na direcao da charneira 3,
P 3 3
devido & malba de armadura I;

{(t 2)3= momento torcor agindo na direcac da charneira 3,
F’ > >

devido a malha de armadura 23

¢ = angulc entre as charneiras I e 3, medide no sentido

anti—herario, a partir da regiao I;

©
I
mo

ngulo entre as charnesiras

1]
1
=3
i
L
.
nl
)
2
Q
n
D
a
~
FJ
.
0

anti—horaric, & partir da regiac Z;

KO = forca no no O, na regiao !, o gue egquivale, de acordo
s : 3 : 3
com a figura 95.9-¢, 3 forca nodal entre as charneiras
i e .

p1 2

- I .
Fara esclarecer como oz valores tipicos {m
{t ) . {(t ) s=sao calculados, pode-se acompanhar

{m )Y e

pZ2 3 pi1 3° P2

o exemplo apresentado =2

& Ffaigurs 0.1 de tres Charneirac
COnVErgInoo pErs um no, dezsia csalcular oz
momentos fletores e torcores na dlreggh iz linmha d=
sleztlficagéa 3. devidos as armadurss & € b das charneiras
i e Z. GOs éngulez e<1 e eb sar medidos no  sentido
anti-horario, & partir da dire;gg de ma e mb,
respectivamente, ate = charpeira J.

Utilizando—== &= (S.4.21Y, node—se




calcular os momentos.

Z 4
(m ) = m.cos & + um .sen ©
pl1 23 a a a a a
(t =m (l-u ).cose .sene
p1 3 a a a a
2 2
{m = m .COE &8 + um .Sen e
p2 2 b b b b b
t 3 =m (1- L.COS6 .s5end
(t 7, = mmw) b b
BeMe
Me
CHARNEIRA 3
MALHA C TR
CHARNEIRA 2 Hp™p \;ﬁ
MALHA b 3(,% mp
My
CHARNEIRAL KaMa
MALHA @ RaeMa
&,‘
Mg
mCI
FIGURA 5.10. - Charneiras com armaduras diferentes

& equagao {9.4.8) pode s=er simplificada, para

alguns casos muitc comuns na pratica, conforme demonstrado
a

4l

E0uir .

) Charneiras gQue PpOSsSusSm & mEsSma armadura

Todas as linhas de plastificacac sac governadas
pela mesma malha de armadura, ou seja, POESUem 0SS MEsSMOS

momentos.

portanteo,
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(m ) =m ) = (m
pi 3 p2'3 p3 3

(t ) = (t )
pli 23 p2 3

Desta forma, os momentos fletores e torcores que

agem na direcao de uma certa charneira, devidos a cada
3

mal ha de armadura, S30 todos iguais. Fortanto,

conziderando a equagéo (5.4.8), todas as forcas nodais sac

nulas.

Fode—-se enunciar:

SE EM UM NO CONCORREM VARIAS CHARNEIRAS DE MESMO
SINAL E MOMENTOS DE PLASTIFICAQ@Q IGUARIS, TODAS AS FORCAS
NODAIS NESSE NGO SAD NULAS.

b) Charneira interceptando uma borda livre

Uma charneira encontrando uma bordae livre pode
ser analisads como i linha de plastificacao

interceptando duas outras linhas de momentcos nulos.

De acordc com a figura 5S5.11-a e fazendo uma

logia com 2 eguacao (5.4.8), pode—se calcular as forcas

ana
nodais kK e b .
o1 o2
£ o= {m -m i .cotgég —(m -m ) .cot +(t -t }
o1 p3 r1 3 g¢13 r3 p2 3 g¢23 p2 =% S ]
¥ = (m -m } .cote¢g -—(m -m _} .cotgeg _+{t -t 1}
oz P1 rz 1 12 P1 r3 1 13 3 p2 1
Sende nulpse oz momentos  ac longe  da  borda,
tem—se que m 2= & = m = t = &, do que resulta,
1 rt p3 p3
E = im ) .coctad + (t 1}
01 pz 3 “Tz3 pz’ 3
k = —{m } .Cotod = t ' .



onde,

cotg¢23
cotg¢lz

FIGURA 5.11.

cotge,
cotg(nte)

/BORDA LIVRE

{a)

- B9 -

cotge.

» BORDA LIVRE

\_ CHARNEIRA
POSITIVA

(b)

0

/, BORDA LIVRE

/ 7N

/

(2)

LCHARNE!RA
NEGATIVA

(c)

- Charneira interceptando uma borda livre

. ,

Forem, neste casc  particular, S0 ha uma
charneira (linha £}, podendo assim o indice Z ser omitido
e, de=de qgue as direcoes I & 3 correspondam a bords, ectec
indices podem ser substituidos pelo indice b

KOi = m .cotge + t N
i (5.4.9)
502 = ~mpb.cotg¢ - tpb

Yerifice-se que & soms das forcss nooals, no ne

7. & rerc, poic K = -k .
01 oz

Fara © caso mais Ccomum, onde a armadura &
ortotropa & cujas diregaez szo paralela e perpencicular a
bords livre, o= momenics n6a diregéa da borda sao {de
acordo com a Equagéa S.4.20:
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m

i
3

o m.cos>0 + um.senzo
’ (5.4.10)
m(l-u).cosO.sen0 = 0O

It

t
pb

onde m & o momento cujo vetor @ paralelo a borda e um

perpendicular.

Substituindo—-se os valores dos momentos m b e
1%

t b dados por (5.4.10), na equaggo (5.4.9), obtem-se os
p

valores das forgas nodais para este Caso.

=
]

m.cotge

01 (5.4.11)

=
il

oz —m.cotg¢

Finalmente, de acordo com a figura 5.11-b e c,

pode—se enunciar:

EM UM NG FORMADO FOR  UMA  EBORDA LIVRE E  UMA
CHARNEIRA FLASTICA, SUPONDO SER A ARMADURA ORTOTROFA,
FARALELA £ FERPENDICULAR A BORDA, TEM-SE DUARS FORCAS
NODRIE, IGUSIS E OFOSTAS, COM VALOR IGUAL A0 FRODUTC DO
MOMENTO DE PLASTIFICAQ&D, CUJO VETOR E PARALELO A BORDA,
FELA COTANGENTE DO AWGULO AGUDO, SENDD A DESTE DIRIGIDA
FARA BAIXO SE a CHARKNEIRA FOR FOSITIVA E FPARA CIMA NO CASO

CONTRARIOD,

Na realidade, as linhacs de plastificaggo, aon se

aproximarem de uma borda livre, encurvam—se rapidamente,

‘\
17

ngulc reto. A rarao e gue  uma

i

parea satingi-la em

ira B uma 1inha de momentos principsis e na borda os

hErne

momentoe de flexao e targga sac nulos. As forcas dadas por
{5.4.113 reprecentam, portanto, pares ectaticamente
egulvalentes corretivos da Ceneideragéa da linha de
plastificacio reta até a borda (CHAMECKI *®7).
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5.4.5. Restricoes ao uso da equagao (5.4.8) de forgas

nodais

A equagéo (5.4.8) nao pode ser usada para O

calculo das forcas nodais em todos os tipos de no. O
- . R . . . ~ .

proprio Johansen incinuou que havia circunstancias em que

suas forcas nodais nao podiam ser usadas; no entanto,

somente com o= trabalhos de KEMPISi), MoRLEY ' %2’ e

(53] : ~ : .
WwO0oD » esta situacao foi1 esclarecida.

Serac apenas citados os casos onde a eguacac
(5.4.8) nao pode ser utilizada, ume vez gque aprofundar—se
necste assunto esté fora do escopo deste trabalho e maiores

i - 158)
esclarecimentos podem ser encontrados em JONES & WOOD .

(a) (b)

(e)

FIGURA 5.12. - Forgas nodais

2} Se um no e um ponto fixo na configuracao das

charneiras, entac a equacan (S.4.8) .nac pode  ser  usads
- 3

4 v

1B NBESESE No.

Li
]

1
4l

= noo

T
!

[{

para o caloculo = forca
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Um exemplo desta situacao e o no A da figura

5.12-a, onde a charneira AF e fixa em A. No caso de uma
carga pontual (figura 5.12-b), pretende-se manter o no E
sob a carga; desta forma, a forca nodal neste no nao pode

ser obtida a partir de equaggo (5.4.8).

b) A equaggo (5.4.8) nao pode ser usada para o
determxnag%o da forga nodeal entre uma linhe de

plastificacao e uma borda apoiade.

Esta situaceo e 1lustrada pelo no A da figurs
5.12-c. Essas forcas Nao sao necescarias para o calculo do
valor dc momento de plastificagéa, de forma que este fato

nao traz problemas.

c) QOuando o5 momentos de plastificacao sac
diferentes para as charneiras que se interceptam em um no,
a equacao (2.4.8) so e valida para nos onde tres linhas de

piastificacao se encontram.

Ecce tipo de no e representado pelc ne E da

figura H.12-d.

d; CGuando ums da=s charneiras, gue se encontram

©m L né, gira em torno de oum ponto contido na prégrie

linha de plastificaceaoc, entzs o forcse modais  associadac
> N >

a esta linhe sc podem ser uss0ss nacs equacoes de  momentos

em tormo de eixos passando por esse ponto.

Mz verdade, =2 restrlgéc
stencdids, pois, conforme mostra a figurzs O,
Tomer O ey torns de AR & O
pazeam pelo ponto & (= forcss nmodsis en

8]
it
n
-y

[l
7
s
|
o
Y]
[
fh
171
T
1
M
[}
1
-
H
n
&}
A
I
o
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5.5. METODO DO EQUILIBRIO

Consiste em estabelecer as equagaes de
Equilibrio de cada regiéo da laje, delimitada pelas linhas
de plastificacdo. Cade regiao considerada esta em
equilibrio sob a agéa dac forcas nodais, dos momentos  ao

longo des charneiras e dec cargas externas. Aseim, para

n

cada parte da lajse, tem-se tres Equagaes de equilibrio

statico; por exemplo, dues equagaes de momentos em torno
de eixos situadoe no plano da lzlje e uma equagag de
equilibrio de forcas verticeis. Se& a laje possuUlr N
regiEES, tem-se 3n equagaea e 3n incognitas. As incégnitas

Saos

-

- o momento de plastificacaoc, para o casc onde a carge e
dada; ou a carga de ruina, se o momento de plastificacao e

conhecido;
~ ~ ~
- n—1 relacoes entre cs angulos de rotacao;

- Zr ancognitas provenlientes dos  eixos  ge rotacso €

reacnes de apoio.

As Fn incognitas citadas acima podem decorrer de

) Parte da lzis de borda simplecsmente apoilada
+

0 eixo de rotacao e conhecido, uma vez que
. B 4 - - - . 4 - ~
coincide com & proprie linha de apocic, porem & 2 phsiies B
imtensidade da rescac =as gesconhecidas,. totelizande  duecs
. .
1nnognitases

by Farte da laxe de bords livre - nao edxiste
rescac  de  apolioc,  no entarntc o eixg de rotagac 1=
completamente desconheoidn, resultando a2ssim duas



- 94 -

c) Parte da laje com apoio pontual - o eixo de
giro passa pelo apoio, porém sua direggo e desconhecida; a
rea;Eo de apoio coincide com 0o ponto e sua 1intensidade

. ~ . ’ .
deve ser determinada; novamente tem-se duas incognitas.

0 total de incognitas sempre e:

H

1 + (n - 1)+ Zn An

’ ~ . / -
estando de acordo com o numerc de equacoes de eguilibric

- Id - .
disponivels e sendo o problema determinado.

Nos casos em que ha simetria na laje, ou quando
as regipes sap adjacentes a=  linhas de apolo, ha uma

reducao no numerc de equacoes a serem resclvidas.

Ap se estabelecer as equagaes de equilibrio de
momentos, nac ha dificuldade alguma em calcular oS
momentos devidos as forcas nodais e a carga externa.
Forem, deve-se tomar um certo cuidado aoc avaliar acs

componentes devides eos momentos fletores e torcores, que

atuem ao longo das linhas de plastificacao.

o para o fato de gus as

&
fergas rnodais faoram czalruladas com  base nos momentos

fletores & torcore:z zo longo das cherneiras, dados  por
S.4.1). Ume vez gue, nestas equsagoes, cse momentocs sac
funcoes dos momentos de plastifi

icacac, torna—-se mais facil
lona

das nas direcoes dos
g, em lugar de tomar oz momentos

equilibrio sera feito com oz momentos de
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5.5.1. Exemplos de aplicagao

a) Laje quadrada isotropa, simplesmente apoiada

nas quatro bordas e submetida a uma carga p uniformemente
distribuida (figura 5.13).

Incognitas:

- momento de plastificaggn m;
- n-1 = 3 relacoes entre o= angulos de rotacao;
- Zn = 8 incégnitas provenientes dos eixos de rotaggo e

reacoes de apoio.

Devido a simetria de forma e de carregamento,
pode-se concluir que as charneiras coincidem com as
diagonais, determinando assim as tres relagaes entre os
angulos de rotagao. Uma vez que as partes da laje sao de
bordas simplesmente apoiadas, o= eixos de rotaggo
coincidem com as linhas de apoio e pode-se eliminar as
oito incégnitas provenientes das reagaes, tomando-se como
eixc, para anular os momentos, © préprio eixo de rotagao.
Desta forma, tem-se apenas uma incégnita, que e o momento

de plaztificaggo.

A 8 i
+ ~, SO\ N ., NN _*_Q‘
3 Y
N ~ H
PR
2 |
R N
1 E +
S { J
BN
2
N i { J
+ e SEa o *e
C D ;
SRR } 4

FIGURA 5.13. - Laje quadrada com carga uniforme
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Tomando-se a regiao tipica AEC (figura 5.13-b),

os momentos resultantes ao longo das charneiras AE e EC
m.{

Zcas¢’
momentos em torno do eixo de rotag;o, que coincide com a

tem o mesmo valor Fazendo-se 0 equilibrio de

barda AC, conforme exposto acima, tem-se

2
m.{ m.{ p.f £ .
f‘“_‘:vﬁ.ﬂ.:: + r;‘:“:—:.COE: = a -b_ 1.5.5-1}
2
p.[ ‘ c A
m = = \5.J.L)
24

Nota—-ce, a partir da equaggo {5.5.1), que rac ha
necescidade de calcular o momentc resultante na charnexrra
g depcis celcular sua projegég em relagga Az 2110 de
rot:ggo: basta, ACSNAT, multiplicar o momento de
Dlastificagéa pelio comprimento das pra;egSea das
charneiras sobre o £1x0 de giro.

— -1 . - — e —
o cCTm n lado=

cr
-
Y

1€

i)
]
poed
bt

]

en

by
in

taca em s

ntorno 2 sujeita a uma Carga  p

n
[

J7

uriformemente dicstraibuida (figura 5.14).

(b

FIGURA 5.14. - Laje poligonal de n lados com

carga unifaorme
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De acordo com a f

circulo inscrito, tem-se

2n
¢ =
¢ {
tq_ = -
T Zr
donde,
{

Ztgr/n

4 . ~
Farendo-se o equilibrio de momentcs em relecac e
[3 -
borda tipica AB, por exermplo, resulta
. {r v
m.f + m .{ = pi—=.=
P
-2
m+mo= Bz (5.5.6)
ou, considerando-sa (5.5.5)
2
. pt e -\
m+ m = (2.9.77
’“A’%’cgN7
P =
n
Fara n = I {la.= triangular equllétEfEI.
2
. _ B¢
mEe = IE
Fara n = 4 {(laxe guadrada),
2
. opd
m + m = =5z
valer que coinclde com O e-emplo anterior (equagéo D.9.2) .
tomando-se m’ =,
Fara vma laje circular, O circulo inscrito e &
propria lale. senco prts~ o monento de plactificoses dada

pEle eguacao (H.%.6).

igura 5.14-b,

sendo r o raio do

(5.5.3)

i

hn

Py
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c) Laje retangular ortotropa, com uma borda
maior livre e as outras simplesmente apoiadas, submetida a

uma carga linear p, ao longo da borda livre (figura 5.193).

. 4 ~
As forcas nodais, nos nos £ e F, sao calculadas

a partir da equag;o (5.4.11).

(A} =<

k. = kK = -1,Zm.c , = —1,5m.
E1 Fi 1,Z2m.cotgg 1,5m

-
1
o

]

1,5m.cotge = 1,5m.

L2 T

‘Ez F2

Y
\
] N €2
: Vs
: A Q olE
! N
€ 1 N
g \
v‘ g N
9 N F
g KFZ
A
- ¢!
¢ ;
: |
-— I
{a} tel

FIGURA 5.15 - Laje retangular com carga linear

Fazendo-se o equilibrio da regiao I (figura

5.15-b), resulta

IZm = k A . -
E1 pl =z
2
- % ®
Zm = 1,5m.- % + p .z
) Vo<
2z
pl.‘
m o= — (5.5.8)
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A partir do equilibrio da regiao 2 (figura

5.15-c), obtem-se

1,5m.2x + (K£2+KFZ).3 = pl.(4’5_2)().3

Smy
3xm o+ 2_1,7m 3 = p . (13,5-6%)
-3
4,5-2x
= - : 5-5-9
m P e ( )

Igualando-se os valores de m, obtidos com as

equagaes {5.5.8) e (5.5.9), calcula-se o valor de x.
v = 1,495 metros (5.5.10)

Substituindo-se o valor de » em uma das equacoes

{5.5.8) ou {5.5.9), calcula-=se o valor de m.

m = 0,546.pL (9.5.11)

d) Laje circular isotropa, com apoios pontuais
ac longo do contorne e carga p uniformemente distribuida

{figura 5.16).

Admitindo-se que o= apcoios estejam dispostos
. . . ~ '
cimetricamente, os eixos de rotacao formam um poligono

regular e as charneiras estac sobre as diagonais do mesmo.

N N 4 . . ~ R
Sendo r o raio do circulo e Jd & distancia do
centro de gravidade do setor circular para o centro 4,
tem—st

g - sen{@g/ 2}
U7 @/2

AN
Il
lr

A

[
tn
ot
fel
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(o) (b)

FIGURA 5.16. - Laje circular com apoios pontuais

Tomando—-se o setor circular da figura 5.16-b, a

equacao de momentos em torno do eixo de giro fornece

2
z.m.r.senf = p. 8. (r-d) (5.5.14)

- P e
P Z

Substituindo-se os valores de d e ¢, dados pelas

equacoes (5.5.12) e (5.5.13), na equacao (5.5.14), resulta

2
- 27 2nar 2 sen(Z2n/2n)
Z.m.r.senjls—| = p. O L

2n 2n 2n/2n
pnrz zZ sen(n/n)
= . - e —_— 5.5.15
2nsen(n/n) [1 3 n/n } ( 13)
prz
Fara n =3 =2 m= %,.69
prz
Faran =4 =2 m= 3,50
2
Fara n = o = m = P '
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gque corresponde a uma laje circular simplesmente apoiada
no contorno. A resposta, obviamente, coincide com a

equacao (5.5.6), com m'=0.

e) Laje retangular isotropa, com uma borda maior
livre e as outras engastadas, com m'=Z2m e carga p

uniformemente distribuida (figura 5.17).

As incognitas deste exemplo sao a distancia »x,

que determina a configuracao de ruina, € o momento de

s

plastificacao m. As forcas nodails, existentes nos nos

formados pelas charneiras e pela borda 1livre, podem ser

calculadas com a e&presséo (5.4.11).

m.

e d
]

>
i

1 -m.cotgg¢ = -

(5.5.16)

- . _ _ m.¥
ksz = sz = m.cotgg =

=

+
A 3
3 :
| o
| ; b E2
1
! %
A " ‘
E' B b
& 3 s
s 3 & 3
by X F
4 by
4 X Kee
: A ¥ X
] h%
b i
P e

4_.__3 | (e

FIGURA 5.17. - Laje retangular com uma borda livre
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Fazendo-se o da

5.17-b), obtem-se

equilibrlo regigo 1

omo+

. ¢ Lo~ —
Farendo-se o eguilibric da regiaoc J
5.17-c), obtem—<=se
- . (K Koo) IR R S (5
m.ox + m .o+ L +FK. .= . IS R U e
E2 Fz P 2 3

- m. .} = - ) . e

Zmx 4+ Z2m.T o+ [—;~ + — ].& = p.[gm + 5—24).;]
o0

I 22, {

o
rn
[
~J
11}

5.5.18}

~ ,
z Brouscan dal decorrente, resultia:s
¥
. =
Substituindo-=e szte valor dg x» 27 (S5,
=.5.171, encontra-ss O va1lCov OF 43
mo= sa3lin, o

(figura

{figure

16)

e resclvendn-se

il
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5.6. METODO DA ENERGIA

0 metodo da energia, também chamado meétodo do

. ‘ : ~ L.

trabalho, nada mais e que uma aplicacao do principic dos
, 4 p ~ .

trabalhos virtuais. Assume-se que na ruina nao ha perda de

energia, enguanto a laje deforma-ce,
. ~ I3
Ume ver determinade & configuracao de ruina,
-

2-se a um ponto de leje, convenientemente escolhido, um

d
deslocamento vartusl. A eauagao de trabalho e chtida

rgualendo-se o trabalho das  forcse externas (7 ) ac
[ o4
trabalhc des forcas internas (7 ), ou <seja, & energila
t
gasta pelas forcas externes durante & deformagas virtual

da laje e i1gual a energia consumide pelas charneiras para
efetuarem uma rotacac compativel.
- ~ 4
Caso a configuracao de ruina dependa de alguncs
parametros (x ,xz...), observa-se que o momento resistente
1

da laje e funcac decsses parametros € da carga p.

Utilizando—-ss o teorema cinematice da tecria 4

=
plasticigades, constatz-s=2 gus o velor dp momentos de
plaztificacas e © melor entre o correspondentecs ac
diversas canfigura:&es possiveis. e valores dos
parametros (¥ ,¥ ...} =a0 agdeles gue conguzem 20 2 Maxdimo
17 2

iz funcao T ocoengo =1d hioioe [alutel Elaly e-:'rr.;:ers—=
a ] funces m, nooengo =Sey chtidos aluly SErONIMmECCEs
cuoesslvas ou pelas ccﬁ:1gies 08 maximi.

a5 3 oF -

a” = i, a = 1_}‘ .z =
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S.6.1. Trabalho das forgas externas

Analisando-se uma regiao qualquer da laje, a
energia dispendida pela carga externa, num pequeno
elemento de dimensoes dx e dy, ao sofrer um deslocamento w
e p.w.0x.dy. A perda de energia devida a deformacao em

toda regiso e

ffp.w.dx.dy,

com a integral sobre toda regiao.

Uma vez que a laje € composta de varias regioes,
o trabalho total das forgas externas € o0 somatorioc das

integrais, calculadas para cada regiao.

T = z [ffp.w.dx.dy]regiao (5.6.1)

gy

4
R .

FIGURA 5.18. - Deslocamentos de uma regiao

Para o calculo da energia gasta pelas forcas
externas numa certa regiao, tal como a mostrada na figura
5.18, supoe-se conhecido o deslocamento no ponto D e de
valor wi. Se o pegueno elemento de dimensoes dx e dy
possui area oA, a carga sobre o elemento e pdA. O trabalho

3

da cargea p no pequeno elemento e
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p.w.dA = p —2— W, .dA
1

O trabalho total das carges na regiao I e obtido

integrando-se em toda regiao.

Entretanto, supondo-ce que o centro de gravidade

o~ ’ . s . “
dae cargas na regiao esta a uma distancia & do eixo Al

o

pele definicaoc de centro de gravidade, vem

- AY
_ IAd.dH fA p-2.dA
a p= —
J;dﬁ J;p.dﬁ
logo,
.a.dA = a [ p.dA 5.6.7
f.p P ( )
Substituindo-se & Equaggg {9.6.3) na equa;éc
(5.6.2), resulta
i
1 -
T = = s =
Fos = _.IA;.J (S.&.4
1
W
onde % 2 0 deslocamento do centro de gravidade das

1
CEroSE na reglac € an,dé & & cargs total scbre a regisac,

z .- z deslocamento do carga

T = [ jaJ T o L =

e YA C.G. das cargas tetal
re
b

regido gidoc
{3.6.2)
£ ecuacan (D.6.D) pode ser desdohrade er trecs
N
terpce, correspondentes & carga  conoentrada, caras

L
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T = 2 [Pi“'m + [p,w ds + IAp.w.dA]regtao (5.6.6)

P = carga concentrada,

w = deslocamento da cerga concentrada,

p. = carga linear,

w = declocamento da carga linear (funcao ds posicac do CG
do elemento ds sob a carga pl),

p = carge uniformemente distribuida,

. . . 4
w = declocamento da carga uniformemente distribuida

(fungéo da stigEG do C6 do elemento dA sob & carga
pl.
9.6.2. Trabalho das forgas internas
Engquantc a laje deforma—-se, ha rotagaes
ompativeis das linhas de plastificagaD. A energila

c
discipade numa charneira e o produtoc de suz rotagec € pelo

seu momento de plastificacao m .
p

= 5.6.7
TL 2 [e'JmpdS]charheirq (5.6.7)

Sendc o momento de plastificacac constante, ao

longo de uma charneira, a equacaoc (5.6.7) reduz-se a

T = 2 [m .z.e] (5.6.8)
1 e charneirra

{ = comprimentc da charneira.

0 valor de m depende da armadura e d& direcao
P

4

d

il

charneira, sendo celculado com a equacec (S.4.1). 0O

e vl

.~

valor da rotacac © & obtido com a construczc de uma  linha

T

e passando por LT ponto cuio

i
m
o
33}
"
3
L}
bt
Al
1]

normal
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deslocamento e conhecido ou facilmente calculado. Essa
linha deve passar pelos eixos de rotaggo das regioes, uma
vez que os deslocamentos nesses pontos sao nulos. De

acordo com a figura 5.19, calcula-se o valor da rotagso e.

o
-

o
n

4=

1 2
onde,
w w
0 = — e e =
1 a z &
1 z
1 1
e=w[ +
a a
1 2

cCom MW, 31 e az conhecidos.

Emzlugar de utilizar o momento e a rataggo
normais & linha de plastificaggo {conforme exposto
anteriormente), para calcular a energia absorvida pelas
charneiras, pode-se usar as componentes desses vetores
eobre eixos arbitrados. Esta alternativa, descrita por

{58)

JONEE & WOOD , chamada de metodo das componentes

vetoriais, geralmente conduz & calculos mais simples.

0O valor do trabalho interno pode ser calculado
.

pela expressac
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T =mle=mdie +mdl e (5.6.9)
i o X X X Y VY

onde os indices x e y representam as componentes nas

diregaes dos eixos arbitrados X e Y.

No caso de uma laje ortotropa ou esconsa, OS
~
eixos escolhidos devem coincidir com as diregoes dos

momentos de plastificacao, para facilitar o calculo.

Porém, uma forma melhor de apresentar esse
metodo, consiste em utilizar a equaggo {5.6.9) para o

calculo da energia dissipada em cada regigo, resul tando

T = 2 &n te +mie ] . (5.6.10)
i X x X Yy ¥ yjregido

que significa que as componentes sao calculadas para as
charneiras contornando cada regiao e os valores sao
spmados. Os eixos X e Y devem ser convenientemente
escolhidos para cada regigo, podendo variar entre as
mesmas, lembrando que, para lases ortotropas ou esconsas,
os eixos devem ter as mesmas diregaes que os momentos de

plastificacao.

5.6.3. Exemplos de aplicagao

a) Laje guadrada isotropa, simplesmente apoiada
nas quatro bordas e submetida a uma carga p uniformemente

distribuida (figura 5.20).

Supondo-se que o ponto E sofra um deslocamento
virtual unitario, de acordo com a figura $.20, pode-se
analisar a regigo I da laie.

T, =m{f{© + m O
LA § X X X% Y vV Y
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Sendo & =0, m =m, { ={ e & =6, resulta
X 0% Y Y

T = mie

11

4 AN VN U U NS AN S N NN S y
\ CORTE 1
N S
1 ' ) '
N - /2 /2
2 I ﬁi—- —— E — ;\ — e e
N 5 1
J .
\ N
"h N N AN *

FIBURA 5.20. - Laje quadrada com carga uniforme

0 valor de e pode ser obtido com base no corte 1

= Z2m

0 mesmo valor do trabalho interno € obtido para

z= ocuires regioes, de forma gue

-
i

a7

1 1

. T = Bm (D.6.11)

Aplicando—se & egqguacad (T.&.6) . calcula-se 0

trabalho das forgas externas.
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z

Lo 3

7T =B (5.6.12)

o 3

Igualando-se as equacoes (5.6.11) e (5.6.12),

,
obtem-se o valor de m.

2
8m = p_{.
2
_ B¢ £, -
m= 5 (Dsb.13)

Ecte valor coincide, logicamente , com © obtido

pelo metodo do equilibrio (equacao 3.5.2).

b) Laje poligonal com n lados, isotropa,
engastada em seu contorno e sujeita a wuma carga p

uniformemente distribuida (figura 5.Z21).

~—

De acordo com a figura 5.21, sendo r o raio do

4 . -
rirculo inscr.oto, tem—se gque:

tg

PIIS
1
N

CORTE 1

>
-

FIGURA 5.21. - Laje poligonal com n» lados e carga uniforme



- 111 -

donde,

_ {

Supondo-se que © ponte O sofra um deslocamento
virtual unitéric, de acordo com a figura 5.21, obtém-se

T =nm{6tm{e6+miOo+tm{e)
X X X Y Y VY X x X Y ¥y VY

Fara a regiac 1, com & =0, © =1/r, ¢ ={, m =m,
X y y ‘

m' =m' , tem—se

Y
T = (m + m‘).—£~
i1 r
Fara a laje toda, resulta
] n{
T = {m+tm’ )} .— (5.6.15)
L r
0 valor do trabalho externo é
_ ir 1
Te = Nepe—=— g
npfr
= 5 ,
Te z (S.6.1&)
Igualando-se o© trabslic interno (5.6.153) ao
trabalhc externo (5.6.i&), obtem—se
P . nf _ npdr
{ m+m }.,r = ya
"'\r”z
{(m+m’ } = hb (5.6.17)

Substituindo—=se o valor de r, dadoc pela equacao
(5.&.14), encontra—-se o mesmo resultado dado pela equagéo

; —_
Ldbe ot £}

{m+m’ ) = ————— {2.6.18)
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c) Laje retangular ortétropa, com uma borda

maior livre e as outras simplesmente apoiadas, submetida a

uma carga linear p, &o longo da borda livre (figura 5.22).

/ ’ .
Uma vez que a armadura e ortotropa, os eixos X e
Y devem ter as mesmas diregaes das armaduras. Para a

regiao I, tem-se que

T =m{e +m¢{e6
11 X X X yyy

com © =1/, m =m, £ =3 e e =0, vem
X x x Y

T = 3m
% A
™l
A ‘s
- s s
T~ |
- X CORTE 1 CORTE 2
TN LS D B
. : &
/E m i 62
~ (4,50 - 2X 1 1
1y —
. _L F E
i y
iX
N CS %
b N D T x
| 3,00m |
o ‘
o
FIGURA 5.22. - Laje retangular com carga linear

Fara a regigo 2, tem—se que ex=0, ey=1/3,

m =1,5m, =2». Assim
Y

h
I

A =

1,5m.2x%.



trabalho

8
t
T =
(=4
. _
e
resulta
.,
l.xé
m —
dado pels
relacac =
4o
i gt
(G.&.21101,
(5, 5.11).

A regiao

total

113 -

-

7 e similar a regiao I, resultando num

m 2
—. (6 + ¥ (5.6.19)
0 trzbalhe das forcas externas e
b
1
b , . - { | SRS “
L.pl. -5 4 p1.14,u Zelal
Lo {4, DL 20)
L
Iguaslando-se o trabalho internoc aoc externo,
2
+ 3 )Y = p L{(4,0-2)
y .
2
p 4,5}’": {: Fa '31\
- . S.46.21)

0 valor do momentoc m corresponde ao maXimo valor
equacac (5.6.21), que e obtido derivando—se em
¥ & igualandn-se 2 Zero escss derivada.
;s ey s . s 2.
{4 S5-Tu){b+x” }-{4,0u—x }i{Zd=) o
= p - = _?
L , 2.2
(& + =2
+ - & =
1,450 metros {D.6.22)
Suhkstituindo-se o valor da Y na equagéc
encontra-se o mesmc  valor de @ dagoe por
LashoL (5.6.23)
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5.7. AFINIDADE

Ao analisar uma laje ortotropa e uma isotropa de
forma similar, percebe-se que ha algumas semelhancas nas
expressaes obtidas em estégios equivalentes. Essas
similaridades foram observadas por JOHANSEN, que criou o©
conceitos de afinidade entre lajes ortotropas e 1cotropas.

-’

Ume leje afim € uma laje isotrops cbtide
trancsformando-se & forme e & carge dea lale ortotrope, de

’ R .
scordo com certas regrac. Fara efeito de analise, e lase

afim € eguivelente a laje ortotrogpe original, fornecendco

as mEsmss solucoes que ecta, DU  selja, mesmo valor do
momentc de plastificacao. Lajes com armaduras esCoOnsas

tambem podem ser transformadas em lajes isotropas afins.

A grande vantagem da afinidade e conduzir a uma

analise mais simples.

5.7.1. Regras de transformaggo

g fim de efetuar a transformagée, a equagé: de
tratziho & estabelecids pars uma laje esconsa em sua forma
gerz:. A seguir, uma laie isotropa, com certa formae €

Lo

ectudads 2 su

m.

coe

n
n

)
'

oL

n

eEm Com 8% mesmas v S .

1 L1
equagEJ de trabalho formolada. Az duas equagoes  sac
cromparadas e entac verificam—se as  relacoes  gue devem

Qdificagaeg evemn Sser

imporitante = que o=

devem ser

r
n
3
~
]
I
ye
13
3
a
m
3
r+-
m
0
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b) A relacao entre os momentos de plastificacao
da armadura superior e a mesma que a da armadura inferior.
Por conseguinte, se os momentos positivos sao m e um, &

razao e U, € 0os momentos negativos devem ter a mesma

relacao u.

Considere—se & regigo tipica de uma laje
psconsa, que gira em torno da borda engastada AE, como

mostra a figura 5.23. Os momentos positivos sao m e um €

o= momentos negativos, de mesmas direcoes QUEe m & L, tem

valores —um e —wum. S5esa tambem a borda livre DE.

fic eixos X € Y possuem as MESMAacs diregEES que as
armaduras e formam entre si um angulo 3. Todas as
cocrdernadas da laje devem ser referidas & esses €1xX0s.
Fara a laje isotrope afim, suas coordenadas serao
localizadas nos eixos crtogonais X'e Y, sendo que a plica

(') ser& usada quando a laje afim for considerada.

/.ARMADURA

B / pm m,-Lm
s
Bm,-Lpm
/ B
‘ T (
z [ ARMADURA m
/
| [} I ,
‘ ye' / Y Y
: /0
le I x x'
¥ ~=-s R
P oy, LY
/ X X
__________ D
'
i /i BORDA L|;;27#\
S bl / j
4 X 4
7 £ / 4
+ xe -+

FIGURA 3.23. - Regigo de uma laje esconsa .
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A dedugao sera feita para uma carga concentrada
P, a uma distancia £p da borda, uma vez Qque cargas
lineares ou distribuidas podem ser consideradas como um
conjunto de cargas concentradas em pequenos trechos ou

regiLoes.

De acordo com a figura 5,27, pode-cse escrever ac

equagaez de trabalho.

Serido w=© { =6 { + & { , onde & e &
F P px px Py pYy 1284 1Y

sac at inclinacoes nas direcoes de X € Y, respectivamente.

T = z Fie ¢ + 6 ¢ ) (5.7.1)
e px px PY PY
T = 2 m{ ©+ unt © + wmf{ © + tum © (2.7.2
L mom i fdm tm m L pdm
~ . ~ .
onde £ . € { sao as componentes da distancia £ da carga
p Py g
F = borda S8 e, por exemplo, £ a coma das prolecoes das

m

o+

or—momentoc m e ©
m

rotacao da regiac em torno de direcao do momento m. A

e
charneiras poesitivas na direcaoc do ve

i

comatoria indica que operaccoes similares devem ser feitas

parz todas as regioes da laje e os resvltados enperpostos.,
Gozsrva—-se sinds que, para o calculo do trabaliboc  interno,
for utilizads a tecnica das componentes vetoriais,

decompondo-se nas direcces dos momentos de plastificacao.

Supmondo-se oue &8 Charneiras positivas  pOSSUEnD
comprimentos totais £ = £ e a bords AE, f e £ , todos
X Y xe ye

rec direcoes dos sixoz X s Y, LEmTSE gQue

£ = £ senf’

m 14

£ = £ senf?

Hm i’ (5.7.3}

{ = { senf3

tm ye
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Substituindo-se esses valores na equaggo (5.7.2)

e igualando-se o trabalho interno ao trabalho externo,

resulta

m.senﬁz[em(£y+L£ye)+ueum(lx+lee)] =Ple { +6 { )

pXx px py py
(5.7.4)

Quanto a laje isctropa afim, mantem—se as mesmas
dimensoes na diregéo do eixo X', ou seja, na diregég da
armadura m. Porém, na dire;ge de ¥, todos os comprimentos
cas multiplicados por ums constante 2. Lembrandc gque os
declocamentos em pontos correspondentes peErmanecem

irelterados, essas modificacoes conduzem &

um=s optra constante » .
1
F°o= & B
1
Introduzindo—se todas ezSa&c deifltigsea e
equacan (S.7.480, ver

m.sens 2 [ 9'-[f:fx + oL /x] + o ux.[{' + o d ]] =
™ Y ve pim X xe

= 2 F ,L9= £ o+ e £ ] (5.7.6)
o pPX pX LY PV

A equacac de trebalho da laje isotrops &fim pode
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ser escrita diretamente, sabendo-se que o0s momentos de

~ ~ ~
plastificacao em qualquer direcao saoc m e -um.

mE 8 .(L + 1l ) + e
mo oy

(L L) =
ye m X xe

As equag&ea (9.7.6) e (3.7.7) devem ser 1igualc}
logo, multiplicando-cse & equagge (5.7.6}) por » €

comparando—se os termos correspondentez, obtem-ce

® =enl?
1
= 1
#®
1=
pUrr senfs = 1
1
donde,
1
;e = ———
Y u
({5.7.8)
1
P —
senf3Y L
Enfim, lajes com armaduras constantes em duas
i -~ ] ~ b1 -~
direcoes, formando um angulc 3, de modo gue a razago  entre
os momentos de plastificacacs devido as armaduras positivas
3
e negativas, tomadass separadamente, e constante aoc  longo
da laje, podem ser transformadas numa laje isotropa afim,
go seguint: modo:
- EBendo s momenios = plastificacac, em
gusiguer ponto oa leie, & & wn, na laje isctropas &afim, o
momernto  em  todas as  direcoes e & para o nponto

correspondente.

= Nz direcaoc da armadura m; tedas as dimensoes

da l=zie permanecem iguais, sendo esta direcac chamada de
"primeiro eluo g coordenedecs’ e sendo comum a&s  duss
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- 0 "segundo eixo de coordenadas", para a laje
original, corresponde a direcao da armadura um e todas as
distancias devem ser referidas a este eixo. Forem o©
segundo eixo de coordenadas para a laje afim forma um
angulo reto com o primeliro, ou seja, Ccom a diregao da
armadura m. Todas as distancias para a laje afim, na
direg%o do segundo elxo, sao obtidas dividindo-se os

comprimentose correcpondentes na laje original por ¥ u .

- Todas &s cargas totais ne laje afim sag

obtidas dividindo-se ac cargas correspondentes originals
por ¥ o .sen(i.

Como pode-=e observer, deve—se trabalhar com as

cargas totais, nag importando se estas sao concentradas,
A . . . R s . s .

lineares ou uniformemente distribuidas, Ja gque uma simples

regra aplica—se a todazs elas.

a} Carga uniformemente distribuida

Corsidere-se uma car o uniformemente

4]
i}
il

- . [4 . - v ~ :
distribuida e um pegueno elemento da laje de dimensoes ox,
dv. & area deste elementc e dox.0v.senfs e, para & laje

atim, ox.dv/Y 4 . Segundo & regra de afinidade, tem—-se gue

L) Carga linear

Seia a carga linear p e seeu comprimentoc de

ceoordenadas x, ¥ Na leie ssconsa. De acordo com & 2 figurs
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pl.¥[x2+yz+2xyc056‘

Y R
URA um
ARMAD P m
Pm
%m ARNADURA m

FIGURA 5.24. - Carga linear

A carga total na laje afim e

2 2 )
. ) 2z, 2, Y/x +y +2nyrcos
Y Ay S = p. ¥ Y £

l L Vrﬂﬁ sen/3
donde,
2. 2 )
, 1 y//x +y“4+2Zxycoe3
p = . - - p (9.7.9)
1 cen 2 2 1 ‘
f T+ y

Fara a laje ortotropa (B=?G°), a Equagao (5.7.9)

reduz—se a

Sendo { o comprimento da carga linear e ¢ ©
~ - - - -
angulo entre a carga linear e © Pprameiro e1xo de
coordenadas, ou seja, a direcaoc da armadura m (figura

5.24), tem—se gue x={cos¢ e y={sen¢, o que resulta

i

V/uco52¢ + Senz¢
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c) Carga concentrada

P
Y u senp

Para lajes ortotropas (8 = 90°),

L
Y u

5.7.2. Exemplo

a) Laje retangular ortétropa, com uma borda
maior livre e as outras simplesmente apoiadas, submetida a
um=2 carga linear P atuandc ao da  borda livre (figura

5.25).

A laje isotropa afim tem a mesma dimensac

vertical (diregao da armadura m) e dimensao horizontal

= {figura 5.25-b). A carga linear p{ da laje
Y u ¥i,5
afim e
. 1 _h
Py = S T ee—
1/ 2, . 2, Y1.3
pcos @ + sen @
As forcacs nodais sac
. _ _ mxY1,5
kEi— hri— m.cotgf3 = — 3
1vY1,5
K = K = m-CDth = _m.y__‘_}L_
Ez F2 3
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4 A SO AL AL A A AR . -

b——

4,30m™

4,50m

N
N
N
N
N
N
N
N
N
\
\
N
N
N
N
N
\
\
\
N
N
\

a) Laje Ortdtrope b) Laje Isctropa afim

FIGURA 5.25. — Laje retangular com carga linear

. . 4 . .~
Fazendo-se o eguilibrio das regices 1 e 2,

respectivamente,

— Z
3 mxvY1,5 v o+ Py ®
= - —‘:-‘ - ) - ,—.‘
1,5 = 1,5 °
2
= al (5.7.10)
m=p —— S,.7.14G)
!
(6 - x2)
e
- P
- mxvY1,5 3 1 — 3
m.2% + 2. = e . = L{4,5-2x).
- 1.5 1.5 1.5
4,522}
m = pl.L—%&—i—— (5.7.11)

Igualando-se (5.7.10) a (5.7.11), obtém—-se o



- 143 -

Substituindo-se o valor de » em uma das equacoes

(5.7.10) ou (5.7.11), calcula-se o valor de m.

m = 0,546
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6. CALCULO DE LAJES PELA TCP.

b6.1. GENERALIDADES

Apesar da Teoria das Charneiras Plasticas datar
dos anos 20, sua utilizagao na pratica ainda nac e ampla.
Un dos motivos que restringem seu emprego € a faltz de
divulgagao de processos que permitam a0 engenheirop
enfrentar os casos reaics da prética, que saoc as lajes

. 4 s
anisotropas continuas.

As solugﬁes ate entao divulgadacs tratam,
basicamente, do caso de lajes retangulares simplesmente
apoiadas ou engastadas em seu contorno, ou de lajes
retangulares continuas sem borda livre.

PINHEIRGIjsJ apresenta uma formulaggo onde devem
=er fixadas relagaes entre os momentos negativeos e

positivos e uma relagED entre os dois momentos positivos.
Fara ©o casoc de lajes continuas, hd necessidade de
Cﬂmpatibilizaggo dos momentos negativos, conduzinde & um
calculo iterativo.

{181 . . .
AMARAL foli o primeiro a abordar © problems

do emprego das relacoes entre os momentos negativos e
positives, propondo uma solucao que conduz & formulas
csimples e diretas.

. P 2o
0 estudo apresentado por SANTOS trabalha na

mesma linha de Amaral, sugerindo alguns aprimoramentos. 0O
processo por ele proposto e iterativao, conduzindo a  uma

solucac pratica para as lajes retangulares continuas de
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edificios, sem borda livre.

Neste capitulo, apresenta-se o calculo das lajes
pela teoria das charneiras plasticas, utilizando-se o
metodo do equilibrio, sem a consideraggo de leques das
charneiras nos cantos da laje. 0 calculo €& feito para
lajes retangulares sujeitas a carga uniformemente
distribuida e, quando houver borda livre, carga linear ao

longo da mesma.

No item 6.2, o calculo e feito fixando-se as
relagaes entre os momentos negativos e positivos e a
relagao entre os momentos positivos. Esta formulaggo e
mais indicada pare o caso de uma laje isolada, onde nao ha
compatibilizaggo de momentos negativos entre lajes
vizinhas.

No item 6.3, apresenta-se a formulaggo que foi
utilizada para a elabaragao do programa que visa a
resolugao de um pavimento composto de lajes retangulares.
Neste caso, admitem—-se, como dados do problema, os
préprios momentos negativos e a relag%o entre os

positivos, obtidos a partir do calculo elastico.

piRecRo b 4
VERTICAL

i
-+
|
| ﬂh x
g T
>
DIRECAO
HORIZONTAL

FIGURA 6.1. — Notagao
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A notagso a ser utilizada determina que th seja
o vao na direcao "horizontal" e { na direcao ‘"vertical".
Os simbolos m emnm representam os momentos que determinam
a armadura horizontal e vertical respectivamente, ou seja,
o indice indica a direg;o da armadura determinada pelo
momento. Desta forma, mh e o momento em torno do eixo

vertical em em tornoc do eixeo horizontal. 0Os termos
v
horizontal e vertical nao se referem a situaggo real; e

apenas uma maneira intuitiva de representar os vaos e OS

momentos, conforme mostrado na figura 6.1.

6.2. CALCULO DE LAJES FIXANDO-SE AS RELAGOES ENTRE 0S
MOMENTOS NEGATIVOS E POSITIVOS

6.2.1. Laje retangular engastada ou simplesmente apoiada

em seu contorno

A figura &.2 apresenta a notaggo adotadsa, onde
esta representada uma laje engastada em seu contorno.  No
caso de bordas simplesmente apoiadas, basta fazer (=0 para

e=tacs bordas.

Inicialmente, supoe-cse a cnnfiguragéo de ruina
com a charneira central parealela ao lado horizontal. A
dimensao a e sempre perpendicular & charneira central,
=endo entgo,:nesta primeira etaps, igual ao lado vertical.
Define-se tambem tye Lyt ty € L4 cComo sendc,
respectivamente, a relagac entre o momentoc negativo da

esquerda, direita, superior e inferior e o© momento

positivo e p como sendo a relacao entre m e m .
v

Desta maneira, tem—-se que
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1 ] 2 d 3 [ < L
m m
_ v _ h
H m m
a v

km

FIGURA 6.2. - Laje retangular engastada em seu contorno

. [4 .
Fazendo—se o equilibric de momentos de cada

regiéc, em torno da borda adjacente, obtem-se

Regigo i:

ab
1 1
Mma + ¢ MHha = Da~pmr—a
1 pa =
b
umi{l+r ) = Pz {6.2.1)
Regiao 2:
ab
: Z F
pma + ot uma = p. .5
b,
um(1+L2) = P-—z (6.2.2
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Regiaoc 3:

as bs al a’ bz ai a:
mb + ¢ mb = . + . + a (b-b -b ).—
3 "[ Z 3 2  (B7b, b)) 2]
z
a’
.1+ = -_"-7 - - b » .
m La) p Zb (3b 2b1 2 2) (6.2.3)
Regigo 4:
(a—ai)b1 (a—ai) (a-—ai)bz (a-ai)
mb + ¢+ mb = p. . + . — +
. p[ 2 3 2 3
{a-a )
1
+ (a ai).(b b1 bz).——§~———]
(a—a )z
= _ . (3b - 2 - 2.
m(1+L4) P-—%F .{3b bbi 2bz) (6 4)
Das equacoes (6.2.1) e (6.2.2), resulta
b? b®
1 2
1+ 1+
1+
b = ' b (6.2.5)
1 2
1+,
2
Comparando—se as equagaes (£.2.3) e (6.2.4},

encontra-se o valor de ai,

_ _ 2
a (a. 5\1)

1+ 1+
3 4

er:T: -a, = ¥fT?T: ca - STV -

Fazendo—se

N, = y/'IIT;‘ + T/'T?CT:‘ (6.2.6)

resulta
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6 = "—'—'—""'--a (6-207)

Substituindo-se os valores de a e b1 y dados,
respectivamente, por (6.2.7) e (6.2.5), na equagso

(6.2.3), obtem-se

(14+:. ) 2 1+

3 a 1
+ = § Ty T T - ————— -
m(l+e ) = po— 2 [?b 2 b, 2b2]
n 1+,
34 2
2 2 /[T .b + 2 /T5i .b
m= —P2 |3 - 1 2 2
&b 170
34 2

Fazendo-se

N, = yfTIT: + T/'TICT,';" (6.2.8)

resulta
z b n
n = __Ei___[gb _ _z1z ] (6.2.9)

Substituindo-se o valor de m, dadoc pela equagéu

(£.2.9), na equagéc {(6.2.2), calcula-se o valor de bz'

b 2 2b_7n
2 _ a {<b _ z 12 ]
— - |3
Hil Lz) bnj 1+
2z
bn Zn
22 bl 4 2 _ b, -3b=0
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Zn 20 2
_ 12, 34 an, ., N <2
1+, a/l+e Ui M
2 . P
bz =
;bn34
a u(l+y )
au f1+e an an 2 2
b = — 2 - —22 4 t2} , 2b (6.2.10)
n34 T34 n34 K

Conhecido bz’ determina—se b1 com & equaggu
{6.2.2). Para que a cnnfiguragao de ruina seja a admitida
{charneira central paralela aoc lado horizontal}, e
indispensével que (b1+bz) < b. Se esta desigualdade for
verificada, encontra—-se o valor de m, substituindo-se o

valor de bz na equagau (6.2.2).

2 2 2
+
_ a] a1 Lz) a0 2 L zp?
" Gu{i+e ) 2_2 1 n * n * 7
M z 34 34
34
-~ 42
2 an an z 2
m=p.—0t | . 1z, b (6.2.11)
6bzn:4 34 "4 H

Caso a desigualdade (b1+b2) < b nao ocorra,
deve-se verificar a outra configuracao, onde a charneira
/ . . .
central e paralela aoc lado vertical. Pode-se utilizar as

equacoes anteriores, com as seguintes modificacoes:

a = £ b = ¢ m = m = m m = M = um
h v a h b v“
L= L L= L L= L= L
1 s 4 i 3 e 4 d
M m
_ b _ v
H n mn
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6.2.2. Laje retangular com uma borda livre

Apresenta-se o calculo de lajes retangulares com
uma borda livre, onde a e m sap a dimensao e o momento
que determina a armadura perpendicular a borda livre,
engquanto b e mb correspondem a direggo paralela a mesma.
Tem—-se que voE L referem—se aos lados perpendiculares a
borda livre e L3 ao lado oposto a mesma. A carga p e
uniformemente distribuida e pL é uma carga linear ac longo
da borda livre. Estas convencoes estao indicadas na figura

6.3, onde m =m e m =um.
s a b M

FIBURA &6.3. - Laje retangular com uma borda livre

Assim,

a = dimensao perpendicular a borda livre,

b = dimensac paralela a barda livre,

m o= momento que determina a armadura perpendicular a borde
livre,

m, = momento que determina a armadura paralela a borda
livre,

LB, = relaggn entre os momentos negativos ac longo dos

lados perpendiculares & borda livre e o momento

positivo,
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L, = rela;io entre o momento negativo ao longo do lado

paralelo a borda livre e o momento positivo,

Supae—se, inicialmente, a configuragéo de ruina

mostrada na figura 6.3-a.

Fazendo-se o equilibrio de momentos para cada

+ ~ . n
regiao, em torno das bordas adjacentes, obtem-se

Regiso 1:

a b1 b1 b1 b
Hma oL pma = pe s M (a—al)bi. 2 M pl'bx' 2
B2
= 2 Za- 3 2.
um(1+L1) Za .- p.(3a 2a1) + ;pl] (6.2.12)
Regiao 2:
a (b-b ) {b-b )
1 1 1
uma  + L oHma = p. —_— - = +
(b=b_) T (b=b )
- . (b- — | + . (b~ —
+ (a ai) ib b1) = Py {b b1) =
(b-b )% |
= T Ta-2 = L2.173
um(l+¢z) ¥ .L p.{3a ai) + pl] (6.2.173)

(6.2.14)

A partir das eguacoes (6.2.12) e (6.2.13),

encontra—-se o valor de b1'
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z F]
bl (b b1)
=
1+, 1+,
] 2
Fazendo—-se
n: =1 + Ll
, (6.2.15)
nz =1 + Lz
resulta
nzbi - nib - nibi
ni
b = ——.b (&6£.2.16)
1 n1+n2

Substituindo-se o valor de b1 encontrado acima,

na equacao (6.2.12), obtem-se

z b -
= - . .{(3a - Za + 3
pmn ya B) (3a ‘31) pl]

m = .[ IZ{pa + p. )} — 2Z2pa ] (6.2.17)
2 1 1
6ua(n1+nz)

Substituindo-se este valor de m na eguacao

{(6.2.14), calcula-se o valor de ai.

b% (14 ) a?
.[ Z{patp.) — Zpa ] = P
eualn +n )2 L 1
H 1 2
2
pua(ni+nz) 2
-2 + 2p.a1 - 3(pa+pl) = 0

bZ{1+¢ )
3
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3ua(pa+pl)(n‘+nz)2

=2p+ 2p | 1+

pb2(1+ta)
a‘ = 2
. “a(”1+”z)
b2 (140 )
3
z . z
b (1+L3) oua(Da+Pl)(n1+Uz)
a1 = — -1+114 2 (6.2.18)
ua(n1+nz) pb (1+L3)

A fim de que a configuragéo de ruina seja a
admitida (figura 6.3-a), e indispensavel que ais a. GSe
ecta decsigualdade for verificada, calcula—-se o valor de m,

substituindo-se este valor de a1 na equaggo (6.2.17).

o2 Iualpa+p. ) 2pb 1+ )
_ v 3
m = z 2z z z * > T
- s + ~ +
Sutat(n +n,) 2(n_*n,)
pb? 1+ ) pbZ (140 ) + Sualpa+p )(n +n )2
_ 3 3 5 1 2
2 2
+ +
(n, *n,) pbET (14 )
Fazendo—se
C = 3ua.(pa+pl).(n1+nz)z + pbz.(l+L3) (6.2.19)
resulta
2 .
A C+pb (1+¢ 1}
_ b 3 b -
m = - JCpii+. )
Suzaz(n +n )2 2(n +n )z (n tn )2 3
1 2 i 2 1 2
(6.2.20)
Deve-se verificar tambem a configuragga de

I4 . — -
ruina mostrada na figura 6.3-b. As forcas nodais podem ser
[4 . ~ . .
calculadas com o auxilio da eguacao (9.4.11). A seguir,
. [ . .~
deve—-se farer o equilibrio de momentos para cada regilao

novamente.



- 135 ~

K = -m.cotg¢s’

A1
bl bl
K =-f —— e K =m ——
A1l A3 a
K = -m.cot
B2 a¢
b b2
K =M= € K 50 =
B2 B3 a
Regigo 1:
b1 ab1 b1 b1
) + - — = . . — + - .
Hima Ly Hma ™ -3 bx P 2 = Py b1 Z
b, 2
mﬂu + oLou - ) ] = —ggw(pa + &pl) (6.2.21)
a
Regiao 2:
bz abz bz bz
+ - . = . . + - -
Hma LpHma " = b2 P 2 3z Py bz 2
b’ bZ
m + ¢ ~ 2 = 2 (pa + 3p. ) (&.2.22)
“ “ 2 6_._- p .Jpl T A a
a
Regiac 3:
b bz ab
mb + mb_ + ¢ mb +m —~.a + m .2 = p [ 1. f +
1 z 3 a a 2 =
ab2 a a
—_ + a.{b-b - . —_— + «{b—b - .
+ = < a.(b b1 bz) = ] SRR b1 bz) a
a2
{ +2b +2 = p. -{3b -2b -2 + (bt -
m\LBb b1 bz) Pe—g—- | b b1 bz) P2 {b !:1 bz)

e S T

Comparando—se as equagaee {(£.2.21) e (&6.2.22)Y e

com o auxilio das (6.2.13), resulta
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b*p? b:b:
n Hb - 5 = nHb, - >
a a
ni
b1 = -—TT— bz (6-2-24)
2

A partir da equacao (6.2.22), obtém-se

NN

% )
m =

2, 2
L H - bz/a

+ j

b: (pa + 3p )
m = (6.2.25)

bun:a - éb:/a

Substituindo—se ops valores de b e m, dados por

(6.2.24) e (6.2.25), na equagao (6.2.2%), resulta

2
b {pa + 3p } n 2
z L (¢ b+2 tb +2b)=PB (zu+
bun’a - &b’/a ? ", &
K, 2
My A
- Z2.— b_—- 2b_}) + p a.{b - — b_ - b_)
n 2 z 1 n 2 2
2 2
2 My 3 3 2 7 3
+ 2p.—-. + Zpa + Ep + - +
ptaabbz p 5 abz p¢b2 FLtabbz 6pL bz
2 2
a L 2.3 _ 4 3, _ onanZs? _ = 2
éplbz = qpunza b Lpuninza tz Zpun,a bz hpabbz +
n
1 3 3 2_2 2 2_2
¢ . — + Zpa + a - - b+
+ 2Zp m abz Lpdbz 6prnza b 6PLNU1U23 bz éplunza 2
n
2 1.3 3
- + +
6plbb2 6pL n bz 6ptbz

. + = + +
b [Lgpa L3P, 3pa &p

r4

2
+ 2 . r +
] b KM@ [WIQE
2
za b.{pa + Lp = 0

+ = + + = - -
T, Pa NP, ’72‘31} b, N
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Sendo
c1 = pa + 3pl
(6.2.26)
c2 = pa + 2pl
resulta

2 2 2 2
+ + + - = (
b(L3C1 Z-cz)bz Zunza (n1 nz)c‘bz 3unza bcz 0

> "
2 2 2 2.3
- + + + + = +7

b = “nza (nx nz)c1 “nza j(n1 nz) Cl u[z] CZ(L3C1 Cz)

2 B.{ ¢ ¢ + 32c )

3 1 2
Fazendo—se
2 3b°

c —_ + + + 3c L 2.27

s (n1 nz) c, “az CZ(L c, 3 z) {6 7

obtem—se

bz = 5 - (T c + 3¢ (&6.2.28)
3 1 2
Uma vez encontradc o valor de bz’ calcula-se o
valor de bz’ utilizando—-s= a equagéa {(6.2.24). Na

configuracao que esta sendo estudada (figura 6.3-b), a
desigualdade (b1+b2) < b deve ser verificada. 8Se 1isto
ocorrer, encontra-se o valor de m, substituindo-se o valor

anterior de bz na equacaoc (6.2.23).

. . {pa + 3p. )
b2 (e, + 3c)” b
m =
2 Py z
- - +
, 1] nzd [,/ca kni DZ)C ]
6un2a - . P .- ps
b (.. c + 3Ic )
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2
yzn:a‘ [w’ €y (T’1+nz)C1]

[ ] " c
b2 (L c + 3cC )z !
3 1 2
m -
6b” 2 z
— - [c - +
anaz a (L3c1 * 3Cz) bua[ s (ni nz)czl
2 2
b (L3C1 + 3cz)
’ 2
o e e ]

p, (6.2.29)
é6b

2
4 2— —
. (L3C1+JC2) 6ua[,/c3 (n1+nz)c1]

6.2.3. Laje retangular com duas bordas adjacentes livres

Neste caso, conforme ilustra a figura 6.4,

adota—se inicialmente a como sendo o lado vertical e b o

horizontal. A carga linear, atuando ao longo da borda

livre horizontal, e chamada P, €s: a0 longo da vertical,

Piz-

(b)

FIGURA 46.4. - Laje retangular com duas bordas

adjacentes livres
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De acordo com as equagaes (5.4.11) e com a

figura 6.4-a, calculam-se as forcas nodais.

K = -m.cot
Al g¢
b b1
K = —m e K = m
Al a A2 a

. 4 . L~
Fazendo-se o equilibrio de cada regiao,

RegiEO i:

b ab b b
ma + (L uma — m ! b = p. 1.——1 + p b .—~1
pme 1 1 z A 14 12 2
b, b, b,
- = p. . L 2.30
Regiac 2:
b ab1 a a
mb + ¢mb +m —% a= p.[ .2 + a.(b-b ). ] +
1 2 a 2 3 1 2

. a
+ pll.(b~bl}.a + e

z 2
a a

m + 2 = p.—.{Zb-2 + ~al{b- + . —_—
[Lzb "b1J Pz (b ?bi) P, b bx) P, 5

(6.2.31)
Comparando—-se {6.2.30} e ({(6.2.31) e com o
auxilio de equagéa (6.2.15), obtém-se
z z
b b 2 2

a L. . -
P—Z {3k 2b1) + pl1a(b b1)+ P,

¢t b+ b
2 1
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2 bb b3 bb? b’ bZ
. a ', ' 1, ' 1
”mxplz 2 P 2 P 3 plz a p“ a plz 2
bbf b: bbf b:
= { — + —_ L —— + -
P 6 P 3 pu 2 28 p“ a

- 2 2 2
Zpab + 6 + 3 + b+ 3 . + 2 .
[ P plib plza sza szlib b1 Lunia
2_2
. z b - 3 2 + al = C
ka-+ p“] ﬂ H 8 &ab+ ‘%1b pud) )

Fazendo—se

c = pa + 3p
1 11 -
(6.2.32)
c_ = pa + Zp
2 P Tig
resulta

2 2 2 2 2
3 +3  + 2 = 3 C ={]
[ bcz plza Lzbc1]b1+ ynia Cxtz \unia [br2+p12a] }

donde,

[
e8]
4
o
[l
+
L

n

a + ¢ bc )
2 1

-

2 2 2
2 . o YA . + a). +35 +3
unia Ja c o+ xuni) (bcz plzd) (Lzbc1 bc2 Jplza)

+
Z2{3Zbz + 3 a + ¢ bc }
YRR, P, 2751
z
uni a { C3 - .Eu:1 }
b = — = . e
1 bbCz + 3p. _a + ¢ _bc (6 3)
com,
2 5
c = ac + bc al.]t b + 3Ibc + 3= a
3 1 [ Pz ] [ AR | 2 P2
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Se b’ < b, a configuragso em estudo, onde a

charneira positiva corta a borda livre horizontal (figura

b.4-a), pode ocorrer. Substituindo-se o valor de b’, dado
por {6.2.33), na equag;o (6.2.30), calcula-se o valor de

M.

2 4 2 2
Hn a (V/E: aci)

2 2
a“"(3bc +3p, a+. bc )
2 2 2 4

2 4 2 2
a /o — ac
H T?l ( 3 1)

2
b +3 at. bc
( 2 P2 2%,

2 - - 2 — 2 —_— z =
muni.[(qbcz + P8 + Lsz1) uni( /c3 ac1) ]

pa+3pl1 2 4 2 2
= —a M me - e —ac)

z 2
Hn ac { /c3 aci)

2 2 2
s {3 +30 + ¢ - /T -
& x-bcz _plza Lsz1 uni( c3 acl)
(6.2.35
Existe a possibilidade de se formar uma

charneira rnegativa AP, conforme ilustra a figura 6.4-b.
Neste caso, o funcionamento € semelhante ao de uma laje
triangular (ABD) em balanco. Farendo-se o equilibrio de

momentos em torno de charneira AD, obtem-se

2 ab h h h
= p. . —_ + . —_—— + L
m Ya +b z T3 Pl B3 Pr2%7F
F ab ab b ab a ab
+b = . . + - + -
m Ya +b P-—z — PLa =z — Pir2"2 ——
a +b a +b a " +b
moo= —20 [ D 4 p b+ plza] (6.2.36)
z{aZ+b?) =
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Para o caso de armaduras negativas paralelas aos

lados das lajes, deve-se utilizar a equaggo (5.4.2) para o

calculo dos momentos de plastificacao m’' e um’.

) 2 , 2
m .cos © + um .sen ©

m =
4
. . 2 . 2
m = msen 6 + un'cos ©
1 1 1
m
. 1
m -_—

z Fi
sen ei+ HCos e1

Subtituindcoc—-se o valor de m;, dado pela equagao

{6.2.36), e o= valores do sene1 e do cosel, resulta

b ab
S LR
._ __2(a‘+b%) ' 2
m= 2 2
b — a
a’+b’ a®+b?
m= ab [ B+ p b+ b a] (6.2.37)
Eipaz+b2] ! 1 2
A Configuragéa analoga a da figura 6.4-a, porem

com a charneira positiva chegando na borda livre vertical,
tambem deve ser estudada. Fara tal, deve-se fazer as
modificacoes & seguir e pode-se utilizar as equagoes

(6.2.30) a (6.2.35).

a = = ou m = M = (h
th Li s - LL a h !
E = £ t = ¢ o ¢ m = m =
v 2 e d b v pm
m 11}
_ b - v _ —
H m po Prs™ Py Piz™ Pun
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6.2.4. Laje retangular com duas bordas opostas livres

Sendo a a dimensao perpendicular a borda livre e

b a dimensao paralela a mesma, tem-se a configuracao de

ruina mostrada na figura 6.5. As cargas lineares ao longo
das bordas livres sao representadas por pL: e pLz'
p
I 5t
'+———7“
\*/m
of L @ @ b2
A Pr2 ;
b, l b-b, B
T n
b i
FIGURA 6.5. — Laje retangular com duas bordas
‘opostas livres
Regiao 1:
bl bl bl
ma ¥ ¢ ma = pabi. 5 P PRt plzb1' 2
2
b P i
mii+e ) = ni.[p o, 12 ] (6.2.38)
< a a
Regiao 2:
(b-b ) (b-bi)
ma + (. _ma = pa.(b—bi). = + plx(b—b1) - =
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p
= ——————-.b:+- 4, 12 ] (6.2.39)

Igualando-se as equagaes (6.2.3B) e (6.2.39) e

utilizando-se as equagaes (6.2.13), resulta

b? (b-b )2
1 1
1+, 1+,
i 2
b (b—-b )
1 - 1
i+ 1+
1 2
nzb = n1b - nb
771
b = ———~.b (6.2.40)
1 TI! +772

Substituindo-se a equacaoc (6.2.40) em (6.2.38),

obtem—se o valor de m.

m = (6£.2.41)
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6.3. CALCULD DE LAJES FIXANDO-SE DS VALORES DOS MOMENTOS
NEGATIVOS

A nota;%o aqui utilizada e equivalente aquela
adotada no item anterior (item &.2): porem, em lugar da
relaggo entre os momentos negativos e o0s positivos (i),

e fixado o proprio momento negativo (m).

£.3.1. Laje retangular engastada ou simplesmente apoiada

A figura 6.6 apresenta a nDtaggo adotada e

representa uma laje engastada em seu contorno.

}Lm
m
FIGURA é6.6. - Laje retangular engastada em seu contorno
A partir da figura 6.6 e promovendo—se c

N 4 . i
equilibrio de momentos de cada regiao, em torno da borda

adijacente, obtem-se
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R99150 1:

ma + m = p. —
Hma 1a P 2 S

b
um + m = p. A {(6.%2.1)

Fegiao <:

pma + m e = D,
2 i =
2
b
{&.2.0)0

REgl;L It
aib1 al a1b2 a1 a1
mb + m_ b = p.[ = o — t s—=— + & (b—b -b_}.-—= ]
< = pa - 1 1 -

(6.3.3)

Fegizo 41
{a—eikb (a—el} \a—ai}bz (e-ai)
s y
mb + m b = p.[ = . = + — . — +
4 =z R & =
{a—= 1}
+ =2 B Tl ARl n S = !
1 1 z =
, L2
ia.—ai }
m+m = p.———|Zb - Z{b + b ) (6.%5.48)
4 &k 1 2
Da= souaroes =N = G resultam,
: - ;
recspectivamente,
& pm+m )
B = ! (AT .DN
1 o
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6(um+m2)‘
(6.2%2.6)

Substituindo-se estes valores de b’ e bz nas

equacoes (6.3.7) e (6.7.4), resulta

2
=
1 6
P+ om b - 2l~~ AT / um+m
i} m b 5 [ ¥ ni LT 5 ]

tbim + om0
3 o
P e e S}

1 Tobp - Zy/ép’ [y/pm+m;'+ /um+mZ )

it

152
4
(a~a1) z
T T S & P — Tho—- 21— mm o+ T
m m F ok O L/lr 1 v/“” 2 J

- P ~
= = . = L = + i Y- s P e Pt £ 8
& eouacas (&.5.%) so e funcao de m g polse  SE
5 2
rescivigs llsrsiivenents. ACCiaocE
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]

f‘(m) /m+m3 + /m+m‘ (6.2.10)

a . . ) )
-—Zg- Jobp szbp [.}/pmd-m1 +vfpm+m2] (6.2.11)

Arialisando-se as expressoes (6.,3.10) e (6.3.11)

]

f_(m)
z

T
n

zabendo-se, de antemao, que os momentos m o, m,os Mmoo € m
. b

dedos em valor absoluto, nota—-se gue apenas na equacao

&

[

n

~
(6£.7.11) deve ser imposta uma restricac para atender ao

domir i de validade, ou seja,

sop - 2 /e8RSy« S | 2o

3b E -
" + ra < . » e 12
/ in m v m, = = pa (& )

No entanto, para que a configuracao de ruina

sejiz & gue ecsta em estudo, uma outra condicao deve ser

TN
\
T
=
A
-
.+,
\
=
)
j.
pad
N
| ——
A
o

£ condican (6.52.13) englebs & condicas (&.0.10)
3

admitidc ser sempre um  valor positivo

f

deve =egr validas para m = 0.
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Se esta condicao nav for satisfeita, pode-se
. L] . “~ v
garantir que a configuracao de ruina nao € a adotada. No

caso dela ser atendida, determina-se um limite superior

(¢ ), para m, a partir da equacao (6.3.13).

2 ) P
n+m S b.e—— - —_— +m  + +
m , T 2b /om )yt opm o+

2 r4 2

48" p , b p
—_— (pm¥+m )} £ -4+ m - m
& H 2z & 2 1
2 2 —
b ' p = 1
M f -—-6— + mz - M .——z——-— - mz - —
1
27 p H
Sendo
2 2
1 3 b L
{ = ) - .( ép Tm-om ] -, (6.3.15)
s 19, 2625 1
O < m < ¢
s
Joltando &= eupressoes  (6.3,10% & {&.5.11)

4
percebe—se gue ¥ (m} £ ums fungaa crescente e F (m) e
1

decrescente, conforme mostra © grafice da figura 6.7. gue

foi feito para m = m = o= m = &y & = 1, b= 1,5 , pu= &,8
1
e p = I. Fara que & equacas (&6.3.9) tenha sclucac em
&S om = { , duas condicoes devemn se2r saticsfeitss,
f = 7 para m = O
1 2
f = f para m = {

[
N
0}
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fz(m)

f,: f2 :0,465

L —— —— — ——

f,(m)

m= 0,054

;o e —— e

3y

0,075

FIGURA 6.7. — Grafico tipico das fungoes f e f,

Caso as condicoes acima nac sejam atendidas,
deve-se analisar o caso da charneira central ser paralela
ao lado vertical. Pode-se utilizar as mesmas egquacoes, COom

2= seguintes modificacoes:

a = ¢ b = ¢ m=m=m m = m = pum
h v a h b v H
m=m m = m m = m m = m
1 s 4 v 3 e 4
m m
_ — A4
H m m
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6.3.2, Laje retangular com uma borda livre

Da mesma forma que nc item 6.2.2, supoe-se

- . . . ~ / .
inicialmente a configuracao de ruina mostrada na figura

6.8-a.

(a) {b)
FIGURA 6.8. — Laje retangular com uma borda livre
Regiéa i:
bial b1 b1 b1
oa = . + &~ & + b .
pma + mia p. = = b (& mi) = DL b1
by
: = . . (3a—- + 3 b.3.16
um + m e [ p.{(3a 231) pl] ( 3 )
Regiac 2t
(b—b1\31 (b—bj)
pms + m_a = p.[ = . = + (b—bi),(a—ai).
(b—bx) {b—b )
- = ] + pl.(b—bii. =
tb—b 1%
pm o+ o = 5: .[ p.(Za—2a } + _pl] (6, 2.17)
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Regiao 3:

mb + mab = Po—m—o—s—

m+m = pe— (6.3.18)

A partirv das equecoes (6.2.16)7 e (6.0.175,

encontre-se o valor de £ em fungao de m.

2 LY
b (b-b )
1 1

FLTR T+ M
2 : I 2

Z

VfEE:E:'bi = V/ZE?Er.b - yfﬂﬁiﬁr.bi

b = .b (&£.2.19)

Da equacéc {£.3.18) encontra—cse
k)

{(&.2.20)

e

tmn
‘4-
r
L
rt
bt
rf—
[
‘. K}
o
jul
0
|
in
m
m
"
rt
i
i
Al
i
%
m
m
jml
1"
T
o
I

na

+

AT

2 be

(6.3.21)

I
1
i
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f’(m) = /um+m1 + /um+mz
z 6({m+m )

b |, _
fz(m) - ..)(pa+pl) 2p

Obeerve-se gue ¥ (m} e uma funceo crescente e
1 3
f (mj e decrescente. Destea forme, pare gue existe um valor
2

de m positive, que satisfacs & 1nuzldzde, deve-se ter

O limite superior (£ ), de @, e celculado &
S

partir de duss condicoes.

. \ 14 . .
1 condicao: para atender ac dominio de validade

T*ae*pL) - =0 2 O
—h et V< O s 42
Z4pim+m 1 H(;:*pl,
—. .2
Zipatp !
o= - - - m (6. 225
Ep 3
Te rordicacn: a = =
; 1
= o=
E“z
m = ; - m3 (e, 5.251)
I
(BT LI~y
2
.
{ £ R — — T
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R L4 s .
Verifica-se que e necessario e suficiente que a

segunda condigSD seja atendida. De forma semelhante ao

item 6.3.1, a inequacac (6.2.23) deve ser satisfeita para
m

L

¢, resultando

~ ~—

figura &.8-b, far-se o equilibric de momentcs para  ced

U

regiao novamente, utilirando-se o0z velores des  forca

il

nodeise calculadaes no 1tem &.2.2.
Regiao 1:
b ab b b
+ m a b t_1 & 1
(3 1F= m - - O = L - —— - R
H a 1 F 2 = pl 1 =
5 o
. 1 1 s -
afum+m ) —m = {pa + 3Zp 3} (6.3.24)
1 & & 1
Eeglgz s
o ab b &
+ 0 oa m z k 2 2 b 2
M a - . = p. — — . .
HE= 2 & 2 P = i 1 2 2
2
b !
aijpmEm ) - W z = . {ne + Ip {5.2.253
z = & L
Regiao Z:
b b ab
" ) . 1 +om 2 - 1 5
M + mo + oo+ om . & L2 T o _— t
1 2 3 2 = = =
a0 -
2 = , . = . ~
+ e —— T &} t?—i: = }oa - p L0 —D I o
= = 1 2 = L 1 2
_2r
P : - = 4 T % - — -
Ul y + = Ab-2{(b +b ) -+ atb—{Hh +b )
hm,b1+t2, m_b P te, 2 P N

1
g

“
i
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pa + 3p
1 m 2 _
[ z + ~ ] b1 = a (um#+ m’)
- .
ba (pum+m )
b = 1 (6.7.27)

z
pa +¢pla+ém

pa + Ip
1 m Z ,
[ / + } b = a {um + m )
3 2 2

, 2

b (pm+m2)
b = 3 (&£.2.28)
pa +3pla+ém

Substituindo—se os valores de b1 e bz, dados

pelas expressoes acima, nha eguacac (&£.3.26), results

£ N
2me . ~ . mem v S + @b =
z , [ HETR HIETT, ] 3
pa +Zp atém
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= pab
[/um+m1 + /um+mz ] = a.[ 5 + plb

s
pa +apla+bm -

~

6

a(paz+3pla+6m)

_/ pmt

;’n
~ - \ pat 3 l
; : = —_—_ r
{[1 +/p(|+n [ = plt Z

fdotando—cse

_/pm+m; +_/pm+m2

m b

d

pab _ 3
[_2—+pr = ]

z .
Zipa +¢pla+&m)

calcula—-se o valor de m por iteracac, uma ve:s

e ¥ (mi e

4
m b
3 -
[l Z
L &

decrescente.,
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6.3.3. Laje retangular com duas bordas adjacentes livres

Com o auxilio das equagaes (5.4.11) e de acordo

com a figura 6.9-a, calculam-se as forcas nodais.

(a) (b)

FIGURA 6.9. — Laje retangular com duas bordas

adjacentes livres

k. = —m.cot
A1l o¢
b1 b1
K = —m (=3 K = m
Al = AZ &

. . . Id .
Considera—=se, em seguida, o equilibric de cads

regiac.

Regiac i:

e ab b b
ma + moa I ! b O ! L4 b 1
ma s y - } = y » ! - =
M 'y a 1 2 4 pli 1 2
z z
b 4]
1 1 .

(ym+m1)a - m — = —— (pa + 3p 1} (&.3.30)
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Regiao 2:

b ab
mb1 + mzb +m —31 a = p [ 2’.% + a.(b—b’).g ] +
* plx(b-bx)'a * plza'-%_
a? a2
2mb1 + mzb =P 4 (3b~2b1) + plia(b-bi) + P, 5

(6.3.31)

A partir da equacao (6.3.30), obtem-se

pat+tip
11 m 2

+ =

ra 3 b1 (um+m1)a

6az(um+m1)
b, = 2 (6.3.32)
&m+pa +3p11a

Substituindo—se o valor de bi, dado pela equagéa

acima, na equacac (&.3.31), vem

& (um+m ) 2 & +m )
(1t 1) pa? | . { pm .
Zma . +mzb = ya 3b—-2a 5 +
&m+pa +3p. a bém+pa  +3p. a
11 11
6(um+m1) ) 22
+ p. _a.lb — a. + p =
L1 2 1z 2
&mtpa +3p11a
_ ékum+m1} . b pab . - a .
< 2, 2" Ta 2 Pigs Pi2" %
amtpa  +3p. a
11
_2 & pum+m ) )
- [ PS4+ plia]- 1 (&.3.33)

. z, .
bmtpa +Jplia
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Sendo
6(pum+m ) b
f (m) = 2m. - 1 o
bm+pa +3p1‘a
e
pab a paz

faim) = =5 P b P T { T ' pua]
6(um+m1)

2 .
bm+pa +&pk1a

Tem—se uma condicac geometrica que determina

limite para m.

2z,
ba \um+m1)

2
bm+pa +39L13

éazum + éazm1 =< emb® 4 pazbz + Zp, ab

11
(6azg - ébz)m =< p&zbz + Sptiabz— 6a2m1
2 pazbz + 3p ab® - éazm
b 11 1
S5e u P =2 m < P P
a &{a " u — b}
2 pazbz + 3Ep at® - éazm
b 11 1
Se u 2 m = P >
a® 6(a’u - b%)

Sc ha um limite superior gquandoc p »

um
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z.2 2 z
pa b + 3pllab ba m

&
L

baly - 6bt
Tem-se ainda que
t < fz para m = 0

A configuracac de ruina com uma charneira
- . 4 - - /
negativa unindo os vertices AD (figura 6.9-b), e estudada

de mesma maneira que no 1tem 6.2.35. 0 momento negativo que

determina a armadura psralela ao lado horizontal e

m = aS _ [ pat_ P b+ plza] (6.3.74)
2(ua” +b™) -

Finalmente, deve-se verificar a configuraggo
onde & charneira positiva corta o lado vertical. Pode—-cse
agir de forma semelhante ac feito no inicio deste item,
vtilizando as equagaes (6£.3.320) a (6.3.33), porém com ac

seguintes modificacoes:

a = { m = m Ooum m=m = m
h 1 v a h

o = { m = m ou m, m = m = um
v 2 e é b v
fm m

p = —2 = Y poo= = p

4 = = = 3 = P

k m m 11 v Flz 1 h

a h

6.3.4. Laje retangular com duas bordas opostas livres

Sendc & a dimensac perpendicular a borda livee e
b a dimensaoc paralela a mesma, tem—se a configuragao de
ruina mostrada na figura &6.10. FPara gue seiam saticsfeitas

as condicoes de equilibric, tem—-se:
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"
e
~+’m
© my () C) M2
A Py2
by l b-b,
A

FIGURA 6.10. — Laje retangular com duas bordas

opostas livres

Regiao 1:

b1 b1 bi
+ = . + . + .
ma mia pab1 plibi 2 pLzb1 2
2
b P P
m+m = ,,‘.[p v o1 12 ] (6.3.35)
1 2 a a
Regigo 2:
{b—b ) (b—bi)
ma + m a = pa(b-b ) . = + pla(b_bz) . = +
(b—-b )
+ P, (b—bi). =
z
(b-b ) p o
mAm o= — [p vty 12 ] (6.3.36)
2 2 a a

Igualando—se as equagaes (6.3.39) e (6.3.36)}),

resulta

b (b-b )?
1i

m+m m+m
2

vaIE:.bl = VfE?E?.b - vfﬁiﬁ:.bi
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m+m1
b1 = .b
/m+m + m+m
1 2
Substituindo-se 0 valor de

(6.32.39), calcula-se o valor de m.

(m+m )bz
1

m+m

b
1

2[(m+mi)+2_/m+m”/m+mz +(m+mz)

p p
- \ 2 11 12
+ + = + + —
4V[h " V/m ™ b [b a a ]
2 4
16.(m + mm_  + mm + mm ) = b .&)+
2 1 1 2
P p
_ EDZ.[p o W, T2
+ 4mz + 16mm + 1é6mm + Bm m_ )
2 1 2 1 2
Fazendo-se
- + pli + plz
€ 5] =
results
gb%cm = b*c® - 4b%c(m_+m_) + 4(m_+m_ )
. 1 2 1 F
2
[bzc - 2{m +m )] — 16m m
m = i 1 2 i 2

8bzc

(4m

p

2

it

[
a

(6.3.37)

na  equacao

p
ML I

plz
a

a

+ 2m + 2m )
1 2

-+

] . (4m + 2m_ + Zm_ ) + (16m> + 4mf +

(6.3.38)

- 16m m
1 2

(6.3.39)
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6.4. PONTO DE INTERRUPC&D DA ARMADURA NEGATIVA

Observa-se que, se armadura negativa da laje nao
tiver comprimento adequado, um tipo de ruina localizada
pode ocorrer, conforme ilustra a figura 6.11. No local
onde a armadura e interrompida, forma-se uma linha de
plastificaggo negctivas porém, como nac ha mais armadura e
a resistencia do concreto a trag;o é desprezada, o momento

. . ~ . ’
de plastificacao nessa charneira e nulo.

N N, \, NS, \, N\,

| h

' N
Ponto de interrupgdo i
da ormadura negativa :

I .

| N

I N

3

! \

N N N RN

FIGURA 6.11. — Extensac da armadura negativa
Fara a determinaggo tedrica do ponto de

interrupgao da armadura negativa, pode—-se empregar O
seguinte procedimento: determina-se uma linha apo longo dos
pontos onde a armadura sera interrompida. Esta linha
delimita uma nove laje (figura 6.11), suposta apoiada ao
longe d& mesma e gue deve resistir aos mesmos esforcos que
a laie original, pois, do contrarioc, se produziré a ruina
da placa, formando-se uma charneira negativa ac longo dos

pontos onde a armadura foi interrompida.
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6.4.1. Laje retangular engastada ou simplesmente apoiada

Supoe-se, inicialmente, que a configuragao de

ruina e a indicada nas figuras 6.12-a e 6.12-b, onde

K XXX XK X XXX XX

{a) (b)

F BBl X X K % X K XX XX K X

KX XX NN YUY X UXXX XY KX

FIGURA 6.12. - Laje retangular engastada em seu contorno

Para o calcule do ponto  de interrupggo da
armadura negativa ao longe do lado esguerdo ou direito
. R *
(figura 6.12-a), deve-se determinar o valor de b,

utilizando-se a equagéo {(6.3.9).
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/m+m3'+/m+m“ ==——3——; J?’:»b*p -'2_'/69 j[/umﬂn" +/um+mz'] ‘
Y éb

["'[/"‘_*’f R /F—'m_:]z - :spa’].b" - - 2 /Ep
[y - )

Qazjép . [T/umﬂn" + /um+mz}
e - 6. [ fmmy 4 Jww )

»
b =

(6.4.1)

Chamando—se de x_oe X, 0 ponto de interrupggu da
armadura negativa ac longo do lado esquerdo e direito,
respectivamente, e sabendo-se que o momento negativo,v ao
longo dc lado que delimita a nova laje, e nulo (este 1lado

€ supcsto simplesmente apoiado), obtem—se

#» =hb-b , para m = O
1

x = b - b , para m_= a

Analogamente para as armaduras ao longo dos

lados superior (x ) e inferior (x }, determina—-se o valor
= 1
»*» ~
de & . & partir da eguacac (6.%.9).
N 2
»

1/rrﬁhma'-lr_v/m+-xf114'=————:—-t—}— Jpr - 2vfép‘[yfum+m1'+1/um+mzj

. Ve [ﬁ+m3' + farm ]
Jpr - Ev/éﬂ‘[ pm+m1'+y/um+mz]

1%

{(&.4.2)

resultando



- 166 -

Deve-se verificar se a pior situacao nao ocorre

. Re 4 X
para a configuracao de ruina mostrada nas figuras 6.12-c e

6.12-d, para as quais deve-se fazer as seguintes
modificacoes:
a={ b ={ m=m = m
h v h Hm v
m=m m=m m=m m=m
1 e 2 ! 3 e 4 d
»* .
¥ T a-a , param =4
e 3
®, = a - a* ara m = Q
d > P 4
»*
¥ =b-b , param =0
s 1
»* N
¥ =b-b , para m =0
v 2

6.4.2. Laje retangular com uma borda livre

Com base na configuracao de ruina mostrada nas
3

: ra - ks - ] - *
figuras 6.13-a e &£.1%-b, calculam—se os valores de b e

* . .
& , para as armaduras aoc longo dos lados perpendiculares a

borda livre & ao longo do lado oposto a mesma, a partir da

equa;éa (6.3.21) .

b*z é(m+m3}
4 4 t o+ 1 s N = <13 vt - 2 —_—
y/um+m1 ¥[u"+wz ta ~(pa pl) F o)
. y/éa .[}/pm+m1 + yfpm+m21

&{m+m
3§Pa+?l) - Zp ( 3)
J P

. *
Fara o calcule do valor de & , deve-se fazer

(&.4.33
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2 m+m

~ v _ b - _ 3
i/ym+m1 + vfum+mz = - 3(pa +pl) 2p 5
ba
2 2 » 2 2 IEm '
M i -— - T -
[6. [/um+m’+/um+mz ] 3pb ].a gplb 2pb. 5
. 3p1b2— 2pb?. |51

a" = P (6.4.4)

4

6. [/ um+m1¥/um+m2‘ ] - Spbz

). 0. 9.0.0.0.98.90.90.0.6 9009

(b)

) 9. 9°0.8°0 0.8 5 V.8

XA XA TRAXNK
: b*

4

(e} (d)

FIGURA 6.13. - Laje retangular com uma borda livre

. - . ~ Id ~
Deve-se verificar se a configuracac de rulna nao

& a apresentada nas figuras 6.13-c e 6.13-d. Fara tal,

utiliza-se a equacao (6.3.29). ,
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ab » 3 ] 2
2(paz+3pla+6m)

m
pa - 2l =
R e

2(paz+3pla+6m)

\ . 2
" j/umﬂn + Vfum+m 2(pa +7p a+bm)
5Y = ! z_ ! (£.4.5)
m z
e ot

calcula—-se © valor

2

o
el
hJ
-0

- Sma Hacao
Com a mesma equac

*
de &  onde m3=G.

v . pe b 5
+ + +m = + .
v/pm m v/um m, [ = plb ] ' vz 2

Sendo

. yﬁx+ﬁ:j + ;.Jm-**ﬂ':z (&, 4,60

wh
1

results
4 ~
2 = b za*z 4 ¥ + a 2 =
- - } H =
N 3 = PR Fy ¥z
2¢{pa +3p a +£m)

*z .2 * 2 2 2z _*2z 2 * 2 2,2
Eme + F4- 3 + A4gm¥f = InTa T+ 1ZpoD o= 1¥e
e L EREN f1 agmt Ipa b iZpp,a © + ‘hrlt
, - *2z - - 2 » . 2,2 _ .
(Bnf - 3Ip b lae TH(Z4p - 1Zpp bis o+ A48mt — 1o b =i

L1 i 1 L
2 [ .2 2 2 2
1Z7pp b - 24p 72 81 |= {(ZF" -oh" 1-ZEmp(8f -Ipb
- PR P N L 1 & 5 P
2p.ies? - apeds



- 1469 -

A

*

2 2
. 6pl(pb Zf‘)
p.(eff - 2Zpb?)

4f113pf(3ff—pbz)—3mp(8ff—3pbz)

(6.4.7)

Chamando-se » e »_ os pontos de interrupgao das
2 borda

ladoe perpendiculares a

ermadurac, ao lengo dos
livre €« do lade paralelc ¢ mesma, obtem-se
-t q
).f = [ “r- ﬂ'! = ___l
. sy para .
¥
¥ b - b, pare m = L
* res
,‘.-!3 = a8 T2 . Darz m3= Lt

6.4.3. Laje retangular com duas bordas adjacentes livres

inicialmente

Fazendo—ce

a = £ m = m pHm =

' v o]

m = O mo= M ouom = g =0
1 2 s v Fie Pur tz v
pode—se calicular o valor de equacac
t0. I3, prre 2 delsrmineCss LUTITET e
srmaduras nsgsitive, &0 longo ificurs
&.1d4-23.
“ o T } » *
&{pmEm ) . Datb .
2 +  om_ . = — + o Wb
.z _ 2" & = Flg
smtpe FEp 2
’ S l1a
2 &4 umtm 1 B
= oe ~
TR, T = 7 R, ®
1z 2 = 11 . 2
&mps +_EL a
Tl
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pa_ ™ b* = [ &um ) pa’ .
2 Pis a )’ z ’ 3
bm+pa +3plia
4
+ p a+2mf -p =
l 1z 2
b6 ) 2
i .[Qpa +&6p a*l?m]—?p &
2 - 11 12
N tmtpa +¢plja
o] = LA
b 6mz (6£.4.8)
Spe ¥ éDL1 - a
E 3
4 : +
I i
B |
.
1 | K
o I *s g
1 A @
X i P
S | 4_§ ————————————— ]
e I
3 Ty XY TR S P = S A A S A .S e 0 0 0 e e e ol
(a} (b)
4
: ;
> b
I
S
N ;
¥
> 3
) Y
e i_ih
3 - X
J b
b RO RIS S XN
(d)

FIGURA &6.14.

- Laje retangular com duas bordas

adjacentes livres
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Fara a armadura ao longo do lado horizontal,

»
deve-se calcular o valor de & , com

b= ¢ m=m =m
h v Hm h
m=m ©Ou m m =0 p = p p. = p
1 e d 2 L1 lh 12 lv
bl pm+m ) 1 » »
" 1 b pa b a
2m +m . = — +p b+ p =
*2 - » 2 g £ 11 12 L
bm+pa +¢plia é
» { Lorre-
na 2 - & pm+m )
- = + p a |.
= 11 *2 »
&m+pa +.3 2
11
& pmtm ) *2
1 [DE ) ﬂ]
. — -+ =] = + -m =
, 2 * ; l1
ém + pa + Zp. a
11
» E 3
_ P . _&
Hf E . c k N L2
=z 11 z
, *2 * 2 * * z
H{pm+m ) e +3 = +am g h+2 B+ &
HETE i Pls _|FF FraTF 2%
*z  _ » = - =
smrps | viD, 2 ]
11 -
*z *
pa +:plla +51m -
24 pm+m ). _ = p%a"%® + ap? v® o+
1 7 11
2 _*z * 2 *2 *
TR, = + 4pp. 2 b0+ Zpp a2 Tk 4+ 4D oooa b
iz T T g ”

|
[
b
T
T
g
N
i
[
I
ha)
T
N
rr
| -
w
+
s
m
EE]
=
kel
A
]
o
'
W
N
[ng
N
1

}
1
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Fazendo-se

- 2.2

c = Bp(um+m1) - 3p b - sz - 6pplzb (6.4.9)

obtem-ce

K H ) 2_'2 [ 11 - ‘2-—? L
4 u(Uﬂ*mlJ Dlirg(um+m’) nb unlzbr mr

C

*

Le posse doe valores de =&

=
calcular o=z comprimentos das armaduras negativas.

*
w o ouw x, =b —-b, param = 0O
e 1
»
L ou s = a - a , para m_= U
=3 1
Fode ccorrer ainda & CQnTlg‘ra;So ge ruins  das
3
figuras &.14-c e &.14-d, para = gual bastz fzazzer ac
szguintes alteracosc:
- 3
a = £ b= £ = m L = om
h v ¥ v
m = m  ou m m_ = § 0ou T
1 s L 2 e d
= = [} = o
PR AR RV iz Lh
* f
ouow = a8 — & pEras @ = L
e d ! z
* -~
ouLon =b - b, para m = &
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6.4,4, Laje retangular com duas bordas opostas livres
Com base na equagao (6.2.29), calculam-se os

comprimentos necessarios das armaduras negativas (figura
6.15).

2 z
[b - Z2(m +m )] - 16m m
7 1 2 , 1 2

*2
Bb “c
*2 *q 2 *z .2
Bt "cm = b ¢ - 4b Tcfm +m ) + &(m +m 37 - 14&m o
1 2 1 2 1 2
2 %4 , *2 z 2 .
c'kt "~l4cim +m )+Bcm|.b "+ 40"+ B om + 40" 16m m = O
1 2 1 1 2 2 1 2
| 2
2{m +m +2m) * 4im m + mm + mm + m
»* 1 2 1 2 1 2
b = = (6.4.11)
COom,
E |
Ll s
1 12 .
c = p + ; + = (L,.4.12)
t* {
N = C — ) e F'E; ir = }
1 P 1
* -
¥x_ =B - B . pars m = i
2 T 2
1 T ¢
3 l | $
4 | | b
o | | <
4 ! ' s
[ oy ~ o ;
> P~ ~ Nt "z | <
i o}
| i >;
1 i .
4 b* J | b
! S T o
(a) (b}

FIGURA 6.15. - Laje retangular com duas bordas

opostas livres
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6.5. MARCHA DE CALCULD

Apresenta-se a marcha de calculo para a
determinag%o dos momentos nas lajes e dos comprimentos das
armaduras negativas, pela teoria das charneiras plasticas.
Sup69~se gue as cargas permanentes e acidentais sao

conhecidac.

6.5.1. Dados do problema

. [4 . -~ .
De 1inmicio sac conhecidos:

= lado horizontel,
{ = lado verticeal,
p = carga uniformemente distribuida,

. = garga linear (ao longo da borda livre)

6.5.2. Valores de y e m

Sugere—-se que seja feito o calculo elastico,

e=guido da compatibilizacac dos momentos negatives entre

Z= laaxss wvizinhass 8 O reducso dessez valores {ver item
>

Z.Zi e, entas, = compatibilizacac dos momentos  positivos.

Finalmente, pode—se  arbitrar o valores de u e .

t

{momentos negativos).

6.5.3. Laje retangular engastada ou simplesmente apoiada

em seu contorno

fAdota—se i1niclalmente:

v h m
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. . . ~ [4 ’
Deve-se verificar se a configuracao de ruina e a
adotada (charneira central paralela ao lado horizontal).

Fara i1sso, deve ocorrer

m o+ m <b, |- 6.9,
¢/ 1 V/ 2 1 ( 1)
2z 2
1 3

¢ = L . .[ bép v - mi] - | 0 (6.5.2)
) H Z2b'p
fi < fz parz m = O

(6.5.3
11 > fz para m = {E

COfli,

f {m} = ——3——-J3bp—21/bp’[ ym+m1'+¥/um+mz] (6.5.5)

HSe todas ecstsse condice=ss forem atendidss,

deve—-= calcular m por iteracac, para gqgue =¥ . Como
1 2

a
i
. v
,3 = t i = { =
¥ - v e -
8
mo= M m = m m = m = m
1 s 2 ! 3 e 4 d
ohterdo-se
Moo= m M = L
h v ¢
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Sendo (ver item 6.4.1)

. ZaZ/é:p . [_/ym“rml' + /ym+mz]

LY = (6.5.6)
Spaz - b.[/m+m3 + /m+m‘]z
e
6b [ m+m_ + m+m ]
at = v A, S (6.5.7)

al

Jpr - vaép 'y/um+m1‘+v/um+m;

o comprimentos das armadurass negatives sz calculados,

inicilalimente, facendo—se

a = £ B = £ m=m 1 = m
v h v Hm h
m = m m = m m = m m = m
1 e 2 d 3 3 4 1
»* -
x = b -b , param = U
e 1
b - b 0
o= - b ara m_ =
d + P 2
* -
p = a2 - a , para m3 = 0
»* -
¥ =&~ a , param = 0O
i 4

o= f E = 4 mo= pm = m
h v h v
m = m m = m m = m m = m
1 s 2z L 3 e 4 d
* .~
¥ = a — & , pare m_ = O
e
* ¥
e g a o e - F E ﬂ'& — ¢
d + P 4
*
= bt - b 4, para m =
s 1
*
v = b - & , para m_ =
1
D=z comprimenios das armaduras neoativas a serem
adctanos, 2o De maiores valores entre o relaetivos oS

a8
<
w
in
in
™
!
[
sl
m
[
L]
1
[l
)
3
in
d
s
m
i
f 7]
i
Tit
i}
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6.5.4, Laje retangular com uma borda livre

~ , )
A notagao a ser adotada esta relacionada com a

posigao da borda livre. Se a borda livre for horizontal,

tem-se
mh
a = { b = ¢ =
v h u m
v
m = M m = Mm m = m oL
1 € 2 d 3 s !
O Yo=K Y= 4 ou ¥
1 e 2 d 3 € !
No caeso de borda livre ser vertical, recsults
m
v
a = { b = ¢ =
h v H m
]
m = m m = m m=m oum
1 s z i 3 e d
M= M o= M X = ¥ ou ¥
1 s 2 t 3 e d

Verificando-se, inmicialmente, a configuracac de

ruinas de figura 6.B-a, tem—se

2
. = _P= (&.5.8}
3 &
'f1 < fz oara m = O
{£.2.9}
f > f para m = {
1 s
com,
fitm = y//Jm%—m + y/gm+m2‘ {6.5.10)
1
02
. .
fZ(m) = ye s.tpa+pL} - (&.9.11)
e
2
VS ., —_
/= E - m (A,5.0170
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A configuracao de ruina da figura 4.8-b resulta
em novas funcoes:

f = +m 4 4m_ .5.13

1(m) YIum m1 1/um mz (6.5.13)
m b A )

£ (m) = [P_g_?. + pb - — ] > (6.5.14)
2(pa +3pla+6m)

Para este caso, tem—se que

m b

< pab _ 3 3
/m1+ /m2 < [ 5 +pr 2 . (6.5.15)

2(pa2+3pka)

2
m < p; + pa (6.5.16)

Calcula-se o valor de m por iteragaa, obtendo-se

m=mems= pum se a borda livre for horizontal
v I

m=mems= pym se a borda livre for vertical
v

Deve—se verificar ainda se b1+b2 < b:

6&2

— - ) < -
.[Vfumﬂn1 +vfhm+m2 ] <b (6.5.17)

pa2+3pla+ém

0= pontos de interrupcac das armaduras negativas

L 3
x =b -t ara m = O
"3 » P 1
b h * O
¥ o= - ara m_ = (
2 » P z
»* -
¥ = a4 — & ., param = Q
3 3

* E A
com & e b o0s menores valores entre os seguintes:
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» /63 - [_/pm+m" * /m+m; ]

b = (6.5.18)
+
3(pa+pl) - 2p (m ™
\ p
ou
. v 2 '
. /um+m1+/um+mz 2{pa +3pla+6m)
b = _ . (6,5.19)
pa_ ., _ 3 -
2 Py a
e
F 4 2 6m
Ip b - 2Z2pb.
at = L . (6.5.20)
6.[9/um+m1¥v/ym+m2'] - 3pb2
ou

épl(pbz~ 2ff) + 4f1JSpi(Sff—pbz)—Zmp(Bff—SpDZ)

p.(Bff - 3Ipb®)

6.5.5. Laje retangular com duas bordas adjacentes livres

Adota-se, inicialmente,

mh
a = b = =
tv ch H m
v
m=m oQum m = m DU m
1 e d 2 s v
Fii™ Py Pir2™ Fuy

. . - - ~ Id
A seguir, verifica-se ce a configuracac de ruina
e a adotada (figura £.9-a), onde a charneira corta o lado

horizontal, com base nas seguintes condicoes:
- >

f: < fz para m = O (6.5.221)
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2.2 F 4 4
2 pa b + 3p ab - ébam
11 1
Se u > . » ta = > >
a ba u - 6b

donde

f>f param={ (6.5.23)

1 2 s
com,
6(um+m1) b
fl(m) = 2m. . + m .= (6.5.24)
tm+pa +3p a
l1
e
pab a paz

Tptm) = 5= Y PLtb P, T [ = ¢ plia] :

6(um+m1)
. > (£.5.25)

t&m+pa +Qpl1a
Novamente, o calcule do momento e feito

iterativamente, resultando em m,=m e m. = um. Deve—-cse

verificar se bis b:

6az(pm+m1)

IA
o

P (6.5.26)
6m+pa +Ip a

11
0 momento negativo, da configuragin de ruina da
figura 6.9-b, e dado por

' = ab ( PaE L, b+ p ,a ] (6.5.27)

E(uaz+b2) = te

. . ~ 4 .
Fara a configuracac de ruina, onde a charneira

positiva corta o lado vertical, deve—se seguir oS mesmos

passos dados por (6.59.22) a (6.9.26), com as seguintes

deificagDes:
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m
v
= -
a th b tv M= —
h
M=m oOoum m=m oum
1 [ i 2 ® d
Pia® Py P2 Pin
e resultando
m =m m =
h v Hm
»* * .~
Os valores de a e b sao dados por
6 B+ b — 2. (um+m_ )
* Prg = PR Piz - fumTmy
a = +
[
- 2 - r4 -
4~Q\um+m1){ﬁLil;\um+m1) - pb - oplzb] - mc}
pa 1 1 -
= {6 8)
COMm,
c = 8p(um+m )} — Zp°b° - Ip>_ - bpp,_b (6.5.29)
plpm+m Ip P, PR, L0.2
e
b Lam . 2 -
P . | Z2pa +6pl1a+12m - 3P ,2
bmtpa +3p. a
* 11
B = ;
cmz
3pa + 6&p -
L1 a (6.5.30)

. »* » .
A partir dos valores de a e b , os comprimentos
das armaduras negativas podem ser calculados. Adotam—se os

maiores valores, dentre os fornecidos a seguir. Faz—se

a = b = m = m = m
£v th W T h
m = M ou m m = Mm ou m
1 e d 2 s 1
P = E P =P
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resul tando em

"
o

*»
X oux, =b-b, para m

»
@ - a, para m

x
&)
C
L}
L}
<

A segulr, deve-se verificar para

= b = = Mm =
a 6h £v m N wmo=m
m=m OuUum m=m Ooum

1 8 1 2 e
p11= plv pLZ= plh

6.9.,6. Laje retangular com duas bordas opostas livres

~ b4 .
A notacao a ser adotada esta relacionada com a
posigéo das bordas livres. Se as bordas livres forem

horizontais, tem—se

a = ¢ B = ¢
v h

m = m m = m
1 e 2 d

¥ = M = M
1 e 2 d

No caso das bordas livres serem  verticails,

resulta
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a={ b= ¢
h v
m=m m=m
i 8 F 4 !

X = X X = X
1 8 2 t

0 calculo do momento e feito diretamente,

2
[bzc - 2(m +m )] - 16m m
i 2 ! 1 2

n = : (6.5.30)
Bb c
com,
P P
_ 11 12 c -
cC =p + + 5 (&.5.31)
O= wvalores dos comprimentos das armaduras

negativas sao dados por

il
(o]

»
x =b-—-b , para m1

» .
¥ = b - b ara m = O
’ 2

onde,

2
2(m +m +2m) * 4im m + mm + mm + m
1 z 1 2 1 2

c
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7. PROGRAMA PARA CALCULO AUTOMATICO

Com o intuito de automatizar o calculo de lajes
retangulares de um pavimento, foi elaborado um programa em
linguagem TUREO PASCAL, para utilizagao em micro

computadores da linha IBM PC-XT e seus compativeis.

0O programa tem por finalidade calcular todas as
laies de um pavimento conjuntamente, tornando—se uma

ferramenta bastante Gtil na pratica.

7.1. INSTALAGAO DO PROGRAMA

0 programa possui uma especie de "install®, para
gue o usuaric possa modelar o programa de  scordo com  0S

criteriocs de sua preferencia (figuras 7.1 e 7.2).

7.1.1. Instalagao dos dados gerais

a} Tipo de aco: CA-25, CA-32, CA-40A, CA-40E,
CA-50ha, CA-DO0R, CA-60.

b) Coeficiente de Foisson: valores entre ¢ e 1.

¢} Cobrimento das armaduras: deve estar de

. - = , 1213
acordo com o item 6.353.3%.1 da NBR-&6118 . 0 programa

adota d’'= cobrimento + 0,5 cm.
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- Ago CA-50B

Poisson = 0,20

G T
|

- Cobrimento (cm) = 0,5
% Engaste = 8¢

i

th b d
I

- 7 Momento 67

- Compatibilizaggo = Criteria I

Momento Negativo = Criterio I

- Reducao = (0,621

N MmN O~
)

- Impressao = Total

Q0 - Retorna

Opzao —

FIGURA 7.1. - Instalagao dos dados gerais

d) Fercentagem de engaste: o calculc das laies e
feite supondo engastamentc perfeito nocs lados em gque ha
continuidade; porem, ha casos em que s¢ ha continuidade em
um trecho de um lado da laje. Este item permite definir

uando esse lado deve ser consideradc como engastado, ou
seja, a percentagem de engaste e a percentagem que o lado
de uma laje deve ter de continuidade, para que esse

[ N .
vinculo seja concsiderado como engaste.

e) Fercentagem de momento: apés feita a
Campatibilizagao dos momentos provenientes do calculo
elastico, deve-se escolher um dnico momento negativeo para
cada lado da laje. Esta percentagem define o comprimento
minimo, em rela;ée ao comprimento ac respectivo lado da
laie, ac longo do qual um momento deve ocorrer para gque

ele s=ja o momento negative escolhido, para esse lado.
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f) Criterio de compatibilizag;o dos momentos

negativos:
- criterio 1 = menor valor entre a media e 1,2 vezes o
menor momento,

L
- criterio 2 = 1,2 vezes o menor momento,

4

- criterio = media entre os dois momentos,
. 4 . . ’ . - .
- criterio 4 = maior valor entre a media e 807 do maior

momento,

wn
i

- critério 80% do maior momento.

g) Momento negativo para o calculo pléstico: de
acordo com o que foi exposto na letra e, deve-se escolher
um momento negativo para cada lado da laje. No caso de
nenhum momento ocorrer ao longo de um trecho do  lado, de
comprimenrto suficiente para que ele seja o esceolhido,
deve-se estabelecer um critério para a escolha do mesmo.
Este item fornece dois critérios parz a escolha do momente
negativao:

- 4 . s -
- criterio 1 = media pocnderadz entre os momentos,

- criterino 2 = menor momento negativeo.

h) Fator de reducaoc do momentc negativo para o
. ’ . I . . -y - ~
calculo plastice: apos feita a compatibilizacao dos

momentos negativos, pode—cse fazer wuma reducac nesses

vaipres, de acordo com o item 2.2,

~ . . ’
i) Impressao: o usuario pode escolher se, alem

Q.
4]
n
Q.

ados, serac impressos todas as etapas do calculo das

[a)

ajes, ou apenas os resultados finais.



7.1.2, Instalagao dos dados para o calculo de flechas

a) Fator de redugao referente a combinagSo de

utilizagéo: este fator e proveniente da NBR-B681, baseado

no tipo de carregamento que a laje suporta:

- locais em que nao ha predominancia de peso de

equipamentos que permanecem fixoe por longos periodos de

tempo, nem de elevadas concentracoes de pessoas =i 0,2

- locais em que ha predominancia de pesc de equipamentos

que permanecem fixos por longos periodos de tempo, ou de

elevadas concentraccoes de pesscas =: 0,4

~ bibliotecas, arguivos, oficinas e garagens =: 0,b6.

DADOS FARA O CALCULD DE FLECHAS

1 — Fator de Utilizagao = {,2
2 — Umidade Relativa = 70%

Z - QLiIMP = 5 - 9 cm

O — Retaorna

Opcao —

FIGURA 7.2. - Instalag3o para o calculo de flechas
b} Umidade relativa do ambiente (em percentagem)

. ~ . .
c) Consistencia do concreto: abatimento de

acordo com a NBR 7323,
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7.2. ENTRADA DE DADOS

A entrada dos dados e feita via teclado, de
maneira muito simples. Nenhum dado e pedido pelo programa,
0 usuario insere aquilo que e conveniente, apertando a
tecla correspondente a insergao. Cada tela pode ser vista
com parte dos dados, sem que seja necessario inserir ou
modificar alguma coisa. Qualguer dado pode ser alterado a
qualquer momento. Os menus tem Sempre uma opggo de retorno

pare o menu de ordem superior.
= menus podem ser de dols tipos:

a) Menus de barras - sao agueles onde as setas para cima
(T) e para baixo (l) funcionam para mudar a OpCao. f tecla
ENTER torna a opgéu verdadeira. No caso de escolha errada,

basts retornar aoc mesmo menu;

b) Menus de rodape — sao agqueles que aparecem em telas de
dados, onde as copcoes sac escolhidas por numeros. O numero

SERG e a tecla ESC correspondem ao retornoc para o0 menu

0 ZERO corresponde tambem ao retorno na insercaoc
de dsdos, como por exemplo: para inserir os comprimentos
dos tramos das vigas, se for colocado ZERG no numerc da

viga, o reiorno occorre avtomaticamente.

Oz dados sao dividideos em tres partes: dados
1

. - . - ’ -
U= dados imiciais sap: © numeroc de lajes, o©

~ . —

ura 7. ilustra a tela feitaz

1
[
3
m

“
1
0
m
<
b
I
i
m
w}
4
I
y
(=
I}

o & .
0 programa parea a entrada dos dados gerais. Nela ectao

~ -
representados os dados correspondentes a figura 7.4.
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nome do
arquivo
e EXEMPLO1
DADOS INICIAIE
/ . X
1 - NUMERO DE LAJES NL = &
~ / — g y
2 — NUMEERDO DE VIBAS NV = &
- f f = I8.C MFa
ck ck
4 — TITULO = Exemplo 1
O — RETORNA
nggc —_
FIGURA 7.3. - Dados gerais

0= dados das vigas sao os compraimentos de cadas
tramc de viga. Agul a nogéo de tramoc nac estd relacionada
com © vao da viga:; um tramo € definido a partir dos nds
gue delimitam as laiec,

Analisando—-se a planta baixa da figura 7.4-a,
ocbheerva-se que a viga V4 tem dois VgDS, porem possui tres
tramos. Dessa forma, as vigas sao identificadas por  dois
numeros {figura 7.4-b), onde o primeirc e o niumers da viga
e « zegundn indics gual o tramo. 8 figura 7.5 apressnta os
tramocs  das  vigas e seus respectivos camprimentos,
referentes a figura 7.4.
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Pl Vi L P2 H) r3
2. 2 f
4
©
"
ps
'?
P4 V2 g PS f
¢ % |
20 280 2 340 20 430 20
V3 .
. 1/
Q Pé
O
[+
v
[o]
") o ~ - [ )
> > > ; >
V4
A L
P7 < P8 Q P9
{a)
1-2
N "
- N
L2 N
«©
2-1 2-2
o~
i
~
3-1
L3 L4
i T - —
o < ,L LS é
4-1 4-2 4-3

FIGURA 7.4.

(b)

- Lajes e vigas de um pavimento
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VIGAS (em) EXEMPLO1

Viga | N.Tr | Tr.1} Tr.2| Tr.3| Tr.4| Tr.5| Tr.6| Tr.7

1 2z [=1<1¢, 450

2 2z SO0 | 360

5 1 450

4 J 00 360 | 490
5 by 500 | 330

[} 1 SO0

7 3 358 15 330
g Z 356G 48

Setas, Fgip, FPgbn, Home e End para mover a tela

l1.Ant. 2.Post. 3.Insere 4 Modifica O.Retorna

FIGURA 7.3. - Dados das vigas

No caso das lajes, deve-se primeiro definir ope
lados da mesma, conforme mostra a figura 7.6. Cada lado
possuir n trechos, sendo cada trecho identificadce pelo
numeroc da viga e do tramo. 0 programa calculs os
comprimentos dos lados & verifica, auvtomaticamente, se os

lados 1 e ¥, 7 e 4 possuem o0 mesmo comprimento.

Lado 3

Lado 1 Lado 2

Lado 4

FIGURA 7.6. - Lados de uma laje



Com base na
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figura 7.4, pode-se construir a
tabela 7.1, contendo os trechos das lajes.
TABELA 7.1. - IDENTIFICAGAD DAS LAJES
Trecho 1 Trecho 2
Lado N. Trechos
\Y T v T
1 1 2 - 2
: 2 1 7 -3
Laje -
o 1 1 ~1
4 2 2 -1 2 -2
i 2 7 -2 7 -3
Laje 2 1 g8 - 2
! 3 1 1 -2
4 1 -1
1 i 5 -1
Laie 2 1 6 - 1
T 3 i 2 -1
4 1 4 - 1
1 1 & — 1
. 2 2 7 -1 7 -2
Laje 3 1 2 -2
4 1 4 - Z
1 1 7 -1
. 2 1 g -1
Laje 3 1 I -1
4 1 4 - =
Tem—se ainda como dados das lajes, oS
carregamentos e as espessuras das mesmas. A figura 7.7
representa a tela onde sac mostrados os dados de cadsa

laje.
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DADOS DA LAJE 1 EXEMPLOL
Lado{N.Tch. Trechos
1 1 5-2
4 1 7-3
3 1 I-1
4 2 Z2-1 2-Z
Cargas -
Lv(cm) = 330
Permanente = 3.5¢ kN/m L3 Lh{em) = 660
Acidental = 2.00 KEN/m
L1 Lz
Espessura
L4
h (cm) = 1C
1 - Anterior 2 — Trechos S - Espessura
2 — Posterior 4 - Cargas O — Retorna

FIGBURA 7.7.

Dados das lajes

7.3. UNIDADES

O programa cferece seis combinagaes de unidades.
(figura 7.8). Uma vez feita a escolha, a combinagge &
valida até que seja trocada novamente, quandec ocorre,
automaticamente, a transfermaggc de todos os valores para

a5 novas unidades.
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UNIDADES

Cargas (kN), Vaos (m), f (MPa), Momentos(kN. m/m)
ok (MFa), Momentos (kN.cm/m)

Cargas (tf), Vaos {m), fck(kgf/cmz), Momentos(tf.cm/m)

ck
»Cargas (kN), Vaos(cm), f

Cargas (tf), V;os(cm), fck(kgf/cmz), Momentos(tf.cm/m)

Cargas(kgf), Vaos (m), fck(kgf/cmz), Momentos (kgf.m/m)
.f
¢

Cargas(kgf), Vgos(cm), k(kgf/cmz), Momentos(kgf.m/m)

FIGURA 7.8. - Unidades

7.4. RESOLUGAD

Faz-se, primeiramente, o calculo elastico de cada
laje, supondo engastamento perfeito rnos lados onde ha
continuidade. De posse dos momentos Elésticos, e feita a
compatibilizagéu dos momentos negativos entre as lajes
virinhas, utilizando-se o critéric definido pelo usuaric

{item 7.1-f).

Uma vez que o calculo plastico utiliza um Jnice
momento negativo, ao longo de cada lade da laje, o
programa determina um momento negativeo para cada lado, da
seguinte forma: primeiro verifica se existe um  trecho do
lade cujo comprimento seja igual ou  superior a uma
percentagem desse mesmo lado, chamada de percentagem  de
momento (item 7.1l-e}. Em caso afirmativo, o memento
negativo, ao longo do lado em questac, € o proprio momento
que ocorre ao longo desse trecho. Caso contrario, a
escclha do momento e feita de acordo com © critério

definido pelo usuaric {item 7.1-g).
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[ 540 | 390 | 340 |
1 T 1 T
300 L1 m L2 o L3
+ m M m m
3 4 5 [
m
240 L4 ? Ls
470 , 8OO

B

FIGURA 7.9. ~ Momentos negativos compatibilizados

Seja o esquema da figura 7.9, onde o0s momentos
mL indicam os momentos negativos ja compatibilizados.
Supoe—-se que a percentagem de momentc € 80% e o criteric
para escolha dc momento negativec para o calculo plastico e
a media ponderada entre os momentos. As lajes LI e (5, por

exemplo, teriam os seguintes momentos negativos:

LAJE L1 LAJE LS

— lado 2 = m1 - lado 1 = m7
m .70 + m 390 + m .340
5 (3

4
- lado 4 2> m - lado = —
3 8010

1

Os momentes negativeos, para o calcule plastico,
sac esses momentos multiplicados peloc fator de redu;go do
momento negativo. So entae, e feita a ccmpatibilizaggo dos
momentos positivos e o calculo da relagéa M enitre os
momentos positivos. Com es=ses valores pode—-se fTazer o
calculo das lajes pela teoria das charneiras plasticas,

conforme marcha de calculo descrita no item 6.5. A seqguir,
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as lajes sao dimensionadas e o programa fornece algumas

alternativas para a escolha das armaduras. Finalmente,

faz-se o calculo das flechas, com base na marcha de

calculo do item 4.9.

A figura 7.10 mostra a tela que o programa

compoe durante a resolucao.

l

PAVIMENTO DE LAJES

I'd . .
Patricia Menezes Rios

Calcule Elacstice
Calculo Flastico 5 /7 S
Dimensionamento

Calculo das Flechas 5 / &5

ARBUIVOS Inicio =10:31:03
Dados:EXEMPLGI.LAJ FIM DE EXECUQAD Término =10:31:34
Saida:EXEMPLOL.LIS Execucao= C¢:r 0:31

FIGURA 7.10. — Tela de resolugao

7.5. APRESENTAQ&D DOS RESULTADOS

Os resultados do calculo das lajes podem ser

obtidos tantc via video, guanto atraves da impressora.
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8. EXEMPLOS

00 presente capitulo tem por objetivo apresentar
algune exemplos, com o intuito de comparar resultados e
evidenciar as potencialidades do programa. E feita a
comparaggo entre o calculo elastico e o calculo pléstico,
mostrandoc a economia que o© calculo pela teoria das

charneiras placticas pode trazer.

8.1. EXEMPLO N°1

Apresenta-se o mesmo exemplo dado por

FINHEIRO''®'

d . ld -
, que e constituido por um pisc de concreto
armadoc, formado por nove lajes decstinadas a laboratorios e
szlas de aulas. A planta de formzs e mostrada ne figura

g.1.

A fim de uma comparacac, e feito o calculo das

lajes em regime elastico e pela TCF.

fle vaps, as espeEsSuras & &S cargas encontram—se

indicados na tabela B.1.
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0
~
vl -]
\ TY—~ T \
Pl P2 3 P3 P4 ]
[+]
L1 L2 ; L3
h=9 h=9 h=9
o»
o~
<Y ve Py O.L g ™
- I R 77 - I\
W Ty q M \a.ﬁ ]
P5 P6 : P7 P8
|
L4 e LS s Le 22z
_4 h=9 1 h=9 o I [ h=9 L2
|
0,20 4,80 0,20 4,80 | 0,20 4,80 0,20
P9 P10 & P11 P12
8 v3 . o Py eL-
N L}; A N
-~ e ]
[«
L7 L8 © LS
h=9 h=9 . h=9
o} ©0 ~ o]
> > > >
9 V4 "Q“‘ ; [
A SN | ) GRNRN | L
P13 P14 & P15 P16
o

FIGURA 8.1. — Planta de forma do exemplo n21
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TABELA B.1. - CARACTER{STICAS E CARGAS

Li=L3=
LAJE = =
L7=Lg | L2=L8 | La=Lé LS
£h (m) 9,00 9,00 9,00 9,00
Caracteristicas| ¢ (m) | 4,00 | 4,00 | 6,00 | 6,00
h {(cm) 9 9 q9 9
p.p. 2,25 2,25 2,25 2,25
plso +
revect. | 1525 1,25 1,25 1,25
diviso—| , s 1,50 1,50 1,50
Cargas rias
(kN/m?) g 5, 00 5,00 5,00 5,00
q Z,00 3,00 3,00 3,00
p 8,00 8,00 8,00 8,00

8.1.1. Calculo elastico

0 calcule dos  momentos elasticos e feito
ytilizanda as fungaes aproximadoras apresentadas por
PINHEIRD''®’. O critério de compatibilizag%o dos momentos
negativos @ o maior valor entre a meédia e 807 do maior

momento.

Oc valores dos momentos elasticos e dos momentos
compatibilizades (dentro dos retangulos} estac indicados

na figura 8.2.
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|6,83 '6.02

B,48 9,790 (9,23 4,38 9,2)

2,69 [EZEE] J,84 [EZEZ]

11,46 9,88
| 12,77 10,814 —
14,07 11,16

14,59 (12,64 12,64

|$,82 |4.58
$,862 3,93
€,36¢ 5,62

14,07 11,16

Momentos em kN.m/m

FIGURA 8.2. - Momentos elasticos e compatibilizados

8.1.2. Calculo pela TCP

7 - - . .
No pre-dimensionamento utilizam—se os momentos
elasticos do item anterior e o mesmo criteério de

compatibilizacao dos momentos negativos.

Os momentos negativos, adotados para o calculo
pléstico, sao os provenientes do calculo elastico
reduzidos, ou seja, multiplicados por 0,621. Na figura 8.3
sac mostrados os momentos usados como dados para o calculo

plasticao.
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6,95 $,01
5,90(8,90 5,90
g.,63 €.87
7,93 6,53
7,93 §.53
8,45 (8,45 8,45
11,66 8,56
9,43 2,80
7,93 6,53
Momentpos em EN.m/m
FIGURA 8.3. — Momentos para o calculo pléstico
O= momentos resultantes do calcule pela TCP
estac indicados na figura 8.4. Estes momentos servirac de
base para comparagao entre o calculo elastico e o calcule

plastico.
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3,80 2,40
5,%0|8,%0 5,%0
3,oe 2,74
7,93 6,83
7,93 6,083
8,458,458 8,45
5, 01 2,11
4,08 2,41
7,93 €,53

Momentos em EN.m/m

FIBURA 8.4. - Momentos provenientes do calculo plastico

8.1.3. Comparagao dos resultados

Comparando—-se as figuras 8.2 e 8.4, pode-se
observar que os momentos resultantes do calculo plastico

sao menores que os provenientes do calculo elastico.

A fim de quantificar a economia que o calculo
pela TCF oferece, a tabela B.Z apresenta os momentos e as
armaduras resultantes em ambos os casos {adotou-se
d’=Icm). Para facilitar a Drganizaggo dos calculos, a
figura 8.% mostra, de maneira esquematizada, a numeraggu
das armaduras (os comprimentos das armaduras negativas nao

incluem a ancoragem das mesmas).
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L 7 vz M T
i 1
) S5
6
3 4| zl
L4 o L& 42 L€ 10
z 2
7 8 7
3| 4| 3|
9 . 11 . g
L7
L8 Le
o 5
&

FIGURA 8.5. — Desenho esquemético das armaduras
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co
3>

TABELA 8.2.- CONSUMO DE AQO
e
CALCULO ELASTICO CALCULO PLASTICO
Net @ b
m Ae { v m, AB I'4 v
1| 4 |380] 9,51 4,28| 200|13,0| 5,90 2,54| 240 9,3
2 2 |9BO|13,61| 6,54 250(19,0] 8,45} 3,75| 275|11,9
Z | 4 |480)12,77| 6,05 250(29,0) 7,93| 3,49 225(15,1
4 2 |480110,51] 4,80 200|11,05} 6,92 2,82 275 7,4
s | 4 {380] 3,83] 1,61 500|12,2] 3,08| 1,35| 500(10,3
6 | 2 |z80) 3,26 1,36 soo| s,2| 2.74| 1,35 500| 5,1
7 | 2z |s80} 6,85 2,98 s00{17,3| 4,05| 1,70| s00| 9,9
g8 | 1+ |s82] 4,65| 1,97 s00| s5,7| 2,41| 1,35 500| 3,9
g | 4 |4Bo] 4,53 1,91 400|14,7] =,80| 1,59 400|12,2
10 | 2 |48 6,82] 2,96| o0 |17,0] 5,01 2,13| e0o|12,3
11 | 2 |as0f 4,02| 1,69 40c! 6,5) 2,49 1,35 400| 5,2
12 | 1 {a48a)| 4,58 1,94] o0l 5,8] 2,11 1,35] soc| 3,9
Volume Vv = 156,7 = 106,5
de a 1

Unidades: mk(kN.m/m), As(cmz/m),

N2= numero da barra

& T
noonoon

vV (dm’), £ e b (cm)

numero de repeticoes de cada tipc de barra

largura em gque se distribul cada tipo de barra

comprimentc da barra

volume de aco das barras
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Os valores das flechas maximas das

lajes e o0s
limites estabelecidos pela NBR-6118 (item 4.2.3.1)
encontram—-se na tabela 8.3. Observa-se que as flechas
totais das lajes 4 e 6 sap maiores que a flecha limite
calculada de acordo com a NBR-6118.
TABELA B8.3. - FLECHAS
Flechas (cm) Limite
Lasje . . . da
e}a;t}ca final retracao total NBR
inicialjd. lenta s
1=3=7=9 0,248 0,875 0,133 1,008 1,333
2 =08 0,209 0,735 0,097 0,832 1,333
4 = 6 0,802 2,970 0,144 2,714 1,667
S 0,420 1,478 0,097 1,575 1,667
8.1.5. Programa
0 esquema de numeragsn das lajes e vigas
vutilizado para a entrada de dados no programa mostrado
na figura 8.6. No caso das vigas, primeiroc numero
corresponde ao numerc da viga, enguanto que o segundo

indica o tramo.
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1-1 1-2 1-3
- - - -
5-3 L1 6-3 L2 7-3 L3 8-3
2-1 2-2 2-2
o-2 -2 - -
. L4 6 LS 7oz L6 8-z
3-1 32 I-3
= - - —
5-1 L7 6—1 L8 7-1 L9 8-1
4-1 4-2 4-3%
FIGURA 8.6. — Esquema de numeraqgo das vigas e lajes
A seguir apresenta-se a saida fornecida pelo

programa.
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LAJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios
Obra : Exemplo 1

M A e S — o Y v G O o oo A e iy M e Heio Covee A G i Mo s T e dbite i (e G Syie Gl W b G U G Y S SO Pt Y Pl P W B et SRS TS A B e W A GO S S St
e M e e e e s oy e i e s o W o S S T AP e e S ity YoM, e o o S (W W S S . ot S . i T S S T S T " (. — o o " S

3%k K UNIDADES sk %

Vaos - m Espessura - cm
Cargas - kN/m? Momentos - kN.m/m
Armadura — cm?/m Flechas - cm

%k X DADOS X X

Aco CA-508 FPoisson = 0.20 Cobrimento = 0.5 cm
7 Engaste = 70Z % Momento = 70X

Compatibilizacao = maior valor entre a media e 807 do maior
Momento negativo para o calculo plastico = media ponderada
Fator de reducac do momento negativo = 0.621

Fator referente a combinacao de utilizacao = 0.2

Umidade = 70 SLUMP =5-9 (cm)
Dados Gerais

Numeroc de (lLajes = @
Numerc de Vigss = B
Fck = 1IB.C MP=x

Dados das Vigas
VIGA Tramcs Iri Tr2

1+

i 3 .00 5,00

TrsS Tre Tr7 TrB Tr9 Trif

2 3 5 o
- -
R 5,00
: K 3 g

c - . ,

5] 3 §,00 &

. - .

6 : &, &

- - PR

7 4,00 ¢

n -  onn
d 4,00 8.

Dados das Lajes

lLaje 1 th=3500 Lv=400 H= § £=506 6=34
Ladp N.Tchs  Tch Teh2 Teh3 Tchd TehS Tehéd Teh7 Tech8 Tech9  Tehid

! A

-

Z i £-3
3 1 L=t
Laje 2 Lh=500 Ly=4.00 H= § E=0800 §=2310
Llado N.Tchs Teh! Tch2 Teh3 Tch4 Tchd Tehe Teh7 Teh 8 Teh 9 Tehid
i i -3
51 -
4 i i-1
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LAJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios

Obra : Exemplo 1

e Ep—

T . T T o s o s oy S0 ST 500 A S v e g B S e v e e S e G e Y A B S Sl A PO SR o S s o e e

e e o o e e e e . e R . N T N N N L T N T S N T T e T T I e s AT M e v o o o o v e

Laje 3 Lh=500 Lv=4,00 = 9 B=5,00 0=3.00
tado N.Tchs Tch! TchZ Tehd Tehd TechS Tché Teh7 Tch8 Teh 9 Tehio

1 I 7.1

l g-3
3 { 1-3
4 { 2-3

Laje 4 Lh=500 Ly=60 H=§ 6=540 =30
Lado N.Tchs Tchl Tch2 Teh3 Tchd TehS Tché Tch? Teh8 Teh9  Tehid
"

i ! 3 -

z ! ¢ -2
3 ! -1
4 i -

Laje o5 Lh=35.00 Lv=400 HB= § §=3506 §=3,060

Lado N.Tchs Tchl Tch2 Tch3 Tchd TchS Tch o Tch?7 Tch® Teh 9 Tehid
L1 8-z
Z i 7-12
T 2.2
[ i -2

iLeje & Lh=500 Lv=600 H= G £=9506 0=3,00

Lado N.Tchs Tchi Teh2 Teh3 Techd TchS Tehé Tech7 TchB Teh 9 Tehiod
: i g2

‘; i 3’3\

Laje 7 Lh=500 Lv=400 H= 9 §=5.00 0=3.00

{
Lado N.Tchs Tehl TehZ Tehd Teh 4 T:h 9 Tché Tch7 Tch® Teh 9  Tehld

! (O
2 Loe-l
3 |
s Lo

-

Laje 8 (f=500 Lv=&06 K= § §=54

lado N.Tchs Tchi Tch2 Tch3 Tehd TehS Tehs Tch? Teh 8 Teh 9 Tehto

' : ¢

i b i
- - .
A H 7o~ i
R 1 ! i
- P - .
kS i nom g
K i K £
. . "
& 1 4 4

Laje 9 Lh=3500 Lv=400 K= & G=503 §=3.400

Lade N.Tchs Techi Teh2 Tchd Tch4 TchS Tché Teh7 Teh8 Teh§  Tehid
! 1 1

1

i

B el 3
[IRE B = & RSN}
t

1
L A

B
t
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LAJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios
Obra s+ Exemplo 1

A e g e T ——
Rt e e+ - - S+

Ak Xk RESUL. TADOS %k XK

Momentos provenlentes do CALCULO ELASTICO
Laje 1 Mh = 3,69 Mv 5.18 ihho= 5,78 rv o=11.44
Laje M o= A5G My = 4,050 Yho o= 5,205 Yoo o= G HG
Laje Pl = 5L, A9 My = to= 9T Xv =11.46
Lajre b = My = ih =14 .5G Yv =14.07
Laje My = My = Flo =10, 64 yv o =11.16
Laje fiy = My = xh ﬂiﬂnbL Xy =14,07
Laje by My = xh v o=11.4
Laje M = fiy = Xovo=m 5L
Laje Fify = P = X o=il.44

H

N

A

N

t

% h

/z' o=

LN b

Momentos negativos apos a COMPATIBILIZACAO
ViBA Ml M2 K3 K& K5 MEp M7 ME RS Mo

1 6,00 0,00 4,00
z 12,77 16,8 12,77
3 12,77 10,81 12,77
4 0,00 0,060 §,00
] o000 0.0 (L6

& 9,51 13,61 9.5
7 F.50 1361 9.5

a 4,00 6,00 4,00

Momentos para o CALCULO PLASTICO
Laje 1

F ey T A T -
e, iy o= DA M o=
M = H = S I 1 i = 7 O
M [ » i £ T
Py =
[y — R [ — i =T
i = i = BN Pa = 4R
= L.
= {3 BT m v MO = 797
- pe Soa b [ A
=1L ik
= 045 M= 7, Fag o= 7L O3
i = &
4 st
bt P e A 4 A B
i . Moo= & Md = &, 52
prite "
. . - A4 e Ty
=iy [P Pl Ma = 7.%E
£
— = v A0 =
== o Proom Pt 14 = (i _ il
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L AJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios

=)
o
]
o
m
x
hn
3
i O
[
o]
[

Laje 9
Fos ., Mby = 56T Mv = @&,95
Mesty . ML = 5,90 Me = 0,00 ML = 7,95 Md = 0,00

Momentos provenientes do CALCULO PLASTICO
Laje 1
Foz. Piby = 2L O My = 3,
e M1 o= 0,00 Mo = H,90 ME = 0,00 M4 = 7,97

Laje

k3

b, Mbv = 7,74 My om0 40
Meog ML= B, 90 Mo o= 5,00 M 0L 00 M4 = &, BT

! e — fas Sy
i - . 7
b2 :

i S e

M4 = 7S5
!rs.fi. E= S |j:'p{'__1

- w

Md = 0,00
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LAJES -~ Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios
Obra : Exemplo 1

ST Lo 7= 17360
'-:‘1 'z’ 6 " ::r’ Cow :.ﬁ ::‘-:) ‘Z‘ 8 " "'

Tramo 1 B 110

I

n

)X

<4

=

H

rn

—

B

i

-

D

Ll 0
"

[ J

N

Tramo 125

Tramo 2 fs = 2,54 Lool= 170 L= 110
JRT A O SO o 200g B0 0,20

Viga 7

Tramo

et

,y
e
Sy
~on
[y

O3 e ey

B I
Tramo [ As 140

L B

bramo

I A
P ARG i B
7B SR O B

P T Y

[F4 B R

IR |
o

Il
'.‘l. b_.k
b 1Y

o o 3 4 i T E o}
A it 1 o [ I )

L I g 4 [ - i T e

&el &5 @ R.D . 2 L.l Taid

4

1

1.

+ - ; - )

i . [ R ol

s

p

1

1.

-

]

.

. S e -

L. o el
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L AJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios
Obra t Exemplo 1

R T N T N T N T N T S T T T T T T T oSO ORISR S S

ELECHAS (cm)
Laje 1
Aih 0.248 Ao = 0,875 Acs = 0L1373 Ath = 1,008
Aiv = 0,248 Are = 0.8bb Ace = 0.090 Aty = 0.956
lLaje
A1k 0,200 Ace = 0.745 fhre = 0,007 Gvh = 0,850
Alv 0,209 Acc = 072350 fics 0,085 Atv = 0,821
Laje
Alv
Laje
it
friv
Laje

N "
i

o
i

A

tH

0,248 fce = 0,875 fire = O,1%% Otk = 1,008
0. 248 foe = 0.866 fioce = 0,090 Bty = 0,984

U

It

713

0. B0 face = ZOETO0 facs = 0,144 ath o=
« 120

GLEES Aoo = 1.957 Goe = 0,142 Aty =

[N

fien ¥

fa3 b fhor = 1.478 fAre = 0,097 farh o= 1,575
Hiv foc = 1.138 fcs = 0,139 Aty o= 1,328

Laje
=1 h
Alv

Laje
& ih
Alv

Laje

s R L

zl
.
it

AR foc = 2,870 e = O.144 Ath = 2,713
GL.OE5 focc = 1,95 fre = G,162 ftv = 2,120

~ R

.24y fAce = 0.87% Acs = 00133 Ath = 1.008
. 2448 focc = O.8L& Aocs = GLO%0 Aty = 0.9546

It

o

fabh = Ao = 0,755 fyoe = 0,097 fth o= O.832

Alv o= O,20% Y W N AR ) fFre = 0,085 Aty = GL,BZ21
Laje 9

frify = 0,248 oo = 0,875 Acg = OL.1373 fath o= 1.008
ALy = 0,248 fPRcc = 0.8585 s = 0,090 Aty = 0,956
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8.2. EXEMPLO N¢2

Este exemplo e mais complexo que o primeiro,

procurando assim, evidenciar toda a sictematica adotada

pelo programa.

A figura B.7 mostra a planta de formas do
pavimento, que e constituido por quatorze lajes destinadas

a escritorios.

Novamente, e feito © calculo elastico e o

calculo pléstico, para comparacac do consumo de aco.

Ds Yans, as espessuras e ac cargac encontram-se

indicados na tabela 8.4.

TABELA B.4. - CARACTERISTICAS E CARGAS

Li=| L2=]| L3=] L4=
L12] L13] L14} LS

ih(cm) 500 4B0 | 320 500 480 1220 3520 48O

-
B

L7 L8

-
O
rr
|

-y

Carac-

teris—| ¢ (cm)| 600} 530| 730| 550 550| IS0 | S00| S00
v

ticas | v (el 10 8 | 16 | 10 8 8 8 8

p.p. |2.50|2,00|2,50|2,50|2,00|2,00|2,00|2,00

pisc +
reves.
diviso- -
Cargas| rias

A N - . o - - - - -
(EN/m") g 5,00(4,50|5,00|5,00(4,50(4,50|4,50|4,50
q 2,00(2,00|2,00(2,00|2,00|2,00|2,00|2,00

p 7,00|6,50(7,00|7,00(6,50|6,50]6,50 6,50
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FIGURA B.7.

g vi1
4 PV g vz 8
' o oo )
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= ‘
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V4 2P
o © P8
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h=10 h=8 ht L6 o
> h:8 "
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20 480 20 5023 >l 4622 20
ey V6 ph - o0} r”
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~ Lz = L3 9 = .
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20 g 480 20 462é 15 502*52 20
g Vo
|, P2l x gu fy/f’lr 5
fl i vio P22 5 P23 & P24
A ‘{o
N

- Planta de forma do exemplo n22
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8.2.1. Calculo elastico

Os valores dos momentos elasticos e dos momentos
compatibilizados (dentro de retangulos) encontram-se na
figura B8.8. O critério de compatibilizacao utilizado € o

menor valor entre a media e 1,2 vezes o menor momento.

1506 {999
999 {11877
oo |
[fiss]
[520 332 EEEE]
509 329
e74 445 EEE:
_er4 | A 534
868
122 MZse ] 833  reze} [£z07]
1274 822 =
203 1877
1372 |903
1083 |
‘505 E}aa I244 r— 1500 4@;?1
516 3oo 634 ——J

903 [455 182
602 395 [:::

163
822 oo 634 =1
io3s L2221 pusyn KALS
824 |87
{555 l593
448 EEE] 399¢
361 367
Ges] [363]
1035 1 9554r——j
ozz L2221 e3as L oir

Momentos em kEN.cm/m

FIGURA 8.8. — Momentos elasticos e compatibilizados



8.2.2. Calculo pela TCP

Os

momentos

plastico

550 0s

- 216 ~

negativos

usados

pelo

do calculo

provenientes

!/
calculo

elastico

reduzidos, ou seja, multiplicados por 0,621. A figura 8.9

mostra os momentos utilizados pelo calculo pléstico.

745 1745 745 |745
765 489 1048
1054 699 1435
8 05 514
805 S14
€73 |673
472
750 460
472
577
51
338
731 470
221
577 472
577 472
550 |50
207 ez
533 531
577 472

Momentose em kEN.cm/m

FIGURA B.9. - Momentos para o calculo plastico
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Os momentos finais, resultantes do calculo

TCF, estao indicados na figura 8,10,

pela

745|745 745 |7 45
431 169 €27
594 242 858
805 514
805 514
€73 (673
472
416 460
472
136
527
332
172 165
7?7
577 472
577 472
550|550
383 Jez7
225 233
577 472

Momentos em kN.cm/m

FIGURA B.10. - Momentos provenientes do calculo plastico



- 218 -

8.2.3. Comparagao dos resultados

A tabela 8.5 mostra os momentos provenientes do
calculo elastico e plastico e as armaduras resultantes
(adotou-se d’'=Icm). 0 esquema das armaduras encontra-se na
figura B8.11. Vale ressaltar que o0s comprimentos das

armaduras negativas nao incluem a ancoragem das mesmas.

1 2
14
13 s
L1 1.2
L3
d ]
4
|
z24 o5
16 > 1 9'
17 = Lé
18
1.4 LS
10] 11' 12|
27 6 28
15 20
L7 L8
8

FIGURA 8.11. — Esquema das armaduras
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TABELA 8.3.~ CONSUMO DE AGO

CALCULO ELASTICO

CALCULDO PLASTICO

Nep @ | b m A. { v m A. { Y
1 2 |513]11199 6,65 250(17,1] 745 3,79 220] 8,6
2 | 2 |513)1199 | 6,65 260|17,7]| 745 | 3,79| 200| 7,8
3 | 2 |535]1083 | 5,86 250(15,7] 672 | 3,39| 260 B,7
4 2 (185]1083 5,86] 260 5,6] 745 2,821 185{ 1,9
o | 2 [330] D46 | 2,70 240 4,4] 460 | 2,25 310| 4,7
6 | 1 |485] 886 | 4,62 250| 5,6] 950 | 2,72| 295| 3,9
7 2 |4BO 1296 9,17 | 25012,4] 805 3,07 300 8,8
8 2 (463 828 4,281 240} 9,5} 514 2,931 325 7,6
9 2 |503] 761 3,89 260[10,21 472 2,31 185} 4,3
10 2 |463| 929 4,88 250(11,3} 577 2,86 255 6,7
11 2 251 761 3,89 250} 0,5 577 2,86 180 0,3
iz 2 |[463] 761 5,89 240| 8,6] 472 2,31 | 170| 3,6
i3 2 |983| 827 3,16 500(18,4] 594 2,22} 500}12,9
14 2 |513] 245 1,20 480 | 5,9 242 1,20| 480 5,9
15 2 |71341207 4,77 S20|35,3] 858 3,29 520 |24,4
14 2 |5835) 746 2,83 500 (15,1} 527 1,96 500110,5
17 2 |B35] 385 1,856 480 9,6} 172 1,20 480 6,2
iB 2 |EZ35) 117 1,20 52¢| 4,2 77 1,20 520 4,2
19 1 {485 345 1,76 520 4,4) 225 1,20 820 3,0
20 1 1485 363 1,75 480, 4,1] 233 1,20| 480 2,8
21 2 |480] 820 1,93 600(11,1] 431 1,59 600} 9,2
22 2 |463) E3Z2 1,89 530| 7,8] 169 1,201 539 3.9
23 2 |503] 903 2,47 730 (25,5 &27 2,35 730117,2
24 2 1480] S05 1,88 950} 2,9] 416 1,53| 550 8,1
z 2 |8463) 244 1,20 5254 | &,1) 136 1,201 280} 4,1
25 2 |50} 182 1,20 E50] 4,21 165 1,20 354 4,2
27 1 (393} 55D 2,752 500l &,91 383 1,85 900G} 4,56
=28 1 [4&6=) 593 2,95 500! &,8B) 387 1,87 500 4,3
Volume aco Vo= 293,9 = 196,4

Unidades: m (kN.cm/m), ﬁs(cmzfm),

Ne
2]
b
£

VvV o=

numero da barra

Vv (dm’), £ & b (cm)

= numero de repeticoes de cada tipo de barra

largura em gque se distribuil cada tipo de barra

comprimento da barra
volume de aco das barras
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8.2.4. Flechas

Os valores das flechas maximas das lajes e 0Os
limites estabelecidos pela NBR-6118 (item 4.2.3.1)
encontram—se na tabela 8.6. Deve-se chamar atengso para o
fato de que, em algumas lajes, as flechas totais

ultrapassam os limites fornecidos pela NBR-6118.

_ Flechas (cm) Limite
Hale e}ést@ca final retracao total ﬁgR
inicial|d. lenta 3

1 =12 0,491 1,488 0,137 1,825 1,667
2 =13 0,466 1,632 0,100 1,732 1,600
3 = 14 1,199 3,186 0,168 Z,354 1,733
4 = 9 0,334 1,168 0,146 1,315 1,667
S = 10 0,320 1,137 0,132 1,268 1,600
6 = 11 0,131 0,466 0,162 0,628 1,167
7 0,515 1,766 0,126 1,892 1,667

8 0,349 1,241 0,138 1,379 1,600

B8.2.5. Programa

0 esquema para a entrada de dados no programa
encontra—-se na figura 8.12. e o0s resultados fornecidos

pelo programa saoc apresentados a seguir.



11-4

11-3

11-1

- 221 -

1-1
2-1 2-2
L1 L2 L3
12-6 14-3
16-5
3-1 3-2
14-2
4-1
L4 LS
12-5 Lé
14-1 16-4
o-1 o-2 5-3 2-4
L7 L8
12—-4 1i5-1 16-3=
6—1 6—2 &3 b—~4
L9 L10O L11
13-3 16-2
12-=
7-1
13-2
g8-1 g-2
L14
Liz2 L13 i6-1
172 13-1
9-1 -2
10-1 12-1

FIGURA B8.12.

Numeragao de lajes e vigas
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LAJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios

Obra Exemplo 2

e e e e e T L P T T P T e
3k ik UNIDADES b B

Vaos - €m Espessura — cm

Cargas - kN/m? Momentos - kN.cm/m

Armadura — cm?2/m Flechas - cm
K XK DADOS Xk XK

Aco CA-508 FPoisson = 0.20 Cobrimento = 0.5 cm

% Engaste = 80X Z Momento = 677

Compatibilizacao = menor valor entre a media e 1,2 vezes o menor
Momento negativo para o calculo plastico = media ponderada
Fator de reducao do momento negativo = 0.621

Fator referente a combinacao de utilizacao = 0.2

Umidade = 70X% SLUMP =5 -9 (cm)
Dados Gerais

Numerc de Lajes = 14
Numero de Vigas = 16
Fck = 20.0G MPa

VIBA Trames Trd Tr2 Tr3 Trd TrS Trbs Tr7 Tr8 Tr9 Tri0
i i 550
? z 455
.
5 4 45 450
é 4 0 48
7 1
g Z
g 2
10 i
i 3 00 354 &30
i 7 TLi RO 880 €1 Hi
i3 I 350
in i
it 5 | T
Dados das Lajes

Laje 1 Lh= 3 Lv= 630 H=10 E=3500 &=2.00
Lado N.Tchs Tehl TehZ Teh3 Teh4 Tchd Teche Tech7 TchB Teh 9 Tehid

i i i1-%

~ ~ ¢ -
2 Z 12-¢& 12-7
3 ! -1
l 1 T
4 : i
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L AJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios
Obra : Exemplo 2

TT o T e A e e T S S G e s e S W S B e TS ST G G e S S e S s e e vt SO 20 - oo ot S s O T U T s G Yot o S v S e o
e e e e e e e . e e S R R N R N R T S R S N S T T T N N T S e e e T T T e e

Laje 2 th= 480 Lv= 530 H= 8 6=45 10=2.0
Lado N.Tchs Tehi Teh2 Tchd Tehd tchd Tche Teh7 Tch® Tehd  Tehio
i 1 12 -6

/ -3
3 Loo2-d
4 I3-2

-

Laje 3 Lh= 820 Lv= 730 H=10 6=5100 = 2,00
Lado N.Tchse Teht Teh2 Tchd Tehd TehS Tehé Tech7 Teh® Teh 9 Tehld
i 2 -2 i4-3

f 1 16'5
3 i -7
4 i 4 -t

e
4

Laje 4 Llh= 54 Ly= 5% H=10 6=5,00 §=2.0
Tch2 Tech3 Tch4d TchS Tehé Teh7 Tch® Teh 9 Tohid

Lado N.Tchs Teh
{ ! il -4
Z 1 i2-5
3 : T -
4 R 5-1

Laje S Lh= 4806 tv= 580 H= B E=4,5 @§=Z.00
Lado N.Tchs Tehd Tch2 Teh3 Tehd TehS Tehs Tch?7 Tech € Teh 9 Tehid

1 1 1% - &
i i-3
- - IV -
z Z -1 18-z
k! T -7
H -2
4 i 5 .7
: 1 2= 2

Laje & Lh= 520 Lv= 35 H= & § =45 §=72.400
Lado N.Techs Tehl Tech2 Tch3 Tchd TehS Tehé Tech7 Tch8 Tch9  Tehid

i TR

Z i b~ 4
3 i § -
§ Z 1-3 §-4

Laje 7 ih= 824 ifv= S0¢ H= F H=4,% (=
Lado N.Tchs Tchd Tech2 Tchd Tchd Teh5 Tehé

Teh7 Teh 8 Teh 9 Tehid

. - .

! 1 iz - &

- . s .

H I3 a-1

T = T . 7 E .7
- o i‘ W P

. . , - ; -

& i t - & -5

Laje B Lh= 880 iv= 300 K= 8 6=4&5 §=2.0

Lado N.Tchs Tchl Tch2 Tech3 Tehd TchS Techd Teh? Teh8 Teh 9 Tehio
! S LI
I ! -4
i ! £ -4
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LAJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios
Obra ¢ Exemplo 2

e R R e e e e e e R ——
I ST S R Attt S

Laje 9 Lh= 500 Lv= 550 H=10 6=500 08=2.00
Lado N.Tehs Tehl Teh2 Tehd Tehd TehS Tehs Teh7 Teh 8 Teh 9 Tehid
! {o1-2

l i 12-3
3 ! b-1
4 ! g-1

Laje 10 Lh= 480 Lv= 550 H= 8 6:=45 §=2.00
Lado N.Tchs Techl Tch2 Tchd Tchd Tehd Teho Teh7 Teh® Teh9  Tehid

{ i -
2 713-7 13-
3 i -z
4 1 -z
Laje 11 ith= 520 Ly = 3& {= g E=4,5 §=2,00
Lado N.Tchs Tchl Tch2 Tchd Techd TechS Tehe Tech7 Tech8 Tech§ Tehid
] {o13I-3
i 1 i6-12
3 z 6 -3 b-4
i LTl

Laje 12 Lk= 500 Lv= &00 H=10 8=135.00 (=2Z.00

Lade N.Tchs Tchl Tech2 Teh3 Tchéd TchS Tché Teh7 Tch® Teh 9@ Tehid
i £t
Z z 12-1 1z2-1%
3 i g -1
§ i i -1
Laje 13 Lh= 487 {v= 330 {= B E=45 §=2.,40
Lado N.Jchs Tehl Teh2 Teh3 Tchd TehS Tehée Tch7 Tech8 Tch 9 Tehid
g 1 17 - 7
Z i 12-1
I i -2
“‘I i C;’ A
Laje 14 ir= 55 iLv= 730 H=10 B=500 §=Z00
Lade N.Tehs Tch!l Tch2 Tchd Tchéd Teh§ Tehéd Teh7 Teh € Teh 9 Tehid
< 12-1 13-2 :
Z H -1
4 .
»k sk RESUL. TADOS 3k kK
Momentos provenientes do CALCULO ELASTICO
Laje 1 o= 474 My o= BO% KR o N
Laije =2 ' SR o N o=
Laje = b ¥ =
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Autora : Patricia Menezes Rios
: Exemplo 2

Obra

o e e e e e e o e e o e S T T e S e e S e e S e T LI TR
e o T o o T o o . 1o i o i . oty e Yot . i, e, . S i i, SN, e i (Bl it Al s S Sl G o, Wl il s DD SO W e VS SRl B, (el G Yo

Laje
Laje
Laje
Laje
Laje
Laje
Laje
Laje
Laje
Laje
Laje

V16A

oA B

.

-
el o B o s L S S L B

4 Mh
] Mh
6 M
7 M
8 1
) M
10 Fik
11 Mt
2 "t
K ity

14 Fhy

LOZ Mv
o5 Mv
My
My
M
My
M
My
My
N

v

Momentos negativos

= E1¢é

e

11
y o5

S

¢

11
B =)

(N =
0

8ol

]
1
G N

5 S o + B A

= NN
-
= A0
o £
=5

127%

G0,

4

oo
5.,' \-'

BY4
674

1327

Xv
Xv
Xv
Xv
Xv
X
Qv
Koy
} Y
Yo
F v

apos a COMPATIBILIZACAO

KL M2

{
{
12%¢ B28

6 929

G 57%
7El
no s
1298 g28
{ 0
{
4 {
G 1159
o P
1189 1GR3
£x- ieig
Sdn 10E3
oo
BH&
g {

B3

~F
o o
pass

e

e N3

761
761

e M

7

G

M

8

n9

N0

Py 4
Fan RN

14

M4

M

1274

iyl
e K

64
1025
G55
1274

Bz

o

64

1318

- o -
r~r—-—3—=

Zan

=14
o
475
+ ol

[
S
Wb
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LAJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios

Pos. Mh = 221 Mv
Ne . ML o=  E3H M2 = () Moo= 472 M4 = 477

n
D
~

- O

My = G907
ME = BHG M =

f_ﬂ
i
~J

M4 = 577

R 0 4

Mz = P4 = {

ME o= 214 Fao= &

Mz = 472 [N o
CALCULO PLASTICO

MI o= O M4 = 805

M= ¥ Foo o=
Moo= gok M4 = e

D14 Ma = =TV
fI0 s SR, * a -
fn = = <
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LAJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios
Obra : Exemplo 2

M1 = 0 M2 = 550 M3 = 577 M4 = 577

M = 0 ME o= 477 M4 = 47

o My s

Newt Mio= i) Mo e Ma = ) M4 = B4
Pit = 14
M s ML= 5 M4 = 514

i = 1
P 16
it = 5 M o= 47 Pl =
e . ity s B0y f -
e ML= i MIo= 745 Moo= 805 4G = 0

\ ) e L -
7 it P M4 =
o - P e
framm L = T, T Lo4= 145
P
14T

o
o

o

e
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L AJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios

Obra : Exemplo 2

e e e e ey e——

Tramp 1 As = 2,31 L11= 85 Li4= 100
40 ¢ 6.3 c.13

Viga 8
Tramo 1 L 9= 145 L12= {55
Ll 1o 8.0 .16
Tramo @ Ll 145 160
N A A N (I & W
Viga 12

e
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LAJES ~ Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios

Obra : Exemplo 2

R R R . R N R R R R N R R I N R T R T R R T N R R N S S M T S

Laje S

Ash = 1.20 290 5.0 .16

Asvy = 1.20 20 5.0 c.l6
Laje &

Fsh = 1,20 22 09 8,0

Acy = 1.20 25w 5.0
Laje 7

Ash = 1,20 31 ¢ 8.0 c.lé

ey = 1.85 Sl o 9.0 .l =1l 2 6.3 .17
Laje B

fagby = 1

Pey = 1,
lLaje 9

Ast = 1.96  BE g 5.0

fFmy = 1,03 .
Laje 10

feby o= 1020 35 o B.O Llé

fFesv = 1.20 S0 03 h.0 c.lb
Laje 11

el o= 1350

Asy = 1.20
Laje 12

» 16
.16

n n

20 D oc.lé
87 4e ¢ 5.0 c.l0 IO 6.T oLlb

4
[y
=
&
]

L0
1

al

Z 6.5 C.lb
Z b.I .20

!
]
I

m

¥
.
-
.
i

.
i...!.
o

Z 2.0 c.lé

B
a1
=
m

c.iB

-

c.l3

40 g 6.3

Laje 1

fAikl o= 0,491 oo o= 1,6B8 fBoe = O,137 fAth = 1.825

iy o= 0,384 focc o= 1.34%2 Acs = 0,176 Atv = 1.81¢
Laje 2

FAaib o= DL,468 fioo o= 1 fre = 0,100 fath = 1.73%

Py G, B0 foo o= 1 frs I At = 1.424

Lase 3
Aik o= 1,199 Goo o= R, 18é&
Biv o= i &

Laje 4
Aib = 0,338 Grec = 1.15%
iy = 0,334 o = 1

Laje S
fiily o=
AiN o=

i

Ath = I,I04
Aty = 2,177

n
B

2%

I

“1

[“1

1

b o
o
ol
DT
o
o
P
J bt
0o
i

Ath = 1.282

.
~
Rl
T
NN
HiE
Ui
-
e 4]
- b
-+
<
|
Pt
b
}.-J-

Arc = 1.1736 foe = 0,100 Ath = 1,237

i E - A —_— 3T . N e - Y goen
oo o= 1134 fre = J.l,; Aty 1268

i
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L AJES - Calculo das lajes de um pavimento
Autora : Patricia Menezes Rios

Obra t Exemplo 2

41 4-3-3-¢ -+ 33432232344 $-1-}-% -3 4333} 3 2 34+ $-3- ¢4+ 43243 %4342 473 % % 3

o

Laje
Aih
ANV

Laje
fAih
Aiy =

Laje 8
fFah o= 0,349 Acc = 1,241 Acs = 0,178 Ath = 1,379
Aiv = 0,344 focc = 1,208 fAcs = 0,126 Aty = 1,334

Laje ¢
Faib o= 0.3
PBiyv = 0,35

Laje 10
Aih o= 0,30 Acc = 1.1736  Ace = 0,100 Ath = 1,257
Aiv = O,5ED Roo = 1 b Acs = D137 Sty = 1.263
Laje 11
frih o= 0,131 Acc = 0,446 Ace = 0,162 Atk = 0,608
Fiv = 0,131 Acc = O.466 Acs = 0,053 Aty = 0,520
LLaje 12
ik o= D451 Acc = 1.688 Acs = 0137 Ath =
fGiv = 0,384 o = 1.342 Acs = 0.176 Aty =
Laje 13
Fiihy 0,468 fro o= 1,632 fice = 0,100 Atk = 1,733
fAiv o= 0,254 Acc 1.256 fce = 0,168 Aty = 1.424
Laje 14

14
it

0,131 Ace = 0.466 Acg = 0,162 Ath = 0.628

0,131 Acc = 0,466 Acs = 0O,08T Atv = 6,520

~ H

0,287 f_oe = 1,375 Aces = 0,162 Ath = 1.
G.Bl1h fcc = 1.766 Acs = 0,12 Atv = 1,

it

2

B~

G e

Aocc = 1,151 Acs = 0,171 Ath = 1.28%
fAcc = 1.149 frs = 0,146 Aty = 1.315

4

i

(]

.8
=
o

1

e
o

it

i

ity = 1,199 fBcn = 3,186 re = (0,168 fAath = 2.354
Fiv o= 0,548 fcc = 1.881 Yt

= 0,297 Aty = 2,177
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9. CONSIDERACOES FINAIS

9.1. ANALISE DOS RESULTADOS DOS EXEMPLOS

No calculo pela TCP, onde os momentos negativos
e & relagéa entre os positivos sac fixados, nao e
necessario que seja feito um calculo iterativo entre as
lajes vizinhas. Conveém ressaltar gue, quando um lado de
uma laje esta conectado com duas lajes diferentes (vide
lajes L3 e LS do exemplo 2), os momentos negativos,
adotados para as lajes, podem ser diferentes ao longo do
mesmo tramc de viga. Cada laje e dimensionada para seu
respective momento negativo, levando—=se em conta sua
espessutra, e adotando—-se a maior armadura. Esta
Simplificagéo nac compromete os resultados finais; estandn
a favor da seguranca.

Do calculo dos comprimentos das armaduras
negativas, segundo o que a NBR-&6118'%'7 (item 3.3.2.7)
especifica e seguinde o sugerido no capitulo 6, podem
resultar valores bastante diferentes. O calcule sugerido
pela NBR—-6118 supoe diagrama triangular de momentos
negativos, o0 que refere-se a hipétESEB elasticas, sendo

iseo um fator para acentuar a diferenga.

Fartindo das tabelas 8.2 e B.D, pode—-se concluir
gue & econcmia que o calculp, pela teoria das charneiras
plasticas, pode trazer € significativa. No exemploc 1, o
ralculo plastico resultou numa econeomia de 32,04 no

-

consumo de acce, enquanto, no exemplo 2, este valor foi  de
S0
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33,2%.

Em relagso as flechas, observa-se que a flecha
total, incluindo os efeitos de deformacao lenta e

retragéo, e muito maior que o valor da flecha elastica
inicial. A considerag%o desses dois efeitos, dependentes
do tempo, conduz a uma flecha final da ordem de quatro

vezes o valor da flecha inicial. Nota-se ainda que existe

uma diferenca entre as flechas nas duas direcoes,

resultante das simplificagaes ao se analisar cada diregio

isnladamente. A titulo de comparagéo com o0s valores

limites sugeridoc pelas normas, o critério gue considera a
maior delas & razoavel para as lajes com relagao entre
lados proximoc de um, estando a favor da seguranca. Pode-se
tambem adotar a flecha na direggo dos maiores momentos.
Seriam necessarios dados experimentais, para gue um

criterioc mais apurado pudesse ser sugerido.

0= exemples apresentam apenas as  lajes sem
bordas livres, uma2 vVvez gue a elaboragao de fungaes
aproximadas para o calculo de momentos fletores e flechas
esta fora do ecscopo deste trabalho. Essas fungaes podem
ser desenvolvidas e facilmente acopladas ao programa. 0O
trabalho de FINHEIRO'!?®’ apresenta fungaes para o caso das

lejes retangulares simplesmente apoiadas ou engastadas em

zeu contorno, gue foram utilizadas no programa.

?.2. CONCLUSOES

Nao ha duvida alguma de que o calculo plastico &
0 maise adequado para o dimensionamento das lajes comuns de

edificios de concreto armado.

0 calculo pela teoria das charneiras plasticas,
onde =aoc Tixados os préprios momentos negativos e

a
relacac entre os positivos, e bastante vantajosec para o
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calculo de pavimentos, ja que nao ha necessidade de fazer
um calculo iterativo entre as lajes vizinhas., A iteracao €
feita uma s0 vez para cada laje isoladamente, sendo

bastante simples.

Um estudo sobre o comportamento das fungSes
f1(m) e fz(m) havia sido desenvolvido por RODRIGUES &

REAME JUNDIRlsgj, porem sO considerava o caso de lajes

retangulares simplesmente apoiadas ou engastadas em seu

contorno. Neste trabalho, essa analise foi estendida para

as lajes retangulares com bordas livres.

A automag50 do calculo pode ser feita com
facilidade, utilizando as expressaes fornecidas no
capitulo 6, e tornando-se uma ferramenta muito Gtil para o
engenheiro. A formulagso desenvolvida no capitulo 6, alem
de lajes retangulares simplesmente apoiadas ou engastadas
em seu contornc, abrange as lajes retangulares com bordas
livres e com cargas lineares ao longo das mesmas. E
importante, tambem, o calculo do ponto de interrupggo da
armadura negativa, baseado na teoria das charneiras
plésticas, uma vez que o procedimento, sugerido pela

NBR—-6118, adota algumas hipéteses elasticas.

0 programa que foi desenvolvido € bastante
flexivel, pois oferece a possibilidade do usuario
escolher, entre ocutros, o critério de compatibilizagao dos
momentos negativos, o fator de redugao do momento
negativo, etc (ver item 3.2). Apesar disso, conforme fol
mostrado no capitulo 7, sua utilizaggo & muito simples e
facil.

Mesmo sabendo-se que o calculo de lajes pela TCP,
geralmente conduz a momentos fletores menores que oS

7 .
resultantes do calculo elastico, deve-se ter em mente que

o calculo elastico e imprescindivel. A escolha dos
momentos negativos e da relacao entre os momentos
positivos, baseados na teoria da elasticidade, naoc

vioclenta o comportamento das lajes em servico, permitindo
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uma distribuigio mais racional das armaduras.

Uma vez que @ recomendado que seja efetuado,
previamente, o calculo elastico, sua automatizacao pode

gser feita substituindo-se as tabelas por fungaes

aproximadas, como fez PINHEIRD'*®’. Para efeito de

programacao, esta substituicao € muito pratica e conduz a
bons resul tados.

Quanto aos momentos negativos, deve-se ressaltar
que, no calculo plastico, recomenda-se que sejam adotados
como valores de servico os do calculo elastico reduzidos,

de forma que os momentos positivos finais nac resultem
muito pequenos. Isto e interessante, tanto do ponto de
vista economico quanto do pontoc de vista pratico. SGabe-se
que, em Ultima instgncia, as armaduras inferiores sao as
responsaveis pela seguranca da laje, nao sendo conveniente
que essas armaduras apresentem pequena capacidade
resistente, tendo em conta a ma execuggo da concretagem.
Ao mesmo tempo, resultam em armaduras mais balanceadas, o

que permite a adocao de espessuras menores.

A redugso da espessura da laje direciona uma
maior atengso aos problemas de deformagso. a verificagso
da possibilidade de ser atingido o estado de deformaggo
excessiva deve ser mais cuidadosa, conduzindo a um calculo

mals apurado das flechas.

0 calculoc das flechas nas lajes, considerando
apenas a flecha elastica instantanea, leva a uma
estimativa muito reduzida da flecha real. Fode-se observar
que a consideraggo da deformaggo lenta, da retraggo e da
diminuicao da rigidez devida a fissuracao, resulta em
valores muito superiores ao da flecha elastica inicial.
Sabendo-se gque a laje comporta-se elasticamente, em
servico, o calculo elastico €, novamente, fundamental para

a verificagao dos estados limites de utilizagao.

~ ~ . . 7 ’ -
Com relacaoc a teoria das charneiras plasticas,
este trabalho apresenta uma deducac mais geral para o

’ . ~ .
calculo das forgas nodais e uma demonstracao mais



- 215 -

abrangente do teorema da afinidade.

?.3. NOVAE PEBQUIBAS

Tendo em vista as vantagens que o calculo
pléstico pode proporcionar, e interessante que sejam
analisadac outrac formac de lajes, taic como lajes em [,

esconsas, triangulares, etc. Este trabalho tambem pode ser

estendido para as lajes—cogumelo.

Fode—-se fazer um estudo mais apurado dos estados
limites de utilizacae, incluindo-se a verificagao de
fiesurag%o. Seria muito interessante que focsse

desenvolvida uma pesquisa experimental nesse sentido.

E ainda conveniente que sejam analisados
procedimentos que permitam a EistematizaQSD do
prée—dimencsionamento das lajes, no que dizr respeitc a
determinagéo da espessura. Os valores sugeridos pelas
normas 530, em geral, exageradecs, sobretudo por  serem

valores que dispensam a verificacac das deformagoes.

No gue toca a economia trazida pelo calculo
plastice em relagSD ao calculo elastico, deve-se assinalar
gue um dos fatores e o fato de serem utilizados momentos
maximos no calculo elastico. Caso fossem usados momentos
meédios, a diferenga seria menor. Uma pesguisa neste
sentido sera proveitosa.

Conforme foi comentado no capitule 2, © calculeo
das reagaes de apoin das lajes, pela NER—6118[21J, e
inspirado no comportamento da lale em regime plastice. No
entanto, geralmente, as cargas tranferem—se das lajes para
seus appios com & estrutura  trabalhando elasticamente.
Sera de grande utilidade preparar fungﬁes aproximadas para
a determinagéc das reagaes de apoio em regime elastico. E

ainda necessario que sejam determinadas funcoes para
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outros tipos de vinculacao e de carregamentos. Isso
poderé, facilmente, ser introduzido no programa agui

desenvolvido.

Finalizando, o trabalho realizado apresenta uma
evidente contribuiggo ao calculo de lajes de edificios e
as pesquisas sugeridas podem trazer um aprimoramento ainda

maior.
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