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RESUMO

0 objetivo deste trabalho é apresentar uma formulacao
do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Placas
Elastico- Isdtropas com Contorno Curvo. Neste estudo o
contorno da placa € aproximado, a nivel de cada elemento,
por um polindmio do segundn  grau  Ou POY um  arco de
circunferéncia, a critério do usuario, de maneira a melhor
representar o contorno real.

A integracio numérica, para elemento vizinho ou ndo ao
"load point", & feita pela transformacio auto-adaptativa de
coordenadas proposta por Telles £11. Nesta formulagdo

utiliza-se uma transformacioc polinomial de terceiro grau que

produz uma nova distribuicio dos pontos de Gauss. Tambem
faz-se uso da formulacio apresentada por Paiva (2], onde a
forca cortante equivalente é admitida como esforgo

concentrado nos nds do contorno. Alguns exemplos numéricos
ilustrativos atestam a melhor precisi3o permitida pela
integra¢do, assim como sua simples implementacdo a programas

computacionais pelo Método dos Elementos de Contorno.




ABSTRACT

The aim of this work is to present a formulation of
Boundary Element Method to analyse elastic-isotropic plates
with curved boundary . In this study the plate boundary s
approximated, along each element, by a second degree
polynomial relation or by a arch of circumference, according
the user criterion, in order to better represent the real
boundary . The numerical 1integration is per formed by
self-adaptive co-ordinate transformation proposed by Telles
{1]). The effective shear forces is approached by concetrated
reactions aplied at the bounday element nodes, the
alternative formulation introduced by Paiva [2] Some
examples are presented to demonstrate the better accuracy
cbtained by the integration and by those elements, well as

their eacsy implementation into Boundary Element codes.
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1. INTRODUGAO

0 Método dos Elementos de Contorno tem sido uma
ferramenta 4ytil na solugdo de problemas praticos em
engenharia Vadrias formulagdes ja& foram desenvolvidas,
analisando-se problemas bi-dimensionais, tri-dimensionais e
axissimétricos.

0 método € formulado usando-se equagdes integrais de
contorno, ao contrario dos demais métodos numeér 1cos
conhecidos que apresentam incdgnitas no dominio . e no
contorno. Esta caracteristica faz com que sua formulagio se
apresente em uma dimensio menor que a do problema real. Por
exemplo,nos problemas bi-dimensionais a andlise recai sobre
seu contono uni-dimensional .

As equagdes integrais sdo conhecidas desde o século XIX
e foram aplicadas a teoria classica da elasticidade pela
primeira vez por BETTI [31 em 1872. SOMIGLIANA e CERRUTI
apresentaram trabalhos para elasticidade plana por volta de
1880. A elasticidade bi-dimensional também Foi assunto
estudado por matematicos russos como MUSKHELISHVILI [4)
(1953) e MIKHLIN [51 (1957). KUPRADZE [6]1 (19465), pelo
chamado Método Indireto, apresentou a primeira formulacdo
dos chamados métodos de contorno utilizando equasoes
integrais cujas varidveis envolvidas ndo eram as varidveis
fisicas do problema estudado. J& em 1967, RIZZ0 £71

apresentou, ainda para a elasticidade bi-dimensional, (o]



método na sua forma direta

Os métodos de contorno concistem na discretizacdo do
contorno em segmentos, onde as varildveis nodais s80
aproximadss por fungdes interpoladoras. CRUSE (8l
inicialmente utilizou-se da funtio constante introduzindo
posteriormente a funcao linear para problemas de
elastiéidade tri-dimensional [9), assim como RICARDELLA (101
apresentou para problémas bi-dimensionais. Posteriormente,
LACHAT [11] desenvolveu elementos com funcdes interpoladaras
de ordem superior.

Em 1976, HANSEN [12] introduziu a formulag¢do direta do
mé&todo para andlise de placas infinitas com furo escrevendo

equasdes integrais do deslocamento transversal w e de sua

. ~ Ow
variagio ——

A técnica dos Residuos Ponderados foi wutilizada por
BREBBIA [13] para escrever uma nova formulagdo para o
método, com novas bases matematicas, permitindo uma maior
generalizacdo na sua aplicasdo em engenharia. A formulacio
direta para placas finitas com quaisquer condigdes de
contorno foi apresentada por BEZINE (141 e STERN [15],
simultineamente em 1978. Em 1982, VAN DER WEEN [161 expbs
uma formulagio para andlise de placas espessas baseada na
teoria de REISSNER [17]1, onde wutilizam-se 3 equasdes
integrais para cada nd do contorno. BEZINE ([18]1, KAMIYA
{191, TANAKA [203, PAIVA (211 e outros apresentaram
posteriormente trabalhos com andlises diversas de placas.

Para a resolugdo numérica das equasdes integrais pelos

métodos de contorno, essas equacdes s30 transformadas em

equa¢des algébricas, visando formar um sistema para a
determinagid3o de suas incdgnitas. Para isto, faz—se a
discretizagio do contorno da placa em elementos, onde as

varidveis sio aproximadas.

Quanto a divisdo do contorno, 8 grande mailoria dos
trabalhos publicados utiliza, na andlise de placas delgadas,
elementos lineares. No caso de placas espessas, KARAM [221
utilizou elementos quadraticos para aproximar o contorno,

obtendo resultados eficazes.



Obviamente, para o< contornos ndo retilineos, a
utilizasio do elemento de contorno isoparamétrico quadrdtico
¢ fundamental para se obter bons resultados. Entretanto,
esse elemento, por néao ter garantida a continuidade de sua
derivada tangencial no ponto comum a dois elementos
consecutivos, leva a pequenas perturbasdes nos resultados,
caso nao seja incluida no calculo.

Assim seria necessario prever reasdes de canto e nds
duplos em todas as extremidades destes elementos. Isto
ocorre principalmente em placas de contorno circular que,
pela sua natureza, € mais dificil de ser aproximado por uma
parabola. Seria entdo necessario desenvolver elementos
proprios para a aproximacioc de contornos circulares. Foa
desenvolvido, por isto, um elemento em forma de arco de
circunferéncia com aproximaciao quadritica das variiveis de
contorno em seu dominio.

0 objetivo deste trabalho € apresentar elementos de
contorno quadraticos e circulares, de maneira a se obter ums
melhor representacdo geométrica do contorno para problemas
bi-dimensionais. 0 trabalho € realizado analisando-se placas
delgadas elasticas, segundo a teoria de Kirchhoff.

0 sistema de equagdes algébricas e obtido
considerando-se, para cada ponto do contorno, duas equacdes
integrais,referentes ao deslocamento transversal w e & sua
derivada direcional —%%— . Para se evitar integrais
singulares sobre os elementos, os pontos do contorno sao
deslocados para fora do dominio da placa.

A integragdoco numérica sobre os elementos € feita
utilizando-se a quadratura de Gauss, onde € aplicada uma
transforma¢io auto-adaptativa de coordenadas proposta por
TELLES [11 visando-se obter uma melhor apuracao nos
resultados. Também faz-—-se uso da formulagio apresentada por
PAIVA [2] onde a forgca cortante equivalente €& admitida como
esforgo concentrado nos nds do contorno.

0O capitulo 2 consiste de um resumo da teoria de
Kirchhoff de placas delgadas pela qual obtém-se as

expressoOes dos esforcos internos em fungio do deslocamento



transversal W Em seguida s30 obtidas as sulucbes
fundamentais de placas, ou seja, deslocamentos e esforgos
para uma placs intinita sujeita a um carregamento

transversal unitario

No capitulo 3 obtém-se as equacdes integrais do

. " Ow
deslocamento transversal w e de sua variacio o para
pontos do contorno e do dominio, a partir das solugdes
fundamentais. A integral de dominioc € transformada em
integral sobre o©o contorno do carregamento transversal

atuante na placa.

No capitulo 4, com a discretizagao do contorno em
elementos onde as variaveis, deslocamentos e esforcos, sao
aproximadas por fungdes interpoladoras, obtém—se a

transformacio das equagdes integrais em equacdes algébricas.
Estas equagdes, escritas para todos os nds do contorno,
formam um sistema que, impostas as condi¢des de contorno,
fornece os seus valores incdgnitos Sio apresentados ai os
elementos de contorno quadritico e circular formulados e
analisados neste trabalho. As equa¢des matriciais obtidas
das equa¢des integrais e da discretizag¢io do contorno sao
desenvolvidas, tanto para pontos do contorno como para
pontos internos, a partir das quais s3c desenvolvidas ainda
as equa¢des para quantit+ica¢dn dos esfor¢os para pontos
internos. S3oc apresentadas as montagens das matrizes, cujos
termos s3o0 as integrais sobre os elementos, e a
transformaciao de coordenadas wutilizada na quadratura de
Gauss para a integracio numérica.

No capitulo S apresentam-se alguns exemplos numéricos
do método com as Formulagdes propostas e os resultados
comparados com resultadas analiticos.

No capitulo &6 mostram-se a estrutura do programa
computacional e os fluxogramas tanto das rotinas de calculo
dos elementos de contorno propostos como da integracio
numérica com a transformagio de coordenadas utilizada. Este
capitulo permite uma visio global do método e uma facil
compreensdo do cdlculo dos elementos formulados e da rotina

de integrac¢io.



2. FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS DELGADAS

2.1. Introdugso

Os elementos estruturais s3o classificados conforme a
relacdo entre suas dimensdes, e sio denominados lineares (ou
de barras), de superficies (pu laminares) e tri-dimensionais
(ou blocos) conforme apresentem, respectivamente, duas, uma
ou nenhuma dimensdo pequena, quando comparada com as demais.

Placas sado, por definigdo, elementos estruturais de
superficie, simétricos em relagio a um plano média, cuja
dimensio menor estd na dires3o normal a este plano e &
denominada espessura, h, da placa. 0 carregamento ¢é
transversal ao plano médio.

Também nessa categoria, onde as placas estfo inseridas,
temos na pratica, paor exemplo, pisos de edificio, paredes de
reservatérios, etc. .

De acordo com o material do qual € constituida a placa
ela pode ser classificada como: anisdtropa, com propriedades
diferentes em qualquer dire¢3o, ortdtropa, com propriedades
diferentes em duas diregdes perpendiculares, ou isdtropa,
com propriedades iguais em todas as dire¢des. Ainda de
acordo com a espessura, a placa pode ser classificada como
muito delgada (se,h/a ( 1/80), delgada (se,1/80 ¢ h/a ( 1/5)
ou espessa (se,h/a ) 1/35). Neste trabalho ser3o consideradas

apenas as placas delgadas e isdtropas, submetidas a



carregamento transversal e ortogonal ao plano médio, e sera
baseado na teoria de Kirchhof+, que 1nterpreta bem o
comportamento de placas com rela¢do espessura/menor dimensio

, h/7a, entre 1/5 e 1/80, segundo (R3], para o concreto

2.2. HipoOteses basicas

As hipdteses da teoria de placas delgadas sao:
- a placa € constituida de material eldstico-linear e,
portanto, segue a lei de Hooke;
- o0s deslocamentos transversais sio pequenas em relag3o a
espessura, h, da placa;
-~ n3o h& deformasido no plano médio da placa,
- as deformagdes na placa, devidas 2a flexdo, variliam
linearmente com a distancia ao plano médio desta placa, ao
longo de sua espessura, o que equivale dizer que as tensdes
normais, paralelas ao planc médio, também variam
linearmente com a espessura;
- as tensdes normais na superficie da placa sio despreziveis

em comparacadao com as tensdes normais devidas & flexdo.

2.3. RelagSes basicas para placas isStropas

Considere-se inicialmente o elemento de placa da figura

2.1.a onde est3o indicadas as tensSes solicitantes devidas

a um carregamento transversal, g, distribuido. Ag
resultantes destas tensdes (figura 2.1 .b), momentos de
flex3do e de tor¢3o e forga cortante, s30 obtidas das

seguintes integra¢des sobre a espessura, h, do elemento:

hr2

m = _[ o z dz (2.1 a)

-hr2



hr2
m = oz dz (2. b)
Yy f b4 -
~-hr2
hr2
m = f T z dz (2. )
xy Xy
-h-r2
hr2
a =[] =, dz (2.1.d)
—ho2
hr2
= T dz (2 e)
a, =J 7.
-hr2
X
| dx
Y dy *q
z
| Oy "%y
tyx
S A4
Ty,
{a)
FIGURA 2.1 - Eleme ntos de placa com tensdes e ecsforcos

inte r nos atuantes devido 3 flex3o

Das condi¢des de equilibrio de forgas verticais e de
momentos em torno dos eixos x e vy, obtém-se as seguintes
expressdes

aq dq
X Y
+ —— 4+ g =0 (2.2 . a)

Ix Oy




omx Gmxy -
i Ve By~ 9, (2 2.b)
Omy amyx ~
_a_y.__ + ._a_x____..:qy (2 2 ¢c)

Agrupando-se as equa¢des de equilibrio numa s equagio

e considerando-se m = m , obtém-se:
Xy Y X
2z
82mx 9 m azm
2 + zy + —X = -g 2
ax By ax 8y

Considere-se agora o elemento de placa da figura 2.2.a
com seu plano médio delimitado pelos pontos A,B,C e D e um
plano qualquer paralelo ao plano médio,a uma distédncia z
deste, representado pelos pontos E,F,G e H. Devido & flexao
da placa, os pontos E,F,G e H se deslocam para -as posigdes
E',F',6’" e H' representando a posic&o deformada do plano,
mostrada na figura 2.2.b. 0Os valores u, e Vo representam as
componentes do deslocamento do ponto E nas direcdes x e

y, respectivamente.

Y,V

Oy
dx +?r—dy
d - Y
y I ¢
o}- c + dy Iw
————————— v,
% i oty Y
Py i it -1 20
Vs H
z| === . L
E f—= I
/ F | + av dx
i ¢ %t
] ~-1% e
e e S L - N I
|- dx g 0 Ox
1 N T
—
X,U
{a) (b)
FIGURA 2.2 - Elemento de placa com posicdo deformada

da se¢ao EFGH na flexao

Assim pode-se obter o deslocamento do ponteo F na




dire¢ao x como sendo:

du
+
uO x dx (e.4)
du . , -
onde . dx e a variasao do comprimento do lado dx em
relacdo a diregdao x. Pode-se escrever, portanto, que a
deformacio relativa sx , em relac3o a direcio x, €
a
£ = u (2.5.3)
X ax

Analogamente, para a dire¢ao vy,

v

sy = 3y (2.5.b)

@ a variacao do &ngulo reto de vértice E do elemento nio

deformado, chamada distorgio, vale

au av
ny— 3y + I (2.9.¢)
Deve—-se observar ainda que, na flexdo da placa, o0s

deslocamentos de um ponto também ocorrem na direcio do eixo
z, conforme mostra a figura 2.3, que representa um corte no
elemento ao longo de suas espessura e os pontos do plano
médio, A e B e do plano paralelo, E e F nas posi¢des inicial

e deformada.

. . N - a
Assim, devido a rotagtao a? do elemento de placa, la}
deslocamento do ponto E, situado a uma distincia z do plano

médio, na dire¢io do eixo z, &

_ Sw .
U = z Ox (2.6 . a)
Analogamente, na direg3o vy,
_ 3w
v o= z 3y (2.6.b)

A partir de 2.5 e 2.6 pode—-se obter as expressdes das
deformacSes em fun¢io das curvaturas:
2
a
£ = - g ——;i— (2.7 . a)
Ix



a
£ = - 2 —--l:i (2.7.t)
2
ny~ 2 z o 3y (2.7.c)
A P PN 2
Ee oF
Zl w
Ow.
Ox
FIGURA 2.3 - Elemento de placa com deslocamento na
diregao =z
Obtidas as deformagdes de um ponto da placa tém-se,

através da lei de Hooke, as tensbes correspondentes neste

ponto:
E
o = > te + v £ ) (2.8.a)
X - X y
E
o = . (e + v &€ ) (2.8.b)
y {—v % X
T*y= G ny (2.8.c)
onde, .
E : mddulo de elasticidade longitudinal
v coeficiente de Poisson
G : mddulo de elasticidade transversal
_ E
® = =y 8.7

Substituindo-se em £2.B as expressdes 2.7 obtém-se

tambem as tensdes em fungio do deslocamento transversal w:




r 2 2 b
- a
o= Ez 4w a: 2 (2.10 a)
1-v L Ox oy~
( z z )
- a a8
o = Ez : + v : 2 (2.10 . b)
4 1-w | a3y ax’
2
_ w
T)(Y_ e 6 W (2.40 )
Retornando-se as expressdes 2.1 dos valores das

resultantes das tensdes e substituindo~as nas expressdes

2.10, resultam

(.2 z )
m=—-D j_g_ + v—a—:— z (2 11 . a)
) L Ox oy ]
(2 z
3
m=-D ‘;'- + u—"—‘;‘- 2 (2.11.b)
Y L 9y ax )
2
— aw ~
mxy— D (1-») —'m—);— (2. 11 . c)
onde,
D , rigidez a2 flexio0, é dado por:
2
D = E A . (e 12)
12(1-v)
A equagcdo 2.3 pode ser reescrita em fungiao do
deslocamento transversal w a partir de 2. 11, resultando na

equacdo diferencial de placas:

“ 4 < g
F) 3w a
——-‘:‘ + 2 ——————2“ =+ f = (2 13)
ax ax 8y 8y D

Utilizando-se o operador de Laplace,

2 2 2

V=A-= > + P (2.14)
Ix 8y

a dltima equagio resulta,

2 2 2 2 g
AAw = a + o _ ][ g w + 9w } -

ax Oy

(2.15)



e ainda,
a
q = -D —  Aw (2.16.a)
X ax
a
q = — D Aw (2.16 . b)
y ay

Para a resolusdo da equacdo diferencial de placas
deve-se 1Mmp oY condigbes de contorno relativos ao
deslocamento w, ao giro —g¥~ © aos esforgos (momento fletor,
momento volvente e Fforga cortante, por unidade de
comprimento) . Porém, Kirchhoff [24] demonstrou que pode-se
escrever as condi¢des de contorno relativas a cortante e ao
momento volvente numa uUnica condigio. Para entender esta
pProposi¢cao, considera-se um ponto genérico, P, na borda da
Placa e dois elementos de comprimento ds, adjacentes a este
ponto,contforme mostra a figura 2.4.

Também pode-se observar que estes elementos apresentam
momentos volventes resultantes de valores mnsds e

am
ns
[ mn5+ B e ]ds. Interpretam - se estes momentose como

resultantes de bindrios de for¢as atuando agora nas laterais

dos elementos de contorno, de tal forma que surja uma
amnS
resultante final no ponto P de valor % ds
X
y
Mpe - ds

dm, o dm
& IS ?——-—-9—4 Mpg + s ds/ /’"‘ns""b?r‘jds'

FIGURA 2.4 -~ Resultante do momento volvente em um

ponto P do contorno da placa




D esforco resultente da soma desta forga com a forga

cortante qx(ou qy) € denominado for¢a cortante equivalente,

por unidade de comprimento, e vale:
amx
V = q + — (2.17.a)
X X Jy
amxy
= 4 ——
Vy qy By (2.17 .b)

Algumas condigbes dJde contorno de placas devem ser
observadas a fim de se analisar as rea¢des dos vinculos para
cada situagao. Analisando-se a borda paralela ao eixo vy, no

elemento de placa da figura 2.1 b, tém-se:
— para borda simplesmente apoiada:
w =0 e m =0

Esta dltima condic¢do de contorno equivale a,

2 z
.___a_____g__..-q- p__a—:_zo
ax 8y
que, devido ao fato de que w = 0 no contorno, resulta em,
2 2
8 a
——=—=0 e —— =0
Ix dy

- para borda perfeitamente engastada:

w =0 e gg = 0
- para borda livre:
amXY
m = 0 e Vx = a, + a8y =0

Podem—-se escrever agora as componentes de tensdes e
esforgos para um sistema genérico de coordenadas (n,s), onde
0 eixa n forma um 8ngulo o com o semi-eixo positivo x.

Considere-se o elemento de placa 123 apresentado na

figura 2.5, cujos lados 12 e 13 sdo paralelos aos eixos x e

y , respectivamente.
Podem-se escrever as relagdes das tensdes e dos
esforgos referentes ao lado 32 nas diregdes n e s,

utilizando-se as equasdes 2.11 e 2.47. Assim tém—-se,



2 2
O = 0 Ccos 0+ o sen a + 2 71 sen o cos o (2.18 . a)
n X Y Xy
2 2
T = (o - o Jsen Ao cos a + 1 (cos a - sen a) (2. 18 .b»
ns y X Xy
2 z
m =m COs & + m sen o + 2 m sen o cos o (2.18 . ¢
n % y Xy
2 2
m = {(m — m Jsen acos oo+ m (cos a - sen o) (2.18 .d)
ns Y X Xy
2 2
m=m sen o« + m cos o — 2 m sen o cos (2.18 . e)
s X y Xy
on
} 3
Z’YX
y 1l -
ds.sen @

ds.cos &

6“
——
Ox
3
s/ (a) (b)
FIGURA 2.5 - Tensdbes e esforgos resultantes no
elemento de placa 123
Ja as relag¢des das cortantes qn e <:|‘5 sao obtidas pelo
equilibrio de forgas verticais do elemento. Entido,
d = a + ol
qn =) qx ds cos qy ds sen
ou
q =T q cos o4 + g sen A (2.19.a)
n Y3 y
q = - q sen & + g cos o (2.19 . b)
s X b4
Retomando—-se as expressbes 2.17 pode-se escrever a
forga cortante equivalente, por unidade de comprimento,
como:
am
nes

n n s

(2.20)




e.4. Equa¢bes de placas em coordenadas polares

Tendo em vista que neste trabalho a equacio diferencial
de placas € aplicada a um dominio infinito para a obtengao
das solugbes fundamentais, torna-se necessario escrever as
equacOes das placas em coordenadas polares.

0 sistema de coordenadas da figura 2.6 mostra a rela¢ao

entre as coordenadas cartesianas e polares e suas
componentes .
(o]

contorno
da placa

y e

FIGURA 2.6 - Contorno da placa com diregdes de r, n e
s, em referéncia as coordenadas
cartesianas (x,y) e polares

(r,8), para um ponto P genérico

80 ponto P de coordenadas cartesianas (x,y) passa a ter
novas coordenadas (r,8), onde r € a distincia de P & origem
0 do sistema de coordenadas e 6 o é&ngulo formado pela
diregio de r e 0o semi—-eixo positivo x. Assim as relacdes

entre os dois sistemas ficam determinadas por:

Xx = r cos 8

y = r sen @ (2.21)
ou ainda,

2= X% o+ 2 (2.22.a)

€ = arctg — (2.22.b)




Com estas rela¢des pode-se obter suas rewpectivas

der ivadas em relacaop ao sistema cartesiano:

Or X
= = 6
ax r cos
ar X
oy - 7 = gen 6
@6 = -y _  -gen O
e 3% - 2 .
r r
2 - x . cos® (2 23)
Oy 2
r r
Escrevendo-se agora as derivadas do deslocamento

transversal w em coordenadas (x,y) para se obter a eqgquagao

diferencial, tem-se, na dire¢iao x:

ow _  Ow ar Ow ae
3% - Toar Tax Tt Tee Tox (e.24)
ou
ow _ 8w dw ~sen 8
3 - "By cos 8 + 50 [ - ] (2.25.a)
Analogamente, na diregdo y ,tem-se:
3w _  Ow Ow cos €
a3y = Tor sen 8 + 75 - (2.25.b)
As derivadas de segunda ordem resultam:
5> ) a a e a° 2
W= hdad cos 8 - =2 _=en = = W cos 8 +
2 ax or 0 (2] r 2
Fx ar
2
+ senze [ 1 % + 1 9w ] - 2 sen @ cos 6
r or 2 2
r 88
a 1 8w
ar [ —— 36 ] (2.26.a)
z 2 2
o
4 : = 9 : senze + cos 92[ i gw + 12 : ]
8y or r r 08
o i ow '
+ 2 sen 6 cos € 37 [ — %5 ] (2.26.b)
e
2 2 2
a a o
9w = - gen 6 cos © [ i 6? + 12 : - g ] +
dx dy r~ o8 a8y

8
+ (cos°6 - sen-6) gr [ 1 Guw ] (2.27)
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Somando-se as duas equacbes

representacdo do operador diferencial d

coordenadas polares:

2 ok obtém-se a

e Laplace expresso em

a° a° a> 1 @ 1 8
Aw = ——2 + -——; w = 2 + -+ 2 w
ax Oy Or r ar Y o6
(2.28)
Portanto, a equaGao diferencial de placas, em
coordenadas polares resulta:
2 : 2 2 )
Azw - [ a3 _ + 1 a N 1 a 2][ a : 1 3w 4
or r or r a6 ar r or
2 g
a
+ 1 "2"] = (2.29)
r o6 D
Substituindo~-se as equasdes P. 26 e 2.27 nas relacdes
2. 11, tém-se:
2 2
m = - D [a (cosze + p senze) + [—é— g; + —i; 0 :]
X r r° 8e
a a
(senze + v CDSZQ) - 2 cos 8 gen € ({-v) —— L oW
or r a9
(2 30.a)
2 2
m = —-D [a (sen-@ + v cosze) + (—é— g? + —i; 9 :]
4 lila r 88
a a
(CDSZG + v senze) + 2 cos 8 sen @ (1-v) ]
" Br r o6
(2.30.b)
2 z
3 a 3
m = - D(i—v)[sen 8 cos 8 [ 2 - —%— 5; - —i; ——%} +
Xy or Y o6
2 2 a 1 Ow
+ (cos 8 - sen 8) y e [ — %5 ]] (2.30.c)
_ 9 o o sen 6 9
qx-— D a—)(~ Aw = D [ cos @ ar Aw r % Aw]
(2.30.d)
a -8 cos 8 @
qy— - D 3y Aw = —- D [ sen 8 o Aw + - 38 Aw]

(2.30.e)



Com estas expressdes deduz-se, tambiém para coordenadas
polares, as referentes aos esforcos moom. e Vn em um ponto
genérico P do contorno da placa. Estes esforgcos tém como
referéncia um sistema local de coordenadas cartesianas
(n,s), onde n € a direg¢do normal e s a direg¢do tangencial ao
contorno neste ponto, como pode-se observar na figura 2.6.
Ainda nessa figura estdo o angulo 3, entre o0s versores r e n
e 0 raio de curvatura R do contorno da placa no ponto P.

Pode—-se obter os esfor¢os em P substituindo-se nas

equacdes 2.18 o valor de a = @ + 2 (figura 2 6),resultando:

2 2
2 ¥ a
m = - D [ : (coszﬁ + v senzﬁ) -+ [—é~ 5? + —i; :]
n ar r< ae
2 2 a 1 8w
(sen 7 + v cos ) + 2 cos ? sen 3 (1-v) ar [ -~ 3B ]]
(2.31 . a)
2 2
a a i
m = ~-D [ : (Senzﬂ + v coszﬁ) + (—i— 5# + —ig :]
S Or ' ! r 06

a
(coszﬁ + v senzﬁ) -~ 2 cos ? sen 3 (1-v) 9 [ L ]]

ar r EZ]
(2.31 . b)
2 2
a a a8
m = - D(i—V)[sen ? cos ﬁ[—i— 5% + 12 2 - : ]+
ns r 2 36 or
z 2 a 1 Ow
+ (cos {7 - sen {3) - [ ~ %8 ]] (2.31.¢c)
Para se chegar a expressan da forga cortante

equivalente Vn‘ em coordenadas polares, deve-se derivar mnS

(equacao 2 .31 .c) em relagdo a s. Para a cortante tem—se.

a,= 9, cos(8+f3) + qy sen (8+(3) (2. 32)

Substituindo-se qx e qy pelas equagdes 2.30, resulta

_ o sen 3 &8
Q.= D [ cos {3 o Aw + — @6 Aw] (2.33)

A derivada de mns em relagdo a coordenada s vale:

dm ém ar m a8 om a3
ns . ns __ + _ns __ + __ns __ (2. 34)
as ar as 88 0Is or  os :
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or .
0 termo e pode ser ewcrito da seguinte forme:

or 8r dx or 21

¥ ~ Iy 9. 3y < = cpos € ( - sen o ) + sen O cps o
Entao,
o
—52 = - sen f3 (2.35)

e analogamente,

o0 -sen B cos 6
= ( — sen o ) + — cos o
Og r r
e l2]
3z = cos (3 (2 36)

Sabe~se ainda que

83 _ 1 cos {3
%< - "R - (2.37)

onde R € o raio de curvatura do contorno no ponto P.
Substituindo-se as equag¢gdbes 2.35, 2.36 e 2.37 na equasdo
2. 34, tem—-se:

amns amns amns i
o = ar (- sen 3) + TN —;——— cos 3 +
am
ns i cos 3
+ 3 [ R - ] (2.38)
Agora escrevendo—-se VYV com os valores obtidos de g e
3m n n
___ns tem-se
ds ' : 3
m
_ _ a . i ns
Vn-— [ D or Aw + -~ T 88 ] cos 3 +
am om
_ 1 @ ns 1 _cos 3 ns
[ D — 38 & * —5 ] sen {3 + [ R v ] FTE
(2.39)
2.95. Solu¢cdes fundamentais de placas

A solugido fundamental de placas € definida como o

L ]
deslocamento transversal w , representando a resposta em um

ponto,r , genérico de coordenadas [x(p),y(p)] no dominio



fundamental da placa, geralmente infinito, devida a uma
carga unitdria aplicada em um ponto q, ponto de
carregamento, de coordenadas. [x{(q),y(q)] deste mesmo dominio.

A solucdo fundamental w* € obtida a partir da seguinte

equagao:
»*
Abw = &(q,p)/D (2 40)

onde,
$(q,p) - distribuig¢do delta de Dirac

Essa distribuigdo apresenta as seguintes propriedades:

&(q,p) = 0 se, p & q (2.41 . 3)

S(q,p) = ® ce, p = q (.41 b)
e

J wp) &ta,py d02 = wiaq) (2.41.¢)

Q

onde w(p) & uma fung¢io qualquer definida no dominiao 0.

Assim, pode—-se escrever que
[ 6ta,py g0 = 1 ' (2.42)
Q

mostrando-se que a distribuigido delta de Dirac, integrada no
dominio, representa uma carga wunitaria resultante do
carregamento transversal aplicado a2 placa no ponto q.

A solugdo fundamental de placas € obtida, ent3o, a
partir da equag3do diferencial aplicada a todos os pontos do

dominio da placa, exceto o ponto de carga q, resultando
AAw = O (2.43)

FPara um sistema de coordenadas polares com origem em q
e observando-se a simetria do problema em relacdo a este
ponto, o que elimina a dependéncia em relagdo & coordenada

8, a equagadp 2.43 passa a ser escrita como:

2 aZu* 1 dw
[dz+ 1 d ][ "y ""]=o (2.44)
dr Y dr dr Y dr

Efetuando-se as derivagdes, pode—-se reescrevé—la como:



— Ei__

PR 3 * z % »

d
d w, e L _ii, d L 19 dw . (¢ 45)
dr r dr r dr r dr

A solucdo desta equacao diferencial, j& conhecida, €

» z 2
w=A1lnr + Brlnr + Cr + D (2.46)

Considerando-se a simetria do problema pode-se afirmar
E 3

g: para o ponto g € nula, resultando
A =0 (2.47)

que a derivada

Para se obter a constante B admite-se um circulo de
raio r com centro em q, sendo 9 © ponto de aplicacio da
carga unitaria (figura 2.7), onde surgirda, em seus limites,
uma forga cortante equivalente Vn uniformemente distribuida

para manter seu equilibrio. Assim,

-1
Vn = Snr (2 48"
Para este valor , portanto, a expressipo de Vn .39,
agora escrita apenas em fungido de r ( e para 2 = 0) resulta:
- d .. * _ -1

Vn = D ar Aw = Sy (2 .49)

1

P Vi

{a) {b)

FIGURA 2.7 — Forga cortante equivalente atuante num

circulo de raio r devida & carga unitaria

aplicada em q

Substituindo-se a equatdo 2.46 em 2.49 obtém-se

a constante B:




1

B = &b

X - [ ]
Assim a equacdo de w passa a ter a forma

» 1 2 4
W = == 7 Inr + Cr” + D
As constantes C e D sio obtidas a partir de
de contorno da placa estudada; porém, pPara o caso
fundamental de raio infinito em questao, essas
podem ser quaisquer .

STERN [15] e BEZINE [141] adotam

DANSON [25] adota
—1

C = 141D e D=0
obtendo,

* 1 2 1

w = 8nD r ( In r - )

(2.50)

(e.51)

condi¢cdes
da placa

condigdes

(e2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.595)

Pode-se obter ainda as expressdes da sua derivada e dos

esforcos fundamentais. S30 determinadas também as

derivadas

destas solugdes fundamentais em relacdo a coordenada m de um

sistema de referéncia cartesiano (m,u) com origem em q,

conforme mostra a figura 2.8.

X a=e+B
F=e+¢

FIGURA 2.8 - Sistemas de coordenadas (m,u) e

(n,s)




A derivada do deslocamento no ponto P € dada por

ow a8
w _ __lq—_ _r_ .
Ten or an (2 S&)
onde,
or _ or x(p) or Ay (p)
3n dx(p) n * 35 () Ton (2.57)

As derivadas de r em relasdo as coordenadas x e vy,

12
admitindo-se que r(q,p) = [(x(p)-—x(q))z + (y(p)—y(q))z] s
sdo dadas por:
__g‘iﬁ. = r = M = COSs e (2 .58 a)
8x(p) s X r
—QL——>= r = y(p)-y(q) = gen &6 (2.58 b
8y (p) .Y r
As demais derivadas, de segunda ordem, sio:
ar " 1—r2x
I (p) = - (2.59 . a)
ar'y r « r y
—t = e 27 R )
(o) - (2.59.b
ar N r x r y
—_—r R Y (2.59 . ¢
3y (p) r e ¢
o t-rt
) - ' 2.99 d)
3y (p) - (2 .59 d
ou, se escritas na forma indicial,
X . {p)—=x (qg)
or _ _ L i
5;:757 = r,t = - (2 .60 . a)
°r étj'— LA
, = = 2 . . b))
axi(p) ayt(p) r,ij r (2.60.b
onde,
6U . delta de Kronecker
cujo valor €& dado por:
6tj =0 para i # j (2.61.a)

6tj = 1 para i = j (2.61.b)

As derivadas em relagcdao a n valem:



gf(p) = COs o (2 &2 a)
on

a3 .

9xfP) . cen « (2 62 . b)
én

Combinando~-se as equa¢des 2.5B, 2.59 ¢ @ .62 em 2 57,

tem-se:
ar
35 - €0s 6 cosa + sen 6 sena = cos f3 (2.63)
portanto,
o »*
w _r
3~ = 3nb In r cos 3 (2. 64)

. -+ .
Considerando-se r o versor associado a r, tem-se

¥
Ow r + o+
o = anD In r (n.r) = anD In r (n,xr,x+n,yr,y) (2. 695)

ou usando—-se a nota¢ado indicial, tem-se,

L 3
9w _ ¥
an 40D

In vy (n r. ) (2. 66)
v v

As expressdbes 2. 31 e 2.39 dos esforcos fundamentais

* * »*
mn, mnS e Vn s30 obtidas a partir de 2.55 e si3o dadas por .
* —
m = —i—[(1+v) In r + (1-v) CDSZB + u] (e.67)
n 4n
* _ {1—-v
mnS = ~&m sen 23 (2.68)
* cos f _ z, ‘ -
Vrl = Inr [E(i v) sen 3 3 + v] + AnR €os 2R (2. .6%9)
onde,
-+ -+
cos f=n.r = n r n r = n.r
s XX s Y Y LA 8
+ >
sen = — g.r = — & r - s r = - 5. r,
P X X Y Y Tt
As derivadas dos deslocamentos e dos esforgos

fundamentais em rela¢do & direg¢3o m no ponto q €& feita de

forma andloga a do ponto p, isto é.

* L 3
8w _  Ow ar

m 3y 3 (2.70)

onde,



or ar

_85_

aAx(q) or 2y (q)

Om  9x(q)

As derivadas de

dadas por:

or = — r
ax(q) , X
ar =~y
8y (q) 'Y

am + 8y (q) am (2 74

r em relagdo s coordenadas x e y s&0
x(p)l-x(qg)

= - —y — © ~ cos e (2 .72 . a)

_ y(p)-y(qg)
r

= - gen © (2. .72 .b)

As demais derivadas, de segunda ordem, sio

oy y i-r
m = - r - — (2. 73.a)
ar y r " r y
’ p— 2 . P ( ]
x(q) r 2.73.b)
or " r N r y
3y (q) = ps (2.73.c)
or y 1-rzy
Fy(q) = - — (2.73.d)
ou, usando-se a notac¢ao indicial, tem-se,
X (p)—x (q)
r i i 5
—— = -— = -_— 14.
6xt(q) r,i - (2. a)
ar 6tj-— LI
= = - L (2 74 . b)
x_(a) dy_(a) "L r i
As derivadas em relagdo a m sio dadas por:
Ix(q) _ _
__am_ = Ccps ¥y = mx (2.75 a)
8y (q) _ _
30— = sen y = my (2.75.b)

Agrupando—-se as
tem—se,
or

m = cos ¥ {(-c
o,

portant

equacdes 2.72, 2.73 e 2.75 em 2.714,

os €) + sen ¥y (-sen 8) = - cos ¢ (2.76)



™
Ow _r v
dn ~ AnD In r (tos @) (e 77)

Pode—-se escrever

= -1 (m.r) = —— 1 ( + ) (2.78)
dm  amp " T MU T gmp tnor Mmoo ™ T ‘

]

ou ainda, usando-se a notagio i1ndicial, tem-se,

L ]
ow _r _
dn ~ Fmp N7 (mry) (2.79)
* ™ *
- m om oV
As demails expressdes de 2 [2w n ns 4 n
) am an ! m am 3m

sd0 escritas na forma indicial para melhor visualizagao.

*
a O _ -1 )
3m [ o ].— anh [(miri)(niri) + (mtnt) In r] (2.80)

* *
. a aw _ @ w ar -
onde se aplica o [ an ] = o [—5;—] B na equagao 2.69.
Na sequéncia,
L
ém 1
n = { (1+2)(m. v ) + 2(L-v)Y(n.r ) [ (m . n, ) +
om 4nr [ [ T
- (m_r.)(n.r.)]} (2.81)
L A X L PR 9
W
am {—v
ns - [ (m.n Y(s. r. ) + (m s )(n.r_ ) +
am 4nr Tt i 1o Lo
- E(m.r.)(n_r.)(s.r.)] (2.82)
LA N T v L V. B
e,
L 3
av 1
AT { 2(1-v) (s v ) [ 4(s r Y(m.r d(n.r ) +
Im 2 [ Lot Lo [
4nyr
- 2m s JY(n.r. ) — (s.r Y(m.n_} ] + (3+v) [ (m. n_ ) +
L % T v | P 8 T L L . 8

—2(m.r d(n. ¥ ) ]} TS S [ (m s ) — (mr d(r s ) ]
L1 [ nRr T [ [ [

(2.83)



3. EQUAGOES INTEGRAIS PARA FLEXAD DE PLACAS

3.1. Introduc¢ao

Neste capitulo ser3oc obtidas as equa¢des integrais,
envolvendo as solu¢des fundamentais do capitulo anterior,
para a formulagio do Método dos Elementos de Contorno para
placas. Conforme ja comentado, estas equa¢gdes integrais si3o
referentes ao deslocamento transversal w(g) e a sua derivada

. X ow . .
direcional EH(q) de um ponto do dominio, relacionados a

deslocamentos e esforcos no contorno.

Estas equacdes seridc obtidas utilizando-se o primeiro
teorema de Betti, ou teorema da reciprocidade, em uma placa
sujeita a dois carregamentos distintos, g e g* ,que
resultam em dois estados de tens3o e de deslocamento
correspondentes. A partir de integracdes por partes sobre a

expressio resultante da aplicagdc do teorema de Betti,

obtém-se as equa¢des integrais desejadas.

3.2. Equa¢d8po integral para um ponto do dominio

Seja uma placa isbétropa <qualquer, de contorno o' e



dominio Q, contida em uma placa in f inita de contorno Pal e

dominio Qm , conforme mostra a {figura 3.1.

FIGURA 3.1 - Placa finita contida em placa infinita

Aplicando-se a placa infinita dois carregamentos
distintos, 9 distribuido em uma regido de Aarea Qg , e 9*
carregamento correspondente a solu¢io fundamental, obtém-se
dois estados de tensao, Utj e o:j, e dois de deformagao, gtj

e s:j , correspondentes .
0O teorema da reciprocidade de Betti fornece a

seguinte igualdade:
* * v
Jfoe e  dav=_[o e  dv com i,j=1,2,3 (3.1
VLJ vl V‘»J vl

0 termo da direita , denominado aqui de U, pode ser

escrito explicitando-se os indices do produto tensorial.

* * L 3 *
U = o &£ + 0o € + 0o &€ + 2 o & + o £ +
v X X y y -4 -4 Xy Xy Xz X2

+ o0 & ]] dv (a.2)
YZ YZ

Desprezando—-se as tensdes relativas a dire¢ido z, normal

ao plano da placa, tem—se:
* * *
U = [a £ + 0o & + 2 o & ] dv (3.3)
v X X Y Y Xy Xy

Substituindo—-se agora os valores de tensdes e

deformacdes dados pelas equacdes 2.7 e 2.10 , onde




despreram-se o0s infinitécimos de ordem super ior does

o - * .
deslocamentos tangenciais u, v, u e v , tem—-se a integral

do primeiro termo de U doa seguinte forma:

4 2 »
J o, € dv = J —E-E { - z[[ g—g + v 9 : ] 22~ +
1-v Ox ay ox
Vv
z * 2 2 2 *
a
+ [ 9u + v =Y ] g—g ] + zz [ 4 : + v 9 : ) 9 : } dv (3 .4)
ax dy ax ax dy ax

Realizando-se a integragao desta equaGiac na espessura,

a integral transforma-se em integral sobre o dominiao O

2 V4 z *
J o £ dv = I D [ 4 AR o - ] Z_g do (3.5)
v X ax 8y ax
onde,
E h°
D= — " —
ie(1-v )

De forma andloga pode-se trabalhar com os dois termos

restantes da equagao 3.3, resultando-se;

. 2 z 2 * 2 T N2
U = J [ D [ i 2 + v 9 2 ] 9 2 + D [ 2"; + v é—g ]
a X ay Ix ax ay
2 * 2 2 *
O W , o op(1-p) TW 9w ] daQ (3.6)
3y dx 8y Ix 9Oy
Com as equascdes 2.11 em vista, pode-se reescrever
2z % 2 * z ¥
a o a
U = I [ - m - m ~—-2m W ] aQ  (3.7)
ax y Oy Y o By

Q

que € a integral de volume 3.3 transformada em integral
sobre o dominio Q. Pode-se agora transformda-la em integral
sobre o contorno trabalhando-se com cada parcela
individualmente. Integrando—-se por partes a primeira parcela

de 3.7, na dire¢do x, tem-se:



z * - ém -
d w i ow W Ow
- —_— ) = - — T4 —-— (2 3
J mx axz J m” O nx dl J 3% On o (3 8)
Q r Q
onde,
nx : co-sena diretor do versor normal ao contorno na

direg¢do x, conforme a figura 3.2.

X
M, * cos a
y T]y= sen Ot
FIGURA 3 2 - Sistema de coordenadas (n,s) em um ponto

do contorno

Integrando-se por partes a segunda parcela da equagio

3.8, obtém-se:

2 % * am
a *
- J mx : dQ = J [ - m I cos o + X w cos a} dlr'+

" Ox ax
o o r
2
a mx %
— - W do (3.9
ax

Q
Integrando-se por partes agora a segunda parcela da

equagdo 3.7, de forma andloga, na dire¢io y, tem-se:

2 * * ém *
3
| m %M go==-|m 9w oar o+ | =2 W 4a (3 10y
Y 5,2 y Oy y dy 8y
Q 4 0

Integrando-se novamente por partes a segunda parcela

da equagdo 3.10, obtém-se finalmente:

2 % L 3 am
- J m 9 w a2 = J - [ m fﬂ_ sen o + —~ w* sen a] dl"+
y ayz y Oy ay
Q r
azm -
- J Y W odf (3.14)
ayz




Reescrevendo—~se agora a terceira parcelsa da equasao

3.7, tem-se:

2 % 2 » 2 %
o w ow w
— [N A Q = - Q - —
2 J m)(y dn By la] J mxy 3% By d J m)(y 3 oy a2
0O Q Q
(3.12)
Integrando—-se por partes as duas parcelas, em relacao
as dire¢des x e y, obtém-se:
2 % * a *
O w xy Ow
- Q= - b .
2 J mxy 3 By d J mxy 3y cos o dib + J an 3y
(9] 0
* am *
Ow XY ow
Q - IA=Tg — 3.13
d J mxy 3 en o di” + J 3, O a2 (3.413)
r Q

Integrando-se por partes as integrais de dominio,tem—-se

azi& a-l(— a*

W w W
- ——F— d2 = - et - _— +
2 J m. .y 3x Iy d J [ m.y 3y C€O° o M.y dx €N o
0

* L 3
+ Xy w sen o + XY W cos a] dr - J 2 ——§1~ w*dQ (3.14)

Com as equa¢des 3.9, 3.11 e 3.14 pode-se reescrever U

como:
U= - ——i cos o + m éﬂi sen o + m _Ow cos o+
- Tx @ ay ' xy 0y
r
* - 6mK am
xy dx =€ a] drr + ] [ [ o 3 ]cos o+
r
am ~ om _ o*m  &°m m N
+ ( 3 LA 3 L4 ]sen afw dI" - J [ >+ zy + 2 L4 ]w
Y d a 3x 8y x  ady
de (3.15)

Retomando-ce as relagdes 2. 11, e 12, .43 e 2.19

pode—se escrever :



» 8 - o »
w (" w
= - + [=Y's —— it
U J [ mx In cos o my 3y ern o + mxy 3y COL o4
r
aw’ * x
m —2" cen a] ar + I g w dI" + I g w df (3.16)
Ky Ox n
r 0
Tem-se que
* * »*
Sw Ow 8w
y: 3, cos o d< sen o (3.17 a»
* » »*
8w _ ow w -
——a_ﬁ)./i = 3 e O+ g cos o (3.47 b)

Substituindo-se as equagdes 3.17 na equaGaoc 3 .16 e

* *
dﬂ- t _(Zv_v_ gﬂ_t —
agrupando—-se os termos an e Je em-se&
2 z
U = - J {[ m COos A+ M sen & + 2 m sen & cos & ]
X Y Xy
r
»* »*
I + m - m sen & cos & +m cosza - senza fﬁ_
on y X Xy ds
»* *
dr" + J Q, w darr + J g w di2 (3.18)
r Q
Assim, a partir da equasdoc 2.18 pode-se simplificar U
como:
aw on * *
W W
U"“I("‘na—n'*"'ns‘é? “N‘]‘“’*ngd“
r 0

(3.19)

Integrando-se por partes o termo de mns’ obtém-se

r
aw* * z amns *
m — dI" = m w - w darI’ (3.20)
ns s ns r dc

r 1 r

onde F1 e Fz 30 os limites do contorno onde se faz a
integragao. Para um contorno fechado e sem apresentar
cantos, a primeira parcela se anula. Existindo cantos,
surgirdo as rea¢gdes de canto, denominadas agqui de RC.

Na figura 3.3 pode-se observar uma placa com diversos



tantos onde estlo representados o respectivos momentos

volventes resultantes.

FIGURA 3.3 - Canto i da placa e momentos volventes

resultantes

Admitindo-se o primeiro termo da equacdo 3.2P0 como uma
somatdria para todos os lados da placa, & tomando-se apenas

dois lados desta para demonstracio, tem-se-

(3.22)

!
[ aumann
3
+
!
3
1
| S—
£
*
1
!
Py
z
*

Com isto pode-se escrever o primeiro termo da equacio
3.20, antes expresso em termos de somatdria dos lados da

placa, em somatdéria de seus cantos, a partir de 3.22.

N r N N



onde,
NL . ndmero de lado:s da placa
NC . numero de cantos da placa
»
wc.: deslocamento fundamental no canto i
1
FL’, Flz : limites de ctada lado da placa

Portanto a expressidao 3.20 pode ser escrita como

N
» c am
Jm f‘i“—drz—ER w —J ne ¥ ar (3.24)

ns s L,oc, c .13
r = 18 1 r

que, substituindo—se na equacdo 3.19, resulta:

* om * an = *
U = qQ w + ns O A dl” + E R w o+
n a5 n an ) C. C.
r 1= 1 1 1
#
+ J g w df2 (3.29)
Q
Utilizando-se a equa¢ido 2.20, tem-se:
N
* c
= * 9w o+ 2 R * s > d$2
u = Vn w m B d AN wc'L g w g
r - Qg

(3 26)
onde admite-se a carga g atuando em um dominio fg.
Analogamente, obtém-se o termo da esquerda da equa¢io
3.1 como:
N

* * * Ow S %
o & . dV = V w - m dl” + 2 R w +
1l 1 n n an i c. c.
r T1=1 L T

E 3
+ J g w dQg (3.27)

Assim, reunindo-se as equagdes 3.26 e 3.27, a expressio
do teorema de Betti aplicado a placas resulta:
N
o * dw ar + ZCR* . * 4 =
[ n % Mn on ] Lo Wc_t g w s =

Qg



= J [ Vn w* -om gg” ] dar +’z Hc w f + J 9| w* dfg
Qg
(3.28)
Ao reescrevé-la de forma a relacionar cada variavel
como fun¢ao dos pontos na placa, observa-se:
a) os estor¢os e os deslocamentos correspondentes ao
carregamento g dependem apenas do ponto de deslocamento P;
b) a carga unitéria g* aplicada no ponto q do dominio
da placa €& representada pela fungio delta de Dirac S(q,P) e,
portanto, € funcio dos pontos de aplicasio de carga q e de
deslocamento P;
c) os esforgos e os deslocamentos correspondentes a
carga g* dependem dos pontos de carga q e de deslocamento P.

Assim, reescrevendo -se a equacido 3.28, resulta:

N
* * aw %
[v (a,P) w(P) - m (q,P) 2% (p) | dr(p) + ZR (q,P)
n n an ) c.
1= 1 1
* *
wC(P) + J g (q,p) wip) dQgip) = J [ Vn(P) w (gq,P) - mn(P)
- Qg r
N
»* C
w * *
5—-(q,P) ] darpey + 2 R (P) w (q,P) + J glp) w (g,p) dQg(p)
n . c. C.
1= 1 1 1
Qg
(3.29)
Conforme j& mencionado, a terceira propriedade da
distribuigdo delta de Dirac (2.441 c) garante que
J S(q,p) wip) dglp) = wlg) (3.30)

Qg
Com 1sto a expressdo do teorema de Betti arplicado a
placas fica:
w

* *
wi(g) + J [ Vn(q,P) w(P) - mn(q,P) 5;—(P) ] drr(p) +
r



- 36 -

N
c L

+ ER*( Py w (P) = vV (P) w py v p
‘ C'q, wc. = n w (gq,P) - mn(~) m—(q, ) ]
1= 1 1 18 r

N
C

»
dr(p) + 2 RC(P) We (gq,P) + J g(p) w*(q,p) dQg(p) (3.31)

i1 L
L Qg

Tem—se, portanto, a equagao integral do deslocamento
transversal w de um ponto q do dominio da placa, expressa em
fungao dos esforgos Vn(P) e mn(P) e dos deslocamentos w(P)

¥l -
e 5% (P) de pontos do contorno, utilizando-se as solu¢des

fundamentais obtidas no capitulo anterior .

Derivando-se a equa¢ido 3.31 em relagdo a diregidao m,

. - . a
obtem-se a equag¢ido integral 5% (g) para um ponto g do
dominio da placa:
*
w avn amn ow
hdad __n - " Uw _ r
am (g) + J [ am (q,P) w(P) om (gq,P) an (P) ] dal’ (P) +
I
& *
NC‘RC‘ 6w*
L
+2—(—97n-<q,P) W (P) = J [Vn(P) S—(a,P) = m (P)
L=1 L
r
a *
5 (o * N “e P *
W i W
g‘rﬁ[an—(q,P))]dr(P) +.2RC.(P) am(q.F’) + JQ(P) W(CMF')
L= 4 1
Qg
dfg(p) (3 32)
3.3. Equac¢do integral para um ponto do contorno

As equagdes 3.31 e 3.32 sdo escritas para pontos g do
dominio da placa, porém, para a aplicacd3o do método aos
problemas de flex3o de placas, deve-se escrever as equacdes
integrais para pontos Q do contorno. Para isto, considere-se
a figura 3.4 onde um ponto QG do contorno passa a pertencer
ao dominio com o acréscimo I', do contorno, de raio & e com

4

+ —
novos cantos A e A .



r

68

~N
H

ol |

3

(a)

T = cosB =1
FIGURA 3.4 - Contorno circular acrescido ao canto G da
placa
Com o acréscimo do contorno, a equagdo 3.31 escrita

para o ponto Q do contorno da placa resulta:

* * Ow
w(Q) + J [ Vo(Q,P) w(P) - m (Q,P) 22 _(p) ] dr(p) +
n n on

r-r

»* * A
+ J [ Vn(G,P) w(P) - mn(O,P) = (P) ] di"_ (P) +

an &
g
N
c* ¥ *
+ 2 R (Q,P) w (P) + R (Q,P) w (P) + R (Q,P) w (P) =
L&y Ci. Ci, C__ C_ C+ C+
b x A A A
* ot
= J [ V (P) w (Q,P) — m (P) 2% (a,P) ]dr(P) + J [ vV (P)
n n an n
r-r Ty
N
W <
* W *
W (Q,P) — m (PY Y qa,p) | dr Py + E R (P) w (Q,P) +
n an 14 . c, c.

=1 T 1%

* » *
+ RC(P) wC(O,P) + RC(P) wC(O,P) + J g(p) w (Q,p) dQg(p)

- - + +

0
A A A A g (3.33)




Na condicdo limite, quando £ tende a zero, o ponto Q

pertencerd ao contorno. Assim:

‘ * * Ow
w(G) + lim J [ vV (Q,P) w(P) - m (Q,P) -—A(P)] dl'(P)+
- n n an
F+0 r r
. » * ow
+ lim [ vV (Q,P) wi(P) - m (Q,P) =—(P) ] dlf ., (P) +
n n én 14
-0 r
¢ £
N
S ) * ™
+ 2 R (G,P) w (P} + 1lim R (Q,P) w (P) + R (Q,P) w (P) =
£ 4 c c - c _ c c .,
E40 A A A A
L 3
. * Ow .
= lim [ vV (P) w (GQ,P) - m (P) —(0Q,P) ] al’ (F)y 4+
- 2} n én
I'+0 r-r
. *
. »* aw
+ lim V (P) w (Q,P) — m (P) =—(Q,P) ] dI'_ (P) +
n n on 4
-0 I
¢ £
N
c
* * »
+ R (P) w_ (Q,P) + lim R (P) w (Q,P) + R (P) w (Q,P) ]+
& Sy “L € - &= e T
£40 A A A A
) *
+ J g(p) w (Q,p) diig(p) (3.34)
Qg
Os limites das integrais sobre r-r indicadas na

equagao 3.34, por definig¢do, representam o valor principal

das mesmas , conforme [21]1. Assim,

. * * ow
lim J [ vV (Q,P)y wiP) — m _(Q,P) ———(P)] di'(p) =
- n n an

a0 F_F

= J [ V*(O,P) w(P) - m*(Q,P) gﬂ—(P)] dIr(pP) (3.35)
n n an
r
* a *

lim [ V (P) w (Q,P) — m _(P) =22(Q,P) ] dr(p) =
_ n n an

-0 -



. - . ow*
= V (P) w (Q,P) -~ m (P) —(Q,P) dI"(pP) (3.34)
n n n

r

Segundo PAIVA [21] pode-se escrever :

*
lim [v (Q,P) wiP) -~ mca,p) 2 (p) | ar, Py =
n n an 4
o I
- ¥
2n - /?C
= - —_— wi(Q) (3.37)
en
onde
ﬁc . dngulo interno do canto Q da placa
Ainda segundo PAIVA [21] os demals limites sobre

£, incluindo-se as parcelas correspondentes &as reacdes de

canto, se anulam, de onde a equacio 3.34 resulta:

* * ow
K(Q)w(Q) + J [ vV (Q,P) w(P) - m-(Q,P) ———(P) ] dlr(P) +
n n on
r
N *
< * L 3 aw
+ ER (Q,P) w (P) = [v (P) w (Q,P) - m (P) 2% (a,p) ]
. c. C. n n an
LI § 1 18 .
r
N
© * E 3
dir(p) + 2 RC(P) wc (Q,P) + J g(p) w (Q,p) dlg(p) (3.38)
1= 4 % i
Qg
onde,
ﬁ’c :
K(Q) = (3.39)
2n

Para um ponto Q nio pertencente a um canto da placa a

constante K(Q) resulta:

K(Q) = (3.40)

o[

Escrevendo-se agora a equa¢ao integral 3.32 da derivada

a
direcional 5%(0) para o ponto O da figura 3.4, tem—se:



L

Ow 6Vn amn ow
r-r
avn amn w
+ J [ an(O,P) w(pP) - 55~(0,P) 5;—(P) ] drf(P) +
r
4
N-1 BR* 6R* ' *
c c. €y c, +
+ 2 3 (Q,P) w (P) + ~5——~(O,P) w (P) + (Q,P) w (P) =
L, Om . m c _ am c
A A
Au 8 (ou"
_ W _ o W
= J [ Vn(P) an (Q,P) mn(P) am(éﬁ“(O'P)]] dlr(pPy +
r-r
' an d (duw
W w
— —_— — r‘ +4-
+ J [ Vn(P) o (G,P) mn(P) 6m[6n (G,P)]] d f(P)
r
4
L 4 ¥ *
N w aw ow
< Ci c, - c,t
+ R (P) (Q,P) + R (P) ———(Q,P) + R (P) (Q,P) +
. c. m c 8m c m
1= 1 L - . +
b A
a E 3
+ Jg(p) 5{%(0,;’) dQg (p) (3.41)
Qg

No limite, para € tendendo a zero, o ponto Q pertence

ao contorno. Assim, a equacido 3 .41 resulta:

ow BV: am: Ow
5‘;(@) + lim J ['a—m'—(O,P) w(P) - W(G,P) a—n—(P)]
I'+0 I_'—F
av: am: B
dl'(P) + 1lim [ 56_(0'P) wi{P) - 56—(Q,P) 5;—(P) ] drE(P) +
-0 r
¢ 4
N 6R* BR*
c c. €y
+ 2 Y(Q,P) w (P) + 1lim ——2 (a,P) w (P) +
&, Om € Im c _

£ -0 A



»
Mm_
Ca
o (Q,P) w (P) ] =
om c +
A
» %
. 3 (5]
= lim vV (P) —ﬁ»(G,P) - m (P) 2— —ﬁ-(G,P) dl"F (P) -+
B n am dmldn
'+0 er
* ™
) w 8 (8w
. . ~ —_— — -_— = r‘
+ lim [ vn(P) om (Q,P) mn(P) am[an (O,P)]] d f(P) +
&0 rf
E 3 e
N w ow
c c. Ty~
+ ER (P) —=—(Q,P) + lim R (P) ————(Q,P) +
L, o am c Em
b E-0 A
6wc + 5 "
w
[ + —— Q —_ —~
+ Rc(f) o (Q,P) ] J g({p) 3 (Q,p) dlig(p) (3 .42)
A Qg
Os limites das integrais sobre I' = T <30 os valores
pPrincipais das integrais sobre r. Realizando-se um

deslocamento vertical de corpo rigido com a placa igual a
-w(Q), pode-se eliminar as singularidades que aparecem na

equasao 3 .42 quando £-+0, conforme [21]. Assim a equacgdpo 3. 42

resulta:
¥
Ow avn amn ow
EH(Q) + J 55—(G,P)[W(P)—w(0)] - 55—(G,P) an (P)
r
*
v om w
dl' (P) + 1lim ——Q(O,P) w(P)-w(Q) - ——Q(O,P) = (P)
am am an
£40 FE
N &R R
e c, Ty~
dlf, (P) + 2 (Q,P) jw_(P)-w(Q) + lim —_— (Q,P)
4 Y m = om
1= { +0
R

C7\+
[w (P)—w(O)] + — (Q,P)[w (P)—w(O)] =
c _ 8m c .,

A A



*

am | on

e

+ lim . Vv
n
&0 r

ow" 3 [aw‘

(P) 3m (Q,P) - mn(P) >

on
4

*
N Ow ow
< C c, -

+ E R (P) ——=(Q,P) + 1im [ R (P) A
Lo dm c _
1= 1 v E-»O >\

™
ow -

Ext )
w
_bm—(O'P) ] + ‘[Q(P) T(OAP) ng(P)

+ R_(P)
c m

>\+ Qg

Os limites,

lim J {
£-0 I

4

quando &€-+0, resultam, segundo

[w(F’)—w(O)]

™
ém

n
55—(0,P) 3

*
av

n
5;-(O.P)

- -1 {[ (4n - EBC) + sen 2(y + Bc) - sen 2y ]

4n
8w

*
8R
Cx” ext
—_ (Q,P) [wC(P)—w(O)] + (G,P)[w

+ [ cos 2(y + BC) - rcos 2y ]

ém

PN

ow
‘-a—"—\(O) +

= A { [ sen 2y sen 2(y + BC) ]
) - 2 w(Q)
+ cos 2(y + ﬁc cos 2y Em

onde,

¥ : angulo entre os sistemas de coordenadas

(m,u), conforme mostra a figura 3.5.

(Q,P) +

gﬁ—(Pr} dr_(p) =
n ‘ 4

-
(P) gﬁ—(O,P) = m (P) 4 [gﬂ-(O,P)]] dlm(Fy
m n

-———(O.P)]] dr'z; () 4

(3.43)

(211:

w
5;(0) +

(3.44)

(P)-w(O)]} =
c
+

A

(3.45)

(n ,5 ) e



Os demais limites dependentes de ¢ da evuuatcan 3.83 sd0

nulos, conforme [21].

FIGURA 3.5 - GSistema de coordenadas referentes aos
pontos anterior e posterior aos cantos A

e K+

Apds as substitui¢des feitas na equagcio 3. 43 obtém-se a

expressao da derivada da equag¢io integral em um canto do

contorno
aV
8w ow n
ki 5;(0) + kE 5;(0) + J [ 5;—(O,P) [W(P) - W(Q)] +
. r
* aR*
amn Ow . &
- QP (P ] dr(p) +‘z 3 (Q.P) w_(P) =
Tr= 1 1
A 3 (ou
_ W _ g |94
= J [ Vn(P) 3 (G, P) mn(P) am[an (O,P)]] dlr(kP) +
r
*
Nc ow A 5 *
L w
+.z RCfP) '?ﬁT(O'P) + J gi{p) 5;—(Q,p) dQg(p) (3.446)
T1= 4 L
Qg

onde,



c v o .

ki = é—T-z- + an [sen 2y - sen Py + [,,C) ] (3.47)
v

ke = Z; [COS 2y - cos 2(y + ﬁ’c) ] (3.48)

Indicando—-se por kw a seguinte expressaoc:

Ow ow
= — + o
k K (Q) ke 3

w { 3m (Q) (3.49)

e admitindo-se gque a coordenada m coincide com a diregao

normal n1 , conforme a figura 3.5, obtém-se:
3
c 0w v aw
kw = é;l_ 'b'n—(O) + »E; sen {?C '-a—n-*(O) (3.50)
1 4
e para m = n,:
PE]
W 3w c Ow
kw = 5n sen ﬁc an (Qg) + 5n n Q) (3.51)
1 4
Portanto pode-se escrever, para cada ponto Q do

contorno, duas equagdes integrais para as derivadas do
deslocamento, correspondentes as duas diregdes normails
definidas junto ao canto. Estas duas equa¢gdes s3o escritas
em relacio aos pontos anterior e posterior ao canto,

substituindo-se respectivamente as equagbes 3.50 e 3.35f em

3.44. Para pontos do contorno com uma uUnica tangente, isto
€, uma Unica normal, tem-se GC= ., tornando-se idénticas
estas duas equagdes e, portanto, a equagadao integral da

derivada do deslocamento w deste ponto em relagio & direcgdo

normal ao contorno resulta:

1 dw av: a‘“: w
'e— —n'; (Q) + J [Em—-(O,P) wi(kP) - 'a—m——(Q,P) 5E—(P) ] drf(pP) +
r
L 3
NcaR » 5 -
+ z———‘to,P) w (P) = v Py Y a,P) - m (P)
L, om oy : n dm n

r



-

N Ow
3 (ow" c < F
— I + ——reee g —
om[an (O,P)]]d (P) E R_(P) —5-2(G,P) + Jg(p) 5e—(0.p)
L=1 8
f2g
dQg(p) (3.52)
3.4. Integrais de dominio para o carregamento

As integrais de dominio das equac¢des 3. 31,

3. .32 serdo transformadas em integrais sobre o

3.32, 3.46 e

contorno da

regido carregada Qg. As integrais do dominio sio:

r

#*
g(p) w (q,p) dQg(p)

& *
Ow
g(p) 55*(q,p) diig(p)

onde,

3 = In r cos ¢

(3.53.a)

(3.54.a)

(3.954 . b)

Considere—-se a figura 3.6 que mostra a regido carregada

Qg com contornoc Fg , além do ponto de carregamento q, onde

admite-se a carga g variando linearmente em seu dominio. Com

isto pode-se escrever, em relagio ao sistema de

(x,y):

g = A x{p) + B y(p) + C

Em relagdo ao sistema de coordenadas (;,7),

em g (figura 3.6), tém-se:

]

x(p) x(q) + x(p)

1

y(pi y(q) + y(p)

coordenadas

(3.59)

de origem

(3.56.a)

(3.56.b)
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df?q-rdedr

FIGURA 3.6 — Regidao carregada Qg

Reescrevendo—-se a equa¢ao 3.59 tem—-se:

fl

g = A x(q) + B y(g) +C + A x(p) + B y(p)
= g(q) + A x(p) + B y(p) (3.57)

onde,
gl{qg) : valor da carga g no ponto q.
Suybstituindo-se a equagido 3.57, escrita em coordenadas

polares, na equacio 3.53 a, obtém-se:
»
J gip) w (q,p) dQgl(p) = J [g(q) + A r cos 8 +
Qg - Qg
~ *
+ B r sen 9] w (gq,p) dlgip) (3.58)
Substituindo-se a equa¢do 3.54.a na equasio 3.58,

lembrando—se que g(q) € uma constante e dQ - = yr dr df

(figura 3.6), tem-se:




R
L 9(q) 3 1
) f L o—— - ——e 3
J g(p) w (gq,p) dlg(p) 87D J [ J r ( In v g )
Qg e 0]
R
dr de + 1 ( A cos & + B sen 6 ) r In r ~ L )
i 8nD e
2] 0O
dr ae (3.59)

Fazendo-se a integracio em r, com o angulo 8 constante,

- g(q) <
J gl{p) w (q,p) dlig(p) = 351D J R ( In R - 0,75) d& +
Qg 2]
1 s
— R ( A cos @& + B sen 8 )( Inr — 0,70) d& (3.60)
40nD

8.

Da figura 3.6 pode-se escrever :

drg cos {3 = R d& (3.61.3)

o4,

dI"  cos {3

g
8 =
d R (3.61.b)

Substituindo—se a equa¢do 3.61 na equagio 3 .60 abtém-se
a integral de dominio, transformada numa integral sobre o

contorno do carregamento Fg

* _ 1 4
J ag(p) w (q,p) dQgip) = 307D J R ( A cos & + B sen 8)
Q r
g g
g(q) a
( Inr - 0,70)cos 3 drg + ~357D J R (In R - 0,79)cos {3 drg
r
=]

(3.62)

Analogamente, para a integral de dominio expressa na

equacio 3.53.b



*

v -4 ]
AR = - - e
J glp) i (q,p) dQg(p) TEnD J R (A cos € + B sen )
Q r
° g
g(q) 2 i
( Inr - 0,25)cos ¢ cos 3 drg V-] J R ( In R - ~§~)cos g
r
<]

cos f3 drg (3. 463)



4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
IMPLEMENTAGAO  NUMERICA

4. 1. Introducao

Neste capitulo seri apresentada a solugio numérica das
equacdes integrais abtidas no capitulo anterior dos
deslocamentos transversais e de suas derivadas direcionails,
relacionados aos deslocamentos e esforgos no contorno.

A transformacio dessas equagdbes integrais em equagdes
algébricas para a solucio numerica € feits utilizando-se o

Método dos Elementos de Contorno. Neste método divide-se o

contorno em segmentos, chamados elementos de contorno, onde

. . . adw
as variidveis nodais correspondentes, os deslocamentos w e 3n
e os esforgos Vn e mn , sdao aproximados por fungbes

interpoladaoras.

As equacdes algébricas resultantes dessa transformagao,
escritas para todos os pontos do contorno, formam um sistema
de equa¢d®es lineares. O sistema € resolvido apds a imposigao
das condi¢des de contorno para cada problema , podendo—-se
obter posteriormente valores de deslocamentos e esforgos
para pontos do dominio.

Ainda neste caplitulo serdoc apresentados os elementos
utilizados no programa para aproximagao da geometria,

procedimentos utilizados em casos de descontinuidade da



noymal ou das condicOes de contorno e na aplicaglo da reagio
Vn pontual . Serao ainda comentadas as integracbes numfricas
utilizadas a nivel de cada elemento, com transformagao

auto-adaptativa de coordenadas.

4 2. Discretizac8o das equag¢lOes integrais

A discretizagdo do contorno de uma placa de Ffaorms
qualquer deve ser feita de modo que o contorno real seja
melhor representado. Para isto adotam—se elementos de
geometria reta ou curvas. 7

A figura 4.1 mostra uma placa cujo contarno I &
dividido em elementos de contorno rj , onde alguns sao
admitidos curvos com este objetivo. Para o elemento
quadratico s2o necessdrios 3 nds, ou pontos nodais, para sua
definicio geométrica, dois deles em suas extremidades e um
central As wvariadveis de contorno serdao aproximadas por
fungdes polinomiais interpoladoras de ordem quadratica,
também definidas para os 3 pontos nodais correspondentes a

cada elemento.

X
| y
1
Y
r
n \/
N "
2
FIGURA 4.1 - Discretizacdo do contorno I” da placa

Os elementos utilizados s3o elementos quadraticos




continuos e elementos circulares continuos, onde o0 usudrio
tem a opgao de definir qual)l o tipo de elemento que melhor
representa o contorno real. 0Os elementos san ditos continuos
por garantir a continuidade das varidveis entre elementos
adjacentes. Em casos de descontinuidade da normal ao
contorno ou de esforgos serao wutilizados nos duplos, de
igualis coordenadas, onde cada nd assumira valores nodais
di1ferentes na descontinuidade.

Esta situacdo ocorre, por exemplo, em um canto de
placa, onde ha&a uma mudanga brusca da diregid3o normal ao
contorno, ou ainda condigdes de contorno de deslocamentos ou
de esforgos diferentes, como um lado da placa engastado e
outro simplesmente apoiado, ou livre.

A figura 4.2 mostra o nd duplo em um canto de placa,
cada nd pertencendo a um elemento adjacente a este canto,

com diregdes normais ao contorno distintas.

FIBURA 4 2 — NS duplo em canto de placa
4. 2.14. Elemento Quadratico Continuo

A aproximacdo da geometria deste elemento, assim como
dos deslocamentos e esfor¢os no contorno, & feita pelas

fungdes interpoladoras quadriaticas ¢.

As funcdes aproximadoras ¢ s30 expressas em fungido da

coordenada local isoparamétrica &, correspondente a cada
elemento, conforme pode—-se observar na figura 4.3. As
coordenadas de um ponto, k, qualquer do elemento sao

obtidas, portanto, em fung3o das coordenadas dos 3 pontos

nodais que definem este elemento.




U - desiocamentos

P - esforgos

2
( £0)

(Exny? Udoufy

Coordenada local isoparamétrica I e

coordenada curvilinea no contorno Fj

FIGURA 4.3

As funcdes aproximadoras ¢ s3o:

o = é EO(E - 1) (4.1.a)
@ = (1 - E)(t + &) (4.1.b)
¢ = 2 @+ (4 1.0

Zero nos

e assumem valores unitdrios nos respectivos nds e

demais .
Assim, as coordenadas de um ponto k interno ao elemento

J pPodem ser escritas como:
X (G0 = @) K+ @7 K+ 7)) xS (4.2)
onde,
= 1,2 indices que indicam as coordenadsas (xi,xz)
substituindo (x,y).
0 Jacobiano da transformacio da coordenada no contorno
' para a coordenada adimensional E eé obtida da
equacdo 4.2 resultando:
-
(4.3)

- /e B
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Para a utiliragdo da integratis numérica sobre o
elemento de contorno € necessarisa ainda a obtengcdao dos
versores normal e tangencial a0c contorno e o raio de
curvatura no ponto k pertencente a este elemento, além de
seu comprimento total. A geometria diferencial fornece

as seguintes expressdes baseadas nas equagbes 4.2 e 4.3

1)/fdx1 z dx~2z
- =J =) (&) = -
=1

dx dzx dx dzx
( 1 z - [ z 1
) =) - &) 5
Keg ) = dZ Bd"f (4 5)
dx 2z dx 2 /
1 . 2 2
[(=) < (=]
R(E ) = — 1 (4 &)
k (€ )
k
dx
2
on L d
Ix (fk) = 5 (4.7 . a)
k
dx
_ b §
on _ d
o (fk) = 3 (4.7 .b)
2 k
ds _ an
0x1 (fk) = v (Ek) (4. 8. a)
ds _ re/q)
y (Ek) —5;: (Ek) (4.8.b)
onde,
dx1 d2x1 dxz dzxz
_df , z ' ag , 5 derivadas da equagao 4.¢ em
d& dZ

relag3o a coordenada local £;
L : comprimento do elemento de contorno;

H(Ek) . curvatura do contorno no ponto fk;



R(Ek) - ra1o de curvatura no ponto,
on ' on : ) -
o P (fk), . VI (Ek) : tc-aenos diretores da diregdo
1 2
normal ao contorno no ponto, em relagdo ao sistema de

coordenadas (xi,xz);

s Oc,

—5;:— (Ek), ~5;;— (Ek) : co-senos diretores da diregao

tangencial ao contorno no ponto, em relagdao ao sistema de

coordenadas (xi,xz)‘

A figura 4.4 mostra um ponto k gqualquer no contorno e
as respectivas dire¢bes normal e tangencisal representadas

-+ -
pelos versores ﬂk e Sk,

Xy
X2
FIGURA 4.4 - Diregdbes tangencial s & normal n ao
contorno
4 2.2 Elemento Circular Continuo

Para representagsd3o exata de um contorno circular,
pode—-se utilizar o elemento circular onde apenas a geometria
& definida por novas expressdes,enquanto as varidveis nodais
deslocamentos e esforgos continuam sendo aproximadas pelas
funcdes interpoladoras ¢ das equagdes 4.1 .

Primeiramente, para este tipo de elemento, pode-se
obter o centro da circunferéncia por suas coordenadas x: e
x: e seu raio de curvatura R como fungio dos pontos nodais
1, 2 e 3, que definem o elemento, conforme as seguintes

expressoes:




|8}]
Ut

F N2 2
+ | x1 x1 _ xa + xa x1 xz x‘ + 1 2 +
(1) "1 z z 1 1 2 2 " P
[ 1" 1 ] 2 2 ] 3
+ X ” " - X + x o= X +
L 2) 1 z 2 1 2 z
. 2
2 1 1 3 2 3 1
+ Ix X H — X + X oo X +
L 2 1 2 z 1 z 2
. z
3 1 2 1 2 1 z
+ Ix » X_ - X + X . o= X /
2 1 2 ] 1 z 2
1 2 2 1 2 2 1 3
/ el - x X ¥ =X + K K~ X + X K - X
1 1 2 1 1 1 1 2 1 1

1
/ 2 2 2 oz
R = [x - x°] + [x - x] (4 10)

Para obterem—-se as coordenadas de um ponto k qualquer
do elemento circular s3o utilizadas coordenadas locais z1 e
zz. posicionadas no centro da civrcunferéncia, onde a diregio

z, Passa pelo ponto 2, intermedidrio ao elemento, conforme

mostra a figura 4.5.
As novas coordenadas s3o0 obtidas por rotagao e

translacido de eixos (figura 4.5) e s3o expressas por:



r [x - xOJ coso + [x - xo] senc (4 11 a)
1 1 2 z

z_ = [x - X J cosa + [x - xo] senc (4 .11 b)
2 2 2 2

nu ainda,

X = Z2 Ccost - z send + xo (4 12 a)
1 1 2 1
X = 2 sen + z coso + xD (4 12 b))
2 1 2 2
Z,
FIGURA 4.5 - Coordenadas global e local ao elemento de

contorno circular

Para utilizacio da integrag3o numérica sobre o elemento
introdu;—se a coordenada adimensional &, 0O <que requer a
transformagdo da coordenada local z em coordenadas polares
(r,8).

Com r constante e igual a R adota-se a coordenada 6
positiva no sentido horario a partir do semi-eixo positivo

21’ resultando:

z = R cos6 (4 .13 . a)
z, = R sen& (4.13.b)
A Ffigura 4.6 mostra esta nova transformagao de

coordenadas locais, com as coordenadas 8 e £ e o &ngulo el

do setor formado pelo elemento circular.




FIGURA 4 & - Coordenadas locais do elemento circular

A posic¢ao de um ponto k deste elemento, em relagdo as

coordenadas apresentadas, € dada por:

onde,

5} a

4 £
= < 5;
= =< Gk = = (4 1

Assim, durante a integrac¢lo numérica sobre o elemento,
dado um ponto k genérico deste pela coordenads adimensional
I, obtém-se suas coordenadas em relacio aos eixos X, e X,
pelas seguintes expressoes, obtidas a partir das

expresstes 4 .12, 4.13 e 4.14

k
x, = R cos(6,) cosa - R sen(6) senx + x:’ (4 16.a)
xz = R cos(ek) sena + R sen(sk) cosa + x: (4 146 .b)

Para o elemento circular, assim como foi feito para o
quadrdtico, € necessiAria a obten¢io dos versores narmal e
tangencial ao contorno no ponto k, cujos co-senos diretores

sa0 dados pelas expressdes:




Xk _ xo
an _ 1 1 -
&0 &) = —m— (4 .17 &)
T
an _ 2 z -
O g = = (4 17 b)
dc on —
ﬁa;; (gk) = o (fk) (4 16 a)
ds _ On .
“on, B 7 E N 4.18 b

0 comprimento do elemento € dado por.

L = R . 8[ (4 .19)
4. 2. 3. Equagdes Matriciais
As equasbes integrais de placas obtidas no

capitulo anterior apresentam integrais sobre o contorno I’ e

as aproximacdes da geometria e varidveis sobre os elementos

que o0 discretizam sdo fungdes da variavel adimensfenal g,

cuja transformagio de coordenadas € dada pelo determinante
jacobiano J da egquagao 4.3.

As coordenadas de um ponto k qualquer pertencente a um
elemento de contorno, escritas em fungao das coordenadas dos
pontos nodais do elemento e das fungdes aproximadoras ¢

resultam na expressao:

1

1 z 2 3 3
xi(fk) = ¢ (Ek) Xt ¢ (Ek) X, + ¢ (Ek) X (4.20)

com, L= 1,2

Escrevendo—se na forma matricial resulta:

X(k) = ¢ (Ek) X (4 21)



K
)(’
X(k) =
Z’ _ {¢1 ¢z ¢3}
@ 0
¢ (& ) = ~ ~
7 X o &

Reescrevendo—-se a expressio 4.20,

tem-se:

(4.23)

(4.24)

s

x X X xXx X
N WN NN R We N W

x

W\

(4.23)

Procedendo-se de forma andloga com relagioc as varidveis

deslocamentos e esforgos,

obtém-se as expressdes:

[=
J

c £ ¢ C
N WN NN BB e NE e

[

\

(4.26.a)
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r ‘i‘
Py
pz
k b 1
P 1 2 3 0 3
S N IE RS R L )
P, 0 [¢ ¢ ¢] P,
z
Pa
3
Lsz
(4 26 b)

onde os indices 1 e 2 nos deslocamentos u e nos esforgos p

representam:

u (K) = wlk) , (o = Mo (4.27 a)
1 2 an

P (k) =V (K) , P (k) = m (k) (4.27.b)
1 mn 2 n

Desta forma, podem—se escrever as equacdes integrais
aw
dos deslocamentos w e 3m para um ponto @ do contorno,

agrupadas numa Unica equaGao como:

N
C
C(Q) UQy + _[ P¥(a,P) UP) dI(P) + ¥ R (G,P) U (P) =
~ ~ - ~ i=1 i LS
N
»* © *
= [ uT«a,P) P(P) dI(P) + L R_(P) U_ (G,P) +
r ~ ~ i=1 . i - 1
+ [ s u¥(a,p) dQ (p) (4 28)
o) ~ g
g
onde,
é- 0
C (Q) = L (4 29)
°© 5
U1(G) wi(Q)
uQ) = =1 o (4. 30)
~ u_ Q) —(Q)
2 8m
u, (P) w(P) :
upy = = 1 ou (4 31)
~ u_ (P) 2Py
2 om



pi(O) Vr(O)
P(Q) = = ‘
pz(O) mn(O)
pi(P) Vr(P)
P(P) = = '
pz(P) mn(P)
*
* * * w (Q,P)
Ugs Y42
g(O,P) = - - = 5 "
Uzs Y22 Y _(a,P) -
am
3
* »* v (Q,P)
* Pis FPaz n
S(O,P) = - - = e,
P = h
z1 22 55—(O,P)
* »
R _(Q,P) R
* Ci i
R (Q,P) = =
C. *
~ L aRC RC
3 1 {(Q,P) L2
* *
W (Q,P) u
* ©i Ci
u (Q,P) = =
c * *
~ awc Uc
am 1(Q,P) 12
*(a, *
w -] u
* _ _ 91
ug (Q.p) = { aw*(o )} - { »* }
~ am P ugz
Com a discretizagd3o do contorno
integrais da equagao 4.28 podem ser r

somatoria

contorno,

N
e

ceay Ut + ¢ |

j=1

64

dos valores das

p¥
r.w~
J

resultando:

(Q,P) U

e d

integrais sobre

i

»
3 dw

8 &

3 *
(2]
[EE(O'P)

(Q,P)

9
am

»*
- m (Q,P)
r

»*
am
i

am

(Q,P)

(figura
eescritas

oS

N

C

=1 .t

J

(4

(4

(4

(4

4.1)

como

~

1

elementos

(P) dI' (P) + T RY (Q,P) U_(P)

.32)

.33)

.36)

.37)

.38)

as
uma

de



[ -] <
3
= ¥ f U (Q,P) P(P) dI" (P)Y + ¥ R «(P) U* (Q,P) +
. ~ ~ J A C C
j=2 T Lt=1 v -t
J
.*
+ [ 9tp) U (Q,p) dR_(p) (4 39)
0 g 9
g
onde,
No . nuimero de elementos de contorno da discretizagao.
Explicitando-se os vetores U(P) e P(P) das equacbes

4 Pb, com valores aproximados em fun¢io dos valores nodais e

substituindo-os na equag3o 4 .39, tem—se.

N
(=] 1
Ce@ U@ + L [ 3] ¢P) PTa,P) dZ(P) U +
~ ~ ji=1 -1 - - -
N N
c * e 1 »
+ L R_tQ,P)y U_(F) = T J1a] ePy U ta, Py dZ(P) P,
i=1 o i — 1 j=1 -1 ~ ~ ~

N .
© * # . L .
+ L R_(P) U (G.Fy + [ atp) U (G,p) dQ (p) (4.40)
. c. <, g g
=1 . i .~ L Q ~
g
Como os valores nodais s30 independentes de T, a

equacido integral 4 .40 transforma-se em equagao algébrica na

forma:
a w +b (MY 2 v +d . m +e R+ 4
1y 1y on tin vy on, ik © L
B i} k
com,
i = 4,2 ; j = 1,NOCONT ; k = §1,nc (4 .414)
onde,

os indices repetidos indicam somatdrio;

NOCONT : numero de n®s no contorno;
nc : numero de cantos da placa;
i : representa as equa¢Oes do deslocamento (i={) e de

sua derivada direcional (i=2).



Aplicando-se a equaGcao 4 41 para todos os pontos nodails
obtém-se um sistema de equacdes lineares, de ordem igual a
duas vezes o numero de nds no contorno. 0 sistema obtido

pode ser escrito na forma matricial

H'U =6 P + E Rc + F (4. 42)
onde,

H' e 6 -~ matrizes quadradas de ordem igual ao dobro
do nUmero de nds no contorno (2xNOCONT), cujos termos sao

obtidos das integrais de contorno;

U e P - vetores dos deslocamentos e dos ecsfor¢os,

respectivamente, de todos o0s pontos nodais do contorno,
vetores de ordem 2xNOCONT;

F - vetor resultante da integragcao sobre a regilao

~

carregada 2 , vetor de ordem 2xNOCONT.
g

Com as condi¢bes de contorno impostas por um problema

com uma placa em equilibrio, ser3oc conhecidas, para cada nd

. . ) Iw
do contorno, duas das quatro variaveis nodais ( w = Vn'
mn ) enquanto as demais serio incdgnitas. Neste caso, 0

sistema 4 42 terd BxNOCONT varidveis incdagnitas e E2xNOCONT
varidveis conhecidas. Efetuando-se as contribuigdes das
termos da matriz E, referentes as rea¢cdes de canto, na
matriz H' e entio levando-se as varidveis conhecidas para o

o~

segundo membro da equag¢do 4.42,ests pode ser reescrita como:
{AY {X} = (B} (4 .43)

sendo,

{X} - vetor das variaveis nodais incdgnitas.

ApdOs a resolu¢do do sistema s3o conhecidos todos os
valores nodais podendo—-se obter 0s deslocamentos e
cturvaturas dos pontos internos aplicando-se as equagdes
integrais 3.31 e 3.32 . A partir dos deslocamentos e
curvaturas dos pontos internos pode-se calcular os momentos

fletores e volventes e forga cortante nestes pontos.



Posteriormente ser2o discutidas as contribuicdes das
reacGes de canto, assim como a introducdo do céalculo da
reacao V” pontual e suas melhorias em comparagiao com a

formulagio usual de calculo deste esforgo.

4 2. 4. Deslocamentos para pontos internos

Calculadas as incdgnitas do contorno apds a resolugio
do sistema 4 43 pode—-se obter os deslocamentos w(q) ) as
. . . aw ~
derivadas direcionals ga(q) e as curvaturas em relagao a
uma dire¢ado m, qualquer, para pontos do dominio. Para isto
utilizam—se as equagdbes 3.31 e 3.32, respectivamente,

aplicadas a todos os pontos internos.
Desta forma obtém-se a seguinte equagio matricial,

semelhante a ja obtida para pontos do contorno 4.41:

U(g)y + HU =G P + F (4.44)
onde,
T _ A B dw =
g (q) = { W, o W, Eﬁ? L Wops EENPI } (4 . 45)
sendo,
NPI - nUmero de pontos internos;
H" & G' - matrizes cemelhantes a H e G ; obtidas

) i . p . .
para pontos internos, onde H j& contém as contribui¢cdes de
reacdes de canto, obtidas de forma andloga & realizada para
pontos do contorno;

U e P -~ vetores dos deslocamentos e dos esforgos

~ ~

dos nds do contorno, respectivamente;

1 . -~ .
F - wvetor resultante da integragdao sobre a regiao

e

carregada Qg para os pontos internos (semelhante ao vetor F

~

da equagcio 4 .41) .

, L L - . i
As matrizes H e G ter3o duas ou mais linhas para
cada ponto interno, dependendo de quantas diregdes m serilo
ow

escolhidas para o cdlculo das derivadas am(q).



4 2.5 Esforgos para pontos internos

Os momentos fletores e volventes e a for¢ga cortante
nestes pontos sdo dados pelas equa¢cdes abaixo, expressas na

faorma indicial .

- _ dw w . .
L L i ]
3
_ o w
O_L = D Y PR o (2 .14 d)
1 1
com i,j = 41,2

Substituindo-se a expressao 3.38 da equagao integral do
deslocamento w nas equagdOes acima e realilzando-se as
integracbes necessarias, obtém-se as equagdes integrais para

momentos e forga cortante para pontos internos:

M, (@) = - f [v* (q,P) w(P) — m~ (q,P) g"‘ (P)] dl(P)+
J r ni.j nij n
N
< * * aw*
— (g, w Y o+ w.  (q, - —13(q, m
R P) (P L aLPy V(P 5. H(a,P) m (P)
c=1 Ctj t I" 3 :
N
¢ ¥* *
alr(P) + L w_ tq,F} R_(F1 + [ gtp) w (a,F) d0 (p) (4. 46)
c=1 Cij Ltj Q J g
g
' a
a (q) = - [v* (@,P) w(P) - m" (q,P) —2= (P)] dr(P)+
i n. n. on
l—' v v
N
C * aw*
~C?1Rct(q,F’) W (F) =+ fr [wiL (q,P) V_(P) - —=—i (q,P) mn(F’)]
N
€ * *
dalr(P) + w_ (g,P) R_(P) + J" a(p) w, (aq,P) d0 (p) (4.47)
c=1 i : £y Q 9
g
onde,
¥
. a*v; azv:
V_ (q,P) = - D} v & ——a—tq,P) + (1-v) =—=—(q,P)
nij ij axlaxl axtaxj

(4.48.a)
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*
azm: szn
mn,(,q'P) = D v élj am(q,p) + (1-v) W(Q,P)
L) L 1 1 )
(4.48 . b)
2 ¥ 2
* o ow _ w
w.lj(q,P) = D] v 6,”, F % (q,P) + (1-v) axlax.(q,F’)
1 1 1 J
(4 .48 c)
aw’ a® |ow"
W - g __E_
an W (a.P) Dyv¥ 611 ax Ox |on ta,Pyp +
2 3 *
w
L J
. azRZ azR:
RC.(-Q,F') = D v 55” W(Q'F) + {({1-v) W(Q;p)
vy 1 L L )
(4 .48 e)
_ * -
a azvn
3 = ) =
\Y% -(q,,F’) D on % 3 (g,P) (4 49 a)
i L 1 1 i
3 i 62m*E A
m_ (q,P) = - D 2 (q,P) (4.49 b)
. Ox ax a
i 1 1 1 |
2 X
) a g w
w., (gq,P) = D M l:axa (q,P) (4 .49 c)
1 i L
* z *
L _ a a dw
Fﬂ—m(q,P) = D a";_ { axlaxl on (q,P) (4.49 d)
o [ 7R
R i(q,P) = D a’*t axlaxl(q'P) (4. .49 e)



As der ivadas parciais das solucdes fundament e
(expressas no capitulo 2 ) envolvidas nas equagdes 4 4 ¢
4 4% sao obtidas em relagd3o a um eixo ®., com o= 1,0,

conforme 1ndicado na figura 4 7.

+ - - >
FIGURA 4.7 - Vetores n(P) , s(P) , r(q,P) e xi(q)

Suas expressOes sao apresentadas a seguir

"
g: (q.P) = - 4%5 Inror (4 S50 a)
Y
Al = s 6 1 (4.50 . b)
axtaxj(q'P) = ZnD [rirj + C n r] ‘ ‘
azw* 1
W‘Q'P) = ZnD [1 + 2 1In r] (4.50.¢c)
. 3
3 Egigi“(q'P) = 'éﬁ%ﬁ_ r. (4.50.d)

o - anD [ri(nkrk) + n In r] (4 51  a)
2 *
a dw - 1
| = — - 6 - +
axtaxj[an (q'P)] anrD [(Erirj WRALMEN IR A

- njri] (4.51 . b)




2 »

6 aw _ 1 =
5;:5;:[65-(Q,P)] = Péﬁ?ﬁ (nkrk) (4 91 . ¢)
4 *
of o [aw ] 1 | _
(q,P) = e (2r.r.n. - n._ ) (4 51 d)
axilaxlaxl an EHFZD ik k i
*
avn 1 2
5;f(q,P) = p d(1~V)(SLrL) [4ri(nkrk) - ni] +
i 4nr
- 4(iv~v)(sser)(nkrk)fs.,L + (3-—1))|:n.L - Ert(nkrk)]} (4 52 . a)
W
azvn . ,
ngg;f(q,P) = s d(i-V)(ELrL) { d4rirj(nkrk) +
i 3 4nr

- 4in.r + nr + & (n r. ) + 2(1-v)(s. r )Yfen. s + n.s. ) +
LI A L) k k 1 1 1) jT

- B(nkrk)(sirj+ sjri)] + 4(i—v)(si5j)(nkrk) +

+ (B—M)[E S (nr ) —Br.r (nr ) + 2(n.r + n.r,)]} (4.52.b)
L) k k voJ k k vog LY

2 %
g Vn - 1 2
5;*5;—(Q,P) = 3 (1—V)(nkrk)[ 4(51r1) - i] (4 52 .¢c)
L L nr
A .
av '
e) n A Sl 2 _
E v Ezjir%q,P) = ” {(Slrt) [E4ri(nkrk) 4”1] +
L 1 1 nr
- (nkrk) [BSi(SLrL) - 4rt] + n. (4 .52 .d)
*
6mn i
ax.(q,P) = e (1+V)rt— 8(1-v)(nkrk)[ri(nkrk) - ni]
1

(4.53.a)
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2z »
o mn -1
W(q,’:) = 2 (i+v)(6,‘j— E’r.lrj) + (i ~1)
L ) 4nyr
2
{ntnj— Entrj(nkrk) - (éij~ Ertrj)(nkrk) - er (nr»
[ nJ— rj(nkrk)]} (4.53 . b)
*
azmn -1 2
39 (q,P) = > E(i—v)[i - P(nkrk) ] (4 .53 ¢)
1 i 4qnr
2 *
am
a n _ 1-v 2
vl W (q,P) = [rt+ Eni(nkrk) Qr‘(nkrk) ]
L nr
(4 .53 d)
*
amns 1-v
axt(q,P) = - Ar [Ert(nkrk)(slrl) - nL(SLrL) +
- st(nkrk)] (4 .54 . a)
azm:5 i-v
W(Q;P) = 2 d[(SLY’L)(f‘IiTj_ hjri—) + (nkrk)
i ] 4qnr

+ 2(n.r Y(s r (& - 4r r ) - n. 5 — n.s.}
k L1 v v} v J o

(SLrj+ Sjrt)] K
(4 .54 .b)
*
azmns 1-v
3n Bx (q,P) = P [(nkrk)(slrl)] (4 .54 )
1 1 nr
2 %
8 m
a ns . 1-v
o | a3 ax (q,P) = 3 [4ri(nkrk)(5lrl) - nt(slrl) +
L L nr
(4.54.d)
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com i,y = 1,8
e onde,
Y = r = cos 6 (4 .55 a)
1 *
r = r = sen @ (4 .55 b)
2 b4
n =n = cos o (4 .56 a)
1 x
n = n = sen a (4 56 .b)
2 y
s, = s = cos (a +-90°) = - sen a (4.57 .a)
s, = s, = sen (aa + 90°) = cos & (4.57 .b)
nNr=nr + nr = cos & cos 8 + sen a sen 8 = cos f3
k k X X Y Yy
(4.358)
S r =5 r + g r = —gen o cos & + cos & sen 8 = —-sen 3
Ll X X Y Yy
(4. 99)

Com a discretizagdo do contorno e a wutilizagado das
fungOes aproximadoras ¢, equagdes 4 .1 e 4 23, para
interpolacdno dos valores nodais das expressdes 4 .26 obtém-se
as equagdes discretizadas para as equasdes integrais 4.46 e

4 47 de esforgos internos:

N

e 1

: . »* ¥*

Mo = -y [ ]9 [vn_ (a,P) - " (q,F’)] ¢(P) dE(P) U +
k=1 -1 L vl

LY

N
* et * .
- IRI @ w P+ 3 [ 3] Wl ta,Py - FEia,Py| B(P)
1] k=1 -1 ~

N
C

* *
) Q (4 60)
df (P) Pk+ x wc (q,P) RC(P) + jﬁ g(p) wij(q Py d g(p) 0

~ C=1 [ g

N
e 1
* *
Q (q) = —sz [9] [Vn,(q'P) - mn‘(q,P)] ¢(P) dE(P) U +
=1 -1

v
1 19

~



Nc N v Nc 1 N aw*
- Z:RC'(Q,P) wC(P) + 2 f |J[ [wi(q,P) - —Egﬂ.(q,P)] f(P)
c=1 L ks -1
N
C
* ) »
df(P) P+ L w_ (q,P) R (P) + [ a(p) w (q,P) d2 (p) (4.41)
k [ag c L g
~ c=1 i 0N
g
Aplicando-se as equa¢des acima a todos os pontos
internos obtém-se um sistema de oqua¢des que, escrito na

forma matricial, resulta:

M(gq) = - QU+ RP + F (4 62)
onde,
T
M (q) = { M M o M. o M } (4 .63)
~ 1 2 i NP1
T
M. = { M M M Q Q } (4 64)
1 X Xy Y X Y .
~ 1
sendo,
NP1 ndmero de pontos internos;
Q e R : matrizes cujos termos sao obtidos das
integrais de contorno das equagbes 4 .46 e 4 .47,
U e P : vetores dos valores nodais do
contorno, deslocamentos e esfaorgos, respectivamente;
Fm : vetor resultante da integragdo sobre a regiioc

~

carregada Qg para os pontos internos (semelhante ao vetor F

da equaGio 4.41) .

As contribuicdes relativas as reagdes de canto também

s30 levadas & matriz Q, como € feito com a matriz H em

~

relagido aos pontos do contorno.



4 3. Montagem das Matrizee H e 6
4.3 1. Integragcdo sobre os elementos

0 sistema de equagdes lineares, representado pela
equagaoc 4 .39, define matrizes cujos termos resultam do

calculo de integrais sobre cada elemento de contorno,
relacionando deslocamentos e esforgos dos nds do contorno.

Assim, para cada elemento szo obtidas integrais do tipo:

»*
I = [ #P) £(a,P) dI' (P) (4.65)
r
k

onde,

¢(P) - fungio aproximadora dos deslocamentos e dos

esforgos no contorno;

»
f (Q,P) - solugdo fundamental .

Para se calcular numér icamente esta integral,
empregando-se a quadratura de Gauss [27]1, € feita a mudanga
da coordenada no contorno I’ para a coordenada isoparameétrica

£, e a equagao 4.65 resulta:

1
%
I = f J(P) @(P) £ (Q,P) d&E(P) = w, J(fi) ¢(Ei)
-1 1i=14
*
£ (G'Et) (4 .66)
onde,
— nUmero de pontos de integragao;
ft— coordenada adimensional do i-e&simo ponto de

integragio, funcio de n;

W, - fator ponderador, fungao de n;

J(P) - Jacobiano da transformasdo de coordenadas.



As solugbes fundomcntsais obtidas no capitulo 2 ii0
fungdes do vetor ’ , aue define a posigi@o do ponto P,
relacionada & coordenads local £, em relasio ao ponto de
carga Q. Desta forma, as 1ntegrais dadas pela equacdo 4 &5
admitem duas situaghes distintas, mostradas na figura 4 @
que i1ndicam o ponto de carga G e o elemento de contorno 3

onde realiza-se a integragao.

(a) {b)

FIGURA 4.8 - Posi¢gdes possiveis do ponto Q:
a) fora do elemento;

b) coincidente com um dos nds do elemento

Quando o ponto de carga Q0 na&o coincide com um dos nos
do elemento, nio ha singularidade com relagd3o a r e as
integrais podem ser calculadas nao sentido usual de
integracio. J& quando o ponto QG pertence ao elemento surgem
singularidades do tipo 1n r, 17y e i/rz qQue podem ser
talculadas apenas no sentido de valor principal de Cauchy,
segundo [21]. No caso de elemento linear (n32o <quadratico),

. — -+
onde apenas o vetor posigdo r depende da coordenada £,

pode—-se calcular a integral singular numérica ou
analiticamente, sendo mais conveniente a integragio
analitica. Porém, no caso de elemento quadritico, onde n3o

-+ . -+ -+ .
apenas o vetor r mas tambem os vetores n e s variam com £,

torna-se invidvel a integracdo analitica.



Desta forma, com a utilizagdo do elemento quadréatico
onde a diregao normal ao contorno varia a cada ponto, as
integrais dadas pelas equa¢cdes 4 44 serao calculadas

numéricamente, tanto as nio singulares como as singulares.
Uma alternativa para que as singularidadec sejam
evitadas € escreverem-se as equasdes integrais para pontos
fora do dominic Assim, deve-se reescrever a equa¢ao 4.28,
valida pava um ponto Q do conturno, agora para um ponto Q°
fora do dominio, obtendo-se um numero suficiente para a
solugdo do sistema de equa¢des. Utilizando-se o carregamento
fundamental g* , representado pela fungdo delta de Dirac,

pode—-se escrever, para este ponto externo:
*
fg (Q',p) wip) dQ(p) = 0O (4. 67)
Q

Assim a equa¢do integral para um ponto fora do dominio

fica:
N
» < *
f P (Q',P) UP) dI'(P) + T R_(Q",P) u_ (F) =
| ~ i=1 . i ~ L
N
* © »*
= [ U ,P) P(P) dT'(P) + T R. (P) U_ (@’ ,P) +
r- ~ =4 . ~ i
»*
+ j g(p) U (Q',P) dQ (p) (4.68)
o) ,_-g k2]

g

Com a discretizagio do contorno escreve-se a equa¢iao
acima na sua forma algébrica, de maneira semelhante 3 obtida

para pontos do contorno, com C(Q’') = 0.

Assim, cada integra¢do feita sobre o0s elementos de
contorno sera realizada numer icamente, nao caontendo
singularidades com rela¢do a r, pois o ponto singular Q' nao
coincidird com nenhum ponto pertencente ao elemento

integrado.



Considere-se a figura 4.9 onde "estdo indicados uma
placa com seu contorno jJa discretizado & ne pontos externos
ao seu dominio, correspondentes a cada nd definido neste
contorno.

As posi¢cbes dos pontos externos 50 obtidas a partir da
diregdo, m, normal ao contorno em ctada ponto do contorno. A

distdncia, d, do contorno € dada por :

m
onde,
a : coeficiente positivo qualquer;
1m . comprimento médio dos elementos adjacentes ao nd
do contorno ou, no caso de nd central ao elemento, o

comprimento deste

X
. / m
- Q‘
Y .
elemento nés do > pontos fora do
. de contor no : dominio
contorno
4
FIGURA 4.9 — Discretiza¢do do contorno e definig¢8o dos

pontos externos ao dominio

Para obten¢3o de resultados numéricos aceitiveis ¢é&
aconselhavel trabalhar-se com valores para a entre 0,5 e
1,5, segundo [211].

Para a obten¢do do sistema com um numero de equacdes

suficientes para sua resolugldo pode-se proceder de duas




manelras convenientes. A primeira consiste em se ecorever as
equasdes de deslocamento transversal w e da der ivada
direcioneal g% para o ponto externo Q'. A ceutinda
alternativa € escrever apenas a equa¢do do deslocamento
transversal w para o ponto do contorno Q@ e para o ponto
externo G, conforme [28]. Esta alternativa levea a
singularidades para o ponto Q@ coincidente com o elemento
integrado, porém sio singularidades fracas e que nao afetam
significativamente a analise.

Ambas alternativas fornecem o numero de equasdes
algébricas que tornam o sistema determinado (2XNOCONT ) ,
estabelecendo-se um numero de equa¢des igual ao de
incégnitas nodais.

No préximo item serd apresentada uma maneira de
amenizarem—se, oOuU mesmo eliminarem—-se as singularidades das
integrais, a qual serd adotada neste trabalho.

Antes, porém, deve-se entender a montagem das matrizes

H e G a partir da integral dada pela equasao 4 66

e

analisando—-se a forma de distribuigdao de cada termo em suas
respectivas posi¢bes.
Reescrevendo—-se a integral dada pela equag¢do 4.66 com

o= termns das matrizes H e G da equagdo discretizada

~

4 39, obtém-se:

b1
1 1 *
htk(O) = IiJL(P) ¢ (P) ka(G'P) d& (P) (4.70 . a)
1
b = [ 3 Py ¢ Py U (Q,P) dE(P) (4.70 b)
9k A Pk AR
onde,
Q . nd singular, ou ponto onde € aplicada a carga

unitdria, para o qual se escrevem as equasdes;

P : ponto pertencente ao elemento a ser integrado;

i : indica o tipo de agsdo atuante em Q e, portanto,



qual das equa¢des estd sendo obtida:

para v = i, carga unitdria e equasadn de w(Q);
para + = 2, momento unitédrio e equasac de g%(O);
x - i1ndica o tipo de rewcposta ao carregamento obtida
em P
para k = 1, as respostas fundamentaise sio 0

* .
deslocamento transversal w e a forga cortante equivalente

*
Y ;
n
para k = @2, as respostas fundamentaie s&o a
3 *»
. . . W
derivada direcional do deslocamento transversal 3, € o

E 3
momento fletor mn correspondente;

1 : indica o né do elemento onde obtém-se as

respostas fundamentais:
para elemento linear, V = 1,2,

para elemento quadratico, = 1,3.

Substituindo-se as solugdes Ffundamentais obtidas no
capitulo 2 nas equagdes 4 .67 com seus respectivos indices,

obtém—-se:

hY Q) = 1J (Py ¢ (P) VY (Q,P) dEP) (4 71 a)
‘31 - Ii ! n ! fL-a
1 1 v * ’

hy (@) = [ 3 (P) ¢ (P)=m (Q,P) dZ(P) (4 71 b)
12 J o

E 3
1 1 1 avn

h, (@) = IiJL(P) ¢"(P) —50-(q,P) df(P) (4.71.¢)
v 1 . am:

h, (@) = Lal(m ¢'(P) —1—(Q,P) dE(P)  (4.71.d)



1
"
g; (@ = [ 3 ) ¢ (P w'(a,P) ar(P) (4.72.a)
11 T L
2 1 ! W )
g, (@) = LJL(M ¢ (P) 3——(Q,P) df(P) (4.72.b)
y 1 ) aw
W
= — ¥
g, , (@ LJﬁP) ¢ (P) z—(Q,P) df(P) (4.72 ¢)
L 1 ) 3 (dw ;
—— —— __.___w '
9,,(Q) = LJL(P) ¢ (P) am[an (o,m] dE(P) (4.72.d)
Tém—se, portanto, para as matrizes H ¢ G , quatro

contribui¢des para o ponto P coincidente com cada ndé do
elemento integrado, variliando—se as fungdes ¢L
correspondentes. Assim, para cada elemento integrado séo
calculadas 12 contribuigdes por matriz.

Com os indices i e k pode-se determinar as pocsi¢des dos
termos nas equa¢des 4 .74 e 4.72 nas respectivas matrizes.

Para isto deve-se observar que as colunas impares da matriz

H contém o0os termos correspondentes aos deslocamentos

~

tranversais w, @ as pares os termos correspondentes as
. ) . . ow .
derivadas direcionais 3 0O mesmo ocorre com a matriz 6 onde

as colunas impares contém o0s termos correspondentes aos

esforgos Vn' e as pares os correspondentes aos esforgos mn

A figura 4.10.a mostra a sub-matriz H obtida das

~

expressdes 4.71 para os pontos de carga O e de resposta P
Integrando—-se um elemento j, definido aqui pelos nds a, b e
c, em relagdo a um ponto de carga q, obtém-se as doze

contribuicdes e suas respectivas posigdes na matriz H,

~

conforme mostra a figura 4.10.b.



w(Q)

ow
5;(0)

w(qg)

com

onde

pela figura 4.10, agora para a matriz G, com seus

ow
(w) (an)

L ! I I _ -

1 v ‘ L ' L.
_ h, (@ h, (@) lel ¢ v df __[1‘3l ¢ M dL

= # »

i 1 L 1 lavn t lamn
| h, (@) h,, (@) _[1.3L ¢ —5- € _f1‘31 ¢ —. 9

- - -
(a)
ELEMENTO QUADRATICO j
|
(¢ (¢ (¢”
8 [ { 3 | | 3 |
w W w

(w) (an) (w) (Eﬁ) (w) (an)

I ] I i I [ f I I ! i
_ ) .

[ 1 1 2. p3 3 3
| 2q-1, 2q-1,2a 29-1, 2q-1,2b 29q9-1, 2q-1,2c¢
2a-1 2b-1 2c-1
[ 1 1 2 2 3 3
2q,2a-%1 2q,2a 2q,2b-1 2qg,2b 2q9,2c-1 2q,2c¢
L -
(b}

1,k

t

i

k
FIGURA

A figura 4.11 mostra as mesmas

posigdes .

termo da matriz H obtido da integracido sobre

o eleme
fungao
tipo de
tipo de

4.10 -

~

nto 3
¢,
carga em q

resposta em p

relativo aos nds do elemento

(correspondente & linha)

(correspondente a coluna)

Disposi¢do dos termos da matriz H para

um elemento de contorno )

infarmagobes

fornecidas

termos e



(Vn) (mn)
- | | 1. -
[ t ! Dy - 1 . W ]
w(Q) | g, (@ 9,,(@® :[1JL ¢ w df LJL ¢ 5. dt
»* 1
Aw I ! 1 1 dw 13 (Ow
5;]-(0) i 921(0) 922(0) :I’Jl ¢ 3m d& !‘:L¢ 'aE['a—n d&
(a)
ELEMENTO QUADRATICO j
- ]
(¢ (%) ()
{ ] M 1 I 1
(v ) (m ) (v ) (m ) (Vv ) (m_)
n n n
[ 1 I 1 [ | I ] I 1 [ 1
( )' 1 1 z 2 3 3
wia ! o g2q—1, 92q—1,2a92q-1, g2q—1,zb92q—1, 92q-1;2¢
20-1 z2b-1 2c-1
Qg( )’ 1 1 F P 3 3
am 4 1 ng,Za—ing,Za 92q,zb—192q,2b g2q,2c—1gzq,2c'"
(b)
1 o~
com g . |, termo da matriz G obtido da integracao sobre
o elemento j
onde, \ - funcd3o ¢, relativo aos nds do elemento
i — tipo de carga em g (correspondente a linha)
kx — tipo de resposta em p (correspondente a4 coluna)
FIGURA 4.11 - Disposi¢dao dos termos da matriz G para

~

um elemento de contorno j

No caso de um mesmo ponto pertencer a dois elementos
adjacentes, as contribui¢bes referentes ao ndé inicial 1 do
elemento posterior (j+1) serdo somadas as j& obtidas para o
n® final 3 do elemento anterior (j). Esta superposiGaon

ocorre, portanto, nas colunas correspondentes a todos os nos



extremos dos elementos de contorno que pertengcam a dois
elementos conjuntamente
As contribuicdes dos somatdrios referentes as reacdes

de canto serdaop analisadas posteriormente.

4 3.2. Transformacdao Auto-adaptativa de Coordenadas

Uma alternativa para o calculo das integrais,
singulares ou nao, foi apresentada por TELLES [11
utilizando-se uma transformacao cubica envolvendn a
coordenada isoparamé€trica 7 com a coordenada & doé pontos de

integra¢ao da quadratura de BGauss, na forma:

nE) = a £2 + b £ 4+ c £ + d (4. 73)

de maneira que as seguintes condicfes sejam obedecidas:

nii) = ¢ (4.74 a)
ni(-1) = -4 (4 .74 b)
Fy = 47 =
JZ(E) = gF '~ = 0 (4 .74 c)
N
2

21 =0 (4.74 d)

df n
A ultima condigdao implica que o jacobiano da
transformacio tenha -um valor minimo no ponto singular 5. A

so0luci3o do problema fornece os valores das constantes:

a = —%— (4.75. a)
b = —3X (4.75 b)
Q
=2
_ 3
c = 3% (4.75.¢c)
d = -b (4.75.d)
Q =1 + 3F° (4.75 e)

(4.75.4)

3
]

e

~



Assim,
1 Bor[E-B® o+ B E o+ ]y 3=
1= f ¢ dn = J f — s A
-1 >, (1+3% ) (1+3F7)
(4 76)
onde,
(F-F)% 4 F(F% + 3
nE) = — (4.77)
(1+3F%)
5 3(r-F)?
3 &) = a? = o dE (4.78)
(1+3F%)

@ vidlido para gqualquer posi¢ao do ponto singular, dentro ou
fora do intervalo de integragao. Para o elemento quadratico
continuo utilizado neste trabalho, os pontos singulares

coincidem com os nds que o definem geometricamente, ou seja,

dois extremos e um centrado. Desta forma, a constante £
assume respectivamente valores -1 , 1 e 0 para cada ponto
citado.

Também & possivel a utilizagado dessa transformagio para
0 caso do ponto singular estar situado fora do eixo 7, a uma

distédncia d deste. Para isto impSe—-se um valor diferente de

zero para o Jjacobiano em 5. Assim, a expressiao 4.74.c
resulta:
— _-d_n _ -
JZ(E) =gF |-~ r (4.79)
n
onde,
r - parametro fungio de d.

Admitindo-se um valor minimo para o jacobiano no ponto
singular 7 e as mesmas condigdbes 4 .74, tem—se a

transformagio da seguinte forma:

nE) = at> +b & +cf +d (4.80)

J (£) =3a 2 +2b £ + ¢ (4.81)

2

"



a = -’ (4 . 82.a)

o

p = -2 (4 82 .b)
G

c o= Lr F 3 (4.82.¢)
G

d = -b (4.82.d)

—2 '
Q=1 + 37 (4. 82 e)

Otimizando-se a funcio r(d) para a utilizacio em uma
mesma rotina e integragd3a com os diferentes tipos de

singularidades j& observadas, obtém-se:

r{d) = 2,62 D (O =D ¢ 0,05
r(d) = 0,85 + 0,24 1n D (0,05 <D ¢ 1,3
r(d) = 0,893 + 00,0823 1n D (1,3 £ D ¢ 3,618
r{(d) = 1,0 (3,618 £ D)
(4.83)
onde,
_e2.d
D = O (4 .84)
sendo,
L - comprimento real do elemento de contorno.
Aplica—-se, entao, a quadratura de Gauss padrido a
integral:
1
J Ftn@r3 3_) dt (4.85)

-1

Esta transformacao € facilmente aplicdvel a programas
que utilizam o Método dos Elementos de Contorno, além de
apresentar duas caracteristicas importantes para melhorar-se

a precisd3o no cdlculo das integrais:

- o jacobiano da transformac3o cancela, ou diminue, o

grau das singularidades nas integrais;



- produz uma concentra¢ao dos pontos de integracao em
torno da singularidade, melhorando com isto a representacao
numér 1ca das funcdbes aproximadoras onde arresentam maiores

inclinagdes, conforme pode-se observar na figura 4.1i¢2.

Nota-so que © jacobiano da transformagsdo apresenta
valores diferentes a cada ponto de integragac Quanto mais
préoximo estiver o ponto de  integracido do ponto singular,
menor € o valor do jacobiano, de maneira a amenizar a

singularidade imposta pela variidvel r as fun¢des integradas.

| / /7 / /
] / s/ / ’
| / /7 /7 / 7/
Iy /s / //
—_— e, // // // /
==y, 0, i
Qd%ﬁ—ﬂ! Fc- 4
FIGURA 4 12 - Redistribuic@o dos pontos de integracao
produzida pela transformacao de
coordenadas
4.3.3. Contribui¢do de canto na Matriz H

~

Conforme ji& visto anteriormente, as rea¢des de canto da
placa sSa0 incdgnitas do sistema 4 44 tornando-o
indeterminado. Uma das alternativas € escrevé-las em fung3o
das varidveis nodais. Retornando-se a equagao 4 39,
tém—se os dois somatdrios referentes as reagdes de canto,

que siao:

»
R ((q,P) U_ (P (4.86)
C. C.




R (P) U (a,P) (4. 87)
C. C.

(S SR § ~ L

¥
Pode-se reescrever o vetor RC (G,P) da equasadac 4.33 a

m~ L
partir da equagao 3.22:
* * 4+ * —
R ((Gq,P) m - m
C. ne. ne
* | 8 18 T
= L 3 = * [ J—
RC'(O,P) R 3 + o (4.88)
i c.(Q,P) ne. _ ns.
am A am
*
x am
sendo que mns e 3 estao definidos nas equagdes 2.68 e

2. 82
Devido a utiliza¢io do ndé duplo em cantos pelos motivos
ja observados, os deslocamentos wC da - equacao 4.B& devem
1
corresponder aos nds j e k, anterior e posterior ao canto,

respectivamente. Desta forma pode-se reescrever a equagao

. Al k
4 88 considerando-se os deslocamentos wc e W
L 1
independentes, como:
* + * -
N m m
< ns. ns.
1 1 . .
* 4 k * ) (4. 89)
w - - w )
8m c. om C.
—, ns. i ns. i
v=
am am

Nota-se, portanto, que as contribui¢gbes de canto na
matriz H para a equac¢io 4.86 ocupard@oc as colunas impares
(2j-1) e (2k—-1), referentes aos nds de canto, para todas as
equascdes integrais escritas do sistema. Repete-se o
procedimento para todos os cantos do contorno da placa.

A expressao 4.87 pode ser escrita como:

. 3
w. (Q,P)
N C.
C + _ 1 9
2 (m - m ) * (4.90)
L, ns, ns, awc
vE i (Q,P)

Om



aw*

b c. = o -
sendo que wc e 5E—¢ estao definidas nas equagdes 2.55 e

2 79

A parlir de 2.31 o valores de mnS ficom

_ a Ow
me = D (1-v) &= [an] (4.91)

onde (n,s) & o sistema de coordenadas das diregbes normal e

tangencial ao contorno. Com isto pode-—-se expressar a reagan

- a
de canto em funcao do deslocamento 5% e, portanto, levd-1lo
como contribuicdo da matriz H, ocupando as colunas psres. A

alternativa utilizada neste trabalho € a de calcular esta

contribui¢do por diferengas finitas, utilizando-se uma
- . . Ow
fung2o interpoladora de segundo grau para a derivada an

Considere—-se o canto de placa da figura 4.13 com os
elementos de contorno adjacentes e seus nds correspondentes,
e coordenadas locais localizadas nos nods iniciais de cadsa

elemento.

FIGURA 4.13 - Canto de placa e nds vizinhos

A funcio interpoladora € dada por:

M -ns®+Bs +0C (4.92)




Os valores das constantes s3o escritas em fungao dos
parametros nodais impondo-se que, para o lado anterior ao

canto, tém-se:

_ on W)
s, = 0 o ° [an. (4.93. a)
a )-2
8 )
s = s, AL P (4.93.b)
a i-1 on on) .
a J-1
_ dw (W)
Sa = Sj ana = [EH,J (4.93.¢c)

Com isto, as constantes resultam:

6 - @) Je- (-6 ]

i-17 i-1 i (4.94 a)

o 0] z (2w 9w 2

an ) . on) . SJ~1 on . on} . Sj

i-2 J-1 -2
B =
@ € (s - 5 .)
Si-1% "% By (4. 94 b)
C = [95] (4 94 c)
a anj .
-2

De forma andloga pode—-se escrever as constantes para o

lado posterior ao canto:

(6, B, 1oz (), ), ] -

A =
P
Sk+15k+z(5k+1 Sk+2) (4.95 a)
(G- G, 1= 16 B, ]
o - an Ytz on X k+1 an ed an N kfi
P
Sia1%k+2 %ks1” Skaz) (4.95.b)

Cp= [gg}k (4.95.c)



A expressan do reacio de canto para o nd duplo da
figura 4 12 &

azw 6Zw *
RC= - D (1-v) [[jﬁr?ir—] — (TET?ET—]. ] WC(Q,P)
P p 7k a "a 7}
(4.96)

As derivadas da equacio 4.946 sao obtidas a partir da
equacéo 4 92, para o lados anterior e posterior ao canto,

que resultam em:

R=-D (1-) [ B -2As-B ] W (Q,P) (4.97)
c =] a j a (o

Substituindo—-se as expresstes das constantes 4 .94 e

4 95 na equacao 4.97, obtém-se:

_ * (Ow * (0w * fOw
Re= — D i) [*& (a—n‘] * K, [%] * K [‘5;] *
Jj -1 j-2
* »
PPN <L) IR ) IV (L) W (Q,P) (4.98)
a4 |@n 5 | n s on c
k k+1 k+2
onde,
4_1—2 s
K. = - J J (4.99 a)
1 s (s, -8
-1
* S ;
KY = - (4.99.b)
2 S (s. —5.)
j-4 T -1 J
s - s
- . .
W= J-1 3 (4.99.¢)
3 &, .
=147
=3 s
*
K4 - - k+2 k+1 (499 d)
Sk+25k+1
=
H: = - ( krz ) (4.99 . e)
5k+1 5k+1 k+2
=
K* = - ki1 (4.99 )
3 s (s -5 )
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Deve-se observar ainda que esta parcela da reasao de
canto estd em lado oposto as inteyrais que formam a matriz
H na equa%ao integral. Portanto, para se levar as
contribuigbes & matriz, deve-se fazer com O sinal trocado e
nas colunas pares correspondentes aos seis nds adjacentes ao

canto. A conferir:
2(3-2), 2(3-1), 23, ek, 2(k+1), 2(k+2)

Repete—-se o0 procedimento para todos os cantos do

contorno.

4 3.4, Forga Cortante Equivalente Pontual

Uma formulagio alternativa para a aproximagcadaoc das
reagdes de contorno em bordas de placa foi apresentads por
PAIVA [2] e que consiste em se admitir gque o esforgo Vn
seja dado por uma série de forgas pontuais nos nds do
elemento., de maneira a melhorar sua distribui¢dao ao longo
da borda em determinados casos da pratica. A formulagdo
usual do método, segundo a teoria de Kirchhoff para placas
delgadas, apresenta para certos problemas singularidades nas
forgas cortantes equivalentes em cantos de placa,
segundo [29,301. Isto ocorre em casos de vinculag¢des
diferentes em lados adjacentes ao canto ou em cantos que
formam &ngulos entre determinados valores.

Como foi visto anteriormente, as reagdes que surgem nos
cantos s3o0 incodgnitas do problema. Com a formulacio proposta
a rea¢do de canto j& € obtida diretamente. Outra vantagem
alcan¢ada com a nova formulagdo € a diminuigao das
oscilagdes que ocorrem com os valores das reagdes Vn em
problemas com singularidades neste esforgo.

Retomando-se a equacao 4.39 e reescrevendo-a apenas

para o deslocamento transversal w(Q), tem-se:



N
Q@
C(QIw(Q) + 2 i [V*(O,P) wiP) - M¥(a,P) g‘—"—(P)] drp) +
. n n an
ji=1 T
)
N N
c x € * aw*
- TR (GQ,P) w (P) = 2 f [w (Q,PYV (P - ——(Q,P)M (P)]
A C. C. N n on n
v=1 v v =
3
N
" *
dlr(P) + L w_(Q,P) R_(P) + f glp) w (Q,p) df2 (p) (4. 100
. C. c. g
L= 1 18 1 Q
g
Adot ando-se para a forgs cortante egquivalente, Vn’ uma

distribuicio discreta, representada por forgas concentradas
nos nds dos elementos de contorno, deixa-se de escrevé-las
como funcio dos valores nodais e de aproxima-las pelas
fungdes interpoladoras ¢ (4.1). Desta forma, pode—se
reescrever 4 100 eliminando-se a integral relativa a forga

cortante equivalente como:

N
(=2
C(QIw(Q) + z f [V*(O,P) W(P) - M (Q,P) gﬂ(P)] drop) +
. n n [ 4]
iss T
J
N NOCONT N
[ * * . (=] aw*
- TRY@,P) w_ (P = Y wi@u R - ) [ (Q,P) M (P)]
. c. c. L ) an n
iz1 1 i 11 iT1 ]—'j
*
dlIr(P) + j‘ alp) w (Q,p) ng(p) (4.101)
o)
d
onde,
R . reacio pontual no nd L.

L
As reacdes de canto ficam embutidas nos valores da
reagao Vn nos respectivos nés. D mesmo ocorre com a equagao
da derivada direcional do deslocamento transversal g%(O) .
com a eliminac3o da integragdo do termo correspondente a

forga cortante equivalente Vn , tornando-se apenas o



/ .
somatorio:

N
p *
2 9% o1 R (4.102)
m ’ 1 '
1=
As equacdes formam © mesmo sistema 4.43 , apds a

imposi¢io das condicdes de contorno, de onde serao obtidas
as incdgnitas. Para comparacao dos resultados obtidos pela
nova formula¢ido com os obtidos pela formulagao usual

deve-se distribuir a reagio em cada nd pelos elementos

adjacentes a ele.

Para o elemento linear a distribuic3o € feita conforme

a figura 4.14 para os casos possivels que possam ocorrer:

VLT

e

; fo YR, /
: N

-

N\
AN
N
——ny
'_JU
N
o
i
AN
\ .
AN
S ;

7 Jg L / 2 P 3
1 1 ] k|
FIGURA 4 14 - Reacio pontual Rt e reasdo equivalente
no contorno - elemento linear

Para o caso do nd® pertencente a dois elementos o valor

de V vale
n

c R.L
Vn.= (—1—_._—'—1-——)' (4.103)
v a P

enquanto gue para o caso de nd duplo, cada qual pertencendo

3 apenas um elemento, tem-se:

V = —— v (4.104)



Ja para o elemento gquadrdtico a distribuicdo deve ser
feita para metade do elemento pois este possui trés nds,
cada qual com suas respectivas influéncias, conforme mostra

a figura 4.15.

] 1 1
L
/f - —~y = PN
~ . P
-7 R prd A7 )
_‘I“F Ve Vn‘
ZD L
-
FIGURA 4 .15 - Rea¢ao pontual Ri e reacdo equivalente
no contorno - elemento quadratico

Para o nd pertencente a dois elementos, ou para o no
central ao elemento, o valor de Vn fica
4 R, £ R
1 1

Vn.f' (—ITI—_)— ou Vn.= ——1——‘— (4.105)
1 a P

enquanto para o nd duplo tem—se:

v = (4.106)

4 .3.9. Propriedades da Matriz H

~

Algumas propriedades apresentadas pela matriz H sdo

Uteis para sua verificagdo e para a obtengdo, se necessdria,
dos elementos de sua diagonal principal, correspondentes 3as

integrais singulares. Essas propriedades correspondem aos




movimentos de corpo rigido de uma placa, deslocemento
transversal e rotagdo em torno de um eixo qualquer.
Considerando—se a placa da figura 4.16, ja discretizada
em elementos de contorno, com carregamento transversal
admitido nulo, tém-se o0s vetores da integragd3o sobre a

regiao carregada F e dos esforgos nodais P também nulos

X
-
Y 143
< By

n\

&
FIGURA 4 .16 - FPlaca com carregamento transversal nulo

Desta forma o sistema 4.41 resulta em:

HU=290 (4.107)
que admite solugdes nao triviais correspondentes aos

mnvimentos de corpo rigido.
Admitindo-se o deslocamento transversal de corpo rigido

W, tem-se o vetor de deslocamentos U na forma:

T
u = { W O w 0 o w 0 } (4.108)
~ o o o
de maneira que, substituindo-o na equagao 4 .41, pode-se
escrever a primeira propriedade, referente as colunas

impares da matriz H , como:



NOCONT
2 h. .. =0 i = 1, PxNOCONT (4 109)
: i,2j-1
iT
Considerando-se agora uma rotagdo, &, positiva, de
corpo rigido em torno de um eixo t (figura 4.16), tem-se o

vetor U da seguinte forma:

T .
= (o % . < . . . . =3
g { R1 a co=f31 o Rz a cosBz a RNC a.co BNC}
(4.110)
onde,
Rk . dictlncia do nd k ao eixo t
- >
CDSBk-_rW'Yk
NC . nUmero total de nds no contorno

Levando—-se a express3o 4.110 3 equacio 4. 441 obtém-se a

segunda propriedade para os elementos da matriz H:

NOCONT

2 (h.  R. + h. _ . cosfé.] =0 (4 111)
% 1,2)-1 J v,2) J



5. EXEMPLOS NUMERICOS

5.1. Introdugao

Neate capitulo sao apresentados alguns exemplos
numéricos utilizando-se as formulagdes propostas e os

resultados s3o comparados com resultados analiticos.

5.2. Exemplo 1: Placa circular engastada com carregamento

uniformemente distribuido

Para se avaliar os resultados obtidos pelos elementos
apresentados foi analisada inicialmente uma placa circular
engastada no contorno e uniformemente carregada (figura
5 1), para varias discretizagdes do contorno. 0Os elementos
tém o mesmo comprimento e s&o utilizados 6 pontos de Gauss

para a integracio numérica.

V:0,3

FIGURA S.1 - Placa circular engastada no contorno




adotada a representagao

do

Nos resultados apresentados foi

de Vn POY forgcas concentradas nos noe contorno por

apresentarem maior precisao.
A tabela S5.1%

deslocamentos obtidos para o ponto central

de
da

e

de

indica 0% resultados esforcos

placca e

esforgos no contorno.

Para o elemento quadratico, houve uma variagadao dos

valores no contorno entre os nds extremos e o nd central

(ndmeros entre parénteses) dos elementos, o que n3o ocorre

com o0 elemento circular cujos valores se apresentam

constantes. Isto ocorre, conforme comentado, devido a nao

garantia da continuidade da derivada tangencial no contorno

no ponto comum a dois elementos consecutivos, gerando estas

perturbacdes nos resultados. Nap ocorrendo isto com o

elemento circular, mostra a excelente aproximagao do

contorno real por este tipo de elemento neste caso, pois o0s

valores das variaveis de contorno se apresentam constantes.

TABELA 5.1 - Esforgos e deslocamentos para placa
circular engastada sob carregamento
uniforme

n qa 4 qa2 -qa -qa2
N.:;otal w/ i 160) M/l =—) Vn/ 2 ) Mp/it 16 )
Elementos| oapR| CIRC. | QUADR.| CIRC. | QUADR.| CIRC. | QUADR.| CIRC.
0,9811 | 0,9936 | 1,9636 |2,0006
4 1,1712 | 1,0109 | 1,2796 | 1,3005 (1/0169) (2.1350)
8 1,0001 | 1,0001 | 1,2915 11,3005 | 0,9896 | 0,9936 | ,,9942 | 2,0006
{0,9984) (2,1047)
16 1,0001 | 1,0001 | 1,2992 | 1,2992 | 0,9928 | 0,9936 | 1,9994 | 2,0006
{0,9944) - 1 (20019)
4 qas -qa -qa?
Valores 1} | 1,000 % 1,3000 1,000 2,000
Analit icos [3] 1 160 16 ' ( 2 ) ’ ( 16 )
Deve-se notar também os &timos resultados obtidos pelo

elemento circular,

como a discretiza¢do por quatro elementos,

0

elemento

quadriatico

0s

valores

de

contorno

mesmo para uma divisi3o minima do contorno

enquanto que para

s30

apresentados por uma média dos resultados obtidos.



5.3. Exemplo 2: Placa circular engastada ; andlise por

simetria

A figura 5.2 mostra a mesma placa circular engastada no
contorno, porém agora utilizando-se ds simetria do problems
Pars sua analise. Desta forma s3o0 obtidos 0os deslocamentos
transversais w e o0s momentos fletores MG nos pontos

interncs, representados nos trechos retos.

d | RO
X
"Xz c

Q 0=constante
V:O'3
a=500cm

-1 E = 250000 kN/cm?

FIGURA 5.2 - Quadrante de Placa circular engastada para

analise de simetria

Os valores de esforcos no contorno circular engastado
apresentam variacbes, para os dois tipos de elemento, da
ordem de 0,7% dos valores analiticos, conforme pode-se

observar na tabela 5.2.

TABELA 5.2 - Esforgos no contorno, andlise por simetria

C/'g’ 0 |0125 0,25 |0375| 0,50 | 0,625| 0,75 | 0875 | 1,0 |Resul.
Analit.
31]

vn_[Quadr.| 0,987210,9960| 0,9952| Q9912 | 0,9960| 0,9912 | 0,9952 | 0,990 | 0,9872

-qa X

(% )[cire. |0,9864/0.9576 [ 0,9944 | 09920 | 09952 | 09920 | 0,9944 | 09976 | 0,986 (S5

Mp | Quodr. 11,9917 2,0009 | 20032| 1,9981 | 2,0045 | 1,9981 | 2,0032 | 2,0019 | 1,9917 2.0004

(-q—"z) 7%a?

16 ‘| Circ. 11,990412,0019| 2,00191,9961 | 2,0019 | 1,9981 | 2,0019 | 2,0019 |1,9904 (Te—)




Isto ororre devido & anadlise de ume placa com cantos,
que na realidade ndo existem, gerando perturbagdes inerentes
4 teoria simplificada de placas delgadas utilizada neste
trabalho. A representacic dos esforgos Vn como forgas

concentradas nos nds do cuntorrno absorveu estas possiveis

perturbacdes .

4'(0'“)

L
20t
15¢
104

0,54

o

10 x
Me(kNxcm) o

A-—-A Analitica [29]

o———o NUMérico

o]
+

0,2 0,4 06 08

FIGURA 5.3 -~ Deslocamentos e esforgos de pontos

internos & placa analisada por simetria



A figura 5.3 fornece valores de deslocamento w e momento
fletor Me obtidos para os pontos internos da placa (trecho
reto), comparados com valores analiticos, conforme [311].

Ds resultados obtidos da figura 5.3 s3o tanto do
elemento circular quanto do quadratico. Foram wutilizados

6 pontos de integragao para este exemplo.

5.4. Exemplo 3: Placa circular engastada com carregamento

concentrado no ponto central

Submetendo-se a mesma placa tvtircular, engastada em seu
contorno, a um carregamento concentrado no seu ponto
central, com as mesmas discretizagdes utilizadas no primeiro
exemplo, obtém-se respostas semelhantes quanto aos melhores
resultados obtidos pelo elemento circular. Também para uma
discretizas&o minima do contorno da placa o elemento
circular apresenta excelentes resultados, © que n3o se
obteve com o elemento quadratico. A tabela S5 3 mostra os
resultados obtidos para deslocamento no pontoc .central da
placa e os esforcos no contorno,para v = 0,25. Também para

este caso foram utilizados & pontos de integracac.

TABELA 5.3 - Esfor¢os e deslocamentos para placa
circular engastada com carga concentrada
N? Total Ll P N2
de "Hsno’ Mn44" ) v"(ZHo,
E iementos Q Cc Q C Q Cc
4 1,1290 | 0,9993 1,0379 | 0,9999 | 1,0627 | 1,0000
{0,9693) (09797}
8 0,9989 | 0,9996 1,0071 (1,0000 | 1,0314 |1,0000
(0,9964) {0,96848 )
16 06,9993 | 0,9993 [1,0009 {10,9999 |1,0021 {1,0000
(0,9995) {0,9979)
Valores paz -p -p
—reJ132] 1,0000( 21| 1,00000 ) | 100001 50)
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5.5. Exemplo 4: Placa circular apoiada em trés apoios

discretos sob carregamento uniforme

Um outro exemplo visa mostrar uma vantagem obtida pelo
tdlculo da reagao Vn como forg¢a concentrada nos nds do
contorno. A figura 5 4 mostra wuma placa circular apoiada
discretamente em trés pontos, sob carregamento uniformemente

distribuido (v = 0,25) .

X
I T
Y $
’ v=0,25
_____!20 q = constante
E
FIGURA 5.4 — Placa circular apoiada em trés pontos

discretos sob carregamento uniforme

O contorno foi discretizado em doze elementos e foi
calculado de duas maneiras: calculando-se as reagdes Vn como
pontuais e, como usualmente se faz, interpolando-se pelos
elementos adjacentes. Os resultados obtidos s3o mostrados na
tabela 5.4. Neste exemplo foram wutilizados 6 pontos de
integracio para a resolu¢io numérica.

Observa-se uma melhoria nos resultados dos
deslocamentos no ponto central da placa com o cdlculo por Vn
pontual em compara¢doc com a alternativa usual, podendo-se
melhorar os resultados com uma melhor discretizagio do
contorno da placa e com a utilizagio de um maior nUmeroc de
pontos de integragido, considerando-se que os exemplos foram

feitos com 8 pontos.
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TABELA S5 4 - Rea¢bes nos apoios e deslocamento no ponto
central de placa circular apoiada em trée

pontos discretos (carregamento uniforme)

N® Total ngot -Qna?
o wo /1 b ) Rmio/ 3 )
E lementos Q Cc Q C
Vn
003809 |0,03757 10,9936 |0,9936
Pontual
12 { v,

porir [ 03968 [0,03961 [0,9936 0,9936

Valores [32 Tqe* _gQ¥a?
Analiticos } {00362 o= [10000(-=—)
S5.6. Exemplo S5: Placa anular apoiada no contorno interno e

com a borda externa livre

Un exemplo interessante € o de uma placa anular,
conforme mostra a figura 5.5, onde a borda interna € apoiada
e a borda externa livre e submetida @ wuma carga constante
distribuida ao longo de sua extensio.

Foram feitos ¢trés tipos de discretizagao, onde
procurou-se manter um nudmero constante de elementos na borda
interna (12) a fim de n2ao se permitir grandes perdas na
precisdo dos resultados, que poderiam ocorrer devido a uma
discretizacio muito pobre em um contorno mais critico.
Assim, a discretizagdo variou no contorno externo, com 4,8 e
16 elementos. Foram utilizados &6 pontos de integragdo.

Os resultados dos deslocamentos nos pontos O e P (figura

5.9) e das reagdes no apoio da placa estido na tabela 5.3.

DEPARTAMENTD p

FSOOLA bF smezmmE ESTRUTURAS

A BF sig CARLOS
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FIGURA 9.5 - Placa anular apoiada em seu contorno

interno e linearmente carregada no externo

TABELA S.5 - Deslocamentos e reac¢so de apoio de placa
anular apoiada em sua borda interna e
linearmente carregada na borda externs

N¢ Total qa 3 qad -qa
/{ —— Wy /{ ——— v/l )

de o/l 55! /(55 "
Elementos Q c Q c a c

16 2,99575(3,09359|1,54389 11,61066 | 181842 [1,01520
(2,70797) 10,49515) [(0,98284)
20 3,05245 {3,09360 |1,57870 {1,61067 |1,04582 |1,01624
(3,00253) (0,86139)({0,98161)

28 307903 {3,09350 11,60143 {1,61063 | 1,08504 {1,010
{09160 {{0,9885)

(3072089)
Valores {3, qa’ qa3 -qa
Anolfticos[ ] 3,09351 —.;6 1,61064 _BD 1,0000 ( - )

Al também observa-se uma excelente aproximagdo dos

resultados obtidos pelo elemento circular, mesmo para a pior

apesar de uma pequena oscila¢io
com o elemento

discretizacéo, dos valores

de Vn nos apoios, o que Jj& vinha ocorrendo
quadrdtico nos exemplos anteriores para valores no contorno.
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5.7. Exemplo 6é: Placa eliptica simplesmente apoilada

Outro exemplo apresentado € o de uma place eliptica,
simplesmente apoiada em seu contorno sob um carregamento

uniformemente distribuido, conforme mostra a figure S 6.

————d
2b
a/b=2,0
g constante
l 2a
-
FIGURA S5S.6 — Placa eliptica simplesmente apoiada

S3p utilizados elementos quadrdaticos de maneira a
obté—1os com comprimentos préximos eliminando-se possiveis
problemas de aproximag3o numérica.

Usando-se a relagidoc a/b igual a 2,0 obtém-se, para
varias discretizagcbes do contorno, os valores dos momentos

fletores no centro da placa mostrados na tabela 5.6

TABELA S5.6 - Momentos fletores no centro da

placa eliptica simplesmente apoiada

N¢ Total 8 12 16 Resultados
Elemontas - 24 | Analiticos [32]

2
My/(qb") | 0,2048 0,2048 0,2048 | 0,2048 | 021 (qbz)

My/lqb?) |0,3757 |0,3757 | 0,3757 |0,3757 |Q379(at’)

qb* qb*4
""Eh‘) 1,55786 | 1,55512 |1,55465 |1,55438 1,58(33)

Observa—-se que os resultados apresentam erros menores

que 3% nos valores de momento e deslocamento no dominio,
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comparados com os resultados analiticos, scgundo [32]1. Neste
caso também foram utilizados 6 pontos de i1ntegragado para a
resolucio numérica.

Ds valores no ponto central da placa n&o apresentaram
diferengas considerdveis para as diversas diccretizagbes do
contorno, o que mostra a excelente aproximagan obtida pelos
elementos utilizados. Porém, como era de c¢ esperar, Os
valores de contorno s3ao mais satisfatdrios com um maior
refinamento da malha, utilizando-se um maior nUmero de
elementos .

Os trechos de maior curvatura também foram aproximados
pelo elemento circular por apresentarem raios de curvatura
praticamente constantes, nao surgindo diferengas
significativas nos resultados. JA o0s trechos de menor
curvatura foram considerados lineares pela rotina de cdlculo
das caracteristicas dos elementos por apresentarem raios de
curvatura maiores gque 3,0x iO8 m, limite imposto aoc programa
para o c&lculo do elemento geometricamente curvo (vide

apéndice B).



6. ESTRUTURA DO PROGRAMA COMPUTACGIONAL

6.1. Introdug¢do

Mostra-se neste capitulo o fluxocgrama do programa
computacional realizado para a resulog¢io numérica utilizando
a formulagdo apresentada. Sao comentadas cada subrotina
utilizada a fim de tornar simples a visualizagdo global do
programa e a compreensdo do cilculo dos elementos formulados

e da rotina de integra¢io.

6.2. Fluxograma

0 programa ¢ dividido de maneira a se obter uma
estruturagcdo em blocos de operagcdes interrelacionados
visando maior agilidade no cdlculo computacional e melhor

visualisa¢io do método.
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INICIO

INPUT CARAC

it
¢

| MATRIZ }—[ iNnTEGR }—3[a ou c] [ conTr |

| c
[eavss ]
I OUTPUT ]
FIGURA 6.1 - Fluxograma o programa
6.2.1. Sub-rotina INPUT
Realiza a leitura e impressao dos dados = como
titulo do problema, caracteristicas dse placa, coordenadas
globais dos nos, condi¢gdes de contaorno, e calcula as
caracteristicas dos elementos de contorno como tipo,

comprimento, co-senos diretores da direg3o normal aos pontos
que os definem geometricamente.
&.e.2. Sub-rotina MATRIZ

Realiza a montagem da matrizes H e 6 e do vetor

independente de cargas ap®s o cdlculo dos termos realizado

pela sub-rotina INTEGR através da quadratura de Gauss.

6.2.3. Sub-rotina INTEGR

Realiza o cdlculo das integrais sobre os elementos de
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contorno utilizando a gquadratura de Gauss onde faz-s¢ a
transformacdo de coordenadas sobre os pontos de integragéo
As caracteristicas dos elementos de contorno sdo calculadas
de acordo com cada tipo de elemento, quadrdtico (sub-rotina
CARAC) ou circular (sub-rotina CIRC)

O apéndice A mostra um fluxograma da transformagdo de
coordenadas feita sobre os pontos de integracdo que pode ser
facilmente implementada a quadratura de Gauss. 0 usuario
fornece ao programa o tipo de elemento que melhor aproxima o

contorno real, a seu critério.

&6.2.4. Sub-rotinas CARAC e CIRC

Calculam as caracteristicas dos elementos de contorno,
onde <830 realizadas as 1integra¢gdes, como Jjacobiano da
transforma¢do da coordenada I' para a cdordenada adimensional
¥, comprimento, co-senos diretores das dire¢gdes normal e
tangencial ao contorno e raio de curvatura em cada ponto de
integragio. Os apéndices B e C mostram os fluxogramas de

cada sub-rotina.

6.2.5. Sub-rotina GAUSS

Calcula as incdgnitas do sistema de equagdes A X =

13 o]

pelo método de Gauss.

6. 2.6. Sub-rotina DUTPUT

Reorganiza os vetores de valores prescritos com o vetor
obtido da solucico do sistema e imprime os valores dos

deslocamentos e dos esfor¢os dos pontos nodais do contorno.
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6.2.7. Sub-rotina MOMINT

Calcula e imprime os deslocamentos e o0s esforgos dos

pontos internos montando a matriz H' cujos termos sdo

~

calculados pels sub-rotina INTEGYL com a integragédo sobre os

elementos de contorno.

b.2.8. Sub-rotina INTEGY

Realiza o cédlculo das integrais das fun¢bes de maomento
dos pontos internos sobre os elementos de contorno, também
utilizando a transforma¢io de coordenadas sobre os pontos de

integragio da quadratura de BGauss.



7. CONSIDERACOLS FINAIS

0O objetivo bdsico deste trabalho {foi apresentar uma
formulagao utilizando o M.E.C. para a analise de placas
delgadas com geometria curva. Neste estudo o contorno da
placa foi aproximado, a nivel de cada elemento, por um
polindmic de segundo grau ou por um arco de circunferéncia,
de maneira a melhor representar o contorno real.

Na formulag¢io apresentada, os pontos do contorno foram
retirados para fora do dominio da placa com o ebjetivo de se
evitar singularidades nas integrais sobre o contorno s
integra¢cdes s3o realizadas numéricamente, onde foi utilizada .

a transforma¢io clbica de coordenadas proposta por TELLES

[1) , que mostrou-se eficiente e tem a vantagem de se
utilizar uma Unica rotina de integragcd3o em todas as
integrais. Ela ainda permitiu uma melhor apuratcd8c nos
resultados obtidos, havendo uma pequena perturbagido com

relagao aos valores de canto.

Estas perturbagdes foram amenizadas com a utilizagado da
formulacdo apresentada por PAIVA [2]1 onde a forga cortante
equivalente € admitida como esforgo concentrado nos nds do
contorno.

Os elementos de contorno apresentados, assim como  as
formulagdes da transformagcdo de coordenadas e da forga

cortante equivalente pontual sio facilmente implementadas em
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Programas computacionais do M E.C ..

De andlise dos exemplos apresentados verificou-se a
obtengaw de resultados satisfatdrios, gquando comparados com
as solucdes analiticas, com a utilizagio dos elementos de
contorno propostos para a aproximacdo do contorno.

0 elemento circular, de simples aplicagido pratica,
apresentou resultados excelentes, tanto na aproximagao
geometri1ca quanto nos esforgos e deslocamentos dos
problemas, praticamente eliminando as perturbacdes que
surgem quando um contorno circular € aproximado por

elementos quadriticos.
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APENDICE A

Fluxograma do cdlculo do polindmio do terceiro grau da
transformacdo de coordenadas aplicada aos pont o de

integracao da quadratura de Gauss.

RMIN - distidncia minima do 'Load Point’ ao elemento

de contorno integrado;

pi — relacido entre RMIN e 0 comprimento do elemento;

RTR - parametro livre, fungio de b1,

GTR - coordenada do ponto singular sem a
transformacao;

NTR — nova coordenada do ponto singular, com a
transformacdo;

AN,BN,CN € DN - termos constantes do polindmio da

transformacao;
ETA — coordenada transformada obtida a8 partir do
polindmio aplicado sobre os pontos de integragdo;

cJ — jacobiano da transforma¢ao de coordenadas.

[ D1 = 2 RMIN / COMPR |

[i1f D1 2 3,618 ——| RTR

1 ]

[if 3,618 2 D1 =2 1,300 }—>[RTR = 0,893 + 0,0832 LOG(D1) |

I

[1+ 1,300 2 DL =2 0,050 }—[ RTR = 0,85 + 0,24 LOG(D1) |

— V| — | —] |

[ RTR = 2,62048508 * Di |

i
PA = [ 4*RTR(L-RTR) + 3(1-NTR*NTR)]/[ 3(1+2%RTR)**2]

!




-A 8 -

QA = {[NTR(S—E*RTR) ~ 2#NTR##3 / (1+2eNTR)] /

/ (1+2*NTR) - NTR} / [B(1-2%RTR)Y]

!

| EXPO = 1/3 |

GTR = [~ QA + SQRT(QA*#2 + PAX*3)]**EXPO +

+ [~ 0A - SORT(QA**2 + PA%%3)]**xEXPD + NTR/(1 + 2#RTR)

l

—[do__ 1 = NGI1,NG2 |

l

GN = 1 + 3*GTR*GTR

AN = (1 - RTR)/GN

BN = -3(1f - RTR)GTR/QGN

CN = (RTR + 3*GTR*GTR)/QGN
DN = - BN

l

ETA = AN*GI(I)*%*3 + BN*GI(I)#*x2 + CN*GI(I) + DN
CJ = 3*AN*GI(I)**2 + 2#BN*GI(1) + CN




APENDICE B

Fluxograma da sub-rotina CARAC, com o cdlculo das

caracteristicas do elemento de contorno quadratico.

1,23 -~ pontos que definem geometricamente o elemento;

X1,Y1,X2,Y2,X3,Y3 - cocordenadas dos bontos que
definem geometricamente o elemento;

gx(x) - coordenada adimensional local do ponto de
integra¢505

X,Y - coordenadas globais do ponto de integraGao;

COMPR — comprimento do elemento;
XL,YL,XE,YE,A,B,C - constantes caracteristicas do
elemento;

DELTA,XLIN,YLIN - parametros referentes ao ponto de
integragio para definicio das direcdes normal e tangencial
ao contorno e do raio de curvatura nesse ponto;

CX,CY,NX,NY ~ co-senos diretores das diregcbes

tangencial (c) e normal (n) ao contorno no ponto de

integragao;
R — raio de curvatura no ponto de integra¢io;
cJ - jacobiano da transformagio da coordenada no

contorno I' para a coordenada adimensional .

XL = X1 — 2#X2 + X3
YL = Y1 ~ 2%Y2 + Y3
l elemento linear
- -7 A com raio de
if _ ABS(XL) ¢ 10 s . .
if © ABS(YL) < 10-7 ﬁ curvatura maior
10
N l que 5,0x 10 cm
XE = X3 - Xi
YE = Y3 - Y4
-

[2]



- B2 ~

T

XL*XL + YL#*YL
XL*XE + YL*YE
0,25% (XE#XE + YE#*YE)

ODwD
mouon

!

COMPR = [ (2#A+B)*SQRT(A+B+C) - (B-2#A)*#SART(A-B+C)1/(4%A)+
+ (4#AxC-B#B)#LOG{SAQRT[4xA* (A+B+C) ] +2%A +B}/
/ CB*SQRTL4#A% (A-B+C) —2%A +Bl1*S0RT(A*%#3)}

l

~—[do I = NBGi,NG2 |

1

O,5%GI(I)*GI(I)*XL + O,5*GI(I)*XE + X2
O0,5*BI(I)*GI(I)*YL + O,S5*GI(I)*YE + Y&

!

DELTA = SQRTL A*GI(I)**2 + Bx*GI(I) + C 1
XLIN GI(I)*XL + O,5*XE
YLIN GI(I)*YL + O,5*%YE

CX = XLIN/DELTA

CY = YLIN/DELTA
NX CYy

NY -CX

l

R = ABS[ (2*DELTA**3)/ (XE*YL — YE#*XL)]
CJ = SORT(XLIN**2 + YLIN**2)

>
]

]




APENDICE ©

Fluxograma da sub-rotina CIRC, com o cdlculo das

caracteristicas do elemento de contorno circular.

1,2,8 — pontos que definem geometricamente o elemento;

X1,Y1,X2,Y2,X8,Y8 - coordenadas dos pontos que
definem geometricamente o elemento;

xo,yo — coordenadas globais do centro do arco de
circunferéncia;

ALFA1,ALFA2,ALFA3 - &ngulos referentes aos raios de
cada n® em relasdo ao semi-eixo positivo x;

TETAL - &ngulo do setor formado pelo elemento
circular;

01(1) - coordenada adimensional local do ponto de
integracéo;

x,¥y - coordenadas globais do ponto de integracao;

coMPR — comprimento do elemento;

CX,CY,NX,NY -— co—-senos diretores das diresdes

tangencial (c) e normal (n) ao contorno no ponto de

integragdo;

TETAP - coordenada angular local do ponto de
integra¢io;

R - raio de curvatura no ponto de integra¢ao;

cJ — jacobiano da transformagdo da coordenada angular

local 8 para a coordenada adimensional .



- C B2 -

DIV = 2#LY3*(X4-XB2) + YE*(X3-X1) + Yis(x2-x3)1 |

!

TXO = C(Y3-Y2)xXi#%3 + (Y3-YL)#X2##3 + (Y2-Y3I)#XSkXik#2 +

4 (YL-Y3)#X1%X2u%2 + [XL#(Y2-YL) + X2#(YL-Y2)1IxX3%x%2 +
4+ [XL#(Y3-Y2) + X2#(Y2-Y3)I#Yi#xR + [Xi%#(Y1-Y3) + Xo*
#(Y3-YL)Ixvars2 + [X1#(Y2-Y1) + XB*(Yi- -Y2) 1#Y3%%2}/
/IDIVH(X1-X2) 1]

YO = [(X3%#%x2 + YB**E)*(Xi—XE) + (X2*%2 + Yewx2)#(X3-X1)+
+ (Xi%%2 +YL1%%2)%#(X2-X3)1/DIV

!

| R = SGRTL(Yi-YO) %42 + (X1-X0)##21 |

!

ALFAL = TANGL(Y1-YO)/R ; (Xi-X0)/R1
ALFA2 = TANGL(Y2-Y0)/R ; (X2-X0)/R1]
ALFA3 = TANGL(Y3-Y0)/R ; (X3-X0)/R1

!

TETAL = ALFA3 - ALFAL
CJ = O,S*TETAL*R
COMPR = TETAL*R

1

»[do 1 = NBi,NG2 |

X = R*COS(TETAP)*COS(ALFA2) — R*SEN(TETAP)*
*SEN(ALFA2) + XO '

Y = R*COS(TETAP)*SEN(ALFA2) + R*SEN(TETAP)*
*COS(ALFA2) + YO

!

NX = (X - XO)/R

NY = (Y - -YO)/R
CX = =-NY
CY = NX

]




