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RESUMO

Este trabalho apresenta a formulagcao direta
do Metodo dos Elementos de Contorno (MEC) para a analise de
solidos isotropicos elastico-lineares tridimensionais,
baseada na solugao fundamental de Mindlin. Inicialmente,
sa0 descritas as equacdes da elasticidade para corpos
tridimensionais, as equagoes integrais de contorno e as
solucoes fundamentais de Mindlin, Kelvin e
Boussinesg-Cerruti. Em seguida, sao apresentadas
aproximacoes numéricas das equacoes integrais, utilizando
elementos triangulares planos com funcoes de interpolacao
constante e linear. Nesse contexto, € apresentada uma
formulagao para o elemento linear descontinuo. Por fim, e a
partir das consideracoes anteriores, ¢é desenvolvido um
sistema computacional para analise de cCorpos
tridimensionais, onde sao mostradas suas rotinas principais
e alguns exemplos de aplicagao para problemas de so6lidos

inseridos no espago semi-infinito.



ABSTRACT

This work presents a direct formulation of
the Boundary Element Method (BEM) for analysis of
three~dimensional isotropic linear elastic solids, based on
the Mindlin’'s fundamental solution. First, -equations of
elastic bodies in three dimensions, the boundary integral
equations and the Mindlin, Kelvin and Boussinesq-Cerruti
fundamentsals solutions are described. Later, numerical
approximations of integrals equations, using flat triangles
elements with constant and linear interpolation functions
are presented. In this context, a formulation for
discontinuous linear elements is presented. Finally, based
on the previous considerations, a computational system for
analysis of three-dimensional bodies and some examples for

bodies into the semi-infinite space problems are shown.
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CAPITULO 1 - INTRODUGAOQ

1.1 - CONSIDERAQ@ES GERAILS

A grande maioris dos problenmas de
engenharia é governada por equagaes diferenciais. Apenas
alguns poucos casos simples rossuem solugao
analitica (exata). Nos demais a solugdo S0 € possivel
através do uso de métodos numéricos, que utilizam modelos
discretos, com finitos graus de liberdade, em substituicgao

[4 ’ [4 .
aos modelos continuos dos metodos analiticos.

Na analise de problemas atraves de metodos
numéricos, geralmente surgem grandes sistemas de equagaes
(ha manipulacao de grande numero de dados). E
indispensavel a utilizagao de maguinas capazes de manipular
com velocidade e precisao todos os dados envolvidos na
analise. Por 1isso, a utilizagﬁo em grande escala dos
metodos numéricos se deve ao avango da eletronica que

proporcionou o surgimento do computador.

Varios métodos numéricos tem sido
desenvolvidos visando a solugao dos problemas de
engenharia. Pode-se citar o Método das Diferencas Finitas,
o Metodo dos Elementos Finitos e o Método dos Elementos de

Contorno, como oS principais.

0 surgimento do Meétodo das Diferencgas
Finitas - MDF - ¢é devido a SOQUTHWELL (1], segundo a
literatura especializada. O MDF consiste em aproximar a
solucao da equagao diferencial, que rege o problema fisico,
utilizando valores do dominio (criando nés no dominio). Por
isso, € considerado um metodo de dominio. Apesar da
dificuldade existente neste método com relacgao a
discretizacao de contornos irregulares, ¢, ate hoje,
adequado para a solugao de diversos problemas de

engenharia.



0 Método dos Elementos Finitos - MEF -~ tem
sua divulgacao a partir dos trabalhos de TURNER et alii
[2], ARGYRIS [3] e CLOUGH [4]. Nesta mesma época surgiam os
computadores eletronicos que se tornaram co-participes do
desenvolvimento do MEF (ferramenta indispensavel para o uso
do método). 0 MEF encontra-se em um estégio de
desenvolvimento muito avang¢ado, constituindo-se no método
numérico mais utilizado para a soluggo dos mais diversos
problemas de engenharia. O MEF consiste em ~_'dividir o
dominio em um nimero finito de elementos (considerados
sub-regioes), reunindo-os atraves de seus nos. E
considerado como um metodo de dominio.

-’

"0 Metodo dos Elementos de Contorno - MEC - é
o método numérico mais recente do ponto de vista de
aplicagoes computacionais. Tem esta denominacao a partir do
trabalho de BREBBIA [5]. O MEC consiste em obter a solugao
das equagSes diferenciais que descrevem o comportamento de
um corpo no seu dominio, atraves da solugdao de uma equacao
integral sobre o contorno. Isso conduz sempre a uma reducao
das dimensoces dos problemas analisados, e conse-
quentemente, menor quantidade de dados de entrada e menor
sistema de equacgces final. Outro particular do MEC & ter a

matriz do sistema cheia e nao simetrica.

Uma diferenca marcante entre os metodos MDF,
MEF e MEC ¢ gque o5 dois primeiros sao metodos ditos de

dominio, enqguanto o terceiro e dito de contorno.

0 presente trabalho adota o Metodo dos

Elementos de Contorno como objeto de estudo.

1.2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Embora s0 recentemente tenhs surgido
interesse maior pelo Meétodo dos Elementos de Contorno
(MEC), e, consequentemente, revistos seus conceltos e
formulacao, Abel (segundo ELLIOT [6]1) em 1823 obteve ums



equacao integral para resolver o problema chamado Pendulo
Isocrono (a tecnica de transformagao da equacao diferencial
que rege o problema em uma eqango integral constitui a
base matematica do MEC)Y. A partir dai, sucederam-se outros
estudos com o métodoM integral. Dentre eles, destacam-se
BETTI [7], SOMIGLIANA [8] e Cerruti Apud COSTA JR. [9].

A aplicacao do metodo integral a problemas
da teoria do potencial foi decisiva para o} seu
desenvolvimento. Neste campo destacam-se VOLTERRA [10],
FREDHOLM [11] e HILBERT [12]. £ de Fredholm a primeira
teoria (teoria classica) das equacoes integrais que
apresentavam integrais conm nucleos definidos e integréveis,
assim como o primeiro estudo da aplicagac das eguacgoes
integrais lineares a solucao de problemas de valor de

contorno em elastostatica.

Uma serie de trabalhos publicados por
autores russos fez com gue o metodo das equagoes integrais
se tornasse mals conhecido na Europa. Dentre esses
trabsalhos, destacam-se MUSKHELISHVILI [13], MIKHLIN [141],
SMIRNOV [157 e KUPRADZE [18], gue tiveram como predecessor
KELLOG [17], o primeiro & aplicar as equagSes integrais a

solugao de problemas governados pela Eguacao de Laplace.

Até entdo, as eguagdes integrais eram usadas
principalmente em mecanica dos fluidos, e conhecidas como
metodos indiretos de analise - isto e, a solugac do
problems ers obtida em termos de fontes ficticias aplicadas
ao contorno onde, apos a determinacao de seus valores,
calculavam-se as variaveis fisicas do problema. E atribuida
a Kupradze a primeira formulagao dos ditos métodos de
contorno (por utilizarem as equagSes integrais) aplicados
aos problemas de elastostética, com a utilizaqao dos

metodos indiretos.

Varios outros trabalhos seguiram &
formulaggo indireta. Dentre eles destacam-se JASWON [18],
SYMM [19], MASSONET (201 e HESS (21]. Jaswon e Symm

introduziram um equacionamento do problema elastico



bidimensional, usando as variaveis fisicas do problema, e
ainda mantendo uma fung¢ao de tensdo auxiliar, sendo por
isso chamado por alguns autores - como BANERJEE [22] - de
metodo semi-direto.

Os diversos trabalhos ate agqul apresentados
contribuiram sensivelmente para o desenvolvimento do metodo
baseado nas equagges'integrais. Entretanto, nao davam ainda
caracteristicas ao metodo de modo que este pudesse ser

classificado como um metodo numerico para resolugao de

problemas da engenharia.

RIZZO [23] constitui o primeiro registro
onde o tratamento das equagces integrais toma uma forma de
tecnica numérica, similar a dos outros métodos (Métodos das
Diferencas Finitas e Método dos Elementos Finitos, por
exemplo). Esse +trabalho foi o primeiro a propor a
formulacao direta para o tratamento das equacoes integrais
(onde as incdégnitas das equagbes sao as proprias variaveis
fisicas do problema), com aplicaggo em elasticidade em duas
dimensoces. A discretizagso do contorno foi feita por
segmentos de rets, sendo os deslocamentos e forgas de
superficie constantes em cada segmento e a integracao feita

analiticamente.

JASWON et alii [24] propoe a solugEo da
equa@go diferencial bi-harmonica por meio de eqanSes
integrais, na analise de placas. Com este trabalho,
inicia-se o desenvolvimento do método das equagoes
integrais, com uso pratico na engenharia estrutural, conm

relagao & placas.

Varios outros trasbalhos se seguiram ao de
Rizzo, utilizando a formulacio direta do metodo, agora
denominado “"Meétodo das Equagﬁes Integrais de Contorno -

BIEM". Alguns deles sso descritos a seguir.

Em CRUSE & RIZZO [25] e CRUSE [26] e
apresentada uma formulaqao do metodo das equagaes integrais

de contorno, parsa analise de problemas elastodinamicos



usando transformadas de Laplace com relaggo a0 tempo.

RIZZO & SHIPPY [27] wutiliza o método das
equacces integrais de contorno, considerando s elasticidade
linear e sugerindo o uso de sub-regioes para o tratamento

dos dominios nao homogeneos.

Em CRUSE [28] o metodo € apresentado como
uma ferraments promissora para a solugao numerica de
problemas elasticos em trés dimensdes. Na discretizagao da
geometria do solido em estudo, s8o utilizados’ elementos
triangulares constantes, ou seja, os deslocamentos e forgas

I's - ~r -
de superficie sao considerados constantes em cadsa elemento.

. CRUSE & VANBUREN [29] wutiliza o BIEM conm
formulagao direta aplicando-o pela primeira vez a um solido
tridimensionsl nao linear considerando-se a influencia de

uma fratura.

Em SWEDLOW & CRUSE [30], ¢ apresentada uma
formulaggo (embora sem apresentar resultados numeéricos)
para simular materiais elastoplésticos, anisotrépicos e
compressiveis, considerando ainda o encruamento na relagao

tensao-deformacao.

Partindo de Swedlow & Cruse, e wutilizando
outros criterios que permitiram a modelagao dos efeitos
plasticos, RICARDELLA [31] aplica o metodo das equagoes
integrais de contorno na analise tridimensional de tensoes,
apresentando, ainda, alguns exemplos. Este trabalho e
considerado um marco dentro do método por ser o primeiro a
resolver problemas no campo da elastoplasticidade
utilizando a formulacso direta e por servir de base para

trabalhos que o sucederam.

Com a mesma formulacao de seus trabalhos
anteriores CRUSE [32], mostra que © metodo pode
proporcionar melhores resultados que o Método dos Elementos
Finitos em situacdes de alta concentragao de tensoes. CRUSE
{331 propoe ao metodo a adoggo de elementos triangulares

com variacao linear para as variaveils do problema



(deslocamentos e forcas de superficie), pars aplioagaes emn
solidos tridimensionais. Nesse trabalho. os coeficientes

dos termos livres sao calculados utilizando-se o movimento

de corpo rigido.

LACHAT [34], tomando como base os trabalhos
de Cruse, consegue uma maior generalizaqao do método e o
aplica a problemas elasticos bi- e tridimensionais. Esse
trabalho apresenta um eficiente tratamento numérico
utilizando elementos curvos de segunda ordem com opcoes de
variagao linear, quadratica e cibica paras as aproximagoes
das variaveis do problema. As integrais sao calculadas
numericamente por um sofisticado esquema de integracao
atraves das formulas da gquadratura gaussiana. Para os

problemas tridimensionsis o algoritmo propoe a divisso enm

sub-regioes para permitir a matriz do sistemsa
caracteristicas de banda, diminuindo fo} trabalho
computacional.

A partir de BREBBIA ([5] o método das
equagaes integrais de contorno ganha novas bases
matematicas e a denominagao “Método dos Elementos de
Contorno - MEC". O trabalho utiliza a técnica dos residuos
ponderados, obtendo uma maior generalizagao da formulagao
e, consequentemente, permitindo sua associagao com outros

metodos numericos.

Varias conferénciss ([35], [36], [37] e
[38]) e trabalhos publicados tornam o MEC mais conhecido e
estudado em diversos centros importantes de pesquisa. Ao
mesmo tempo sao fixadas novas areas de atuagao, como:
nao-linearidade fisica; plasticidade; viscoelasticidade;
no-tension; visco-plasticidade; nao-linesridade geométrica;
mecanica da fratura; contacto; mecanica das rochas e dos
solosg; propagaggo de tenSZo; interaggo solo-estrutura;
combinacoes com outros métodos para analise de problemas

diversos. dentre outros.

A utilizag¢ao do MEC na nao-linearidade

f{isica e geometrica, pode ser vista em BUI [38]; TELLES &



BREBBIA [40]{ [41] e [42]; MUKHERJEE [43], [44], [45] e
(46]; BANERJEE [47], [48] e [49]; ROCHA [50]; dentre
outros. Na analise de tensoes no meio continuo, regimes

plastico e viscoplésticos, sao exemplos os trabalhos de
BRADY [51]) e [52], e VENTURINI [53] e [54].

No campo de aplica@go do MEC a cascas e
placas, tem-se, entre outros, TOTTENHAM [55]; BENZINE [56],
[57] e [58]; WU & ALTIERO [59]; COSTA JR & BREBBIA [80];
SILVA [61]. Na aplicacac em mecanica dos. fluidos,
ressalte-se BEZINE & BONNEAU [82], YANO & KIEDA [63] e WU
([B4], [B5], [66], [67] € [BB]).

No tocante a aplicagiao do metodo dos
elementos de contorno a solidos elasticos tridimensionais,
que é especificamente o campo de ‘atuagao do presente
trabalho, alguns trabalhos foram desenvolvidos e Serao

citados a seguir.

Os trabalhos de CRUSE [28] e [33], e LACHAT
(34}, ja citados anteriormente, representam importantes
avancos da utilizacado do método dos elementos de contorno
no tocante a aplicacao a solidos tridimensionais, embora
tenham surgido anteriormente a denominagaoc presente do

método.

NAKAGUMA [89] apresenta uma  formulacgao
direta do metodo dos elementos de contorno, para a
aplicacac em solidos elasticos tridimensionais, baseada nas
solucoes fundamentais de Kelvin, Mindlin e
Boussinesg-Cerruti. Nesse trabalho, sio analisados sblidos
elastico-lineares tridimensionais, com enfase na utilizagao
particular para interagao solo-estrutura. A solugao de
Kelvin e empregada em regiaes finitas (a estrutura) e as
Mindlin e Boussinesq-Cerruti em regices semi-infinitas (o
solo). A discretizagao do contorno e feita utilizando-se
elementos triangulares planos e curvos, com aproximagSes
constante, linear ou quadratica. As integracoes sao feitas

numericamente utilizando o metodo de Hammer.



CUROTTO [70] apresenta uma formulagao do
metodo dos elementos de contorno partindo do teorema da
reciprocidade de Betti. A solugcao fundamental de Kelvin e
utilizada, considerando na formulagao do método efeitos de
forgcas de volume e tgmperatura. Sao utilizados elementos
isoparamétricos tridhgulares planos de variagao linear, e
as integrais sobre os elementos sao calculadas de uma forma

mista (analitica e numericamente).

Enfatize-se ainda SA & TELLES [71], onde &
utilizado um algoritmo similsr ao de Nakaguma, embora as
expressoes de Mindlin sejam a1l apresentadas de forma

compacta.

A utilizagao das solugoes fundamentais de
Mindlin e Boussinesg-Cerruti por Nakaguma na aplicacao de
interagao solo-estrutura ou escavagoes traz grande
versatilidade ao metodo, ao dispensar a discretizacao da
superficie do solo (uma vez que a hipétese da tragao nula

neste contorno ja esta presente nestas solugoes).

A solug§0 fundamental de Kelvin e largamente
utilizada por RIZZO [27], LACHAT [34], CRUSE [28] e BREBBIA
[5], dentre outros. A solugao de Mindlin, por outro lado, e
utilizada em BANERJEE [72]; BUTTERFIELD & BANERJEE [73]. A
solucao de Boussinesq-Cerruti, versao tridimensional da
solucao de Flamant, e vista em LOVE [74].

1.3 - OBJETIVOS

0 presente trabalho tem como objetivo
principal apresentar uma formulagao, dita direta, do
Método dos Elemenfos de Contorno (MEC) para a analise de
s6lidos elastico-lineares tridimensionais, baseads na

solucao fundamental de Mindlin.

. . [4 -
0 MEC abrange com facilidade dominios
infinitos e semi-infinitos; portanto, apresenta-se

conveniente no estudo de problemas de interagao



solo~estrutura. Desta forma, podem ser analisados tuneis,
barragens, fundagoes, galerias, esoavagaes, dentre outros.
Neste contexto, a solugao fundamental de Mindlin se insere

perfeitamente.

A solucao de Mindlin dispenss a

. . ~ ¢ . A . . . [4 .
discretizagao da superficie do semi-infinito (superficie do
terreno), ums vez que possui em suas expressoes a hipotese

de tracao nula nesta superficie, bastando discretizar
apenas parte da superficie que se encontra carregada. Com
esta vantagem, constitui-se na solugao indicada para
problemas de interacao solo estrutura proximos da

14 . . . . .
superficie do semi-infinito.

fNa prética costuma-se buscar, sempre gque
possivel, simplifica¢oes para problemss tridimensionais
analisando-os como bidimensionais. Tal artificio leva,
algumas vezes, a aproximaQSes pouco precisas. Isto
Justifica a presente aplicacao do MEC a corpos

tridimensionais.

1.4 - CONTEUDO DO TRABALHO

No capitulo 2 sao apresentadas as equacoes
da elasticidade para corpos tridimensionais, as equagoes
integrais de contorno (obtidas atraves da Tecnica dos
Residuos Ponderados, para pontos no contorno e no dominio)
e 85 solugoes fundamentais - Mindlin, Kelvin e Boussinesg-

-Cerruti.

0 capitulo 3 e dedicado as aproximagoes
numéricas das equacoes integrais, utilizando elementos
triangulares planos com funcoes de interpolacao constante e
linear. £ apresentada uma formulagao para o elemento linear
descontinuo (que possui pontos nodais no interior do
elemento), de grande utilidade nos pontos do contorno com

descontinuidade de forcas de superficie.

No capitulo 4 s80 spresentadas as rotinas



principais do sistema computacional desenvolvido para
analise de corpos tridimensionais utilizando o meétodo dos
elementos de contorno (usando as solugoes fundamentais de

Mindlin e Kelvin).

No capitulo 5 sao apresentados os resultados
de alguns exemplos processados pelo programa computacional
desenvolvido a partir da formulagao apresentada do Metodo
dos Elementos de Contorno, e ligados a problemas de

interacao solo-estrutura.

As conclusoes gerais sobre a utilizagdo do
méetodo dos elementos de contorno aplicado =& solidos

o N . . . . ~ [4
elasticos tridimensionails sao apresentadas no capitulo B.



CAPITULO 2 - EQUAGCOES INTEGRAIS DE CONTORNO

2.1 - INTRODUCAO

I's ~ .y
Neste capitulo SEerso apresentadas as

relagoes basicas da elasticidade linear para solidos
tridimensionais, bem como as eguacoes integrais basicas

para a utilizacao do método dos elementos de contorno.

Inicialmente, sera definida a forma de
spresentacdo de tais egquagdes, que se fara atraves da
notacao indicial. Outros parametros importantes e que SEerao
ntilizados neste capitulo em particular, e em parte de

outros, tambem serao apresentados.

A definicao dos problemas fundamentais
(problemas particulares para os guais as solugdes sao
conhecidas) e suas respectivas solucoes, constituem uma
peca importante para o entendimento deste trabalho e de seu
escopo. Um item sera dedicado a esta finalidade, enfocando
os problemas fundamentais que serao utilizados neste
trabalho.

Definidos os problemas fundamentals e susas
solucbes, serso apresentadas as equagoes integrais basicas,
tanto para pontos internos e externos ao dominio, quanto
para os pertencentes ao contorno. O objetivo ¢ encontrar
ums expressao que relaciona deslocamentos e forgas de
superf{cie dos pontos do contorno, que e a equagao "mestra”
para a utilizagao do método numérico em questao. Esta
equacao sera aproximada numericamente, resultando em um
sistema de equagoes algébricas, o que sera abordado no

capitulo 3.



2.2 - NOTACOES

No sentido de simplificar as expressoes que

serso apresentadas neste trabalho, sobretudo neste

¢ ~ . ..
capiltulo, algumas consideragoes devem ser feitas a priori.

A notacao indicial sera utilizada. 0 sistema
cartesiano de referencias, geralmente representado pelas

coordenadas x, vy, € 2, 0 sSera agora por X ¢ X e X_,

1’ %2 3

respectivamente (ou simplesmente por xt). 0 mesmo
procedimento sera adotado para outros parametros, tais
como: deslocamentos, u,; forgas de superficie, P, s tensoes,

ag. .. etc.
L8]

[ . . .
0 simbolo convencional de derivada vparcisal,

&. sersa substituido por “virgula"”, como por exemplo em

= u, e (2.2.1)

~ . [4 . 4 - <
A convencao implicita de somatorio tambem
sera agui utilizada. A repeticao de um indice em um termo

denota o somatorio com relagao ao 1indice repetido. Por

exemplo,
a.. b =a b + a_b. +a_.b_,
L B 1] 1 2) 2 33 3
e
ab =Zab + ab + ab_, ... (2.2.2)
L4 11 r 3 3 3



0 Delta de Kronecker, representado por

& ., assume 05 seguintes valores:

i

0 se 1 ¢t j; e

- 6U = 1 se 1= 3. ... (2.2.3)
A seguir, S80 apresentados outros
conceitos importantes, e que serao referenciados no

decorrer deste trabalho.

a8y A distribui@ﬁo Delta de Dirac, representada por

&(q,s), possul 85 seguintes propriedades:

- 6(s,q) = 0 se q ¢ s;
- &8(s,9) = w se g = s; e ¢
- [ e(a) 8(s,q) do = p(s),

0

3
N

.4)

t

onde ©(q) & uma fungﬁo gqualquer.

b) Condicao de Holder, [50]:

- Seja uma fung¢ao ¢(t) definida e continua em uma
determinada curva. A fungao @(t) satisfaz a condigao de
Hoélder se:

lect d-dCt > = Alt -t |F c...(2.2.5)

onde t1 e tz sao dois pontos desta curva; A e 2 s80

constantes positivas; e 0 = up £ 1.

¢) Intedrais Singulares, [50]:

-~ Seja #(t) uma fungao definida no intervalo a <
t £ b, & "¢" um ponto desse intervalo. Pode-se, entao,

escrever a integral desta funcso em duas partes, isto e,



c~& b
f #(t) dt e f #(t) dt. ....(2.2.8)

a ct+e

Tendo em vista (2.2.86), a integral pode ser obtida quando o

limite (2.2.7), mostrado a seguir, for determinavel.

£

c—& b b
Lim f P(t) dt + J S(t) dt | = J S(t) dt-....(2.2.7)
’ a

cte

Quando o limite (2.2.7) for possivel, o resultado € o que
se chama de “"valor principal da integral”. No caso em que
#(t) nao possui singularidade, o valor principal coincide
com o valor obtido pelo sentido "usual” de integragao. Mas,
no caso em que @(t) possui singularidade, a integral dsa
fungao e dita "integral singular"” e s0 e possivel se fazer

a integracao no sentido de valor principal, se ele existir.

Como integral singular, pode-se citar a
integral de Chauchy,

b

Pt "
[ r— zdt, (2(..8)

a

isto, se z pertencer ao intervalo de integracao. Obedecido
isto, esta intedral so pode ser integrada no sentido de
valor principal, e recebe o nome proprio de "valor

principal de Cauchy”.

d) Constantes elasticas basicas:

- E, modulo de elasticidade longitudinal, ou
médulo de Young;

- G, modulo de elasticidade transversal, ou
modulo de elasticidade ao cisalhamento;

- v, coeficiente de Poisson.



Para um problema elastico qualquer, basta que se
conhegam apenas duas destas constantes, sendo que a

terceira fica determinada pela EXPressao

G = —— L(2.2.9)

2.3 = RELAQ@ES DA TEORIA DA ELASTICIDADE

Neste item, sera apresentada uma formulagao
basica da elasticidade-linear para corpos tridimensionais,
[85], objeto de estudo deste trabalho.

Seja un corpo tridimensional, elasti-
[ ~ . . I's -
co-linear e homogeneo, definido pelos dominioc 2 e contorno

I', como mostra a figura 2.3.1.

Fig. 2.3.1 - Caraclerizacdo do corpo ilridimensional

X3



Impondo-se as condigoes de eguilibrio
estatico a um elemento infinitesimal deste corpo, obtem-se

uma expressao diferencial, a qual se mostra a seguir:

0 j(s) + bi(sf = 0, L. (2.8

onde 04 é a derivada, tal como (2.2.1), do tensor das
' tensoes, e S
b, o vetor das forgas volumétricas.
E importante ressaltar a s}metria existente
no tensor das tensaes, conhecida classicamente por condigao
de Cauchy, traduzida pels equacao

GH(S> = oﬁ(s). ....(2.3.2)

As componentes das forgas de superficie,
(figura 2.3.2), podem ser expressas en fungﬁo das
componentes de tensao de um ponto da superficie. Para
tanto, considera-se o eguilibrio nas tres diregoes de um
tetraedro, onde nj sao os co-senos diretores dos angulos
entre & normal a face inclinada, n, e o eixo X, 0

resultado € a relagao

p. = 0., n.. ... (2.3.3)

0 tensor das deformagoes, a partir dos
deslocamentos do dominio, considerando-se as hipoteses de
continuidade destes e linearizando-o parsa pequensas

deformacgoes, e dado pela expressao

£ (s) = ——é— [ut‘j(s) +u i(s)] , .. .(2.3.4)

conhecida como relacgao deformagao/deslocamento.



Fig. 2.8.2 - Telraedro de Cauchy com forgas de superficie

As relagoes entre os tensores das tensoes e
das deformacoes, para um corpo elastico-linear isotropico,
sao dadas pela lei de Hooke, isto e,

2Gv . -
0,(8) = T35 5u £4(8) + 2G= (s) ....(2.3.5)

ou, de forma inversa,

oo L I
(680 = 55 0y(s) 5601355 T(S) S

....(2.3.8)

Substituindo-se as  equacoes (2.3.5) e
(2.3.4) em (2.3.1), obtem-se a equaggo diferencial do
problema eléastico em termos de deslocamentos, conhecidsa

como equacao de Navier,



1 bt(s)
N u. 14(5) +
s B 1-9p st G

= 0. ....(2.3.7)

As 'Fquaqaes diferenciais  parcials de
equilibrio (2.3.1), deformagso/deslocamento (2.3.4) e a Lei
de Hooke (2.3.5) e (2.3.6), definem completamente um

problema elastico-linear juntamente com as condigoes de

contorno prescritas.

Considerando-se o contorno I' como sendo a
soma de duas partes, Fl e Fz (' = F1 + Fz), conforme
mostra a figura 2.3.3, definem-se as condigoes de contorno
pelas relagoes

u, (@) = u, (@), Qel, e
|8 1% 1
Pi(s) = PL(S), S = Fz, ....(2.3.8)
onde Gt e EL representam valores prescritos de

deslocamentos e forgas de superficie, respectivamente.

X

X3

Fig 2.3.3 - Defini¢do do contorno I' = I_'i + l_'z



2.4 - SOLUCOES FUNDAMENTAIS

2.4.1 - Generalidades

Na formulagao das equagoes integrais de
contorno para o problema elastico, faz-se necessaric o

emprego de uma "solugac fundamental” da equagao (2.3.1) ou
'2.3.7). Para este trabalho, serao adotadas as solugges
fundamentais para os problemas elasticos tridimensionais
infinitos e semi-infinitos, denominados Kelvin, descrita em
[74] e Mindlin, descrita em [75] (inclusive a particular

Boussinesq/Cerruti, descrita em [69]) respectivamente.

Considera-se, entso, como caso geral, um
dominio infinito Q* de contorno T* gue contem o corpo &2 de
contorno I' que se pretende estudar, conforme figuras 2.4.1.
g '« indica tratar-se de um problema particular,
apresentado na literatura especializada, e tambem agui como

problema fundamental.

| r

*
Fig. 2.4.1 - Corpo {2 em estudo, contido em £} |

Seja "s" um ponto onde se aplica uma forga



L. * )
unitarisa, Fi(s), usualmente denominado ponto de carga, e

" "

q” um ponto generico onde deseja-se calcular os efeitos

da forca unitaria, ponto campo, como mostra a figura 2.4.2.

Define-se solucao fundamentsl como sendo as

respostas no ponto g devidas a aplicagao da forga

unitaria no ponto s", em uma das diregoes dos eixos
coordenados.

Atraves da substituicao do termo
independente, bi(s) de (2.3.1), pels funggo delta de Dirac
2.2.4) como multiplicadora da carga unitaria em s,
obtem-se a equaqao de equilibrio para o problema
fundamental.

»*

o7, + 8(s,a) F(s)

v

I
[ew}

o (2.4.1)

Fig. 2.4.2 - Resposta em q devida a uma forga unitdria em s

* *
{seqe + I')H



Utilizando-se a mesma substituicao anterior,
encontram-se as demals expressoes que governam o problema

elastico fundamental. Assim, a expressao (2.3.7), em termos

de deslocamentos, vem a ser

»*
_ (s = 0.
1-2v G

e..(2.4.2)

Calculando-se os deslocamentos em (2.4.2) e
manipulando-o0s nas expressoes (2.3.5), (2.3.4) e (2.3.3),
obtem-se s expressao fundamental para forcas de superficie,
que é

* * * 2 »*
p.(s) = G (U] (s) + U, (s)n + L - Ul (s> n)

1-2v

... (2.4.3)

. . - ~ *

onde n, indica a diregao da forga p, .
Em uma rapida analise para 0 caso
tridimensional, objetivo do presente trabalho, tem-se tres

. ~ e, *
direcoes para a for¢a unitaria F.L em s, cada gqual
provocando respostas nas  tres diregoes dos  eixos
* * . . ¢ .

coordenados em q, uij e ptj, onde o primeiro 1indice

representa a diregao da forga unitaria e o segundo a
direcao da resposta que pode ser deslocamento ou forga de

superficlie, como mostra a figura 2.4.3.

Convem definir as resultantes dos
. + ¢ . . ~ .
deslocamentos e forgas de superficie em uma direg¢ao J, O

que resulta em

Ut(s,q) = utj<s,q) Ft(s), e L (2.4.48)



»* » #*
Pj(s,q) = ptj(s,q) Ft(s). ....(2.4.4b)

”»* * * » +* *
U3y Uz Uz Pu Pai Pa
-

*
Uz

* £
Fig. 2.4.3 - Componenles dos tensores u, . € p

1] gl

De acordo com as caracteristicas do dominio
Q* e contorno F*, obtem-se as solugges fundamentais
correspondentes. Portanto, para cada problema fundamental
existe uma solucao fundamental. O problems fundamental mais
utilizado € o problema dito de Kelvin, que considera o
dominio Q* como sendo infinito. Outro problema fundamental
conhecido é o dito de Mindlin, e gque interessa mais de
perto a este trabalho. Este considera o dominio a* um
semi-infinito. Assim, também o faz 0 problema de
Boussinesg-Cerruti. A seguir, serao discutidos cada um

destes problemas.



_23..

c.b4.2 - Solux;:;o Fundamental de Kelvin

A solugao classica desenvolvida por Lord
Kelvin, descrita em [79], € sem duvida a mais difundida e

JE. . ¢ . *
utilizada. Consgidera o dominio Q come sendo um corpo

tridimensional infinito, elastico e homogeéneo, conforme
figura 2.4.4.

X4
r2
l
-
21
|
|
|
[
|
L
L
Yo " — oo
Fig. 2.4.4 - Problemce fundamenial ds Kelvin
As expressoes fundamentais  para deslo-

camentos e forgas de superficie (BREBBIA [5]1), tendo-se enm



vista o item 2.4.1 (ou seja, considerando a carga unitaria

apenas na direcao i) , sao as seguintes:
* P : —_ 1 f ~d1nS 1
u,”,(..,,q) = 16“(1“1")(} r l(3 4V)Vi.j +r’tr,jj ....(2.4.5&)
* 1
p (s,9) = - . [(1—ZV)6L.+-3r T ] ro o+
d 8”:(1"?)) T J 3 ,J A'r)

- (1-2v)¥(r jmy - jnt)} ' ....(2.4.5b)
c.4.3 - Soluggo Fundamental de Boussinesqg—-Cerruti
As solugdes classicas desenvolvidas por

Boussinesq e Cerruti, conforme [75] (para os problemas onde

uma forga e aplicada normal e tangencialmente ao

¢ . * s,
contorno de um dominio Q semi-infinito, elastico e

homogeneo, respectivamente), foram justapostas para

um unico problema (figurs 2.4.5). O plano X, = 0 representsa

a superficie de contorno (I ) onde admite-se ser livre de

planc de

formar

tracGes. O ponto de aplicagio da forga unitaria e um

gqualguer na superficie, X = 0, T , conforme figurs 2.4.5.

As componentes da solugao fundamental para
deslocamentos, sao as seguintes (NAKAGUMA [88]):

*

2
u = k{(1-v) 4-vr’1]
* —
U ~ kvr,1r,z

E
u, ., = k(U,E;—v_)«r,1

*
Uy = Uy

* 2
u,, = k[(l-v)‘+vr,z] c...(2.4.6)
»*

Uy, = k(O,Ey—l«)r'2



k(l-v)

onde

2nGr

u
<
&4

= 0,

3

Quando x_ (g



2.4.4 - Solucao Fundamental de Mindlin

No problema fundamental, dito de Mindlin
(conforme [75]), © meinio aF e considerado um solido
semi-infinito, elastico e homogeneo. 0O plano x. = O
representa parte da superficie de contorno (") onde

admite-se ser livre de tragoes. O ponto de aplicagao da
forca unitaria ¢ um gqualguer do interior deste dominio

(incluindo sa superficie X = 0, ", conforme figura 2.4.6.

ATTTTAT T
// | // :—' ~——_
/ ‘ Su/ I!
_____T_~ e
} o !
| |
| AU R
| | /‘I X,
- I (s |
F T\ .
X3=0 l “ |
: | { =Ry
| /__ﬂ"_
X, }/
/
——
" 1
2= R2
______ _____,______/
‘ ——————————
|
| //
' /
| /
i /
\ 7
s
v e
v,

Fig. Z.4.6 - Problemo Fundamental de Mindiin.



As eXpressoes fundamentais para
deslocamentos e forgas de superficie sao apresentadas, tal
como em NAKAGUMA [69], ou seja, com cada componente dos
tensores de  deslocamento e forca de superficie
explicitados. Em [71), os autores apresentam estas mesmas
eXpressoes de forma compacta, semelhantes aquelas
apresentadas para Kelvin, (Z2.4.53 e 2.4.5b). Isto foi

{ - ~ ’ . - .
possivel atraves da adogio de varios valores auxiliares e
alguns somatorios internos que, segundo os autores, devem

ser desenvolvidos para & programagac em computador.

A  seguir, apresentam-se as EXpressoes
fundamentais de Mindlin para deslocamentos e forgas de
. . . . ~ P N
superficie, réspectivamente, onde sao validos os seguintes

parémetros (definidms na figura 2.4.8):

roo= x. (@) - %, (s)
R, = x (g - x, (s )
c = xa(s) = 0

z = Xa(Q) >0

Ky = “Toma (157

K = 1

Expressoes para deslocamentos (2.4.7):



1
r R r R R
2
L 41w (1-2v) [1 o } }
R+ R, RCR + R,)

a = K rirz{ 13 , Szdv Bof 10 50, <1"§v>
r R’ R(R + R )

¢ { r, (3-4v)r, BczR, 4(1-v) (1—2v)}
aty

Uea = a b 3 - s t _
r. R R R(R + R3>
* *e
u__ = u
21 12
FA 2 2z
G_du r (3-4v)r . 3r
r R r R R R
2z
, 41— (1—2u)[1 T } }
R + Ra R(R + Ra)
* rz *
u = u
23 13
r
1
r (3-4v)r BezR L PN
“:1:Kdr1 z+ 3 =+ 5 2o Al U 2!))}
r R R R(R + Ra)
A rz &
u = u
32 a1
r
1
| ‘ 2 r?  (3-4v)R%-2cz
ur = K {5-4u IS ol M € . 1D R = +
a3 d 3 3
r R , r R

GozR3
+ ... (2.4.7)



+ — —
3 3 5 5 +

2 2
«* - { 1-2v (1-2v) (3-4v) Brz 3(3—4v)r2
1 - " - -

r/
_4i-v) (-2l r, (3R+R,) , 8o
R(R + Ra)z RZ(R+R3) 5

R
5rzz
2
+ 2

[C — (1-2v)R, +

r R R R
2 | P
* 5 3r 3(3-4v)R
; _ a9, _9
O:S = Ksri{l j” 1 ;v _ Z _ - 34 Q% c + (1—2V)R3 +
r R T R R

2 2
3r;  3(3-4w)ry ,
3 3 - p

T R r R

2
- 2y (3-
U* = Ksrz{ 1-2v + (1-2vy (3-4v) _

Zz

. _ r (3R+R_) o

S (AeZe)ly Tt 20, B2l - (1-20)R, +
R(R + Ra) R (R+R3) R

2 2z
‘ - 2 3r2  3(3-4v)r
O:Z = K ri{— 1 2: L 4 ;V) - 2 _ _ z
r R T R
2 2
)
_4(d-vy (d-20)f, r(3R+R 01 ges - 5r, }
R(R + Rs)z RZ(R+R3) R® R?
»Z wt
8] =0



~ ( . ~
As expressoes para forcas de superficie sao
obtidas atraves da equacao

ptj = ij n, c...(2.4.8)

isto €., em fungao do tensor de terceira ordem das tensoes e

N - ¢ .
das componentes do vetor normal a superficie no ponto q.

A seguir sao apresentadss as 18 componentes
do tensor de terceirs ordem das tensoes, necessarias a

obten¢ao do tensor das forgas de superficie (ver maiores
detalhes no apendice A).

Expressoes para forcas de superficie (2.4.9):

o 2 2
x* — 1-2v (1-2v) (5-4») 3}’.‘1 3(3—41))1'1
%1 T Ksr’ B s ! 3 - 5 p +
r R r R
r2(3R+R_)
S (1~§V) 3 - —13“~“*3— + bi 3c — (3-2v)R, +
RCR + R R*(R+R) R

z 2
o 1-2p  (1-2v) Sr, S(3-4wr,
g = K r {— 4+ = - _ +
12 s 2 3 3 p =

A 2
_4dd-wy (d-zvidy | r, (SRR _ Bez}l, _ - } }
R(R + R3>2 R*(R+R_) R> R?

- 2

RO { (1-2v)r_  (1-2vdr,  B8rir,  3(3-4v)r}R,

o, = K {- + ~ - +
S 3 3 S S

r R r R




- 31 -

- 2 2
i - 120 . (1-20) (5-4v) 3r 3(3—4v)r2
Oz = BT, 3 3 - 5 5 +
r R T R
r2(3R+R_)
(1-v -2v0. >
~aldo) Gedvig o 234, BClge _ (3-20)R, 4
R(R + Ra) R (R+R3) R
5r:z
+ 2
R
2 [ Gmor,  (1-2u)rg 3ror,  3(3-4v)r.R,
Op5 ~ Ks - B + 3 - 5 5 +
T R r R
5rzzR
-§§ zR - <1—2u>r§ - ~—i;—3 }
R R
*Z I *1
033 = 033

Q
I

] - s 3 +
r r R

S {(1-2v)r3 3rfr_  (1-2v) (8r, - 4vR)
B

3(3—4u)rfr3 - BeR_[(1-2v)Z - 2ve] 300rjzR3

- 5 - 7 +
R R

2 z

,_4(1—»)(1-2»)[1 T, B fi]}
. . . 2
R(R + R_) R(R + R,) R
i { 3r 3(3-4v)r, 30czR

o, = Kr r 94— - — - +

12 s 1 2Z r5 RJ R’?

+4(1—v><1—2v>[ 1 ;'l_]l
R*(R + R_) LR + R, R jJ



2
0*3 ks f_ o . 1-20 3r3 _ 3(3-4U)ZR3 - 3c(3z+c)
13 s 1[ o2 Ra .5 Rs +
3UCZR:
- R?

Q
1l

3 - 5 t 3 +
r T R

22

> {(1-2u)r3 3rir,  (1-2v) (3r, - 4¥R))

3(3-4w)ror_ - BoR_[(1-2v)z - 2vel  30cr,zR,

- 5 N ? +
R ‘ R
2 2
__4(1—v)(1—2v)[1 5 _ iﬁ]}
\ 2
R(R + Ra} R(R + Ra) R
z J - —
g*a ke 1-20 N 1-2v 3r, ~ 3(3-4r)zR, 3c(3z+c) .
23~ s 2 ra Ra rs Rs
BDcsz
_ 3
R?
2 (1-2v)r,  (1-2»)r,  3r.
o,. = K 4~— + - +
33 s 3 3 S
r R T
3(3-4v)zR% - 3cR_(5z-¢)  30czR’>
3 3 3
- - - = oL (2.4.9)
R R
As expressoes (2.4.7) e (2.4.9), podemn

também, ser apresentadas a partir das expressoes dadas para
Kelvin, (2.4.58) e (2.4.5b), sadicionando-se uma parte
complementar que inclui a existencia de uma superficie
livre de tragSes, conforme ﬁostrado em [B81] e [71]. Assim,
a solugao fundamental para o meio semi-infinito teria a

seguinte forma:

»*

(O = (O (O,



K . [ ~
onde ( ) e ( ) representam as expressoes de Kelvin e

complementares, respectivamente.

Ha uma relacao interessante entre as tres
solnges fundamentais apresentadas anteriormente.
Considere-se o parametro ‘¢’ spresentado na figura 2.4.8,
gue represents s distancia entre o ponto carregado ‘s’ e o
plano de contorno x,= 0. Ao se fazer ’c¢c’ tender para o
infinito (¢ » o) a influencia do planoc livre de tracoes
desaparece e chega-se no problema fundamental de Kelvin.
Procedendo-se da mesma forma, agora tendendo para zero (¢ -
0), chega-se no problema fundamental de Boussinesq/Cerruti.
Portanto, pode~-se dizer que a solugao fundamental de
Mindlin engloba as de Kelvin e Boussinesg-Cerruti. De certa
forma, esta foi a pretenciao de Mindlin, uma vez que
buscava, em seu trabalho, preencher a lacuna existente
entre os dois outros problemas. No trabalho de MINDLIN
(75], analisa-se as solucoes fundamentais existentes para
solidos elasticos, mais precisamente as de Kelvin,
Boussinesq e Cerruti. Yerifica-se a particularidade
existente para o problema de Boussinesq e Cerruti, a de ter
pontos carregados somente na superficie e também a
generalidade do problema de Kelvin ao se tratar de estudos
proximos & superficie de um solido semi-infinito.

Do ponto de vista de aplicagGes a interagdo
solo-estrutura, a soluggo fundamental ligada & Mindlin
apresenta-se mais adequada, pois permite a analise de
problemas no interior do solo sem precisar discretizar a

superficie livre, proximo desta ou nao.

c.5 - EQUAQ@ES INTEGRAIS DE CONTORNO PARA PONTOS NO DOMINIO

Meste item serac apresentadas as €gquagoes

integrais de deslocamentos e tensoes para pontos situados
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no dominio de um corpo tridimensional, elastico-linear
(BREBBIA [81]). Sao as equacoes basicas para se utilizar o
netodo dos elementos de contorno na resolugao deste tipo de

problema.

Podem-se- obter as equagoes integrais para

pontos internos de diversas maneiras:

- atraves do Teorema da Divergencia;

- utilizando-se as Técnicas dos Residuos
Ponderados; o

- atraves do Teorema  da Reciprocidade

(Teorema de Betti); dentre outras.

- . [4
0.uso da tecnica dos Residuos Ponderados
. . - - (4 . -
parece mais simples e, possuindo sentido fisico mals claro,
permite portabilidade da formulagao do metodo dos Elementos
de Contorno para com outros metodos numéricos, como por
exemplo, o método dos Elementos Finitos. Por isso, numa
sucinta formulacao daquelas equagoes, esta tecnica sera

utilizada.

Nos Trabalhos de GIL RODRIGUES [78] e ROCHA
(507, sobretudo neste ultimo, encontra-se a formulaggo do

meétodo passo a passo com detalhes matematicos.

Considera-se um solido de dominio & e
contorno ', que encontra¥se dividido em dois segmentos, F1
e FZ, nos quais estao prescritos os deslocamentos e forgas
de superficie, respectivamente - [ = F1 + FZ - conforme
figura 2.5.1. De acordo com o item 2.4, este solido
encontra-se contido em um espago infinito, Kelvin, ou

semi-infinito, Mindlin e Boussinesq-Cerruti.



Xz
X3
ut = ai. em l_'i, condico essencial
p. = {) em [, condigdo natural
v 1 2
Fig. 2.5.1 - Definigldo das condigBes de contorno
Utilizando-se a equagao (2.3.1) e a tecnicsa
dos Residuos Ponderados com a fung¢ao ponderadora W,

. ¢ ~ . Ed »*
substitulda pelas solugoes fundamentais U, e P, obtem-se a

seguinte equacao integral:

[, o) vidn=[ (b - B) vl e+ [ (@ -u)pldr
! r, r,

... (2.5.1)

Com © propésito de se eliminar o diferencial
em j do tensor das tensoes, integra-se por partes duas

vezes a equacao (2.5.1), obtendo-se



- 36 -

M b r S e T R * or
J LUL dai + i u, dil = J pLUt d! J p U.L di” +
Q Q r r
2 1
* - %
+ Jy. u.dl + Ju.P, dar  ....(2.5.2)
s 1 1 1T 1
r r
2 1
Agrupando-se 05 segmentos F1 e Fz do

contorno I', obtém-se ums forma mais gersl psara (2.5.2),

representadsa por

-8 uwodo+ (P udr = [bu a0+ [pu”ar
. J L 1 1 1 1
Q r

0. (2.8.3)

Substituindo-se em (2.5.3) a diferencial do
tensor das tensoes por (2.4.1), fazendo-se uso da terceira
propriedade da funcao delta de Dirac (2.2.4), e tomando-se

independentemente cada direcao cartesiana, chega-se a

expressao conhecida como identidade Somiglisna [8],

* . * .
u(s) = - [ e (s,@) ul@) dre@) + [ oisteaad @) dree)
r r
* . .
+ [ wiyts,9) bya) dada), ....(2.5.4)
Q

que fornece os deslocamentos u, para pontos s’ no interior

do dominio Q.

Para que se tenha uma analise completa de um
s6lido elastico faz-se necessario conhecer o estado de
tenssao ou deformaqgo no qual o corpo se encontra (escolhido
un, © outro pode ser encontrado atraves da Lei de
Hooke, (2.3.5) e (2.3.8)).
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Utilizando-se a relagao tensao-deformacao,
(2.3.5), substituindo-se nesta as deformagSes (2.3.4) e
considerando-se o0s deslocamentos vindos de (2.5.4),

obtem-se a expressao para calculo das componentes de

tenséo, apresentada a segulr.

. - E . . »* )
o,(s) = Jbi‘ikks,g)uk(Q/dF(Q) + jDUk<_s,Q>pk(Q)c§F<Q) +
r r '
+ I D (s,a)b, (a)d(a) ....(2.5.5)
Q
. ; * E 3
Vale ressaltar que os tensores S, . e D. .
ik Lk

em (2.5.5), sao inerentes ao tipo de problemsa fundamental
adotado. Ho caso em que se adota Kelvin (ver BREBBIA ([5]),

as expressoes dos tensores sso:

»* G ) i
e T, O ~ S S S
S T e {drsn[(l LI CTL TR ST IR0 I

- 5¢ r r + 3v(n.r r
S, 37,k L

}] 3 1 3
‘1 _amn (- < - -4 I}
+ (1 zb,(snkr,ir’j + njéik + niojk] (1-4v)n, ij}

... (2.5.8)

D* - .__._..._1__..____2. I(il_Z\l)(rﬂ ) o+ (S
8rn(1l-vHr l ' ’

+ 3r r v } ’ . (2.5.7)
s L0,k

No caso em que se adota Mindlin (ver

LAETHEM (771), as expressoes dos tensores passam a Ser:
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Sak B} P Gr*t " }

CA 0
ik thLJ + vmhj+’gkut L ....(2.5.8)

[,
J

As derivadas do tensor de tensoes serac apresentadsas no
apendice B.

~ * ~
LAs expressoes para o tensor D S80 &8

ijk
* . . . .
mesmas do o&k, (2.4.9), a menos do sinal, istowe,

D”.k =705 : o (2.5.9)

2.6 - EQUAQ@ES INTEGRALIS PARA PONTOS NO CONTORNO

A identidade Somigliana (2.5.4) ¢ valida
apenas para pontos contidos no interior do corpo em estudo.
Deseja-se, por outro lado, obter a expressao correspondente
para 0 caso em gque o ponto pertenca ao contorno I', uma vez
que o método necessita desta equacao para a montagem de um
sistems de equacoes lineares (este assunto sera abordado em

detalhes no capitulo 3).

Q@ artificio utilizado comumente na
literstura especislizada, (ver DOMINGUEZ & BREBBIA ([78]),
para a avaliacao de pontos pertencentes ao contorno, e o de
transtormar o ponto do contorno num ponto do dominio,
screscentando-se, para 1isto, parte de uma esfera,
denominado dominio Qs, centradsa no ponto em questao e de
raio €. Assim, um ponto 'S’ do contorno (figurs 2.8.1)
passa & ser ‘s’ do dominio, e a&agors, vale a identidade

Somigliana (2.5.4).



Contorno [';

pontc S do contorno

(b)

Fig. 2.6,.1 - <« acréscimo do dominio Q para deduc¢do da

equagBo integral de pontos no contorno; by corte AA-.

Com esta modificagao, o nove dominio
torna-se Q + QE, o mesmo acontecendo com o contorno, I' - T
+ . Considerando tal artificio na equagao (2.5.4), esta
rassa a

se apresentar da seguinte forma:
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3,(8) = = b, (5,8) u(@) dr(@) [ 07,050 (@) dre@) +
F—F+F£ F—F+F€

N ENERDEXCHE R CH L .(2.8.1)
Q+Q8

Separando-se em (2.6.1) cada parte nova do

'4 .
dominio € do contorno, tem-se:

u(8) = - [ ] ,(8,@) u@) dr(@) - [ els.@) uy@) dre@) +
r-r r

L
r-r
&

+ [ 07,(5,@) p(@) dT(R) 4 [ ul,(5:@) (@) drca +
“r-r r

&

+ Jutj(S,CJ) b(a) da(a) + Jut#S»q) b (@) dn(a)

2 Q
>

....(2.8.2)

0 proximo passo caracteriza-se por resolver

os limites dos termos da equagac (2.6.2), com & = 0,
. [4 . . . . », »
tentativa para retornar ao dominilo inicial onde o ponto 's

pertencia ao contorno. Quando £ » 0, @_ » 0 e ' » 0.

Assim procedendo, obtem-se o0s seguintes

resultados para os limites das integrais sobre I' - r:

Lin [ P7,(8,@) u(R) dr(@) [ pi5:@> u@) arear, e
r-r ' r

"0
...(2.6.32)
. »* . . *
Lin [ u],(8,0) p(@) ar(@) = [ u{(5,8) p(@) dF(@).
=0 Jp_f r
....{(2.6.3b)

0 valor da integral (2.6.33) deve ser computado no sentido
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de valor principal, conforme a expressac (2.2.7), ja que a
' ~ * - . - - .

funcao p,, apresentsa uma descontinuidade no limite (ver
caracteristicas do tensor em (2.4.5b) para Kelvin e (2.4.8)

para Mindlin).

Demonstra-se facilmente, conforme NAKAGUHA
e . . - * -
[69], que as integrais sobre FE, para a funcao u;y tem

limites igusails a zero gquando ¢ + 0. Assim,

Lin | u}(3,@) p(@) dr(@) = 0, L(2.8.48)
-] r N
Lin [ u}(S,a) b(a) dq) = O, c...(2.8.4b)
- Q
&

Resta apenas computar o valor da integral
X ~ » . .
sobre Fg, cuja funcao ptj, apresents uma descontinuidade no
. . . . I'e .
limite com € » 0. Aplicando-se o artificio de somar e

subtrair o mesmo termo nests, este limite pode ser escrito

£+ £+()

Lin [ p](5,@)u,(@)dr@) = Lin Ipfjcs,a>[uj<Q>—uj<s>]dr<Q> +
r r

&

e

+ Lim u () [ B7 (5,0)dM(@),
r

e
....(2.6.95)

onde o limite da primeira integral ¢ identicamente nulo
(Holder, expressgo (2.2.5)). Portanto, (2.6.5) vem a ser

apenas

Lim u (%) pt&S,Q)dF(Q) ...(2.8.8)
£ ] rs L
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Para o caso particular em que o contorno tem uma unica
derivada no ponto 'S’ (contorno dito "smooth”, na literaturs
especializada), resulta

|
NIH

éu ufS) . ... (2.8.7)

Substituindo-se os resultados dos limites
obtidos em (2.6.2), chega-se a expresssao

C(8hu(8) + [ B7(5,@)u(@)arc@) = [ ul(5,@)p (R)dr(@) +
r r

+ [ ul(5,9)b(a)dn(a),
Q

....(2.6.8)

onde CH(S) resulta da adi¢cso de (2.6.7) ao termo u, de

(2.5.2), ou seja,

C..(S):é..~———.—.——6..:—%——é_ .. .(2.8.9)

Partindo-se de (2.5.3) e mediante calculos
apropriados obtem-se a expressgo integral para pontos fora
do dominic. A expressao obtida ¢ semelhante a (2.6.8),

mudando-se apenas o coeficiente CH(S)'

Portanto, conhecendo-ge as expressoes
integrais para pontos internos e externos ao dominio e para
pontos no contorno, pode-se dizer que a expressao geral & a
(2.8.8) com os seguintes valorgs para o coeficiente CH<S):

éu (ou I, de forma matricial), para pontos
internos;

S
—%— (ou 1I/2, de forma matricial), pars pontos



do contorno;

U (ou O, de forms matricial), para pontos

externos.

Mas expressoes matricisis acima, I representa a matriz
identidade de ordem 3x3.

A equagao (2.6.8), quando escrita para um
ponto do contorno ou do exterior, relaciona valores de
deslocamentos e forcas de superficie apenas do: contorno,
que sac as reais variaveis do problema. Isto vem como
consequeéncia da formulagao direta do método dos elementos
de contorno (obter valores das variaveis fisicas do
problema).

Todas as equagaes apresentadas ate agora
neste item dizem respeito a um corpo tridimensional,
elastico-linear, homogeneo € finito. Desta forma,
aplicacoes caracterizadas por cavidades nao podem ser
abordadas. Faz-se necessario, portanto, conhecer as
expressges que descrevem o comportamento pars Ccorpos

infinitos e semi-infinitos com cavidades.

Seja um cCOrpo tridimensional,
elastico-linear, homogeneo, de dominio @, contorno T, e
contendo uma cavidade definida pelo contorno I' (ver figuras
2.6.2 e 2.8.3). Este corpo, definido por ' + Q + T, en
forma de uma esfera de raio r_ centrado em um ponto S do
contorno I' da cavidade, encontra-se contido em um espago o
infinite (ou semi-infinito). A idéia €& sacrescentar a
equacao (2.6.8) o contorno [ e fazer com que r_ -+ ®, que e
a8 situagao limite do problema. Diante disso, a expressao

correspondente a (2.56.8) passa a ser
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N e e »* \ . s
C 88y = - fol (S,@u (@dT(@) + [u] (5,@)p (AF(R)  +
I r

- Limwfpfj<s,é>uj<é>dr<é> + Lin [l (5,@)p (D)@ +
ro* r B ro" r
¥ LimaJhT.(S,ﬁ)b,(é)dQ(a)
SRR L i
o Q

....(2.8.10)

Fig. 2.6.2 - Regido Infintla (Espago de Kelvim
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Y

Fig. 2.6.3 - Regido Semi-Infinita (Espago de Mindiin -

M
se s € [

Desenvolvendo o0s termos com limites da
equacac (2.6.10), levando-se em conta as solugoes
fundamentais uty ptj(2.4.5a, 2.4.5b, 2.4.8, 2.4.7 e
2.4.8), chega-se a uma expressao identica a (2.6.8). Os

dois primeiros limites das integrais em (2.6.10) resultam
em valores nulos, enquanto o tercelro converge para o termo
das forcas de volume em (2.6.8). Isto significa que & mesma
expresséo vale tanto para as regioes finitas quanto para
as infinitas, e a caracterizagao de ambas se da atravées da
adocao do sentido do vetor normal &ao contorno (no caso
tridimensional, normal & superficie de contorno em um
determinado ponto "S°). A convengac para o vetor normal €
aguela utilizada no teorema de Gauss. Assim, este vetor

sempre apontara para fora do corpo & ser analisado.



CAPITULO 3 ~ METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 - INTRODUCAO

No capitulo anterior foram apresentadas as
equagoes integrais e demais expressoes que permitem a

analise de um corpo elastico-linear e tridimensional.

‘No presente capitulo serac apresentados os
procedimentos necessarios para utilizar as equagoes do
capitulo anterior, dando-lhes uma forma discretizada, a
partir de aproximacoes que vao desde as da geometria do

contorno ate as das variavels do problema.

3.2 - DISCRETIZAQKO DA EQUA@KO INTEGRAL DE CONTORNO

Para a discretizagao da equagao 1integral
(2.6.8), o contorno e aproximado por um numero finito de
elementos, que podem ser planos ou curvos, tendo forma

classics como os triangdulares e quadrangulares (figura
3.2.1).

Um elemento qualquer e inteiramente definido

. n
pelas coordenadas de seus pontos nodais, x . As coordenadas
cartesianas x dos pontos de cada elemento S80 eXpressas €em

termos de funcoes interpoladoras w e das coordenadas
nodals,

X = ¥ X . ... (3.2
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Lineares

Curvos’

(a)

Fig. 3.2.1 - Tiposg de elemenlios utilizados para aproximar a

superficie do contorno: @ triangulares; b quadrangulares.

Sobre cada elemento s8c definidos os nés
funcionais, nos quais s8o expressos 0s valores de
deslocamentos e forcas de superficie. Para tais parametros
procura-se a forma adequada de aproximagadc, sendo comum o
uso de funqSes polinomiais (como por exXemplo as utilizadas

no metodo dos elementos finitos).

De acordo com a escolhs da fungao
interpoladora para as variaveis de contorno, oS5 elementos
ganham outra classificagao (utilizando-se o .metodo dos
elementos de contorno): a) constantes; b) lineares; c¢)
quadréticos; e d) de ordens ,b superiores. A fidgurs 3.2.2
apresenta o contorno de um corpo tridimensional dividido em
elementos triangulares e quadrangulares com aproximagoes

constante, linear e guadratica.
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onto nodal
ponto nodal ’4/,p

‘/1/,ponto nodal

X3
X,
% (c)
Fig. 3.2.2 - corpo tridimensional com o contorno
discretizado em elementos: ar constante; b linear; e (]
qgquadrdético.

Expressando de forma matricial o que foi
dito acima, observa-se que os deslocamentos u e forgas de
superficie p s$80 aproximados atraves de fungSes
interpoladoras ¢ e dos valores nodais gn e Eh
respecivamente. Portanto, de uma maneira analoga 80 ja

feito para a geometrisa.

P
it
Y
[ =

.. (3.2.2)

[ in]
1]
1B
1o
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¢ . ’ . . .
¢ dominio, por sua vez, e dividido enm
celulas, geralmente dos tipos hexaedro e tetraedro,

conforme figurs 3.2.3, para se determinar aproximadamente

as integrais de dominio da equagao (2.6.8).

I
I
I
:

S

7’
-
7
Ve
7
(a) (b)
|
[}
1
1
S -
e
,/
rd
rd
Fig. 3.2.3 - Tipos de células utilizoados para aproximar o
dominio: ) Ltetrcedro; b) hexaedro (por ex.: cubor.

As coordenadas x dos pontos em cada celula
ficam definidas em termos de fungoes interpoladoras v_ooe

pos

" - . ™
das coordenades nodais da celula X, .
T . -
X =y X L. (3.2.3)
Similarmente as variaveis de contorno, as
forcas volumetricas b podem ser aproximadas sobre cada

- E - ~ . . n
celula por fungoes interpoladoras ¢_ e valores nodais B .

b :dz‘; B" .. (3.2.4)



E conveniente, neste ponto do trabalho,
utilizar a equagﬁo (2.6.8) na forma matricial, uma vez que
as expressoes que definem um elemento e as que aproximam as
variaveis do problema (introduzidas neste capitulo)

ja
estaoc apresentadss desta forma, o que

torna 1imediata a
substituicac de uma na outra . A eguacaoc (2.6.8) fica

¢5) sy + [R5, u (@) ar@ = [u'(s,0) p(@) dreay +
r r

+ [u'cs.a) bla) dia).
0

. (3.2.5)

Estando o contorno do corpo discretizado em
“J" elementos, "N" pontos nodais (ou nos funcionais) e seu

dominio em "M" celulas, a equaggo integral de contorno para

o no "S$" do contorno (equaggo (3.2.3)), torna-se:

J
C(8) u(s) + [ | pT(5,8) ¢ () dF(Q)] NCIIE
=1 I

~ J

i

3

-y

}: L [ u"(s,2) ¢T(@) arc)| BN@y +
| =

1

:
) B 0"(s,a) ¢T(a) drca)| B™(a).
Q -

Tn

....(3.2.86)

Resolvendo-se adequadamente as integrais da
equacao (3.2.8) (assunto gque sers discutido nos 1itens

posteriores) e saplicando esta equaqgo aocs "N pontos de



contorno, estabelece-se a seguinte equaqao,

IR ]

U + AU =

¢ Q2

2

~

P+ D B. e n(3.2.7)

As matrizes A, G e resultam do calculo das

WD

integrais indicadas na equacao (3.2.6).

As matrizes C e I, na equagao (3.2.7), podem

ser agrupsdas formando uma so matriz, o que resulta en

....(3.2.8)

E 3=
[ 45 o
1
G2
teau]
+
IR w)
fgus

Os elementos das sub-matrizes da diagonal de
H, que contem C, podem ser calculados considerando-se
somente translscdo de corpo rigido em cada  diregao
cartesiana, conforme NAKAGUMA [b69].

Neste trabalho optou-se pelo valor do
coeficiente dado pela relacao (3.2.9), apresentada a
segulr, sendo possivel posicionar o ponto nodal no interior
do elemento (onde a normal € continuamente definida) mesmo

quando o contorno apresenta descontinuidade da tangente.

_ 1
= =5 éu ....(3.2.9)

Q2

Conhecidos os valores dos coeficientes das
matrizes H, G e D, bem como os valores prescritos de P, Ue
B, da equagao (3.2.8), chega-se a um sistena de equagoes

algébricas

[

X = F, o ....(3.2.10)

~

com " 3N" incégnitas, entre elas deslocamentos e forgas de

superfioie, devidamente arranjados de forma gue todas as
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incognitas fiquem em um unico vetor X.

’

A matriz A, formada por colunas de H e G, e
chein ¢ nao simetrica cujas linhas correspondem aos graus

de liberdade do problemsa.

0 vetor F contem os valores prescritos dos

. »{ . .
deslocamentos e forcas de superficie, assim como valores de

forcas volumetricas, quando consideradas.

A solucao deste sistema de  equagoes
algebricas e extremamente simples e pode ser simbolizada
por

X = A F ' L. (3.2.11)

3.3 - ELEMENTOS DE CONTORNO

kste trabalho considera o) contorno
discretizado por elementos triangulares planos, onde as

fungSes interpoladoras utilizadas psara aproximar valores de

deslocamentos e forgas de superficie sao dos tipos
constante e linear. Existe, porém, em LACHAT [34] e SILVA
[79] & utilizagao de elementos mais  sofisticados,

comprovadamente eficientes.

Os elementos utilizados pelo metodo dos
elementos de contorno sao semelhantes aos utilizados pelo
metodo dos elementos finitos. As consideragoes com relac¢ao
as coordenadas homogeéneas, funcoes interpoladoras, sao
praticamente as mesmas. Porém, uma propriedade singular do
metodo dos elementos de contorno e que, ao contrarioc dos
elementos finitos (BATHE [80]), a sua formulagao nac exige

a continuidade dos deslocamentos (conforme BREBBIA [81]).



0 emprego de fun¢oes descontinuas permitiu o
desenvolvimento de elementos com pontos nodais situados no
seu interior. Este artificic permite a solugao dos
problemas onde aparecem descontinuidades (problemas de nos

de canto, por exemplo, figura 3.3.1).

T

pd
/‘
e ~
1 \ﬁ
n
Fig. 3.3.1 - Problema de descontinuidade do velor normal

(néd de canto

i contorno em detalhe na figura 3.3.1
apresenta uma angulosidade, isto e, tem msis de uma
tangente para o mesmo ponto; assim as faces tem normais

diferentes.

No tratamento de problemas onde ha pontos
com concentrac¢ao de tensdes, os elementos descontinuos sao
mais adequados e conseguen uma melhor aproximagao de
seus valores. _

A seguir apresentam-se 0s elementos
triangulares planos, constante e linear, e a formulaggo que

0s envolve.



3.3.1 - GEOMETRIA DOS ELEMENTOS

Para o elemento triangular plano, basta que
sejam conhecidas as coordenadas cartesianas dos tres nos de
seus vertices. A partir dissc, qualquer ponto do elemento é
dado em funcao de suas componentes nodais (ver equagao

3.2.1).

E conveniente adotar coordensdas locais para
o elemento. Na literatura corrente, 280 utilizadas as

coordenadas homogeneas fi, 52 e 53, conforme figura 3.3.2.

Fig. 3.3.2 - cCoordenadas globais e homogenéas para o)

elementio triangular plano.

Pela introducao do sistema local de

referencia, a equacao (3.2.1) passa a ser

x = ¥ () x" o ...(3.3.1)



Explicitando-se as componentes das matrizes,

a equacao (3.3.1) vem a ser
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....(3.3.2)

A varia@ﬁo de cada coordenada homogenea e de

0 a 1, conforme figura 3.3.3.

&

2 ~10,1,0)
8= 1-6:-8&,
3 (0,01} 1 (1,0,0) §1
Fig. 3.3.2 - variagdo das coordenadas homogéneas (r 1,f z'f a )
Uma vez adotado o sistema local de

referéncia em cordenadas homogeness, as integrais em cada

elemento (conforme equacao (3.2.6)) necessitam do Jacoblano

de transformacao de coordenadas.



Sendo oS problemas aquil abordados
tridimensionais (que significa contorno discretizado em
elementos bidimensionais), o Jacobiano de transformagoes

|G|, para qualquer funqao r, ¢ extraido de

( A \
( A [ 9x ax ox ] 9r
ar 2 73 6x1
< %®a . Z{‘ ZE‘ Zf‘ p g—r—- » .. .(3.3.3)
ar X X X3 XZ B3
¢ o€ 7}4 o¢ ar
2 2 2 2 —_
t s L. - axa
Onde [~ aX1 axz axa 1
o - 681 651 681
0)(1 ?i? 3}(3 ....(3.3.4)
g o, o,
Na figura 3.3.4 estao indicadas as

diferenciasis do vetor posigao r com relagaoc as coordenadas

homogéneas fl e EZ.

Fig. 3.3.4 - IndicacBo das derivadas de 1.
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A diferencial do contorno dr pode ser

escrita da seguinte maneira

_ ar dar A S
ar = | g x e | 6, - | G | dtde, . ...(3.3.5)

onde
r \
or _ ox ax 0X3 ]
or i 651 a&l 681 )
3 . ....(3.3.8)
_QL ) axi 6xz Oxa
dfz afz’ 652’ afz

Por outro lado, o vetor normal ¢ dado pelo
produto vetorial entre dois vetores, como por exemplo

. or  er
n = agix 3% - ... (3.3.7)

£ interessante notar que o Jacobiano, |G| na
equacao (3.3.5), tem a mesma intensidade do vetor normal
(equacao (3.3.7)) e vale a area do paralelogramo formado
pelos dois vetores. Sendo adotado o elemento triangular,
que possui metade da area do paralelogramo , pode-se dizer

que

L6 | =

o8]
>

....(3.3.8)

onde A representa a area do elemento triangular plano.

Da equacao (3.3.7) ficam também definidas as
componentes do vetor normal em relagao aos eixos

cartesianos:

1 2 3
- _ _— = ....(3.3.9
n = o 0 &n ' o ( )



3.3.2 - Funcoes de Interpolacao

A determinacao das funcces de interpolagao
esta ligada 8 escolha da posi@go dos pontos nodais no

elemento.

3.3.2.1 - Elemento Constante

0 elemento constante possui apenas um ponto
nodal, cuja posicao e convencionada no centroide da sua
area. Neste caso & aproximagao e referente a0 elemento,

gualquer que seja o no desse elemento constante.

0 uso do elemento constante e Jjustificado
por ser de simples implementacac, e pelos bons resultados
obtidos em trabalhos de NAKAGUMA [89], LACHAT [34] e ©SILVA
[797.

Qutro ponto importante com relacao a0
elemento constante € que com ele pode-se considerar
qualquer tipo de descontinuidade sem nenhum problema de
singularidade. Por outro lado, s30 necessarios muitos

destes elementos para a obtengao de resultados mais

ponto nodal

precilsos.

Fuy. 3.3.5 =~ Elemenioc triangular constante - definig¢lo do

ponto nodol e da funglio initerpoladora.



A figura

triangular constante, definindo o ponto nodal

e a fun@ﬁo de interpolaqgo.

3.3.95 mostra 0 elemento
convencional

A fungao de interpolagaoc vale
... (3.3.10)

16
I
¢ =

e 0os deslocamentos e forcas de

w= ¢ (g U=
p =@ (£) P =
onde
u
1
R R -
\.13
T 1 ™
9 = 2z ’ ?
U

. n
Us vetores U e

superficie sao dados por

n

I U
... (3.3.11)
I Ph ,
1
» , € . ...(3.3.128)
3
P
1
= Pz . ....(3.3.12b)
PB
Eh possuem os valores das

componentes dos deslocamentos e forgas nodais no centroide

do elemento.

3.3.2.2 - Elemento Linear

0 elemento linear permite melhor aproximagao

das funcoes no contorno. Nao obstante, podem surgir

problemas

com descontinuidades.

alguns

Nesse caso, as variagoes
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do elemento quanto a sua continuidade, fazem com que este
se apresente como continuo, descontinuo ou de transicgao
(ver figura 3.3.6).

&—_—ponto nodal f
S 47—
¥
=y
ol (a) (b)
e
&
—— ./X/
(c)
Fig. 3.3.6 - Elementos triangulares lineares: @) continuo;

by e ¢y de transi¢do; e «b descontinuo.

[ ¢ -’
0 elemento linear continuo ¢ aquele onde o0s
pontos nodais coincidem com o0s nos geometricos. Nao

possibilita a inclusao de descontinuidade.

N ¢ i
0 elemento linear descontinuo e agquele onde
os pontos nodais nao coincidem com o0s nos geometricos.

Permite a avaliagao de descontinuidade.

0 elemento linear de transigao e aquele onde
somente alguns pontos nodais coincidem com 0s nos
geometricos. Como © proprio nome indica, e este elemento

¢ (4
que une os elementos descontlnuos com o0S continuos,

permitindo melhor avaliacao das condigoes de contorno.



- B1 -~

A ) Elemento Triangular Linear Continuo

0 elemento triangulsar linear continuo possui
tres pontos nodais, posicionados nos pontos vértices do

triangulo.

A figuras 3.3.7 mostra este elemento,
definindo os pontos nodais (1, 2 e 3) e as fungoes de

) I 1,2
interpolacao (¢, @ e $7).

2 ¢1
pr
ponto nodal ]
1
3 (a ) (b )
2
¢
3
é¢
1
(c) (d)
Fig. 3.3.7 - Elementio triangular linear continuo:
(o definigcdo dos pontos nodais 1, 2 e 3; by fungdo de
1 2
interpolago ¢ ; (o fungdo de interpolagdo ¢ e «b fun-

3
¢do de interpolagdo ¢ .

A fungao de interpolagao ¢' vale uma unidade
gquando o ponto interpolado for o ponto nodal "1". O mesmo

ocorre para os pontos nodais "2" e "3".

As componentes da matriz ¢ valem



onde

' =k,
2 o
¢ =t ....(3.3.13)
3
¢ = 3
As equacoes (3.2.2) passam a ser
RGP
....(3.3.14)
p= ¢ () E
u
1
u, e g = 2 ....(3.3.15a)
u
3 3
£,0 0 £,0 0 £,0 0
0 £,00 &,00 £,0 ...(3.3.15b)
D 0 £ 00 £,0 0 &
( 1 ( 1
Ui Pi
1 1
UZ P2
1 1
U3 PS
2z 2
i P’
Uz , e P" = - Pz ....(3.3.15¢)
2 2
US PS
3 3
u; P,
k| 3
U2 Pz
3 3
3 &




£ importante ressaltar que o elemento
triangular linear continuo so e usado neste trabalho para
as partes do contorno onde nao ha angulosidades e,
portanto, sao validos os valores das componentes da matriz

¢ dadas pela equang (3.2.9).

B ) Elemento Triangular Linear Descontinuo

Este elemento possuil tres pontos - nodais,
agora posicionados no interior do elemento, e deslocados
sobre & mediatriz dos lados opostos aos vertices do qual

o ponto nodal e relativo.

. . 4
Com o elemento triangular linear descontinuo
a abordagem de descontinuidade ¢ imediatas, permitindo
ainda, o emprego dos mesmos valores das componentes da

matriz ¢ dadas pela equaggo (3.2.9), pois ¢ contorno no

ponto considerado nao tem angulosidade.

C3
)/ 2 ponto nodal

Fig. 3.3.8 - Elemento triangular Linear desconlinuo: ay de~
finigdo dos ponlos nodais; o fun¢do de interpolagdo ¢ <

2 . 3
funcdc de interpoloagto ¢ e & fungdo de interpolacdo ¢ .



A figura 3.3.8 mostra o elemento 1linear
descontinuo cujos pontos nodais 1°, 2° e 3° sao definidos
dentro do elemento. Sao apresentadas, ainda, &s fungaes de
interpolacao ¢, ¢ e ¢ .

A figurs 3.3.8(a) caracteriza bem o elemento
linear descontinuo. Os pontos nodais sao deslocados para

dentro do elemento de um valor ¢, c, ouc, , fragSes das

coordenadas homogéneas Ei, E_ e Zs respectivamente.

2

Os valores dos parametros C,» c, e c, foram

adotados iguais a

‘cl = ¢, =c, = 0,1625 : ....(3.3.18)
Com esses valores os resultsdos foram
satisfatorios, emboras nao se tenha feito testes parsa

avaliar os valores otimos destes parametros.

0 trabslho de GIL RODRIGUEZ [78] traz um
estudo de posicionamento dos pontos nodais em elementos
unidimensionais lineares. Embora o emprego destes elementos
seja para o bidimensional, o valor encontrado, proximo de
0,35, e um numero gque, guardando as devidas proporgoes, foi

tambem usado no tridimensional com bons resultados.

As funcgoes de interpolacso, conforme figura
3.3.8(bj(ec)(d), possuem o valor unitario no ponto nodal
referente a coordenada homogenea, e valor nulo nos outros

dois pontos nodais restantes.

A titulo de comparagac com o elemento linear
continuo, as coordenadas homogeneas (ja que os pontos
nodais sofreram um deslocamento para dentro do elemento)},
sofrem uma pequena transforma¢§o a fim de expressar

esta mudanga dos pontos nodais.

A figura 3.3.9 mostra a definigao de um novo

sistema homogeneo, Ei, fz e 23, e a relagao entre este

sistema e o homogeneo adotado ate aqui.



3'{0,0,1) f?uopiix 44‘§1

3 (0,0,1) 1 (1,0,0) §1

Fig. 3.3.9 - Elemenio triangultar descontinuo. Sistema de

; d d h é ’ ’ ’ -
coordenadas homogéneas ?,’1 Ez e fa e 51 fz e fa

Definindo-se um novo parametro, c,» como
sendo

c, = 1 - c, - ¢, - ¢, . ..(3.3.17)

. novas coordenadas 51’ E e fa ficam

'j_fl—ci
80 7 c
4
= fZ—CZ
£, = —5— ....(3.3.18)
4
= __Ea—ca
&, = S
4
As equacoes (3.2.2) passam a Ser
u = ¢ (£ U"

..(3.3.18)
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onde
ui pi
E = u, e p = P, s ....(3.3.20a)
Ua p3
- £, 9 0 Z, ? 0 £, ? 0 |
p () = 0 £, 00 ¢, 00 £, 0 |, e ...(3.3.20b)
0 0 51 0 O Ez 0 0 23
r 1 5 { 1 N
Ul Pl
1 i
U, P,
1 1
Uy P,
2 2
U1 P1
2
!n _ W u? b e E:“ = pz . ....(3.3.20¢)
2 2
uy P
3 3
Uy P,
3 3
Uz Pz
3 3
| Vs | ©s
3.4 - INTEGRACOES NUMERICAS ‘
Neste ponto do trabalho, e para

simplificacao dos procedimentos apresentados dagqui por
diante, admite-se nao existirem forgas volumetricas. Nao

obstante, e importante observar que com essas forgas de



representaqaes analiticas conhecidas, torna-se facil a
transformagao da integral de dominio para uma integral de
contorno na equacgao (3.2.5), conforme apresentado em [82].
Com o uso dessa transformagao encontra-se o vetor b da

equaqao (3.2.4) com um numero bastante reduzido de

operagoes aritimeticas.

Na seqao 3.2 chegou-se a expressao geral do
sistema de equagoes analiticas (equacgao (3.2.10)) formado a
partir das matrizes da equagao (3.2.8), que por: sua Vez,

correspondem as somatorias das integrais da eqanEO
(3.2.86).

Da equagao (3.2.8) pode-se definir

* T
g = [u(s,@) ¢(@) dr(@), c..(3.4.1)
r
J
h = Jg*cs,g) gf(a) dr(a) ... (3.4.2)
r.

]

As solugSes analiticas de (3.4.1) e (3.4.2)
sio de dificil obtencso, dado a complexidade das fungoes a
serem integradas. Para contornar este problema, langa-se

mao do procedimento numerico de integracao.

As  integrsis  (3.4.1) e (3.4.2) s8o0
calcnladas para dois casos distintos: quando os pontos S e
Q pertencem a elementos diferentes e quando pertencem &0

mesmo elemento.

No caso em que os pontos S e Q@ . pertencem a
elementos diferentes, a integragao numeérica para elementos
triangulares, dada por HAMMER et alii [831], da bons
resultados. Este procedimento pode ser utilizado porque &
variavel "r", que mede a distancia entre os dois pontos
possuil valores nac pequenos. A integracao numérica & feita
com relacao as coordenadas homogeneas. Utilizando-se o

Jacobiano de transformagao, 1Gl, & equacac (3.4.1) torna-se



1 [ 1-%,
g = 16/ { J FCE L £, £ dE | dE, ... .(3.4.3)
o L"0
n
g = 1G] }: £(E,, £, D) W ...(3.4.4)
t=1

onde fg(fi, £
(3.4.1).

- fs) representa o integrando da integral
Procedendo-se da mesma forma, agora para &

equacaoc (3.4.2), tem-se

h= 1G] E: E(EL, £L, £l W, ...(3.4.5)

No caso em que os pontos S e @ pertecem ao
mesmo elemento, a integragao numérica usando Hammer nao
permite uma boa aproximacao. Isto se deve ao fato de"r” ser
pequenoc e haver singularidades, o que indica a necessidade
de procedimentos alternativos ou mesmo um numero maior de
pontos de integraqao (a integraqﬁo de Hammer e feita
apenas com 9 pontos). Unm artificio utilizado para a
obtengﬁo de melhores resultados para as integrais (3.4.1) e
(3.4.2) consiste na utilizacao de coordenadas polares que
integrem analiticamente em T o termo considerado,
tranaeformando-o em uma integral apenas em © (0 que pode ser
feita numericamente). A figura 3.4.1 mostra o esquema de

integraggo mista quando o ponto singular P esta no interior

do elemento.
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Fig.: 3.4.1 - Esquema de integragdo mista

Substituindo-se a diferencial do contorno

pPor

dlC = rdrde, ....(3.4.6)

as integrais (3.4.1) e (3.4.2) tornam-se

g = JJ u"(5,a) ¢7(Q) rdrde c . (3.4.7)
©r
* T,
h = J J p (5,8) ¢ (Q) rdrde ....(3.4.8)
o r
A idéia é efetuar a integragao em T

analiticamente, e substituir a integragao em € por outra
sobre o] contorno do elemento triangular plano,

considerando-se este ultimo como sendo formado por tres



elementos linesres (os tres lados do triangulo, conforme
figura 3.4.2).

elemeanto 1 ;/

elemento 2 elemento 3

Fig.: 3.4.2 - Integragdo em um ponto interno considerando <]

elemenlo triangular formado por irés elementos lineares.

Este procedimento & factivel; para seu

equacionamento substitui-se a diferencial de €& por

ar 2L - e, ...(3.4.9)
an
onde dF e ?r
o

sa0 relativos aos elementos lineares que formam o elemento
triangular. E um procedimento que transforma a integragﬁo
sobre o elemento triangular em uma integral sobre um

"contorno ficticio" deste elemento.
Efetusndo-se a integragao em € para as

integrais (3.4.7) e (3.4.8), surgem as fungoes I

respectivamente. Estas equagoes passam a Ser
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g = j fg de ....(3.4.10)
(=]

e E = I £, de . (3.4.11)
2

Subsituindo-se (3.4.9) em (3.4.10) e
(3.4.11%, obtem-se

g*:J A% o y4r L (3.4.12)
~ ~ r an aq
r

'q ey
h:J L2 e gr .. .(3.4.13)
~ 1: r 677 1

onde as integrais sao calculadas numericamente atraves da

gquadratura Gaussiana.

Simbolizando o que foi dito, temos

g = |Ji Z F (x> w c...(3.4.14)
L=4
h = 1J] Z £ (r) w ....(3.4.15)

onde fge fh representam o8 integrandos dos termos (3.4.12)
e (3.4.13)

, respectivamente, e |J]| o) Jacobiano da
transformagao de coordenadas do elemento linear.

Outro procedimento interessante € o de se
encontrar um elemento quadrilatero equivalente 80

triangular. No elemento quadrilatero a integracao numerica



pode ser efetuada atraves da quatratura Caussiana, que
utiliza maior numero de pontos de integragac que o0
procedimento de Hammer, permitindo assim melhor aproximacao

do wvalor final das 1integrais. Tal procedimento foi
utilizado em SILVA [791;

3.5 - DETERMINACAO DOS DESLOCAMENTOS E TENSOES EM PONTOS DO
DOMINIO

A identidade Somigliana (equacao (2.5.4))
fornece os valorés dos deslocamentos em pontos do dominio.
Esta equacao depende dos valores de uep no contorno,
(gque admitem-se conhecidos nesta fase Vdo célculo) e
também da discretizacaoc do contorno feita atraves de
elementos, o gque ja foi discutido nos itens 3.2 e 3.3.

Assim sendo, (2.5.4) torna-se

J
us) = -y [ s ¢"@ ar@| u"@ +
j=1 L 'rj .
J ~ -
* - T n
+ I u (s,&d) ? (@) dIr(a) g Q) +
i=1 L r] =
M ~
+ Jp*a-'s,a) ¢.(a) dl'(a)| B"(a).
m=1 L Qm "
... (3.5.1)
As integrais ém (3.5.1) sao calculadas

atraves de integragao numerica nao singular, semelhante ao
procedimento usado para o caso onde S e @ pertencem a
elementos diferentes, apresentado no item 3.4 (valem,

entao, as expressges (3.4.4) e (3.4.5) observando que,



”~ 4 . p
agora, s e um ponto do dominio).

Como resposta s um ponto s tem-se o vetor

il
o

u (s) 2 ....(3.5.2>

0 mesmo tratamento dispensado a equacao dos
deslocamentos para pontos no dominio € também empregado na

equacao (Z.5.5), das tensoces para pontos no dominio, o que
resulta em

-

J
o(s) = - E: [s"s. T arcay| uM@) 4

i=1 r -
3

. 1 .
[oes.@) ¢ dar@ ph@

I, -
1

=
it
'S

+ [ [ vesiar ¢lca) dr<q>} B"(qa).
an

.o (3.5.3)

As integrais em (3.5.3) sao resolvidas
numericamente atraves dos pontos de Hammer, semelhante =0
processc gue resultou na equagao (3.4.4). Observando que o0s
tensores agora S&O §* e D

'
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112
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132

222

232
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332

113

123

1339

223

233

333

cea . (3.5.45

....(3.5.9)

A resposta para um ponto s, vindo da equagﬁo

11

12

13

22

23

33

....(3.5.86)



3.6 - DETERMINAQKO DAS TENSOES EM PONTOS DO CONTORNO

As tensces em pontos do contorno podem ser
obtidas atraves da equacao (3.5.3) com alguma manipulacao
algébrica. Entretanto, os nucleos das integrais apresentam
singularidades do tipo l/rn, motivo pelo qual este
procedimento ¢ evitado (n esta diretamente ligado a solugao

fundamental adotada).

A maneira mais simples de se determinar as
tensoes em pontos do contorno consiste na adoggo de um
sistema local de coordenadas no ponto en questao, e
consequente utilizagso de valores de deslocamentos e forgas
de superficie'jé conhecidos para o contorno (procedimento
apresentado em LACHAT ([34], BREBBIA et alii [81] e
DOMINGUEZ [78]). Esse sistema cartesiano auxiliar de
coordenadas locais, denotado como x_ , X e X, e definido

tendo um dos planos tangente ao contorno no ponto 5 e um

dos eixos normal ao mesmo (figura 3.6.1).

X3

X2

Fig.: 3. 6.1 - Sistema local de coordenadas sobre um

elemenio.

Adotando-se este sistema de coordenadas e



ntilizando-se as equagSes (2.3.3) e (2.3.2), pode-se dizer

013 - O*31 = p1
0., = 0, = P, ....(3.6.1)
O‘33 = U3:—! = p3

. A obtenc¢ao das componentes de deslocamentos
- ¢ - . .
e das forcas de superficie relativas ao sistema local vem

das equacoes (3.2.2) rotacionadas, ou seja,

o

I
(=]
Y
!

....(3.86.2)

[u»]

I
[~ ]
N
I 3ias

onde R ¢ a matriz de transformagao do sistema global para o

local.

As demais componentes do tensor das tensoes

podem ser obtidas pela lei de Hooke, equacao (2.3.5),

i1 22 o ...(3.6.3)

22 1-w 33

L d

o, = vy’ +'2G(s;2 + vsii]

onde &/ . sao dadas pela eguagao (2.3.4).




3.7 - SUB-REGIQOES

Toda a teoria apresentada até este ponto do
trabalho é aplicavel apenas a corpos tridimensionais,
elasticos e homogeneos. Para corpos compostos por zonas
possuindo diferenteé caracteristicas elasticas este
desenvolvimento nao permite a sua analise. Porém, se o
corpo possui sub-regioces homogeneas, a teoria e aplicada
para cada uma separadamente, embora estas sejam l;gadas nas

interfaces.

Para melhor entendimento do procedimento que

permite a analise de corpos formados por sub-regioes

elasticas com diferentes caracteristicas, considere-se a
figura 3.7.1, que apresenta duas sub-regioces, 01 e Qz' A
sub-regisao Ql possui o0s contornos Fi, dito externo, e rlz,
dito interno, que € a interface com a sub-regiao Qz. A

sub-regiso Qz, por sua vez, e definida pelos contornos F21,

interface com a sub-regiso Ql, e Fz, ditoc externo.

L A A A

\\\\\\\\§
\

Fig. 3.7.1 - Problema eldstico composto por duas
sub-regides homogéneas com diferentes carocteristicas:

Qe , v » e Q E_, ¥ .
101 1 z z 2
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Para cada sub-regiac da figura 3.7.1 e
valida a equacao (3.2.8), desconsiderando desta o termo
correspondente as forgas volumetricas por simplicidade.

Assim, para a sub-regiao Qi pode-se escrever

. ui 1
P
1 12 - _ A 12 3
H . 12 - % % 12
P
... (3.7.0)
Para 8 sub-regiao Q pode-se escrever
- 4 . o2
2 21 - _ .2 21 .
H H 21 - (J G 21
u P
... (3.7.2)

Em (3.7.1) e (3.7.2) os termos gi, 91, u’ e

~

2 . N ¢ .
p” representam os deslocamentos e forgas de superficie nos

contornos externos Fi e Fz das sub-regioes 01 e Qz,
12 12 21 21

respectivamente. Ja os termos u , B , U e p

. ¢ . -
representam os deslocamentos e forgas de superficle nos
contornos internos [ e r,,» ou seja, na interface
das sub-regioes Q e Q.

Os deslocamentos na interface das duas
sub-regioes devem obedecer a condicao de continuidade, o

que implica dizer que :

12 21

= u ... (3.7.3)

H

Ja as torcas de superficie na interface



devem obedecer a condigao de equilibrio, ou seja,

= - p Lo (3.7.4)

Substituindo-se as igualdades (3.7.3) e
(3.7.4) em (3.7.2), e reunindo este resultado a expressao
(3.7.1), no intuito de montar uma s6 matriz para o coOorpo em

estudo, obtem-se

1 p1
i HY 0 - ¢ ¢ 0 ~
- - < 12 _ ~ ~ - 12
0 g2t n2 u B 0 21 G2 P
it - - 2 = o 2 2
u p
... (3.7.5)
Passando as parcelas das forgas de

' . A -~ . - B
superficie na interface, que sao incognitas, para o
primeiro termo de (3.7.5), temos

.............. SUB-REGIAQ Q1
H

? [ 1)
u
; 1 i 1z 12 ! 12 1 1
. H ¢ H -G ;0 u G 0 P
—~ P ~ i ~ ) L — ~ ~ ~
. Poad 21 2 12 2 2
0 i H G H P 0 G p
- i -~ H - ~ ~ a~ ~
i u’
r P e I P L ~ .
1 12 21 | 2 J

....(3.7.8)

Forereneenenns SUB-REGIAO Qz

E importante notar em (3.7.68) as parcelas
identificadas para cada sub-regiao (as linhas) e para cada

contorno (as colunas).



Aplicando-se as condigoes prescritas para os
contornos externos F1 e Fz, e efetunando-se as trocas entre
as matrizes H e G necessarias, chega-se 80 sistema de

equacoes lineares dado por (3.2.10 repetida).

é % = F ....(3.2.10 repetida)

A matriz A em (3.2.10 repetida) tem ordem
N x N; por sua vez

N = 3 ( Nne + 2 Nn. ) e (3.7

onde

Nne representa o numero de pontos nodais nos contornos
eXternos,; e

Nn.L representa o numero de pontos nodais na interface
das regioes e que e multiplicades por 2, face a sua

incidencia nas duss sub-regioes adjacentes.

A divisso do corpo em sub-regices nao
permite apenas a analise de corpos elasticos formados por
zonas homogeneas; este procedimento pode ser usado tambem
em meios homogeneos comoc uma maneira de melhorar a
eficiéncia computacional, ja que da & matriz A em (3.2.10
repetida), caracteristicas de matriz em banda. Isto pode
ser notado em (3.7.8), evidenciado na figura ~3.7.2. A

extensao deste procedimento para mais sub-regioes e
imediata (ver DOMINGUEZ & BREBBIA [78]).

¢



! sUB-REGIAO 01 SUB-REGIAO Q :
................................................................................................... z
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_________ 1 12 21} 2 !
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P21
i /
i ;
P
ir
P2 v
i
hasmn sl
Fig. 3.7.2 - Matriz A com caracteristicas de banda.
0 procedimento apresentado neste item
transforma a matriz dos coeficientes do sistenma de

equagoes, anteriormente cheia e nao simetrica, em uma
matriz com caracteristicas em banda, mas alinda nao
simetrica.

’

tuando o0 corpo e composto por varias
sub-regioes, a matriz dos coeficientes do sistema de
equacoes e formada por varios blocos nulos ou nao . Com um
sistema de equacoes desta natureza faz-se necessario um
algoritmo de solugio adequado, que tire partido desses

blocos nulos. 0 algoritmo desenvolvido por CROTTY [84]



apresenta-se como o mais indicado para esse tipo de
sistema. Este algoritmo utiliza a eliminagao Gaussiana e
foi desenvolvido para aplicagio do metodo dos elementos de
contorno a problemas elasticos homogeneos ou formado por

partes homogeness.



CAPITULO 4 - SISTEMA COMPUTACIONAL

4.1 - INTRODUCAQ

A proposta deste trabalho ¢ a de utilizar
uma formulacgao adequada para analisar COrpos
tridimensionais elastico-lineares, inseridos no espago
semi-infinito. Para tanto, foram apresentadas no capitulo 2
as equacoes gque governam tais problemas, definindo-se os
espagos de estudo e apresentando-se as solugoes para
problemas conhecidos. O calculo analitico das variaveis das
equacoes apresentadas & complexo, tornando adequado o uso
de métodos numeéricos. No particular deste trabalho, o
meétodo escolhido foi o método dos elementos de contorno,

cuja formu1a¢§0 foi dada no capitulo 3.

Para a implementacac do metodo dos elementos
de contorno é necessaria a utilizacao de uma importante
ferramenta - o computador. Por 1isso, e fundamental o

desenvolvimento de um programa computacional.

Neste capitulo, sera apresentado um sistema
computacional aglutinando programas baseados em aldoritmos
que utilizam as solucoes fundamentais para o espago
infinito (Kelvin) e para o espa¢o semi-infinito (Mindlin).

Esses algoritmos Serao empregados somente a uma unica

regiao homogenea.

0s codigos, gerados em linguagem Pascal,
utilizam o ambiente Turbo Pascal direcionados para a linha

de computadores IBM-PC/XT/AT ou compativeis.

0 uso de micro-computadores se Jjustifica
pelo fato deste tipo de computador ter grande popularidade
e, Nos ultimos anos, ter aumentado sua  capacidade de
memoria de massa como tambem de desempenho (velocidade de

processamento e acesso  a perifericos) e, portanto, ser



adequado a escritorios de porte pegueno ou medio.

A utilizagao de micro-computadores traz
vantagens e limitaQSes. As vantagens relacilonam-se a
manipulagao de tels; por exemplo, com o uso de equipamentos
cads dia mais sofisticados e poss{vel criar pré e
pés—processadores graficos (tonica natural dos trabalhos
Futuros). As limitacCes dizem respeito a memoria central;
existem micros com meméria central expandida, porém o
sistema operacional mais utilizado s4& consegue gerenciar
640Kb. Esta dificuldade, porém, fica cada dia menos
importante; 4a existem software basicos gque gerenciam
memorias maiores que B40Kb paras essa linha de computadores,
necessitando,‘porém, de uma configuraggo minima, o que

ainda naoc e tac comum.

4.2 - DESCRI{:KO GLOBAL DO SISTEMA

Estabeleceu-se que o desenvolvimento do

. . . < . .
sistema computascional, nos seus diversos nivels, se daria
em modulos. Isto permite uma forma estruturada do sistema,

com sub-rotinas especificas para cada tipo de tarefa.

0 sgistema computacional implementado &
composgto por tres modulos principais: um pré—prooessador de
dados; um modulo de programas especificos para calculo de
deslocamentos, forcas de superficie e tensdes e um modulo
de listagens de resultados. Esses modulos sao mostrados no

0y

diagrama da figura 4.2.1.

Cada uma das rotinas principais tem
autonomia de execuczo em relagac as outras. Sao mwodulos
separados intercambiando dados atraves de arquivos

armazenados em memoria de massa.



oistema MEC/SEMI-ESPACO

Pre-Processador Calculo das Listagens de
de Dados Variaveis Resultados
Fig. 4.2.1 - Esquema global do sistema computactional

. . . [4 ~
Nos itens seguintes deste capitulo serao
apresentados os diversos modulos que compaem o gilstema,

partindo dos tres modulos principais.
4.3 - O MODULOQ PRINCIPAL DE CALCULO

0 modulo principal de calculo compreende os

programas parsa calculo das seguintes variaveis:

- deslocamentos € forgas de superficie
no contorno, utilizando as solucoes
fundamentais de Kelvin e Mindlin;

- deslocamentos e tensoes enm pontos do
dominio utilizando os tensores de Kelvin e
Mindlin.

A figura 4.3.1 mostra o esquema geral da

\

rotina de calculo das variaveis.

Seguindo-se o desenvolvimento do sistema em
modulos, pode-se separar o modulo de calculo das variaveis
em dois outros: um para as variaveis em pontos no contorno

. 7 « 4 .
e outro para as variaveis em pontos no dominio.
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Calculo das

Variaveis

Pontos no Contorno Pontos no Dominio

Fig. 4.3.1-Esquema geral do méduleoc de cédlculo das varidveis

" A divisao do modulo das rotinas de calculo
em pontos no contorno e em pontos do dominio é
interessante, pois em uma primeira fase de processamento
calculam-se os valores das variaveis em pontos do contorno.
Com estes, a liberdade para a analise no dominio & total. A
analise pode ser feita para um ponto, para uma linha ou
para um determinado plano, basta que sejam dados estes

parametros de entrada para o segundo modulo.

4.3.1 - Médulo de Calculo para Pontos no Contorno

Este modulo e destinado ao calculo das
variaveis para pontos do contorno. Para isto, 580
implementadas as equagaes do capitulo 3, ou seja, a
aplicaggo das equac¢oes integrais de contorno tendo como

pontos de colocagao aqueles definidos no contorno.

As varisveis no contorno, deslocamentos e

¢ - .. ) ~ . ,

forcas de superficie aqui’ calculadas, sac por sS1 SO
respostas procuradas e, permitem ainda, a avaliagao de

~ 14 .
deslocamentos e tensoes em pontos do dominio.

A figura 4.3.2 mostra o esquema do modulo de
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calculo das variaveis para pontos definidos no contorno.

“Pontos no Contorno

Kelvin Mindlin
constante linear constante linear
Fig. 4.3.2 - Esquema do mdédule de cdlculo para pentos no
contorno
Us programas desenvolvidos utilizam as solugoes

fundamentais de Kelvin e Mindlin, e seguem uma mesma
sequencia de chamada de sub-rotinas, ja amplamente
apresentada na literatura especializada. Para cada solucao
fundamental foram implementados os elementocs constante e
linear descontinuo. As modificacoes para a utilizagao de um
ou outro tipo serao comentadas convenientemente. A figura

4.3.3 mostra = sequéncia de chamads das sub-rotinas.

0 codigo gerado e do  tipo  top-down,
estruturado em procedimentos (em Pascal, “érocedures“ e
“functions"), conforme figura 4.3.3. Esses procedimentos
sao distribuidos em quatro ﬁiveis, dependendo da origem de
chamada (por exemplo, os procedimentos do segundo nivel
sao chamados & partir do procedimento principal, e assim
por diante) de tal sorte gque o procedimento final da

cadeia executa tarefas simples e especificas.
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Nos sub-itens seguintes serso discutidos os

procedimentos apresentados na figura 4.3.3.

Procedimento Principal

Aloca Memoria

Leitura de Dados

Calcula Valores Auxiliares e

0os Armazena em Arguivos

Montagem das Matrizes G e H

~

Resolucao do Sistema de Equagoes

Valores dos Deslocamentos e

Forgas de Superficie

Saida de Resultados para Arquivos’

Libera Memoria

Fig. 4.3.3 - Sequéncia de chomada dos sub-rotinas para

c4lculo de deslocomentos e forgas de superficie no contorno
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4.3.1.1 - Procedimento: Aloca Memoria

MNesta sub-rotina 580 inicializadas as
variaveis estaticas e dinamicas (ponteiros). O uso de
ponteiros e necessaric para permitir a definiqﬁo de

variaveis indexadas com mais de B4Kb de memoria.

’ . R
Na area de definicao de constantes de cada
P . . ¢ . .
programa (Kelvin, constante e linear descontinuo; Mindlin,
constante e linear descontinuoc), estao fixados o8 limites

M&Ximos para 0S5 numeros de elementos e de nos no contorno.

Para a analise com & Solugao fundamental de
Kelvin foi estabelecido:
" - Elemento constante:
- 180 elementos;
- 180 nos no contorno.
- Elemento linear descontinuo:
- B0 elementos;
- 180 nos no contorno.
Para a analise com a solucao fundamental de
Mindlin foi estabelecido:
~ Elemento constante:
- 170 elementos;
- 170 nos no contorno.
- Elemento linear descontinuo:
- 56 elementos:

- 188 nos no contorno.
4.3.1.2 - Procedimento: Leitura de Dados

Trata-se de um procedimento gue recebe de
arquivos 0s dados iniciais correspondentes as
caracteristicas do material, a geometria e as condigoes de

contorno do problema.

Com relacao as caracteristicas do material
sao lidos os valores:
- médulo de elasticidade;
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- coeficiente de Poisson.

Quanto a geometria sac lidas:

- gquantidade de nos no contorno;

- quantidade de elementos;

- coordenadas X, X e X dos nos no

2 3
contorno;

- conectividade dos elementos;

Quanto as condigbes de contorno, sao lidos
os valores prescritos de: ’
- deslocamentos (codigo 0);

- forcas de superficie (codigo 1).

Os dados descritos acima sao lidos de um
Gnico arquivo e obedecem a sequencia apesentada. 0 arquivo
possui extensao " .DAT" (por exemplo, EXEMPO1.DAT), e do
tipo "TEXT" (em forma de listagem) e independe da forma que
foi gerado: automaticamente por um pré-processador ou

digitado diretamente em qualquer editor.
4.3.1.3 - Procedimento: Yalores Auxiliares

Este procedimento <calcula, a partir dos

dados da geometris, os seguintes valores:

- cpoordenadas cartesianas dos sete pontos de
integracao (integracao por Hammer) para
cada elemento triangular;

- coordenadas cartesianas dos 12 pontos de
integracgao (integragao por Gauss) para OS
tres elementos lineares que formam cada
elemento triangular;

[y

- sres de cada elemento (para o Jacobiano de

transformacho de coordenadas - expressao
(3.3.8));
- componentes do vetor normal de cada

elemento triangular - expressao (3.3.9);
- componentes do vetor normal para cada

elemento linear auxiliar - expressao
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(3.3.9);

- coordenadas dos pontos campo. No caso do
elemento triangular do tipo constante, o
ponto e o centroide do triangulo (figura
3.3.%); para o elemento do tipo 1linear
descontinuo, sao o0s nos dos vertices

deslocados para o interior do mesmo (figura

3.3.8).

Os wvalores sauxilisres calculados neste
procedimento serao utilizados nas integragoes numericas
para pontos no contorno € no dominio (modulo para pontos no
dominio). Assim, esses valores sao armazenados em arquivo

cuia extensao & ".BAS" (arquivo de parametros basicos).

4.3.1.4 - Procedimento: Montagem das Matrizes G e H

Este procedimento por si S0 representa o
método dos elementos de contorno. £ nele que & expressao
(3.2.6) e calculada para os "N pontos nodais, com o

suxilio de dois outros procedimentos:

- Integracaoc sobre Elemento Singular;

- Integracao sobre Elemento Nao Singular.

Estes procedimentos utilizam oS valores auxiliares,
apresentados no item anterior, e implementam as equacoes do
item 3.4.

Para a integracao sobre o elemento singular
foi adotada a quadratura Gaussiana, utilizando-se doze
pontos de integracac. Esses pontos sao definidos sobre os
elementos lineares apresentados como sendo os lados do

triangulo, conforme expressaes (3.4.12) e (3.4.13).

A integracao sobre elementos nao singulares

¢ implementada utilizando-se os pontos de Hammer.

A integragﬁo sobre elementos singulares,
quando estes s80 do tipo constante, e extremamente simples,

T - . N R . . L
visto gque ¢ & igual & matriz identidade (expressac
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(3.3.10)). Ja para o elemento linear descontinuo, alguns
cuidados devem ser tomados. Considerando-se a disposiggo

dos vetores nodais Qn e Eh (expressao (3.3.20c)) e as

fungoes de interpolagao @T (expressac (3.3.20b)) as
, * * .
matrizes u @T e gf@T (expressoes (3.4.1) e (3.4.2),

respectivamente) tem a seguinte forma:

L . * - ® - % - * = o - K ]
B ;
1151 1271 Y13%1 Ytz Yi2t2 u1afz Uists u1zga u1afa
* * — * * * * * _ »* _ »*
£ : E
Uaity u2251 uzaf1 PP uzzz:z uzsgz Usit s uzz&a zafa
* * - * * - » * - * * »
1 ¥ ¥ bl
L--':-3151 uazgi uaagx uaifz uaz’z uaagz u31’3 uaz’a uaafa
... (4.3.1)
e * = * * * - * * - * _ * -]
- 7 ¥ 7
Pia®1 Paavy piaf1 Pisv2 Pezt2 Pya®e piifa pxzfa p1353
* - * 7 * * _ * = * * £ »* » 7
p2161 Pazby pzagi P52 Part2 pzafz Poiva Pz253 Paata
»* * » * * _ * »* *F »*
93151 paz{1 p33E1 93162 p3252 paafz paxga P33 Pas~a
hnammsas e

....(4.3.2)

£ importante enfatizar gque esta intedragao € feita sobre

elementos unidimensionais, conforme figura 3.4.2, e esses

~ . s ~ 1 2 3
sao lineares continuos. As fungoes ¢, ¢ e P,
representadas em (4.3.1) e (4.3.2) por El, fz e 53,
respectivamente, assumem 0s seguintes valores:
- para o elemento definido pelos nos 1 e 2.
1 1 (1-2¢) + &
¢ =T c
4 -
2 -2¢) - &
g2 = L (d-zde) - ¢ ....(4.3.3)
L C
4
3 c
¢ = c



1 - _ C
¢ = c
4
2z 1 (1-2¢) + &
¢ = 5 c, ... (4.3.4)
a1 (1-2¢) - &
¢ 7 c
L3
- para o elemento definido pelos nos 3 e 1.
1 1 (A-Zey - &
¢ = 2 c
4
¢ = - = . ..(4.3.5)
ll4
a _ 1 (1-2¢c) + &
¢ = 2 c,

Nas expressoes acima descritas o parametro ¢
vale c, , €, ou cy (expressao (3.3.16)). 0 termo c, ven da
expressan (3.3.17), assim como a coordenada adimensional £
refere-se aos elementos unidimensionais lineares (que

formam o elemento triangular).

A integracgdac nac singular para o elemento
constante tambem € simples; para o elemento linear

descontinuo ntilizam-se sas matrizes (4.3.1) e (4.3.2).

No procedimento de montagem das matrizes G e
H, ainda se processa a troca das colunas entre as referidas
matrizes, resultando nas matrizes A e F do sistema de
equacoes algeébricas definido’ na expressao (3.2.10). Esta
troca de colunas é feita observando-se o codigo dado pelas
condicdes de contorno. Adotou-se que a matriz 4 teria os
elementos da matriz G depois de trocadas as colunas

necessarlas.
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As matrizes G e H sao calculadas para cada
ponto nodal (um bloco de 3 linhas x 3 vezes o numero de
pontos nodais). Observa-se o codigo da condigao de contorno
de cada coluna, e procede-se a troca entre as duas matrizes

(se o codigo for 1 naoc ha troca; se ao contrario for 0, ha

7’

troca). G e armazenada em  arquivos enquanto H e
multiplicada pelos valores prescritos de deslocamentos e

¢ . -
forcas de superficie resultando parte do vetor

independente I, definido na EXPressaoc (3.2.10)2

£ importante destacar que a coluna de G que
nao precisar ser trocada ‘deve Ser corrigida
multiplicando-se os seus elementos pelo valor do modulo de
elasticidade transversal, (expressao (2.2.8)). Pretende-se
com isso manter a mesma ordem de grandeza entre os
elementos de A, evitando que o sistema tenha valores
muito discrepantes o gue poderisa levar a alguma

instabilidade.

A discretizacsdo do contorno do problema esta
diretamente limitada pela memoria central destinada ao
sistema resultante de equagoes. Para permitir o uso de mais
elementos, idealizou-se a matriz A formada por blocos de
linhas, designados macro-linhas, e armazenados em arquivos

na memoria de massa. A matriz A e mostrada na figura 4.3.4.

Arquivo Macro-Linha-~-1

Arquivo Macro-Linha-2

A = . . . .
- Arquivo Macro-linha-3
Arquivo Macro-Linha-n
- ]
Fig. 4.3.4 - Definigdo da Matriz A armazenada em blocos de

linhaos em memdria de wmassa.
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4.3.1.5 - Procedure: Resolucao do Sistema de Equacoes

A rotina principal deste procedimento e
mostrada na listagem 4.3.1.
{
FASE DE TRIANGULARIZACAO
}
For mlA := 1 to Num_ml do
begin
Le_Macro_Linha_mlA;
Triangﬁlariza_Macro,LinhawmlA;
Grava_Macro_Linha_mlA;
For mlB := (mlA + 1) to Num_ml do
begin
Le_Macro_Linha_mlB;
Elimina_Colunas_Abaixo_com_mlA;
Grava_Macro_Linha_mlB;
end;
end;
{
FASE DE RETRO-SUBSTITUICAO
]
For mlA := Num_ml downto 1 do
begin
Le_Macro_Linha_mlA;
Retro_Substitui_Macro_Linha_mlA;
- For mlB := (mlA - 1) downto 1 do
begin
Le_Mecro_Linha_mlB;
Elimina_Colunas_Acima_com_mlA;
end;
end;
Listagem 4.3.1 - Trecho principal do procedimento de

resoluglo de sislemas



A resolucdo do sistema de equagoes utiliza o
algoritmo de Gauss, modificado para trabalhar com as
macro-linhas definidas como na figura 4.3.4. Esse
procedimento, tal como o processo de Gauss, ¢ dividido em
duas fases: uma _de triangularizagao e outra de
retro-substituicao, conforme listagem 4.3.1. Para manipular
(ler e gravar) argquivos, que sao as macro-linhas, aparecem
sub-rotinas especificas. Cada sub-rotina chamada executa
tarefas especificas e trabalha com linhas ‘dentro de uma

macro-linha ou relacionando duas delas.

Para armazenar as macro-linhas na memoria

central, sao utilizadas duas variaveis dinamicas.

Obedecendo-se a sequencia da listagem 4.3.1,
primeiramente le-se o arquivo designado "macro-linha A",
procedendo-se a triangularizacao de suas linhas. Esta
macro-linhs, entso, ¢ armazenads em arquivo, continuando na
memoria central onde vai ser utilizada para eliminar
colunas da "macro-linha B". Sempre depois de se trabalhar
com uma macro-linha, esta € atualizada no arquivo em
memoria de massa. A sequencia descrita se repete até que
todas as macro-linhas tenham sido triangularizadas. A fase
de retro-substituigso é semelhante a anterior, apenas nao
necessitando atualizacio dos valores nos arquivos. Neste
ponto do processamento, as incégnitas nos nos do contorno

encontram-se calculadas.

4.3.1.6 - Procedimento: Vetores dos Deslocamentos e Forcas
de Superf{cie

A

0 wvetor de incégnitas determinado na
resolugao do sistema abrida tanto deslocamentos quanto
forgas de superficie. Assim, € necessaria a troca entre
este vetor e o dos valores prescritos, tendo o cuidado de
corrigir a componente trocada multiplicando-a pelo modulo

de elssticidade transverssal (expressgo (2.2.9)), uma vez
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gue esta alteracao fol processada para a montagem da matriz
A.

~

4.3.1.7 - Procedimento: Saida de Resultados para Arquivos

s

Os valores de deslocamentos e forgas de
superficie sao armazenados em arguives na memoéria de massa
(arquivos ".DES" e ".FSU", respectivamente) e utilizados
nos modulos de calculo para pontos no doﬁ{nio e de

listagens.
4.3.1.8 - Procedimento: Libera Meméria

Neste procedimento as variaveis indexadas do
tipo dinamica sao canceladas, liberando-se area de memoria

central.

4.3.2 - Médulo de Calculo para Pontos no Dominio

Este modulo é destinado 8o calculo de
deslocamentos e tensces em pontos do dominio. Esses valores
%o obtidos através das expressoces (3.5.1) e (3.5.3),
respectivamente, utilizando-se 08 valores nodais de
deslocamentos e forgas de superficie ja determindados

conforme item 4.3.1.

Qs programas desenvolvidos stilizam as
solucoes fundamentais de Kelvin e Mindlin, sendo utilizados
0s elementos - constante & linear  descontinuo.
Estes programas complementam aqueles que calculam valores
de deslocamentos e forgas de superficie para pontos do
contorno. Na literatura especializada estes dois tipos de
programas formam um s6 e fazem & analise de todo o corpo,

£ .
tanto em pontos do contorno quanto em pontos do dominio.

A figura 4.3.5 traz o esquema geral do
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s r ke [4 . . -~ .
modulo de calculo para pontos no dominio (identico &0

mnostrado pels figura 4.3.2, para calculo em pontos do
contorno).

¢ .
Pontos no Dominio

Kelvin Mindlin
constante linear constante linear
Fig. 4.3.5 -~ Esquema do médulo de cdédlcule para pontos no

domintio.

Os programas obedecem a uma mesma sequencia
e encontram-se estruturados em procedimentos, similarmente
q0 item 4.3.1. A sequencia de chamada destes procedimentos
e mostrada na figura 4.3.8. Nos itens seguintes SEer&ao

discutidos cada um desses procedimentos.
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Procedimento Principal

Aloca Memoria

Leitura de Dados e

Tensoes e Deslocamentos

Saida de Resultados para Arquivos

Libera Memoria

Fig. 4.3.6 - Sequéncia de chamada das sub-rotinas para ©
célculo de deslocamentos e tens3es em pontos do dominio.

4.3.2.1 - Procedimento: Aloca Memoria

Nesta sub-rotina 80 inicializadas as

variaveis estaticas e dinamicas, utilizadas pelo modulo.

Os numercs limites para nos do contorno e
para elementos s80 o0s mesmos apresentados no item 4.3.1.1.
0 numero de nos internos € da ordem de:

- para o elemento constante: 100\nés;

- para o elemento linear descontinuo: 80 nos.

ot

4.3.2.2 - Procedimento: Leitura de Dados

Neste procedimento leem-se, dos arquivos, os

.. ,
dados necessarios para o calculo dos deslocamentos e das
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tensoes em pontos do dominio.

Inicialmente, s8oc lidos do  arquivo de
extensao ".BAS" os valores auxiliares ja calculados e
armazenados quando do calculo das variaveis no contorno,
item 4.3.1.3. Na sequencia, =ao lidos os valores nodais de
deslocamentos e forgés de superficie em pontos do contorno,
armazenados nos arquivos com extensao ".DES" e "“.FSU",

respectivamente (armazenados conforme item 4.3.1.7).

O0s dados que definem os pontos do-.dominio a
serem investigados sao lidos de um arguivo com extensao
" .DIN" (Dados dos pontos INternos). Nele constam apenas o
numerc de pontos internos e as suas coordensadas

cartesisnas, X', X_. € X_.
1 2 3

E interessante notar gque, pars Uuma mesma
discretizagso, podem surgir varias investigacoes de
dominio. Basta que sejam criados arquivos definindo esses
pontos e, 0 que e mais importante, & qualguer momento. O
calculo de deslocamentos e forgas de superficies nos pontos
definidos no contorno, entretanto, sé é realizado uma unica

vez.
4.3.2.3 - Procedimento: Tensoes e Deslocamentos

Nesta sub-rotina sao calculadas as integrais
numericas das expressoes (3.5.1) e (3.5.3), utilizando-se
Hammer e obtendo-se valores para deslocamentos e tensoes,
respectivamente, em pontos definidos no dominio. Os dados
necessarios para este calculo sao lidos conforme itenm
4.3.2.2.

Similarmente ao item 4.3.1.4, necessita-se
dispor de um certo cuidado para a defini¢ao das matrizes

* T * T ~ . - LT * T
u$ epg , na expressao (3.5.1), e 8 " e D¢ . na

expressao (3.5.3). A forma destas matrizes vale tanto para

a solucac fundamental de Kelvin quanto para a de Mindlin.

Utilizando-se o elemento com 8aproximagsao
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constante, o calculo de deslocamentos em pontos do dominio
¢ extremamente simples, visto que ¢ = I e as matrizes g* e
0" sHo conhecidas (expressoes (2.4.5a) e (2.4.5b) para
Kelvin, e (2.4.7) e (2.4.8) para Mindlin). O calculo de
tensoces nestes pontos também € simples, pelo mesmo motivo
jé apresentado para os deslocamentos, considerando-se as
matrizes, agora, §* e Q* (expressoes (2.5.8) e (2.5.7) para
Kelvin, e (2.5.8) e (2.5.9) para Mindlin). Estas dltimas
matrizes s&apresentam-se conforme (3.9.4.) € (3.5.5),

respectivamente.

Por outro lado, com a utilizagao do elemento
com aproximacao linear descontinua, ) calculo de
deslocamentos’ em pontos do dominio demanda maiores
cuidados. As matrizes g*QT e 9*@T apresentam-se conforme
(4.3.1) e (4.3.2), sendo que £, £, e &  sao dadas por
(3.3.18). O calculo de tensces nestes pontos, também
demanda maior atengac. As matrizes §*@T e Q*?T , para este
caso, tém as formas dadas nas expressoes (4.3.8) e (4.3.7),

respectivamente.

o
* = * - * - * - * o * * = * - *
o ¥ : Pl ~ N E ol S 3
) S £ S ;
Pr11°1 11zf1 11371 11172 11252 113”2 u11163 11253 143" 3
« * * . * * * * - »®
o 4 =3 o« ¥ 7z ¥ o L
S S
Y1217 S122’1 0123{1 12152 122f2 12372 121Ea 122°3 Y1237 3
- * - * - * * * = * = * = * .
¥ s F s F s Es S
139171 432”1 Y133~ 14 13172 “13z°z Y13a”2 131°3 “13z°3 “13s” 3
* - * = * - * * * * - * * -
3 £S5 3 : 5 S > g & & 5
22171 Yz22°1 Y2231 22172 Y2222 S2z23"2 221473 Y2223 Y2233
Ay
* = * - W o * * - * * o »* *
s : N & ; 4 g 4 S 4
23171 Y23271 “2331 23172 “z3z”2 “z3a>z2 231°3 “z3z2°3 233”3
- * - »* - R * = L - L - »*
s F 8 - F 3 E s g E_ g F
az1"1 “332”71 “33sz”1 331”2 “33z”z Yaasz~2 3z1°3 “aszz"3 “a3za’a
- -



K * %
D £ g
11474 14271 “113°1
* - * * -
" & EoD) 7
12174 12274 1231
* - * —
)T F E oDt G
13474 13271 13371
* - * - *
D _ & D
2z1°1 22271 22371
* - * - * 7 D
231°1 “232°1 “233°1
L I - S
&'
33151 33z 4 33351 D
o
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(3.5.3) para cada ponto definidc no dominio, a

corpo encontra-se completa. Caso se queira analisar

pontos isolados,

basta que se crie um novo

retorne-se & este modulo e a este procedimento,

eXpressoes para 05 novos pontos serao calculadas.

4.3.2. 4

extensao ".INT" os

calculados para os pontos definidos no arquivo " .DIN".
arquivo da memoria de massa

listagem, que define o tipo de saida (sera

4.9).

4.3.2.5

* * »* - * = _ *
E D' F F op* F pf F op¥ F
11172 11272 113° 111°3 112’3 113°3
* * = * = * - - _
g & 4 £ * 4 *
121°2 42272 12372 12473 122’3 123’3
* - * = * * * = * -
D .k & D & D ¢
131 2 132 2 133 131 '3 132 3 133 °3
* »* * * * = * .
D : :
221°2 zzzfz Dzza 2 Dzz1fa Dzzz 3 Dzzafa
*  _ * * - * * - * -
D D . ¢& & D
231 °'2 ~“232°2 283°2 231°'3 ~292°'8 233°3
A — »* - * - . e E ] - A —
T 4 ’f g *‘: LY
3912 Dssz 2 “aasa” D331 3 “aaz”a Dass’a
.(4.3.7)
Uma vez calculadas as expressces (3.5.1) e
analise do
outros
formando-se uma linha ou mesmo um plano,
arquivo "“.DIN", item 4.3.2.2,
que ess58as
Saida de Resultados
Este procedimento armazena em arquivos com
valores de deslocamentos e tensoes
Este
sers utilizado pelo modulo de
visto no item
Libera Memoria
Similarmente ao procedimento 4.3.1.8, tem a
da memoria central, ocupada por

fungso de liberar area

variaveis dinamicas.

Procedimento:

Procediment.o:




4.4 - MODULO DE PRE-PROCESSAMENTO DE DADOS

0 modulo de calculo de variaveis do contorno
e do dominio recebe 0s dados em um determinado padrao,
lidos de arguivos, nao importando se estes foram gersdos

automaticamente ou digitados em um editor qualquer.

No presente trabalho visa-se snalisar corpos
elasticos tridimensionais. De imediato, é possivel ligar a
estes uma grande quantidade de dados. Portanto, € razoavel

pensar em automatizar a obtenczo destes dados criando-se
rotinas capazes disso. ‘

0 médulo de pré-processamento de dados &
responsavel pela geracaoc automatica dos mesmos, e
encontra-se primeiramente dividido conforme mostra a figursa
4.4.1.

Pre-Processador
de Dados

Para o Contorno Pars o Dominio

Fig. 4.4.1 - Esquema principal do mdédulo ‘de pré-

-processamento de dados.

OUs modulos dados para o contornoc e dados

para o dominio serao discutidos a seguir.
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4.4.1 - Modulo Dados para o Contorno

Este modulo e destinado a geracao dos dados
necessarios para a execugao do modulo de calculo das

- ’ - .
variaveis do contorno, item 4.3.1.

A geracao dos dados acontece para  as

solugoes fundamentais utilizadas (Kelvin e Mindlin) e, para
cada uma, tem-se ainda distingao para elemento constante e

elemento linear descontinuo.

0 modulo "dados para o contorno” encontra-se
dividido em duas rotinas: uma para dados da geometria e
outra para dados das condicoes de contorno. A figura 4.4.2

mostra & divisao em duas rotinas.

Para o Contorno

Dados da Dados das Condigoes
Geometria de Contorno
Fig. 4.4.2 - Divis8o do mddulo de geragdo de dados
4.4.1.1 - Procedimento: Dados da Geometria

Este procedimento tem a finalidade de gerar
automaticamente os dados da geometria do corpo gue se quer

estudar, a partir de uma guantidade bem resumida de dados

chaves.



Como alguns exemplos foram estabelecidos,
adotou-se uma nova divisao para o procedimento dados dsa
geometria, em geracao de formas pre-definidas e em geracgao

de forma qualquer.

A geragcao de formas pre-definidas é
. £ o . .
executada por sub-rotinas especificas para um tipo de

problema, como por exemplo a geracao de um tunel circular.

A geraqgo de forma qualguer e feita por
montagem de faces, onde sao geradas e compatibilizadas as

malhas. A figura 4.4.3 mostra as opgoes deste procedimento.

Dados da Geometria

Formas Pre- Forma
~-Pefinidas Gualquer
Gerar Alterar Gravar Exibir Imprimir
Fig. 4.4.3 - Op¢8es para a gerag8o aulomdtica
4.4.1.2 - Procedimento: Dados das Condigges de Contorno

<.

Nesta sub-rotina sao fornecidos os valores

< .
prescritos dos deslocamentos e das forgas de superficie,
bem como O cédigo utilizado para identificar cada um. Em

seguida esses valores a80 armazenados em arquivos para  uso
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pelo nodulo de calculo para pontos no contorno.

4.5 - MODULO LISTAGENS DE RESULTADOS

Este modulo aglutina procedimentos que
definem as diversas formas de salda dos valores utilizados
e calculados pelos modulos de calculo, conforme item 4.2.
Estas formas de saida sfo listagens para relatorio ou em
padrso a ser interpretado por um editor grafico (GRAPHER,

por exemplo).

As listagens tipo . relatorio estao
disponiveis para o médulo de contorno, para o modulo de
dominio e reunindo informacoes desses dois modulos.

No relatério destinado ao modulo de contorno
constam os valores dos dados de entrada (item 4.3.1.2) e
também os valores de deslocamentos e forgas de superficie

obtidos (item 4.3.1.4).

¢ -

Para o modulo de dominio o relatorio traz
os valores de entrada (item 4.3.2.2) e tambem os valores de
deslocamentos e tensoes (item 4.3.2.3) para os pontos

definidos no arquivo de entrada.

Por fim, um relatorio global reune valores
tanto do contorno quanto do dominio, pars dados de entrada

e calculados.
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CAPITULO 5 - APLICAGOES

5.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo Serao apresentadas algumas
aplicacoes do método dos elementos de contorno & corpos
elasticos tridimensionais utilizando a ¢formulaQ§o
apresentada nos capitulos 2 e 3. Tais ‘aplicaQSes
servirao pars explorar mais de perto & soluqao fundamental
de Mindlin. Essas aplicagoes dizem respeito a solidos

inseridos no espag¢o semi-infinito.

Serao utilizados os programsas computa-
cionais, citados no capitulo 4, para proceder a analise

numerica dos problemas propostos.

Os resultados obtidos com a formulagao do
método dos elementos de contorno serao, dentro do possivel,
comparados com as respectivas solu@Bes exatas. Serao,
tambem, utilizados problemas ja resolvidos numericamente
pelo MEC em outros trabalhos, para aferiggo dos programnas

desenvolvidos.

As aplicacoes serao processadas em um micro-
- - v <
-computador ds linha IBM-AT-2886 ou compativel, con

configuracao basica (sem co-processador numerico).

5.2 - APLICACAO 1

AREA CIRCULAR DQ &EML:IHEIEIIQ.HHIEQEMEMEHIE.QARBEQADA

¢

Neste problema, uma carga uniformemente

. - I - - I .
distribuida age sobre uma area circular na superficie do
gsemi~-infinito. O objetivo deste exemplo e o de testar a

solucao fundamental para o espago semi-infinito - Mindlin.
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A figura 5.2.1 mostra a area circular de
raio igual a lem, carregada uniformemente com
L 2 . .. . .

g = 1O0N/em”, modulo de elasticidade longitudinal igual a

IOkN/cmz e coeficiente de Poisson 0,3.

| lem |
I 1

L] ] o = sowes?

E = 10kN/cm”
v o= 0,3
Ny,
2 Xp
Fig. 5.2.1 - Area circular da superficie do semi—
~infimtio, carregada umformemente,
Se a solugao fundamental de Mindlin é

utilizada, basta discretizar apenas a parte da .superficie
onde as cargas estao aplicadas (conforme mencionado nos
capitulos anteriores). Para a utilizacao da solucgao
fundamental de Kelvin se faz necessario discretizar a area
ac redor do carregamento, isso com o intuito de simular a

condicao de tragao nula nesta.

A figura 5.2.2 mostra as discretizagoes,
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feitas por elementos triangulares,

para a obteng¢ao dos
resultados.
/'\xl N X,
> >
X2 X2

Malha com Malha com

6 elementos 16 elementos
Fig. 5,2.2 - Discretizagto apenas da 4rea circular
carregada.

A solugac exata deste problema ¢ apresentada

em TIMOSHENKO [85], e sera comparada com os resultados

obtidos utilizando-se as solucgoes fundamentais de Mindlin e
Kelvin. Tais resultados sao devidos as
figura 5.2.

discretizacoes da
2 e encontram-se apresentados nas tabelas e

mostrados a seguir.

nos
graficos

TABELA 5.2.1 - Des;ooamentos verticais obtidos da solugao

numerica na superficie do semi-infinito (elem. constantes)
SOLUCKD SOLUGKO DE KELVIR S0LUCAD DE MINDLIN
X, EXATA
( \ . 6 ELEM. 18 ELENM. 8 ELENM. 16 ELEH.
cmy {em) :
g 0,00182 0,00150 0,00161 0,00158 0,00170
1 0,00116 0,00082 |.0,0008%5 0,00091 0,00110
2 0.00047 0,00035 0,00042 0,00038 0,00048
3 0,00031 0,00023 0,00027 0,00025 0, 00030
4 0,00023 0,00017 0,00021 0,90019 0,00022
5 0,00015 0,00011 0,00014 {0,00013 0,00015
B 0,00008 0,00007 0,00008 0,00008 0,00009
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Os valores dos deslocamentos verticais
mostrados na tabela 5.2.1 evidenciam a melhor adequacao da
solugao fundamental de Mindlin para problemas na superficie

do espaco semi-infinito.

A comparagao entre Kelvin e Mindlin ¢ feita
pars uma mesma discretizacao (figura 5.2.2), na qual a
primeiras leva nitida desvantagem, uma vez gue necessita da
discretizacao, também, da ares =m0 redor do carredamento

para levar em conta a area descarregadsa.

Com relagao a eficiencia dos elementos

. ¢ -
constante e linear descontinuo, @ tabela 5.2.2 traz valores
dos deslocamentos verticals, gque - demonstram melhor

aproximacao para o elemento linear, como era esperado.

TABELA 5.2.2 - Comparagao dos deslocamentos verticais

. .- [4
obtidos para os elementos constante e linear descontinuo.

S0LUGAO DE MINDLIN (cm)
x_| SOLUCEO . )
CRATA ELEM. CONSTANTE ELEM. LINEAR
(cm) 6 ELEM. | 16 ELEM. 6 ELEM. | 16 ELEM.

0 0,00182 0,00158 0,00170 0,00160 0,00181
1 0,00116 0,00091 0,00110 0,00098 0,00116

Mesmo utilizando o elemento com aproximagao
linear os resultados nao =ao imediatamente iguais aos
exatos. Observe-se que as discretizagoes feitas na area
carregada, conforme figura 5.2.2, cometem erros na
aproximaggo da geometria (nao representam com exatidao a

ares clrculary.

A seguir serao apresentados os graficos
resumindo os resultados obtidos na analise deste problema

utilizando =& solugao fundamental de Mindlin.

A figura 5.2.3 mostra os deslocamentos

verticais ao longo do railo, na superficie do semi-infinito.
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RAIO (cm)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0'000-llJlllllllllllllllllllll|lllllll|l|lllll!lll|lll
~~ 7 *
& "
0 -~
S~ 3
" ]
x ]
= :
W .
O' 0.001
S
0 ]
(TR ] .
(@] ] N
3 xxxxx SQLUCAQ EXATA
] s+s v+ SOLUCAO MEC (MINDLIN)
1
0.002 -
Fig. 5.2.3 - Deslocamentos verticais ao Longd do roio.

A figura 5.2.4 mostra os deslocamentos

verticals ao longo do eixo X, (profundidade).

DESLOC. EM X, (cm)
0.000 0.001 0.002

IllllllllllllllllllllllllllllllllllLlll

(&) o
[ EN RN NN RS

X5 {cm)

£x 3% SOLUCAO MEC

ILIllllIllLllllIllllllLlIlLll

L ]

Fig. 5.2.4 - Deslocamentos verticais ao longo de Xy



A figura 5.2.5 mostra a variagao da tensao

na direcao do eixo X, (033) ao longo do eixo vertical X,

O  (N/em?

0 10
0IllJllllllllllIIllllllll
~ 23
£
© J
~— . A
S
47
%
] xexxx SOLUCAO EXATA
E v+ 22« SOLUCAO MEC
814
Fig. 5.2.5 - Variagdo da tensdo 033 ao longo de X3

5.3 - APLICACAO &

AREA RETANGULAR DO SEMI-INFINITQ UNIFORMEMENTE CARREGADA

Este exemplo, similar ao anterior, propoe &
analise do problema de uma area retangular uniformemente
carregada na superficie do espaco semi-infinito. Os dados

necessarios a analise serao apresentados na figura 5.3.1.
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95 ,6N/m>

¢__
DR
L
DR
PR
PR
D
P
—
]
—
D
e
S
DI
S
flal
11

E = 44,42kN/m°

v = 0,3
by
3
", x
i
Y,1om R
X2
1 18.3Ufﬂ 1
i ]
Fig. 5.8.1 - Area retangular da superficie do semi—-infi-
nito, carregada uniformemente.
Us elementos triangulares utilizados na
discretizacao do problema, conforme figura 5.3.2,
representam exatamente 8 area carregada, nao existindo,

portanto, aproximagoes quanto a geometria.

Os resultados obtidos utilizando a solugao

fundamental de Mindlin Sa0 comparados conm agqueles
apresentados no trabalho de SA [71]



- 114 -

]

<V
n

Fig. 5.3,2 - Discretlizag¢do do problema em elementos

triangulares.

(Js resultados obtidos neste trabalhos sao
considerados satisfatorios e encontram-se resumidos nos

graficos que serac apresentados a seguir.

A figura 5.3.3 mostra deslocamentos
. . " ¢ .
verticais ao longo do eixo X, na superficie do espago

semi-infinito.

EIXO X, (m)
30
0'00 llIIIllill‘||I|lll|lllllllliIII|I|Ill|lllll[lllllllllllllll
€ ;
L 0.50 -
" :
> o
1.00
= :
L n
G 150 3
(@] 4
-J N
0 200 3
o 7
230 7 sx%%x SOLUCRO REFERENCIA I571)
x +eees SOLUCAO MEC (MINDLIN)
3.00

Fig. 5.3.3 - Deslocamentos verticais ao longo do eixo X,
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A figura 5.3.4 mostra deslocamentos

verticals aoc longo do eixo X, na superfioie do espacgo

semi-infinito.

Fig.

(em

EIXO X, (m)
10 15 20

0.00 llIllllllllllllllllllI||llIIIllIlII)llllllllllllIll‘llllllll[
£ ]
S, 0.50
) ]
> A

1.00
= ]
(1] N
G 150 3
Q 4
pur 2l
73] ]
w 2.00
o ]

2.50 -

~ s%xxx SOLUCAO REFERENCIA (71)
¥ «ss2 s SOLUCAO MEC (MINDLIN)

3.00

5.3.4 - Deslocamenios wverticais ac longe do eixo ®
A figura 5.3.5 da os deslocamentos verticais

X0 obtidos para um eiXxo que psssa pelo vertice do

retangulo.

Fuig.

DESLOC. EM X, (em)
0.00 0.30 1.00 1.50

(YU Y U S S T U WO A YA U T A U VO U VA W T U 00 OOY I U0 S 4

[«

X3 ‘ (m)
& = o

PR U TN T UK VO S N W JN YOS N N DU NN TN U SO0 U S T N A

N
o

N
[91]

xxxkx SOLUCAO REFERENCIA 571)
seoss SOLUCAO MEC (MINDUIN)

4]
w
a

- Deslocamenios verticais ao longo de xg

-



5.4 - APLICACAO 3

CAVIDADE CILINDRICA NQ INTERIOR DO SEMI-INFINITO

Neste item sso analisados os efeitos de uma
cavidade cilindrica situada no interior de um solido
elastico semi-infinito (solo). A cavidade encontra-se a uma
profundidade de 4m tendo 1m de diametroc e de altura,
conforme mostra a figura 5.4.1. O modulo de elasticidade
longitudinal do semi-infinito € E = 100kN /cmzfe v = 0,4, A
cavidade € carregada uniformemente em sua base com uma taxa
q = 1UUkN/cm .

>X
= A= =l = =T =/ =77 =/] = 272
= 100 000 N/cm?
| = 0,4
| AN
| X
|
4m I
I
I —>
| X2
. Im .
7 T x
I |
Corte paralelo a
superficie
Im
i h q = 100 N/cm2
+
Corte no plano
diametral do cilindro
Fig. 5. 4.1 - pefinigdo do problema a ser estudado

geomelria e carregamento
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Pretende-se, com esta aplicacao, avaliar o
desempenho da solugao fundamental de Mindlin quando os

pontos carregados estac no interior de um solido semi-infi-
nito.

Esta~ aplicacao encontra-se analisada nos
trabalhos de NAKAGUMA [69] e SA [71].

A discretizacao, disposta no plano para
clareza de detalhes, ¢ mostrada na figura 5.4.2 e 806 ¢
feita para a cavidade cilindrica, uma vez que sera
utilizada a solugsoc fundamental de Mindlin. Se a solugaoc
fundamental de Kelvin fosse usada, uma malha suplementar

. . I's [4 - . . . .
deveria ser constituida na superficie do semi-infinito.

Fig. 5.4.2 -~ Discretizogdo da cavidade cilindrico por as
elementos Lriongulares.

E interessante ressaltar que o vetor normal
a cada elemento deve ter orientaggo para dentro da cavidade
(conforme preceituam as figuras 2.6.2 e 2.6.3), e que
fica estabelecido quando daibreparagao dos dados de entrada

(relativos a discretizacao do corpo em gquestao).

Uma vez encontrados oS valores para
[ .
deslocamentos e forgas de superflcie para o contorno

(para pontos da malha da figura 5.4.2) sao determinados o8
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deslocamentos para pontos do interior do solo.

A figura 5.4.3 sapresenta os valores de

deslocamentos verticais, aoc longo de xz e na superficie do

solo.
EIXO X, (cm)
0 200 400 600 800
0-0()1 - L d 1 1.1t l [ TN VOO YOO W T U O T | I § N WU YU VU I TR SN W | I 1 ¢t 1t 1.1 1.1
£
~  boo2 3
] E
Pad pt
o 0003 3
O E
8 3
) 0.004 E
Lt ‘_‘
e 3
0.005 3
E te e 22 SOLUCKO MEC (MINDLIN)
0.006 3
Fig. 5.4.3 - Deslocamenios verlicais ao longo de x .

2

Os deslocamentos verticais ao longo do eixo
X, sao mostrados na figura 5.4.4. Obeserve-se que da cota
situada a 4m até a correspondente & 5m (espago representado
pels linha tracejada) existe um vazio, que ¢ a cavidade

. 4 .
cilindrica.
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700 4
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Fig. 5.4.4 - Deslocamentos verticais ao longo de xa
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A figura 5.4.5 mostras os deslocamentos

verticais ao longo de um eixo geratriz do cilindro.

DESLOC. EM X, (mm)
0.00 ” 0.01 0.02 0.03

o s ittt taptbaant gt kot el e danied

300

Xy (cm)

]
(@)
[w]
Lopaa bee o dra e s bovoygg

400

D
o
=

1813
[®]
o
llllillll[llLl[lllll

|
i
I
t
I
|
|
!
t
]
]
I
!
1
|
I
]
i
§ -
}
|
|
t
i
|
I
i
]

700
ex+ 0+ SOLUCAO MEC (Mindlin)

BOO

Fig. 5.4.5 ~ Deslocamenlos verticais a@o longo de um eixno

paralelo a x (x = O e X = SO0cm.
3 1 2

5.5 - APLICACAO 4

CAVIDADE NA SUPERFICIE DO SEMI-INFINITO

Nesta aplicagao ¢ =mnalisado um exemplo

o~ i N Y ( - e -
sobre escavagoes proximas a superficie , do solido
semi-infinito (solo). Trata-se, portanto, da analise de uma
cavidade na superficie do solo (corte para um sub-sclo, por
exemplo) com uma carga aplicada proxima a escavacao,
conforme mostra a figura 5.5.1. Serao analisados 0s
deslocamentos e as tensoes devidos apenas a carga aplicada

na superficie, conforme mostra a figura 5.5.1.
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(a) Definigdo do Problema

Y 2m v 2m V 6m )
A A 1
v
X2
3m
X3L’
(b) Corte AA
, 2m , 2m , 2m
A A v A
\
Ia

X

(¢) Corte BB

Fig. 5.5.14 - Meto semi-infinito com uma cavidode sofrendo

agBo de uma carga distribuida agindo na superficie.



Este tipo de problema é, geralmente,
resolvido atraves de analise bidimensional. Determina-se a
secao mais solicitada, obtendo os seus valores de
deslocamentos e tensoes. Com estes valores é feita uma
extrapolagao para as demais segoes, isto e, sao feitas

algumas aproximagoes, &s vezes, pouco precisas.

0 tratamento tridimensional do problema &

interessante pois permite sua analise na real dimensao,
possibilitando uma investigacao mais coerente e'proxima do

real.

0 metodo dos elementos de contorno,
utilizando a solugao fundamentsal de Mindlin,
constitui-se em uma ferramenta importante na analise do
problema de cavidades proximas a superficie do solo,
exigindo para tanto, apenas as discretizagoes da cavidade e
da area carregada. A figura 5.5.2 mostra a discretizagao
utilizada na investigaggo deste problema (disposta no plano

pars a clareza de detalhes).

Fig. 5.5.2 - Discretizagdc do problema em elementos

triangulares (apenas a cavidade e a 4area carregadal.



serao feitas avaliagoes de deslocamentos na
face mails proxima a carga (face relativs ao eixo xi). Para
tanto serac adotados eixos nos quais sac medidos os

deslocamentos, apresentados nas figuras a seguir.

A figura 5.5.3 mostra os deslocamentos na
direcso X, 80 longo do eixo X, Com estes resultados

pode-se avaliar em qual profundidade acontece o malor

deslocamento horizontal da face investigada.

DESLOC. EM X, (cm)
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

0 ARSI NENNASURERRU RNSNRUR IR NSV ANRENT]

n
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150

EXO X, (cm)
N
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[ SN S

N
o
o

oot by

300

Fig. 5.%.3 -~ Deslocamentos horizontais na face de X ao
longo do eixo xa.
Qutra investigacao proposta, e a de avaliar
, . N
os deslocamentos ao longo da, face proxima a carga, na borda
relativa ao eixo xi, ui(D, X, 1,25). A figura 5.5.4 mostra

oz resultados desta investigacgao.



EIXO X,(cm)
-400 -3Q0 -200 -100
/é- o.oo _‘lllllllllllllllllll lllllllllllllllllll?lllllllIll?(l)lllllIlzlqollllllllslol?lllllllfoo
4
S
v 3
=001 3
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e} ]
N ]
14 ]
Q 0.02 1
. ]
Q .
O -
put} ]
9 003 4
(=} 3
0.04
Fig. 5.5.4 - Deslocamentos horizontais na - face mais préoxima
da carga, nos pontos com coordenadas x3= 1,25 e x2= 0.
Com este procedimento de analise aplicado a
¢ . [ »
outros niveis, pode-se obter uma superficie de

deslocamentos horizontais na face mails proxima da carga

(face escolhids para estudos) ou gualgquer uma outra.

A figura 5.5.5 apresenta os deslocamentos
horizontais obtidos para os pontos co-lineares na diregao

X, em cotas (xa) distintas.

(em™)

50

-~ —— { —

200

250
%3 (om)

Fig. 5.5.5 - Deslocamentos horizontais em diversos niveis.
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Geralmente existem outras cargas (sapatas,

etc.) aplicadas a profundidades diferentes elevando ainda
mals a complexidade do problema dificultando umaavaliaqgo
bidimensional. No tridimensional a avaliacac do problema

ganha maior consistencia e apresenta mais subsidios para o
projetista.

0 método dos elementos de contorno com &
soluggo fundamental de Mindlin, se mostra adequado para a
solucao deste tipo de problema, pois exige discretizacgaoc
mais simples do gque outros metodos numéericos, o gque se

reflete no tempo computacional gasto.

o~

5.6 - APLICACAO S

FRENTE DE ESCAVAGAQ DE UM TUNEL CIRCULAR

A analise do comportamento da frente de
escavaggo de tineis constitui-se em um problema
tridimensional, embora tenha sido tratada atraves de
modelos numericos (conforme os trabalhos de LOMBARDI [8B] e
PANET [87]) com uma aproximaggo plana com resultados
aceitaveis.

0 estado tridimensional de tensoes, ao qual
esta submetido o problema em questao, provoca deformagdes
que devem ser criteriosamente avaliadas, sobretudo em uma

regiso (dita de perturbacaoc) proxima s frente de escavagao
do tinel.

Uma avaliacao criteriosa do comportamento da
frente de escavacao de um tinel & conseguida através do
metodo dos elementos de -‘contorno com sus formulacgao
tridimensional. O MEC e indicado a esse tipo de problema
tendo em vista as vantagens apresentadas no capitulo 1

(item 1.1).

Considere-se um meio semi-infinitc elastico



no qual se faz a escavagaoc de um tunel circular. As

caracteristicas relevantes para a definigcao do problema
encontram-se na figura 5.6.1.

xl\/ i ! yX2
Var—/a—V/4 === =
Vel el 4 Lo L= - M L________
v
i
= 4 €7L-Frente de
p - 4 D= IO0m
= v |l escavacao
/.
Y == i —
==
E= 500000 tf/m2
v A V= 0,2 .
Oy = 8IO tf/m?
On= 405tf/m?
Fig. 5.6.1 - Definigdo do problema - avaliagdo do

comportamento da frente de escavogle de um tdnel circular.

Continuando na avalia¢ao do comportamento do
semi-infinito proxime & frente de escavagao, estabelece-se
ama regiso de comprimento duas vezes o diametro do tdnel
(um diametro para dentro do macigo e um giémetro para
dentro da escavagao), conforme figura 5.6.2. Esta regiao é
a mais perturbada uma vez Que 8 eSCEVAGAO provoca uma nova
configuracao de tensoes no macico, tornando-se, tambem, a

mails preocupante.



- 126

D
I
|

= = =/
- Frente de !
escavacdo

I
7 |

Il 4
y=q = —'47 =/

Regido de Perturbucao

S S

Fiyg. 5.6.2 - Defirmgdo regido mais perturbada na

escavaglo do tunel.

Com a utilizacao do método dos elementos de
contorno, em sua formulagac tridimensional, sao obtidos
resultados de deslocamentos verticails na regiao de
perturbaggo (ver figura 5.8.2) em uma cota X, coincidente
com a da geratriz mais alta do tinel. Esses resultados sBo

comparados aos do trabalho de LOMBARDI [86] e encontram-se
mostrados na figura 5.6.3.
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_— . | | 1 | i 1
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~ ] ! ' | 4% 4 MEC—TRIDIM) :
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> 0005 Fm--mmmdooe oo et bt ey St }

. | | {

= 4 i I 1
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. 4 I I i

QO ] i ] |

Q0010 +~--~~= A-mm - s B - ol i i !

| ] ' i | ]

2 N i I | I

Ll ] 1 | l 1

O 3 I i | | :
] l ' 1 I

005 1 R I S I S |

Fig. 5.6.3 -~ Deslocamentos verlicais na regido de

perturbagdo préxima & frente de escavacdo
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Para a utilizagao do método dos elementos de
contorno, o tunel teve seu contorno (a frete de escavaqao €
a superficie cilindrica) discretizado por  elementos
triangulares planos. Empregou-se o elemento com aproximaggo

constante.

.

Os resultados, em comparacac aos do trabalho
de LOMBARDI [86], sao considerados satisfatorios, o que
evidencis a convergencia do méetodo dos elementos de

contorno para a solugﬁo do problems.

Qutro exemplo do mesmo problema ¢ estudado.
A figura 5.6.4 mostra o novo problema e apresenta os dados

necessarios 8 avaliacao do mesmo.

Uma malha de elementos triangulares planos e

utilizada para a discretizacao do contorno do tunel (sua
. . - . . 4

superficie de contato com o macico, incluindo-se, e claro,

a frente de escavagao).

x|/ | l \XZ
S 7= =» WH:M:AEMMZW 7
/=4 A= =
7
ey
Z’ -/—/ ; Frente de D= 1Om
- ! escavacdo
%
fl
sy s/ L= S =
, E= 1200000tf/m2
X xs V= 0,5
Oy: 20 tf/m?
Op= 8tf/m?
Fig. 5.6. 4 - pefinigdo do problema - comportamento do

semi—-infintto préximo a frente de escavagdo.

A figura 5.8.5 mostra deslocamentos
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calculados ao longo de um eixo, paralelo ao eixo x na

3

altura do eixo do cilindro (deslocamentos horizontais na

face de escavacao).

EIXO X; (m)
A S WP o PR RO | i i £ $....P
1. L.l I\ S ) 11 't
0.000 -] .} 1 L.l 1 lll i Aol | 0 T U B { A i L l'l 1 LAt i Ak L. {
—~~ 1 i
& ] )
o ] 1
0.001 !
o™~ |
> 3 X
3 1
= E |
Ll 0.002 3 I
1 [
O 3 '
G ’
) 0.003 1
L 7 |
O ] 1
m 1
3 i
0004 e m e e e e e e e e — e mmmmm—
Fig. 5.6.5 - Deslocamentos horizontais na face de escavagdo

Os deslocamentos verticais, com
representacao semelhante aos da figura 5.6.3, sao mostrados

na figura 5.6.6.
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Flg. 5.6.6 - Deslocamentios verticais na regido de

perturbac¢do.



As tensoes Oyq tambem obtidas na regiao de

perturbacao, sac mostradas na figura 5.6.7.

) EIXO X, (m)
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Fig. 5.6.7 - Tensdes 033 na regido de perturbaglo.

Observando-se as figuras que trazem 0s
resultados da analise tridimensional, fica patente que =1
avaliagao tridimensional aparesenta maiores informagoes
sobre o problema e, 0 que é mais importante, informaQSes
confiaveis, uma vez que a mesma ¢ feita no estado real do

problema.

Com a utilizacso do método dos elementos de
contorno em sua formulagao tridimensional, a analise do
comportamento da frente de escavagﬁo de um tunel ganha
versatilidade, uma vez que, obtidos os valores dos pontos

nodais no contornoc, obtem-se facilmente valores para pontos

no dominio. .

Ha, na pratica, uma avaliacao simplificada
para o estudo do comportamento do meioc semi-infinito na
regizo proxima a frente de escavaciac - a investigagao
bidimensional. S80 adotados modelos que permitem
avaliar tal problema considerando-o em termos de estado
plano de deformaqaes (ver trabalho de SAKURAI ([887).
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Um procedimento para a anslise bidimensional

e considerar o tunel cheio com um material que
possui caracteristicas elasticas variaveis ao longo da
regiao de perturbagac. Com isso tenta-se simular o
amolecimento do macigo semi-infinito proximo a frente de
escavagao (varia de una se¢ao do macigo inalterado até uma

secao aberta do tunel).

Com a analise bidimensional, sem duvida,
chega-se a resultados mais rapidamente do que com &
tridimensional. Porém, para a representacac matematica do
amolecimento sugerido no parégrafo anterior, sS80
necessarios dados importantes obtidos atraves de analise

tridimensional.



- 131 -

CAPITULO 6 - CONSIDERACOES FINAIS

0 Metodo dos Elementos de Contorno (MEC)

constitui, sem duvida, uma ferramenta poderosa e promissora
na solugao de problemas, da engenharia. No presente trabalho
procurou-se evidenciar o uso do MEC a problemas de

analise de solidos tridimensionais.

Para problemas conhecidos como de interacao
solo-estrutura; na gqual o tratamento do Semi-espago
infinito € muito importante, o Método dos Elementos de
Contorno mostra-se inteiramente adequado, como enfatizam os
resultados obtidos nos exemplos processados. A adogso de
uma soluggo fundamental mais proxima do tipo de problema

envolvido possibilita maior eficiencia do metodo.

Os resultados obtidos no presente trabalho
atraves da snalise dos exemplos processados comprovam &
adequacao da solugao fundamental de Mindlin =aos problemas
estruturais relacionados a =so0lidos inseridos no espago
gemi-infinito; em especisal as aplicagSes gque envolven
escavagoes proximas a superficie do solo, onde a ausencia
de discretizacao da superficie melhora significativamente

05 resultados (menos operacoes).

Além disso, a solucac fundamental de Mindlin
leva a uma sensivel diminuicac dos dados envolvidos no
problema e s uma maior facilidade de manipulagao dos
mesmos, visto que tal solugao exige unicamente a
discretizacao do contorno e das areas onde existem cargas

[4 . - - . L
na superficie do semi-infinito.

Por outro lado, a adogao da  solugao
fundamental de Mindlin traz &a manipulagao de expressoes
longas, o que exige & otimizagao no uso destas para que

seja obtido um codigo computacional nao muito lento, en



termos de tempo de computagio.

0 programa desenvolvido pelo presente
trabalho tem sua aplicacao voltada para micro-computadores,
face & grande popularidade e versatilidade desse tipo de

equipamento em projetos. Quanto & memoris necessaria para a
analise de corpos tridimensionais, contudo, & importante

ressaltar que esse e um ponto que deve ser ainda melhor

abordado.

0 surgimento de grandes sistemas de equagdes
(resultantes da discretizagao mais refinada de um problema
tridimensional) requer = adoggo de rotinas especiails gque
contornem a questao, relativa aos mi¢ro-computadores, de

pequena memoria central (rotinas que utilizam memoria de
massa ).

De qualquer forma, a adogac, no presente
trabalho, de um algoritmo que utiliza a memoria de massa
(disco rigido, por exemplo) na resolugac de sistema de
equagoes encontrado, consiste em uma solugao satisfatoria
frente a questio da pouca memoria central existente em

micro-computadores.

Qutra possibilidade, nao adotada no presente
trabalho e que traz grandes vantagens, e a de utilizar unma
formulaggo do MEC que aborde o problems como composto de
sub-regioes. Heste caso, & matriz dos coeficientes do
sistema ganha caracteristicas de matriz em banda e pode-se
langar mao de algoritmos sofisticados como o sugerido por
CROTTY [84], onde blocos nulos sao desprezados durante o
processo de solugao.

Quanto a utilizacao de' elementos
trisngulares com aproximacao constante, oS resultados
obtidos no presente trabalho s80 considerados
satisfatorios. O inconveniente deste elemento é gque
torna-se necessaria uma discretizacao de qualquer solido
COm UM NUMEro grande de elementos para que se consigsa

melhores resultados. Mesmo assim, oS resultados 580
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confiaveis e, do ponto de vista didético, & melhor

iniciar-se por esse elemento.

0 elemento triangular com aproximagao linear
descontinua, apresentou melhores resultados, jé que permite
melhor aproximagao dag variaveis do problema e melhor
discretizacao das descontinuidades. Com um numero reduzido

de elementos (em relagéo ao elemento constante) consegue-se
excelentes resultados.

A convergencia do Método dos Elementos de
Contorno & comprovada straves dos resultados aqui obtidos,
quando comparados com os resultados de outros trabalhos

numericos ou teoricos, quando foi possivel.

0 presente trabalho representa &apenas o
passo inicial para a aplica¢io do Método dos Elementos de
Contorno a problemas elasticos tridimensionais. Alguns
passos importantes devem ser experimentados, ainda que
somente para problemas de interacso solo-estrutura (tonica

das aplicaqSes deste trabalho). Portanto, sugere-se:

- A adogac de algoritmos que permitam
utilizar sub-regioes, com &8 intenq&o de se aplicar a
solucao fundamental de Mindlin para a regiao semi-infinita
(o solo) e a de Kelvin para a regiao infinita (a estrutura,
uma barrasgem por exemplo); nao esquecendo que este
procedimento traz caracteristicas de matriz em banda a

matriz dos coeficientes do sistema de equagoes;

- Uﬁilizagﬁo de outros tipos de elementos
(quadrangular, por exemplo) com aproximagses de ordens

sSuperiores équelas adotadas neste trabalho;

- Aproveitamento das potencialidades do
Metodo dos Elementos de Contorno combinando-o a outros
metodos numéricos (por exemplo, o Método dos Elementos
Finitos), tirando de cada um suas melhores caracteristicas,
de maneira a permitir uma solugcao mais adequada aos

problemas de engenharia.
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APENDICE A - SIMETRIA DO TENSOR DAS TENSOES PARA A SOLUGAO
FUNDAMENTAL DE MINDLIN

-

Serao feitas consideragoes sobre a simetria
do tensor de terceira ordem das tensoes, para a solugao

fundamental de Mindlin.

As dezoito componentes do tensor das tensoes
fundamentais (expressSes (2.4.9)) sao suficientes para a
definigao de todas as componentes necessarias. Para a
determinagﬁo das componentes restantes, deve-se observar as
situacoes de carregamento utilizadas no trabalho original

de MINDLIN [75], que sersao reportadas a seguir.

o
1- caso:

uma carga unitaria e aplicada no interior de um
solido semi-infinito perpendicularmente ao seu planc de

contorno.

3
X %3 g
3
O 22
X, X2
Fig. A.1 - Componentes do tensor de terceira ordem das

tensBes - carga unitdria na diregdo xa
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As seguintes componentes sao conhecidas:

o o e O .o (AL

As demais componentes, tendo em vista a

o~

figura A.1, sao:

3 . 2
CT21_012’
3 3
.-* _ E3 . : Az)
031—0,'13, ....(A.
*2 B *2
I
O
2- caso:

uma carga unitaria e aplicada no interior de um

solido semi-infinito paralelamente a diregao do eixo X, .

| sel
o 02 2 22
X, X2
Fig. A.2 - Componentes do tensor de terceira ordem das

tensdes - carga unitdria na diregdo Xi
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Neste caso as componentes conhecidas sao:

.. (AV3)

As demais componentes, tendo em vista a

figura A.2, s8o0:

1

* *t

Y =

Yo2s SR

*1 *x* A4

T - g N . PP .

O a4 O 43’ : ( )]
1

> e

02 =0 43

uma carga unitaria e aplicada no interior de um

s0lido semi-infinito paralelamente a direcao do eixo X, .

¥ 2 % 2
X3 O2) 22 ‘
/ ‘e
Xy
Fig. A.3 - Compenentes do lensor de terceira ordem das

tensBes - carga unitdria na diregdo ){2
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Agora, conhecem-se as seguintes componentes:

a e O ....(A.D)

As demais componentes, tendo em vista a

figura A.2, s8o:

2 2

* .

O 20 © 0O 45’
2 2

* e

O 4 = 0 490 ... (A.B)
«Z «Z

a = g
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APENDICE B - DERIVADAS DO TENSOR DAS TENSOES PARA A
SOLUCAO FUNDAMENTAL DE MINLIN

Neste” apendice SEerao apresentadas as
derivadas do tensor de terceira ordem, utilizadas para a

~ * * ~ ~

obtencao dos tensores btﬂ e Dtﬁ. Esses tensores sso
necessarios para a avaliagio de tensdes em pontos definidos
no dominio, quando se utiliza a sclucfo fundamental de

Mindlin (expressao 2.5.8).

As derivadas do tensor de terceira ordem,
apresentadas aqui, sao retidadas do btrabalho LAETHEM et
alii [77].

Inicialmente S80 apresentadas algumas
expressoes auxiliares so calculo das derivadas, sendo que
0os parametros Ks, r., Ri, ¢ e z sa0 aqueles apresentados no

item 2.4.4.

A =1 - 2v

1

Az = 3 - 4v ....(B.1)
A =1 - v

]
-

~~
e

-
.
S

|

!

6A rS . 15A r°RD
273 v 273

2
N
-~
-
~
PN
S
£l

S ?

R R

, |
4A A r2(3R+R )1[ R.D

C k) = ——— k- — > —— (R+R )+
RZ(R+R3) R*(R+K) R
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11 r
R,‘D s JJ 4A3A1 ’.er(BRHRa)cS_Lj
3L

- \ 2 2
R RCR+R )| RP(R+R.)

+ ZR(R+R_ ) +

z[ 3R D

T, + & b

. R I r?(33+33) ,[ R.D

- - + --———-——-—i - [ZRLD(R+R3)+R AN <5at]]]
R®(R+R,) R*(R+R,) R

Béat BOcR.LD Sr?z
C(i,i,k,L,m) = - m'c - (k—lU)R + +
4 R5 R7 3 RZ
o 10r ,.zé.L A iOr,zR.LD
+ mS& - (k-1v)&_ . - ! S )
5 5 RN v 2 4

S 7

Bz&_ 30czR.D 5r° 6cz [ 10r &

N 3i i J iij

C (t,i)y = |- + 1 - > - +
R R

2

85, 30cR, D 2 5rjzRa
Clini) = | - bt 2R, - AT - — 4
R

ij o+ 1 - - +

R R

2 .
3 1)

4

10r2zR_R.D
] a3
+
R
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2
Brraé 3r & 15r?r r.
C (L,j) - ] + 1 1 3
ird S s rd
r r r
. 2
C iy - bAzr,LracY*.LJ + 3Azrjéa.L 6(R3+¢)53L(Aiz—2vc)
gt t s -5 + 5 +
R R
2R é - o - 9 \
) lucﬁaJéat , 5(3A2rjr3 BCRB(Aia avc))R.LD
RS R?
2 2
iy = ~3063LrjzRa - BOcrjzéat-r BL]crj.f,RE’dLj N
a s34 = R,?
(210er-zR_R.D
+ 3 E] i
= |
R
48 A, rj’. r"; R.D
C (i,§) = —5g— i - - - (R+R_ D> +
1o RZ(R+R3)2 R(R+R_) R® R 3
R,D ) aa A [ 2r 5 r> i
+ R + 6. |1 - L — —
R ) R(R+R3)L R(R+R3) R (R+R3) L
R.D (R, D 1 zr S, 2r°R, D]
(R+R,) + R + 6, + JZ I+ 14
R R R R

A seguir sao apresentadas as expressoes das

derivadas do tensor de terceira ordenm (expressSes (B.3)).

o é1t wt [ 3A1rj 3A1(5—4V)RtD
o . = - o +Kr |- —— - +
11,14 11 s 1 s 5
r T R

+C (1) + C (1) + C (4,1,3) + c4<t,1,a,z,a>l
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*t 13 3A113ri A163 3A1r3RLD
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r r R R
2 2
3r & 3A r o
i 3 . 2 1 3 )
+ = +r,C (i,1) - = + RC,(i,1) +
T R
+ Cs(i,1)]
A -~
*t B i %t 3A1ri. 5A1A2RtD .
Fpz,i = Opp Keri 5 - 5 + Cx("’z) +
r1 r R

! 61L <Sz,L ! 363i 15r3rL
023 L = - - 023 + Ksrlrz 153 - ? +
I r r r
i 2
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+C (i,2) + C,(i,2) + C (i,2,3) + c4<t,z,a,z,a>]
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A B 11 * 1 1 4 .
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