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RESUMO

Neste trabalho e apresentada uma formulacao
alternativa para o estudo de placas sobre fundaggo elastica
pelo Método dos Elementos de Contorno. A reagSD da fundaggo
e representada pelo acrescimo de uma integral de dominio nas
equagaes integrais usuais de placas. Esta integral de
dominio e -tratada inicialmente utilizando-se celulas
internas e b processo da reciprocidade dual. Em segquida, e
apresentada a formulaggo alternativa, gue consiste em
aproximar a densidade déssa integral de dominio por uma

o~ R ’ ' e . .
funcaoc apropriada e transforma-la em integrais de contorno

pela aplicaggo sucessiva de integragaes por partes.
~ . ~ 4 .
Finalmente 530 apresentadas aplicacoes numericas
- - A ~ o
utilizando-se as tres formulactoes, visando mostrar a

. . N . ~
eficiencia da formulacao proposta.



ABSTRACT

In this work an alternative formulation to the study of
plates on elastic fouﬁdation by the Boundary Element Method
is presented. The subgrade Areaction is represented by
introducing a domain integral in the usual integral
equations fof plate bending. This domain integral is
initially +treated using internal cells and the dual
reciprocity process. Following this, an alternative
formulation is presented, which consists of approximating
the domain integral density by one apbropriate function and
transforming it into boundary integrals by sucessive
.application of integration by parts. Finally, numerical
examples using'the three formulations are presented, showing

the efficiency of the proposed formulation.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

. k4 - ~
Em muitos problemas fisicos governados por equagcoes

- . ~ 4 - ~ .
diferenciais, as solucoes analiticas sao conhecidas apenas

para casos muitos particulares. A necessidade de resolver

problemas mais gerais fez com que surgissem diversas
7 . ’ . . -

tecnicas numericas para analisar, de forma aproximada, esse

tipo de equacoes, tornando-se eficientes ferramentas de

cadlculo. Com o advento dos computadores seu uso ficou mais
amplo e prético, permitindo a analise de diversos tipos de
problemas fisicos.

0 método das diferencas finitas - M.D.F. [1], embora
tenha surgido em uma época anterior ao advento dos
computadores, @ utilizado até hoje na soluggo de diversos
problemas de engenharia. Ja4 o método dos elementos finitos -
M.E.?. {2,3], foi introduzido na época em que ©0S avancos
tecnolégic05~na eletronica dao origem aos computadores,
fazendo—-o adquirir um crescimento répido, tornando—-se assim,

’, 4 . - . - 4 . :
o metodo numerico mais difundido nos ultimos 25 anos, tendo
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atingido praticamente todos os campos de aplicaggo dentro da
engenharia.

0 metodo das diferencas finitas e o metodo dos
elementos finitos, sd0 técnicas numericas Que aproximam a
soluggo da equaggo diferencial que rege o problema fisico,
utilizando valores das variaveis basicas do problema
associados a pontos internos e de contormo do corpo em
anélise, por esta razao, sao também denominados "metodos de
dominio”.

0 método dos elementos de contorno - M.E;C. {43, € um
método recente que vem despertando o interesse entre
pesquisadores das mais diversas éreas, e que devido as suas
'caracteristicas, se apresenta como uma alternativa
promissora para a resolu;go de diversos problemas fisicos
usuais no campo da engenharia. Uma das caracteristicas
principais do método dos elementos de contorno, é que a
discretizaggo e feita apenas sobre o contorno, o gque leva a
uma reducdo das dimensoes dos problemas analisados: isto
significa menor quantidade de dados de entrada, diminuiggo
do tempo de processamento e menor area auxiliar de
armazenamneto de informagSes na memoria do computador.

0 M.E.C. apesar de ser um método numeérico recente,
origina-se como uma evoluggo natural das técnicas de
resolucdo de equacOes integrais de contorno, conhecidas ha
muito tempo, pois sequndo ELLIOT [3]1, em 1823 ABEL [6]
deduziu uma équa;go integral para resolver o problema
chamado de péndulo isocrono. Posteriormente, em 1837
LICUVILLE [7] transformou um problema de valor inicial em
uma equagSD intégral, que a resolveu por . aproximagSEs
sucessivas. BETTI ([8], em 1872 utilizou as equagSEs
integrais na teoria classica da elasticidade. Outros
trabalhos foram realizados também por SOMIGLIANA e CERRUTTI
[9] em problemas de elasticidade plana. 0 estudo de
problemas da teoria do potencial deu uma contribuigSo

- - ~ - .
importante no desenvolvimento das equacoes integrais quando
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VOLTERRA [10] em 1884, estudou a distribuiggo' de cargas
elétricas na superf{cie de uma esfera;Atendo realizado ainda
outros estudos em 1896. Entretanto, FREDHOLLM [11] em 1903,
fol quem apresentou a primeira teoria classica das equagges
integrais com nicleos definidos e integréveis, que mails
tarde influenciou trabalhos como os realizados por HILBERT
[12] na soluggo de problemas elasticos e por KELLOGG [13] nea
teoria do potencial. Pesquisadores russos como
MUSKHELISHVILI [14], MIKHLIN {153, SIMIRNOV [16] e KUPRADZE
[17], deram uma valiosa contribuicdo para o inicio de uma
nova era do uso das equagges integrais na resoluggo de
problemas _fisicos, utilizando equagSes integrais com
singularidades e descontinuidades no dominio de integraggo,
baseados na teoria das variaveis complexas, - dando origem
assim, ao Método Indireto, devido as variaveis envolvidas,
que NS0 eram as variaveis do problema. Este método foi
utilizado tambem por outros pesquisadores como MASSONET,
OLIVEIRA, WATSON e VAN BUREN [18]. Em 1963, JASWON [19] e
SYMM [20] usaram variaveis reais, além de manter uma fungSD
de tensao auxiliar, no equacionamento do problema,
caracterizando assim, O Método Semi-direto.

Em 1967, RIZZO ({21] apresentou uma formulaggo para
elasticidade plana relacionando as variaveis fisicas do
problema denominada Método Direto. Sendo uma técnica
alternativa das equagges integrais, bassou a ser chamada = de
"Método das equagSés integrais de contorno"”. Posteriormente,
este método foi estendido para elasticidade tridimensional
por CRUSE [22]. Um trabalho tambem importante, foi o
realizado por RIZZIO & SHIPPY [23], onde e sugerido o uso de
sub—regiSEs para tratamenfo de dominios nao hcmogéneos;
CRUSE & RIZZ0 [24] apresentaram formulagSes do método para
analise de problemas elasticos dinamicos usando
transformadas de Laplace com relacdo ao tempo. Nessa mesma
época aparecem o0s primeiros trabalhos utilizando a

~ . ~ . .
formulacao direta das equacoes integrais de contorno em



problemas nao-lineares. Em 1971, CRUSE & VAN BUREN ([25]
-aplicam o metodo a um solido tridimensional, considerando &
influéncia de um “crack'" e SWEDLON & CRUSE [26] apresentam
uma formulacao para a éimulaggo de materiais
elastoplésticos, anisotrépicos e compressiveis. MENDEL SON
[27] também apresentou varias formulagges para a aplicaggo
do método em problemas elastoplésticos, assim como MUKHERJEE
{28], gque considerou apenas materiais incompressiveis
utilizando o critérioc de VON MISES. RICARDELA [29] e CRUSE
[30], introduziram a aproximaggo linear para as variaveis em
problemas de duas e tres dimensces. A técnica das
sub—regiSes e aproximagSES de ordem superior para as
variéveis, foram desenvolvidas por LACHAT ([31], dando uma
contribuic3o maior ao método das equacOes integrais de
contorno, que comecou a ser interpretada como um meétodo
numerico. Mas, s6 em 1978, BREBBIA [4] consegue dar uma
generalizag;D ainda maior ao método, apresentado a sua
formulacido a partir da técnica dos Residuos Ponderados, e o©

metodo passa a ser denominado de "Método dos Elementos de

Contorno", comegando a ser intensamente estudado em diversos
centros de pesquisa, analizando-se os mais variados
problemas de engenharia como: plasticidade,
viscoplasticidade, viscoelasticidade, nao-linearidade
fisica: mecanica da fratura; mecanica das rochas e dos
solos; adensamento, percolagso e efeitos dinamicos;

vibracdo; radiacao; propagacao de ondas; placas; cascas;
concentracao de tensaos iteragSes solo-estrutura,
fluido-estrutura e acUstica-estrutura; e outros. O M.E.C. e
também utilizado em combinacdo com outros métodos numericos
[32,33,34], como o M.E.F. na analise de diversos problemas.
'05 problemas de flexao de placas foram estudados,
utilizando-se equagSes integrais de contorno, inicialmente
por JASWON et alii [35], que propas a solugSD da equaggo
bi-harmonica por meio de equagges integrais e aplicou—-a na

solu;go de placas [36]. HANSEN [37] propas uma formulaggo



direta para a analise de placas infinitas com buracos de
" contornos nao carregados utilizando duas equagSes integrais,
a do deslocamento transversal e a da sua derivada
direcional. Em 1978, ALTIERO & SIKARKIE ([38] analisaram
apenas placas engastadas devido a complexidade da tecnica
utilizada, que consistia em considerar uma placa real
contida numa placa ficticia cuja funcdo de Green era
conhecida. Esta técnica, considerada como uma formulaggo
indireta, foi estendida posteriormente por WU & ALTIERO [39]
para incluir condigaes arbitrarias de contorno. TOTTENHAM
(4] apresentou um trabalho similar para cascas abatidas.
BEZINE [41,42] e STERN [43,44], desenvolveram uma fDrmulaggo
direta para analise de placas finitas com vinculacao
qualquer no contorno. Outros trabalhos importantes foram
apresentados também por BENZINE [45], aque propas uma
formulacao mista para analise de vibracoes envalvendo
contorno e dominio, e KAMIYA [46], que aplicou o metodo a
placas sujeitas a efeitos de temperatura. TANAKA ([47] e
KAMIYA [48] consideram nos seus trabalhos, os efeitos de
grandes deslocamentos transversais na analise de placas. VAN
DER WEEEN [49], propas uma formulaggo para analise de placas
espessas, baseado na teoria de REISSNER ([50]. CosTA &

BREBBIA [51] e BEZINE et alii [52]1 analizaram placas
sujeitas a instabilidade utilizando células internas para o
célculo da integral de dominio. MORJARIA [33] desenvolveu
formulagSes gue levam em conta a nao-linearidade fisica para
analise de placas.

Formulacoes relacionadas com problemas de placas sobre
fundagso eléstica, embora sejam poucas, também foram
desenvolvidas utilizando—-se equagSEs integrais, sendo
TOTTENHAM [40] em 1979, o primeiro em apresentar um trabalho
neste campo. - Em 1984 KATSIKADELIS & ARMENAKAS [54,55],
baseados na teoria de WINKLER ([56], apresentaram duas
formula;SES diferentes para analisar placas sobre fundaéSD

’ . , .
elastica, sem o0 uso de celulas internas. Recentemente
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destacam-se os trabalhos de COSTA & BREBBIA [57,58,59], nos
quais as reacoes da fundacao s30 consideradas elasticas.
SILVA [60], trata a integral de dominio proveniente da
reacao da fundacac utilizando celulas internas e o processo
da reciprocidade dual, considerando inclusive, o
comportamento nao-linear da fundacao. Uma alternativa de

tratamento de integrais de dominio desse tipo, ou seja, de

integrais de dominio cuja densidade € desconhecida, foi
proposta por VENTURINI [61], e consiste na escolha de uma
fungao adegquada para a aproximacgs da densidade da integral
de dominio, a qual @ transformada em integrais de contorno
utilizando-se sucessivas integrais por partes. Esta
alternativa foi utilizada inicialmente por CODA [62], com
algumas melhorias, na analise da vibraggo livre de méios
elasticos bhidimensionais, obtendo resultados satisfatorios.

0 presente trabélho tem como o©bjetivo principal,
apresentar uma formulaggo altérnativa para places sobre
fundaggo eléstica pelo método dos elementos de contorno. A
formulagso ja proposta para este caso [54], ~inclui na sua
solucao fundamental a reacao da fundacao, ficando sua
aplicaggo restrita a casos particulares, onde sao
consideradas apenas reacoes elédsticas em todo o dominio da
placa. Na formulaggo proposta neste tfabalho, a reaggo da
fundacao & representada pelo acréescimo de uma integral de
dominio nas equagSes integrais usuais de placas.Esta
integral de dominio & tratada utilizando-se a alternativa
_proposta por VENTURINI [61]. 0Os resultados obtidos desta
forma, sao comparados com os resultados obtidos pela
definiggo de céluias internas e peia reciprocidade dual
[60].

Inicialmente, no capitulo 11, é apresentado um resumo
da teoria de KIRCHHOFF [63] para placas, a partir da qual
sao obtidos os esforcos e a equacao diferencial geral de

placas, em termos do deslocamento transversal, w, em



coordenadas cartesianas e polares. 530 obtidas tambem as
solugSEs fundamentais dos deslocamentos e esforcos da placa.
Utilizando-se o teorema da reciprocidade de BETTI [81,

no capitulo III, sac obtidas as equagSes integrais do

deslocamento transversal, w, da placa e de sua derivada
. . ¢4 . .

direcional, para pontos do dominio e do contorno. A integral

de dominio correspondente ao carregamento transversal da
placa ¢ transformada em integrais sobre o contorno da regigo
carregada.

No capitulo IV, o contorno da placa ¢ discretizado em
elementos, nos guails as variaveis sao aproximadas por
fungses lineares. Desta forma, as equagges integrais sao
aplicadas em uma quantidade igual as incégnitas, s30
transformadas em um sistema de equagSES algebricas lineares
que pode ser resolvido apés a imposigso das condigSEs de
contorno, fornecendo ihcégnitas do contorno uUteis para a
determinaggo de esfrocos e deslocamentos em pontos do
dominio. S3o0 tambem apresentadas, algumas alternativas de
montagem do siétema de equagses, utilizando—-se as equagges
integrais do deslocamento transversal e de sua derivada
direcional, aplicadas em pontos de contormno e fora do
dominio. E proposto ainda, um tratamento alternativo dos
termos relacionados com os cantos da 'placa. Os resultados
das aplicagges numéricas apresentadas no final do capitulo,
530 comparados com a soluggo analitica da equaggo
diferencial de'placas ou com resultados obtidos com uma

técnica numérica diferente.

As equagSes integrais aplicadas na soluggo de placas,
no capftulo Vv, s3o estendidas para ‘a anélise de placas
apoiadas sobre fundacao elédstica, com © acrescimo de uma
integral de dominio proveniente da reacao da fundacdo. Esta
integral de dominio @€ tratada inicialmente, utilizando-se
celulas internas e o processo da reciprocidade dual [60]. Em
seguida, e apresentada uma formulaggo alternativa  que

4 .
consiste em aproximar a densidade dessa integral de dominio



| ~ . / . .
por uma funcao apropriada, e transforma-la em integrals de

" contorno pela aplicacao sucessiva de integracoes por partes.

Finalmente sao comparados 0s resultados obtidos pelas tres

~ . - ~
formulacoes aplicadas em placas apoiadas sobre fundacoes

4 - - - A -
elasticas, mostrando a eficiencia de cada wuma delas, em

~n
relacao a resul tados exatos.



CAPITULO 1I

FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS DELGADAS

1.1 - Introduggo

Os

. . ~ ~
elementos estruturais, em relacao as sua

podem ser classificados como:

a)

b

c)

Os

dimensoes

lineares, ou de barras (duas dimensOes peguenas em

relacdo a terceira);
de superffcie, ou laminares (uma dimensao
relacdo as outras);
tridimencionais, ou blocos (as tres

aproximadamente iguais).

4 . .
elementos de superficie, ou laminares

também de folhas), segundo sua forma e direcao de

dos esforcos, podem ser subdivididos em:

pequena em

dimensoes

(chamados

aplicacao

4 . 4 .
a) chapas (com superficie media plana e forcas externas

aplicadas nesse plano);
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’{ . d . .
b> placas (com superficie media plana e forcas externas
normais a esse plano);

[ . ~
c) cascas (com superficie media nao plana).

A superffcie média, ou plano médio, e a superficie
eqliidistante as duas superficies gue definem o elemento
laminar.

A placa ¢ definida usualmente como um corpo limitado
por duas Superficies planas, podendo-se admitir peguena
curvatura da superficie média. A distancia entre estas
superficies, chamada espessura (que pode ser variével), é
pequena se comparada com as outras dimensoes.

Dependendo das propriedades do material que constitui a

placa, esta pode ser:

ad anisétropa (com propriedades diferentes em qualquer
direggo); ‘

b> Drtétropa (com propriedades diferentes em duas
direcoes ortogonais);

cd iséﬁropa {com as mesmas propriedades em qualqguer

direcao).

Dependendo da relaggo (h/a) entré a espessura "h" e a

menor dimensao "a" medida no plano da placa, ela pode ser
classificada como: muito delgada, delgada e espessa.

0 estudo dos fundamentos das placas delgadas
corresponde a chamada Teoria de KIRCHHOFF [63], que em geral
interpreta suficientemente bem o comportamento das placas
que tem relacao fh/a) entre 1/5 a 17100 [64].

No presente trabalho, sao consideradas apenas as placas
delgadas isétropas submetidas a carregamentos ortogonais ao

/ - - - -
plano medio inicial.



2.2. Hipoteses Basicas

. ~ ~ -
Para a determinacao das relacoes e equacoes

. . . 4 . ~ ’ .
diferenciais basicas das placas delgadas, sao necessarias as

sequintes hipéteses:

2. 3.

-~ p material da placa ¢ considerado elastico-linear
homogéneo e isétropo.

-ps deslocamentos transversais s3o pequenos se
comparados com a espessura "h'" da placa.

— uma reta inicialmente normal ao plano medio da placa,
depois da flexgo, permanece reta e perpendicular ao
plano médio deformado.

- as tensoes de cisalhamento atuantes nas superficies

limitrofes da placa sao0 despreziveis.
Relagges Basicas para Placas Delgadas

L4 . - 4 4 3 -
Pela ultima hipotese basica considera—-se que:

e =0 (2.1.a)
ZX

o =0 (2.1.b)
zy

o =0 (2.1.c)

-2-4

As tensoes restantes atuando nas faces de um elemento

i - - - -
generico de placa, com os sentidos tomados como positivos,

s3o indicados na figura 2.1.



dx
dy
o'xz OXY
dz
z Oyx Oxx
y
Oyy loyz
X
Fig. 2.1 - Elemento genérico de placa.

- - . /4 - . ~ .
A primeira hipotese do item anterior, corresponde a Lei

- - - - L4 -
de Hooke, que escrita na forma indicial e a seguinte:

& .+ 2651 _ (2.2)

ou
e =i (o -2 o,, 5 ) (2.3)
i} 2 i} 1+ £L i}
com
G = —E ) (2.48)
2(1+v)
onde:

E : modulo de elasticidade longitudinalj

modulo de elasticidade transversalj

coeficiente de Poisson.

Como sao considerados apenas deslocamentos pequenos na

placa, a relagao deformaciao/deslocamento fica dada por:

=1 i i
sij Tz [ axj * ax . ] (2.3)



_13_

Substituindo-se os valores de (2.1) e (2.4) em (2.3) e

igualando-se a (2.0) obtém-se para a direggo Z:

1 aux auz

fex 2 [ 5z Bx ] =0 (2.6)
i Buy 6uz

"zy=2[32—+ay ]=° (2.7)
au! 1L

f2z "9z 0 E ' %xx "%y ) 7O (2-8)

- - 4 4 . . ~
Pela terceira hipotese basica do item 2.2, as tensoes

- 4 . 3
normais, paralelas ao plano medio da placa, variam

linearmente com sua espessura, ou seja:

O = ai(x,y) + bi(x,y) z

(2.9)
oyy = az(x,y) + bz(x,y) z
Substituindo-se (2.9) em (2.8) e integrando-se em 2

rd
obtem-se:

qz=w(x,y) - E[al(x,y)+a2(x,y)]z + g[bl(x,y)+bz(x,y)]%

(2.10)
Os dois ultimos termos podem ser desprezados em
compara;go com wi{x,Y), que representa o deslocamento

’ -
transversal do plano medio, onde a coordenada z vale zero,



ficando:
u? = w{xX,y) ‘ (2.11)

De (2.6) e (2.7) obtem-se respectivamente:

aux auz

3 - " n (2.12.2a)
auy 6uz :

32 - 3y (2.12.0)
Substituindo-se (2.11) nas equagSes (2.12) e

- g rd
integrando-se em relacao a z, obtem-se:

F
U = ulx,y) — z 5-';i(x,y) (2.13.a)

c
It

8
vix,y) = 2z Eg(x,y) (2.13.b)

Os termos u{x,y) e vi(x,y), que sao os deslocamentos
tangenciais dos pontos do plano meédio da placa, bem como
Wwix,¥), serao a partir de agora escritos, por simplicidade,
como u, v e Ww.

De (2.5) e (2.13) obtém-se:

8u 2
£ = x o 84 _ 2 o w _ (2.14.3)
XX Ix ox
; % ~
ou 2 :
e = _ Y20 _, 8w (2.14.b)
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4
2

2

[__x yl. L fow , ov) _ , 9w
L. -+ ———‘)"“ 5 [dy + 6)’\) Zz '5‘)(—5; (2.14.C)

<
~

Q@

x

A partir de (2.2) e considerando—se (2.1), obtém—se as

~ ~ ~
relacoes entre as tensoes e as deformacoes:

A = E2 (sxx + v e ) (2.15.a)
1-v 4
- E
o = 3 (e + v g ) {(2.15.b)
Yy 1-p Yy X%
> =26 ¢ {2.19.c)
®y Ry

Considere-se (2.8) e substituindo-se as equacoes (2.14)
em (2.15) obtem-se as relacoes entre as tensoes e os

deslocamentos:

2 2
o = Ez [g% + » gi -z [8 : + v 4 :]] (2.16.a)
S Y 4 X ay
. 2 2
o, = — [.?7 £ S0 [" W 2 :]] (2.16.b)
v o1-» ay O
2
_ 1 (ou avy) _ ow
o, = 26 [i ‘[5; . 57] 2 _6x6y] | (2.16.¢)

A partir das tensoOes representadas no elemento genérico
de placa na figura 2.1, definem-se os esforcos solicitantes
por unidade de comprimento, como integrais das tensoes sobre
a espessura "h" do elemento, representados na figura 2.2 e

dados por: -



xy

hr2
= o zdz
XX
-h-s2
hs2
= Lod zdz
Yy
-hs2
hr2
= o zdz
. xy
~hrs2
hr2
= o4 dz
Xz
-hr2
hr2
= o dz
Yz
~-hs2
Q +—gg—d
Yyt o y
M, NT N My
Myxt 75, & ¢ 5y Y
1
I
)—- _____________ —
//I //
e —— =t A
s g e
M M// // // oM
X Ays oM, Mg+ X dx
s Mxyf 3 dx dx
// // Il
z s Qx // 0 OMx q
+
Y// // X ox X

Fig. 2.2 - Esforcos em um elemento de placa.

(2.17.a)

(2.17.b)

(Z2.17.c)

(2.18.a)

(2.18.b)
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Substituindo-se (2.16) em (2.17) obtém-se:

M = -D [ ng v 2 . ] (2.19.a)
x Ix ay
2 2
M = -D [ @ =+ o - ] (2.19.b)
4 ax
2
o w
Mxy = D(1-») Fx By (2.19.c)
onde:
3
D = __E_E_;. : (2.20)
12(1-2»")
€ a rigidez da placa a flexao.
Fazendo-se o equilibrio dos esforcos atuantes no

elemento de placa da figqura 2.2 obtem—-se as seguintes

equagoes:

aMx 6Mxy .
F™ + Y - Gx = 0 (2.21.a)
yx aMy
Bx + By - Gy =0 (2.21.b)
an BGy
o r v + g =0 (2.22)

onde, g @ a resultante total das cargas transversais.
Substituindo-se os valores de Gx e Gy de (2.21) em

(2.22), e considerando-se que M =M obtem-se:
Xy YR



X+ 2 XY« Y = - g (2.23)

' ~ ~ . .
Esta expressao representa a equacao diferencial de
placas escrita em termos de esforcos.

Substituindo-se (2.19) em (2.23) obtém-se a equaggo
diferencial geral de placas em termos do deslocamento

transversal w:

o w 64w a*w

9
+ 2 + < - (2.24)
ax4 6x26y2 a8y D
que tambem pode ser escrita como:
g .
AAw = — (2.25)
D
onde:
2 2
A= 2 . 32 (2.26)
ax’> oy :
De (2.21) obtém-se:
amx amx
Gx = = * ayy (2.27.a)
M oM
q, = e * 3y (2.27.b)

Substituindo-se (2.19) em (2.27) obtém-se as forcas

cortantes G. e (& em termos do deslocamento transversal w:
- y



3 )
@ =02 (2%, 2" ) p 2 pw (2.28.a)
» ax 2 " 2 ox
ox ay
2 2
d g w o w 3]
@ =-D 5——-[—-—2+ 2]=—D}—y—Aw (2.28.b)
Y 7L ax dy
As equagges (2.19) e (2.28) podem ser escritas
indicialmente como:
2 2
- g w _ 8w
Moi T D[”,‘SHW*“”’W] (2.29)
i L . t 3 .
3 )
_ é w
O = D e ax o - (2.30)
i i i

Os momentos fletores e forcas cortantes podem ser
escritos tambem em relacdo a um outrc sistema gualguer de
coordenadas n e S ortogonais, como e mostrado na figura
2.3. Tal transformagSD & necessaria para poder exprimir as
condigSes de contorno, ainda a ser comentadas, que 530

sempre referidas a um sistema local de coordenadas.

YA

X

Fig. 2.3 - Sistemas de coordenadas (x,y) e (n,s).
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A transformacao entre o sistema de coordenadas (x,y) e

{n,s), pode ser escrita como:

n
[T] { . } (2.31.a)
n T X
{o}= {,} (2.31.5)
s y

onde, a matriz de transforngao [T1] e dada por:

—~—

X x

N
h

cosa —sena

{11 = : (2.32)

senc cosa
Os momentos fletores e forcas cortantes, nas novas
coordenadas (n,s), podem ser obtidas com a ajuda das

~ . ~
relacoes (2.31), fazendo-se convenientemente a transformacao

vetorial ou tensorial conforme a natureza dos esforcos.

1= [T1T M 1 (T3 (2.33)

[M (X,Y)

(n,s)

- T
{é(n’a)} LTl {é(x’y)} . {(2.34)

~ . I .
As transformacoes acima podem tambem ser escritas em

forma explicita:

M =M cosza + 2M sena cosa + M senZa {(2.35.a)
n x xy b 4

M = (M - M )sena cosa + M (cosza - senza) (2.35.b)
ns Yy x - Ry



M =M senza - 2M sena cosa + M Cosza {(2.35.c)
-] X Xy y

Q = @ cosa + 0 sena (2.36.a)
n x Y

@ = —-Q sena + 3 cosa (2.36.0)
[ X Yy

Analogamente a transformacao (2.33), pode-se obter as

tensoes normais e tangenciais no sistema (n,s) a partir das

~ - .
tensoes conhecidas no sistema (xX,y):

] =TI [o 1 LT3 (2.37)

[a(n,S) (X,¥)

gque explicitamente fica:
2 2
o = o cos a + 20xysena cosoa+t oyysen o (2.38.a)

2
o =(o - o Jsena cosa + o (cosza - sen o) (2.38.0)
ns Yy b 34 Xy .

Para a resoluggolda equaggo diferencial de placas, sera
necessario impor as condicoes de contorno com relacac aos
esforcos Mn . Mns e Gn , ao deslocamento w e a sua
" derivada &w/én. Segundo KIRCHHOFF [63], as condicoes de
contorno relativas a cortante, Gn , 8 ao momento volvente,
Mnn , podem ser agrupadas em uma Gnica, dando origem a um
esforco denominado cortante equivalente, cuja intensidade

- . ”,
por unidade de comprimento e:

V = Q + —0= (2.39)
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Para o caso particular em que n coincide com x oOu Yy

/
obtem-se:

, aMxy
v, = Q, + oV (2.40.a)
M
v =@ + —X¥ (2.40.b)
y y % _

4 4 o~ . .
Isto e compativel com a ordem da equacao diferencial.
n /
Equacao de gquarta ordem so pode ter quatro valores

independentes no contorno.
2. 4. Equagges de placas em coordenadas polares

Neste trabalho sao empregadas equagSEs integrais
envolvendo solugSes fundamentais expressas em coordenadas
polares, portanto, é necessario escrever a equaggo
diferencial -de placas, referida a este sistema de

coordenadas.

YA

Y

0
Fig. 2.4 - Sistemas de coordenadas cartesianas e polares.
A partir da figura 2.4 pode-se detérminar as seguintes

relacoes, entre os sistemas de coordenadas cartesianas e

polares:



x = r cose (2.41.a)

y = r sen8 4 (2.41.b)
2 2 2

r?2 = %%+ y (2.42.a)

& = arctg % (2.42.b)

De (2.42) e (2.41) podem—se obter as relagges

derivadas:

or

=2 =
3% — 7 - cosf | (2.43.a)
or _ vy _
a3y = r = senf (2.43.b)
M _ _y _ _ senB
—6—;— —;— r (2.43.C)
r
9 _ _ % _ _ cose (2.43.d)
oy 2 r .
r
Sendo que v e e 530 fungEES de x e Y pode-se
escrever:
Ow _ 9w or | dw 96 (2.48)

Substituindo-se (2.43.a) e (2.43.cC) em (2.44),

4
obtem—-se:

- 8w _ senB ow
= coso —a-F r —a—é' (2.45)

22
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De (2.45) pode-se definir o operador diferencial g;,
escrito em funggo das coordenadas polares: -

e 8 seng @

..5; cose 5_"._. = 36 (Z2.46)

Aplicando-se (2.46) em (2.43), obtem-se:

aor r o6 ar r ae

, . ~ -
que, apos as derivacoes fica:

2 2
g w = cosze 2—2 - 2senf coso 2~ [ l éﬁ ] +
2 2 or r o
% aor
2 1w . 1 8w
+ sen 6 ( rart 2 2 ]
r- e
Analogamente a (2.495) e (2.48) podem-—se

relaggo a v, as seguintes expressoes:

éw cos8 8w

ow _
o -~ 0 Y —+ %
2 2 '
i : = senze : + 2 senB cose gF [ é g% ] +
ay or

'0 W id seneé & Bw sené ow
cos8 —=— - —l lcosB — — —mm— ——

(2.47)

(2.48)

obter, em

(2.49)

(2.50)
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Somando-se (2.48) e (2.50), obtém-se a expressgo do

operador diferencial de Laplace em coordenadas polares:

2 2 2 2
sz[a +0]w=[6 +._1_6+l
2 r or 2
or

@

|

2] W {2.51)
e

1
D

Portanto, a equaggo diferencial de placas (2.25), em

coordenadas polares, fica dada por:

2 2 2 2 (u}
Aw = [ Lo L 2 dw 1w, )
r 8r 2 r or D

@
3
-
@
D

Derivando-se (2.45) em relacao a Y obtem-se:

2 2 2
T~ wano cono [ L Lo L e,
or r- e
2 2 a 1 Ow
+ (CDS 6 - sen 8) 5; [ F —o—é‘ ] (2.53)

Substituindo-se (2.48), (2.50) e . (2.53) nas equacoes

(2.19) e (2.28), obtém-se os momentos fletores e forgas

cortantes em coordenadas polares:

2
w

2

@

2
M = -D [2—2 (cosze + v senze) + (—
ar

](senze +

“iN|I-~
@
@

+ cosze) -2 senf cosB (l—v)gF [L Qﬂ]] (2.954.3)
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do contorno da placa,

cartesianas e polares.

com

as coordenadas

M= -D [a ? (senze + cosze) + [é 5 + 1.9 w](cosze +
y ar r° o8
2 03] 1 8w
+ + 8 2] “V)o— = . .
v sen @) 2 senf® cosf (1 v)ar [r 69]] (Z2.54.b)
2 2
M = -D (1—»)[Sen6 cos8 [a : - é g; - i; 4 :] +
xy Ll ae
2 ~ 2 el 1 8w
+{cos" 86 - sen &) 5;—[; 55]] (2.54.c)
_ _.n @ - - 2_ _ seng Q_
Gx = -D £ Aw D [cose o Aw 35 Aw] (2.59.a)
_ _n @ _ a cos@ @
Gy = -D 5; Aw = =D [sene Fr Aw + - 36 Aw] (2.55.b)
n
YA S e
R
) a:=6+f
P r= 0P
4 CONTORNO
/R DA PLACA
///
//
e /
o x
Fig. 2.5 = Relaggo das coordenadas (n,s) de um ponto P
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Conforme a figura 2.5, @& e o gngulo formado entre os
. - > -~

versores r e n, que somado a 6, formam o angulo a.
Substituindo-se o valor de a = 8 + B e (2.54) em

(2.35) obtem-se Mn s M8 e Mn3 em coordenadas polares:

2
M = -D [(CDSZB + vsenzﬁ)é—ﬁ + (senzﬁ + pcoszg)[l Qﬁ +
n 2 r or
ér
1 ow? & (1 ow
+ —~ 2] + 2(l—v)senBc0585F[F 55)] (2.56.a)
r- ée
2
M = -D [(SEHZB + vcoszﬁ)a W 4+ (cos’pg + psenzs)(£ o
) 2 r 8r
or
1 8w’ d (1 Ow
+ e 2] —2(1—v)sen6c0535F[F 55]} (Z2.56.b)
r- a6
2 2
M = —D(l—v)[senBcosﬁ[é g; + i; awz -2 :] +
ne r? o8 ar
2 2.8 (1 ow
+(cos B - sen B)-é?[;_— %)] (2.57)

Para obter Gn em coordenadas polares, substitui-se

(2.55) @& a em (2.346), chegando—-se a:

_ . (2 18
Gh = D[‘EF Aw CDSB -+ F ?a—e" Aw Senﬁ] (2-58)

Derivando-se (2.57), que e func3o de r, 6 e 8, em

relaggo a coordenada s, do contorno, obtem-se:
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(2.59)

(2.60.a)

(2.60.b)

(2.60.c)

(2.61)

o lo 0 oM
Mns _ Mns or + Mns o6 ns 88
os or ds eo as op as
As derivadas em relaggo a s, podem ser escritas como:
or _ or ox  or 9y
fs ax ds ay d8s
96 _ 90 9x , 90 9y
s ox 9s 8y Os
o8 _ o _ _ fa _ 88
s - 35”8 T 3% T B
oo _ da 0x 9 Oy
s 8x ds 8y s

A partir de (2.31.a) e (2.43), as expressSES de (2.60),

sao dadas por:

ar

3s - Cosf6 sena + sené cosa

o6 send
-_— = senoa +
és ro -

cosa =

cose
r

é8 _
és

_ cosé

| =
-

aa
as

D+

4 .
onde, R e o raio de curvatura

mostrado na figura 2.5 [63].

do

- senp

cosg

contorno

no

(2.62.3)

(2.62.b)

(2.62.c)

(2.63)

ponto P,
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Substituindo-se em (2.59) os valores de (2.62),

obtem—-se:

oM oM oM
ne _ ns eng + 1 hsCDSB + 1 _ cosg ns
os or r 06 R r }jog

(2.64)

Uma vez conhecidas as expressSes de Gh e 8 /ds, dadas
. ns
em (2.58) e (2.64) respectivamente, obtem-se a cortante

equivalente V em coordenadas polares:
N

M oM

- _ a 1 ns - 1 2 : ns
Vn—- [D -a-'?_— Aw + F FY:) ]CDSB [D ;_- -a—e Aw + o ]SEnB +

ng

[1 _ cosf (2.65)

R r]as

2. 5. Solugges Fundamentais de Placas

0 estudo das solugges fundamentais, e necessario em
trabalhos que tem como base o uso de equagaes integrais.
Entende—-se como 501u930 fundamental, a resposta em um ponto
genérico "p" de um dominio (em geral infinito), denominado
dominio fundamental, devido a aplicagSD de uma carga
unitaria em outro ponto "q" deste dominio. Para o caso
particular de placas, a solugSD‘fundamental e o deslocamento
transversal, wf em um ponto "p" de coordenadas [x(p),y(p)];
denominado ponto de deslocamento, devido a acdo de uma forca
unitaria aplicada em um ponto "q", de coordenadas
[(x{g),y(q)], denominado ponto de carregamento. A soluggo
fundamental w*, @ obtida a partir da sequinte equaggo, onde

o termo independente foi modificado:
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Aw® = S5(q,p)/D (2.66)

sendo &(g,p) a distribuiggo delta de Dirac, que tem as

sequintes propriedades:

&(g,p) = O se p #q (2.67.a)
&6(q,p) = © se p = q (2.67.b)
J ¢(p) &(q,p) dO = ¢(q) (2.68)
Q

onde, ¢(p) e uma func§o qualguer definida no dominio Q.

A partir de (2.68) pode-se escrever:

I &(q,p) dQ2 = 1 (2.69)
Q

ou seja, a integral da distribuigso delta de Dirac no
£ . - . / . .

dominio, e uma forca unitaria aplicada no ponto "g", e

corresponde a totalidade do carregamento transversal

aplicado a placa.

DOMINIO INFINITO

Fig. 2.6 - Pontos de carregamento "q" e de

deslocamento "p".
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A soluggo fundamental w*, & obtida a partir da equaggo
diferencial (2.66) aplicada a todos os pontos do dominio,

exceto ao ponto de carregamento "q". Assim, (2.66) fica:

AAw™ = O : (2.70)

Considerando-se um sistema de coordenadas polares com
origem no ponto "q", (Fig. 2.6), e a simetria existente em
relacao ao mesmo (dominio infinito), a equacao (2.70) a

partir de (2.52) pode ser reescrita como:

' X
d id d w 1 dw _ » ' _
L2+Fdr] [ﬂz +Fdr]_0' (2.71)

0O diferencial agora é total, pois w* e apenas funggo de

r. Aplicando-se o operador indicado em (2.71) obtém-se:

4 X a X 2 X X

w1 dw o (2.72)
2 3
r r- dr

o

-
2

3
3
o
N
3
a

- ~ s . .
cuja solucao e conhecida e tem a seguinte forma:

X

w = A tnr(+ B r 2

2 tr +C 2+ E (2.73)

Considerando-se a simetria em relaggo ao ponto "q" e a
. ~ . Z . - -
condicao de equilibrio das forgas verticais atuante em um
< . . ’ : . ~
circulo de raio r, cujo centro e o ponto de aplicacao da

carga unitaria [601, obtém—se:

A=o0 (2.74.a)

L
- . 2.74.b
B = 575 ( )
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As constantes C e E, no caso da placa fundamental,
podem assumir gquaisquer valores. STERN [43] e BEZINE [41]

adotam valores nulos. DANSON [66], adota as siguintes:

1
C= - m (2-75.a)
E=0 ‘ (2.75.b)

Substituindo-se (2.74) e 2.75) em (2.73), a solugao

fundamental, w*, fica:

x _ 1 2 21
onde:
2 2 172
r = {[x(p) - %x(qQ)]” + Ly(p) - v(q)] } (2.77)

) ’ ’ . ¢ ’ ’ .
Conforme se vera no proximoc capltulo, e necessario
determinar a soluggo fundamental da derivada do deslocamento-
e dos esforcos definidos no ponto "p”, (Fig. 2.6) em relacao

ao sistema (n,s). -Assim:

X X
Bw w  Or
n " ar o (2.78)
Como a derivada esta sendo calculada no ponto "p"
temfse:
or _ or > P r n (2.79)
an 6xi(p) an si i :

ou explicitamente:



onde,
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o _ or  ox(p) , O 3y (p)
o~ ax(p) on * &H(p) o (2.80)
A partir de (2.77) obtem-se:
x (p) — x_(q)
or - _ i i
% _(p) "4 - (2.81.a)
%r 6ij -r.,r ;
ax (p) 0% (p) Foi - (2.81.b)

6U e o delta de Kronecker.

Apés derivar x e Yy dados em (2.31.a) em relaggo a

/
n obtem-se:

an = nx = Ccosoa (2.82.a)

Ay (p)

3 = = 2.82.b
ny sena { )

Pode-se escrever explicitamente (2.81.a) como:

-ax—(—p—')—'-: I"’x = coso (2.83-3)
ar .

= = 2] ) .83.b
aypy - T,y T =" (2.83.b)

Substituindo-se (2.82) e (2.83) em (2.80) obtém-se:

3%

= cos® cosa + senf sena = cosg (2.84)



Portanto (2.78) fica:

.
= z;ﬁ-inr cosg (2.85)

%l%

. > > o~ . ~
Considerando-se que r e N sao versores nas direcoes r e

n respectivamente, (2.895) pode ser escrita também como:

dn _r 3> >

—6——6—-— mw (r.n) (2.86)
ou indicialmente:

aw* r

an - Gap rir,ny) (2.87)

Impondo-se as condigSes da placa fundamental a (2.36),
(2.57) e (2.65), e apés derivagaes necessérias, obtém-se os

esforcos fundamentais:

M¥ = - L [(1+p)2ar + (1-v)cos®g + v] (2.88)
n 47 . »
X _ 1-»

Mna = 8n senZpg (2.89)

v¥ = €958 [o(1-v)sen®s - 3 + »| + = cos2B (2.90)
n 4nr 4nR ,

onde:
cosg = r’_t n,
senfB = - r s
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’ ’ . z 4 /
Conforme se vera NO proximo capitulo e tambem
necessario determinar a solucao fundamental da derivada do
" deslocamento fundamental e dos esforcos definidos no ponto

"q", (Fig.2.7) em relaggo ao sistema (m,u).

y
a=6+f
=06+
X
Fig. 2.7 - Sistemas de coordenadas (n,s) e (m,u).

Analogamente a (2.78), (2.79), (2.80) e (2.81)

obtem-se:

on'_ Ow' or - (2.91)

or _ __or o (s (2.92)
om axi(q) © am . )

or or am(q) or ay(q)
an = x(g) om T &(q) om ~ (2.93)

ar X (p) = x;(a)

_ _ 2.94,
ox.(q) r E ( »
o2 &5 . -r . r |
r - _ ) s b 3 J = - r . (2.94-b)

6xt(q) axj(q) - » r st
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Com a ajuda da transfbrmaggo dada em (2.31.a), para O
sistema de coordenadas (m,u) mostrado na figura 2.7,
‘obtéem-se as derivadas de x{(q) e y(q) em relaggo a m, dadas

por:

ax(q) _ _

m = mx = cosy (2.95.a)
ey(a) _ . -

ps my seny (2.95.b)

Escrevendo-se explicitamente (2.94.a) fica:

or - -
() = r"x _ cose (2.96.a)
ar

- — = - ) 2.96.b
By () r’y sen | ( )

Substituindo-se (2.95) e (2.96) em (2.93) obtém-se:

g% = - cosf CDSy - sen® seny = - cosg (2.97)

Portanto (2.85) fica:

X
M . r _
F ~ulie 7D inr cosg | A (2.98)
Em fungso dos versores r e m (2.97) pode ser

escrita como:

M~ T e (R (2.99)
om



ou indicialmente:
dnr (r | m. ) : (2.100)

Para as demais solucoes fundamentais, derivadas em

~ 4
relacao a m, obtem-se:

 (ow Yy _ _ &

55[5;—] = ZEB[(r,tmt)(r,jmj) + (njmj)énr] (Z2.101)

aMn* 1

p = EEF{(1+V)(r, mj) + 2(1~v)(r’ n )[(n m +

- (r n_ )(r .m.)]} (2.102)
st L s ) ]

om X -

=2 = "[(r n)(sm) - 2(r m)(r s )(r n) +

om 4nir st 1 i sd st st 1

+ (r .5.)(n.m.)] (2.103)
st L J :

av* .

S = 2(1-v)(r .s.)[4(r n)(r s )(r m.) +

m 4nr2l i1 st i i P I

- 2(r n )(s.m ) — (r s )(n.m_ ) + (S—v)[(n.m.) +
95 S 8 33 P } 2 I |

- 2(r’tni)(r’jmj)]} + EﬁF(F,tSL)[(Sjmj) +

- (r .s ){(r .m.)] (2.104)
_ it sd



CAPITULO III

EQUACE)ES INTEGRAIS PARA FLEXAO DE PLACAS

3.1. Introduggo

As equagSES integrais sao necessarias na formulacao do
método dos elementos de contorno. Elas envolvem solucoes
fundamentais e sua obtencdo pode ser feita wutilizando-se O
método dos residuos ponderados, ou, a partir do teorema da
reciprocidade de Betti.

Aplicando-se os teoremas de Betti e de Green, a uma
placa submetida a dois carregamentos nSD simultaneos g e
g*, gue dao origem a dois estados de tensao e deslocamento
distintos, obtem-se equagSes integrais relacionando o
deslocamento w(q) de um ponto do dominio a esforcos e
deslocamentos do contorno.

Pode-se determinar também, a derivada direcional do
deslocamento, dw(g)/ém, que e importante em formulagges

alternativas.
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3. 2. Equaggo integral para‘um ponto do dominio
Seja uma placa isétropa de dominio ©Q e contorno I,

contida em outra de dominio Qw e contorno Fw {Fig. 3.1), e

. . . 4 ’
submetida a um carregamento g distribuido em uma area Q .
. g

Fig. 3.1 — Placa finita contida em uma placa infinita.

Considerando-se a placa de dominio finito submetida a
X

dois carregamentos nao simultaneos g e g , ctom as
‘. ’ . X . .
superficies elasticas w e w a eles associados, oOs dois
estados de tensao o e o . correspondentes e seus
3 SR
. ~ X
respectivos estados de deformacao £ . e s,j ’ pode—-se
. 1} L

escrever o teorema da reciprocidade de BETTI [8] da seguinte

forma:
& e av=1|o 5 av i,i= 1,2,3 (3.1)
g Tigo iy i R R R .
Vv v
onde:
o . E., =0 s* + o s* + o s* + 2(o s* + o a* +
ij ot X X Y Y z z XYy XY RZ XZ
X .
+ o £ ) ‘ (3.2)
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Denominando-se de U o termo da direita de

~ . N N ~
desprezando-se as tensoes relativas a direcao

plano da placa, obtém-se:

U=J [o a* + ¢ s* + Zo s* ]dv
X % Yy VY Xy Xy
v

Substituindo-se em (3.3) as expressaes dadas em

e (2.16), e desprezando-se O0S infinitésimos de

. - 4
superior relacionados com u e V, obtem—-se:

r z 2 z
U = J [ E [6 W o :] a : ,2 4 E2 [6 2 .
v 1-»2 Lox? ay ax 1-» oy
2 z X 2 2 X
o 2] O r e ae 0 S 7w
o ay 14 4

Integrando-se (3.4) ao longo da espessura da

fica:
2 2 2 X 2 2 2 X
U=_[[D[aw+ a]6w+D[6w+ aw]6w+
o ax> ay?J ox? ay > ax2lay?
2 2 X
dw I w
Observando-se (2.19), a expressgo {(3.5) pode

escrita como:

(3.1) e

normal ao

(3-3)

(2.14)

ordem

(3.4)

placa,

(3.5)

ser



U=J[~qu—m-a——vi—2h1 ‘a”}do , (3.6)

A integral sobre o dominio Q, pode ser transformada em
integral sobre o contorno I'. Denominando-se de U u, & Uy
as tres parcelas de (3.6) respectivamente e integrando-se

. - - ~ 4
por partes a primeira, na direcao x, obtem—se:

4 -
onde, n e o cosseno diretor do versor normal ao contorno na
x

direcdo x. Conforme a figura 3.2 0s COSSenos diretores de

(3.7) sao:

nx = cosa (3.8.a)
n = senad (3.8.b)
b4
Ayﬁ
Fig. 3.2 - Sistema de coordenadas {n,s), normal

e tangente aoc contorno.
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Integrando-se novamente por partes a segunda parcela de

(3.7), a expressgo de u fica:

2

X oM oM
u = -M ol coso + —— w*cosa ar - X w*dQ (3.9)
1 x O ax 8x2

I 0

y ay
r Q%

2
X oM oM
u = I [—M g; seno + __X-w*sena]dr —J zy w*dQ (3.10)

A terceira parcela pode ser escrita da seguinte forma:

o%w* o%w*
US = "J Mxy axay aqQ "I Mxy —a—-)-(—é-y-' a2 (3.11)

Integrando-se por partes a primeira parcela de (3.11)
em relaggo a X e a segunda em relaggo a Yy, e
procedendo—-se da mesma forma obtida para u s chega-se a

seguinte exXpressao:

X X
u_= J [—Mxy Qﬂ_ cosa - M Ow sena + Xy w*cosa +

] ay xy Ox ay
r
xy X azmxy X
+ I v sena]dr - I 2 %oy w dQ (3.12)
0
Substituindo-se os valores de usu, ® U, em (3.6),

obtém-se o valor de U:



r X ’ X ﬁw*
u = —J Eﬂx 3y €osa + My -— sena + Mxy Fo cosa +
r
X aMx M y oM.
= il Y
xy B sena]dr + J [[ax + Ey ]cosa + [ay +
r
M . %M a*m M .
+ xy]sena]w ar - J [ X402 XY & y}w a2
ax 2 ax 8y 2
a 3% 8y

(3.13)

Observando-se as expressSes de (2.21), (2.22), (2.23) e

(2.36), pode—-se escrever (3.13) como:

X X X
U = —f Eﬂx gg cosa + My gg senoa + Mxy gg— cosa +
r
8w* % LS
+ M —-— senojdl” + G w difr + g w dQ (3.14)
xy X ] J n I
r Q2

.aﬁ*= ?&*COSQ - gﬂ.*sena (3.15.a)
% an as ) )
X X X
3w _ 8w Bw
-57 = .a—n- sena + -‘E cosa (3.15.b)

Substituindo-se (3.15) em (3.14) obtéem-se:
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X

U = —J {gﬁ Eﬁ cosza + 2M senoa cosa + M senza] +

an x Xy y -

r
éw*
+ Yy [(M - M JYsena coso + M (Cosza - senza)]}dr +
S Y x Xy

X X ‘

+ Qn wdl + | g wdQ (3.16)

r 0
Observando-se (2.35), a expressgo (3.16) fica:
aw* 6w* X X
U=-—j(M — + M —Gw)dl“+f‘gwdﬂ (3.17)
n on n
r (9]

Integrando-se por partes o segundo termo da integral de

contorno de (3.17), obtém-se:

rz aMQ X
- J S“ w dI’ (3.18)

onde, F1 e Fz sa0 as coordenadas dos limites do contorno . no
qual se realiza a integraggo. _

A primeira parcela de (3.18) e nula para o caso de um
contorno fechado, cuja representaggo paramétrica e a
respectiva derivada sejam continuas, caso contrério, ela
dara origem a reagges nas angulosidades (cantos) da placa.

Neste caso (3.18) fica:

3 Nc oM
ow — x ns X
.[ (Mns -55— )dr = —z R w I w dIr (3-19)
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onde, Nc é o numero total de cantos do contorno da placa e,

. N :
. (3.20)

+ - ,
O termo (M . - M ) pode ser considerado como a
nsy nsu

reaggo de canto i da placa [65] mostrada na figura 3.3.

______ /— s

" / ABsi

Fig. 3.3.- Canto "i" da placa.

Portanto (3.17) pode ser reescrita utilizando-se
(3.19): '
. oM X Nc
_ X ns X _ ow X X
U—I(an * 35 w Mn n ydr +.E Rciwci+Jéw dqn (3.21)
r vee 0

Utilizando-se a equacado (2.39) em (3.21) 'e levando-se

em conta que g esta distribuido em Qg, obtém-se:

X Nc¢

_ X_ ow X X

U-J(Vnw Mn on yar +i§1Rciw L+ Iéw day (3.22)
r - 2
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0 termo da esquerda de (3.1), pode ser desenvolvido de

modo analogo, chegando-se a:

N¢

LS _ X X Ow ¥ X
Ja.”. 8i.j—J(vn w = M Eydr +'? R, "‘n*J g wd (3.23)
Vv r L=t Q |

Finalmente, de (3.22) e (3.23), o teorema de Betti

aplicado as placas fica:

Ne
X X Bw X L3 _
J(Vnw Mn Ba)dr +.§1 Rciwct + J g wdl? =
r ve 0
X Nc
X Ow X X
J(Vnw - Mh 3 ydr +.?1 Rctwct +I gw ng (3.24)
r L= 0

g

X } Lt .

Supondo-se que g seja uma carga unitaria aplicada em
um ponto "g" do dominio da placa e sua representaggo
matematica a distribuigso delta de Dirac, ©&(qg,p}, 0s
deslocamentos e esforcos a ela associados sao funcoes que
dependem das posigaes do ponto de carregamento "qQ" , e do
ponto de deslocamento "p" no dominio ou "P" se estiver no
contorno.

Os deslocémentos e esforcos corfespondentes a carga
distribuida "g'", sao fungSes apenas do ponto onde os efeitos
de "g" sao medidos, ou seja, do ponto de deslocamento “p" ou
"P", uma vez que a posiggo desta cargsa esta previamente
fixada.

Escrevendo-se cada variavel em funggo de dois pontos
quando se tratar de soluggo fundamental e de um ponto em
€caso contrério, e ainda, substituindo-se g* por &(q,p) em

(3.24), obtem-se:
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¢
n

Jé(q,P)w(p)dQ(p)+J[vn(q,P)w(P) - Mh(q,P)gw-—(q,P)]dr(P) +

Q r

%

Nc B

i=1

(=4

+
nMZ

X X
Rci(P)wct(q’P) + J g(p)w (q,p)dQ(p)

9]
g

=14

Aplicando-se a propriedade da funggo delta

(2.68) ao primeiro termo de (3.23), obtém-se:

J &(q,p)w(p)d(p) = wi(q)
0

Portanto, substituindo-se (3.26) em (3.25),
escrita a expressgo do teorema de Betti para

seguinte forma:

n

wig) + J{y*(q,P)w(P) - M:(q,P)gg(P)]dr(P) +

Nc
+ ERX (a,Prw_ (P) = J

[un(P)w*(q,P) +
i=1

Ow* Ne X
- Mn(P)ER(q,P)]dF(P) +i§1Rct(P) wci(q’P) +

X X
+ X Rci(q,P)wci(P) = f[vn(P)w (q,P)~Mn(P)5ﬁ(q,P)]dF(P)+

(3.23)

de Dirac

(3.26)

pode ser

placas, da.
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+ J g(p)w*(q,p)dﬂ(p) ' . (3.27)

Q
g

A expressgo (3.27) e a equaggo integral do deslocamento
w, de um ponto "g" do dominio da placa. Defivando—se (3.27)
em relaggo a direggo m, obtém-se a equaggo integral da
derivada direcional do deslocamento, 8w/dm, para um ponto

"qQ" da placa.

X aM*
w(q) n _ n v
3m + J'j—:—(q,P)w(P) E‘F(Q,P)—a—ﬁ-(P)]dr(P) +
r
Ne¢ aR*_ X
rr —g,Piw (P = |{v P Pq,p) +
) am ’ ct n am 9
L=1 r

X Nc X
8 ow ow
.— Mn(F')b—a[gr—\(q,P)]}dr(P) + ERci(P)%—CL(q,P) +

1=

* .
+ Ig(p)%tmp)dﬂ(m (3.28)

0
g

3. 3. Equaggo integral para um ponto do contorno

As equagSes (3.27) e (3.28) s3o validas para pontos "q"
do dominio; entretanto, & necessaria a obtencdo de equacoes
integrais para pontos "G" do contorno, para a formulaggo do
problema de flexao de placas pelo metodo dos elementos de

contorno.
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Seja uma placa da Figura 3.4, ‘onde o ponto "Q"
inicialmente do contorno, agora pertence ao dominio devido
ao acrescimo de um contorno circular FE, de centro em "Q" e

raio ¥, conforme indicado.

Fig.3.4 - Contorno circular acrescido a um canto

"Q" da placa.

i « - ~ 4 . ~
Apos a modificacao do dominio da placa, a equacao

integral (3.27) para o ponto "Q" ficaﬁ

wi@) + I[V*(G,P)w(P) - M*(G,P)-@(P)]dr(m +
n n on

r-r

X X W '
+ I[vn(a,P)w(P) - Mn(G,P)—a—n—(P)]dT‘E(P) +
r
4

Nc—1

% X
+i§‘ Bci(G’P)wci(P) + Rc _(G,P)wc _(P) +

X A
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X - X
+ R, (B,P)w , (P) = an(P)w (Q,P) +
r-r

X

- M (p)?-“-(a,P)]dr(P) . ﬂv Piwk(a,p) +
n én n
r
4
- M (P)éﬂfﬂ P)|ldIr.(F) +N§—1R (F’)w)k {(Q,P) +
n' ‘én g ) (o1 ci ci ’
+ R (P)w* (Q,P) + R (P)w* (q,P) +
eh— ch—" " eh+ ch+ ’
X
+ j gip)w (Q,p)d(p) (3.29)
Q
g
A medida que o raio ¥ se aproxima de zero, o ponto "@"

se aproxima do contorno e, na condicao limite tem-se que:

w(@) + lim j[V*(G,P)w(P) - M*(G,P)———a”(P)]dF(P) +
= n n on
©'»0 -
r-F

+ 1im j [v*(a,P)w(P) - M*(G,P)?E(P)]dl"f(i’) +
£-+0 "o "
Te

+ ¢ rR¥ (@,P)w_(P) + lim [R* —(Q,P)w . (P) +
ci ci cA ch—
=1 E-»O
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L -
+ Rck+(G’P)ch+(P) = lim J V (P)w (Q,P) +_
0
: r-

X
- M (P)éﬁ(G,P)]dr(P) + lim JTP (P)w*(G,P)+
n on n
¥30 I
4

X Nc-1

: o LS
_Mn(P)EF(G,P)de(P) +i?1 Rci(P)wci(G’P) +

. X X
+ é:g [ﬁcx_(P)wcl_(G,P)+Rck+(P)wCK+(G,P)] +

X
+ Jg(p)w (Q,P)dQ(p) (3.30)
O
g
Os limites das integrais sobre r-r indicadas em

(3.30), por definiggo, representam o valor principal das

mesmas [65]. Assim:

1im Hv*(u,P)w(P) - M*(G,P)@-(P)]dr(m =
= N n an :
I'»0
r-r
= I[V*(G,P)N(P) - M*(G,P)»@(P)]dF(P) (3.31)
n n on
r
aw*
Lim J V (P)w(@,P) - M (P)——(G,P)]dF(P) =
= n n an
I'»0

r-r
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= [{v*erw¥a,py - M (P aw*o P) far(p

n W , n( )5;( yP) (P) (3.32)
Para o limite FZ+O nas integrais de w(P) e EE(P)

obtém—se: .
limA[bﬁ @,Pyn(P) - m¥a,py28 (P)]dF (P) =
n n an b4
£-0 r
4

2n—8c

= = e wi(Q) ; (3.33)

onde, BC e o angulo do canto "Q" da placa.

Os demais limites para £-+0 conduzem a valores nulos.

Portanto, a equacao para um ponto do contorno fica:

K(Q)w(@) + J[u* (Q,P)w(P) - m*(a,P)Qﬂ(P)]dr(P) +
. n n an

I
Nc¢ X X
+ ERY (@,P)w_ (P) = J[v (Pyw*(Q,P) +
i,:j. 1N (o3 % n
r
- M P)ath p) lar(P) + R (Prwk (@,p) +
n( 5; ’ 1?1 ct wci ’
+I 9(p) wh(a,pldaip) (3.34)

Q
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onde:

(3.39)

MIID
Ao

K(Q)

Quando o pontoc "G" do contorno nac pertence a um canto

da placa, (3.359) fica:

(3.36)

NI

K(Q) =

Analogamente pode-se calcular a derivada w(Q)/8m a

partir de (3.29), obtendo-se:

aw(Q)
am * j[:
r‘_

r

V: ' ami oW
o (G,PIw(P) - ———(G,P)gg(P)]dF(P) +

am

X BM*

n n w
+ I[Z: (Q,P)w(P) - 55—(0,P)55(P)]drf(P) +

e

Nc—iaRﬁi : aﬂtx_
*E g (ORI (P oo (G, P, _(P)

i=1

X
X
cAh+ _ Bw v
tam o (@) = J{Vn‘P>55‘G'P’ ¥

r-r

X X
& 6w oW
- Mn(P)%[ﬁ(G’P)]} dr(pP) + J‘{Vn(P)‘g‘,‘r“‘(G,P) “+

e
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X
8 law* Ne-1 ow_.
- Mn(P)EH[’“(G’P)]} drf(P) + L R_ (P)g=—(U,P) +

on .
izg

awix_ aw:x+
om (Q,P) + Rcl+(P)6m

(Q,P) +

* Rck—(P)

aw*
-+ j g(p)ga(ﬂ,p)dﬁ(p) (3.37)

Q
g

Calculando-se os limites indicados a seguir, o ponto

L. s [ / ’
inicialmente do dominio, sera ponto do contorno:

X X
ow . n aMn ow
55(0) + l;m J 55—(G,P)W(P) - 55—(G,P)5;(P)]dF(P)+
"'»0
r-r

X

X
. n aMn ow
+ 1lim I 55—(G,P)W(P) - 55—(G,P)5H(P)]dFE(P) +
£20 r :

4
Nc—iaRci ZX—
+‘z Bm (Q,P)wci(P) + lim 3m (G,P)wck_(P) +
i=1 £»0
X
R X
ch+ _ . ow
+ 3 (G’P)wck+(P) = llm I{yn(P)EE(G,P) +
'»0 -
r-r

X X
8 10w . Bw
- Mn(P)Ea[gg(Q,P)]}dr(P) + 1lim J{Yn(P)EF(G,P) +
£-»0 P
4
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3 0w* Nc-1 awci
- MH(P)%[E_‘“(G,P)]}GF&(P) + ¥ Rci(P)am {QeP)+

i=4

BW* aw*
f 1im [R . (P)1=27(a,P) + R, (P)==2"(a,P) |+
eh— am ’ eh+ am ’
E-0
an
+ IQ(P)EE(Q’P)dQ(P) (3.38)
Q
g
Segundo PAIVA [63], @ conveniente dar a placa um
deslocamento vertical de corpo rigido igual a -w(Q), para

remover a singularidade envolvida nsa equaggo (3.38) gquando
¥50. Neste caso todas as derivadas permanecem inalteradas.
Lembrando—-se que os limites das integrais sobre r-r, sao os
respectivos valores principais das integrais sobre I, a

equaggo (3.38) fica:

X X
w n amn w
55(0) + J 55—(D,P)[w(P) - w(G)] - 55—(0,P)55(P)}dF(P)+
r , .
: "”: O
+ 1lim J{g;—(G,P)[~(P) - w(G)] T (G,P)gﬁ(P) F(p)+
F+0 r
4
Nc—u‘?R:.t
+i§1 om (G,P)[wci(P) - w(G)] +

. cA—
+ lim {Z: (G,P)[wck__(F’) - W(G)] +
£-»0
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aRc)x*'

am

+

(G’P’[‘NCM(P) ~ w(m] =

X
X oM X
3w n 8 low
_[{Vn(P)EE(G’P) - W(G,P)E[E—(Q,P)]}GF(P) +

X X
+ 1lim J{QH(P)gg(G,P) - Mn(P)ga[gg—(G,P)]}dr(P) +
. E»0

r
4
Nc-1 X ow
+ L R, (P)@—(G P) + lim [R N m°"
i=1 ¥-0
ch+ 6w*
+ ch+(P)a (Q,P) + g(p) —(Q,p)dQ(p) (3.39)

0
g

Os limites quando £+0 de (3.39), sao:

av* am* 6w
lim J{——n(G,P)[w(P) - w'(G)] Sm(P) 1l (P)=
om E
¥->0 r
Z
- - %ﬁ {[(4n—2sc)+sen2(y+3c)—senZy]gg(o) +
+ [ccsZ(y+3c)—c052y]——(G)} {(3.40)

1im {Z:Ck+(a’p’[”cx—(P) - w(G)] +
E+0
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oR
ch+
+ 3m (G’P)[Qck+(P) - W(G)]} =

[

5

= 7= { [senZy sen2(r+8c)]55(0)} +

+[—c0527 + c052(y+ﬁc)]gg(0)} (3.41)

I ~ .
onde, » e um angulo entre os sistemas de coordenadas (ni,si)

e (m,u), mostradas na figura 3.5.

Fig. 3.5 - Sistemas de coordenadas associadas aos
pontos anterior e posterior aos cantos
A+ e A- .

Os demais limites quando £+0 de (3.39) conduzem &

valores nulos.
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Substituindo-se  (3.40) e (3.41) em (3.39) e
considerando-se que w(Q) & um deslocamento de corpo rigido,

) Vi
obtem-se:

X

aVv .
w ow n
Ki b—{;(@) + Kz EU(G) + J{W(G’P)W(P) +
r
31‘1* Ne BR*_

n ow ct
- 5h——(G,P)-éH(P)]dF(P) +i§1 pm (G’P)wci(P) =

X X -
- A _ 8 [ow
= j{vn(P>55—(o,P) Mh(P)ga[gﬁ—(Q,P)]}dF(P) +
Nc¢ ow | X
+ TR (PI=22(a,P)+| g(p Z—(a,prda(p) (3.42)
. ci om ’ om ’ "
=4
Q
g
onde:
K = Fe + 2 lsen2y - sen2(p+8 ) (3.43)
. T 5w togm|seneY n2(r+h, .
— v —
Kz— E;[cosZy c052(7+Bc)] (3.44)
_ dw Bw
K (B) = K Zo(@) + K, 50(8) (3.45)

A partir da figura 3.5, observa—-se que a coordenada m,

pode assumir direcoes normais ao contorno da placa em ambos



os lados do canto "G". Paré mo=n e escrevendo-se (3.43) em

funcao das normais aos lados, n, e n, [65], obtem-se:

Bcaw

. _ v 8w ;

KV(G) = 5a aﬂ1(G) + 5 SEF\BC W(G) (3.46)

Analogamente para m = N s obtém-se:

K (@) = 2= seng a) + ff— o ) (3.47)
v 2n s c 551 2n 5!‘1_4 )

Portanto, conclui-se que para céda canto "Q" da pléca,
pode-se escrever duas equagSes integrais para as derivadas
do deslocamento em reiaggo as duas normais aos lados que
concorrem no canto. Substituindo-se (3.46) ou (3.47) em
(3.42), serao obtidas as equagSes para os pontos anterior ou
posterior ao canto respectivamente.

Para o caso em que o ponto "G" do contorno nao
pertencer a um canto da placa, ou seja, Bc = n, as
expressaes (3.46) e (3.47) sao identicas. Considerando-se
que m coincida com a direcao normal ao contorno no ponto

"g", (3.42) fica:

' X o
1 Ow n n 8w
5 55(0) + I[Z: (Q,PYw(P) - 55—(G,P)55(P)]dF(P) +
r
Ne aRZi aw*
+i§ m (G,P)wci(P) = J{?n(P)ga(G,P) +

1

P Ne ci
- Mn(f’)b—n-\-[g—n—(G,P)]}dF(P) +1?1 R_, (P) 3=2(Q,P) +



- 60 -

X
+ jg(p) g—x—(a,mdmp) (3.48)
Qg

3.4 . Integrais de dominio para o carregamento

As integrais de dominio que aparecem nas equagSes
integrais do deslocamento e de sua derivada (3.27), (3.285,
(3.34) e (3.42), e que correspondem as influencias do
carregamento distribuido na area Qg, podem ser transformadas

em integrais sobre o contorno de Q .
g

Considere-se a placa da figura 3.6, submetida a um
carregamento "g" distribuido em uma regiao Qg de contorno Fg

e o ponto de carregamento "q".

22

Fig. 3.6 - Regido carregada Qg.
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. . 4 .
As integrais de dominio a serem transformadas 530%

f Q(D)W*(Q;P)dﬂg(b) (3.49)
Q
g
o' |
J Q(D)ga_(Qsp)dﬂg(D) (3.90)
Qg

Admitindo-se que o carregamento g varie linearmente na
regiao Qg, ele pode ser escrito em fungso das coordenadas

(x,y) da seguinte forma:
g{p) = A x(p) + B y(p) + C (3.51)

Em relacdo ao sistema (X,y), de origem em

(Fig. 3.6) obtem-se:

x(gq) + x(p) (3.52.a)

x(p)

y(Q) + y(p) (3.52.b)

y(p)

Substituindo-se (3.52) em (3.51) fica:

g(p)=Ax(q)+By<q)+C+A§(p)+s7(p)=g(q)+A7(p)+B7(p) (3.53)

onde, g(qg) é(o valor da intensidade da carga no ponto "g".

Escrevendo-se (3.53) em coordenadas polares - e

substituindo—se em (3.49), obtém-se:
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J g(p) w*(q,p) dﬁg(p) =j[g(q) + Arcosg +

Q
y A g

+ Brsen@]w*(q,p)dﬁg (3.54)

Com o valor de w*(q,p) dado em (2.76) e lembrando-se

que g(qg) e uma constante, obtém-se:

g{q)
X 1
IQ(P)W (g,p) ng(p) = éFD——J [ f l"a(lfu" - ~2—)dl"]d9 +

0 e "0
g
R
P (A cos® + B sen®) r(inr - Ligrlde (3.55)
8nD )
e "0

Integrando-se (3.33) em r, com O gngulo e constante,

rd
obtem—-se:

: 3
J g(p)w*(q,p)dﬂg(p) = %%%% R*(¢rR - E)de +

Q e
g :

1 s 7
+ 2-‘—0-’?6 J R (lnR - 1—6)(AC056 + Bsene)de (3.56)
e

A partir da figura 3.6 pode-se escrever:

dr_ cosg = R de : (3.57.a)
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dI" cos
g B8

de = —-—ﬁ—'— (3.57.b)

Substituindo-se (3.57.b) em (3.56) obtém-se a integral
de dominio (3.49), transformada numa 1integral sobre o

contorno Fg.

X gla) ¢ <

f g(p)w (q,p)dQ(p) = 57D J R™ ({nR - E)COSB drg +
Q r

g g
+ 1 R‘(tnR - Z—)(ACDSB + Bsen@)cosg dIr (3.58)

40nD 10 g )

r
g

A integral de dominio (3.50), transforma-se numa

integral sobre o contorno procedendo-se de forma analoga

a (3.49), isto e:

éw* 9(q) 2 1.
I g(p)ga(QsD)dQ(p) = - Tﬁﬁﬁf R (&R - g)cos¢c059 ng +
Q : r

g g

1 3 1
- Igﬁﬁj R™ (ZnR E)(Acose + Bsen®)cos8cosf drg (3.59)

r
g

As expressoes de (3.58) e (3.59) s3o também validas
para pontos "G" do contorno, portanto, as equagaes integrais
do deslocamento e de sua derivada direcional, ficam
representadas apenas por integrais sobre o contorno.

Para uma carga g(p) qualquer, as integrais (3.49) e
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(3.50) podem ser resolvidas [60), dividindo-se a regia0 Q
em subregiaes menores, ou células, e fazendo-se o somatorio

das integrais sobre todas as celulas internas.



CAPITULO 1V

MéTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

4.1. Introducao

As equégSES integrais do deslocamento e de sua derivada
direcional, obtidas no capitulo anterior, sao praticamente
impossiveis de serem resolvidas analiticamente na maioria
dos casos de interesse estrutural préfico, tornando—-se uma
alternativa viavel a sua resoluggo numérica,
transformando-as em equagaes algébricas. Essa transformagso
e feita dividindo-se © contorno da placa em segmentos
chamados "elementos de contornoc”, onde os deslocamentos e
esforcos sao aproximados por fungSes previamente escolhidas.

Assim, cada-equaggo integral tera uma correspondente
equaggo algébrica, podendo-se definir um sistema de equagSes
lineares, onde as incognitas sao deslocamentos e esforcos em
pontos do contorno. Impondo-se as condigSes de contorno do
problema, o sistema e resolvido em termos de valores de
contorno. Posteriormente os deslocamentos e os esforcos do

Z - .
dominio podergo ser obtidos.
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No final deste capiltulo, serao apresentados alguns
exemplos praticos das formulacoes desenvolvidas e os
resul tados obtidos, comparados com 0s calculados

analiticamente pela equacao diferencial de placas, ou por

outras tecnicas numericas.
4.2. Discretizacao do contorno

O contorno da placa da figura 4.1, foi aproximado por
4
um numero finito de segmentos ou "elementos de contorno” T .
J
’ ~ .
O numero e a forma dos elementos sao escolhidos de modo que O

contorneo real fique representado adequadamente.

Fig.4.1 - Discretizaqgo do contorno da placa.

~N
Em cada elemento I', os deslocamentos e esforcos sao
j C

i ~ - - - - ~
aproximados por funcoes polinomiais, as quais estao
’ 7 .
associadas a um certo numero de "npos” ou "pontos nodais” do
./ . . s ~
elemento. Os valores das variaveis associados aos "nos'" sao

denominados "valores nodais”.

As funcoes polinomiais normalmente utilizadas s3o a
constante, a linear e a quadrética, o que implica em
elehentos com um, dois e tres pontos nodais.

Neste trabalho, serao utilizados apenas fungSes

lineares para aproximar a geometria e as variaveis do

problema.
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Com o propésito~ de facilitar, posteriormente, as
integragaes numéricas sobre os elementos, € conveniente
expressar as coordenadas de cada ponto "P" de um elemento
gualquer "j", em funggo de coordenadas locais homoggneas g

(Fig. 4.2), da seguinte forma:

x(P) =y ()7 x" (4.1)
onde:
xi(P)
x(P) = 3. (P) (4.2)
2
T fT(P’ 0
w(P) = . (4.3)
~ o g (P)
r 4
X
1
) _
xN= ] % (4.4)
~ 1
X
2
2
X
\. 2 P

¢ 3 . o 3 . . N
O indice N e utilizado para indicar valores nodals. Xi

» ) I . ~ -
@ coordenada nodal do no "N" na direcao "1
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Fig. 4.2 - Descriggo geométrica do elemento linear.

0 vetor das fungges aproximadoras ¢(P) é dado por:

pi(P)
g(P) = Pz(P) (4.9)
onde:
1
e, (P) = 5(1-7) | (4.6.3)
1 .
pz(P) = §(1+f) (4.¢.b)

A expressgo (4.1) escrita explicitamente fica:

h)

(23
J

x

X

1

x (P) e (P) e (P) 0 e} 2
4 =1 * 2 %t (4.7)

x (P) 1

2 o) 0 e, (P) e, (P)|Ix,

2

2

[ 4
“
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4.3. Aproximacao das variaveis

- / - -
De maneira analoga a geometria, pode-se Eexpressar as
- 4 -
variaveis u e p (deslocamentos e esforcos) sobre cada

’ ~ .
elemento, atraves de funcoes aproximadoras ¢ e valores

nodais UN e P .

~

u(P) = g (PIUY (4.8)

I
S
o
T

p(P) Tpyp™ (4.9)

ou escritas explicitamente:

-
s

Ut

1

Ui(P) ¢1(P) ¢2(P) 0 0 UZ
= {14 (4.10)

UZ(P) 0 0 ¢1(P) ¢2(P) U;

Y

. s

_ (1)

1

p1(P) ¢1(P) ¢2(P) O 0 2
= { 14 (4.11)

pz(P) ¢} 0 ¢1(P) ¢2(P) P:

P2

\ zJ

Assim para um elemento qualquer "j", Os deslocamentos e

esforcos nos pontos nodais serao:

ui(P)=w(P) U’ =w U =w (4.12.a)
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_ow 1 ow? 2_ow”
u,(Pr=gn P Ve YT (4-12.5)
p (P)=V (P) P1=§/1 F’2=V2 (4.13.a)
1 n 1 n 1 n
1 1 2 2 )
pz(P)—-Mn(P) Pz—Mn Pz— N (4.13.b)

4.3.1. Elemento linear continuo

. 4 (4 .2 -
Um elemento linear e continuo quando suas variavels
’ ’, . . - Ed
assumem em seus nos valores unicos, ou seja, naoc ha
angulosidades ou vinculagoes diferentes do contorno, entre

elementos vizinhos (Fig. 4.3)

Fig. 4.3 - Contorno de uma placa apoiada

e sem angulosidades.

. N N ~ . ”

Como os valores nodais U e P estao situados no nos

correspondentes a extremidade do elemento (Fig. 4.3), a
- .’ - . ~

aprox1mag§o das variaveis pode ser feita por funcoes

¢ idénticas a da geometria (Fig. 4.6), isto e:

¢1(P) = %(1—5) (4.14.a)



¢,(P) = %—(1+f) (4.14.b)

Fig. 4.4 - Elemento linear continuo.

A presenca de angulosidades e vinculagaes diferentes no
contorno de uma placa (Fig. 4.3), torna necessaria a
descontinuidade das variaveis nos casos préticos, podendo-se
assim, definir outros tipos de elementos gue permitam

expressar tal descontinuidade.

pontos com
descontinuidades

VAN

Fig. 4.5 - Descontinuidades do contorno de uma placa.
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Fig. 4.6 - Elemento linear descontinuo.

4.3.2. Elemento linear descontinuo

0 elemento linear descontinuo se caracteriza por
expressar uma aproxima;go linear entre dois nos e permitir
que haja descontinuidade das variaveis (deslocamentos e
esforcos) entre dois elementos. Uma das maneiras de se obter
essa representaggo descontinua é atraves da definicao de nos
no interior do elemento. Neste caso, as variaveis E(P) e
E(P) serao aproximadas pelas equagSes (4.8) e (4.9)

respectivamente, sendo as fungaes ¢ agora dadas por:

1

¢1(P) = E-Té— (fz—f) . (4.15.a)
: 2 1

P (P) = o (£ -F) (4.15.b)
2 L, 1 e

onde, conforme a figura 4.6, tem-se:
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. ~ 4 ~
fi e 52: posicoes dos nos com relacao ao centro do
A
elemento, em coordenadas homogeneas.
~
14 : coordenada homogenea.

e ¢ i funcDes aproximadoras.

~ R LY [4
As funcoes aproximadoras (4.13) estac baseadas nos Nos

() e C) definidos em pontos internos do elemento,
garantindo-se assim, a descontinuidade das variaveis nas
extremidades.

Para o caso particular em que os pontos nodais () e C)
coincidem com os extremos geométricos 1 e 2 do elemento

respectivamente (Fig. 4.4), isto é, f1= -1 e Ez= 1, (4.14)

fica:
¢ (P) = =(1-F) (4.16.a)
. 5 . . .
S (P) = =(1+4F) (4.16.b)
2 2 .
que sao as funqges aproximadoras do elemento linear

z
continuo.

" Fig. 4.7 - Elementos lineares mistos.



,4'3‘3' Elemento linear misto

No caso de combinaggo dos elementos continuos e
descontinuos, e necessario a utilizacao de elementos mistos
que possam eypressar descontinuidade em uma das extremidades
(Fig. 4.7).

A utilizaggo de apenas elementos descontinuos, na
discretizaggo do contorno de uma placa, aumenta
significativamente o numero de nos e por conseqﬁéncia o
nimero de equagaes do sistema. Quando utilizado apenas para
modular descontinuidades em vertices ou em pontos onde
existe mudanca das condicoes de contorno, torna-se vantajoso
[67,68] a sua combinaggo com o0s elementos continuos e
mistos. Para ilustrar este esquema de discretizagSD e
mostrada a placa da figura 4.8, discretizada com oito

/ - - -
elementos e treze nos, utilizando-se elementos lineares

4 4 .
continuos, descontinuos e mistos.

elemento .
continuo @

elemento

efemento descontinuo
misto u
D/, \@

77ATT7 777N

®© & 6

Fig. 4.8. - Discretizacao de uma placa com

elementos lineares.

~ ~ « .
4.4. Transformacao das equacoes integrais

A equaggo integral do deslocamento (3.34), de um ponto
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"Q" gualquer do contorno, pode ser escrita de uma forma

' generica como:

X Ne
c(a)y u(Q) +J P (Q,P) %(P) dif(P) + ¢, Pci(G;P) Wct(P)=

r i=1

X Ne
= I u¥(@,P) p(P) dr(P) + T u_ (Q,P) R (P) +
r i,:j, 1 (o N

* I 9(p) u:(G,p) da, (p) (4.17)

Q
g

r 4
onde, os esforcos e deslocamentos sSao expressos atraves de

- / - - -
variaveis generalizadas. Assim, tem—se:

w(P)
u(P) = (4.18)
~ ow
5 (F)
vV (P)
n
p(P) = (4.19)
~ M (P)
k2l
p¥(a,p) = {yi(o,P) - M:(G,P)} (4.20)
X X P '
u (@,P) = qw (Q,P) - 3= (8,P) (4.21)
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o¥ (a,py = r* (a,m (4.727)
ct cl

u*_(G,P) = w*.(G,Pﬁ (4.23)
[o X [« B

u:(@,p) = w*(G,p) (4.24)

u(Q) = w(Q) (4.25)

BC
c(Q) = Tl (4.26)

Considerando-se o contorno da placa discretizado por
3 - - 4 -
"Ne" elementos e substituindo-se as variavels por suas

aproximacoes (4.8) e (4.9), a equacao (4.17) fica:

Ne " r N Ne
cC()u(Q) + ¢ p (G,P)¢ (P)dAI'(P) U + P pc,(G.P)W L(P)=
=10 Ioi=e °F €
i
Ne X T N Nex
=¥ J u (G,P)? (P)YdIM(P) E. + ucgo,P)Rct(P) +
j=1 r J t=1
+ I g(p)u:(Q,p)ng(p) (4.27)
0
g

As integrais de contorno da equaggo (4.27) tem funéSes

conhecidas, portanto elas podem ser calculadsas. Por
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facilidade definem-se abaixo as integrais sobre um elemento

generico [ .
3

j X

h'(a) = J p'(@,P) ¢ (P) dI'(P) (4.28)

.

J

} X T

g (Q) = Y (Q,P) g (P) dIr'(pP) (4.29)

. F,

J
A integral de dominio, correspondente ao

” V' . ~
carregamento transversal, tambem e conhecida. Sua obtencao
pode ser feita transformando-a em uma integral de contorno

’/

. ’ . ~ .
conforme o item 3.4. Apos sua integracao e conveniente

4
representa—la por:

t(Q)= J 9(p) u:(G,p) da_(p) (4.30)

Q
g

Assim, a equa;go (4.27).p0de ser escrita da seguinte

forma:
_ Ne . N Ne ‘
C(@u(@) + £ hl@ Uo + Ep_ (G,PIw  (P) =
j=1 I o=
Ne N Nc X
=yvol@ PV + L u (G,PIR__(P) + t(Q) (4.31)
j=1~ NJ i.=1 (oS cl

Apés a soma das influencias hj(G) e gj(G) de todos os

"Ne" elementos nos "Nn" nos do contorno, a equagSD (4.31)

fica:
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CIOU(@) + H@IY + H (B

G(Q)P + G (R + T(Q)
~ ~ ~C ~C

(4.32)

0 deslocamento u(@) pode ser escrito em funcao dos
deslocamentos U do elemento ao gual pertence o ponto "Q".
Desta forma (4.3Z) pode ser escrita:

H(Q)U + HC(G)Wc = G(Q)P + GC(G)Rc + T(Q) (4.33)
onde:

UT= wi .?.'ﬁi th %Nn

~ anl-lll-llllll.l.ll an

PT={V‘ I RV m""’}

~ N N n 12l

w' = {% W cancane sesvenen w '}

~C c1 c2 cNcC

RT={R B - T O }

~e c1 c2 eNe

H(Q) e G(d): sac os vetores de influencia, gue

dependem apenas da geomtria do problema.

H (@) e G (Q): sao oS
~C ~C

vetores

formados pelos

- - ~
coeficientes dos deslocamentos e reacoes

dos cantos da placa,

T(Q) é

regiao 0 .
d

o valor resultante

respectivamente.

da integragSD da



A equacao (4.33), representa a transformacio da equacao

integral do deslocamento de um ponto do contorno em uma

equaggo algébrica do tipo:

w ' ‘
a +b ——1] + = + + +
i u[an]j Cix (W) QLj(vn)i &M T (RO
(4.34)
J=1,Nn k=1,Nc
k+2
Q
, k+1
canto i
, D
\ _# _% 1 k
ji-2 i-1 i
Fig. 4.9 - Canto "i" da placa com os nos anteriores e

. 4 . ~ - - ~
pDStEl"lDl"ES necessarlios as COHtl"lbUlgDES

da reacao de canto na matriz H.

Os termos relacionados com os cantos da placa, W e RC,
sao tratados normalmente da seguinte forma: o coeficiente de
W, @ dividido em duas partes obtendo-se desta maneira a
contribuiggo dos nos (anterior e posterior) do canto (Fig.
4,9). As parcelas assim obtidas sao somadas aos
correspondentes coeficientes da matriz H. A reacao RC e
escrita em funcdo das rotacoes dos nos vizinhos ao canto,
usando-se para 1sso, sua definiggo (3.20) e escrevendo-se as

derivadas em termos de diferencas. Assim, a equagso (4.34)

fica:
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a{j(w)j+b'ij[gg)j = dtj(vn)j+eij(mn)j+ti _ (4.35)
J=1,Nn
ou simplesmente:
5(0) 8 = E(Q) z + T(Q) (4.36)

De forma anéloga a (4.33) ou (4.36), poderé ser obtida
uma equagso algébrica para a equagso integral da derivada
direcional do deslocamento (3.42), de um ponto "G" qualquer
do contorno, mudando apenas os valores dos vetores ﬁ(G),
Q(G), ﬂc(G), EC(D) e o termo T(Q), em fungSD das

correspondentes solucoes fundamentais.
4. 5. CondigSes de contorno
Com a discretizaggo do contorno da placa, quatro
.’ . ~ . 4 . aW o
variaveis sao associadas a cada no, w(P), 5H(P)’ vV (F) e
n
Mn(P), das quais duas sao conhecidas devido a suas condicoes

de contorno. Nos casos de vinculacoes classicas, tem-se:

a) Borda engastada

Vv e M desconhecidos

b> Borda simplesmente apoiada



ow .
Vv e — desconhecidos
n an
¢) Borda livre
Y =M =290
N n
w e gg desconhecidos

Portanto, impondo-se as condicoes de contorno a todos
: i ~ . » .
os "Nn" nos da equacao (4.36), tem-se "2ZNn" incognitas, o
4 . . . ~ ~
que torna necessario a utilizacao de duas equacoes para cada

s . - - ~ -
no, para definir um sistema de equacoes lineares.

HU=G6GP + T (4.37)
No caso da equaggo (4.33), os termos W, e Rc
associados aos cantos, podem ser considerados como

variéVeis, sendo que um dos guals e stsivel conhecer—-se nos
casos classicos de vinculacao. Assim, tem—se "2Nn"
incégnitas nos nos e "Nc" incégnitas nos cantos, tornando-se
necessario utilizar duas equagSEs para cada nG e uma para
cada canto, para a definiggo do sistema. O sistéma de

~ . . . . .
equacoes lineares assim definido fica:

H H u 6 €] P T
voore ~ =\~ rc R S S (4.38)
H H W 6 G R T
~ ~e ~C ~ ~C ~C ~g
onde, Hc e Gc saoc as submatrizes formadas pelos

coeficienteés correspondentes a W, e Rc respectivamente, e
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tem 2(Nn)x(Nc) elementos; Ho, H, G e 0O sao submatrizes

semelhantes a E, Ec, E e EC. rgspectivam;nte, brovenientes
das equacoes integrais de deslocamento aplicadas nos cantos
‘da placaj; o subvetor IC & tambem semelhante a I.

As submatrizes H ® G tem (Nc)s«2(Nn) elementos e as
sub-matrizes 5; e éc sao quadradas de ordem (Nc).

0 sistema de equagaes lineares (4.37) pode ser

resolvido levando-se todas as incognitas para o primeiro

membro, obtendo-se:

A X =B (4.39)
onde, A © a matriz dos coeficientes de H e G
correspondentes a valores de U e P desconhecidos, e B e

~ ~

o vetor obtido a partir da soma do vetor T com o vetor

~

formado pelo produto dos coeficientes de g e E
multiplicados pelos corresbondentes valores de g e g
conhecidos.

A soluggo de (4.39) e dada por:

X =A"" B (4.40)

’ . 4 .
onde, X e o vetor das incognitas procuradas, composto por

deslocamentos e esforcos nodais.

0 sistema de equagSes (4.38) & semelhante a (4.37) e

pode ser resolvido de forma anéloga, obtendo-se:

A X =B : (4.41)

~C ~C ~g
X =A"'B (4.42)
~C ~C ~e

d - rd -
onde, X e o vetor das incognitas procuradas, composto por
~C

4
deslocamentos e esforcos nos nos e cantos da placa.
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4.6. Alternativas de montagem do sistema de equagSes

. . N . .
As alternativas para a escolha das equacoes 1ntegrals

para a definiggo do sistema de equagges lineares sao

evidentemente infinitas; algumas delas sao as seguintes:
4,6.1. Utilizando=-se as equagges integrais de w e dw/dm

~ . . ~
lo. Caso: w_ e R_sao tratados como contribuicoes dos

[
i - -
nos vizinhos em cada canto.

Neste caso sao usados apenas o0s elementos lineares

2 ' .. c oy ~ .
continuos, tornando-se necessario a utilizacao de nos duplos
(Fig. 4.10) para representar as descontinuidades dos

esforcos e deslocamentos.

a) ‘ b)

Fig. 4.10 Definiggo dos nos duplos.

As equacoes integrais do deslocamento e de sua derivada
direcional, (3.34) e (3.48) respectivamente, podem ser

empregadas de duas formas:

a) Aplicando-as nos préprios nos do contorno (Fig.

4.11.a).
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Em certos casos, devido a utilizag50 de nos duplos,
podem surgir singularidades na matriz A do sistema de

~ 4 . . . ~N
equacoes (4.39), sendo necessario determinar uma condicao de

contorne adicional [65) baseada na hipétese da unicidade do
tensor de tensoes em /um meio continuo, que permite &
eliminaggo de tais singularidades.

Neste caso, duas equagSes podem ser escritas em uma

forma unica exprimindo-se os valores de deslocamentos e

esforcos generalizados em termos matriciais.

Nc
C(Eu(Q) + j g*(G,P)g(P)dr(P) + z'g*ctxa,P)wci(P)=

r i=1

X Nc X
= I u (G,P)B(P)dF(P) + gct(G,P)Rct(P)+
r it=1

+ J g(P)u:(G,P)dQ (4.43)

N
g

onde, os vetores e matrizes de cada termo integral sao dados

por:

1/2 0
C(@) (4.44)
0 1/2

’ui(O) w(Qq)

u() = = (4.45)
~ ow :
up (%) am' %)



(Q,P)

0

- g5 -

v¥(a,r)
n
BVi
_"a.p
™ (Q, ,)

1l

u (P) wi(P)
i

ow
uz(P) EF(P)

R* (q,P)
Ccl

ci

am

(Q,P)

il
*

- m*a,P)
n

BM*

n

m

W

o_
am

(Q,P)

(Q,P)

aw

(4.

(4.

(4.

(4.

(4.

(4.

(4.

46)

47)

48)

49)

30

51)

52)
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b) Aplicando-as em pontos "A" fora do dominio

(Fig. 4.11.b).

. ~ ' / . . . ~
A posicao do ponto "A" e definida na direcao normal ao

~ . ’,
elemento, a uma distancia do no dada por:

m
onde:
a : coeficiente maior que zeroj;
7’ . .
£ : media dos comprimentos dos elementos
m
concorrentes no no, ou simplesmente o

comprimento do elemento, no caso de no duplo.

0 valor de "a" pode estar situado convenientemente [60]

entre 0,5 e 1,5.

Como o ponto de carregamento "A", esta situado fora do
dominio, o primeiro termo da equaggo (3.25) se anula, ou
seja:

J S(A,P)Yw(PYdQ(P) = O ' (4.54)

Q2 '

Portanto, na equacao (4.43) tem-se:

(o] 6]
cay = : (4.59)
- o 0
V:(A,P) - M:(A,P)
X -
P (Q,P) = avi aM: (4.56)
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R*.(A,P)
* [olR A
ECL(G’F] = aRm (4.97)
ci
(A, P)
am ’
. X .
X o
w (A,P) - EH(A’P)
X
u (Q,P) = aw* 8 6w* (4.58)
w*,(A,P)
cl
g:i(G,P) = 1. % - 3 (4.59)
awCi(A P)
(om )
w*(ﬁ,p)
u*(D,p) = X (4.60)
i M, p)
‘5‘; P

Note-se qu o ponto "Q" do contorno nao coincide com
"A" do exterior. Assim, nenhum dos termos acima apresentaré
singularidade.

A aplicaggd da equaggo (4.43) em pontos sobre o
contorno ou fora do dominio (Fig. 4.11) definira um sistema
de equagges lineares semelhante a (4.37), que apés impor-se

Al - ~ ” .
as condicoes de contorno, podera ser resolvido.
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1 ! 1
I ]
i |
l ' |
y = T -
L o -+ - s
| X e : e
. i '
i i |
é é )
a) bl
Fig. 4.11 - Placa quadrada com pontos singulares @

a) sobre o contorno; b) fora do domunio.

~ . .7 -
20. Caso: w e R sao considerados como variavels do
[od

problema.

. k4 . . o~
Neste caso e necessario aplicar—-se as equacoes
integrais de deslocamento adicionais nos "Nc" cantos, para

ter-se o mesmo numero de equacoes e incognitas no sistema
semelhante a (4.38). Portanto, os nos adjacentes aos cantos
devem ser levados para o interior de seus respectivoes
elementos (Fig. 4.12), para evitar singularidades na matriz
ﬁc do sistema de EQuagaes (4.41).

A distancia do canto ao nd adjacente deve ser
aproximadamente igual a 1/3 do comprimento do elemento (Fig.
4,12).

Os nos adjacentes aos cantos nao ficam situados nas
extremidades de seus respectivos elementos, assim, elementos

. < . o S
lineares descontinuos ou mistos sao utilizados, dependendo

do caso.



. I - 3 - .
Fig. 4.12 - Nos j e k, anterior e posterior ao canto "i".

Utilizando-se a equacao (4.43) e considerando-se a&as

equagSes relativas aos cantos, um sistema de equagSes

semelhante a (4.38) poderé ser montada de duas formas:

- e - d
a) Aplicando-se nos proprios nos do contorno

(Fig.4.13.a).

b) Aplicando—-se em pontos "A" fora do dominio

(Fig.4.13.b).

Apés serem impostas as tondigaes de contorno nos cantos
e nos do contorno, sera obtido um sistema de equagses
semelhante a (4.41), para cada tipo de montagem, e poderé
ser resolvido de forma anéloga.

Apesar das alternativas vistas neste item, mostrarem
resultados numericos de boa precisgo {611, a montagem do
sistema de equagSes algébricas, utilizando-se apenas a
equaggo integral do deslocamento [69], mostrou ser mais
eficiente, melhorando a precisgo dos resultadoé numericos.
Esta alternativa sera mostrada com duas formas de tratamento

dos cantos no item seguinte.
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t ]
! 1
I ’ '
— . I
[ 4 L VR -
- - ——— +e——e A
[ d ]
[ [ O —— Y 3
. $ . { f T
A
i i i
a) b}
Fig. 4.13 - Placa quadrada com pontos singulares nos cantos

e: a)sobre o contorno; b)fora do domunio.
4.6.2. Utilizando-se apenas a equaggo integral de w

1o. Caso: wce R sao tratados como contribuicoes dos
28, G20 e <

s - -
nos vizinhos em cada canto.

Para montar um sistema de equagSEs semelhante a (4.37)
apenas com equagges integraié de deslocamento, & necessario
associar dois pontos de carregamento para cada no do
contorno, podendo-se escolher qualquer wuma das SituagSES

seguintes:

a) Um dos pontos de carregamento "GQ", estara
situado no contorno, enquanto que © segundo,

*A", fora do dominio (Fig.4.14.a).

As duas equagaes integrais de deslocamento, podem ser

’ . . ~
agrupadas numa so, utilizando-se a equacao {4.43), sendo
neste caso, 0s valores dos deslocamentos e esforcos

generalizados dados por:



1/2 0
c(Q) =
~ 0 0
w(Q)
u{(Q) =
N w(A)
) V:(G,P)
p (Q,P) = X
~ vi(Aa,P)
ia)
w¥(a,pP)
g?G,P) =
w*(A,P)
rR* (a,p)
* (o
p.(Q,P) =
~C 1l *
R (A,P)
(o3 %
w¥ (a,P)
* Cci
ur (Q,P) =
~NO L *
W' (A,P)
Ccu
w¥a,p)

w¥a,p) =
w (A,P)

..(?1...

- M (G,P)

- M

3 % 3 2

(A,P)

ow
- % (G,P)

- —é—f-'l— (A,P)

(4.

(4.

(4

(4.

(4

(4.

(4.

61)

62)

.63)

64)

.65)

66)

67)



b) Os do

...(?2...

is pontos de carregamento

IIBII s

estarso situados fora do dominio (Fig. 4.14.b).

Os pontos "A" e "B" estao situados a distancias d1 e d2

. - R A . A
respectivamente, do no correspondente. Essas distancias tem

¢ . ~
as mesmas caracteristicas que "d", da expressao (4.53).

Id
Procedendo-se de forma analoga ao item a),

(4.43) agora tem-se:

0
cQ) =
0
(w(B)
u(@) = ¢
w({A)
“
v,
p¥(a,p) =
¥
L n
X
W
u*(G,P) =
X
w
L.
R
X =
Bci.(G,P) = 4
R
w
u*‘(G,P) = |
~C L
w

(B,P) - M*(B,P)
N
X
(A,P) - M (A,P)
X
s )
(B,P) - -a'[j‘— (B,P)
X
ow
3
X (B,P)
[0 %
\
¥ (a,P)
ct J
]
¥ (B,P)
[~ %
\
¥ (A,P)
[« 8 J

-

1

~

equacao

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)



w*(B,p)
u*(G,p) = (4.74)
Ng * . M

w (H;D)

- i - - o~
Assim, apos imporem-se as condicoes de contorno, em

cada caso, sera obtido um sistema semelhante a (4.39), .©

qual poderé ser resolvido.

! ! !
[ [ . ! |
: i t ¢ $
’ - i |
o—-——-—'x % 1— . ———o : ——e———
Q A A B
o — - ——— Ly b = -t g———o
L a =
d2
»————:Lr ,llr *'\-——-—o [ | % —— e
I I
t i ‘
i i i ! 1 J
é i i
a) b)
Fig. 4.14 - Placa quadrada com pontos singulares :

a) sobre o contorno e fora do dominio;
b) fora do dominio.
~ - - i -
20. Caso: w e R sao considerados como varliavels do
[ =4 [=3

problema.

S, ) )
De forma analoga ao segundo casoc do item anterior,

~ - ~ - . hd
serao aplicadas equacoes integrais de deslocamento no nos e
cantos da placa, para definir um sistema de equacoes

semelhante a (4.38). A aplicaggo destas equagaes, pode ser
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feita de duas formas:

a) Un dos pontos de carregamento "Q°, ectara
situado no contorno, e o outro ponto "A", fora

do dominio (Fig. 4.15.a).

b) Os dois pontos de carregamento "A" e "B",

estarao situados fora do dominio (Fig. 4.15.b).

£ também indispensével nestes casos, a utilizaggo de
uma equaggo integral de deslocamento aplicada em cada canto
da placa. Assim, é necessario que os nos situados nos
‘cantos, sejam levados para o interior de seus respectivos
elementos, como & mostrado na figura 4.15, devendo-se

- 4 -
portanto, usar elementos lineares descontinuos ou mistos.

AR B
b * ! |
] T
L A
: : i y | ;
+ + I
* ——— 4 ¢ ——— >~ — - — —— F——————-@
Q A A B
O ——— dhf———. > - — - -l — ——
> ———- ¢———o o ——— T
} ]
T T T T T T
I A S
|
Lo tob
é é é
a) b}
Fig. 4.15 - Placa quadrada com pontos singulares nos

cantos e: a) sobre o contorno e fora do

4 . 4 .
dominio; b) fora do dominio.
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0 sistema de equagSes montado com uma das formas acima,
deeré ser resolvido apés a imposi?ED das condigaes de
contorno da placa, de forma'anéloga a (4.41).

Embora neste item tenham sido mostradas apenas duas
possibilidades de escolha do no singular para a montagem do
sistema de equagges, usando-se apenas a equaggo integral do
deslocamento, & claro que muitas outras possibilidades podem
ser idealizadas e utilizadas em problemas de placas.

A alternativa escolhida neste trabalho, e a de
vtilizar—-se apenas a equaggo integral de desiocamento em
pontos do contorno, fora do dominio e nos cantos da placa
(Fig.4.15.a), para montagem do sistema de equagaes
algébricas. Os resultados obtidos por esta alternativa serao
comparados a outros obtidos por alternativas ou metodos

diferentes.
4.7. Integraggo sobre os elementos

A equaggo (4.27) apresenta integrais de contorno (4.28)

e (4.29), que podem ser escritas da seguinte forma:
ho(Q) = J pt(G,P) ¢ _(P) dr(P) (4.75)
r.
3
n _ X
gk(G) = I U, (Q,P) ¢n(P) dar(eP) (4.76)
r,
J
Quando o ponto de carregamento "Q", nao pertence ao

elemento a ser integrado, as integrais (4.75) e (4.76) podem
ser calculadas numericamente empregando-se a quadratura de

Gauss [70], que tem a seguinte expressgoz



- Q4 -

i
N
Jf(f) dF = T w, (£ ) . (4.77)

-1
onde:

f(E): fungao a ser integrada,escrita em termos da

coordenada adimesinal §

7 . o~
numero de pontos de integracao;

- . - < -
¥ : coordenada adimensional do i-esimo ponto de
integraggo, definida em funggo de Nj;

W : fator ponderador calculado em funcao de N.
A partir da figura 4.4 pode-se escrever a seguinte

~ .7 -
relacaoc entre as variaveis I' e §:

_ <
r = 5 i (4.78)

0 determinante do Jacobiano da transformaggo (4.78),

4 - . < - -
necessario para fazer a mudanca de variavel nas integrais

’ . s
numericas, e dado por:

_dr _ ¢
[JI = E? =5 (4.79)
ou seja:
2 .
dar = 5 d¥ {4.80)

Assim, as integrais (4.75) e (4.76), podem ser escritas

~ 3 4 - - -
em funcao da variavel adimensional "§¥", que para o caso de



! o~
duas equacoes

ficam:
N
h“{((}) =
h —
gik(G) =
onde:
n :
Q :
i
k 3

Por exemplo,

qualquer,

N &

n
h 1(G)

Q) =
12

a partir de

- Q7 -

. . ”
integrais de deslocamento agrupadas numa soO,

1
J 19 p:kiG,P) ¢ (P) dZ(P) (4.81)
-1

1
J 3] u¥ (@,P) ¢ (P) dZip) (4.,82)

1

ik,n = 1,2

rd
representa o no local do elemento onde se mede

- i - .
a resposta do carregamento unitario aplicado.
contorno.

da

e o ponto singular situado sobre o
Sera "A" ou "B" se estiver fora do dominio
placa.

indica que a equaggo de w esta sendo aplicada

4 -
sobre o contorno ou fora do dominio da placa.

indica a natureza da resposta medida em P,
relativa aos esforcos fundamentais V: e M:
ou a.seus correspondentes deslocamentos w e
aw*/an.

para um no local "n" de um elemento

pode—-se obter:

(4.81),(4.82) e (4.79),

1
X
J v a,r) 8 (P) d2(P)

-1

(4.83)

4
J M¥(a,P) ¢ (P) dE(P)
b2l n

-1

(4.84)

N &
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i

£ X
b (A) = 5 | V (A,P) ¢ (P) di(P) (4.85)
Q n ’ n
1 .
A" (A) = - ¢ M*(A P) ¢ (P) d£(P) (4.86)
22 2 n n 50
-1
1
") = £ | WPy ¢ (P) dz(P) (4.87)
gii 2 ' n * :
-4 i
toox
n _ _ £ ow
glz(G) = > J 55 (Q,P) ¢n(P) d&(P) (4.88)
-1
1
n < X
g (A) = =5 J- w (A,P) ¢ (P) dE(P) - (4.89)
21 2 n
-1
* X
n __ £ ow
QZZ(A )= 5 J ETY (A,P) ¢n(P) dfxp) (4.90)
“1
A determinacdo do nimero de pontos de integracao "N"

necessario para se obter resultados satisfatorios [71]
dependem de varios fatores como a distancia do ponto de
carregamento ao elemento, o comprimento do ~elemento, os
sngulos formados entre os vetores posiggo e o elemento, e a
funggo a ser integrada.

Quando o ponto de carregamento "Q" pertence ao elemento
a ser integrado, é conveniente gque as integrais sejam
calculadas analiticamente.

Utilizando-se as funcoes aproximadoras do elemento
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linear descontinuo (4.15), na integragad analitica ao longo

. do comprimento { do elemento ao qual pertence o0 ponto

singular "Q", as expressoes (4.75) e (4.76) provenientes  de

~ - -
uma equacao integral de deslocamento ficam:

h" (@) = 0 (4.91)
11

(Q)

12

£ n
Zf;t-{Ci(lﬂ))[q)bzzn,(ASdJZ) + ¢1Ln(&$1) - 1] +

+ Liiﬁl[(¢2)zzn(a¢z) - (¢1)2zn(&¢1) - %(¢2’— ¢1)] +
C

v n
+ (g, - ¢1) + 0 } (4.92)

n 43 Ci 3 S5 3
911(G) = —~[(¢2) [Zn(&¢2) - g] + (¢1) [Cn(&ﬁi) +

5 1 4 3 4 >

2C
2
{(4.93)
n
g (Q) =0 (4.94)
12
onde, 43 e ¢E sao dados por (4.16) e:
S 4
c” = 51—2:7? (4.95)
1 3a-n n
n=1,2
ch=¢ - (4.96)



A posicao dos pontos

100

“singulares

pode

ficar

definida

pelas coordenadas adimensionais "¢" de cada elemento. Assim,

para £ = +1 ou ¢ = -1, o ponto singular esta em uma das
extremidades do elemento; para £ ~¥ ou ¥ ¢, o ponto
estara no interior do elemento. No presente trabalho 3
adotado ¥=0,35. As coordenadas Ei e-fz definirao a posigag
dos nés, que estarao situados nas extremidades ou dentro do
elemento, como e mostrado na figura 4.16.

© ® ® @
: == —+ ¢ - |
1 L 2 1 = 0,35 2

£ =-035 £ 01 g1 £,

a)

* % :5—— X, X :g % X,
g: 1 g='0.35 é:l é:-l g=0,35 g=
b)

I Lr2 ! L2 R l, 22 | /2 N
I < > Il | o
Fig. 4.16 - Posiggo de: a) nos e b) pontos simgulares;

em um elemento linear misto.

4.8. Propriedades da matriz H

Se for admitido um carregamento transversal nulo,em uma

placa com o contorno discretizado (Fig.4.17), os vetores dos

esforcos nodais P e das integragoes sobre a regiao carregada

T, no sistema de equagSEs (4.37), s30 tambem nulos, isto e:

~

HU= 0

0 sistema de equacoes

~ ~ - - -
solucoes nao triviais, correspondentes
z - - b4
corpo rigido, isto e, deslocamento

torno de um eixo arbitrario [65].

resultante

vertical

a0s

(4.97),

rotacao

(4.97)

admite

movimentos

de

em
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Y EIXO ARBITRARIO DE ROTACAO
DE CORPO RIGIDO

Fig. 4.17 - Placa com carregamento transversal nulo.

Considerando-se um movimento vertical na placa, o©

4 . ‘ ’
deslocamento de corpo rigido W nos nos e dado por:

UT={w 0 w O W oeeenaenseW o} (4.98)
~ (o] O o] s}

que, substituindo-se em (4.97), permite escrever a seguinte

propriedade, envolvendo apenas elementos impares da matriz

H:

Z
3

h. . = 0 (4.99)
i,2j-1

IIM

i = 1,2Nn

Considérando—se agora uma rotaggo de corpo rigido o, no
sentido indicado pelo eixo arbitrario e (Fig. 4.17), o

vetor deslocamento fica:
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T

g = ot{R'1 t:or;,B1 Rz cosﬁz ce. .RJ_ (:0513j . .RNh COSBN,,}

(4.100)

Substituindo-se (4.100) no sistema (4.97), obtém-se a

sequinte propriedade para uma linha gualquer da matriz H :

Nn
(h, ) R+ h, cosg.) = 0O 4.101)
j§1 is2j-1 ts2] BJ (
As propriedades (4.99) e (4.101) da matriz H , podem
ser utilizadas para obter os elementos da diagonal

principal, correspondentes a integrais com singularidade, ou
’ . . . ~
tambem, para simples verificacao da mesma, COmO NO presente

trabalho.
4.9. Deslocamentos e esforcos para pontos internos
4.9.1. Deslocamento transversal w(gd) e sua derivada gﬁfq)

Depois de achér as incégnitas do contorno, pode-se
obter os deslocamentos w(g) e g%(q) em pontos internos da
placa, aplicando—-se as equagSes (3.27) e (3.28) a todos
eles, chegando-se assim, a uma equagso matricial semelhante

a (4.38).

1E T

P
} = [g G’ {” } + T (4.102)
~C R o~
[~ ~C

onde:
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W
wig) = - com W= Bw
w' Am
~sNL 1
Ni i humero de pentes internos;

H e G' : sao matrizes de influencia dos pontos

internos semelhantes a H e G

.ﬁ; e 9;: sac matrizes formadas pelos coeficientes
dos termos provenientes da reacao de
canto, semelhantes a ﬁc'e gc;

I' : vetor resultante da integraggo sobre a

regigo Qg s dos pontos internos,
semelhante a I 5

g e E : vetores dos deslocamentos e esforcos dos
nos do contorno, que ja foram
determinados;

W e R : vetores dos deslocamentos e reacoes dos

~C ~C
cantos da placa, que tambem sao0
conhecidos.
g ¢ . . ’ ~ ~
As matrizes H', G', H' e G’ poderao ter duas ou tres
~ ~ ~C ~C

linhas para cada ponto interno, desde que se escreva uma ou
duas equagSES integrais da derivada direcional, podendo ser

nas direcoes dos eixos X ou Yy, ou nas duas. Neste caso as

- . ~ ’ .
integrais sobre os elementos serao sempre numericas. A forma

. '
das submatrizes de H e G para um no local n" de um

rd
elemento qualquer sera:

E 3
BY () = £ | v¥a,P) & (P) dE(P) | (4.103)
11 Q) = 3 n Q> n £ *

1



- 104 -

1

n L £ X
hl,(a) = - 5 J M (q,P) ¢ (P) dZ(P) (4.108)
n < 13\/?:
h (q) = = | =—(q,P) (P) dE(P) (4.105)
21 0 fa J am ¢n ¢
~ 4
16M*
n _ _ £ "
ho (a) = - 5 J 3—(9,P) @ _(P) dE(P) (4.106)
-1
1
"y = £ Wwa,P) ¢ (P) dE(P) (4.107)
9., (a 5 q, N .
-1
1 X
n _ _ £ ow
g, (a) = - 5 j 3(a,P) @ (P) dE(P) (4.108)
-1
" (q) = £ 16”? P) ¢ (P) dZ(P) (4.109)
9,,(q 5 FrAlk ¢n 4 .
-4
' X
n I 4 & |8w
gzz(q) = 5 J %[%—(Q,P)]¢n(f3) dE(P) (4.110)

-1

n = 1,2

4.9.2. Momento fletor e forga cortante para pontos internos

0 momento fletor e a forca cortante sao dados na forma

- - - 3 ~
indicial pelas seguintes expressoes:
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62 62
M =-Dlps 22 + (1) 22 (2.29)
i 1) Ox ,0x Ox . I
e i
3
o w
Q. = - D —————— (2.30)
v 8%iauzdu£
i,3,8 = 1,2

Substituindo—-se o valor de w(g) da equaggo (3.27) em

(2.29) e (2.30), obtem—se:

- - ¥ - on
Mij(q) = J [Vnij(q,P)w(P) Mnij(q,P)an(P)]dr(P) +
r
Nc* X
~ TR (g,P)w (P) + J [v (P)w. (g,P) +
=1LJ c n (]
€ r
awtj Nc X
- Mn(P) 5 (q,P)]dF(P);+C?1RC(P)wcij(q,P) +
X, :
+ J g(p)wtj(q,p)dng(p) (4.111)
0
g
= - X ) - m v
Ga (q) = j [an(q,P)w(P) Mni(q,P)an(P)]dF(P) +
r
Ne x X
-cgchi(q,P)wc(P) + J [Vﬁ(F’)W.t (q,P) +

r
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R
dw,L Nec X
- Mn(P)——a—a-(q,P)]dF(P) + ziRC(P)wct(q,P) +
c=
* - (4.117)
+ g(p)wi(q,p)dog(p) .
Q
g
onde:
PV a%v¥
X : n n
= - e (q,P) + (1-2)z——(q,P)
Vnij(q’P) D[V6ij axzaxz(q’ ) ¢ ”)axiaxj q ]
(4.113)
azm* BZM*
X . N _ n p
Mo (9P = D[Vétj axzaxz(q’m + V)axiaxj(q’ )]
(4.114)
z X 2 X
X g w o w
= - ZY _(q,P) + (1-v)z—="—(q,P)
w i.j(q’P) D[Wstjax{ax{(q ) € v)(,xtaxj q ]
(4.115)
X 2 X
aw: - 8  fow
EELJ(Q’P) B D{Wstjaxlaxz[an(q’P)] *

2 X
+ (1—»)——2———[§§(Q,P)]} (4.116)
i
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2 X

X g o Vn
Vo (6P = Da—la—5—(a,P)
i E78
X Lo SZM*
n
Mni(q’P) - —Dax ax 9x (q,P)
i F A 4

a | a%w* (q.P)
ax_ |axox .9’
i Z

. .
(q,P) }

c ach
(g,P) + (1—v)m;;(q,l3)

w*t(q,P) = -D
£
1
awi(q P) = -D o o
, = -

an {*)x,L 6x£6xJ

« %R
R . (g,P) = -D}vd  mg—Fu—

cij : Ljaxzdxz

X o [ R
Rct(q’P) _Dax_ A% % (q,P)

i Y A 4

Discretizando-se (w]

aproximadas conforme (4.9)

contorno,

e

(4.10),

equacoes (4.111) e (4.112), obtendo-se

dos

IIEII.

integrais esforcos

adimensional

1

Ne
M = -
i'j(Q) k:zg.[

internos

em

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

X

A

(4.121)

(4.122)

. - ~e
as varliavels Sao

e substituidas nas

assim, as equacoes

funcao da variavel

X X T N
IJI[Vntj(q’P) Mnij(q’P)]? (P)dE(P)l;lk +



- 108 -

1

NC X Ne "
TER @RI (P) K f 'J}[Wij(q’P) *
c=1 k::l_1

awtj T N Ne X
- P (PYdE(P)P  + R (PYw . P +
an (9, )]f ydy )NK cgi c( Clj(q, )
+ Jg(p)w’:j(q,p)dog(p) (4.123)
]
g
1
Ne X X T N
Gt(q)= —kF |J|[Vhi(q,P) - Mnt(q’P)]? (P)df(P)l;lk +
_1-1 h
v i
Nc¢ X Ne X
- Rct(q,P)wc(P) + T [J][wt(q,P) +
c=1 k:i_1
awi T N Ne X
< n (q,P)]g (P)df(P)EK +C?1RC(P)wci(q,P) +
+ J Q(D)Wt(q,p)dﬁ(p) (4.124)
Q .
g

Aplicando-se as equagSes (4.123) e (4.124) a todos os
pontos internos "Ni", obtem-se o vetor de esforcos que

escrito matricialmente fica:



u R
~ ~N
- 4 4 .
c--fs stk EI{nt* T, (4.125)
~ ~C
onde:
"E A "M A
~1 X
. M
. Xy
£ = <{E E = M -
~ ~1 ~i v
. Q
. X
F aQ
~Nu . Y P,
S e F : sao matrizes semel hantes a H e G,
determinadas a  partir das solucoes

fundamentais (4.113) a (4.120).
S e F : sa0 as matrizes formadas pelos coeficientes
dos termos provenientes da reaggo de canto,

semelhantes a C e F.

’

Ie : & o vetor resultante das 1integrais de
dominio, semelhante a I.

Uu e P : vetores dos deslocamentos e esforcos dos
nos do contorno.

EC e BC : vetores dos deslocamentos e reacoes dos

cantos da placsa.

. ~ - .
Para cada ponto interno serao geradas cinco linhas nas
. - ~
matrizes S , F , S e F , das quais tres correspondem
. ~ ~ ~C ~C

N
aos momentos fletores Mx , M e M , e duas as forcas
y s

xy
cortantes G e Q.
x Y

As derivadas das solugaes fundamentais que aparecem em
(4.113) a (4.122), podem ser determinadas em relacao a um

qQ" (Fig. 4.18).

eixo particular X, definido no ponto
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[ R )
1
q
=0 +0
> X x\=9 +¢
Fig. 4.18 - Representaqgo do vetor posiggo r(q,P).
6w* r
EEQ’P) =7 41D dnr l“,i' (4.126.8)
2 X '
dw 1
axiaxj(q’P) = gap{" Fy + 5ijénr) (4.126.b)
2 X
w 1
axzaxl(q’P) Gapl * 2¢r) (4.126.C)
a o%w 1
ax_ [ax ax (Q,P)] == 2nrD r’i. (4-126.d)
i £ ¢
8 aw* 1
‘a_‘wi [-—""'an (Q’P)] = - 4ﬂD[r,i’(r,knk) + nimr] (4.127.3)
2 X .
/4 ow 1
axiaxj[an (q’P)] 4,"-[)[(2"’-", 6ij)(r’knk)



- 111 -

- r’inj - r’jnt] (4.127.b)
2 X g
é v _ 1
axzaxt[an (Q,P)] = ?_{Fﬁ(r’l nz) (4.127.¢)
2 X
a [ o [ow _ 1
axi[axtaxz[an (Q’P)]} - 2nrzD[2r’L(r’z ng) ”i]
(4.127.d)
av: 1 2
E;f(q,P) = 2{?(1—v)(r,k5k) [4r,i(r,knk)— ni] +
i 4nr

- 4(1-1»)(!",)‘*5)()(r‘,knk)s,L + (3—v)[ni - 2r,i(r,knk)]}

(4.128.a)

azvt 1 2
W(Q,P) = a 2(1"1))(!",)(5)() [24 r',i-t’,j(r,knk) +
i 4
J nr

- 4[r’tnj+r’jnt M 6tj(r’knk)]} *

+ 2(1_v)(r’ksk)[2(n15j+njst) - 8(r,knk)(r,isj+r,jst)] +

+ 4(1—v)(r,knk)(sisj) + (3-V)[2étj(r’knk) +



- 112 -

- Br,ir,j(r,knk) + 2(r,tnj+r,jnil]} (4.128.b)
02V: 1-v» 2
Py = - 4 -1 4.128.

8% A% (957 3(F’an)[ (r’ksk) ] ( c)

VA 4 nr

. ¢

9 V”(P)---l"’(r s )2l2ar, (r,n,) - 4n | +
. 3x28x Qs 4 "1k ' ’318 i
i ¥4 e

(r,znz)[Bst(r,ksk) - 4r,i] +-rk} (4.128.d)
6M: 1
o (9.F) = 4nr{(l+V)r’t - z(l_v)(r’knk)[r’i(r’knk)

- ni]} (4.129.3)

a2m*
————2—(q P) = - 1 (1+0) (S - 2r, ry,. ) +
x ax ' 2 i Y7
i 3 4nr
+ 2(1—»){r{tnj - 2r,jni(r,knk) - (Gij—Zr,ir,j)(r,knk)2 +
- 2r,t(r,knk)[nj - r,j(r,knk)]}} (4.129.b)
azmt 1 . 2
W(Q,P) = - 2{2(1"1))[1 - 2(r-,knk) ]} (4.129.c)
L7 7e anr



2%
™M
a n _ _ i-v
ax_[ax E (q’P)] - a[r’i 2, (ryyny)
! e nr
2
- 4r ‘ .129.d
,i(r,knk) ] (4 )
BMX 1=
ns -
ox (q,P) = - EEF[zr’t(r’knk)(r’ksk) N (rs, Sy)
- Si(r’knk)] (4.130.a)
azmis 1-»
EIfEYf(q’P) = __*2{2[(r’k5k)(r’tnj * r’jni)+
i i 4

+ (r,knk)(r

- 4r,tr,j)]

a2m*

ns

z——(a,P)
axtaxJ

a2t

8[ ns
8xi 6xzax£

- nNn r S
i( " k)

,isj + r,.st) + (r,knk)(r,ksk)(é .+

3 i

- {(n.s. + n. s ) (4.130.b)
L] j i .

=12t Sy, n ) (4.130.c)
2 "k k ‘L : )

r
(q,p) | = 2|ar, ¢ X ) +
a, . Y BATRLE IR R LS AN
T

- St(r’inl)] (4.130.d)

iyisk,d = 1,2
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4,10. Aplicagoes numericas

Neste item, sao apresentadas algumas aplicagges

/ . ~ .
numericas da formulacac do metodo dos elementos de contorno
para problemas de flexao de placas, utilizando-se a

alternativa propesta no sequndo caso a) do item 4.6.2, para

montagem do sistema de equacoes lineares, ou seja, serao

utilizadas apenas equagaes integrais de deslocamento
aplicadas nos cantos, nos nos e fora do dominio.

Os resultados obtidos, utilizando-se esta alternativa
proposta, A.P.,sao comparados com os obtidos analiticamente
{641, ou por outros metodos numéricos, ou também, com ocutras
alternativas diferentes.

Em todos os exemplos analisados sa0 considerados

4 - -
elementos lineares descontinuos, o coeficiente de Poisson e

igual a 0,3 e o valor de "a" é igual a 0,5.

As alternativas A e B que aparecem nas tabelas,
correspondem ao primeiro caso b) do item 4.6.1 para F = 0,35
e ¥ = 1 respectivamente. A alternativa C corresponde ao
segundo caso b) do item 4.6.1.

As referencias REF.A e REF.B correspondem aos nGmeros

[64] e [65] das referencias bibliogréficas deste trabalho.

4.10.1. Exemplo 1: Placa quadrada simplesmente apoiada no

contorno e uniformemente carregada.

Neste exemplo & analisada uma placa guadrada apoiada no
contorno com carregamento uniformemente distribuido,
mostrado na figura 4.19. Sao utilizadas as alternativas
A,B,C, e A.P., ja mencionadas, discretizando-se o contorno
da placa com 8, 16, 32 e 40 elementos. Os resultados obtidos

saoc comparados com os valores teoricos {641, na tabela 4.1.
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q
L L Ly __.<E
%
/]
a/2
4— / . q
a/2 /
+— 7 —
| a2 | are2 |
T 1 T
Fig. 4.19 - Placa quadrada simplesmente apoiada no
contorno e uniformemente carregada.
y q .
5
%
4 )0 O O0.0- bt Lo K > X AKX XK s AS
<
. X
X <
a/2 § §
x <
. X <
X <
x o
s X
a/2 P %
o <
be X
o ,
Af“ XXX XKLL XK XX K Ll
l a/2 l a/2 l_
T T 1
Fig. 4.20 - Placa quadrada engastada no contorno

e uniformemente carregada.
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Tabela 4.1 - Resultados do exemplo 1.

W~ M . vV - R
ALT. NE max . max . max . C .
0,00406 0,0479 0,42 0,065
g8 | 0,00397 0,0477 | 0,31 0,187
A 16 0,00406 00,0478 0,47 0,095
32 0,00406 00,0479 0,43 0,076
40 0,00406 0,0479 0,42 0,073
8 | 0,00406 0,0479 0,47 0,079
B 16 0,00406 00,0479 0,44 0,076
32 0,00406 00,0479 0,43 0,070
40 0,00406 00,0479 0,42 0,068
8 0,00404 00,0477 0,43 0,095
C 16 0,00406 00,0479 0,43 0,073
32 0,00406 00,0479 0,42 0,067
40 | 0,00406 0,0479 0,42 0,066
8 | 0,00393 0,0467 0,41 0,142
A.P. 16 | 0,00404 00,0476 0,45 0,087
32 0,00406 00,0478 0,43 0,072
40 0,00406 00,0479 0,42 0,070
FATOR qa‘/D qa2 qa qa2

X Valores tedricos [64].

4.10.2. Exemplo 2: Placa quadrada engastada no contorno e

uniformemente carregada.

A placa analisada neste exemplo é quadréda, engastada
no seu contorno e com carregamente uniformemente
distribuido, conforme a fngra 4,20. Aqgui tambem a0
utilizadas as alternativas A, B, C e A.P. com discretizagso
do contorno em 8, 16, 32 e 40 elementos e os seus resul tados

z

obtidos comparados com os resultados exatos ([64], como e

mostrado na tabela 4.2.
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Tabela 4.2 - Resultados do exemplo 2.

w M M R

ALT. | NE — s = =
0,00126 0,0231" | -0,0513 0,000
g 0,00128 0,0230 -0,0578 0,000
A 16 0,00126 0,0229 ~0,0562 0,000
32 0,00126 0,0229 ~0,0521 0,000
40 0,00127 0,0229 ~0,0520 0,000
8 0,00127 0,0229 ~0,0587 0,000
B 16 0,00126 0,0229 -0,0563 0,000
32 0,00127 0,0229 ~0,0521 0,000
40 0,00127 0,0229 ~0,0520 0,000
8 0,00126 0,0229 -0,0609 0,000
c 16 0,00126 0,0229 ~0,0561 0,000
32 0,00127 0,0229 ~0,0522 0,001
40 0,00127 0,0229 -0,0520 0,001
8 0,00128 0,0230 -0, 0600 ~0,014
AP, | 16 0,00127 0,0229 ~0,0555 0,002
2 | 0,00127 0,0229 ~0,0522 0,002
40 0,00127 0,0229 ~0,0518 0,002

FATOR qa‘/D ga’ ~ qa® ga?

X Valores tedricos [64].

4.10.3. Exemplo 3: Placa quadrada engastada em dois lados
opostos e apoiada nos outros dois com

I'd
carregamento uniformemente distribuido.

Esta placa (Fig. 4.21), foi discretizada com 40
elementos iguais. Os resulatdos foram obtidos utilizando-se
a alternativa proposta A.P. e comparados com os da

referencia REF.A.
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q
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a/2 Ny
+— oA 9
a/2 /]
S Sl ¢-0-0-0:0:070-00070 0 o cererur ey ik oa
| a2 | a2 |
B T A
Fig. 4.21 - Placa quadrada engastada em dois lados opostos e
apoiada nos outros dois com carregamento

uniformemento uniformemente distribuido.

Tabela 4.3 - Resultados do exemplo 3.

W M |
PONTO x L4
A.P. REF.A A.P. REF.A A.P. REF .A
A 0,00192| 0,00192| 0,0244 | 0,0244 | 0,0332 | 0,0332
B 0 0 -0,0203 |-0,0209 |-0,0701 [-0,0697
FATOR qa*/D ga’ qa’
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4.10.4. Exemplo 4: Placa quadrada engastada em dois lados

adjacentes e livre nos outros dois com

7/
carregamento uniformemente distribuido

total e parcial.

Esta placa submetida a um carregamento uniformemente

distribuido total e parcial, & mostrada nas figuras 4.22 e

4,23 respectivamente, e foi discretizada com 40 elementos
iguais. Neste exemplo fol adotado o coeficiente de Foisson
igual a 0,2. O0Os resultados obtidos com a alternativa
proposta A.P. a0 comparados com os da referencia REF.B e
com o méetodo dos elementos finitos M.E.F., para uma divisao
do dominioc em 144 elementos triangulares de seis parametros
por no (T-18), nas tabelas 4.4. e 4.5, para carregamento

total e parcial respectivamente.

Tabela 4.4 - Resultados do exemplo 4, para

carregamento total.

VALORES REF . B A.P. M.E.F. FATOR
18 0,0458 0,0415 0,0407 )
Wi 0,0171 0,0159 0,0156 qg
Wiz 0,0131 0,0123 0,0121
Mo -0,1318 -0,1276 -0,1268
Mo -0,1185 ~0,1124 -0,1123
M,y -0,0941 -0,0896 -0,0883
Mo -0,0652 -0,0619 -0,0608
Mo -0,0162 -0,0201 ~0,0230 qa’
M2 -0,0204 -0,0180 -0,0177
My 10 -0,0141 -0,0133 -0,0130
My ia -0,0229 -0,0197 -0,0191
Myis -0,0652 -0,0619 -0,0608
My1s -0,0318 ~0,0277 -0,0269
My sz -0,0418 -0,0349 -0,0337
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Fig. 4.22 - Placa quadrada engastada em dois lados

adjacentes e livre nos outros dois.

A q
/ Lt
+- ™ 6
a/6
o 1 6 * e11 o .
a/6 y
-— 2 o7 . e 12 . .
e/6
—&— 3 o8 . 13 o o
a/6 q
—— 4 e 9 . e 14 . .
a/6
— 5 ® 10 4 T e15 o o
a/6
*f“ TR KKK IR ITE X KKARARXR

0/6 | a/6 | a/6 | a/6 | a/6 [a/6 |
Josefofo L ofb fol6 o al6 alby

Fig. 4.23 - Placa parcialmente carregada.



- 121 -

Tabela 4.5 - Resultados do exemplo 4, para

carregamento parcial.

VALORES REF.B A.P. M.E.F. FATOR
s 0,0009 0,0009 0,0009
i 0,0009 0,0009 0,0009
Wia 0,0059 0,0055 Q,0054 qa*
“Wisa 0,0041 0,0039 0,0039 D
PP 0,0026 0,0025 0,0024
“is 0,0154 0,0139 0,0137
My a ~0,0762 -0,0747 -0,0732
Mo -0,0422 -0,0408 ~0,0409
Mo -0,0354 -0,0340 ~0,0337
:xs -0,0252. ~0,0242 ~0,0238 qa?
o ~0,0146 -0,0140 -0,0138
My 12 0,0126 0,0138 0,0137
My ea 0,0187 0,0199 0,0200
M, ea 0,0066 0,0080 0,0081
Myas ~0,0265 ~0,0249 ~0,0244
4.10.5. Exemplo 5: Placa quadrada simplesmente apoiada no

contorno com carregamento distribuido em
7

pequena area central.

discretizando-se O

Neste exemplo a placa e analisada

contorno em 8, 16, 32 e 40 elementos iguais (Fig. 4.24). Nas
tabelas 4.6 e 4.7, sao apresentados resultados obtidos pela
formulaggo alternativa F.A. e a referencia REF.A, para
deslocamentos e momentos fletores maximos respectivamente,

~ ~ -
embora alguns valores nao foram encontrados na referencia

REF.A.
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Fig. 4.24 - Placa quadrada com carregamento distribuido

s
en pequena area central.

Tabela 4.6 — Resultados de exemplo 3.

. .
Deslocamentos maximos.

wmé = aPa /D
u/a=v/a
8 16 32 40 REF .A
0,005 0,01138 0,01157 0,01159 0,01160} 0,01160
0,01 0,01138 0,01157 0,01159 0,01159 —_—
0,10 0,01115 0,01134 0,01136 0,01137 _—
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Tabela 4.7 - Resultados do exemplo 5.

Momentos fletores maximos.

M = fiP
u/a=v/a max
8 16 32 40 REF.A
0,005 0,592 0,594 0,594 0,594 —
0,01 0,520 0,522 0,522 0,522 —
0,10 0,282 0,284 0,284 0,284 0,284

4.10.6. Exemplo 6: Placa quadrada simplesmente apoiada nos

quatro cantos e uniformemente carregada.

A placa da figura 4.25, apoiada apenas NOs Seus cantos,
foi discretizada com 40 elementos iguais. 0Os resultados
obtidos pela alternativa proposta A.P. sao comparados na

tabela 4.8, com os resultados das referencias REF.A e REF.B.

APOIO\/\ - APOIO
T 1 X B 1
.a/2 Yy
——— oA q
o/é
-»— B ]
AP0I09 N aroro
w2 | a2 |
)] T T
Fig. 4.25 - Placa quadrada simplesmente

apoiada nos quatro cantos.
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Tabela 4.8 - Resultados do exemplo &.

VALORES REF.B A.P REF.A
wB/qa“/D 0,0246 0,0271 0,0249
MxB/qaz 0,1100 0,1139 0,1090
Mv_/ga” 0,1100 0,1139 01090
wA/qa‘/D 0,0163 0,0194 S
4 tf
. 1tf/m
\ \
4— g
s/
X
I
%
J — 2 .2 7 E
X o
£ pt
" X
13 g Z
3
I g
X
I G 7 5
l 4m 2m
| fem
Fig. 4.26 - Placa com condicoes de carregamento

e contorno variados.
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‘4,10.7. Exemplo 7: Placa com condigges de carregamento e

contorno variados.

Neste exemplo a placa é retangular (Fig. 4.26), com um

lado engastado, dois lados simplesmente apoiados e um lado

livre. Tem uma carga uniformemente distribuida de 1tf/m2 e

uma carga concentrada de 4 tf no ponto 4. Foram adotados: o

modulo de elesticidade lomgitudinal E = 1,8x10 °tf/m?, o
coeficiente de Poisson » = 0,2 e a espessura h = 0,18m. Na
tabela 4.9 sao mostrados os resultados obtidos pela

alternativa proposta A.P., a alternativa C [60] e o Metodo
dos Elementos Finitos [73]}, para o gqual foi wutilizado o
programa ICES STRUDL-II com a malha de elementos finitos

mostrada na figura 4.27.

S

[ 3

M

4

E

™M

£

"M

-
| 2m | 2m | 2m am |
h T T R

Fig. 4.27 - Malha de elementos finitos.
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ELEM. |VALOR|ALTER. | PONTO 1 | PONTO 2 | PONTO 3 | PONTO 4
" A.P. -1,956 ~-1,656 -1,209 -1,066

A -1,899 -1,593 -1,192 ~-1,031

" AP, 3317 3447 2080 3369

g * A 3250 3374 2048 4219
M A.P. 1066 935 1594 2516

4 A 1137 1012 1611 3406

M A.P. 222 611 436 1002

A - 187 561 429 980

" A.P. -1,936 ~1,638 -1,203 -1,062

A -1,875 -1,588 -1,183 -1,048

M A.P. 3296 3420 2074 3364

- % A 3534 3357 2219 3960
My PP 1115 987 1614 2533

A 1605 1460 1860 3405

" A.P. 203 587 432 993

Y1 oA 172 525 422 . 996
WoIM.E.F.| -1,909 ~-1,615 -1,195 -1,055

///// M Im.E.F. 3620 3738 2208 —
y |M.E.F. 1530 1184 1970 S

My [M.E.F. 168 512 432 —

As unidades dos deslocamentos w e dos momentos

na tabela 4.9.

dados en cm e kgfm/m respectivamente,

Os resultados

mostram que a alternativa

apresentados

proposta

nos

exemplos

AP.,

para

~
M, sao

anteriores,

flexao

placas pelo Método dos Elementos de Contorno e eficiente.




CAPITULO V

PLACAS SOBRE FUNDACSES ELAS“CA

5.1. Introducao

A formulaggo ja proposta para placas sobre fundagaes
elasticas, pelo método dos elementos de contorno [543,
inclui na sua solucao fundamental o efeito da fundacao
elastica. Esta formulacdo fica restrita a analise de placas
inteiramente apoiadas sobre uma fundaggo elastica homogénea,
dificultando, por  exemplo, a consideraggo de efeitos
nao~-lineares da fundacao.

No presente capitulo, a analise de placas sobre
fundagSes elésticas, sera apresentada como uma extensao do
metodo dos elementos de contormo aplicada ao problema de
flexao de placas, considerando-se para isto, O acréscimo. de
uma integral de dominio, devida a reaggo da fundaggo, na
equéggo integral do deslocamento.

Em muitos casos, as integrais de dominio tem
integrandos conhecidos, sendo possivel transforma—las em
integrais de contorno, como foi feito com as integrais de

< .
dominio, para o carregamento transversal da placa, das
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~ - - 3
equacoes integrais do deslocamento e da sua derivada
- - - 4 s -
direcional, no item 3.4. Porem, ha casos onde as densidades

' . - ~ ~ .7 .
dessas integrais sao funcoes das variaveis do problema: a

. 4 . ~ ~ ~
integral de dominio correspondente a reacao da fundacao, por

’

exemplo, e um desses Cas0s. Ela pode ser tratada

- " 4 . e
discretizando-se o dominio em celulas ou transformando-a em

uma integral de contorno, utilizando-se © Processo da

reciprocidade dual [&0].

A alternativa proposta neste trabalho, consiste em
aproximar a densidade da integral de dominio, utilizando-se
uma funggo aproximadora conveniente [&61] e transforma-la em
integrais de contorno.

No fimal do capitulo serao apresentadas algumas
aplica9395 numéricas da alternativa proposta, comparando-se
os resultados obtidos com valores teoricos e valores obtidos
por meio da discretizéggo do dominio em celulas e pelo

processo da reciprocidade dual‘[boj.
5. 2. Equagses basicas

Segundo o modelo simplificado de WINKLER {561, cada
ponto da placa deve ficar ligado a um elemento de mola e nao
a estrutura de fundaggo (Fig. 5.1). Adotando-se esta

simplificaggo, a equaggo diferencial de uma placa (2.29),

apciada sobre fundaggo elastica e submetida a um
carregamento tfansversal g, pode ser escrita da seguinte
forma:

vw(q) = [g_(p) — g_(p)1/D | : (5.1)

onde, gs(q) e areaggo da fundaggo no ponto "p" dada por:

gg(p) = Kw(p) (5.2)

.’ ~ ~
sendo K o modulo de reacao da fundacao.
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Fig. 4.1 - Discretiza¢§o do contorno da placa.

Substituindo-se o carregamento transversal qg(p)

por
[ga(p) - gs(p)], nas equagSes integrais do deslocamento e de
sua derivada direcional dadas em (3.34) e (3.42)
respectivamente, obtem-se:
K(Q)w(Q) + J [v*(o,P)w(P) - M*(G,P)-‘?”i(m]dr(m -
n n an
r
Nc X X
+ LR (Q,P)w_ _(P) =I [V (Pw (Q,P) +
. ci ci n
i=1 r
aw* Ne¢ X
- m (P 5@, |ar(e) TR (PIng (@,P) ¢
X X
+ I w (G,p)ga(p)dﬁ (p) - I Kw (Q,piw(p)d2 (p) (5.3)
o ga. o Qe
g g

[+ 3 8



- 130 -

ow SVt
K 2y 2ay + | | ==20,PIw(P)
dn 28U J [ gn o)
r
GM* Nc(?R*
n Y2 (p) far (P) =
am an oy et

X

3 Bw 8 |0w

-J {v (P)5—(Q,P) - Mn(P)Ea[EH—(G,P)]}dF(P) +
r

Nc
+ER

i=1

J—(G,p)g (p)dQ +

0.

X
3
- J KE%(G,p)w(p)ng(p) : (5.4)
Q 8

gB

As equagSes (5.3) e (5.4) podem ser aplicada sem pontos
do dominio, do contorno ou externos da placa, escolhendo-se
convenientemente as constantes K(Q), K1 e Kz' Pode—-se
observar que a unica diferenga destas equacoes com as
equagSES (3.34) e (3.42) & o ultimo termo integral Qque

aparece em cada uma delas, ou seja:

J kw¥(Q,P)w(p)de (p) (5.5)
A 9, .
Qgs
e
8w*
f K———(Q P)w(p)dQ (p) (5.6)
5
an

~ . -, . .
que serao tratadas nos proximos itens.
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5. 3. Integraggo sobre células internas

Discretizando-se o dominio da placa em celulas internas
(Fig. 5.2.a), oOs deslocamentos poderéo ser aproximados,

transformando-ce as integrais (3.3) e (5.6), em somatorios

de integrais sobre estas celulas, para todos os pontos “g"

internos, e "Q" do contorno, obtendo-se as seguintes
expressges:
Ncel X
T Kw (Q,p)w(p)d  (p) ' (5.7)
i=4 0 Isi
gsi
Ncel aw**
PN KEE(Q,p)w(p)dQ (p) (5.8)
i=1 gst
Q2
g

si

rd d 4
onde, Ncel e o numero de celulas.

Fig. 5.2 - a)Dominio de uma placa discretizada em células;

b)definiggo do sistema de coordenadas de

4 - -
uma celula triangular "i".
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Um ponto "p" de coordenadas (xf; x:), pode ser
definido em fungéo das coordenadas dos vertices P, t Py® Py
de uma celula triangular "i" (Fig. 5.2.b), da seguinte
forma:

XP = wT XN (5.9)

v v

.
<P = (5.10)
2

T ' o |
r |2 o
W o= [~ ] (5.11)
"~ T
0o ¢

KN

N ~1

X = ’ (5.12)
XN
~2

— P
¢ £F (5.13)

com:

(5.14)

- w e N e R

A coordenada x. do ponto "p" pode ser escrita

explicitamente como:
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P gPyt o B2 :3 (5.15)

./ . . P v P
A variavel adimensional Za em funcao das coordenadas X,
: ¢ i

do ponto "p" fica:
P 1 o o P o P
= (20 + b + 3 X .
za 29( o M1 2) (3.16)
onde:
a® = x* - xJ (5.17)
1 1
b = xi - xX (5.18)
2 2
2a% = x3 x¥ - x* xJ (5.19)
o 1 2 1 2
A = % (b*a® - b%a’) (5.20)
o=1,2,3 i=2,3,1 e k=3,1,2
Devido as solucoes fundamentais que envolvem as

integrais (5.5) e (5.6), @ conveniente expressar a equaggo
(5.16) em coordenadas polares (r,8), com origem no ponto "p"

(Fig. 5.3).

z =2+ ——(b Ccose + asend) (5.21)

onde,f: e obtido com a equaggo (5.146), para o ponto "q
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~N
\ -
Y 0
N
t?
Q~
6, *4>§1
Xz m (P
©
q
Xy
Fig. 5.3 - Célula interna e os sistemas de

coordenadas (xi,xz),(fi,fz) e (r,e).

rd ~ ~
De forma analoga a expressao (5.9), pode—-se escrever O
deslocamento transversal w(p) de um ponto gqualquer da
. ~ . . - .
celula, em funcao dos deslocamentos verticais dos vertices

. 4
da mesma, isto e:

wip) = ¢ Wi (5.22)

. N
onde, ¢ e dada em (5.13) e w , representa os deslocamentos
) . i 2 3 . . .
verticais w, w e w nos vertices da celula.

Substituindo-se em (5.7) e (5.8) o valor de w(p) dado

em (5.22), considerando-se apenas uma célula genérica ", e
escrevendo-se 2 = 2 , por simplicidade, obtem-se:
v si
X P X
Kw (G,p)w(p)dﬂi_(p) = fiw (Gl,p)dQ.L(p)
Q2 : Q.

i i
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1

W
Jfgw*((},P)in(p) ‘[E;w*(ﬂ,p)dﬂi‘(p) kdw? (5.23)
Q, 43 w?
1 L
JK-‘&'(G PIW(pIAQ. (p) = praw(u p)dn (p)
0, Q,
v 1A
1
W
Jf’gﬁ(a P)dQ, (p) Jf”a”“(a p)dO, (p) 1K w2 (5.24)
w3
Substituindo-se as expressSES de EQP, wa,p) e

awyam(G,p) nas integrais do segundo membro de (5.23) e
(5.24), estas podem ser transformadas em integrais sobre r

e 6, integradas em relacao a r, obtendo-se:

8
3
P X _ 1 ql.4 _ 3
Jfa wilQ,p)da (p) = mj fa[ﬂz““‘*’z )t
Q. (2]
i - 1
e
4 I 1 2 a a s '
~R1(£nR1 "E)]de + mj (b COSB‘ + a SEnQ)[Rz(JnRZ +
e
1
7 5 7 _ :
Ta) Ri(ln.R1 - TE)]de (5.25)
63
Paw _ 1 aqlo3 _ 1
J E (G,p)dQ (p) 12”DJ Ea[Rz(lnRZ 3) +



3 .
3 1 1 a
R LR, 3>]C°5¢’d9 | mf (b cos6 +
g

1

)]cos¢de (9,26)

Pt

+ a%sent [fC (R, - 5 ) - R (R, -

onde, R1 e Rz sa0 fungGES do gngulo €&, obtidos a partir de
(5.21) para z: = 0.

Na figura 5.3 pode-se observar que para intervalos
distintos de variaggc do angulo e, obtém—-se duas expressges

para R1 e uma para Rz, dadas por:

zag:
R = p 5 & <6 =86 (5.27)
b"cos8 + a sené

2Afj
R = T : (2]
b cos® + a seng

(5.28)

1A
©
A
@

2Af: |
R = & <6 =6 (5.29)

3 - 3
b cosf8 + a sendé

Este problema pode ser evitado, dividindo—-se a celula
em duas (Fig. S5.4.a), e integrando-se nos intervalos easesea

- ~ k4 P4 -
e 6256563 isoladamente. Isto nao sera necessario guando

@ for igqual a 6 ou €_.
2 1 a
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Fig. 5.4 - a)Célula "i" subdividida nas celulas e "i .

b)Célula "iz"' c)Cé&lula “11?.

i
1

As integrais (5.25) e (5.26) sobre a celula "i",
dividida em duas, "H“ e "2" (Fig. 9.4.b e 5.4.c), 530
transformadas na soma das integrais em cada uma destas.

Considerando—-se apenas uma delas, pode-se escrever:

e
P X _ 1 2 ql 4 _ 3
J‘a w (Q,p)da, (p) = mﬁj fa[Rz““Rz z) *
Q.

=]
L . 1
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6
4 3 1 2 . o 5
- Ri(énR1 - E)]de + §6§55I (b cos@ + a Sene([Rz(ZnRz +
)
1
7 5 7
63
p aw 1 ql.,3 _1
IE 2 @,pra0 (p) = lZnDJ- Ea[RZ(Zn,Rz L+
e
1
62
3 1 1 o
- Ritn.R1 - 3)]cos¢d9 - iiﬁﬁf (b cos@ +
' e
1
o 4 1 4 1
+ a sene)[Rz(anz - E) R1(ZnR1 oy )]cos¢d6 (5.31)
onde, O indice "i" representa uma das celulas ”h" ou '%2",

R & obtido para ¥, = 0 e R_ > R.
Fazendo-se a mudanca da variavel & para uma variavel
adimensional 7n, as integrais (5.30) e (5.31) podem ser

transformadas em integrais numéricas, sendo:
n = ___2__[9 - _2_2__1] (5.32)

onde, 81 < e =< 62 implica em -1 £ 5 = 1.

A partik de (95.32), pode-se escrever:

de (5.33)

il
a
I
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Substituindo-~-se (5.33) nas equagaes (5.30) e (95.31)

obtem-se:

P X 62 - 61 : qi-4 3
Jf(xw (G,p)dni(P) = WJ EOI[RZ(MRQ - E) +
Q -1
t
4 3 62 - 61 ' o o 5
- Ri(_tnR1 - Z)]dn + Tgﬁﬁﬁﬁ_f(b cos8 + a sene)[Rz(ZnRz +
-1
7 5 7
- T6) - Ri(lnR1 - T6)]dn (5.34)
P 8w* 6z - 91 ' ql-3 1
Jfa am (s P)AA (P) = —ﬂ—nﬁ—f fa[Rz‘*"’“Rz -3
Q. -1

L

e -6
3 1 2 1 al
Ri(inRi ‘3‘)]C05¢dn + mjv (b cosg +

a 4 1 4 1
+ a sene)[ﬁz(tnRz 'y ) Ri(tnR1 - E)]cos¢dn (5.35)

Escrevendo-se as integrais (5.34) e (5.35) para as duas
celulas "H" e “2”, e substituindo-se nas expressoes
(5.23) e (5.24), obtém-z=:

. A
| Kw*(G,p)w(p)in(p) = (At a2 a%ikd w (5.36)

9]
1
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1
W
aw* 1 2 3 2
J KEE(G’D)W(D)in(p) = (B B B”}K{ w (5.37)
3
Q W
1
onde:
a® = | Pt a,pran. (p + | 28w @, mioe (p) 5.38
- an s P i1 p an + P Lz(p ( . )
i1 12
5] Paw paw
B™ = Jf am Qs P dQ, P+ JE (G,p)d() ,(P) (5.39)
a=1,2,3
Assim, as integrais (5.5) e (5.6) foram transformadas
em termos ~algébricos dados pelo produto entre os

coeficientes e os deslocamentos verticais w, correspondentes

" n.n 1"

a" da célula i, ou aos pontos p " do

o
z . . . - ~
dominio da placa. Desta forma, tais coeficientes poderao ser

d -
aos vertices

levados para o sistema (4.37), representando assim, a
. A - ~ ~ ~ ’ . L.
influéncia da reacao da fundacao na equacao algebrica »Jja

anteriormente obtida, que agora passa a ter a forma:

u
HU=6P+ T - k[5° s"] ' (5.40)

~ ~ ~ ~ ~ U.

~ L
onde, s e S'L &30 submatrizes formadas pelos coeficientes
xn® e KBa, para pontos do contorno e internos,

respectivamente.
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~ . 4 . ’ .
A equacao (5.40), onde foram incluidas novas incognitas

. L . .
internas U, pode ser estendida para pontos internos,
NIFRL

utilizando-se a equaggo (3.27) em cada um desses pontos i

resultando:

W
I
T
2
+
2@
20
+
¢

-k [5° s '] {Ei (5.41)

Reunindo-se (5.40) e (5.41) em um s0 sistema, obtem-se:

[H + KS°7J (ks 3 G T
~ "~ ~ , Yoy = P o+ . (5.42)
[H + KS' ) (1 + ks 3ot ' |” T

gue pode ser escrita simplesmente como:

X

U=GP + T (5.43)

Apés a imposiggo das condigSES de contorno, 0 sistema:
de equagaes (5.43) poderé ser resolvido.

Os esforcos internos podem ser obtidos, considerando-se
a equaggo (5.3), de forma anéloga ano que foi feito no

Capitulo 4,

S.4. Processo da reciprocidade dual

Utilizando-se o processo da reciprocidade dual, que jé
foi  aplicado em outros tipos de problemas [72], as
integrais de dominio (5.5) e (5.6) provenientes da reaggo da
fundaggo, podem ser transformadas em integrals sobre o
contoiyno da placa, pela adoggo de uma aproximaggo para o

deslocamento w(p), dada por:
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wip) = f(m,pla’ A (5.44)

onde, f(m,p) representa um grupo de fungaes relacionadas a
"m" pontos ou nos duais, e am, sao coeficientes que serao
determinados posteriormente.

Considerando-se f(m,p) como uma carga distribuida
ficticia ou pseudo carregamento da placa, a equaggo
diferencial (2.25) para este caso fica escrita na seguinte

forma:

AAw(q) = f(m,p)/D (5.45)

onde, f(m,p) e o pseudo—~carregamento vertical, associado a
pseudo-deslocamentos G(m,p).

Uma funggo particular f(m,p), pode ser obtida a partir

da adoggo de um campo de pseudo-deslocamentos @(m,p), que

satisfaca a equaggo diferencial (5.45), dado por [60]:
A(m,p) = 2R (m,p) + so==R>(m,p) (5.46)
wim,p G4D A 325D P -

’ N . -
onde, C e uma constante com unidade de comprimento, como por

exemplo a maior dimensao da placa, e:

. ‘ A 1.2
- _ 2 _ 2
R(m,p) {[xl(p) xi(m)] + [xz(p) xz(m)] } (5.47)
Substituindo-se (5.46) na equagSD (5.45)- e apés
derivacoes necessarias chega-se a:
f(m,p) = C + R{(m,p) (5.48)

que representa uma superficie conica (Fig. 5.5).
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2
f(Lp)al fi2,plx

X2
Xy
Fig. 5.9 - Superficies conicas correspondentes a dois
pseudo carregamentos, usadas para a

aproximaggo de w(p).

De forma anéloga'ao ja mostrado no caso das equagSes
integrais de deslocamento w(q)'e de sua derivada direcional
ow/om(q), podem agora ser escritas equagaes integrais para
os pseudo-deslocamentos, ou deslocamentos duais, ;(m,p) e
8@/8m(m,p),'a partir da equaggo diferencial (5.49), da

seguinte forma:

~ X ~ : X ow
w(g) + f [vn(q,é)w(m,P) - Mn(q,P)Eg(m,P)]dF(P) +
r

Nc * ~ ) * ~
+ L Ri (q,P)w_(m,P) = J [w (q,PIV_(m,P) +

i=1 v r

aw* ~ NCA *
- EF(Q’P)MLm’P)]dr(P) + T Rcsm,P)wcéq,P)+

i=1

+ I f(m,p)w*(q,p)dﬂf(p) , (5.49)

Qf~
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X X A

33 vn ~ amn w
%(Q) + am (Q,P)W(m,P) - W(Q,P)gﬁ(mgp)]dr(‘:) +
r .

_1ém am
L= r
X
% ~ Ne ow
_o ey im (meybdrP) + TR (m,P)=S(q,P) +
rrd e TLRN LY 1}-:1 i (MPIg—(a,
aw*
+ j f(m,p)ga(q;p)dﬂf(p) (5.50)
¢

As equagSES (5.49) e (5.50) podem ser também escritas
de forma que as integrais de dominio fiquem isoladas no

. . - s
primeiro membro, isto e:

J f(m,p)w*(q,p)dof(p) = w(q) + J [Vi(q,P);(m,P) +

Q r
~ Nc
X W . X ~
- Mn(q,P)gﬁ(m,P)]dF(P) +t§1Rct(q,P)wci(m,P) +
X o 6w* -
- I [w (q,P)Vn(m,P) ~ 5;—(Q,P)Mn(m,P)]dF(P) -
r
Nc . X
_‘z Rct(m,P)wct(q,P) (5.51)
1=1
X
X - \
8w _ Ow n ~ '
f f(m,p)ga(q,p)dﬁf(p) = EH(Q) + J [;a~(q,P)w(m,P) +
Q r

-f
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6M: aa NcaR:i. ~

- gala,P)gnlm,P) |ar(p) ¢ 8 gplaiP (1P
" oy0 (mpy - 2 ‘”‘? Py M (m,P) bar(p) +

- -a—n-)—‘(q’ ) n(m’ ) _%Eﬁq’ ) n(m’ )

r

Ne X
- zaci(m,P)g—g-(q,P) | (5.52)
i=1

Embora sejam conhecidos, a partir da discretizacao do
contorno da placa, os deslocamentos e esforcos duais podergo
ser aproximados pelas mesmas fungSes aproximadoras usadas
para as variaveis reais, para Tfacilitar e simplificar o
equacionamento. Desta forma as integragaes sobre os
elementos darao origem as matrizes ﬂ e g ja conhecidas.

- - i o~
Assim, considerando—-se todos os nos do contorno, as equacoes

{5.51) e (5.92) podem ser escritas matricialmente como:

(e B e )

sendo (M} , apenas uma coluna da matriz M correspondente ao
m - ’ ~
d
no dual "m".

Considerando—-se todos os nos duais (5.53) fica:

X
1
X
>
}
G
20>

(5.54)

onde, as matrizes U e P contem, respectivamente em cada
linha, os deslocamentos e esforcos duais correspondentes aos

"m" pontos escolhidos.
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Substituindo-se a aproximaggo do deslocamento w(p),

dada em (5.44), nas integrais de dominio (5.3) e (5.6),

: ’
-obtem-se:

K[ J f(m,p)w*(q,D)ngs(p)]am (5.595)
Q
g8
3w* m
K[j f(m,p)g—‘;(qyp)dogs(p)]a (5.56)
Q2
gs

As integrais de dominio (5.55) e (5.56) obtidas de
forma dual, analogamehte a (5.51) e (5.52) respectivamente,
para todos os pontos do contorno, podem ser representadas

matricialmente por:

(5.57)

=~
X
Q
2
=~
[aan |
T
W
!
40|
10>
LJ
R

s’ 4 . . m
onde, a e o vetor gque contem os coeficientes a .
- . ~ . ~ ~
Considerando-se a influencia da reacao da fundacao,

dada por (5.575 na equaggo matricial (4.37), obtem-se:

e w

U=GP+T-KMa ' ' (5.58)

Os coeficientes do vetor «a, podem ser obtidos
aplicando-se a equaggo (5.44) a todos o0s pontos duais do
contorno e dominio da placa, para f{(m,p) dado na equaggo

(5.48), assim:
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) = F a ' ) (5.959)
U N
ou seja:
-4 ~
a = F . (5.60)
‘Substituindo-se o vetor o, dado em (5.60), na equaggo

{5.58), fica:

. 8]
HU=G6P+T-K M M} F“{ ”.} (5.61)

~ ~ ~ o~ ~ ~ ~ UL
onde, M® e M.L sa0 submatrizes de M, para pontos do

contorno e internos respectivamente.

A equagso (5.61), pode ser estendida para pontos

internos, de forma anéloga a equaggo (S5.41), ou seja:
. f (VY
Ut = H'U + G'P + T -k [M° M']F ~ (5.62)
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ UL

Agrupando—ée as equagSes (4.61) e.(4.62), obtem-se:

LAl B L o

] G :
. SR R o I L ~ (5.63)
[H +KM SF™ %1 [I+xkM 'F M3 LUt AT T

'~

141

A equagso (5.63), escrita de uma forma mais simples,
fica semelhante»é equagao (5.43), e apés a imposiggo das

. ~ 4 .
condicoes de contorno podera ser resolvida, obtendo-se
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assim, os deslocamentos verticais dos pontos internos e dos

7’
nos do contorno da placa.

Pode-se observar que a matriz M da equacan (5.54),

e )

rd
contem as matrizes U e P , formadas por deslocamentos e
. ~

~

esforcos duais, que $a0 determinados a partir do

deslocamento dual w, dado em (5.46),'e relacionando-se cada

ponto nodal “m" com todos o©0s nos do contorno e pontos

internos da placa,

5.5. Formulaggo alternativa

~ - - -
Esta formulacao, consiste em transformar as integrais
. 4 . . - - .
de dominio em integrais de contorno, wtilizando-se uma
. ~ - ~
aproximacao para o deslocamento w(p), semelhante a adotada

no processo da reciprocidade dual, ou seja:
" A
wip) = f(m,p) o (5.44)

onde, f(m,p) seria uma funggo que representé uma superficie
composta por trechos planos, equivalente ao processo de
aproximaggo por células e que nao precise ,hecessariamente,
satisfazer a equaggo diferencial de placas (2.29); am, 530
coeficientes a serem determinados posteriormente.

Uma funggo f{m,p), com as caracteristicas acima, foi

sugerida inicialmente por VENTURINI [61], da seguinte forma:

f(m,p) = |x1(p) - xi(m)l + |x2(p) - xz(m)l +
+ |x1(p) - xi(m)l |x2(p) - xz(m)l (5.64)
Posteriormente, CODA ([62] mostrou que os termos

lineares da funcao (5.64), em nada contribuem para a

precisao da aproximacao, bastando-se escrever:
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f(m,p) = |[x (p) - x_(m)| |x_ (p) = %, (m) | | (5.65)

cuja forma & mostrada na figura 5.6.

Fig. 5.6 — Grafico da funcao f(m,p).

Observe-se, apés escdlhida a fungSo f(m,p) para
aproximar o deslocamento w(p), © processo poderia ser
tratado de forma anéloga ao exposto'no item anterior.

Considerando-se o deslocamento w(p) da integral de
dominio {5.5), aproximado pela funggo f(m,p), dada em

(5.65), pode—-se escrever:

X X
I Kw (G,p)w(p)dﬂgép) = J Kw (G,p)f(m,p)amdﬁgép)

0 Q
gs gs

(5.66)



- 190 -

A integral de dominio do segunde membro, pode ser

transformada em integrais de contorno, efetuando-se
/ ~ .
sucessivas integrais por partes ate a eliminacao completa

- . 4 . . . . ’
das integrais de dominioc residuais, isto e:

KJ f(m,p)w*(Q,p)dQ (p)am = K J f(m,p)C*(D,P)n dI" (P) +
gs 4 £ gs

0 r
gs gs

- J f(m,P),JDis(G,P)ndegS(P) +

r
gs
X m
+ J f(m,P),lsEzst(G,P)ntngs(P)]a (5.67)
r
gs
- £, a, t = 1,2
onde:
f(m,P) , = sign(m,P) |x _,(P) = X gt ] (5.68)
‘f(m,F’)’t9 = (1 - 648)51gn(m,P)£51gn(m,P)8 (5.69)
sendo:

xz(P) - xz(m)

sign(m,F’)J (5.70)

| (P) = %, (m)]

TAmyPly, = Y S (5.71)
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X . .
0 termo CJ(D,P), e uma primitiva do deslocamento
fundamental w*(G,Pf dado em (2.76), e pode ser determinado a

< .
partir da integral de dominio deste deslocamento.

gnD 2

I w*(G,p)dQ(p)=J J L rZ(tnr - i)rdrde (5.72)
($] e r

~
Integrando-se em relacao a r, © segundo membro de

(5.71) fica:

I w*(G,P)dQ(p)=[ 3%55 r2(tnr - %)rde (5.73)

Q 6

A partir da figura 5.7, obtém-se a seguinte relaggo

/. . . 7
necessaria para a mudanca de variavel:

aor

dFEF = rde (5.74)
sendo:
Ix ax
ar _ dr i 3r 2 _
o0 = 3x_ on * 3, ALY (5.75)

Substituindo-se (5.74) em (5.73) obtém—se:

J wha,prdacp) = J Cﬁ(G,P)anF(P) (5.76)
Q2 r
X

onde, CJ(O,P) é dada pela seguinte expressgo:



(inr - %)r,c (5.77)

X2

Fig. Relaggo entre os sistemas de
coordenadas (n,I’) e (r,8).
X X : .
Os termos DJS(G’P) e EJQ(Q,P) podem ser determinados

de forma anéloga a C;(G,P), chegando-se a:

X rt 19
D[B(G’P) = m(mr - 56)"-,3 r’a (5-78)
X | r> 67
D (B:P) = sgomp ™ ~ 50", s T, (.79)

Pode—se observar, entretanto, que as derivadas de
f(m,p)s f(m,P),t e f(m,F‘),JS dadas em (5.68) e (5.69)
respectivamente, n3o s3o continuas em todo o dominio, O que
tornaria invalida a aplicacao direta da integracao por
partes na integral do segundo membro de (35.66). Essas

descontinuidades podem ser evitadas [62], pois elas ocorrem



nos eixos paralelos aos eixos coordenados que se cruzam nNoOs
pontos base "m" (Fig. ©5.8), dividindo © dominio em
subdominios, nos Qquails a funggo f(m,p) e suas derivadas sao

continuas, podendo-se assim, aplicar a integragﬁo por partes

4 .
em cada um desses subdominios.

Y
X m :
2 Q=62+ S+ S,
rs Q-fQ-+G
- s
>, :
Fig. 5.8 - Divisao do dominio em subdominios para
para um ponto base "m"” do contorno.
Considerando-se a figura 5.8 como exemplo, o primeiro

membro de (5.66) pode ser escrito davseguinte forma:

JKW*(G,D)W(p)dQ(p) - K[fw*(a,pl)w(pi)do(pi) +

Q Q
1 1
+fw*ca,prwiprdacp ) + |wh(a,p_ rwip_ rdaip,) (5.80)
P, P, P, Ry IWipy Py .
0 0
2 8
As integrais sobre os subdominios 01’ Qz e Qg, agora

poderao ser integrados por partes; assim, aproximando-se O

deslocamento w(p) dado em (5.44), na equaggo (5.80), fica:
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JKW*(G,p)f(m,p)amdQ(p) = K{[f(m,P)Cﬁ(O,P)anF(P) "

Q2 r
-1f(m,P) D* (Q,P)n dIri(P) + |f(m,P) E* (Q,P)n dIr(P)+
R A -0 5 s dst ] L
r r

X
+J fgm,Pz),[ - f(m,Pa)’z DJQ(G,P)nEdI"(F’) +

r
4
X
+J[f(m,P1),z f(m,Pz)’t]DJQ(G,P)nSdF(P) +
r
8
Alem,py , - £(m,P) 1E* (Q,P)n dr(P) +
o2 ,59 - ,ZB ist ’ t
r .
4
X m
- )
+Jl>1‘(m,F'1)’£s f(m,Pz,’z8 Etgt(G,P)ntdr(P)}a (5.81)
f .
5
onde, O indice do ponto "P" indica o© subdominio ao qual
pertence a fungSD (Fig.5.9) 3 F4 e Fs ’ Sa0 "contornos
auxiliares" que separam 0OS subdominios.
f(m,Pz),Jl/7
:
! .
"L f(m,P),
1
+
P
Qx Q2

Fig. 5.9 - Descontinuidade da funggo f(m,P),J.
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Dependendo da posiggo do ponto base "m", o dominio Q
pode ser dividido em ate 4 subdominios, obtendo-se para cada
fcaso, uma expressao anéloga a (5.81).

Apos a transformacio da integral de dominio (5.5) em

integrais de contorno, as fungaes f(m,P), f(m,P),Z e

f(m,P),z podem ser aproximadas linearmente sobre os
3=

elementos do contorno, de forma analoga aos esforcos e

deslocamentos reais (item 4.3).

Aproximando-se a funggo f(m,P), mostrada na figura
(5.10), tem—se:

f(m,P) = ¢1(P)f(m,P1) + ¢2(P)f(m,P2) (5.82)

onde, as fungges aproximadoras ¢;(P) e ¢é(P) sao dadas por
(4.15.a) e (4.15.b) ;'f(m,Pi) e f(m,Pz) sao valores que a
funggo f(m,P), com base no ponto "m", assume nos nos locais

1 e 2 respectivamente, do elemento Ff

L(Dl f(m,P;)

Fig. 5.10 - Aproximacgo linear da fungao f(m,P).
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De forma analoga a (5.82), as aproximagoes para as

derivadas de f(m,P) ficam:

f(m,P), = ¢ (PIF(m,P ), , + ¢ (PYF(m,P ), (5.83)

f(m’P)’Jsz ¢>1(F’)1‘(m,F’1),€s + ci>2(f:’)f(m,F’2),4fB (5.84)

Na figura 5.10, supge—se que o elemento I’ se encontra
J
i .~ ~ . ~
em uma regiao onde a fungao f(m,P) e suas derivadas sao

[4
continuas.

10 Lg 9 Lg 8 L, 7

T —m——— e —— ]

12 4

__.._—_—___.._————’_.___-_-_——_._.._..

>
n
-
K
b e e —————

X1
Fig. 5.11 - Posigaes nao adequadas de pontos base.

Existem casos em que podem ser introduzidos erros de
aproximacao da funcao f(m,P) e suas derivadas na integraggo
de alguns elementos [62] ; isto acontece quando o ponto base
"m" n3o esta situado na intersecao de linhas retas,
paralelas aos eixos coordenados, gue unem nos geométricos

dos elementos de contorno. £ o caso, por exemplo, do ponto
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base interno "mi” da placa mostrada na figura 35.11, na qual
os elementos L , L, L e L , ficam em regiSes onde as
: 2 5 8 11

‘derivadas da funcao f(m,P) sao descontinuas. 0 mesmo
acontece com os elementos L‘ e Lp, em relacao ao ponto base

"m " situado no contorno da placa.
[

Na figura 5.12, sao mostradas as  posicoes — mais

adequadas dos pontos bases internos, para evitar-se a
~ 4

‘ ~ , . .
introducao do tipo de erros de aproximacao Jja mencionado,

utilizando-se a placa da figura anterior.

10 L
9 i Lg 2 L, 7
M0 | Mo ! Mg My
L " .
1o | I te
| | :
1§ 1 R S e <+ 6
my I Mg I Ms Mg
! i
elementos l } Ls
auxiliares i ;
1~ 1 m
____________________ +__A_.__._.____.____.._Q____...._~4_»__§_0...5
i"‘u I Mg
! I
nés geométricos I : Lg
: i
! }
|
|
#Imz #m3 Mg
L 2 L2 3 Ls 4
Fig. 5.12 - Posicoes adequadas de pontos base

internos e de contorno.

No caso de pontos base situados no contormno da placa, a
posigso mais adequada do mesmos é, consequentemente, nos
préprios nos geométricos dos elementos (fig. 5.12).

Pode—-se observar que, na figura 5.12 aparecem
"elementos auxiliares" unindo os pontos internos com os de
contorno.: Esses "elementos auxiliares"” separam os
subdominios formados pelos préprios pontos base, e sao

’ . ~ - .
necessarios na transformacao das integrais desses
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subdominios (expressao  5.80) em integrais de contorno

(expressgo 5.81).

Com a aproximacao da funcao f(m,P) e de suas derivadas,
’ .’
e tambem a mudanca da variavel I' para ¢, cada uma das

integrais correspondentes & reacao da fundacao pode ser

escrita explicitamente da seguinte forma:

I\llt\o

Nie
j f(m,P)Ch(Q<PIN,dr (P) = z j ¢, (PIT(m,P ) +

r
+ ¢2(P)f(m,P2)]C*(G,P)df(P) (5.85)

1

X Nte z
Jf(m,P),[DJS(G,P)HSdF(P) =j?1 J §[¢1(P)f(m,P1),1 +
r T ey

i

+ ¢2(P)f(m,P2)’1]DT(G,P)dE(P) + J %[¢1(P)f(m,P1)’2 +

-1
+ ¢2(P)f(m,P2),Z]D*(G,P)dZ(P)} (5.86)

1

Nte v
X £
I f(m’P)’JeEZst(G’P)ntdr(P) ? {J [¢1(P)f(m,P1),12+
r T My

1
X £ )
+ ¢2(P)f(m,Pz),lz]Elz(G,P)df(P) + J -2—[¢1(F’)f(m,P1),21 +

-1

+ ¢2(P)f(m,P2),21E:1(G,P)df(P)} (5.87)

onde:
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X X

c*a,p) = cha,pin, . | (5.88)

p¥(a,Pp) = p* (@,P)n (5.89)
L T Yes ? s )

c¢* (a,p) =Y (@,P)n (5.90)
Zet ) [Ql ! { )

Integrando-se todos os elementos "Nte" de cada uma das

integrais anteriores (5.85), (5.86) e (5.87), em relaggo a

todos os pontos "Q" e todas as bases "m", a expressgo (5.67)
escrita matricialmente fica:
KMa=¥KI[C f - D1 f1 - D2 f2 + E12 £12] «o (5.91)

onde, as matrizes E’ 21, 92 e 512 sao obtidas a partir da
integraggo de Cﬁ(G,P) e EEM}G,P), sobre todos os
elementos "Nte" em relac3o a todos os pontos de carregamento
"Q" 3 as matrizes z, il, i2 e I12 sao obtidas aplicando-se
as fungges f(m,P), f(m,P),z e 1"(m,F’),£9 de todas as bases
"Nb" em relac3o a todos os elementos "Nte".

As matrizes E, 91, 92 e El2 da equagSD {(5.91), tem
dimensoes (2Nn + Nc)x(Nte), enquanto que as matrizes i, il,
zz e ilZ, tem dimensoes (Nte)x(Nb). Assim, pode-se concluir
que a matriz mvtem dimensoes (2Nn + Nc)x(Nb). E o vetor o e

obtido de forma anéloga ao processo da reciprocidade dual,

isto e:
—-q i~ ' .
o =F {Ei} (5.92)
~ ~ U
onde, a matriz & obtida a partir da funggo f(m,P),
relacionando-se as bases entre si, e tem dimensoes

(Nb)x(Nb) .
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Desta forma, poderé ser incluida a influencia da
reacao da fundacio, dada em 9.9L, na equacdo matricial
(5.48), Obtendo-se: '

T

U=GP+T-KMa ‘ (5.93)

ou

T
c
1
@
X T
+
2~

-k M M) F“‘{Ei} (5.94)

'~

Analogamente a equaggo (95.94) para pontos 1internos

P
obtem—-se:

T

I
T
:C

+
140)]
taat|

£ T -k Y] E—l{%t} (5.95)
u

'~

Agrupando-se as equagSes (5.94) e (5.95), obtem—-se uma
equaggo matricial identica a obtida no processo da
reciprocidade dual, sendo gque apenas as matrizes M e F

sao diferentemente definidas.

[H + KMSF ™13 (K M F 13 U G T
= P +
{rH2+ kM?SF™ %) [I + K M"'F 1} {ur G’ |~ T’
(5.96)

Embora a formulacao acima tenha enfatizado o wuso de
. - 4 .
pontos internos para aproximar O deslocamento no dominio da

laca, verificou-se que, no presente caso a definicao de
s L] ’ ;
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~

- ~ ’ 7 .
bases internas naoc e necessaria. A aproximacao com bases

.tomadas apenas no contorno, ja oferece uma boa aproximaggo

para este caso. Assim, considerando-se apenas pontos base no

contorno, a equacao (5.96) fica:

[H+ kK M° F !
N N

ju-=
~ ~

2Q

P+ T (5.97)
A ) ~

Apés a imposiggo das condigaes de contorno da placa, na
equaggo (5.97), o sistema pode ser resolvido em termos de
. deslocamentos e esforcos do contorno.

Sequindo-se o mesmo procedimento proposto neste item,
podergo ser obtidos deslocamentos e esforcos internos apés a

soluggo de (5.97).
5.6. Aplicacoes numericas

Neste  i1tem sao apresentadas algumaé aplicagaes da
formulaggo alternativa para analise de placas sobre fundacao
elastica pelo metodo dos elementos de contorno.

0 contato entre a placa e a fundaggo @ admitido
perfeito, embora em certos casos existam tensboes de tracao
atuantes na interface

530 adotadas as mesmas constantes adotadas no item 4.10
do capitulo anterior. O modulo de reacao da fudacao K e
igual a 1 kgf/cm3 para todos os exemplos.

‘ Os pontos base adotados para a formulaggo alternativa
estao situados apenas no contorno e sao em numero igual aos
elementos do contorno da placa.

As tensoes de tracao sao indicadas com sinal positivo.
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H.6.1. Placa com carga centrada

Neste exemplo @ amalicada uma placa quadrada (Fig.

5.13), submetida a uma carga vertical de 40 tf, distribuida

’ R ~
em uma pequena area central. Na figura 5.14 sao mostradas a

diseretizacao das celulas internas e do conterne, btem como

rd . ~ ~e
os pontos em analise. Os resultados das reacoes da fundacao

ubtidas pelas trés formulacOes, ou Seja, usando-se células
internas [60], o processo da reciprocidade dual [60]Je a
formulagso alternativa, sao apresentados nas tabelas 5.1 5.2
e 5.3 respectivamente, para diferentes valores da espessura
h da placa e para duas relagSES de u/a. Estes resultados sao0
comparados com valores teéricos, considerando-se a rigidez
da place infinita. Para o caso da reciprdcidade dual e
utilizada a discretizaggo mostrada na figura S5.15. Pode-se
observar nas tabelas 5.1 e 5.3, que a distribuiggo de
tensoes na fundagso e praticamente constante e proQima do
valor tedrico a partir de h=30cm para as duas relacoes u/a.

Na tabela 5.4 sao apresentados valores do momento
fletor,obtidos usando-se celulas internas e a formulaggo
alternativa, para duas relagges u/a e para a espessura h
variando de 10 a 350cm.

Na figura 5.16 c30 mostrados os momentos fletores

(Mx)y—o , obtidos pela solucao analitica [64]

€ (MX)X-':O

(REF.A) e a formulac3o alternativa, considerando-se O modulo
de reaggo da fundaggo K, pequeno e a altura da placa
infinita. Neste caso, a a placa @ discretizada com 32
elememtos iguais, embora com 16 elementos ja tenha
apresentado boa aproximaggo. Observou—-se gue a Qariaggo do
momento fletor maximo nso e sinificativa para diferentes

valores de K, como @ mostrado na tabela 5.85.
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u/2

u/2

\j

oS

—

a/2

-l

-—

Fig. 5.13 - Geometria da placa para carga centrada

Tabela 5.1 - Reacoes do solo para carga centrada.

VALORES DA REACAO DO SOLO (kgtf/cm®)

PONTO| u/a USANDO CELULAS *282?535
| CASO

h=10 h=20 | h=30 h=40 h=50 | RIGIDO

' 0,1| -0,57 | -0,98 | -0,98 | -0,99 | -1,00] -1,00

0,2| -o,58 | -0,98 | -0,98 | -0,99 | -1,00} -1,00

o 0,1| -o,80 | -0,97 | -0,99 | -1,00 | -1,00] -1,00

2| -0,81 | -0,97 | -0,99 | ~1,00 | -1,00| -1,00

< 1| -1,05 | -1,01 | -1,00 | -1,00 | -1,00| -1,00

0,2| -1,05 | -1,01 | -1,00 | -1,00 | -1,00| -1,00

4 0,i| -0,91 | -0,99 | -1,00 | -1,00 | -1,00| -1,00

0,2| -0,92 | -0,99 | -1,00 | -1,00 | -1,00] ~-1,00

5 1| -1,19 | -1,03 | -1,01 | -1,00 | -1,00| =-1,00

0,2| -1,19 | -1,03 | -1,01 | -1,00 | -1,00} ~-1,00

o 1] -1,42 | -1,06 | -1,02 | -1,01 | -t,01| -1,00

0,2| -1,39 | -1,05 | -1,02 | -1,01 | -1,01] ~-1,00
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Fig. 5.14 - Definiggo das células e pontos em analise.

Tabela 5.2 - ReagSes do solo para carga centrada.

VALORES DA REACAD DO SOLO (kgf/cm®)
PONTO| u/a VALORES
RECIPROCIDADE DUAL e Enieos
CASO
h=10 h=20 | h=30 h=40 h=50 | RIGIDO
L 0,1| -0,49 | -0,88 | -0,93 | 0,96 | -0,97| -1,00
0,2| -0,50 | -0,88 | -0,93 | -0,96 | -0,97| -1,00
. 0,1| -0,69 | -0,91 | -0,94 | ~0.,96 | -0,97| -1,00
0,2| 0,70 | -0,91 | -0,94 | ~0,96 | -0,97| -1,00
5 ,1| -0,98 | -0,95 | -0,95 | -0,96 | -0,98| -1,00
0,2| -0,98 | -0,95 | ~0,95 | -0,96 | -0,98| -1,00
A 0,1| -0,80 | -0,92 | -0,94 | -0,96 | -0,97| -1,00
0,2| -0,80 | -0,92 | -0,94 | -0,96 | -0,97| -1,00
. 0,1| -1,16 | -0,98 | -0,96 | -0,96 | -0,98| -1,00
0,2| -1,16 | -0,98 | -0,96 | -0,96 | -0,98| -1,00
. 0,1| -1,37 | -1,00 | -0,97 | -0,97 | -0,98] -1,00
0,2| -1,34 | -1,00 | -0,96 | -0,97 | -0,98| -1,00
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Tabela 5.3 - ReagSes do solo para carga centrada.

VALORES DA REACAO DO SOLO (kgf/cm®)
PONTO!| u/a VALORES
FORMULACAO ALTERNATIVA TEBRICOS
CASO
h=10 h=20 | h=30 h=40 h=50 | RIGIDO
L o,1| -0,52 | -0,93 | -0,98 | ~-0,99 |-1,00 | -1,00
0,2 -0,54 | -0,94 | -0,98 | -0,99 |-1,00 | -1,00
- 0,t1| -0,80 | -0,97 | -0,99 | -1,00 |{-1,00 | -1,00
o,2| -0,81 | -0,97 | -0,99 | -1,00 |{-1,00 | -1,00
5 o,1{ -1,06 | -1,01 | -1,00 | -1,00 |-1,00 | -1,00
0,2 -1,05 | -1,014 | -1,00 | -1,00 |-1,00 | -1,00
4 o,t1| -0,92 { -0,99 | -1,00 | -1,00 |-1,00 | -1,00
0,2| -0,93 | -0,99 | -1,00 | -1,00 |-1,00 | -1,00
5 o,t1| -1,20 | -1,03 | -1.01 { -1,00 |{-1,00 | -1,00
0,2 -1,20 { -1,03 | -1,01 | -1,00 |-1,00 | -1,00
6 o,t| -1,44 | -1,06 | -1,02 | -1.01 |-1,00 | -1,00
0,2 -1,40 | -1,05 | -1,02 | -1,01 |-1,00 | -1,00
125¢m ;25¢cm, 25¢cm, 25¢m, 25¢cm 254’9’?(;«,2,,5,9,,"’. 25¢cm,
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Fig. 5.15 - Discretizacao

|

do contorno e pontos duais.
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Tabela 5.4 - Momentos fletores para carga centrada.
USANDO FORMULAQ@O
: CkLULAS ALTERNATIVA
PONTO u/a h M M M M
X y X Yy

10 1128 1134 1172 1172

20 1277 1297 1338 1338

0,1 30 1302 1327 1358 1358

40 1338 1340 13462 1362

3 50 1365 1371 1364 1364

10 1121 1125 1160 1160

20 1269 1285 1322 1322

0,2 30 1284 1314 1340 1340

40 1324 1322 1345 1345

350 1349 1354 1347 1347

10 1050 3221 1032 3294

20 1247 3528 1219 3593

0,1 30 1271 3583 1241 3627

40 1275 3630 1247 3634

5 o1 0] 1278 3707 1231 3639

10 1131 31172 1109 3177

20 1319 3406 1291 3469

0,2 30 1337 3463 1313 3502

40 1348 3506 1319 3509

50 1352 3583 1323 3510

10 Q773 Q773 9825 9825

20 10124 10129 10154 10154

0,1 30 10178 10176 10192 10192

40 10205 10204 10201 10201

5 50 10236 10247 10205 10205

10 6907 6905 6947 6947

20 7241 7243 7267 7267

0,2 30 7294 7290 7304 7304

40 7319 7317 7313 7313

50 7349 7360 7317 7317
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Tabela 5.5 - Mamentos flotorec maximos.

MOMENTO FLETOR MAXIMO

_ _ VALOR TEGRICO
k=1 K= 15 PARA K PEGUEND
0,183 P 0,180 P 0,186 P

Ay
1 a/2 a/2 1
| !

—4—
0,255 P ~3§§§7-
[ 2186F  51e3p

a/2

5
VA

T
0,258 P
ey

a
b
o~
o
a/2
— REF. A
e F.A.
_{’—
Momentos para u/a =0,1 l Momentos para u/a=0,2 i
T T,

Fig. 5.16 - Momentos fletores para placa com carga centrada.



- 168 -
5.6.2. Placa com carga excentrica

Utilizando—-se a mesma geometria e discretizaggo do

(3N

exempio anterior, aqui a carga vertical de 40 tf
excentrica (fig, 9.18) e a relacao w/a=0,2.
AY
4 : :
a/2 T Ex T
u/2
-— 4 — - -
u/2
u/2 [u/2
2l T B
P } ; }
l a/2 J a/2 l
T T T
Fig. 5.18 - Geometria da placa para carga
com uma excentricidade.
Inicialmente, com uma excentricidade de ex=30cm,
aparecem apenas tensoes de compressgo na fudaggo. Para uma
excentricidade: ex=50cm, resultam tensoes de tracao e

compressgo. Nas tabelas 5.6, 5.7 e 5.8 sao apresentados 0S
resul tados obtidos wutilizando-se células internas, o
processo da reciprocidade dual e a formulagao alternativa

respectivamente, e sao comparados com valores exatos.
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Tabela 2.6 = Reagﬁes do s0lo para carga com

uma excentricidade.

VALCHES DA REACAO DO SOLO (kgf/cm®)

e, [PONTO USANDO CELULAS *2%8?585
h=10 | h=20 h=30 h=40 R%g§go

1 -1,43 -1,84 -1,88 -1,89 -1,90

2 -1,78 -1,88 -1,90 -1,90 -1,90

s |-1,52 | -1,846 | -1,45 | -1,45 -1,45

4 |-1,97 | -1,88 | -1,90 | -1,90 ~1,90

5 |-1,73 | -1,49 | -1,46 | -1,46 ~1,45
zoeml_6 71,30 | -1,04 | -1,01 | -1,01 -1,00
9 |-1,12 | -1,02 | -1,01 | -1,00 ~1,00

10 |-0,57 | -0,55 | -0,55 | -0,55 ~0,55

12 |-1,19 | -1,81 | -1,48 | -1,45 -1,45

13 |-0,84 | -0,98 | -0,99 | -1,00 -1,00

14 |-0,37 | -0,53 | -0,54 | -0,55 ~0,55

15 |+0,154| -0,06 | -0,09 | -0,10 ~0,10

1 |-2,06 | -2,84 | -2,48 | -2,49 -2,50

2 |-2,54 | -2,51 | -2,50 | -2,50 -2,50

5 |-1,91 | -1,76 | -1,75 | -1,75 -1,75

4 |-2,82 | -2,55 | -2,51 | -2,50 ~2,50

5 |-2,07 | -1,79 | -1,76 | -1,75 -1,75

50cm & -1,18 -1,02 -1,01 -1,00 -1,00
9 |-1,02 | -1,00 | -1,00 | -1,00 -1,00

10 |-0,26 | -0,25 | -0,25 | -0,25 ~0,25

12 |-1,39 | -1,70 | -1,74 | -1,74 -1,75

13 |-0,72 | -0,96 | -0,99 | -1,00 -1,00

14 |-0,06 | -0,22 | -0,24 | -0,25 ~0,25

15 |+0,60 | +0,52 | +0,50 | +0,50 +0,50
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Tabela 5.7 - ReacOes do solo para carga com

uma excentricidade.

VALORES DA REACAD DO SOLO (kgf/cm®)

e, |PONTO RECIPROCIDADE DUAL ¥§82?E§5
h=10 | h=20 | h=30 h=40 R%g?go

1 -1,07| =1,40 | -1,43 | -1,46 -1,90

2 | -1,37| -1,45 | -1,46 | -1,87 | -1,90

s | -1,82| 1,24 | -1,22 | -1,22 | -1,a5

s | -1,s5| ~1,48 | -1,47 | -1,47 ~1,90

5 | -1,59| -1,26 | -1,22 | -1,22 | -1,a5
cocm|_6 | -1,28| -0,99 | -0.96 | ~0,96 | -1,00
9 | -1,08| -0,96 | -0,95 | -0,96 | -1,00

10 | -0,57| -0,66 | ~0,68 | -0,70 | -0,55

12 | 0,91 -1,16 | -1,19 | -1,21 ~1,45

13 | -0,74| -0,92 | -0,94 | -0,96 | ~-1,00

14 | -0,8a| -0,65 | 0,68 | 0,70 | -0,55

15 | -0,0a| -0,36 | -0,41 | -0,44 ~0,10

1 | -1,80| -1,77 | -1,80 | -1,81 ~2,50

2 | -1,92| -1,83 | -1,82 | -1,82 | -2,50

s | -1,63| -1.82 | -1,39 | -1,39 | -1,75

4 | -2,20| -1,87 | -1,83 | -1,82 | -2,50

s | -1,87| -1,45 | -1,40 | -1,40 | -1,75
coeml_6 | -1.13] ~0,97 | ~0.96 | -0,96 ~1,00
o | -0,90| -0.94 | ~0,95 | -0,96 | -1,00

10 | -0,31| -0,47 | 0,50 | -0,53 | -0,25

12 | -1,02| -1,33 | -1,36 | -1,38 | -1.7%

13 | ~0,68| -0,90 | -0,93 | -0,96 | ~1,00

14 | -0,26| -0,47 | -0,50 | -0,52 | -0,25

15 | +0,10| -0,06 | 0,07 | -0,10 | +0,50
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Tabela 5.8 - Reagges do solo para carga com

uma

excentricidade.

VALORES DA REACAD DO SOLO (kgf/cm”)

e PONTO ~ , VALORES
x FORMULACAGQ ALTERNATIVA TEGRICOS
CASO
h=10 h=20 h=30 h=40 rRiGIDo
t | -1,39| -1,82 | -1,88 | -1,89 | -1,90
2 -1,79] -1,88 | -1,90 | -1,90 | -1,%0
3 -1,52| -1,46 | ~-1,45 | -1,45 | -1,45
4 -1,99| -1,91 | -1,90 | -1,90 | -1,90
5 ~1,74| -1,49 | -1,46 | -1,86 | -1,45
<oem b -1,30| -1,04 | -1,01 | -1,01 | -1,00
9 ~1,12| -1,02 | -1,01 | -1,00 | -1,00
10 | ~0,56| -0,55 | -0,55 | -0,55 | -0,55
12 | -1,18] -1,81 | -1,44 | -1,45 | -1,45
13 | -o0,84| -0,98 | -0,99 | -1,00 | -1,00
14 | -0,35| -0,52 | -0,54 | -0,55 | -0,55
15 | +0,21| -0,06 | -0,09 | -0,10 | -0,10
1 -2,01| -2,43 | -2,42 | -2,49 | -2,50
2 -2,54| -2,51 | -2,50 | -2,50 | -2,50
3 -1,79| -1,76 | -1,75 | -1,75 | -1.,75
4 -2,84{ -2,55 | -2,50 | -2,51 | -2,50
5 -2,06| -1,79 | -1,76 | -1,76 | -1,75
. ~1,15| -1,02 | -1,01 | -1,00 | -1,00
9 -1,00| -1,00 | -1,00 | -1,00 | -1,00
10 | -0,22| -0,25 | -0,25 | -0,25 | -0,25
12 | -1,37| -1,70 | -1,73 | -1,74 | -1,75
13 | -0,69| -0,96 | -0,99 | -1,00 | -1,00
14 | -0,02| -0,22 | -0,24 | -0,25 | -0,25
15 | +0,66| +0,52 | +0,51 | +0,50 | +0,50
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Nas figuras 5.192.a e S 19.b, sa0 mostradas as
ditribuicoes das tensoes na fundacao para e =30em e
X

e =50cm respectivamente.
X

Az ‘Z

401t f 401t f

30¢ 50 cm

+0,50

r7K<fTRACEO

-0,10

-0,44 COMPRESSAO

COMPRE SSAO

-1,00

- . -~ ~ /7 .
CELULAS E FA Z EXATO " -1,90 CELULAS = FA. = EXATO - -1,81
/ /’
/ /o250
RECIPROCIDADE DUAL RECIPROCIDADE DUAL
a) , b}
Fig. 5.19 - Distribuicao de tensoes no solo.

a) e =30cm ;3 b) e =50cm.
b4 X

Na figura 5.20, & mostrada a mesma placa submetida a

uma carga vertical de 40 tf com duas excentricidades

e =e =50cm.
x Y



yh o %?'f _
- b
e
Euk
a/2 T | G dwf‘]/z
ey _?
4 A4 > >
¢
Lol
a/2 T T
4— } } t

a/2 l a/2 l
Y 7

o

Fig. 5.20 - Geometria da placa para carga

~com duas excentricidades.

05 resultados das reacoes da fundacao obtidas usando-se
células internas,o processo da reciprocidade dual e a
formulaggo alternativa sao apresentados nas tabelas 5.9 5.10
e 95.11 respectivamente, e s30 tambeém comparados cCom OS

valores teoricos.
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Tabela 5.9 - Reacoes do solo para carga com

duas excentricidades.

VALORES DA REACAO DO SOLO (kgf/cm”)

PONTO USANDO CELULAS ¥QES?E§S
CASO

h=10 k=20 h=30 h=40 R1GIDO
1 -4,39| -4,07 | -4,02 | -4,00 | -4,00
v -3,56| -3,30 | -3,26 | -3,25 | -3,25
3 -2,80| -2,54 | -2,51 | -2,50 | -2,50
4 -2,45| -2,49 | -2,50 | -2,50 | -2,50
5 -1,80| -1,76 | -1,75 | -1,75 | -1,75
6 -1,03| -1,00 | -1,00 | —-1,00 | -1,00
7 ~1,33| -1,68 | -1,73 | -1,74 | -1,75
8 -0,81| -0,97 | -0,99 | -1,00 | -1,00
9 -0,25| -0,25 | -0,25 | -0,25 | -0,25
10 | +0,33| +0,47 | +0,49 | +0,49 | +0,50
11 | -0,37| -0,90 | -0,97 | -0,99 | -1,00
12 | +0,09! -0,19 | -0,23 | -0,25 | -0,25
13 | +0.,49| +0,50 | +0,50 | +0,50 | +0,50
14 | +0,92| +1,19 | +1,23 | +1,24 | +1,25
15 | +1,42| +1,90 | +1,97 | +1,98 | +2,00
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Tabela 5.10 - ReagSes do solo para carga com

duas excentricidades.

VALORES DA REQQ&O DO S0OLO (kgf/cmz)

PONTO UALORES

RECIPROCIDADE DUAL TECRICOS

h=10 | h=20 h=30 h=40 R%g?go
1 —2,88| -2,73 | -2,69 | -2,67 | -4,00
2 | -2,54| -2,30 | -2,26 | -2,25 | -3,25
s | -2,55| ~-1,90 | -1,84 | -1,83 | -2,50
s | -1,84{ -1,81 | -1,82 | -1,82 | -2,50
5 | -1,70| -1,41 | -1,39 | -1,39 | -1,75
6 | -1,00| -0,95 | -0,95 | -0,96 | -1,00
7 | -0,96| -1,32 | -1,36 | -1,38 | -1,75
8 | -0,62| -0,91 | -0,94 | -0,96 | -1,00
9 | -0,68| -0,50 | -0,51 | -0,53 | -0,25
10 | +0,19| -0,0% | -0,06 | -0,09 | +0,50
11 | -0,45| ~0,84 | -0,92 | -0,96 | -1,00
12 | -0,11| -0,44 | -0,49 | -0,52 | -0,25
13 | +0,04| -0,06 | ~0,08 | ~0,10 | -0,50
14 | +1.13| +0,32 | +0,34 | +0,32 | +1,25
15 | +1,88| +0,69 | +0,75 | +0,74 | +2,00
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Tabela 5.11 - ReacOes do solo para carga com

duas sweentricidadec.

VALORES DA REACAQ DO SOLO (kgf/em”)
PONTO ; ‘ VALORES
FORMULACAC ALTERNATIVA TEORICOS

CAS0

h=10 h=20 h=30 h=40 RiGIDQ

1 -4,33| -4,07 | -4,02 | -4,01 | -4,00
2 | -3,5| -3,30 | -3,27 | -3,26 | -3,25
3 -2,80| -2,50 -2,51 -2,51 -2,50
4 -2,451 -2,49 ~2,30 -2,30 -2,920
5 -1,79| -1,76 -1,75 -1,75 -1,75
6 -1,03| -1,00 -1,00 | -1,00 -1,00
7 -1,33| -1,68 -1,73 ~-1,74 -1,75
8 -0,81}. -0,97 -0,99 -1,00 -1,00
-0,25| -0,25 -0,25 -0,25 -0,25

10 +0,33| +0,47 +0,49 +0, 50 +0,50
11 | -0,39| -0,90 -0,97 -0,98 -1,00
12 +0,09 -0,19 -0,23 -0,24 -0,25
13 +0,90} +0,50 +0, 50 +Q, 50 +0, 20
14 +0,93} +1,20 +1,24 +1,25 +1,25
15 +1,44| +1,91 +1,97 | +1,99 +2,00

Considerando-se a reta entre os pontos 1 e 15 da figura
5.14, s3o mostradas as distribuicoes das tensoes na fundacao

para as duas excentricidades na figura 5.21.
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A?

40 tf

70,71 ¢cm

. s

+ 2,00
+0,74
COMPRESSAO
CELULAS = FA. = EXATO
-2,67
RECIPROCIDADE DUAL
-4,00
Fig. 5.21 -~ Distribuicao de tensoes no solo

para e = e = 30cm.
% Yy

Nos exemplos anteriores obsevou-se que a utilizaggo de
células internas na discretizaggo do dominio da placa
fornece resultados praticamente iguais aos teéricos, assim
como a formulaggo alternativa, com a diferanca de que esta

4 03 . . . . o~
ultima, utiliza a discretizacao apenas no contorno da placa.



CAPITULO VI

CONSIDERACOES FINAIS

0 objetivo principal deste trabalho foi apresentar uma
formulacaoc alternativa para o estudo de placas sobre
fundacao elastica pelo Método dos Elementos de Contorno.
Inicialmente foi desenvolvida uma formulacdo para analise de
placas, a partir da teoria de KIRCHHOFF [63]. Utilizando—se
as equagSes integrais de deslocamento transversal e de sua
derivada direcional, foram apresentadas algumas alternativas
de montagem do sistema de equagaes, mostrando a impDrténcia
da escolha da posiggo do ponto singular e o uso adequado das
fungSEs aproxihadoras lineares desconfinuas. Observou—se qgue
a introduggo de descontinuidades das variaveis principais,
em pontos especiais do contorno, podem evitar
singularidades. Quando o ponto singular e definido fora do
dominio da placa, a precisgo da resposta tende a melhorar
com a reduggo de sua distancia ao contorno, desde que o©
processo de integragSO seja adequado para evitarem—se
possiveis erros. Entretanto, distancias peguenas devem ser

evitadas. A montagem do sistema de equagaes algebricas
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utilizando-se apenas a equacao integral do deslocamento

transversal, mostrou ser eficiente, especialmente gquando a
placa esta submetida a diversos tipocs de carregamento e
condigSes de contorno. O tratamento alternative proposto

para os termos relacionados com O0OS cantos da placa

evitando-se o uso de diferencas finitas quando se substitul

as reacoes de canto usando sua definicao, torna a formulacao

mais geral, possibilitando a adequaggo do método a problemas
com caracteristicas fisicas e geométricas complexas.

Tentando—-se reunir algumas dessas vantagens, optou-se
pela alternativa proposta no segundo caso a) do item 4.6.2,
que consiste em utilizar-se apenas a equaggo integral do
deslocamento transversal, w, considerando—-se 0s termos
relaciocnados com o0s cantos da placa, wc e Rc, como variaveis
do problema. Desta forma, os pontos de carregamento ficam
situados no contorno e fora do dominio da placa. € também
necessario a utilizagao de uma equaggo integral de
deslocamento aplicada em cada canto da placa.

Esta alternativa proposta, foi estendida para o calculo
de placas apoiadas sobre fundaggo eléstica, segundo o modelo
simplificado de WINKLER [36], representando-se a reaggo da
fundagSQ pelo acréscimo de uma integral de dominio nas
equagges integrais wusuais 'de placas. Inicialmente foram
apresentadas duas formulag8e5 para tratamento dessa integral
de dominio: utilizando-se celulas internas e o processo da
reciprocidade dual.

0 processo da integraggo sobre células internas, alem
de demandar um longo tempo computacional, foge de wuma das
caracteristicas basicas do Metodo dos Elementos de Contorno,
devido & necessaria discretizagao do dominio, embora
proporcione uma otima aproximaggo das densidades das
integrails de dominio em questgo.

0 processo da reciprocidade dual apresenta [60], mesmo
com uma discretizaggc maior do contorno, um menor tempo de

processamento. 'Mas, a dificuldade de se obter uma
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lal

. ~ ¢ L . .
aproximacao por superficies conicas, Jjustapostas sobre o

4 . . 4 - ~ . . .
dominio, cria vertices na funcao aproximadora, impedindo a

. . .o~ 4 . . ~
definicao de superficies resultantes suaves. A aproximacao

m-

ainda agravada, pois a equacao diferencial apresenta um

operador de quarta ordem, e a variavel Q(m,P) fica funggo de
Rs(m,p) para poder aproximar o dominio com uma funggo f{m,p)

linear. Tudo 1isto faz com que os resultados sejam

imprecisos.
' Com o objetivo de eliminar-se a discretizacao interna,
que exige sempre um trabalho adicional de manipulaggo de
dados, testes bastante detalhados foram realizados [62]
levando a conclusao que a aproximaggo proposta no item 5.5
"do capitulo V, para aproximar a densidade da integral de
dominio, & mais eficiente que aguelas normalmente utilizadas
por outras técnicas, podendo ser utilizada em outros tipos
de problemas onde existe integrais de dominio com densidade
desconhecida. Desta forma, ‘processos q&e transformam
integrais de dominio em integrais de contorno podem ser
testados para evitar—-se a discretizaggo interna e dar uma
simplicidade maior a formulac3o.

Uma caracteristica do Metodo dos Elementos de Contorno,
e a de reduzir em uma unidade a dimensao do problema, uma
vez que a discretizagSO pode ser feita apenas no contorno.A
transformaggo proposta na formulaggo alternativa, da origem
a integrais de conto?no com nucleos menos singulares do que
os nlGcleos da integral de dominio original, portanto,
podergo ser integradas sem problema.

A extensdo desta formulacao alternativa pode ser feita
para qualquer outro problema Qque apresente _integrais de

z . . . . .
dominio com densidade desconhecida, deixando assim, um vasto

campo de aplicacao.
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