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RESUMO

O Método dos Elementos Finitos & utilizado na
analise de placas grossas segundo a Teoria proposta por

Reissner e os resultados sdo comparados com os fornecidos
pela solugdo direta da equacao diferencial e com os forne

cidos pelo Método dos Elementos de Contorno.

O elemento adotado, que inclui as deformacdes
por forca cortante como parametros nodais, demonstrou ser
adeguado & andlise tanto de placas delgadas como placas

grossas.



ABSTRACT

The Finite Elements Method is adopted for the
analysis of thick plates following the Reissner's theory
and the results are compared with those given by the direct
solution of the differential eguation and also with those

computed using the Boundary Elements Method.

The adopted element that take the shear force
deformations as nodal parameters has demonstrate to be
appropriate for the numerical analysis for thin or thick

plates in bending.
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CAPITULD 1

INTRODUGCAD
0O objetivo deste estuda & desenvolver um
"software", baseado no método dos elementos finitos, para

calculo de placae esujeitas & deformagadaoc por cortante,
utilizando-se da Teoria de Reissner.

0 método dos elementos finitos foi apresentadn,
inicialmente, por ZIENKIEVSKY [41, e & encontrado em PRYOR
{31, de uma forma bem simples, aplicada & teocria de
Reissner .

fis equacbes que regem o comportamentoc deste
tipo de placa foram deduzidas por REISSNER [11, cCujo
artigo citado e considerado como sendo o mais importante
nescte caso de analise de placas.

No capitulo seguinte, & feita uma descrig3o das
equacoes hasicas da teoria de placas com deformag3oc por
cortante, montando-se, no final, as expressoes da energla
de deformagan e ca energia potencial devido ao
carregamento externo.

No terceiro capitulo, as expressoes da energia
de deformag3c e potencial, do capitule anterior, s3c
aplicadase ao elemento finito retangular adotado. Com isto
pode~se determinar as matrizes de rigidez, assim comoc O
vetpor de cargas nodais devido ao carregamento externo.
Com isto, monta-se a exprecsac da energia total, e, a
parti dela, chega-se a um sistema de equacies lineares
dos deslocamentos npdais.

Finalmente, no capitulo quarto, s3o mostrados

os resultados obtidos com o emprego do “goftware"



desenvolvido, assim como 0s valores obtidos com a
recsolucdc analitica para a teaoria de Reissner e para a
tepria Classica, © os valores obtidos com ©o emprego do
Método dos Elementos de Contorno. Com isto permite-se uma
comparacio dos diversos tipos de analise citados, assim
como medir a eficiéncia do elemento adotado. Estes
resultados s30 obtidos para trés tipos de placas com
diferentes condigtoes de contorno, e |, logo apos a
apresentacao doe resultados, s3o feitos comentérios a

respeito do gue foi observado.



CAPiIiTULD 11

EQUACSES GERAIS DA FLEXAD DE FOLHAS PLANAS

11-1. Introduc3o

0 elemento estrutural placa pode ser definido
como sendo um elemento estrutural de superficie limitado
por duas superficies planas, cuja dist8ncia entre elas é
chamada de espessura, a Ggual € sempre peguena, quando
comparada com as outras dimensbes. O plano equidistante as
duas superficies que dividem a placa, €& denominado de
plano medio.

As placas s3o definidas quanto a espessura  em

trés tipos : muito delgadas, quando a relacdoc da espessura
pela largura (h/a) for menor que 1/130, delgadas, quando
h/a estiver entre os valores de 1/7150 e 1/5, e espessas,

quando h/a for maior que i/5. Com relaga@oc as propriedades
do material, as placas e classificam em : anisotropa
(quando as propriedades sdo diferentes emn qualquer
direc3n), ortotropa (quando as propriedades sao diferentes
em duas direcdes ortogonais) e isodtropa (quando as
propriedades s3o iguais em todas as diregies).

Necte trabalho serd3p analisados o0s casos das
placas espescas e i1isotroras, submetidas a carregamento
transversal ao plano medio, utilizando-se da teoria de

Reissner



11-2 Hipdteses basicas

No estudo da flex3c de placas, as hipoteses

basicas consideradas sdao as seguintes

a) os deslocamentos transversais ao planoc médio

sap pequenos

b) a superficie média, ou plano medio, da placa e

considerada indeformavel no seu plano

c) as deformacbes na diregd3o normal {£z) s30
consideradas despreziveis
I11-3. @Analise do equilibrio das tensies
Analisando o estado tridimensional de
distribuicaao de tenstes representado no elemento
infinitesimal de placa, de dimensbes dx, dy e dz,

indicado na figura 1 ,
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pode-se obter, fazendo-se os equilibrios das forgas nas
direcles ¥, v e 2z, as seguintes equagtes de equilibrio das
tensoes
Sorx: 6Txy Stz
+ — 4+ e+ X =0
Ex Sy &Sz
STxy Sory ' Styz
+ + + Y =0

(1) Sx Sy &Sz



ST xz Styz Eoz

Sx &y &z

onde o=, o0y e o0z s3p0 as tenstes normais afplicadas nas
direc8es dos respectivos eixos, e Txy, Tyz €& Ixz 30 as
tensbes tangenciais aplicadas nos respectivos planos.

Fazendo-se o equilibrio dos momentos em relac3oc a um ponto

localizado no centro do elemento, deduz—-se que

Txy = Tyx ,Txz = Tzx , Tyz = Tzy . fAs letras maidsculas X,
Y, z que aparecem nas relagoes, representam as
componentes de massa por unidade de volume, nas direcoes

x, v e 2z, respectivamente.

I11-4. Relagtes tens3o-deformagao

As relagches tens3o-deformacdo sanp fungfes
lineares, & s3o conhecidas como Lei de Hooke. Para o
estado tridimensional, elas s3o as seguintes

f

1 ) Su
EX = mm—— [ ox = w{ Oy + 0z }1 =

E &Ex

1 ] Sv
gy = — [ oy — v ox + 0z )] =

E Sy

1 Sv
£z = — [ oz — ¥{ ox + oy )] =

E &5z



i Ev Su
(2} YRy S ———— TXYy = +
G Ex 'Sy
i Su Ew
rYxz = —— Txz = +
6 &z Ex
i Ev Ew
Yyz = Tyz = +
G &z &y
E
onde 6 = —ewu" ¢ chamado de modulo de deformagio
2{t~-v)

transversal do material, u, v e w s3o os deslocamentos nas
diregtes x, y e z, respectivamente, ¥ e o coeficiente de
Poisson, e E & o médulo de elasticidade longitudinal. Como
fpi citado anteriormente, no item das hipoteses basicas, a
deformacd3o na diregd3o transversal z é considerada
desprezivel ( £z = 0 }, o gue permite uma variagdc linear

de algumas das tensoes.

I1I-5. Equagties de equilibrio dos esforg¢os

Analisando novamente o equilibrio do elemento
infinitesimal de placa, onde est3o representados os

esforcos atuantes, conforme indicados na figura 2 ,



qix,y}
/“ﬂ
dx
i -
M s
dy //‘%_ 1 Qy X,y
A7 |
A
Mxy - _
e // ! DM
Mx i Mq+—3?dl
I L
£ e &‘. }(
- A
-~
g //]Ql ¢
& " 3

ohtem-se, fazendo-se o

equilibrio das forgas

dos momentos em tornc dos
equagoes
S0x &SQy
+
Sx Sy
M
EMx - - S xy
(3} +
&x &y
SMxy SMy
+
e s
axX “
F

vertitais e

eixns H & vy, as seguintes
.
[ SN
+ gx, ¥y = 0 It <
Gx = 0 N



onde Mx, My, Mxy, OGx, Oy e g, 630 esforcos por unidade de

caomprimento.

11-4. Determinac3c das tensbes em fungdo deos deslocamentos

w e das distorgcoes ¥

As tensfes ox, oy e Txy variam linearmente, o
que pode ser dito j& que €z tende para zero, da forma como

est3o indicadas na figura 3a, 3b e 3c.

oy 7 < A )uyx

(a}
X (b)
y *z !
: |
{ '
l 1
P ! !
<

l *Iyz A l Qx

Gy (c)

FIG. 3

assim, partindo-se da figura 3a, rFpara uma faixa de largura

unitaria na direg3o de x, pode—-se escrever

Mxy
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Mx
(4a) Oy = F
Iz
1 n? 12 Mx . z
como Iz = ———— , deduz-se gue VR S —
12 Ha
analogamente
i2 My.z ) 12 Mxy z
(4b) oy = — CoTxy = o——

ha : : Ha

A partir da figura 2, tem-se as seguintes condigoes de

contorno
oz = —qfi{x,y) para 2=-h/2
(3) oz = 0O para z=+h/2
Txz = Tyz = (O para z=-h/2
. .t
QmAmwwwa,

Substituindo-se as tensfes (4) nas duas +<3&imag equacles
de equilibrio (1), desprezadas as forgas de massa, e
integrando-se ao longo de 2z, com o auxilio da Gltima das

condicdes de contorno (S), obtéem-se:
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30x 2z
Txz = -——————= 1 - ——
eh h
(&)
3Qy 2z Y -
Tyz = ———— i -
2h t
9
Subst:tuindo-se, agora, as tensdes acima (&), na prihelca
das equagbes de equilibrio (1), onde também fica
desprezadada a componente de massa, utilizando-se da

primeira das equacdes de equilibrio (3) e integrando-se ao

longn de z, com o auxilio das duas primeiras condigtoes de

contorno (S), obtém-se
*5
3q t E 2z ii EZI t
(7) oz = - - +
4 3 b 3 h
Comoc +oD1 considerado, como hipétese bacsica, que a
deformacdo na diregdo traﬂé&é?sal 2z, (Sw/bz) nao e

considerada, por estar em contradigdo com a distribuic3o

linear das tenstes, entdo, introduz—-se um valor médio do

deslocamento transversal w_, assim como valores méedios dos
giros ©x e ©y. Assim, com estes valores medios,
considera-se que as segboes permanegam planas, apos as

deformacoes. Estes valores s3o calculados, igualando—-se o

trabalho realizado para executar os giros meédios, e o0s
deslocamentos medios, ao trabalho das tensdes

correspondentes ao efetuar os deslocamentos reais u, v B
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w, Ou seja

hrz ' hrz
I Coxudz = Mxgpx R ’f[ Txyvdz = Mxygy
~h/Z ’ ~hs2
hs2z . : - h-2
=P I oyvdz = Mygy i=*I Txyudz = Mxygx
-h/2 -hs2
hs2 . . rz
I Txzwdz .= Qxw ; J'h Tyzwdz = Qyw
-hr2 - © -hr2 °©

Uti1lizando—se das tensoes (4) e (&), e substituindo-as em

(B), obtem—se
iz ho2
$x = 3 J uzdz
h ~h-2
i2 . ho2
() ¢y = 3 -I vzdz
h ~h 2
3 | ST -2z A
W, = I w i - dz
2h -h-2 o)

Partindo—se de que as seg¢bes permanecem planas apos . as
deformacoes, tomo foi citado anteriormente, tém-se que os

valores dos deslocamentos u e v €30 05 seguintes

(10 u = -z B v = —z . By
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Substituindo-se agora, as tensbes (&) nas duas

ultimas
relagbes de (2), multiplicande-se, postericrmente, tudo
3 2z 2
por ‘ 1« Y7 ldz , & i1ntegrando-se em relac3c a 2,
eh h
variando de -h/2 a h/2, obtém—-se o0s valores dos giros
medios
Su Sw 1 30x 2z 2
+ = 1 -
&z Ex G 2h ‘ h
Su Sv 3 ez \*
+ i - dz =
Sz Sx Zh h
1 3 2z 1?2 2
= —— Ox — i - d=z
G 2h ’ h
utilizando-se de (10), teém~se que &u/dz = - Ox e que
Sv/Ez = -By . Assim
L_, _ -
\!
: Sw & 2(1 + ») Ew _
= = - Ox = + Px
Sx 5 En Ex
(11
S B 2(1 + v ' Sw _
Py = - Gy = + ry
&y S Eh Sy

agora, pode—-se reescrever (10) da seguinte forma
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"
Sv _
u = -z + ¥x
Sx
(12>
J\!\
Ew k _
v = —Z ‘ + ¥y
&y .
Substituindo-se as expressies dos deslecamentos (12) nas
exprecssbes das deformacoes (P), obtém-se
RS
\}‘ \
) X
(.’)L\‘L ®$\
&% Sy x
“Ex = —7Z 2 + = ERx
&x Sx
CSZW 65—’y
€y = -~z > * = 2Ny
Sy Sy
2 — —_—
SE7W Sy x Syy
(13) L ¥Ry = —E2 = + + = ZMxy
<5x<5y ‘ 5)' Ex
" o
f"\ 3 l hS) |
& \"_ Sv _
yxz = — - ¥x + = - ¥x
Sx Sx

Yyz = - - ¥y + = - ¥y

onde Mx & Ny =30 as rcurvaturas nas diregbes x e



-15-

respectivamente, Nxy € a distor¢cd3oc no plano xy, provocada
pela flex3o com interacdo da cortante, e yx # ¥y s3o as

deformacoes medias, por cortante, nas direcBes x & vy.

Utilizando-se das relagbes tensdo-deformacdo escritas em
(2), e lembrando-se que &z & considerada desprezivel,
pode—se escrevé-las da forma inversa, ficando as tensfes

em funcdo das deformacles e da tens3o0 oz, ou seja

£ v
ox = ( &x + vey )y + oz
1 - 2 1-v
E _ v
(14) Oy = —-—;; 4 Ey + VEX ) + — oz
i - v ‘ i—-v
e
Ty & ————— ¥VxXy
2(1 + »)
Substituindo-se as deformagoes (13 nas tenstes (14,
reescritas acima, tremos as equagccées das tenstes em

fung3o dos deslocamentos w & das distorgées », ou seia

Ez &%y 8%y Spx Sry
ox = - : + v + + P -
1 - vz Sx (Sy Ex £5y
: 3
3qv 3 2z i 2z

4 (1-v) e h 3 h
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£z &2y & Sry Syx
(18) oy = - . [ Tt v——— F + v ] -
1 - v &y SEx Sy Ex
. e ®
3gv 2 cz 1 2z
- - +
4(1-v) |- 3 " h 3 [ h ]
Ez &%v S x Syy
TRy = ~ —————— [ c + +
2(1+2) Sndy Sy Ex

I1I-7. Determinacio dos esforgos

Substituindo-se as tensdoes escritas em (15),

iez
nas escritas em (4), multiplicando—-se tudo por —— dz , e
h
integrando—se no dominio da placa, chega—-se as seguintes
expressoes
6zv &% . Syx Syy l.)hz
Mx = —-D 3 + v > + + v + — g
Sx Sy Ex &y 10(1-v)
{146)

My =

+_....___—
10¢(1-v) 5

&%v & Syy Sypx vh
B & &y & )
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&% 1 -&rx 1 bry
Mxy = D (i1-v) + +

Sxly e Sy c Ex

onde D & a rigidez transversal da placa, e & dada por

En?

12(1-0%)

az exprescoes (14) dos momentos, podem ser escritas sob

forma matricial, ou seja

M x i 15 O Nx i
2 - .
gh v
(47> [MI=] My = D} ¥ 1 O Ny + — =
160 1-v
Mxy J 6] (8] 1ar Nxy O
qhz v
= [DuI[RE + - _
10 -v 0

onde a matriz I[N] & a matriz das curvaturas, € € escrita

da seguinte forma
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6zw Sy x IS {
&x° Ex
. 62w (5;’)1 hl)s ‘v\
(18) [N] = S - — - : '
Sy~ Sy
6zw 6)';x 6;}(
-2 - - ¢
Exdy Sy Ex

Das exprecssbes das rotagbes de (11), tém-se que

Qgx = — —— Ghy=x
3
(19}
6 -—
Qy = - — Ghyy
S

ou, escrevendo-se sob forma matricial, e indicandob-se Ppor

I3, a matriz das distorcbes

) [ i 0 ¥ xz _
(20 £Q1 = — Gh . = fDPsl [y] = [Dsdl~y]
0 i ¥Yyz
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onde [»]1 € a matriz das distor¢cbes, e
seguinte forma
rxi -—}—’x
(21) [r1 = = _ | =1
ryz =Yy

& escrita da

Utilizando-se das expressoes das cortantes (19), junto com
&EQx &Qy
a eguagao de equilibrio + + 9 =0 , pode-se
&x Sy
reescrever as expressoes dos esfor¢os (14}, da seguinte
forma
&%y &%v hY &0x vh 2
Mx = —-D ¢ 5 + 2 Yy o+ — q
Ex Sy S Ex 100(41-v)
P &%y h?  Soy vl
{22 My = ~D ¢ p St v > )+ - g
Sy &Ex 3 Sy 10(4-v)
62v ’ h2 S0x " S0y
Mxy = =~D (1-v)( Yy o+ { + )
SExSy 10 Sy SEx
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13 Energia de deformacdo

§
(1]

A express3o da energia de deformacdo de um

corpo elastico, e dada por

u = -———I ( OXEX + OYEYy + OzZEZ + Txy¥xy + TyzYyz +
v

. @x%\@@@ N

O ML-OS P

Sabendo-se gque &£z=0, e utilizando-se das tensoes ecscritas

em (4) e em (&) e das deformagbes escritas em (i2}, e
integrando-se em 2z variando de —-h/2 a h/2, chega—-se na
expressao da energia éem funcao dos esforgos e dos

desliocamentos

1 i

U = -——J { NxMx + Ny!"!y + &xyﬁxy. JdA +-———-J (;xGx +
2 A : ) e A
¥yQy Yda

a gqual, posta sob forma matricial, fica da seguinte
forma

o~

]

N

A 1

(23) U= — I cx‘oMida + — J’ [r31'r01da
= A
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onde ae matrizes [(R], (], [MI & (0], estd3n escritas em

(1BY e em (20}

11-9. Trabalho externo realizadc pelacs cargsas aplicadas

I1I-92 a Carrregamento distribuido

0 carregamento distr:ibuldeo consiste de uma
carga q, uniformemente ditribuida, aplicada sobre a
placa, na dire¢d3o traneversal 2 0O trabaltho correspondente
a este tipo de carregamento, é calculado integrando-se o
produto do deslocamento pela carce. em toda a superficie

da placa, pu seja

(24 be = = Jw qux,yr de
j=+
11-9 b Carregamento concentrado
O carregamento concentrado ceonsiste de forgas
agindo localizadamente na direcio da variavel
correspondente. Em outras palavrac, cons:ste de cargas
verticais provocande deslocamentos w, e de momentos

fletores provocando rotagctes, ou seja

(25) Qo= - wp + PxMx + GyMy )



11-10 Exprqﬁ§§o da energia potencial total

4 energira potencial total pode ser escrita da

seguinte {forma

(2&) e = U o+ 5

a qual fica, substituindo-se pelas expressdes de U, e § ,

dadas em (23}, (24) e em (23}, respectivamente
1 _ N 1 .
Tp = — I‘{N3[M3da 4 j [yl [Glcga - J w o qix,yds
e d c : =

- ( wg + OxMx + GyMy)
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CarITLLO 311

UTILIZACAD DO MeETODD DOS ELEMENTOS FINITOS
NO E£STuDO DAS PLACAS DE REISSNER

ITi-1 O metodo

A wuti1l:izac3o do metodo dos elementos finitos
pars a analise de uma estrutura agualquer conslste em se
divid:r esea estrutura, consr1derada o gominioc, &m
eubdaominics, os Quals s&c chamados de elementos finitos.

Os tipos maie comuns de elementeos finmitaos, com
relagac & geometria, Sao oS triangulares e os
retangulares Nos elementos finitose sdo definidos o= nos,
gues s3c pe pontos localizades nos vertices dos elementos,
& cus tambeém podem eétav cefinidos nac i1nterfaces dectec .
D= desclocamentos destes nos =3o chamados de deslocamentos
nodal s

e elementos {fimitos s3o atribuidos funcoes

I
o

doe desloranentos procudrados, Cs quails s3o

in
ur

aprorimadora
pecritoe em funcdo dos deslocamentos nodais. pal medida em
que se divide a estrutura em um numerno maior de elementos,

mais proximo se chega da estrutura real, e deverd ocorrer

uma convergEncia af= resultados Forem, para que esta
convergencia ecsteia assegurada, g Ppreciso que haja
compatibilidade dcs ceslocamentos & das gderivadas

primeiras dos deslocamentos, NoS nos dos elementos e nas
suas interfaces
No presente estudo, utiliza-se de um elemento

finito retancular com cinco variaveis de deslocamento por



b
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ne, onde os nos eotao apenas nps vertices, 0 que resulta
em um  elemento com vinte parametros nodals Estes
parametros, para um determinado no do elemento, 530
deslocamento vertical (W) e os giros (Bx) e (By), conforme
indicados na figura 4a, & as deformagdes por cortante (px)
e (yv), conforme ind:icados na figura 4b.
S b ke . B B —
: ! |
. /1 | /x {
L '/” e — — Yz A 3
7 s 7[ j: _________
.,__ - - = - - s /’ /
S s 7
ey s . V; 7 i
‘s . R .
’ . Q ’/;:// /,/
P /
t 7
i , A ,
/ Py, / ¥,
i' 2 K 7 .
_______ v 7 T ] |
7 = Y
-g"l -Yxl
, {a} 2 (b
FiG. 4
1]11-2. Fungao aproximadora dos deslocamentoc
Como ja foi dito anteriormente, adota—-se uma
fungap aproximadora para oc deslocamentos no dominio  do
elemento finitc Neste ectudo  foi atribuida uma fungdo
ciabica completa, com dois termos adici1onais, para o



deciutamento vertical, e um polindm:io bilinear Fara &

dietorcoes Ou s=eja, partinde-se do Tri&ngulo de Pascal |

i
b Y
2 2
X XYy Y
a oz 2 3
bt Y HYy Y
4 3 z z a <
H X ¥ X LS4 Y
o 4 a z z 3 4 =
] X Y X Y bl KY y
< o 4 2z 3 B z 4 = &
v KoY woy woy L 4 Ky 4

. ~ ~ 3 a
os dols termos adicigonals, para a funcao W, saoc x y & Xy

Ascim, 0 polimémios aproximadores para W e yp , sao

f 1 Gli
‘ 2 2 3 2 2
W=l ox oy xoxy oy oxy xSy Sy xy’} sz
ec L T
by | -
} H
oo
La1z;
Vi,
i T .
Y =91 x oy  xyp< 1*?
v N !
\ Jo 14
Ty

Acsim, sabendo-se, de (11}, que as rotagbes totais 530

S S
+ ¥x & By = + Ty . e
&z &z

dadas por O =

~mamando-se de Lal, o vetor gue contam os 20 par3metros o
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generslizados, ou seja

fet

[ cu 2z - azo ]

monta-se o sequinte vetor dos deslocamentos {ul

1 -

r w o 1 x ¥ i xE Xy yz x> x ¥y xyz y3 xsy xy O 0O ¢ ¢ ¢ 0O O 0 1

. ]
- . ¢1: O 1 O 2x y 0Q 3:2 2xy yz 0 3x2y y3 1 x y xy L 0O O O t
L =:i = | i o7
e gy 0 01 0 x 2y 0 x*2xy3y¥ 30 6 0 C 1 sy xy -9

|

Y, ‘ . 0 O C D O G C O O 0 0O ©1 x y xy & 0 00D
i

A | |
(2771 Yy | © ©c 000 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 x y uy|

srce o vetor [ul conmtém as vari1avei1s de deslocamento de um

ponto gqualguer dentro do elementc, e [F1 @ a matriz dos

- e + .
colimomiose, 18t0 &

[}
]
L}
(e}
[»)
=)
Q
o]
@)
(@]
o]
e}
-
»
~

xy ¢ O C ©
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Aeoim, o vetor dos tdeslour ament os do B ety priagfre T

escrito da segquinte forma

(29} (ul = [P} [al

Com relagdo a convergéncia, verifica-se que o« elemento &
conforme para os deslocamentos e para as distorcoes, mas
ndo o e para as derivadas primeiras dos declocamentos.
Conforme esta indicado na figura 5, tém-se, para cada lado
do elemento, quatro parametros gue garantem a conformidade
da funcdo deslocamento, que s30 os dois deslocamentos WL e
Wi, e as duas derivadas primeiras  Wot e Wt Es=za
conformidade esta garantida, ja que a func3o declocamento
e ume funcac do terceiro grau. Com relacdc as derivadas
prime:ras, teéem-se apenas dois parametros, gue s3o as  duas
derivadas Win e Wirn . Como a derivada & uma funci3o do
segundo graul, o que exigiria tres parametros, resulita ne
indeterminacao da derivada do deslocamento ao longo do
lado do elemento Com relagdo as distorgbes, tem-se dois
parametros, que 830 as duas distorgfes yx e »y. para  ume

fungac bilinmear, o gue garante a sua conformidade

FiG &
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I111-3 Montagem

o vetor

de decloe armrnitos do elemento em
funcado dos desloucamente,

noders

Analizando—se o elemento

indicado na figura &

y |
1 4 2
b/2
..+ ————— — o
X
b/2
I 3
: c/2 a/2 :
-+ # T
FIG &
Frode-se  montar o vetor dos deslocamentos nodails do
elemento, ou seja
ful®
1
[u]:
(=3
(301} ful = = [C] [a3
[u]e
2
[ul®
4




ol - =

onde [ul = [ Wi &= Dy = Pyl ) { 1= 1,2,3,4 1}

A matriz [C] e montada, =substituindo-se ps valores de X &

Y, de cada wum dos nos do elemento, na matriz dos

polindmios (27), ou seja

[P1]
1
[P]z
(31) [(cl = ‘
[Flz
[F1
Y
as=i, a partir dos deslocamentos nodaise de (270, pode-se
esCYever que
- -1 _ .«
(52 fal = [£ 73 [ul

que, subetituindo—-se enm (2%9) . resulita em

(-]

(33) [ud = [P1 [C*3 [w]

onde o vetor [ul fica completamente definido em termos dos
deelocamentos nodais. Esta expressao pode ser reeccrita da

seguinte forma
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(34) ful = (N2 [uld
onde
(35) [N = [F1 [C°13

111-4 Fungan aprox:imadora em cocrdenadas adimensionais

Camo indicado no item anterior, a matriz L1
preclisa s=er invertida, e ela esta em fungao das
coorcdenadas retangulares x e y dos nos do elemento. Erntao
deve-se retomayv esta mesma oreracaoc toda wves que se
alterarem as di:mensbes do elementec Para se eliminar essE
problema, transforma—se G csi1stema ce coorcenadas

o zictems de coordenadas adimensional
-

n
.

retangulares par

a
e . COome ESta representado na figura &

ol
\ /2 Vi
— =
| .
__',._____4 1 3
b/2
o~ -1 1 e
o' ‘
o 1 1 2

FI1G 7
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onde ope doace ¢ ciemas de coordenadas obedecem as. weguintes
relacées
£ X 2y
ﬁ-_ e ‘n:
a b
(36)
a b
d» = d¥ e dy = —— dn
Fd c
S S &F 2 Sl
é)-‘ éf éx a éf,
(37
S 2 SW
&y b én
de posce destas relagbes, pode-se reescrever a matriz (P1]
dos polinomios, de (27, agora em coordenadas
adimensiona:s, DU Se)a
- c 2 2o R g2 3 A o3
1 £ n € Ey v E iy EREy o ¢ o0 o ¢
=2 P 2 2 2 -
¢ » o2 m o3 2ymio i £ odnoc
1 - 2 2,3 2
38 [e] =15 0 1 0 £ 2me & 273§ ¥no o o o 1

também, a partir de (36)

vetor dos deslocamentos

coordenadas, Du sejla

escrevey C

de

e de (373, pode—se

nodalis para © novo slistema

[

U

" o

[®]

L

o]
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(3%) Luogy’d = [Mt] [ud.,wpld
crnade {ud.ypl pasea a ser o nove vetor de declocanent os
node:s, agora no sistema de coordenadacs adimensiona:is, &,
[M{3 & & matriz de transformagao de coordenadas, e € uma
maty i1z diagonal, cuios termecs ndo nulos =30 0s seguintes

Mtc1,1) = ¢ MLt(2.,2)y = a/2

Mt (3,3) = b/2 Mt(4,4) = a/2

Mt(9,3}) = b/E MEi{b, 8 = 1

Mt(7,7)y = a/c Mt(B.B) = b/2

Mt(?,9) = a/2 Mt (1G, 10y = b/

Mt(is1,114) = 1 Mt (12,12 = a/e

Mt(13,43) = b/2 Mt(i14 .14 = a/Z2

Mt(15,15) = b/2 Mt {tés, 24y = 8

ME(17,17) = a/2 Mt{(18.18: = b/

Mt(1%9,19) = a/g Mt (20,20 = b/2
assim 0 vetor de deslocamentos {ul do elemento, (325, fica

reescyrito da forma

(40) [ul = [PI [C7Y [Mt] [ul®

III-5. Montagem da matriz de rigidez do elemento
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No desenvolvimento = matriz de ri1gidez do
elemento finito, o efeito de t1ensdo normeal oz, nect a
formulacaoc, nap e considerado 4Hoesim, as expressoes  dos
momentos e das cortantes ind:fatias em (173 e =i (20,

ficam da seguinte forma

M b3 12 O Mx
41y [M1 = | My = -D| v 1 o ] » = [DbILR]
‘_V’
Mxy G O Ligw Ny
l 1
P oOx 4 G G Porx ;
t42: [Q1 = = - — P = [Dellr]
i
! G‘y’ | 5 C’ Gh ¥y= :i
ornde og termos das matrizes [RI e [yl s3c czazocos em (1BY e

em (21), e podem ser agora reescritos e fungadoc das

coordenadas adimensionals



5 &% a4 &%
Z7 <5t:z a2 &t
4 6zw 4 c‘»zw
(43) [R]1 = - — - —
£Z 57’)2 b <5T,vz
, . _ -
B S S S
ab  SEdy ab &n ab &
7
- — ¢
2
(44) [y1 =
E -—
b

A partir de (33), as expresates de (8] e [»3 podem ser

escritas da eegulinte forms

(45) [RI = CRv]) [C 73 [MtI fuif

(46&) Er1 = [Rel IC 3 [Mt1 fu:®

onde



' 4 4 4T
ooo—i-oo-%fy-floo-z—éﬂoo- 0 - — ¢

a? e of
f]*c 0 0 o0 ¢ o o Ik =L 2—"’53 6 o0 © o ¢
- i b2 p¢ b2
| ” g e %-z n DI
o 0 0o © = 0 O ub o 6 o0 = =5 o
L
(47)

-
. F‘SE=
L - 2 2
c o ¢ c o ¢c o ¢ o0 0 o0 O ©0o 0 0 -= %; ﬁ?
{48
os incdices b e &, se referem a +lex3o (bending) e &

cartante (shear)

Conforme vieto no capituloa anterior, a energia de

deformaci3n U, de um elemento finito, € dada por

L 1
L N i
4= —J [X] [M3cas J L2 {41da
A 2 A

n

a Qua., EM Ccoorgenadas adimensionais, fica da seguinte

forma

-

ab L ab N
{493 u JJ [x] [MIdEdmn + JJ [1 Q1IN
B 8

Substil1tuindo—se os momentos e as cortantes, indicados em



-36-

(41) e em (42), na expressdo da energia de dformacdo

(49), obtéem—-se

ab L ab
(50) u = Ij [NI[DbILNIdZdn +
8

H [71'[Dell>1d%dn
8

Substituindo—-se, agora, as curvaturas e distorgfes dadas
por (45) e por {(4&6) na expressdo da energia de deformacdo

(50), obtém-se

ab

(54) U H tuitre ™ treatipe1cReIE 30U %dEan +

B

ab

H el e 1 Re 1" IDe1IReIIC *11u1%dEdn
8

a qual pode ser escrita da seguinte {forma

1
(S2) U= — ful®ik1%tus®
2

ornde [K1° & a matriz de rigidez do elemento, e & formada
pela soma da matriz de rigidez do elemento devido a flex3o
com interagao da cortante, com a matriz de rigidez do

aelemento devido apenas a cortante. 0Ou seja
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. ab —1_t 1 t . . -
[Kl = [C "1 [Mt3] I [Rb] [DvI1{R®IdIdnIMLILE 1 +
4 -
ab —-f5_t [ t . -4
e "1 [Mt] I {Rel [Dsl(Reldfdn]iMLILC "1
4 J
© ab -1_1 it §
(53) [K1 = [C "I L[MtIfKLILMEIIC "3 +
4
ab -1 _1 . -1
[C "1TIMtifKeIIMEILC 1
4
iII11-A. Determinacao dos termos da matriz [Cpil
Confarme ja visto, em (31), a matriz [C]1 &

formada pelas matrizes doe polinémiocs [P1, de cada um dos
nés do elements. Tomando-se as coorderadas deos nbds  do

elemnto da figura &, tem-se gue

E(1) = -4 niiy = -1
(S4) (g = 1 gy = -4
£(3) = 1 omi{3y = 4
(4 = -1 ni4) = -4

assim, substituindo-se estes valores de & e n em
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(3B) ,determina~se a matriz ([C), cujos valores da sua

, -4 o~ . . ~ .
inversa, [C 7], estdo indicados no apendice A.

1I11-7. Determinac3p dos termos das matrizes [HKbv]l e [Hel

Pela expressao da matriz de rigidez escrita em

{(53), tém—-se que

[Kb] = JJ [Rb1" [Db] [RL1 dfdn
[Kel = jj [Re1' [Del [Rel dfdw
onde as matrizes [Rv] & [Res]l estdo escritas em (47) e  em

{4B), & as matrizes [Db]l = [Del &m (41) & em {42} . Ent3o,

intesrando—-se os produtcs das matrizes i1ndicados acima, no
dominio do elemento, ohtém—-se os seguintes termos n3o

nulos para as matrizes [Kvl & [Hel

256 ESAV
Knta,8)= __ _ Huld, 0=
a a b
128 LR={=tH)
Ko(4,i8) ——— Koi{d,19})=

4 2z 2
a ab



12B(1-»)

128{(i-»)

&4 (1-v)

128w
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S512(6—-v)

Kv(5,8)= 7 2
a
Ke(5,181)=
a
KetS, i8)= P
"a b
Ke(&,14) =
7 &8
Ket7,7)=
d
a
;EBV
Kbt7,8203=
a
cSe6v
Ke(B,101}=
a
254
5b(9,9)= -
3a”
748
Kel{iG,10)0=

. 128(1-v)
He(S,41)= >
ab
LH4(1—V)
Ho (5, 15)= =2
a b
254
Ko(é,b)=
128
Kbtk 19) = <
b
BR&Y
Ke(7,9)=
azbz
£54& S12(4-v)
Kb(B,8)= —
Ba‘ Bazb2
128 ieB(i-v)
Ko (B, 14)= +
3a* 3a°b?
(=15 128{1-v)
JKet7, 20)= — + —
3b” 3a" k"
t2
Kbo(10,1&)=



Kv($1,44)=

HKultl,15})=

Ke(i2,12)=

Ketiz, 1B)=

Ke(i14,1%)=

Ke{15,18})=

Ketig, 18)=

Ke(20,20)=
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_256 1152(1-v}
4 M 2 2
a Sa b
&4(1-3)
—————
a b
254 1152(1-v)
4 * 2 2
b Sa b
&4 (1—-v)
azbz
&4
"a®p?
32(1-v)
azbz
32(1-v)
N
o4 A2 (1—v}
ap* 3a%L?

54y 1PH(1-v)
Ke(ii,48)= +
azbz azbz
L4 (i—-v)
HKy(11,18)= ———
ab
L4 {1-v)
Ke{§i2,15)= = 2
a b
&4
Kb(i4,614:)= "
a
2 (s—-v)
Ke(i{5,15})= Pa—
ab
b4 &8 (1—-v)
Ke{dé, 1a)= +
.’Ba4 Bazbz
&4
Hu (419 ,47)=
b
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16 ié&
Ks(43,13)= ' He(44,14)= 3
a Ha
16 ié6
He({15,15)= z o He(lb4,146)= 2
3a Qa
HKu€¢i17,47) 16 HetiB8,18) 16
& 1 = . = Il =
7 Y
16 16
HKe(19,19)= — - . ‘HetE20,P0)=
3b b

I1I-8. Determinac3o do vetor de cargas nodais

Na determina¢3o da matriz de rigidez [KI® ,
consi1derou—se a energia de deformagcac (U} interna do
elemento. Aapra, na determinagd3o do wvetor de cargas
modaie, considerar—-se—-a& o trabalhbo (5 realizado pelas
forcas externas.

Estas forgas externas podem ser tanto cargas
nodalis concentradas (Fr), quanto cargas distribuidas a,
aplicadas uniformementes sobre a placa, na direcaoc =z. ]
tracaiho () realizado pelas forgas externas pode ser

escritec da seguinte forma
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i . ab
(55) = = [u]‘t[MtJ[FrJ.'+ 5 II o [(Nw 1 dfdn

onde o vetor [Nwl corresponde & primeira linha da matriz
IN3}, indicada em (35). Pondo-se a parcela de ? devido as

cargas distribuidas, também em fungdo de e 7, tem-se

i ab
t
(56y = — [ul®rMtlFr1® + T thJH a [Nw1°dZdn
e 8
indicande-se o0 vetor de cargas, para carregamento
distribuido, por [Fq]wﬁjj-q [ijedﬁdn s e fazendo-ce a
integragan do vetor [Nvl, no dominioc do elemento,
cbtém-se
. gab
(57) [Fqi® = —— [ & ab-a-b&-aba-bé&-a-bab
=4

& a b -a b 1

. L -]
Pondo—-se, agora, o vetor dos deslocamentos nodais [ul & a
matriz de transformagac [Mt] em evidéncia, determina—-se a

energia potencial §2) total do elemento, ou sela
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1

(58) 0= — rul™iMeacra®
2

onde [FJ. = [FrJ. + [Fq]..

111-9. Energia potencial taotal

Substituindo-se as exprecsdes da energia de
deformac3o U (52) e da energia potencial devido as cargas

externas §¢ (S57) . na expressdp da energia potencial

np {tP&), tém—se gue

1 . i
(55) 7% = —— [ui1IKI%tul® + — [ul®'CF3
P 2 2

©

somando—-se a contribuigdao de todos os elementos finitos, e
partindo—-se do principio da minima energia potencial, o
qual estabelece que se uma estrutura estad em equilibrio, a

variacao da energia potencial sera nula, pode-se escrever

que

on_ = Stul't [KI [wl - [F1 ) =0

assim, chesa-se a expressido final de egquilibrio da placa
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EFY = [K} [ul

onde [F] & o vetor de cargacs nodais da estrutura, [K) & &
matriz de rigidez da estrutura e {{ul & o vetor dos

deslocamentos nodais incognitos da estrutura.

I111-10. Determinagdo dos esfor¢cos resultantes

Para a determinacao dos esforgos resultantes,

utiliza-se as relagbes (41) e (42), que sdo
MX . 1 P24 0 NX
[M3 = My = =D (% i O My
Mxy i O M Rxy
=
Qx Gh O ¥z
' &
[Q1 = = - —
Gy O Gh rve

ande [R) e [y] estd3oc indicadose em (45) .e em (44&).
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Entrando-se com as coordenadas de £ e 7 de um determinado
ponto, nas expressoes de [Rb]) e [Re] indicadas em (47) e
(48), obtém-se 0s valores dos esfor¢cos deste ponto. Derois
e s verificar o numerc de elementos que contribuem para

este ponto, e calcular os valores médios dos esforcos

111-11. Condicdes de contorno

A formulagao do elemento finito em estudo e
baseada apenas em fungado de deslocamentos, e, pOr 1550,
somente condicbes de contorno de deslocamentos poderdo ser
impostas.

Uma das caracteristicas da teoria de Reissner e
satisfazer a trés condigtes de contorno. Nao caso de eixos
simplesmente aroiados ou engastados, existem dols tirpoese de
condicbes de contorno, uma das gquals conduz & solugdo
exata, enquanto a outra conduz a uma solugde aproximada.

No casc de placas retangulares, as condigtes de

contorno para um eixo onde x & constante s3c as seguintes

aleixo simplesmente apolado:

a 1)solug3o exata:
Reisser W=0 i M =D i M xz0
El. Finito : W=0 ; ®x#0 ; ®Oy#0 ; rx20 ;  ry#0

a.2ysolugd3c aproximada;
Reissner wW=0 ; Mx=0 ; Syv=0
El1 Finito - W=0 ; &x#0 - ©vy=0 ,; #x#0 ; »ry=0



bleixo engastado

b 1)solucdo exata:

Reissner

El. Finito

b.2)solug3o aproximada:

Reissner

El. Firnito

cleixa livre

Reissner

El. Finito

W=0
W=0

W=0
W=0

Mx
W#0

1}
o

H

;

i

gx"—'o i
=0 i

ﬂ’x=0 H
9!=0 ;

Mxy=0 ;
Bx#( i

Mxy=0

By#0 ;  rx=0

By=0

@y=0 ; ¥x=0
Gx=0

@y£0 ;  rx=0

;y#O

;y¢0
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CAPITULD 1V

RESULTADOS NUMERICOS

IVv-1. Introducdo

Neate capitulo sdo apresentados os resultados
numericos para trés casos de placas com diferentes tipos
de contorno, obtidos através do Metodo dos Elementos
Finitos (MEF).

Estas placas tém dupla simetria, de forma gue
os resultados correspondem a valores obtidcs na analise de
apenas um quarto da placa. No caso do Meétodo dos Elementos
Finitos, f0i1 utilizade wuma malha quadrada, com 25
elementos.

A apresentac3o destes resultados e feita com o
uso de tabelas e de graficos, onde tambem est3o indicados
oc valores obtidos pela Teoria Classica e pela Teoria de

Reissner, ambas com resolucdoc analitica, e empregando-se ©

Méetodo dos Elementos de Contorno (MEC), para que se  pOSsSa
ter wuma comparacao dos diversos metodos. Apos a
apresentag3o das tabelas e dos graficos, e feita uma

avaliac3o do comportamento do elemento finito utilizado.
Nestas tabelas e graficos, est3c representados

apenas oS valores maximos da flecha, momentos e cortantes,

cujios pontos de localizacdo est3c indicados no cabegalho

das tabelas e nas figuras representativas dos exemplos.
O trés exemplos estudados s3o

a) placa com todos oOs lados simplesmente
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apoiados

b) placa com lados simplesmente apoiados e
engastados, doci:s a dois

¢) placa com lados simplesmente apoiados e

livres, dois a dois
Em todos o055 casos, foram empregadas as

condigbes de contormo que conduzem a uma soluc3o

aproximada, indicadas no capitulo anterior.

iv-2. Apresentacgdo das tabelas e graficos

Para uma maior facilidade de apresentagcdo das
tabelas e dos graficos, 0os resultados &30 escritos em

forma de coeficientes adimensignais, 05 Guais estao

definidos a seguir

Wes,y>.D Mx s, y3
o = H Ax =
< 2
g.a g-a
My ¢ %,y My { %, y?
A = — ; A =
Y z ' =y 2
g.a g.a
Oxex .,y Cyix , vy
Y = — ; Yy =
q.a g . a
Em todas as tabelas, ©0 unico parametrc gque

varia, € a relagaoc espessura/largura (h/a) da placa. Todas
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as placas analisadas té&m coeficiente de Poisson igual a
0,3 e relacdo entre as larguras (b/a) igual a 1.

Nos graficos, as relacfes espessura/largura
(h/a) est3o indicadas no eixa horizontal, enquanto os
coeficientes adimensiorais estda indicados nos eixnos

verticais.

HA casos onde est3oc faltando valores. A
explicaci30 para isto & a de que n3o foi possivel a
cbtenc&o destes valores, seja através de softwares
fornecidos, no ctaso do MEC, seja através de resultados ja
calculados, no caso da resolucdo analitica da teoria de

Reissner.
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CASD 1

(placa apoiada/apoiada)

a’/e

arse

a/c a’z

Os resultados apresentados neste caso de placa s3o

deslocamento vertical (W) : ponto £
momento fletor (Mx) : ponto 1
momento torgor (Mxvy) : ponto 2

cortante na direc3o x (Ox) : ponto 3

v
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valores maximos do (1)
hra . .
Elemento Tecria Reisener Elementos de

finite classica .analitaca ConlLoerne
00,0030 0,004100 0,0040¢8 0,D04008
00,0100 0,004107 0,004038 0,004008
00,0200 O,004114 0,00400
0,0300 00,0041 24 0,004006 0,004078
00,0400 C,004130 C,00406 0,004001
00,0300 C,004158 0,004006 O,00411 0,004407
0, 0500 C,004182 0,0D406 0,004127
o ,0700 0,004209 C,00400 0,004150
00,0800 0,004241 O,D04008 0,004177
<, 0200 O,004277 0,004006 0,0C4207
0,1000 C,004318 0,00400 0,00424 0O,004241
0,11487 0,004393 0,00406 0,0043003
O,1334 ©O,0044B3 0,00406 0,0043081
0,1500 Q,0045EB4 00,0040 0,00446 0,004485
0,14867 O,00469006 0,004006 0,004557
0,183 4 O,004820 0,00408 0,0D45683
o,2000 0,004956 Q,004006 ,D0478 0,004778
0,2167 0,005103 C,004006 O,0D4002
O,z2334 0,00%283 C,00406 0 ,005036
0,235300 O,00%5434 o,00406 o,00518 0,0035180

a
0.005400

0.006200

0.004800

0.004400

sl.

finito

0.0604000

0.603800
0.

F ¥ ¢t 1 1T E T F 11 FTT1 0 F TP 0T P ET T FYTTVTTETT

0.10060 0.1

00 0.20

LI |

T 11T T F1 3V F ¥

-
3

0.2
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valores maximos de Ax 1)
hoa . .
Elemenio Teocria Raissher Elementos de
finitto Classica r.analitica Contorne
©,0030 0,048B3745 00,0479 O,0479
00,0100 O0,048B545 00,0479 0,047 P
00,0200 0,048345 0O,04790
00,0300 0,048544 O,0479 0,047000
0O,0400| ©O,04B544 O,0479 0,047010
o,0500 0,048744 00,0479 00,0479 0,047024
0,0000 0,048543 0,0479 0,047040
0,0700 O,D04B542 ©C,0479 0,047960
0,0B00 0,048542 0,0479 0,047982
O, 0000 0,0483541 c,0479 0,048B008
00,1000 0,048340 00,0479 D,0480 0,0480306
0,31167 D0,0485338 O ,0479 0,0480901
0,1334 0,0485230 00,0479 0,0481354
0, 19500 0,048%34 00,0479 0D,0482 0,048227
0,15067 0,048B531 0,047 9 c,04B2806
©,1834 O,048B528B 00,0479 0,048383
0O ,2000 0,D048525 0,047 0O,0485 0o,04B8483
00,2167 0,048522 O,0479 0,048587
©,2334 0,048B518 0,D4790 0O,048700
Q,2300 0,04B51 4 0,0479 o,0488 0,048821
A

0.046000

0.048800

0,045800

——r—r— »

0.045400

0.048200

0.04B000 et .

—— t. clawwica
0.047800

OIM?ODO Tt T T rtr1e i 'lll‘llll) rrr s rvrt
0.0000 0.0500 0.100¢ 0.1

e

””‘o’"aédo“"”o’_‘gwn"‘n‘_‘!

h/a
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valores maximos do Axy (2>
hra . .
Elemento Teorio Reiecener Elementios de

finito Closeica r.analitica Contorno
o,0050 o,c3zZ63¢9 00,0323 00,0825
00,0400 O,032844 00,0323 00,0825
D,0200 0,0328063 00,0323
0,0300 Q,032895 0,0325 O,08431 3
O,0400 0,032240 0,03zs 0,0330842
Oo,0500 Q,082007 o,032%5 o,0821 0,0832462
O ,0800 0,0330467 00,0323 0,0320060
0,0700 00,0004 49 o,0825 0,032798
o,0800 0,083243 0,03295 O,0325414
0,0200] ©0,023848 0,0832% O,002448
0,1000}| O,039465 0,03z25 00,0311 0,032102
O,1567 0,0334684 0,02320 O,0815365
©,1334 0,033231 ©,0325% 0,030393
o,i500! 0,0842006 00,0325 ©,0305 C,036554
Q,4667 0,0345006 0,0325 0,050%580
00,1834 0,034829 0O, 0325 O,035733
0,z000]| 0,03517¢ 00,0325 0,02907 ©,033773
0,2167 0,D35544 0,0325 0,032845
0,233 4 ©,0359321 0,032% 0,032015
0,2%00 0,0346338 00,0325 o,0287 0,031349

Xy
0.056000
ot 0OLlOrnG

0.0560000

0.045000

b

g
0.040000 3
0096000 4 .. ., .

el finito
_‘_‘,_.-ur—"‘"

s et . & tlawsiun
e S ey, gy
e

C.0RD0DO

0.020000 T 1T 1 1T ¢ ¢« 1T VX T 1T r1r L1711 1 1+ fFIT sy r1 0 Y LR L L) T ¢ Vv 10 T TF Frryrrrva
0.6000 0.0800 0.1000 0.1 0.2000 0.2600 0.3000
h/a
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Valores maximos do ¥x (B
hra ) .
Elemento Teoria Reissner Elementos de
finitoe Cltassica r.analitica Contorno
0,0050 ©,33017 0,238 C,338
O,0100 0,3383017 0,338 0,339
00,0200 0,330406 O,a3zs
O,0300 0,B3910 0,238 .346332
O,0400 0,38915 O,338 O,30004
To,os00 O,33914 ©,338 0,338 O,233444
©,0000 O,8390138 0,338 0,233p32
00,0700 O,330143 0,338 0,33802
00,0800 0,33913 0,388 0,33571
0,0900 0,33913 0,338 O,333837
0, 1000 0,33913 0,238 0,338 ©,33145
0,1167 0,33913 O,a3s 0,32832
00,1334 0,83013 O,2338 ©C,32372
O, 1300 ©0,33914 ©O,3386 ©0.338 0,30563
O,1667 00,3394 4 0,338 D,42659
O,1834 C,33015 0,238 0,35482
©,Z2000 0,823916 0,336 0,338 ©0,340c08
00,2167 0,83916 0,338 O,34427
00,2334 0,33916 0,338 0,34243
0,2500 0,33015 ©o,338 ©,238 0,34144
Y
0.6006000
T
0.550000
0.580000
0.4560000
«l. contorno
C.450000
7,
0.3560000 y— nuEfnl
0.800000

c-w T *» 0 ¢y £ 11 T LI L L L R LR L L AL T Trryyrrt T 1T r 1 rrrrr 1T+t T ITTrrT
0.0000 0.0500 0.1000 6.1500 0.£000 £.2600 0.8000

h/a
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casD ¢

(placa apoiada/engastada)

a’/e

a’/e

0. 2a

a’/2 a’/2

Oz resultados apresentados, necte caso de placa s&50

deslocamento vertical (W) ponto 1
momento fletor (Mx) . ponto
momento fletor (My) : ponto i
momento torgor (Mxy) : ponto 3

cortante na direg3o x (Qx) : ponto 4
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Valores maximos de O (1)
hra . .
Elemento Teortia ReiLssner Elementcos de
finite Classica r.analitica Confteorne
O,005%0 0,001948 ©,00102 0,001902
Q,0100 o,001950 O,00102 0,00102
00,0200 0,0010537 ©,001902
00,0300 0,001970 0,00102 O,002007
0,0400 0,001088 O,00192 0,0019068
00,0300 0,002012 O,00192 Q,00190 O,001¢c00
O,0800 0,00Z2040 0O,00192 0,002022
0,0700 O,002073 0,001902 o,0020590
00,0800 O,0021441 0,00192 0,002101
c,0900 ©0,00Z2154 Q,001902 ,002148
O,1000 Q,002202 00,0012 O,D0220 C,002201
0,11067 0,D02292 O,0D01902 O0,002300
0,1334 0,002395 0,00122 0,002412
0,1500 0,002510 0,00102 0O,00254 0,002536
O,1667 0,0024837 C,00192 0,0024673
O,1834 0,0027?77 O,00102 D,002822
02,2000 o,002027 O,00102 O,00208 Q,002082
00,2167 O,003090 C,00102 0,003453
O,2334 C,003263 0,001902 0,003335
O,2500 0,003447 O,001902 0,00353 0,003%27
&

G.004000

6.008500

0.008000

0.002500

0.002000

8.0018D0

Ormlooa |_'|’ll!lil Yy rry o rFT T v L F 1 1 F T % Ill[ll'll'i]'l'\"[_r1||ll 1T 7 + P F Ty

0. 0000 6,0600 6.1000 61500 0.£000 0.£500 £.8006

h/a
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valores maximos de Ax (1)
hra . .
Elemento Tecria Relsener Elementos de
finito Ctassicao r.analitica Conlorno
©0,0030 C,0Zz408044 D,0Z44 00,0244
©0,0400 0,024852 O,0244 0,0244
00,0200 O,024887 Q,0Z44
O,0300 O,0249044 00,0244 0,0232238
0,0400]| ©,0235023 O,0Z44 0,024703
©,05%00 0,02B3423 00,0244 C,O0Z49 0,024837
0,0800 o,025244 00,0244 0,025002
0,0700 0,02%38535 00,0244 Q,023208
0,0800 O,023343 00,0244 0,0253848
0 ,09200 ,025724 00,0244 0,0238463
0, 1000 0,025920 0,0244 00,0262 O, 026102
0,4114487 0,0248281 0,0244 D0, 0DZ24679C
C,1334 0,026683 Q,0244 0,0Z27468
0,1300 0O,D0271214 00,0244 0o,02Z282 0,02Z28100
0, 16867 0,027589 00,0244 D,D028<BO
O,1834 0,028083 00,0244 Q,020805
00,2000 ©0,028B598 O,0Z244 o,0zeo8 0,030868
0,2i07]| O,029131 O,D0z44 ©,031555
O,2334 O ,D2O0aG77 00,0244 0,032467
0,2500! 0,030232 00,0244 0,0234 ©0,0233904
Ax
0.054000 el. eentorno
0.082000
".d"
#" /7 el finite
0.056000 %}%ﬂﬁ; o
,ﬁ&& o
0.028000 -
0.0268000
» t. claxicn
e % N .n . . - > a . -
0.024000
°|02&0w LN L i e L T 1rryrrrrrvt Ttr1rtryrrrrryrtrrrivryT LI LM L L S L L |
0.0000 0.0 6.1 6.1560 0.2 0.2 0.8000

h/g
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Valores maximos de Ay <2)
hrao . .
Elemento Teorio RelLesner Elementos de
finite Classiceo r.anatitica contorno
0,0050| O0,0569822 0,0c08 00,0698
0,0100| 0,060310 0,088 0,06080
0,0z00| O,0C9Z00 o,00608
0,0300| O,069178 0,D808 O,0083406
00,0400 | ©,069062 O,0608 0,070277
o,0500| ©,06B912 0,0608 0,06802 0,069157
0.0600| ©,00B730 00,0608 0,068774
o,0700] O,008514 0,06908 0,058474
o,0800| o,08820608 0,068 0,0880482
0,0000| D,0679868 O,0608 0,087 600
00,1000 | O,D6767S 0,0608 D,06723 0,067144
0,117 | 0,057093 o,0s08 0.,.056468
0,1334] 0,066437 0,0898 o,005831
0,1%00| 0,065716 O,0608 00,0642 0,085062
0D,1667 1 0,0564940 00,0698 0,064522
00,1834 0,064119 O,0608 0,063326
G,2000| ©,0063263 00,0508 0,0602 0,062117
0,z2ic7| ©,062380 0,0608 0,050761
0,2334] 0,0561479 00,0608 o,059338
0,2%500| O,050558 0,0658 c,0557 Cc,057822
Ny
0.075000 -
-4
3 t. clasgica
0.070000 . " - -
3 ':_ﬁC%_,
3 o,
0.085000 S e
: ‘-.“"‘“-d'
] 3. finito
= -
0.060000 ~
h el bq&i.nrno
] t. er
8055080
a¥mano‘1]?ll“'7‘f!ll1‘l LB LR AL T r 1 F 1 ¥ 17 T ¢F fT 4 1 3 vr ||!Fl!l’!]
0.0000 0.0500 0.1600 0.1 6.£000 0.2800 8.3000

h/a
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valores maximos de Axy (3)
hra . R
FElemento Teoria ReiLESNOT Elementios de
finito Classticoa r.analiticea Contorne

0 ,0030 0,014337 0O,D144 00,0144

00,0100 D,014551 00,0144 00,0144

00,0200 0,014327 0,144

D,0300 0,0144892 O,0144

00,0400 0,014437 0.0144

00,0500 ©O,0143738 00,0444 o,0142

O,0800 0,014301 O,0144

0O,D700] O,014221 00,0144

O,0800 OQ,014137 0D,0144

Q,09000 0,014050 00,0144

0, 1000 0,0139052 00,0144 o,c13p9

0,1167 0,013818 O,0144

C,1334 0,01i34682 00,0144

0,1500| 0,013559 00,0144 00,0135

D,1567 0,013449 o,0144

O,1834 0,0133535 00,0144

00,2000 ©0,013277 00,0144 00,0135

Q,2167 0,013213 0,014 4

00,2334 0,0413168 0,0144

O,2300 0,04i31306 O,0144 00,0143

Axy
0.014800 o
Lo ' R
e t. elaswice
0.014400 e + + - + + . . -+
£.61 4000 ~,
Wy

0.015400 e, joann
0.018800
0.012800
uglg*gainlllllll LN A e A B T | T ¥ 1 1 F 31 1 FF T+ Yy rrYyrv 1 T ¢V T 1T Fr 11 bt T rrryrvy
v ; - ’ y ’ 1.

0.0000 0.0500 0.1006 0.1500 0.8000 0.8 0.8000

h/a
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Valores maximos de Fx c4
h/a , .
Elemento Teoria Reissner Elementos de
finito Classica r.analitica Contorno
00,0030 O,24540 D,Z244 0,244
00,0100 Q,Z4544 0,244 0,244
00,0200 0,24580 0,244
00,0300 0,245B4 O,244 Oo,80877
0,0400 0,24614 0,244 0,338495
Q,0300 0,245647 0,244 0,240 0,27093
0 ,0500 0,244584 0,244 Q,25558
0,0700 0,24724 0,244 Q,Z24043
O,0800 0,24766 0,244 Q,22710
0,0900 0,24811 0,244 D,21050
D,4000 D,248460 D,244 0,249 0,217408
0,1167 0,24948 D,244 C,22227
0,1334 0,25044 0,244 O,23131
0,1500 Q,25547 0,244 0,254 0,240%9
0,1667 0,25255 0,244 0,24410
O,1B34 0,253468 D,244 0,23079
O,2000 0,25484 0,244 0,260 C,2348B4
00,2167 0,256032 0,244 0,z25832
00,2334 O,25726 0,244 c,258108
0,2%500 0,25852 0,244 0,267 00,2375
Y,
1600000
€l. ¢pnterns
1
0.800000
C.800000
0.400000
outros
a9 i . e ——— g
o e v
0.200000
0.000000 T

6.0000  0.0860 01000

0.1

MTT‘I7 !ol.é{])dd LR 'd'éé'dd T T rd'%oo

h/a
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CASO 3

(placa apoiada/livre}

a’e

a’/e

a’/e a’e

De resutados apresentados neste caso de placa sS30

declocamento vertical (W) : porto &
momento fletor {(Mx) : ponto 1
momento fletor (My) : ponto &
momento torcor (Mxy) - ponto 3

cortante na direg3oc x (QOx)y . ponto 3
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valores maximos de O C1)
h-a N .
Elemento Teoria ReissNner Elementios de

finite GClassica r.analitica Contorno
00,0030 0O,013840 c,0150 00,0130
0D,0100| 0,013850 00,0150 00,0150
o,0200 0,013888 0,0150
00,0300 0,01i38901 00,0130 0,011431
0,0400)| O0,013925 00,0150 0,014117
o ,0300 0,0139009 0,0130 O,0132 0,01%007
0,04600 0,014020 00,0130 D,015181
o,0700| O0,014080 C,0150 0,015257
0,0B800 0,0141406 00,0130 0,013320
0, 0900 0,014219 00,0130 o,0153812
0, 1000 O,014200 0,0150 00,0136 O,015434
00,1167 0,014445 00,0150 0,015448
00,1324 0,014807 00,0130 0,151808
0,1500] ©0,01478% 0,0150 00,0161 C,0147806
0,1687 C,014C078 00,0130 O, 016419
O,1B34 0,015187 00,0150 0,01&5563
0,200D| ©O,015440 00,0150 00,0168 ©,0167313
0,z2167 0,0156490 C,0150 0,016889
0,2324 0,0153003 00,0150 0,01G89B ¢
00,2500 0,0185172 00,0150 00,0176 0,0416850

0.018000

0.015000

0.014000

€.013000

x
0.018000 ¢ reissner
0.017000 ' /*
!
T

0.012000 S 0 B T T e B 20 R e St T S e B e e e SN0 B N SN I BN 2N S M S B R L R LA B R S R

0.0000 0.0500 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000
h/a
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valores maximos de Ax (1)
h-a . i
Elemento Teoria Reissner Elementos de
finito classica r.analitica Conterno
0,0030 D,100380 0,181 0,131
0,0100 0,10053 0,421 0,131
0,0200 0,110314 0,181
0,0800 0,111338 0,181
00,0400 ©,141313 ©,131
O,05%00 C,115302 0,131 0,129
0,0800 0,11744 0,133
o,0700 0,11938 0,431
0,0B00 0,121069 0,131
o,0900 0,12401 0,131
0,1000 0,124630 o,131 0,128
0,$£1687 0,1209048 0,131
00,1334 0,13337 0,131
0, 1500 0,13648 0,131 0,120
0,1867 0,4143029 0,131
Q,1e834 O,14182 0,131
0,2z000 0O,14409 0,131 0,124
00,2167 O,14612 0,131
00,2234 q,14795 0,131
0,z500 O,14058 0,181 0,123
A 1. finito
el
0.150000
0.140000
0.130000 “\__k‘_/?d;‘
T t. reissner
—_—
0.120000
0.110000
0.100000

0.800  0.3000

h/a
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Valores maximos de Ay t2)
hr o . '
. Elemento Teoria ReL.s6Ner Elementos de
finite Classica r.analitica Contorno
0,003D| 0,032475 O,0271 00,0270
0,0100| 0,0324487 0,0271 00,0270
0,0200] 0,0324306 00,0271 B
0,030G| ©0,032385 00,0271 ‘ 0,044977
0,0400| ©0,032316 o,0271 1. _o.0n1838
o,08500| 0,082233 0,0271 o,02653 0,027767
0.0600] 0,0321308 00,0271 0,020805
c,0700 0,0320290 0,0271 D,028548B4
00,0800 0,031941 4 00,0274 0,025249
0,0P00] O,031793 0,0271 0,026070
0,1000] ©,031668 0,0271 ©,0z58 0,0259506
0,1167| ©0,031455 00,0271 L0, 025607 )
0,1334| 0,031237 0,0271 10,004002/
00,1500} 0O,03101t9 0,0z714 0,025% T 0,0z5078
00,1667 | 0,030801 0,0271 0,024858
O,1i834| ©0,030585 o,0271 0D,024604
o,2000| o,03038¢ ©o,0271 0,0244 0,024333
00,2167 0,030155 O,0271 D,DZ24047
0,2334)] 0,0z9941 0,0271 0,02373¢
00,2500 O ,D29728 Oo,0271% 00,0226 0,0233720
Ny
0.034000
0.032000
0.090000 : finito
0.028000 .
¢, clasmice
0.026000 Tm—
0.024000 reisaner
0.02000
0-03@000 2 e O L L T 1T F VvV TFF 8T T+ v T F 1T 1 F ¥ L B L L L B T r 1 7T 8§ 1T FT TrTryrr1rrrr13
0.0000 0.0300 0.1000 0.1 0.2000 0.2500 0.3000

h/a



valores maximos de Axy (2)
hsa .
Etemento TeoriLo Reissner Elemenios de
finito Classi1ca r.analitica cCentorno
00,0030 0,0570631 c,024 =]
00,0100 0,0174808 O,024 [+ ]
00,0200} 0,017315 0.024
0,0300 0,0173C0 0,024 0,194302
00,0400 O0,047172 0,024 O,137849
0,0300 0,01i68904% D,024 o Q,0B8393
0,04800 0,01548585 0,024 0,056937
00,0700 0,015442 D,0Z 4 ©O,034580
0O,0B00 0,01513% 0,024 C,019790
0,0900 0,013847 0,024 c,087108
00,1000 0,015347 D,GC2a4 (o] 0,027712
00,1167 0,c15114 0,024 0,037986
00,1334 0,0146900 0,024 Z4,750267
0,14500| 0,014298 Cc.024 o 0,041161
O,1667 0,0139040 0,0Z4 o,00B130
00,1834 0,0135615 0,024 0,0314587
00,2000 0,013323 o,024 s ] Q,1i0378¢
Q,21467 0,0130460 0,024 0,1022435
00,2334 0,012B23 0O,024 0,3486632
0,2500] 0.012632 D,024 o ©,?27734
)\xy
0.086000
. t. clapwica
O.084000 J +» A e + - + - - + . + )
0.0282000
0.086000
0.018000
’kﬂmhﬂu*
-,
.
6.016000 e
e
0.01 4000 hatac S
—r—
.01 2000
ﬂ‘elw‘oa l_rT]I|II'|| T v 1 F T 5Tt L\ L B AL A SR L N A L L R L L T+t F L T E 0 F 3 T 117 +» V b o b F
0.0000 0.0800 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000

h/a
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valores maximos de ¥x «(B) |
hra . .
Elementc Tecocria ReLESNET Eleomentos
finttoe cltassica r.analitica Contorno
0, 0050 0,87074 0,404 13,718
00,0100 O,B80044 0,404 #,115
©0,0200 0,88433 0,404
©0,0300 0,B5622 0,404 73,07841
O ,0400 0,B4563 0,404 4,B7288
0,0500 ©,83313 0,404 2,085 0,248B43
0,0000 0,8:1931 0,404 1,411673
0,0700 0,B0471 0,404 1,330190
O,0800 0,789706 0,404 1,30568
0,000 O,7748B0 0,404 ${,370B6
00,1000 0, 76009 0,404 1,278 1,34472
00,1187 ©,73657 0,404 1,38748
0,1334 0,714088 0,404 125,590803
0, 1500 0,694572 0,404 1,027 0,72347
0,1667 0,67614 0,404 0,82178
©,1B34 O,65942 0,404 ©,84154
00,2000 0,64427 0,404 0,902 O,84745
00,2167 0,530D38 0,404 0,85500
©,z334 0,81776 0,404 0,87714
0,2500 O,s0822 0,404 0,828 0,04215
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IV-3. Analice dos resultados

0 objetivo deste pardgrafo @ tirar conclusbes
sobre o comportamento do elemento finiteo utilizado neste
trabalho Para isso, além dos resultados ja +fornecidos
pelas tabelas e graficos, s3o mostradas também novas
tabelas onde ect3c indicadas quatro tipos de diferencas
percentuats, calculadas para os trés tipos de placas, com
trés relacbes de espessuras diferentes, que s3c . 0,005,

005 e 0 25. hs diferengas percentuais calculadas s3D

di+ 41 - entre o MEF e a Teoria Classica

dif. 2 entre o MEFf e a resolucdo analitica

dif. 3 . entre a solucdo exata e a aproximada

dif 4 entre um guarto de malha com & elementos

e um com 25 elementos

b) relacdoc h/a = 0.005

Caso 4 (placa appiada/apoiladal

dif. 1 dif. 2 dif. 3 dif. 4
W 1,127 1,138 0,002 0,386
Mx 1,348 1,347 0.002 0,770
My 1,345 1,347 0,002 0,770
Mxy 1,043 1,043 1,243 0,456
Qx 0,346 0,346 0,930 G,135




a?r
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Caso 2 {placa apoiada/engastada’
dif. 1 dif. 2z duf B dif. 4
W 1,440 1,458 0,008 0,859
Mx 1,821 1,820 0,004 1,039
My - 0,685 |- 0,683 0,008 0,359
Mxy 1,094 1,090 0,792 _—
Ox 0,574 0,574 0,318 1,785
Caso 3 (placa appiada/livre)}
dirf. 4 aif. 2 dif 3 dif. 4
W - 7,964 - 7,693 0,003 7.964
Mx -1&6£,521 (—16,51°9 0,014 20,876
My 19,832 20,278 0,005 |—13,03%
Mxy |[-26,536 _ 2,50% 23,373
Qx 115,531 _ 19,740 20,434
relacd&on h/a = 0 G50
Caso 1} (tplaca apciada/apoiada)




-69-

dif 1 dif. 2 dif. 3 dif. <
W 2,423 1,168 i,521 C,381
Mx 1,343 1,344 1,300 0,768
My 1,343 1,344 1,300 0,768
Mxy 1,530 2,794 |-16,461 (- 0,390
Qx 0,337 0,337 |-16,B880 |-1%9,795
Caso 2 (placa apoiada/engastada)
dif. 1 daif. 2 dif. = dif. 4
W 4,770 1,106 |- 0,004 0,188
Mx 2,963 0,895 |- 0,030 0,760
My - 1,272 |- 0,418 0,728 0,249
Mxy -~ 0,185 |- 1,218 |- 7,272 —_—
Gx 1,014 0,191 |-18,13F iB.484
Casn 3 (placa apoiada/livre)




c)
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dif. £ dif. 2 dif. B dif. 4
W - 6,876 |- 8,812 7,867 9,572
Mx -12,1946 (~12,154 14,023 14,480
My 18,9379 21,634 |-17,657 14,960
Mxy [|—-29,411 —_— -19,68B6 26,179
Qx 104,220 _— 15,580 1,424
relagao h/7a = 0.250
Casc 1 (placa apoi1ada/sapolada)l
dif 1 divf. 2 dif. 3 dif 4
W 33,844 4,903 13,241 0,585
Mx 1,282 |- 0,586 13,1364 0,735
My 1,283 |- 0,3B6 13,136 0,735
Mxy 11,808 26,613 |[-66,372 0,B71
Qx 0,344 0,340 ie,474 0,256
Casn 2 (placa apolada/engastada)
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Caso

duvf. 1 dif. z dif. » dif. «
W 79,951 |- 2,354 4,708 0,647
Mx 23.9014 |- 9,485 4,544 0,554
My 13,824 8,740 &, 659 0,295
Mxy (1,781 |- 8,140 |—47,145 —
Qx 5,950 |- 3,174 4,242 0,24
3 {placa apoiada/livre)

dif. 1 dif. 2 dif. =3 dif. 4
W 7.810 |- B,114 3,074 B,800
Mx i4,1iBs |-21,4610 e,18% 16,4306
My 5, LTY BS, 966 |- 4,E2BS 17,460
Mxy [—47.451 —_— - 2,819 23,102
Gx o0, 054 e g0, 4% z1,4677
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iIv-3 1. Conclusfes

Analisando-se todos os resultados
apresentados, conclui-se que © elemento nao apresenta
travamento, e comporta-se muito bem, principalmente nos
dois primeiros casos. Os problemas maiores surgem gquando
se aproxima dos bordos, como pode SEr observado,
principalmente para os casos dos momentos torgores e
cortantec. Em grande parte isso se deve ao fato de n3o se
poder atingir a solucdoc exata, ou seja, de ndo se
conseguir zerar o Mxzy nos bordos.No casc do  bordo livre,
observam-se grandes variagboes, com excegao da flecha

Diante deste comportamento, sugere—-se
a procura de uma formulagdao mais adequada para o elemento,

com a certeza de gue assim, 0s problemas detectadoe possam

ser minimizados.
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APENDICE A

~ ) -1 ~ :
Ds valores n3o nulos da matriz [C ), sao os seguintes

C(1,1)=0.85
C{1,4)=-0.125
C(1,7)1=-0.123
C(1,10)=-0.125
Ct1,13)=-0.125
C(1,456)=0.25
C(1,19)=-0.125
C(e,2)=-0.125
C(2,5)y=0.123
C(e2,By=0.125
C¢2,11)=0.373
C(2.,13)=-0.1253
C(2,16)=-0.375
Ct2,191=0. 125
Ce3,2)=-0.125
C(3.,5)=0.1iB3
C¢(3.,8)y=-0 425
C(3,11)=0 375
C(3,14)=0.123
C(3,171)=0.125
C(3,20)=0 123
C(4,7)=0.125
Ct4,14)=-0.125
£(5,1)=0.5
C(3,4y=-0.123
C(5,7)=0.125
C(5.103)=0.125
C(S,13)=-0 125
C{(5,146)=-0.3

Ci1,2)=0.185
C(1,5)=-0.125
Cii,8)=0.125
C(1,113=0 .25
C(1,14)=0. 4125
Cti,171)=0.125
£(1,20)=0.125
Cc(2,3y=-0.125
C(2,58)=0.373
C(2,2)=0.125
Cc2,12)=-0.125
C(2,14)=0.185
Ct2,17)=-0.125
Cie,20)=-0.1425
C(3,3)=-0.4253
C(3,6)=-0.375
C(3,9)=-0.125
C(3,12)=-0 .13
C(3,15)=0.125
£(3,183=-0.125
£e4,2y=-0.125
C(4,923==-0.123
C¢(4,173)=-0.125
C(3,2)=0_1285
C(5,5)=-0.1
C(3,B8)=-0 %
C(5,11)=0 3
C(5,14)=0 125
C(5,17)=-0.123

Y]

2
3

n

C(4,3)=0.125
C(1,5)=0_85
C(1,9)=0.125
C(1.,i2)=-0.125
€(1,135)=0.125
€¢(1,18)=-0 125
Ciz2,1)=-0.375
C(a,4)=0 125
c2,7)y=-0 125
£(2.,10)=-0.125
C(2,12)=-0.123
Ccz2,15)=0 125
Cie,18)=0.125
C(3,1)=-0.375
£(3,4)=0 125
£(3,7)=0.425
C(3,10)=0 125
C(3,13)=-0.1825
£(3,16)=0.373
C(3,19)=-0.123
C(4,4)=0.125
£(4,12)=0.125
Cta,12)=0.125
C¢(5,3)=0.125
C(3,6)=-0.5
C(5,9)=-0_123
Ct3,12)=-0.125
£(5,15)=0.123
£(5,18)=0.125



C(5,19)=0.125
C(6,5y=0.1285
Ct6,15)=~-0 125
C(7,1)=0 1285
Ci7,6)=-0.185
C(7.,14)=-0.125
C(7,16)=0.125
C(8,2)=0.125
C(8.9)=0.125
C(8,17)=-0.125
C(%,5)y=-0.125
C(9,13)=0 125
C(2,203=0 125
£(40,5)=-0.1853
C(10,10)=-0.125
C(10,15}=-0 125
C(10,20)=-0.123
C(11,4)=0.125
C(11,9)=0.183
C{i1,14)=~-0_125
C(11,19)=-0.125
C(12,55=0.12>
Ct(12,10)=-0C 1253
Cc12,13)=-0 125
E(12,201)=0.12C
Ci{13,14)=0 .25
C(14,93=0 23
C(15,4)=-0.25
C(15,19=0.25
C(i6,143=0.25
Ci17,10:=0.85
C(i8,5)=-0.285
Cit8,20i=-0.25
C(19,15)=0.25
C(20,10)=-0.25
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Ci(5,20)=-0.125
C(6,8)=-0.125
C(6,18)=0.125
C(7,28)=0.125
C(7,7)=0.125
C(7,12)=0.1285
C(7,17)=0.125
C(8,4)=-0.183
C(B,12)=0.125
C(B8,19=0.125
C(9.8)=-0.1425
Ci?,15)=-0.423
€(10,1)=0.125
C(10,46)=0.125
C(10,113=-0.1425
C(10,16)=-0.125
Ci11,1)>=-0.125
C(il,6)=0.125
C(11,11)=-0.1E25
Ci11,16)=0 125
Cti2,1)=-0.125
cei1e2,6)=0.125
Ce12,41)r=-0.425
Ciie,186)=0.123
C(13,4)=0.25
C(13,19)=0.25
C(14,14)=0.25
C(15,9)=-0.25
C(16,4)=0.25
C(16,19)=-0.85
C(17,15)=0 25
£(18,10)=0 .25
Cti1i9,353)=-0.23
Cii9,20)=0 .25
£(26,15:=0.25

Ct6,3)=-0.485
C(6,10)=0 125
C(6,20)=-0.125
C(7,4)=-0.185
C(7,9)=-0.125
C(7,18)=-0.125
C(7,19)=-0 125
£€(8,7)=-0.125
€(8,14)=-0.125
€(9,3)=0.125
£(9,10)=0.1825
C(9,18)=-0. 125
C(10,3)=0.125
C(10,8)=0.125
C(10,13)=0. 185
C(10,18)=0 125
C(11,2)=-0 125
C(11,7)=-0 125
C(11,12)=0 125
C(11,17)=0 125
C(12,3)=-0 125
C(12,8)=0 125
C(12,13)=0 125
C(12,18)=-0.125
C(13,9)=0.25
C(14,4)==0 25
C(14,19)=-0 .85
C(15,14)=0.25
€(16,9)=-0.25
£(17,5)=0.25
£(17,20)=0.25
C(18,15)=0.25
£(19,10)=-0 25
C(20,5)=0.25
C(20,20)=-0.285
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