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RESUMO

Neste trabalho, o problema da vibracao livre é
estudado através da formulagao direta do Método dos
Elementos de Contorno empregando a solucao fundamental de
Kelvin. A  integral de dominio resultante deste
procedimento contem as caracteristicas inerciais do corpo
estudado. Esta integral é tratada de trés formas distintas,
gerando conseqllentemente formulagdes diferentes. No
primeiro caso, o dominio do corpo é subdividido em células
que permitem determinar, através da integracao da
aproximacao celular, a contribuicdo inercial dos nds
internos e de contorno. A segunda formulac¢dao & conhecida
como processo da dupla reciprocidade e transforma a
integral de dominio em uma soma de integrais de contorno,
evitando-se assim a discretizacdo interna. Finalmente a
terceira é uma formulacdo alternativa que também
transforma a integral de dominio em uma soma de integrais
de contorno através da aplicacdo finita do teorema de
Gauss-Ostrogradsky. Apresentam-se ainda exemplos numéricos
visando comparar a eficiéncia das formulacoes

apresentadas.



ABSTRACT

In this work the free vibration problem is
studied by the direct formulation of Boundary Element
Method employing the Kelvin fundamental solution. The
resulting domain integral of this procedure contain the
inertial caracteristics of the body under analysis. This
integral 1is treated by three distinct ways producing
consequently different formulations. In the first case,
the body domain is divided into cells, which gives the
determination of the internal and boundary nodal inertial
contributions by integrating the term with cellular
approximation. The second formulation is the known dual
reciprocity process that transforms domain integral
into a summation of boundary integral, avoiding therefore
the internal discretization. Finally third way to treat
the problem 1is an alternative formulation which also
transforms the domain integral into a summation of
boundary integrals through finite application of the
Gauss-Ostrogradsky theorem. In addiction numerical
exemples are presented emphasizing the efficiency of given

formulations.
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CAPITULO I

Introducao

Na Teoria Matematica da Elasticidade procurou-se, du

rante muito tempo e ainda hoje se vem fazendo, determinar o
Estado de Tensio, ou de deformacao, no interior de um corpo
s0lido elastico submetido a acdo de um sistema equilibrado
de forcas, ou gque esteja em um estado de pequeno movimento
relativo interior (Elastodinamica), com o objetivo de obter
resultados Uteis e de importadncia pratica para os diversos
ramos da engenharia [3].

As equagbes gerais de equilibrio e vibragdo de soli
dos elasticos foram introduzidas por Navier [1l] em 1821 e
por Cauchy [2] em 1828.

Na teoria matematica foram desenvolvidos métodos pa
ra a obtencdao de solugdes exatas das equagoOes diferenciais
de todos os ramos da fisica . Em particular,para a elas
ticidade existem inumeros trabalhos como por ex.[{3,4,5 e 6],
que determinam solucdes exatas para muitos problemas, porém
os casos estudados sdo limitados por sua geometria e hipote

ses bastante simplificadoras.



Da necessidade de resolver problemas mais gerais sur
giram os métodos aproximados e,com eles,os métodos numéri-
cos. O primeiro método numérico fundamentado em bases mate
maticas foi o método das diferencas finitas [7]. 1Isto se
deu antes de haver uma automatizacdo computacional [8]. Apds
o surgimento dos computadores automatizados,as técnicas nu-
méricas receberam grande atencdo por parte dos pesquisado-
res; com isto desenvolveram-se varios métodos, dos quais po
dem~-se destacar o ja mencionado Método das Diferencas Fi-
nitas (MDF), que ganhou novo impulso e até hoje & aplicado,
e o método dos Elementos Finitos (MEF) [48, 49, 50].

Estes métodos por serem baseados na aproximacao da
solucdo em todo o dominio, o primeiro (MDF) na aplicac¢do pon
to a ponto do operador diferenca sobre a equacgao diferenci
al e o segundo (MEF) por subdividir todo o corpo em peque-
nos subdominios, sao conhecidos como Técnicas de Dominio, o
que se tradugzna pratica,pelanecessidade de uma exaustiva dis
cretizacgao de todo o dominio para a resolucdo de um proble-
ma.

Uma alternativa para reduzir o numero de aproxima-
¢cOes & a utilizacdo das chamadas Técnicas de Contorno, nas
quais as discretizacgdes sdao impostas apenas no contorno do
sistema em consideracdo. Estas técnicas tém como origem um
dos procedimentos usados na teoria matematica para obter a
solugcao exata das equacOes diferenciais parciais, que as
transformam em suas formas integrais ou, mais simplesmente,
nas chamadas equacles integrais.

As equacdes integrais, segundo Eliot [9], ja sao
conhecidas desde 1823, quando Abel [10] utilizou este proce
dimento para resolver o problema do péndulo isdcrono [11],
porém sua introducdo mais generalizada ocorreu em 1828 com
Green [12].

Com relacdo a teoria da elasticidade, em 1872 Betti
[13] demonstrou o teorema da reciprocidade e Somigliana [14]
obteve,em 1885 e 1886,a chamada Identidade Somigliana,

que € a base dos métodos diretos das equagOes integrais [15].



Em 1903, Fredholm [16] demonstrou a existéncia e
a unicidade de solugbes das equagOes integrais de contorno,
baseando-se em sua técnica de discretizagao limite. Este
procedimento deu origem a uma forma de se construir as
solucdes numericamente com erros bastante toleraveis [17].

Neste contexto surgiram duas formulacdes distin-
tas do Método dos Elementos de Contorno;a formulagao indire-
ta,na qual as variaveis envolvidas ndo sdo as variaveis fi-
sicas do problema, introduzida por Kupradze [18], e a dire-
ta,cujas variaveis tém significado fisico, introduzida por
Rizzo [19] em 1967.

O Método dos Elementos Finitos &,atualmente, uma
das ferramentas mais difundidas para solucionar diversos pro
blemas da engenharia. Sua utilizacdo nao abrange apenas a
mecanica estrutural mas,também, muitas outras areas como a
geofisica, eletromagnetismo, mecdnica dos fluidos, transfe-
réncia de calor etc. Sendo um método de dominio, este pos
sui algumas complicacdes com relacdo a problemas de dominio
infinito, pois & necessario que se interrompa o dominio pa-
ra que se tenha uma malha finita que ocasiona a formagao de
um contorno ficticio prejudicando,principalmente,analises
dindmicas,pois este contorno produz reflexdoes de ondas ine-
xistentes no problema real. Dificuldades tambem aparecem
gquando as concentracdes de tensao estao presentes no proble
ma modelado, pois necessita-se de um refinamento exagerada-
mente grande da malha para avalia-las com alguma pre-
cisdo [20].

Neste aspecto algumas vantagens sao oferecidas pe-
lo Método dos Elementos de contorno,como modelagem propria
para dominios infinitos e Otima representacao para concen-
tracdo de tensdo. Além disso,conduzem a um menor numero de
equacdes e volume de dados e a inexisténcia de erros de in
terpolacao no dominio [8].

Existe, no entanto, um prego pago por todas estas
vantagens. A matriz final ndo € simétrica e & totalmente
cheia, portanto as técnicas largamente empregadas para re-
solver problemas de matrizes simétricas em banda nao terao

a menor utilidade.



Atualmente ja nao se pode dizer que um método &
melhor que o outro, porém podemos dizer que ja existem al-
ternativas para que se escolha o melhor metodo para a solu-
cdo de um dado problema.

Alguns dos primeiros estudos em elastodinamica pe
lo método dos elementos de contorno foram apresentados, em
1963, por Banaugh e Goldsmith [21], Friedman e Shaw [22] e
Chen e Schweikert [23], porém todos na formulacdao indire-
ta. O marco inicial da formulacdo direta para a elastodina
mica foi em 1968, com Cruze e Rizzo [24] e Cruse [25},
que solucionaram,pela primeira vez,um problema transiente
de propagacdo de onda em um semi-plano no espaco transforma
do de Laplace [26]. Alguns trabalhos posteriores,utilizan-
do transformada de Laplace,podem ser citados, como por exem
plo Manolis e Beskos [27], Manolis[28] e Manolis e Bes-
kos [29].

Estudos de vibracOes harmoOnicas e problemas tran-
sientes utilizando transformadas de Fourier foram feitos
por Niwa et al. [30, 31, 32] e Kobayashi e Mishimura [33,
34].

Em 1983,Mansur e Brebbia [35, 36] desenvolveram
a formulacao geral no dominio do tempo para analise da elas-
todinamica transiente, que usa nucleos bidimensionais e &
bastante suscetivel & analise numérica. Outras referéncias
para o desenvolvimento deste procedimento sdo Mansur e
Brebbia [37] e Mansur [38]. Maiores detalhes da histdoria e
dos aspectos matemadticos das varias formulagodes podem
ser vistos em Beskos [26], Alarcon [40], Cruse [41l] e Man-
sur [39].

Uma das mais recentes alternativas no tratamento
de problemas transientes e de vibragdes harmonicas foi pro
posta inicialmente por Nardini e Brebbia [42, 46], que rece
beu o nome de Dupla Reciprocidade.

Essa técnica permite tratar 0s problemas da
Elastodinamica com o conceito de matriz de massa. Com o

intuito de estudar a vibrag¢ao livre de corpos finitos, para



os estados planos de tensdo e deformacdo de materiais eléas
ticos lineares e isotrdpicos,dentro da teoria das peguenas
deformacOes, apresenta-se neste trabalho uma revisao da Re-
ciprocidade Dual e desenvolvem-se duas outras alternati-
vas que se encaixam no tratamento de matriz de massa.

A primeira, fugindo um pouco do interesse basi-
co do MEC, que o da eliminacao das integrais de dominio,de
senvolve a integracdo dos termos inerciais, através de uma
subdivisdo do dominio por células triangulares com parame
trizacdo nodal e linear.

A segunda, totalmente de acordo com os interes-
ses do MEC, substitui os termos inerciais por uma interpo-
lacdao, feita por uma soma de funcgdes especiais, que nos
permite aplicar o teorema de Gauss de forma finita, trans-
formando-se,assim,a integral em questdo em uma integral de
contorno parametrizada pelas mesmas variaveis do problema
apresentado.

Para atingir tal proposito, no capitulo II apre
sentam-se as equacOes gerais que governam os problemas da
elastodinamica, restringindo-as,para o caso particular de
vibragbes livres de meios eldsticos planos isotrdpicos e
finitos, transformando-as,em seguida,em equacOes integrais,
através da utilizacdo do teorema generalizado de Maxwell -
Betti [42, 43, 13],tendo como estado virtual a solucdao do
problema de Kelvin [3, 54, 55].

Limitando - as agOes externas apenas aquelas
atuantes no contorno, e deixando de lado,temporariamente,a
integral dos termos inerciais, no Cap. III descreve-se a
formulacdo estatica do MEC para problemas planos elasticos
isotrépicos, utilizando uma discretizagdo linear do contor
no, com fungdes interpoladoras também lineares nos elemen-
tos.

Nos capitulos IV, V e VI incorpora-se,na formu-
lacao basica, a matriz de massa vinda daintegracdo dos ter
mos inerciais, pelos processos da reciprocidade dual, cé-

lulas e fungOes especiais,respectivamente.



Alguns exemplos numéricos sdo mostrados no capitu
lo VII, bem como um estudo do comportamento das propostas
apresentadas.

Apresentam-se ainda, nos capitulos VI e VIII, dis
cussOes sobre as varias funcgOes aproximadoras auxiliares pos
siveis, em particular sobre a fungao proposta neste traba-
lho e ,também,uma sintese sobre o tratamento de problemas
transientes através da utilizacgao do conceito de matriz de

massa.



CAPITULO II

Teoria Basica e Equacoes Integrais

2.1. Equacoes que regem a elastodinamica:

Antes de se discutir as equagdes que governam OS
movimentos de um corpo isotrdpico elastico linear, cabe di-
zer que estas serdo expressas em forma de notacao indicial
representado no sistema de coordenadas cartesianas conven-
cional (x,y,z). Para uma facil compreensao, resumem-se aqgui

as sequintes regras basicas:
a) Convencao de somatdrio:

A repetigdao de um indice num termo indica a soma
de todas as componentes com respeito a este iIndice em toda

a sua variagao, por exemplo:

a + a + a = a,, = a + a + a
XX vy zZZ ii 11

ou (2.1)
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d02yu,

—_— l:
£, 3y ot Wy (2.6)

onde ug € o deslocamento na direcdo 1 e t €& o tempo.

Substituindo (2.6) em (2.4) vem:

Oij,j + b, = p.u, (2.7)
que é a equagao diferencial do movimento em termo das ten

soes.

Quando se conhecem as componentes de tensao ( ij)
em um ponto gqualquer, pode-se calcular as respectivas for-

cas de superficie (fig. 2.3) através da relacao:

P, = 0,. n. (2.8)

onde ng sdo os cossenos diretores da normal a superficie
em questdo com relacao ao sistema de coordenadas cartesia-
nas em vigor. Esta expressido & muito importante para a ade-

quacadao das condigOes de contorno a equacgao diferencial (2.7).

)
/ "
Xz Cn1
—-— p
1
12
.
3
Xy
O-22
Fig. 2.3 - Representacao das forcgas de super-

ficie no contorno do corpo.
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Sob a acao de um sistema de forcas, um corpo elas-
tico se deforma de sua posicao inicial, podendo se defor-
mar de maneira estatica - forcas aplicada gradualmente até
seus valores finais, ou de maneira dinamica - forc¢as aplica-
das bruscamente ou que ndo possuam valor final constante no
tempo. Em ambos os casos,para um instante t qualquer,de-
notando-se ainda u; como as componentes de deslocamento no
contexto da teoria das pequenas deformacOes, a seguinte re-
lagdao entre deformacao e deslocamento pode ser escrita [3,4,
47]:

eis = o ) (2.9)
onde Eij € o tensor deformacao e representa as componen-
tes de deformacdo em um ponto qualquer do sdlido.

O tensor de tensao (Oij) relaciona-se com o ten-
sor deformacgao (Eij) através da Lei de Hooke generalizada
que,para materiais isotropicos, & baseada em duas constan
tes, o médulo de Young ou de elasticidade (E) e o coeficien
te de Poisson (V).

Para o caso tridimensional e o estado plano de de
formacao (ul,3 = u,

2,3 U3
formacdo & dada por:

= 0) a relacdo entre tensao e de

Gij = Agkkéij + 2Gaij (2.10)
onde A e G saoc denominadas constantes de Lamé e se ex-
pressam em termos de E e Vv como segue:

N -

¢ = 31T (2.11)

A = 2Gv (2.12)

1-2v

A constante G também é conhecida como modulo de
elasticidade transversal.
Para o estado plano de tensoes (03i = 0), devemos

definir valores equivalentes:
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G =G
E = E (1+2v)/(1+v)2 (2.13)
vV o= v/ (1+V)

para que as equacOes anteriores (2.10-12), e também as sub-

seqfientes sejam validas.

Substituindo a expressado (2.9) na expressao (2.10),

a Lei de Hooke é escrita em termos dos deslocamentos:

Oij = A'uk,kéij + G(uj,i + ui,j) (2.14)

Levando em conta as expressoes (2.7) e (2.14) ob-

tem~se a equacao de Navier = Cauchy [1,2]:

Gu + (>\+G)uj .. + b. = pu. (2.15)

i, 33 Ji i i
Muitas vezes essa equacdao € encontrada em sua ho-

tacao vetorial:

GVZE + (A+@ .VV.u +b =p .u (2.16)

onde o operador vetorial V é definido como

J

d 3 .
13 8% 4

i, = + i, — + (2.17)
~1 Bxl ~2 8x2

V =

A equacao de Navier - Cauchy (2.15) governa,
portanto, o comportamento dinamico de um corpo elastico, ho
mogéneo e isotrépico £ + I' , onde § define seu dominio e
I' seu contorno. Este movimento s6 fica definido quando se
conhecem as condicdes as quais o corpo foi submetido, que sao

dadas a seguir,

a) Condicdoes de contorno (mistas):

u. a (Srt) S € r

i i 1

(2.18)

p; = p; (5,t) s ¢ T,
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Na teoria das pequenas oscilacOes de sistemas di-
namicos com numero finito de graus de liberdade, & mostra-
do que os movimentos mais gerais da vibracao livre, de um
sistema sem amortecimento,podem ser simplificados na analise
de uma quantidade finita de movimentos peridodicos e indepen
dentes entre si. O numero destes movimentos especiais e
igual ao nUmero de graus de liberdade do sistema. Cada um

deles é caracterizado pelas seguintes propriedades:

(1) O movimento de cada particula do sistema & har-
monico simples,

(ii) O periodo e a fase do movimento harmdnico simples
sdo os mesmos para todas as particulas,

(iii) O deslocamento de qualquer particula com relacgao
a sua posicao de equilibrio, estimada em qualquer
direcao, guarda uma relacadao definida com o deslo-
camento de qualquer outra particula escolhida, em

qualquer direcao definida.

Cada um destes movimentos especiais do sistema &

chamado de modo normal de vibragao. Uma vibragao livre devi

da a qualquer perturbacdo pode ser representada como uma
superposicao dos modos normais de vibracgao do sistema em
questao.

Com o objetivo de generalizar esta teoria, de for
ma a aplica-la em sistemas continuos com infinitos graus
de liberdade, pode-se descrever um dos possiveils procedimen
tos seguidos na teoria matematica da elasticidade.

Da existéncia e unicidade [5,51] da solucdo do

problema geral regido pelas equagdes (2.15), (2.18) e
(2.19) para um corpo que, além de seguir as hipboteses ja
assumidas, representa uma regido regular no conceito de
Kelog [52], conclui-se que a equacao (2.20), acompa-

nhada das condig¢des iniciais (2.21) e de contorno (2.22),
também possui solucdo e esta & unica. Supbe-se entao,

como sugerido pela teoria discreta, que a solugao é do ti-

po:
ui(s,t) = ui(s) e_th , s € Q (2.23)
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Através de (2.8), (2.9) e (2.10) pode-se escrever

(2.22) como:

1 1 (2.24)
P, = G + +2Y . ) =0 r
17 W, 0™y, 10T T Yy,90) = Oem Iy

e substituindo (2.23) em (2.20) e (2.24) obtem-se:
Gu'. ..+ A+ Glu! .. = w2.o04. .
EETE AN huj gy = wEyeuy (2.25)
uf &% =0 em ry (2.26)

1 ¥ 2V ¥ _th _
G(ui’n*_uj’inj-*l—Zv uj,jni) e. 0 em F2
(2.27)

As equagOes (2.26) e (2.27) levam a infinitas rai
zes para a frequéncia w. Chega-se, portanto, ao seguinte pro

blema de autovalores:

. v, = 2 ! 1% . )
Gul,l] + (A+ G)ujljl w2pu; em (2.25

que deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno:

ui(s) =0 S ¢ Fi (2.28)

- ] 1 2V ' — !
pﬂs) G(ui,n+uj'inj)+ -5 uj,j ni =0 S ¢ F2

A partir das expressbOes apresentadas acima pode-

se provar que :

i) Todos os autovalores w2 sdo reais [51,
ii) Todos os autovalores w2 s3o nao negativos [5],

iii) As autOfungGeSui(x) formam um conjunto de func¢des or

tonormais completo [5, 51].

Através deste resultado, além da existéncia e
unicidade, demonstra-se que a solucido formal do problema de
vibracdo livre & representada pela superposicdo de infini-
tos ou finitos modos de vibracao (autofuncgdes) , através de
uma generalizacdo do teorema de Fourier, que s3o os chama-

dos teoremas de expansao [3,5,53], ou seja
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0 .
u(s,t) = a_ul (s)e ¥n* s €9 (2.29)
n

Os coeficientes a de (2.29) sdo definidos pe-
las condicdes iniciais do problema. Se tais condiglOes repre
sentarem uma composicdo finita de modos de vibracdes a so-
ma em (2.29) serd finita, caso contrario existirdoinfinitos

valores de a, e esta soma sera infinita.

Assim, o problema de vibracao livre se reduz ao
estudo do problema de autovalor e autofuncao a ele asso-
ciado e, portanto,a equacao de movimento (2.20) se simplifi-

ca para:

Gu + (A+G)u!l = pwzui (2.30)

]
i,3] J.Ji
onde u' nao depende do tempo.
Para determinar todos os possiveis autovalores

e autofuncodoes, utilizam-se as condic¢des de contorno (2.22)

na forma

w = 0 S e T
. . (2.31)
pj'_=0 SET2
que representam os graus de liberdade do problema.
Através das condig¢des iniciais
u! = u, s € 8
io io
Vio T Vio s €% (2.32)

encontram-se as contribuicdes de cada modo de vibracao
no movimento total, representados pelas constantes a,
de (2.29).

Além disso cabe salientar que a soma representada
na equacdo (2.29) representa qualquer deformacdo possivel
para o corpo elastico, visto que este pode se amoldar a

gqualquer condicdo inicial.
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2.3. Solucao Fundamental

Para desenvolver formulacdOes do método dos ele-
mentos de contorno deve-se utilizar as chamadas solugOes
fundamentais, obtidas de problemas especificos da area em
estudo. Neste trabalho, em particular, usar-se-a a solugao
de Kelvin [3] que representa fisicamente o efeito de uma
carga unitaria estatica atuando em um dominio infinito.

Este problema se expressa na equacao geral de mo
vimento de Navier-Cauchy (2.15), em sua forma estatica
(Ji=0) com as forgas de volume bi substituidas pela dis-
tribui¢do conhecida como Delta de Dirac &(s,q). Assim,

tem-se o termo independente
b;(q) = 6(s,q) 6. (2.33)
e a equacao de Navier-Cauchy

+ (>\+G)u]’§j 5 + 6(s,q)6ki =0 (2.34)

Gu*. ..
ki, ]3] ’

onde s & o ponto onde a forca esta sendo aplicada,

g representa os pontos do dominio, d&ki €& o delta de

Kronecker indicando a atuacao da forga na direcdo k em s

e o simbolo * & usado para indicar a solucao fundamen-
tal.

A distribuicao Delta de Dirac tem as seguintes
propriedades:

§(s,q) = « se g=s

§(s,q) = o se g#zs (2.35)
e

J g(q)8(s,q)d(q) = g(s)
Q

A solucdo da equacgao (2.34) para dominio infini
to e-para o estado plano de deformacdoes € dada por [54,55,56]

1

u]’;i (s,q) = m [(3-—4\))9vn(r,)6ki-r,

r,k]
(2.36)

correspondendo o primeiro indice a direcdo de aplicacgao da

i

carga unitdria, o segundo a direcao do deslocamento e
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r =r (gq,s) €& a distancia entre os pontos g e S
(fig. 2.6)

Fig. 2.6 - Solucbes Fundamentais.
Usando (2.36) em (2.9) obtem-se as componentes
fundamentais de deformacao (ekji) em um ponto g devido a

uma forca unitaria em s na direcdo k como segue :

1

€831 05/ =g Tver 0

[(1—2\))(r,i6kj + r,jéki)—r,k 5i +

+2r,i r,j r,k] (2.37)
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Da mesma forma para as tensdoes de (2.37) em

{(2.10) escreve-se:

1

* - - -
okji(s,q) 4ﬂ(l—v)r[(l 2v)r,i6 + r,jd i-+2r,ir,jr,k]

kj k
(2.38)

e ainda de (2.36) em (2.28) obtem-se as forcas de
superficie nas diregdes Jj, devidas a carga unitaria
em s na direcao i, em uma superficie definida pe-

los cossenos diretores (nj) de um vetor normal a esta:

1

P8/ = ooyl 172V) 6y + royxylr

mnm
(2.39)

(1—2\))(r,kni - r,ink)

Os valores fundamentais u¥, e P*ipodmnserexpreE

ki k
SOS nas suas formas vetoriais, (fig. 2.6):
Ui(s,q) = uﬁi(s,q). ey (s) (2.40)
PR(s,q) = PE.(s,q) . e (s)

onde ey sdo vetores unitadrios na direcao k.

Para o método dos elementos de contorno, esta su-
perficie vai representar o contorno do corpo estudado.

Cabe ainda ressaltar que para a validade das so-
lucoes fundamentais acima se estender para o estado pla

no de tensbes, basta substituir v por Vo= 1/7(14v).
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2.4. Equacao Integral de contorno

2.4.1 - Equacao Integral de contorno para pontos internos

Para simplificar a escrita,escreve-se daqui por

diante no lugar de u! , ¢!., etc. u,, 0.. etc.
i ij i ij
Pode-se assim reescrever a equacao (2.30)na for-

ma de tensdo, ou seja:

O.. . = pw3u. 2.41

13,3 0 1 ( )

O teorema generalizado de Maxwell-Betti [42, 43,

13}, relacionando dois modos de deslocamentos independen-

tes de um corpo,pode ser escrito como se segue,

Jéuﬁi(s’q)(Hj,j(q)'ui(q)Oﬁij,j(s'q»dg(q) =

JF‘“l’éi‘SrQ)pi(m—ui(Q)p]’;r-l(s,Q))dr(Q) (2.42)

onde S é& ponto fonte no contorno, Q & ponto do contorno e
q ponto do dominio. Esta equaci3o & valida, também, substi-
tuindo-se S por s, fonte no dominio, que é como sera uti
lizada neste item.

Nesta igualdade, relacionam-se dois estados de des
locamentos distintos,a saber, U Oij
um dos possiveis modos de vibragao do corpo,e uf. Oiij e

e pi,representando

pﬁi que ,como se sabe,é a solugao do problema de Kelvin pa
ra carga unitaria atuando na direcgao k.
Pode-se escrever a equacao (2.34) em termos de
tensoes:
*, ., . =-=20 S, . .
Okij,j (s,q) ki (2.43)

Substituindo este valor em (2.42) obtemos

J up; (s, @055 5 (@al(q) + J 8(s,q) 8,4 u; (@ dq) =
i 0

J (uf, (s,Q)p; (Q) - u; (Q)pf.: (s,Q)) Al (Q) (2.44)
T
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Utilizando a propriedade (2.35) do delta da Dirac,

substituindo (2.41) no primeiro termo da esquerda de (2.44),

tem-se:
uy (s)= J ug. (s,Q) - pp (Q)AT(Q) - J pri (8,Q) -1, (Q) AT (Q) -
r r
r 2.45
-Ow?2 J uﬁi(s,q).ui(q)dﬂ(q) ( )
Q
Esta expressdo & uma variacao da Identidade

Somigliana [ll] para deslocamentos. Uma forma simples de

obte-la é exprimir o termo b, (s), da expressao original,

como sendo igual a -pw2uy (s)
2.4.2 - Equacgao Integral de contorno para pontos no contor-
no:
A Identidade Somigliana (2.45) é valida para

pontos s contidos no interior do corpo "{". Quando o ponto
fonte estd no contorno "I'" a obtengdo de uma expressao si-
milar é elaborada atraveés do processo limite [11,18,52, 57,
58] mostrado a seguir.

A equacgao integral (2.45) pode ser aplicada em um
ponto "S" do contorno se o dominio "{" for incrementado por
uma vizinhanca infinitesimal "Qg" que contenha "g" (Fig.
2.7).

Fig.2.7 - Inclusdo do ponto "S" do contorno ao dominio.
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Com esta modificacao o contorno do novo dominio
Q 4+ Qe passa a ser ' =T + Fe’ para os quais a eguacao

(2.45), pode ser aplicada,
ui(S) [ _F{j(S,Q)Pj(Q)dT(Q) - J .?;j(S,Q)uj(Q)dT(Q)—
=T+l I-r+r
3 3
—prJ’ uij(s,q)ui(q)dﬁ(q) (2.46)
Q+Q€

Dividindo-se as integrais para cada trecho do do-

minio e do contorno tem-se:

[
. = ¥, . r ¥ . r -
u; (s) Jr_fulj(S,Q)pj(Q)d (@ + | ui;(5,0)P;(0)dl(Q)
F&
- ¥ : r - ¥ . r(Q)-
L_§l]m,Qhﬁ(Qui(Q> L P} (S,Q)uy(Q)dT (Q)
€
- pw2 J u*. (s,q)u. (g)di(q) (2.47)
R+ J

Denominam~se[18,52] as integrais em Fe com nua-
cleos semelhantes a uij como integrais singulares de cama

da simples, e demonstra-se que, no caso, para el Q" o)

seu limite e nulo, ja a integral sobre r. de

nucleo p{j € chamada de camada dupla e espera-se uma des-
continuidade no limite € >o. Este limite pode ser es

crito como segue:

lim _ lim ; .
c>0 L1P§j(S,Q)uj(Q)dT€(Q)— >0 L1P§j(S,Q)[uj(Q)-uj(S)]dQ:KD+
£ €
lim
+ o395 (s) JP p; 5 (5,0)ar_ (Q) (2.48)
£
sendo o primeiro termo do lado direito da expres-

sao identicamente nulo, pois o campo dos deslocamentos uj

obedece a condicao de Holder.

[u5(0) = uy(S)] < Ar(s,0)* com A, 050 (2.49)
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Portanto a descontinuidade fica definida pelo 1li-

mite:
lim wu. (S)
c>0 3 L P¥,(s,0)dr_(Q) (2.50)
€
O termo integral que se desenvolve na parte do

contorno I'-I' pode ser expresso como:
lim * = p*
_P¥.(s,Q)u.(Q)dl (Q) = ¥, (5,Q)u. (Q)dl' (Q)
e>0 r-T 13 ] r 13 ]

(2.51)
desde que a integral do lado direito da igualdade seja cal-
culada de acordo com o conceito de valor principal de Cau-
chy.

As outras integrais da equagao 2.47 ndo apresen-
tam nenhuma singularidade especial e seus limites sdao in-
terpretados como integrais definidas. Portanto, a equagao in

tegral para pontos "S" no contorno fica:

Cij(S)uj(S)= J u{j(S,Q)Pj(Q)dT(Q)- erij(S,Q)uj(Q)dF(Q) -

r

- pw? Jﬂuij(s,q)uj(q)dﬂ(q) (2.52)

onde o coeficiente cij contém a contribuicao da descontinui

dade, podendo ser definido como segue:

. = 6., ' * . (S,0)dTl 2.
clJ(S) i + ii? L1 plj(S 0)d 8(S) (2.53)

Este coeficiente depende apenas da solucgao funda-
mental e da geometria do contorno [59]; para pontos do
contorno com uma unica tangente o valor de cik(S) ¢ dado por
[54]:

cik(S) = Sik/2 (2.54)

Para pontos definidos em angulosidade apresen

tar-se-ao os valores de C,x em ocasido oportuna.

A aproximacdao numérica da equacdo (2.52) da ori-
gem ao Método dos Elementos de Contorno; neste caso, nota-
se que a equacao (2.52), a menos do termo inercial tratado

nos capitulos IV, V e VI, expressa uma relacdao entre os
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deslocamentos u; e as forgas de superficie P; dos pontos
do contorno I' do so0lido em andlise. Como as variaveis en-
volvidas possuem significado real para o problema, esta for

mulacdao & chamada de formulacdo direta do MEC.

2.4.3 - Equacao Integral para Pontos Externos:

E interessante;também, obter-se uma igualdade muito
util na aplicacdo do MEC em problemas com descontinuidade de
reacdes de contorno ocasionada por deslocamentos prescri-
tos. Para tal,considera-se o campo virtual de deslocamen-
tos uij como causado por uma carga unitaria que ndo es-
teja contida na regiao ocupada pelo corpo estudado, dai ti

ra-se que:

j 6(s,q) 6,0, ()d2q) = 0  se {f - 2 - T} (2.55)
Q

e portanto temos:

* - * -
Jruij(f’Q)pj(Q)dF(Q) erij(f,Q)uj(Q)dT(Q)

k| . 9 .
OWZJQuI](f,q)uJ(q)d (q) (2.56)

2.4.4 - Equacao Integral de Contorno para Tensodes:

Para que se possa considerar um problema elastico,
tanto estatico como dindmico, totalmente resolvido:rdeve-se
estar apto a obter todas as componentes de tensdao em qual-
quer ponto do so0lido analisado ; isto é feito a partir da
relacdao tensao deformacao:

L.o= A S.. + .. o+ ou, ).
Olj A Yk, k%id G(u],l ul,j) (2.14)

Substituindo-se o valor de ui(s) pela sua expres

sao integral (2.45) obtém-se:

(s) = JFDkij(s,Q)pk(Q)dF(Q) - J Ski4 (8,0 u (Q)ar(Q) -

O..
i] rokij

r
-ow? | gDy, 5 (8,9 uy (9) A (q) (2.57)
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onde os tensores de terceira ordem Sk" e D, .. sao dados
ij kij
por:
= * * *
Dkij [Xéijuﬁk,l + G(uik,j + ujk,i)] (2.58)
e
= * * *
Skij [Aéijpik,l + G(pik,j + pjk,i)] (2.59)

Para o estado plano de deformacgOes, oOs valo-

res D, .. e Skij sao dados por:

1
D ,.=-——=[(1- . T,:-8,. 1, T, .
kij = Tr(-wnt 2\))dklr'j * OpyT 054 Lrg) ¥20, 5T/ yTry ]

I
(2.60)
_ 2G or
Skij = T (T-v1z? 2an L(172V) 8 4ryy + Vv (85,0, 5+ 85,1y 4)
—4r,i r,j r,k] + 2\)(ni r,j Loy + nj T,y r,k) +
+(l—2\))(2nkr,:.L r,j + njaik + ni(%k) - (1—4v)nk61j} (2.61)
Para o estado plano de tensdo basta substi-
tuir-se Vv por v = 1/(1+v). Observa-se ainda que a
equacao (2.57), por ter sido derivada de (2.45), ex-
pressa as tensbes para pontos interiores. Para pontos

do contorno sem angulosidade, a equacao (2.57) fornece

o dobro dos valores reais no ponto; porém, se houver angu
losidade no ponto do contorno em gquestao, deve-se calcu
lar as tensOes desejadas a partir de forcas de super-

ficie e deslocamentos.
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CAPITULO 111

Metodo dos Elementos de Contorno

(Fundamentos basicos)

3.1. Introdugao:

No capitulo anterior, restringiu-se o estudo da
vibracdo livre (2.20-22) ao do problema de autovalor asso
ciado (2.25 e 2.28); obteve-se ainda a equacgao integral que
relaciona forgas de superficie, deslocamentos no contorno e
termos inerciais que dependem dos deslocamentos de pontos in
teriores (2.52-53). Deixando-se de lado os termos iner-
ciais, que serdo tratados nos capitulos subsequentes, ado-
tar-se-a4 uma aproximacdo numérica para a equacdo integral,
obtendo-se um conjunto de equacgles algébricas lineares, que
permitirdo a resolucdo de diversos problemas cuijas solugoes

ndao sao conhecidas explicitamente.
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3.2. Descricao Geral do Méetodo:

Tomando-se a equacao integral para pontos do con-
torno (2.52 e 2.53) e eliminando-se os termos inerciais ob-

tem-se a seguinte equacdo:

.. . = * . r - x. . r
13(8)85(8) =] ut;(5,0)p;(@ar (@) erlj(s,o)uj(cg)d (0)
(3.1)
onde
= 0. . i * . .
¢3(8) = 835+ Lin | pti(s,00ar () (3.2)

€
que pode ser considerada como a equacao integral para pro-

blemas estaticos isentos de forcas de volume.

De maneira geral, a aproximacdo envolve a discre-
tizacdo do contorno de um corpo qualquer [ em elementos
%, exatos ou aproximados, sobre os quais os valores dos
deslocamentos e forcas de superficie sao interpolados por
fun¢bes polinominais (ver Figura 3.1) associadas a um cer-

to namero de "ndés" ou "pontos nodais" do elemento. Os

valores das variaveis associadas aos nés sao chamados de
"valores nodais".

Neste trabalho, em particular, utilizar-se-a os
elementos isoparamétricos lineares, ou seja, tanto a geome-
tria quanto as variaveis do problema serdo aproximadas por

polinomios de primeira ordem.

3.3. Discretizacao Geométrica:

Como comentado no item anterior, o contorno ' do
corpo §¢ sera aproximado por segmentos de reta Fj (ele-
mentos de contorno) definidos por seus "nds" extremos,

0os quais pertencem ao contorno real (Fig. 3.1).



-30~-~

‘ 2 .2
NO 2(xl,x2)

Fig. 3.2 - Descrigao geométrica do elemento linear.

Desta forma obtem-se a expressdo:

onde:

(N)

™ = yTE) g™
m

*1

*2

pte)y o

0 6" (£)

P by bl

<
NN N N R

“

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)



-3]1-

E importante notar que foi adotada a notacao
(xl ’ x2) para coordenadas cartesianas, o indice (N) pa-
ra valores nodais.

O vetor das fungdes aproximadoras @(E), ou mais

simplesmente ¢' & dado por:

6

0= 1 (3.7)
¢2

b = 3 (1-€) (3.8.a)
1

b, = % (14E) (3.8.b)

Pode-se assim escrever a expressao (3.3) explici

tamente como segque: Xl
1

X7l |{e, 6.} 0 0 x?

1 1 2 1

= < l (3'9)
m 0 0 {6, 0.} %2
X5 1 2 X2
\ 2 J

3.4. Discretizacao das variaveis:

A aproximacdo discretizada das variaveis & feita
da mesma forma que a discretizagao geométrica, ou seja, po-

de-se aproximar os valores das variaveis u ou p, em

cada ponto m pertencente a cada elemento "j", pela
sua parametrizacdo com relacdo aos seus valores nodais,atra

vés de coordenadas locais homogéneas "&" fig.(3.3).
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2 2
ng ou OZB

@,U'+ a,u% ou @, P @,P?
X
2|

@, U'ou @, P?

Fig. 3.3 - Aproximacgao linear de variaveis continuas sobre

elemento reto.

Deve-se levar em conta, no entanto, a possibili-
dade da ocorréncia de descontinuidade de carregamentos e
reacgdes (Fig. 3.4) que levam a necessidade de definicio de

tipos especiais de elementos.

ponto ¢/ descontinuidade

P

/ P
LS
s - R ¥
N !
e N N =0
Y.
ponto ¢/ descontinuidade

Fig. 3.4 - Descontinuidade de carregamento e reacdes.
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o
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(o]

A

2Ci
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3.4.1 - Elemento Linear Continuo:

Um elemento linear € totalmente continuo gquando
os valores que as variaveis assumem em seus ndos sdo unicos,

ou seja, nao ha descontinuidade de carregamentos ou rea-

¢Oes nas ligacles do mesmo com os elementos vizinhos (Fig.
3.5).

&)
[
°

Fig.

3.5 - Elementos Lineares, carregamento continuo.

Neste caso,a aproximacdo das variaveis é feita de
forma idéntica a da geometria (Fig. 3.3), ou seja:
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onde U(N) e P

~ ~

tricos (extremos) do elemento.

N ~ , - -
(N) sao valores assumidos nos nos geome-

3.4.2 - Elemento Linear descontinuo:

Um elemento linear & totalmente descontinuo quan
do os valores nos pontos extremos sao independentes dos va

lores adjacentes dos elementos vizinhos (fig. 3.6).

(W=,

A

ngs geomeétricos

Fig. 3.6 - Elementos Lineares, carregamento descontinuo .
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Destacam-se aqui duas maneiras de se considerar

a descontinuidade de tais elementos.

a) Elemento Descontinuo Singular,

Neste tipo de elemento parametrizam-se as va-
riaveis com relacdo a pontos nodais que ndo correspondem
aos extremos geométricos dos elementos, e os pontos fontes
"S" para a montagem das equacOes integrais (3.1) conti-
nuam coincidentes com os nos parametrizantes, isto permite
que nas extremidades adjacentes de elementos descontinuos

vizinhos as variaveis nao assumam o mesmo valor, (Fig.3.7).

J T i i
r}+2 \\ r}+l r} r}-l

NOS GEOMETRICOS

\"
PONTOS NODAIS

Fig. 3.7 - Elementos descontinuos singulares.

As aproximagOes das varidveis neste caso ficam da

das por funcgoes polinomiais do seguinte tipo,

(c, =€) (3.12.a)
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(c; = &) (3.12.b)

onde, conforme figura (3.8), tem-se:

cy Posicdo do nd direito com relagdao ao centro do elemen

to, em coordenadas homogéneas;

c, - Posicdo do nd direito com relacao ao centro do elemen
to, em coordenadas homogéneas;

¢ = coordenada homogénea;

& = comprimento do elemento;

¢, - Funcgao interpoladora.

Fig. 3.8 - Funcbes aproximadoras, elemento descontinuo

singular.

Utilizam-se, portanto, para a parametrizacao, as
expressoes {3.10)e{3.11)considerando ¢ e ¢2 dados em
(3.12.a e b)e os valroes nodais U(N) e p(N) definidos nos

novos pontos nodais (1 e 2) como nas figuras (3.7) e (3.8).
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b) Elemento Descontinuo N3o Singular:

Para o tratamento da descontinuidade das varig-
veis no contorno, utilizar-se-3, neste trabalho, um proce-
dimento que elimina o problema da singularidade das Inte-
grais nos elementos. Para tanto, levam-se os pontos fonte
"S", originalmente localizados nos pontos nodais, para o
exterior do corpo £ + T , gerando assim, para estes pon-
tos,uma integral do contorno para pontos externos, equa-
cdo (3.1) com cij(S) = 0. Desta forma, ndo & necessario
mudar a posicao dos pontos nodais.

Para garantir a descontinuidade dos carregamen-

tos e reacgOes basta definir "nds duplos" na interface dos

elementos (Fig. 3.9).

Fig. 3.9 - Descontinuidade por né duplo coincidente com

nd geométrico.

Estando os pontos nodais localizados nos extremos
dos elementos estes também definem, como no caso dos elemen
tos continuos, a geometria do problema. A aproximacao das
variaveis fica como nas expressdes (3.10 e 11) com ¢le

¢2 dados pelas expressdes (3.8.a)e (3.8.b) e visualizadas na
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(Fig. 3.3). Os pontos fontes sao deslocados para o exterior
do problema, ortogonalmente ao elemento e fixados a uma

distancia proporcional ao comprimento do mesmo (Fig.3.10).

r m
J+1
Fig. 3.10 - Esquema do novo posicionamento do ponto fonte

para elementos descontinuos ndao singulares.

Basta comparar as figuras 3.5, 3.7 e 3.9 paracon
cluir gque a adocdo de elementos descontinuos acarreta um
aumento de incdgnitas na resolugao de um certo problema. Pa
ra evitar que a escolha de elementos continuos ou desconti
nuos acarrete a utilizacdo exclusiva deste ou daquele ti-
po de elemento , definem-se os elementos mistos, nos quais
um dos seus nds & tratado como continuo e o outro como nod

duplo (ver Fig. 3.11).
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U ou P continuo U ou P descontinuo
~ ~ ~ s

-t

L—— no” simples

L no duplo

Fig. 3.11 - Elemento Misto.

3.5. Transformacao da Equagao Integral em um Sistema Algé-

brico:

Tendo-se discretizado o contorno I' em elementos
contorno Fj definidos pelos seus nos I, simples ou duplos,
que permitem uma aproximacao das variaveis parametrizadas
por seus valores nodais, a equag¢ado integral para o nod S,
cij = 0

para S=f exterior, sera substituida por um somatdrio de

representada pelas expressoes 3.1 e 3.2, com

todas as integrais desenvolvidas em cada elemento Fj que

compbe I (Fig. 3.12), resultando:

NE T (N.)
cik(S)uk(S)+ §=l[ P;k(S,Q)?k(Q)dF(Q)]g 3’ (Q)

T.
NE )
=3 [Ju;k(s,o)mg]f(g)dﬁo)]zj‘Nj’ (0) (3.13)
j=1
I
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para kel variando de 1 a 2., e NE sendo o numero de ele-

mentos, onde wi(Q) representa a linha k da matriz yT(Q)

e g(Nj)ou g(Nf O vVvetor ?(N) p(N)

to como em{3.10}e(3.11).

ou do j ésimo elemen

Cabe observar que uk(S) (em 3.13) possui signi-
ficado apenas para S € T ou s € § ; porém, para f exte-
rior u (f) nao tem significado fisico e desaparece da

equacao por ser cik(f) = 0.

Xz

pontos nodais

Fig. 3.12 - Discretizacao do contorno em Elementos Lineares.
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Desenvolvendo-se adequadamente todas as integrais

(Item 3.6) da equacao (3.13): pode-se reescrevé-la para ca-

da ponto S na seguinte forma: o
u, |
~1
- S1 .~ 82 - SS - SN ﬁs =
c U. + (bt 1n°% ... 0% L. pSN |
~S~8 - p p” -
U
) | N
P J
S1 SS SN -1
=[g - g -ee g ] . (3.14)
{ Bg ¢
| N J
onde N é& o numero total de nds, cada submatriz
~S - .. . -~ .
h . qSQ contem o0s coeficientes da influencia do

né "&" no ponto nodal "S", sendo sua dimensao 2x2 no caso bi

dimensional; e ¢ & obtida por consideracdes geométricas

~

(Item 2.4.2) do contorno, para cada ponto "S":
_ lim |
c(s) =1+ 50| E*(5,0)dl(Q) (3.15)

E

onde I &€ a matriz identidade que para o caso plano é:

1 0
I = (3.16)

O limite restante de (3.15), apos calculado pa-

ra o canto aproximado da figura (3.13), resulta [59]:

I cos (2Y) sena sen(2Y) sena
2m 4 (1l - V) 4 (1 - V)
c(s) = (3.17)
sen (2Y) sena & _ cos(2Y)send
41 (1 - v) 27T 471 (1 - v)
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onde o e Y sao determinados geometricamente como mos-
traa (Fig. 3.13).

Xy

Fig. 3.13 - Configuracdo geométrica para determinacio de c(s).

Pode~se escrever equagdes algébricas como (3.14)
para qualquer ponto "S" em consideracdo. Escolhendo-se
adequadamente um numero de pontos fontes igual ao numero de

nos do problema tem-se,

— R _ . ( 3\ r T s N
hll hlz th Ul gll o glN El
~21 22 ~2N . . .
1.’..1 13 b 4 r = { . ’
~N1 ~N2 NN : N1 NN '
h h h 9] g Y | p
_.~ ~ ~ o | ~NJ __~ = _J . ~N./
(3.18.a)
HU = GP (3.18.b)
onde -
hSS hSS + c(9)
i Z ) (3.18.c¢)
hSQ QSQ
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O sistema de equagdes apresentado na expressdo
(3.18a ou b) pode ser facilmente resolvido atraves das téc
nicas usuais do calculo numérico, obtendo-se assim os des-
locamentos e as reacdes incognitas a partir dos valores pres
critos.

Com um procedimento similar aquele que permitiu
a deducdo das equagdes (3.18), obtem-se a partir da equa-
cdo (2.45) a expressdo que fornece os deslocamentos U' nos

pontos internos s, dada matricialmente por,

U' = -HU + GP (3.19)
Da mesma forma,para o calculo das tensoes de
(2.57) obtem-se:
o =-H'U + G'P (3.20)
onde H' e g' sdo as matrizes obtidas ao se efetuar a in

tegracao sobre todos os elementos Tj do contorno, conside
rando-se os termos integrais de 2.57.

Das expressoes (3.18) e (3.19) pode-se obter a so-
lucdo numérica completa para o problema estatico relaciona-
do ao problema de autovalor em estudo. Esta solucao tem
grande importancia na andlise das condig¢Oes iniciais. A ex-
pressdo (3.18.b) sera ainda adaptada para solucionar o pro
blema dindmico abordado como & mostrado nos capitulos IV, V
e VI.

3.6. Integracao sobre os elementos:

As integrais sobre os elementos Fj indicados na
equacao (3.13) geram submatrizes "h" e "g" que compoem, res
pectivamente,as matrizes globais "H" e "G" (equacao 3.14).
Estas integrais serao desenvolvidas aqui de duas maneiras
distintas, dependendo da posicdo do ponto fonte em relagao

ao elemento a ser integrado.
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3.6.1 - Integracdo Numérica:

Este tipo de integragdo € utilizado quando o
ponto fonte nado estad contido no elemento considerado, apli-
cando-se para tanto a quadratura de Gauss, dada pela ex-

pressao [60]:

1 n
J f(€)de = 12 w. (&) (3.21)
. i i
-1 i=1
onde n = nimero total de pontos de integracio;
Ei = coordenada adimensional do i-ésimo ponto de

integracao, definida em funcdo de n;

w, o= fator ponderador, definido em funcdo de n.

Desta maneira, transformando-se as expressdes a
serem integradas sobre os elementos em funcgdes dependentes
de coordenadas locais homogéneas, tem-se para cada elemento
as submatrizes locais:

rl
o (5) = 5 J_l pt, (5,0)¢™(Q,8)at

(3.22)

N[ =

1
95y (S) J uf, (5,0)0™(Q,8) dE
-1

onde as letras auxiliares indicam:

S ou s = n6 singular, isto &, ponto onde a carga
unitaria €& aplicada (fonte);é o ponto
para o qual se escreve a equacao. Pode

ser interno "s" ou externo "f", ou ain-

da pertencente ao contorno "S".
Q = pontos pertencentes ao elemento integrado;
i = direcdo da carga unitdria no ndé singular ;

k = direcao da forca ou deslocamento medido sobre

o elemento em analise;

m = indice que determina qual a funcio aproximado

ra utilizada.
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O numero de pontos de integracdo necessario para
que os resultados sejam suficientemente precisos depende
principalmente da distancia do ndé singular ao elemento, da
funcao a ser integrada, do comprimento do elemento e do an-
gulo formado pelo vetor posigao, definido pelos pontos fon-
te e de integracdao, e o elemento.

Os limites adequados para a escolha do nUmero de
pontos de integracado foram estudados por Rodrigues[ll] e po

dem ser escolhidos em funcgao da precisdo desejada.

3.6.2 - Integracao Analitica:

Quando o ponto fonte pertence ao elemento, a inte
gracao sobre o elemento nao &€ bem representada pela quadra
tura de Gauss, portanto deve ser realizada analiticamente
sob o conceito de integral principal, ou nao,dependendo da
singularidade envolvida.

Optando-se por nao usar os elementos descontinuos
singulares, as integrais analiticas aqui desenvolvidas se-
rao aplicadas apenas para os elementos continuos. Para ele-
mentos continuos vizinhos,o ndé que os divide lhes é comum
(Fig. 3.14) e,quando o ponto fonte se localiza neste no as

integrais singulares ficam analiticamente dadas por [61]:

a) Integrais Independentes b) Integrais simultaneas para"h"

e Independentes para "g

Fig. 3.14 - Elementos continuos vizinhos com fonte na

interface.
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mn o_ _ 4 e 4 1
Jix = Ter(iov)g o~ (374V) (In% = 5 = 6 ) &, + 1,7l

(3.23)
onde "m" é& a numeracgdo local do né "S", por exemplo, para

o elemento 1 da Fig.3.14 m=2 e para o elemento 2 m=1,

h

Quando "m = n" a obtencdo das submatrizes "h™"
exige que se trate, simultaneamente,as integrais sobre os
elementos em questdo, para obtencdo do valor principal, le-
vando aos seguintes valores ja expressos, por simplicidade,

em forma global:
L

(1-2v) (@2) (i-k) (3.25)
1

Hix = Zn(1-v)

Obs.: Uma alternativa para a solugdo destas integrais prin
cipais € a utilizacdo normal da quadratura de Gauss para as
submatrizes "Q", nas quais a singularidade é do tipo(l/r)e
o erro cometido ndo é muito grande; para obter as submatri
zes "g" pode-se ainda utilizar as formulas especiais da
quadratura de Gauss para singularidades do tipo 1nr [56]

realizando integrais com bastante precisao.
3.7. Propriedade da Matriz "H":

A matriz "H" (ExpressoOes 3.18) possui uma pro
priedade muito interessante, que permite verificar a preci
sdo das integracdes realizadas sobre elementos de contorno.

Supondo que um corpo finito sofreu um deslocamen

to de corporigido unitario (livre de cargas externas) na
direcao "i", cada nd "m" terd seu deslocamento expresso
por:

m -

gj = éij (i, =1,2; m=1,....N) (3.26)

como as forcas de superficie sdo nulas,

gm = 0 (m=1, ...., N) (3.27)
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a equagao matricial (Eg.3.18.a) fica:

- . 3 r 7
nil  pl2 . LI I 0
n2l 22 . p2N ) )
N . . 1 = 1 "1 (3.28)
pNL N2 W I 0
L~ ~ ~ J L~ LT
N
$ RMD = (m, n =1...N) (3.29)
n=1 1] (l ) = 112)

Este fato pode ser usado também como uma alterna
tiva para se obter as submatrizes diagonais h??, como se
gue , de (3.18.c)em (3.29);

N
nn mn
h't = - 3§ po (3.30)
) n=1 1]
(m#n)

Para problemas de dominios infinitos, a expressao
(3.29) fica [56]:

N
) M = 5. . 3.31
I_hi5 T iy ( )
e (3.30) fica:
nn N
hil = 6,. = I hTP (3.32)
j b L= J
(m#n)
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CAPITULO 1V

A Dupla Reciprocidade Aplicada a Vibracao Livre de Dominios

Finitos:

4.1. Introducao:

No capitulo anterior descreveram-se os fundamentos
basicos do Método dos Elementos de Contorno aplicados ao
problema estatico plano; para tanto,eliminou-se do problema
de autovalor associado (relativo a vibracdo 1livre, item
2.2) seus termos inerciais que serdo agora tratados com

énfase particular.

4.2. Definicao do Problema:

Reescreve-se entao o problema completo, dado pela

correspondente equacado diferencial:

- 2
Gui,jj + ()\+G)uj,ji pw2u (2.30)
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Com as seguintes condigdes de contorno:

i 1
(2.31)
p, =0 S € 1“2
e condigOes iniciais:
u. = u, s £ £
io i
(2.32)
V. = V., s e Q
io i

Como foi descrito no capitulo 2, a equagdo dife-
rencial (2.30) da origem a uma equacao integral apos a apli
cacao do teorema generalizado de Maxwell-Betti [42, 43, 131,
tendo como estado de deslocamento virtual a solucdao funda-
mental de Kelvin. Nesta equacgdo integral o termo de massa

(ou Inercial) aparece como sendo forca volumétrica,

. . . = %, . r - * . T -
ey (S)uyS)=| u¥(s,0)p, (AT (@) JFPlJ(S,Q)uJ(Q)d Q)

r

[
-owZJ u}f_j (S,q)uj (q)df(q) (2.52)

£
onde C;. assume Os mesmos valores ja discutidos anterior-

mente.

4.3. Transformacao daIntegral de Dominio em Integral de

Contorno:

A integral de dominio a ser transformada é:

[ u¥. (s u. (q)df (4.1)
) u15(8:@) vy (@ an (@)

Para tanto, aproximam-se os deslocamentos incogni
tos [42-46] por uma soma de funcbes aproximadoras conheci-
das f(k,qg) quaisquer ponderadas por coeficientes uk incog

J
nitos, ou seja:
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uy(q) = u?.f(k,q) - a?fk(q) (k=1,...m) (4.2)

onde "m" representa o nUmero total de funcdes fk, que se
pretende utilizar para aproximar os deslocamentos nas dire
J
base da fungao f(k,q).

coes + 4 &€ um ponto qualquer do dominio e k & o ponto
Substituindo-se os deslocamentos uj(q) de (4.1)

pela aproximacao (4.2):

o |t (s, a0 -
£

Jguzj (S,q)uj (q)df(q) 3

= oK 5 X (qrur. (s ) a0 (q) (4.3)
KJQ % g ij 9 d .

Toma-se agora o seguinte problema estitico hipo-
tético em um dominio infinito: K
GQjm,n(k’q) + 62jf (g) =0 (4.4)
A solucado em termos de deslocamentos deste pro-
blema sera chamada de W§j, € as suas correspondentes for-
cas de superficie serdo ntj, onde o indice superior "k" re
presenta a base da funcao carregamento em questao, os indi
cesinferioresl,jséo,respectivamente,a<ﬁ1egéoem«ymeoca£
regamento f(k,q) atua e a direcdo do deslocamento ou da for
¢a de superficie resultante. Pode-se, portanto, escrever o
teorema generalizado de Maxwel - Betti (Equacao 2.42) re-
lacionando dois estados de deslocamento distintos, a sa-
ber, o do problema representado na equacdo (4.4) e o do pro
blema de Kelvin:

JQ(ugj(S,q)oﬁjm,n(k,q)-wﬁj(q)o* (s,9))d(gq) =

ijm,n

* k _ .k
Jr(uij(S’Q)nﬁj(Q) w%j(Q) P;j(S,Q))dT(Q) (4.5)

Das expressOes (4.4) e (4.5):

k _ k _
JQu;j<s,q)62jf (@)d%(q) = c;(5) .0, (s)

k k
JFu;j(s,Q>n2j(Q>dr(Q) + jrp;j(s,g)wzj(g)dr(g) (4.6)
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que substituindo em (4.3) fica:

[

* = Q k _J
| uf5 (S (@ a2 ey (8) 5 (5)

15 uf; (S,0)nf. (Q)dr (@)

r

+ ergj(s,Q).WEj(Q)dF(Q)]aE | (4.7)

Escolhendo-se fungOes aproximadoras para as quais
se conhece a solugdo do problema hipotético da expressao
(4.4), a expressao (4.7) fica totalmente conhecida a me-
nos das constantes u?. Substituindo esta expressao em

(2.52) obtem-se a seguinte equacdo:

f
cij(s>uj<5)+J P¥;(S,0)u;(0)dr(9) - ut,(S,0)p; (@Al (Q) +

T T
+ow2 e, . (s)vE. (s) - J u*. (s,0)nK. (Q)dTr (o) +
iJ 3 r 1J 3
+ | pr.es, 0 v ar)1 «F = o (4.8)
Tpij ’ 273 q .
gue representa a equacao integral de contorno para o

prolema de vibracdo livre.

Pode-se observar que o procedimento descrito aci
ma & chamado de dupla reciprocidade pela aplicacdo do teo-
rema da reciprocidade de Betti, uma segunda vez na transfor
macao da integral do dominio em uma soma de integrais de

contorno.

4.4 Obtencao do Sistema Algébrico de Equacoes:

Obviamente os trés primeiros termos da Equacao
(4.8) sao os mesmos ja dados na equacgao (3.1), portanto, o
processo de transformacdo destas integrais em termos algé-
bricos aproximados & o mesmo descrito no capitulo III.

Para os termns restantes, entre colchetes, os va
lores das fungdes y e n sdo conhecidos em todo o contor-
no, portanto,as integrais que os contém poderiam ser calcu
ladas diretamente. Entretanto, tais integrais seriam fei-
tas em um nimero igual ao das bases adotadas. Assim, &

conveniente aproximar estas fungdes ao longo do contorno
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da mesma forma que u e v foram aproximados. Isto deverd
levar a obtencdo das mesmas matrizes j& analisadas no
item (3.4), possibilitando, portanto, a integracdo de uma
Unica vez dos termos indicados, como é feito a seguir.
Para um melhor entendimento mostra-se agora a
aproximacao linear adotada, em um elemento, para as forcgas

de superficie e deslocamentos do problema ficticio:

k k [ 1k 1k
Y11 P o1 9y 0 0 11v11  ¥15
Kk Kk 2k 2k
Y31 Voo 0 0 o1 Syl |¥1r V1,
1k 1k
Yo1 o Voo
2k 2k
Vo1 Voo
~ _ ~ _ ; ~ (4.9)
k k ¢ 0) 0 0 1k 1k
1 "2 1 2 | "1 Mo
K k 2k 2k
21 P 0 0 ¢; 41 |M7 NI,
1k 1k
a1 M2
2k 2k
M21 M22 |
Reescrevendo (4.9) em notacdo indicial obtéem-se:
k _ nk _ T K
Vig = 0 Wiy o= 97 Uy
(4.10)
k _ nk _ T K
"i3 = %n Niy T 97 Vi

onde n representa a numeracgdo local dos nds de cada elemen

to, ¢n(€) sao as func¢bes aproximadoras dadas nas expres
~ nk nk ~ -
soes (3.8.a e b), e wij e nij sao 0s valores nos nos n

das funcgoes w?j e n correspondentesa uma base genéri

ij’
ca k.
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Desta forma pode-se escrever,de maneira equiva-
lente ao item 3.5,uma expressao para a equacao integral
(4.8) relativa a cada ponto fonte S na forma de um soma-
torio de integrais sobre todos os elementos F2 que com-

pdem I, como segue :
NE

T T
Cij(SHJLZ:l[JFpij(S’Q)? (Q)dF(Q)ljj-L ufy (5,09 (QdT(Q) BT+
ko, NF T K
21C, . : L ¥, T .
+ pw2{Cy 4 (S) Uy +£=1[J%plj(s,Q)9 (Q)dT(Q) by
T k k _
- JF uty (8,007 (Q)Ar(Q) nyylloy =0 (4.11)

Seguindo procedimento analogo ao do item 3.5 che
ga-se ao seguinte sistema de equacdes lineares expresso em

forma de matrizes globais:
HU - GP + pw2(HYy- Gn)a = 0 (4.12)

As colunas das matrizes ¥ e n dao os valores no

dais dos deslocamentos e forcas de superficie relati
vos a cada fungao aproximadora f(k,q) e o vetor incogni-
to o vai ser expresso matricialmente, de acordo com a de-

finigcao (4.2), como se segue :

U=F . (4.13)
ou

o =FE . U (4.14)
onde E = F_l. Os elementos da matriz F sao os valores das

funcdes f(k,g) gquando calculados para g coincidente com
todos os nos do problema; normalmente se faz coincidir os
nds do problema com os pontos base das funcoes aproximado-
ras.

Assim, substituindo (4.14) em (4.12), chega-se a:

HU - GP + pw2(HY - Gn)EU = 9 (4.15)
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ou de forma simplificada:

HU - w2MU = GP (4.16)

onde M é chamada de matriz de massa e é dada por:

M = -0 (HY - GN)E

A expressao (4.16) representa o problema de
autovalor e autofuncao (Equagdao 2.30 ) associado a vibra-
c¢ao livre de corpos finitos pelo método dos elementos de
contorno,utilizando a técnica da dupla reciprocidade,e na-
da mais & que um problema de autovalor e autovetor. Para so
luciona-1lo, levando em consideracdo as condic¢Bes de contor-
no e condicodes iniciais,seguiu-se o procedimento descrito

no item abaixo:

4.5. Obtencao da Solucao Numérica:

Como foi mostrado na equagao (4.16), o caso da
vibracdo livre reduziu-~se a um problema de autovalor gene-
ralizado. Visto que as matrizes envolvidas H,G e M nao
sdo simétricas,a escolha de um método para sua solugdo fi
cou bastante limitada. Entretanto, como a ordem das matri
zes & muito menor que aquela usada nas formulacdes de do
minio (Elementos Finitos e Diferencas Finitas), o tempo de
processamento nao € tao critico, permitindo a escolha de
um método que,apesar de "lento", é bastante preciso.

O método aqui escolhido comeca com a reducdo do
problema generalizado de autovalor para o problema padroni
zado; esta reducdo, no caso, dependera das condigdes de

contorno.

4.5.1 - Corpos Livres de Restricgodes:

Este caso €& caracterizado quando as condigdes de
contorno prescritas sao apenas as forcas de superficie e
seus valores sao nulos, ou seja,a expressdo (2.31) se reduz

para:
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P. =0 S e T (4.18)

Aplicando tal condig3o de contorno na expressao

(4.16), pode-se escreve-la da seguinte forma:

HU = w2MU (4.19)

Reduz-se agora a expressdo acima a um problema pa

dronizado através da inversio da matriz M obtendo-se:

v g

U = X.g (4.20)

sendo: -1
A =M .H e Xl = w2 (4.21)

-

A partir dai, a matriz "A" é transformada em uma
forma tri-diagonal pelo algoritmo de Householder [62] e,en-
tdo,os autovalores e autovetores da matriz transformada s3o
encontrados pelo algoritmo QR[63, 64].

Obtidos todos os autovalores e autovetores como
descrito acima, determina-se a constribuigdo proporcional
que cada modo tem com relagdo ao movimento total, a par-
tir das condi¢bes iniciais, como segue:

A solucao geral do problema, que representa to-

dos os movimentos possiveis do corpo, é:
N
u(s,t) =12 a(
- n=1

t

iw (4.22)

e
onde W representa o n-ésimo autovalor do problema e U,
é o0 n-ésimo autovetor. Note que na equacdo (4.22) o indice
n foi utilizado entre paréntese significando que, apesar
deste estar repetido, ndoc ha soma implicita.

Resta ainda dizer que, na equacao (4.22), "an"
sao constantes a se determinar e N & o numero de graus de

liberdade nas duas direcoes.
Pode~se escrever (4.22) de maneira matricial:
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1 iw,t iw t 1 iw t ( ) [ )
Ule 1 .. Uje j . UNe N ay ul(t)
5wt 3wt 5 dwot IR S L
Ue 71 U-e™ 73 U-e  'N a. u (t)
1 j N J i
UTelWlt U.elet Ugelet ay uN(t)
L ] _ \ J N J
(4.23)
Aplicando-se agora as condig¢bes iniciais (2.32)
4 expressio matricial (4.23) obtem-se:
i) Se em t=0 prescreveu-se uk(O) = uok entao:
k iw, ., 0 _ Kk _
U(j)e (3) Uj p/ (j=1,...N)
11) Se em t=0 prescreveu-se vk(O) = uk(O) = Vox entao:
m iw, ., 0 m
LU, . = U, . i=l,...
"§HUge B =y Uy PG N
e a expressao (4.27) se transforma no seguinte sistema de
equacgoOes lineares :
— = r 3 1 3\
1 1 1
Ul ....... Uj ........ UN a- Upn1
~(m) ~(m) " (m) :
w(m)Ul "w(m)Uj . (m)UN : Vom
: : : o=t
k k k 3 -
J
Ul ........ Uj ....... UN . gy
(M) ~(N) (M) ' =
Y1 Y9 Yo Y aN J VoN J

(4.24)



onde, por motivos apenas de ilustracdo, considerou-se

em t=

0

prescreveu-se

u

01 € VoN®
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Este sistema & resolvido

por qualquer dos

que

méto-

dos tradicionais, obtendo-se assim os valores de a.i desta

maneira a expressao (4.22)

pleto do corpo em analise.

ira descrever 0 movimento

com=

Cabe ressaltar que, para se obter a equacdo(4.24),

aplicam-se as condigdes iniciais

de

forma

ficticia, di-

retamente no contorno, sendo que estas sdo, de maneira ge-

ral, prescritas em todo o corpo; quando isto acontece bas-

ta utilizar, por exemplo, o método da dupla reciprocidade

para transformar adensidade de dominio das condigdes

ciais em condigOes iniciais de contorno.

ini-

4.5.8 - Corpos com Graus de Liberdade Restritos:

(2.3

1)

Neste caso, as condigbOes de contorno expressas em

ficam em sua forma completa.

Para se aplicar as condicdes de contorno na equa

¢ao (4.16) torna-se necessario, para melhor entendimento,

representa-la da seqguinte forma:

Ajgees Bppees Alj ..A
Apqees Bppe-- ki .A
T - A
JJ1 CJk 33 .
A .- A gre- Amj LA
__ANl... Ay - N ..A

onde
ij

e

Uy =

-

Ul G
Uk G
U. G
lj -
Um Gml'
L%y ©
. — W2M.
ij i
e P

11"
k1°®®

j1°°

N1°®"*

1k 13 1N
Gyper - -G y- - -y || P
R L
..jk....jj-...jN ‘j
e+ Gpse - G | [ By
Snk -+ - O NN (PN
(4.25)
J
(4.26)
=0 (J=1,...N,e J#k)
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Desta forma, pode-se trocar, da maneira usual, as

colunas "k" das matrizes A,. e Gi' dando:
_fll TR Gy élN— [ 1 _?11 2G| [ 0]
Per v TP G Py | ?k/b*: k1 vt TR G | 0=
_AMl -b GNk"' ANN_ \ UN ) _GNl '_ANk' .GNNJ \OJ
= 0 (4.27)
onde

b & uma constante para manter a mesma ordem de gran

deza para os elementos da matriz resultante da operacido.

Rearranjando a matriz resultante obtem-se:

—

-
Hypeoo =b Gppenn 8y | | U) Myqeee Oppen- M| [ Ug
Hppeor =B Gpgeee Hyge | Pi=w2iM oo 0 ool M ; Pyt
Hyy ~b Gy ... Hyo UI\ﬂ Myyeer Ogpees My | U
L— — C L. 4 U J
(4.28)
ou —— -
A0 = MO

Chegou-se assim de

autovalores; sua transformacdo, para o problema padroniza-

a um problema generalizado

do,se faz atraves da inversdo da matriz H, visto que a ma

triz de massa € singular para este caso, ficando:

(4.29)
onde

A

e A 1/w?2 (4.30)
A expressdo (4.29) é andloga a expressdo (4.20),

e, portanto,deve ser tratada de forma analoga a que foi
descrita no item anterior para a obtengdo dos autovalores e

composigao final da solucdo completa.
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Deve-se notar ainda, que,na solugdao final do pro
blema, as componentes relacionadas com os indices "k" , pa-
ra os quals as colunas foram trocadas, nao correspondem
mais a deslocamentos, mas sim as forcas de contorno incog-

nitas.
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CAPITULO VI

Formulagdo Proposta

6.1. Introducao:

O processo da dupla reciprocidade tem sido apli-
cado a varios tipos de problemas da Engenharia desde 1981
[42-46]; entretanto,algumas particularidades observadas pa
ra varias aplicac¢des recomendam novos estudos para au-
mentar sua precisdo e confiabilidade.

Uma das principais dificuldades verificadas para
este processo &€ a pequena flexibilidade oferecida pela
transformacédo, dificultando a generalizacdo do procedimen
to para o tratamento de qualquer tipo de integrais de
dominio que possam existir para diferentes problemas.
Esta pequena flexibilidade é caracterizada pelo que é mos-
trado na equacdo (4.6), onde as equagdes integrais de
contorno possuem nucleos com a mesma singularidade da in-
tegral de dominio original e,também,com singularidade mais

forte. Isto faz com que, para problemas cujos ntcleos das
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integrais de ‘dominio sao definidos pela primeira ou segun-
da derivada da solugao fundamental, como, por exemplo,
uma distribuicao de tensodes ou deformagdes no interior de
um corpo elastico, este procedimento seja mal aplicado. A
solucao destes problemas requer o calculo de no-
vas matrizes H e G baseadas em integrais de contorno com
nucleos com singularidades muito fortes.

Outra caracteristica que pode desencorajar o uso
deste procedimento & o tipo de aproximacdo usada para des
crever as variaveis sobre o dominio. Como foi mencionado
no capitulo IV, as "m" func¢Oes aproximadoras f(s,k) sele-
cionadas devem satisfazer a equacao de Navier. Deste mo-
do, apenas algumas funcdes f(s,k) muito simples tém si-
do rotineiramente empregadas para aproximar as densidades
das integrais de dominio em diversos tipos de problemas,in
clusive o tratado aqui.

Neste capitulo propde-se uma forma alternativa pa
ra transformar as integrais de dominio em integrais de con
torno, cujos nucleos possuam singularidades mais fracas
que as originais, utilizando para tanto, uma forma de apro
ximacdo das densidades de dominio semelhante a adotada na
dupla reciprocidade, onde porém, as funcOes aproximado

ras adotadas nao precisam satisfazer a equacgdo de Navier.

6.2. Definicao do Problema:

Como nos capitulos IV e V, estuda-se neste capi-
tulo a vibragao livre de corpos finitos, com material
elastico linear homogéneo e isotrdpico; portanto, as mes-
mas equacoes desenvolvidas nos capitulos II e III devem
ser novamente escritas.

A equacdo gue rege o movimento & portanto:

= 2
Gui,jj + (>\+G)uj'ji pw2u, (2.30)

com as seqguintes condig¢des de contorno:
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ul = 0 S ¢ Fl
(2.31)
p; = 0 S € F2
e condigdes iniciais,
u., = u. s £ Q
io i
- (2.32)
V. = V., s € §
io i

A equacao diferencial (2.30) foi transformada,

no capitulo II, para a seguinte equacdo integral:

{ [
cj;(8)uy(8) = Jru;j(S,Q)pi(Q)dF(Q) - Jngj(s,Q)uj(Q)dF(Q)-

- pw? Jﬂuzj(s,q)uj(q)dQ(q) (2.52)

sendo C. - dado pelos valores ja discutidos anteriormente.

Os termos na integral de dominio sao aqueles que
serdo tratados pela funcao aproximadora proposta neste ca-

pitulo.

6.3. Aproximacao das Variaveis de Dominio:

Como foi dito anteriormente,as fung¢oes f(g,k) em
pregadas na técnica da dupla reciprocidade sao Dbastante
simples para muitos casos mostrados na literatura; po-
de-se ver dque a principal particularidade dessas fungdes
consiste em serem sempre fundamentadas na distdncia entre
os pontos do dominio e os pontos escolhidos como bases. A
funcao mais frequentemente adotada & dada simplesmente por
esta distancia, entretanto,outras fungdes, como poténcias
inteiras desta distancia, ja foram tentadas. Esta aproxima
cao, dependente linearmente da distdncia, pode ser entendi

da como uma superposicdo de varias superficies cOnicas
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(fig. 6.1) com vértices definidos nas respectivas bases,
k .

ponderadas pelas constantes 0 . De agora em diante, es-—

ta sera chamada de aproximacado conica devido as caracte

risticas acima descritas.

2
flq,1) o - flg,2)

Fig. 6.1 - Aproximagao Conica

Partindo-se da série de funcgOes cdnicas escreve-
se entdo a aproximacdo aplicada a wuma funcdao qualquer

"g(g)" da seguinte forma:

g (@) = £(q,k) " = r(g,k)o* (6.1)

onde o indice "a" designa a funcao aproximada de "g".

Define-se agora a aproximacao proposta neste tra-

balho pela expressao abaixo:
g (@) = £(q,Ke = |x;(@) - x, (K] [x, (@) - x, &) |of
a1 dr 19 1 24 2

(6.2)

cuja forma pode ser vista na fig. (6.2), que, por nao
possuir uma facil definig¢do geométrica, sera chamada simples

mente de aproximacao proposta.
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flq, k)oK

\

[ /7 =
L] 7 /A S

N o~y

NS~

X2

Fig. 6.2 - Aproximagao Proposta

Desenvolveu-se,neste trabalho, um algoritimo sim
ples que possibilita a avaliacdo da precisao das fungoes
aproximadoras em analise. De maneira geral, este se baseia
na expressao geral implicita nas equacdes (6.1) e (6.2)

que é:

It
o

k
9,(a) = flq,k)o (k = 1..... , ) (6.3)
Sendo g(g) uma funcdo conhecida, pode-se calcular
o valor desta fungdo quando "g" <coincide com a posicado
de uma base "i" qualquer. Fazendo com que a aproximacao

assuma valores exatos nestes pontos, a expressdo(6.3) tor-

na-se:
g(i) = g_(i) = £(i,Dat+.. +£(i,i)at+. . . +£(i,m) o™
a
(6.4)
Repetindo o calculo acima para "i" variando da
primeira a Gltima base "m", (6.4) pode ser escrita de for-

ma matricial com segue:
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e 3 — 1 r t
91 £, .. 81,1 . E(0,m)| | oy
TR EACYRDPUUEJCUE PO JERE M I (6.5)
I f(m,1)...f(m,1i)...f(m,m) a
L J L 40 J
ou de forma compacta,
g=Fa (6.6)
Como g & conhecido basta inverter-se F para
obter-se o , ou seja:
o=rlg (6.7)

Obtidos os valores de ak em (6.7) ter-se-a

avaliado os coeficientes da expressdo (6.3), que repre-
senta a aproximacdo da fun¢do g(g). Pode-se agora ava-
liar a precisdo da aproximacdo, comparando-se valores cal-
culados pela expressao (6.3), para pontos "q" quaisquer
do dominio, com os valores reais da funcdo g nestes pon-
tos.

Além de avaliar a precisdo de um conjunto de fun
¢Oes aproximadoras adotadas, o procedimento descrito acima
permite identificar, antecipadamente, a validade da ado
cdo de certos tipos de funcgdes na tentativa de aproximar
densidades no dominio de corpos. Faz-se a seguir uma ana-
lise comparativa entre as aproximacdes conica e proposta.

Apesar destas aproximacdes terem sido analisadas
para varias formas de dominios e diversas funcdes a aproxi
mar, os resultados apresentados aqui sdo os obtidos para
um dominio retangular 1x4, onde se aproximou trés distri

buicOes diferentes, a saber: constante, linear e senoidal.
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a) quatro bases
b) dez bases
c) T Ty vinte e oi

b ] to bases.

Fig. 6.3 -~ Dominio retangular com bases indicadas

Os resultados mostrados da tabela 1 a 8 foram ob
tidos para casos onde apenas bases no contorno foram con-
sideradas (fig.6.3) para a aproximacdao dos valores so

bre o dominio.

As duas primeiras tabelas comparam os valores ob
tidos quando distribuicOes constante e linear sao aproxi

madas usando apenas quatro bases,como indicado na figura
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(6.3-a) . As seis tabelas restantes apresentam,perspectiva
mente,os valores calculados quando sao adotados 10 e 28 ba
ses, mostradas nas figuras (3.6-b e c), para as trés dis-

tribuig¢des mencionadas acima.

Tabela 1 - Aproximacao de uma funcdo constante sobre um do

minio retangular usando quatro bases.

Coordenadas Valores Valores Calculados
Cartesianas Exatos aprox. | aprox.
X y g=1 cOnica | proposta
0,52 0,13 1,0 0,9447 1,0
1,0 0,25 1,0 0,9189 1,0
2,0 0,50 1,0 0,9038 1,0
Tabela 2 - Aproximacao de uma funcdo linear sobre um domi-

nio retangular usando quatro bases.

Coordenadas Valores Valores Calculados
Cartesianas Exatos aprox. | aprox.

X y g=x+y cOnica | proposta
0,521 0,13 0,65 0,552 0,65
1,0 0,25 1,25 1,090 1,25
2,0 0,50 2,50 2,259 2,50
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Tabela 3 - Aproximacdo de uma funcao constante sobre um do

minio retangular usando dez bases.

Coordenadas Valores Valores Calculados
Cartesianas Exatos aprox. | aprox.
X y g=1 conica | proposta
0,52 0,13 1,0 0,9769 | 1,0
1,0 0,25 1,0 0,9773 11,0
2,0 0,50 1,0 0,9775 | 1,0

Tabela 4 - Aproximacdo de uma funcido linear sobre um domi-

nio retangular usando dez bases.

Coordenadas Valores Valores Calculados
Cartesianas Exatos aprox. | aprox.
X % g=x+y Conica | proposta
0,52} 0,13 0,65 0,569 0,65
1,0 0,25 1,25 1,159 1,25
2,0 0,50 2,5 2,443 2,50

Tabela 5 - Aproximacado de uma funcdo senoidal sobre um do-

minio retangular usando dez bases.

Coordenadas Valores Valores Calculados
Cartesianas Exatos
aprox. aprox.
™ - .

X y g=sa5i+semw Conica proposta
0,52 0,13 1,126 0,728 0,780

1,0 0,25 1,707 0,953 1,500

2,0 0,50 1,000 0,003 1,000
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Tabela 6 - Aproximacdo de uma funcdo constante sobre um do

minio retangular usando 28 bases.

Coordenadas Valores Valores Calculados
Cartesianas Exatos
aprox. | aprox.

X y g=1,0 conica | proposta

0,52 0,13 1,0 0,9845 1,0

1,0 0,25 1,0 0,9794 1,0

2,0 0,50 1,0 0,9779 1,0

Tabela 7 - Aproximacdao de uma funcdo linear sobre um domi-

nio retangular usando 28 bases.

Coordenadas Valores Valores Calculados
Cartesianas Exatos aprox. aprox.
X y g=1,0 - cOnica proposta
0,52 0,13 0,650 0,575 0,650
1,0 0,25 1,250 1,163 1,250
2,0 0,50 2,500 2,444 2,500

Tabela 8 - Aproximacao de uma funcao senoidal sobre um do-

minio retangular usando 28 bases.

Coordenadas Valores Valores Calculados
Cartesianas Exatos aprox. aprox.
b'e vy g=sm#%ﬁsmﬂw conica proposta
0,52 0,13 1,126 0,799 1,064
1,0 0,25 1,707 1,014 1,658
2,0 0,50 1,000 0,015 1,000
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Estes resultados ilustram muito bem a dificuldade

de se aproximar qualquer distribuic¢do wutilizando

funcgdes

do tipo r(9,k), como recomendado para o processo da dupla

reciprocidade. Como pode ser visto, a combinacdo cdnica nao

modela bem, atémesmo distribuicdes simples como func¢des cons
tantes ou lineares, enquanto a aproximacdo proposta pode re-

representa-las exatamente, mesmo quando foram adotadas pou-

cas bases. A aproximagao conica, equacado (6.1}, mostrou

erros

significativos para todos os testes executados.

Tabela 9 - Aproximacao das trés fungbes para o ponto inter-

no x= 2,0 y = 0,25 para 4,10 e 28 pontos
base.
Namero Funcdo Constante Funcao Linear Funcdo Senoidal
de Exato 1,00 Exato 2,50 Exato 1,00
Aproximacgao Aproximacgao Aproximacao
bases conica |prop. cOnica| prop. cOnica|prop.
4 0,9038 1,0 2,259 2,50 0,00 0,00
10 0,9775 1,0 2,443 2,50 0,003 1,00
28 0,9779 1,0 2,444 2,50 0,015 1,00

As tabelas 5 e 8

aplicado a uma funcdo senoidal.

exibem o teste das aproximacoes
Neste caso,a adequacdao dos

valores aproximados foi ruim quando comparada com os casos an

teriores mas,também aqui,a aproximacdo proposta é mais pre-
cisa. Usando 28 bases, o erro maximo observado na mode-
lagem de tal funcao foi de 56% e 5,3%, respectivamen
te, para as aproximacdes cOnica e proposta. Estes erros
foram calculados com respeito ao maximo valor que a
funcdo senoidal apresenta na diagonal do retdngulo. De-
ve-se enfatizar ,também,que o erro de 5,3% & um valor ob

tido para um uUnico ponto interno. Para a maioria dos pon

tos internos, os erros observados para a aproximacao propos

ta foram menores do que 2%, o que representa uma
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aproximacao razoavel para aquela distribuicdo bastante com
plexa.

A tabela 9 mostra o comportamento dos valores apro
ximados, calculados para um ponto particular, para um au-
mento do numero de bases no contorno. Para os trés casos
de distribuicao estudados, como pode ser visto na tabela 9,
a aproximacdo cOnica converge muito mais devagar para uma
boa representacdo do que a aproximacdo proposta.

O mesmo tipo de teste foi desenvolvido utilizando
bases internas para modelar as distribuicoes de dominio.
Observou-se que ambas as aproximagoes modelam melhor todos
os valores internos, mas esta melhora ndo & significativa
quando se usa um numero muito pequeno de bases internas.
Estas devem ser adotadas se o problema a ser modelado
apresentar um comportamento onde se necessite muita preci-
sdo. Para muitos problemas praticos, quando se usa a
aproximacao proposta, € possivel representar com preci-
sdo aceitavel valores internos utilizando apenas bases
no contorno. Por outro lado, mesmo para problemas com dis
tribuig¢des internas muito simples, & utilizacdo da aproxi
magao conica requer a adocdao de bases internas.

Verificou-se que o mesmo comportamento descrito
aqui se repete para dominios com outras formas e distribui
¢Oes quaisquer.

A funcao aproximadora proposta aqui foir sugeri

da inicialmente por Venturini [66] na seguinte forma:
ga(q)=(lxl(q)—xl(k)| + %, (@) -x, (k) | +

|3 (@=x; () | | x,(a) - x, (k) [)aS (6.8)

Porém, mostrou-se, para varios casos, que os ter-
mos lineares em nada contribuém para a precisao da aproxima

cao. Para tanto tomou-se isoladamente,

£(q k) = [x9(q) - x| + [x,(q) - x, ()| (6.9
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e efetuar o teste de validade. Escolheu-se entdo um nume-
ro "m" qualquer de pontos base "k" e, a partir da expres
sao (6.9), calculou-se a matriz F como em (6.5). Facil-
mente verificou-se que esta matriz era singular. Desta for
ma a funcao interpoladora escolhida como em (6.9) nio re-
presentou aproximac¢ao alguma e, portanto, ndo possui nenhu
ma influencia na expressdo (6.8). Assim, para este traba-
lho escolheu-se apenas o termo do segundo grau como funcgao

aproximadora proposta.

Alguns autores tem mostrado através de exemplos
complexos que,para o processo da dupla reciprocidade, as
utilizacOes de fungbes aproximadoras do tipo

N n

f(g,k) = ﬁ:l (r(q,k)) para n = 1,...,N (6.10)
nao melhoram os resultados quando comparados com aqueles
obtidos pela funcao r(qg,k); isto fica &bvio quando se
realizam os testes aqui descritos. O teste da validade
nos mostra que todas as fungbes com "n" par geram ma-
trizes singulares, portanto,ndo representam aproximacao
alguma. Para n=3 e n=5 as matrizes sdo mal condiciona
das e as aproximagdes resultantes s3o bem piores que a
proporcionada pela propria aproximacdo cdnicaj além disso,
para n>5 as matrizes ja podem ser consideradas singu-

lares.

6.4. Transformacdo Alternativa da Integral de Dominio:

A transformacao da integral de dominio da equaco
(2.52) em integral de contorno sera feita aqui baseada
na aproximacdo da densidade dos deslocamentos em termos da
soma das func¢des aproximadoras propostas no item anterior e

expressa para cada direcao "j" da seguinte forma:

~

k
uslq) = flg,k)aj = |xl(q)-xl(k)||x2(q)—x2(k)|.q§(6.11)
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gue,substituindo na integral em questao,fica:

= k
Juij(S,q)uj(q)dQ(q) = J uij(S,q)f(q,k)dQ(q)aj (6.12)

£

O teorema de Gauss - Ostrogadsky [67,4] pode ser

escrito para uma funcao vetorial qualquer "O" como segue:

)
J Div.0d{l = J 6.n.drl (6.13)
0 r 173

onde ny sdo os cossenos diretores do vetor normal a super
]
do Dive. Existe uma maneira bastante simples de se deter-

ficie em questao e @j as componentes da primitiva
minar a primitiva da funcgao uij(s,q). Inicialmente tem-se
do capitulo II:

1

u;j(s,q) = §?TT:VT§[(4V_3)£n(r)6ij + r,; r j] (2.36)

4

onde para "r" lé-se r(S,q).

A integral de u;j no dominio fica, portanto,dada

por;

{ [r 1
JQuij(S'q)dQ(q)z(Jr§ETITGTE[(4v_3)2n(r)6ij+r’ir’j] rdrd8

(6.14)

Desenvolvendo a integral em (6.J4) para a variavel

r esta se transforma em:

[ [ 1 r

+ r,ir,jr/Z]rde + K(9) (6.15)
Observando agora a figura (6.4) conclui-se que:
dr (9r/d%n) = rdb (6.16)
€ or or Bxl or 8x2
n 9%, 9n T 9%, on . Ty (6.17)

1 2
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Fig. 6. 4 - RelacOes Geométricas dl'/rd®

Assim, reunindo (6.17) e (6.16) e substituindo-

-as em (6.13) obtem-se a expressadao final:

JQu;j(s,q>d@(q) = JF Bf,(S,Q)ny dr(Q)  (6.18)

onde

1

BY(8:Q) = gvaooye

T Taylrg (6.19)

€ a primitiva de u{j(s,q). Agora para "r" lé-se r(S,Q),po
rém esta funcdo pode ser calculada para qualquer ponto que

se deseje.

De posse da primitiva de uij(s,q) pode-se calcular
a primeira integracdo da equacdo (6.12); para tanto basta

chamar:

% (s1a,k) = £(q,k)Bf,,(S,q) (6.20)
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e aplicar a seguinte propriedade do divergente:

dive(s,q,k) = f(q,k), B¥; (S,q) + f(q,k)B;jQ,Q(S,q)

ou (6.21)

.dive(s,q,k) = f(q’k)’QijQ(s'q) + f(q,k)u;j(s,q)

Integrando-se em { tem-se:

¢
J dive(S,q,k)di(q) = J f(g,k)u* (S,q)dli(q) +
9] Q 1]

+ JQ f(q,k),KngQ(S,q)dQ(q) (6.22)

Mas de (6.13) e (6.20) em (6.22) tem-se:

JQf(q,k)ufj(S,q)dQ(q) = J f(q,k)Bijﬂ(S,Q)nQdF(Q) -
T 7
- [Qf(q,k),RBijz(S,q)dQ(q) (6.23)

Chama-se este processo de integracao por partes,
e nota-se que o termo que surge no nucleo da integral de
dominio restante, do lado esquerdo da igualdade (6.23),pos
sui derivadas parciais da funcao aproximadora proposta,que
sd0 expressas por:
[, (q) - %, (k)]

f(q,k),, = |x,(q) - x.(k) |
Yok (@ - xy (0| ’ ?

(6.24)
[xz(q) - xz(k)]
|x, (a) - x,(k) |
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Essas fungdes nao sao mais quadraticas mas sim
lineares. Deste fato conclui-se que, ao se aplicar mais
duas vezes o0 procedimento descrito acima para as integra-
is de dominio restantes, todas se transformam em inte-
grais de contorno.

Executando-se entdo a integral por partes do
termo de dominio excedente em (6.23) chega-se a seguinte

igualdade:

[ ( .

T
=N
onde
- -1  r2 - _5
Ty 0m(8:Q) = Tergroyy 5 014 (4v-3) [anr 2]+r,ir,j]r,ir,m
(6.26)
e ainda:

f(q,k),ll =0

£(d,k),,y = 0

[x, (g) -x, (k)] [x, (q)-x, (k)]
f(q,k) 719 = f(q’k),21 - 1 1 . 2 2
|21 (@) =%, (K) | %, (q) =%, (k) |
(6.27)

Finalmente integrando-se, por partes, o termo de
dominio restante na expressdo {6.25)obtem-se a seguinte

igualdade:

¥ f $
Jf(q,k),zmTijgm(S,q)dQ(q) = Jrf(q’k)’ﬁinjkmp(s’Q)nde(Q)
9
(6.28)



onde

A _ L 3 - -
5imp (59 = Tgma(ioyy & (94 (4v-3) [inr-26/24] +

Q 287G (1=V)

¥ r,ir.j]r,gr,mr,p (6.29)

O termo de dominio que restaria nao existe,pois

£(S,%) s gy = O (6.30)
Substituindo-se (6.28) e (6.25) em (6.23) che
ga-se finalmente em:
f . f N
JQf(q,k)uij(S,q)dQ(q) = Jrf(q,k)Bijg(s,Q)nQdF(Q) -

f ¥ f -
-Jrf(q,k)IKTiij(S,Q)nm<ﬂTQ) + Jrf(q'k)%injmp (s,0)ndr(Q)
(6.31)

Ou,de forma mais completa, quando se substitui
(6.31) em (6.12) esta se torna:

[ k [ 3
¥, § L= . -
JQf(q,k)ulj(s,q)d (q) o {Jrf(q,k)Bljz(s,Q)nQdF(Q>

f

= ‘ k
_Jrf(q’kLQTijim(S’Q)nmdr(Q)+Lf(q’kL£inj2mp(S’Q)npdr(Q)}aj

(6.32)

que é a expressdao final da transformacao da integral de do-
minio dos termos inerciais em uma soma de integrais de con-
torno.

Deve-se, entretanto, observar que as funcgOes apro
ximadoras adotadas ndo satisfazem, para todo o dominio, as
condicbes necessarias para a aplicacado direta do teorema de
Gauss-Ostrogradsky. A saber, a primeira derivada destas fun
¢bes ndo & continua em todo o dominio, bem como a segunda de
rivada. Esta descontinuidade, porém,é bem localizada e de fa-

cil tratamento.
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E facil concluir da figura (6.2) ou da expressio (6.2) que
tais descontinuidades ocorrem nos eixos paralelos aos eixos
coordenados que se cruzam no ponto base. Estes eixos divi-
dem o dominio em sobdominios (fig. 6.5) nos quais a funcéo
possui derivadas continuas; portanto,aplica-se, sem perda

de generalidade, o teorema de Gauss-Ostrogradsky isolada-

mente para cada uma dessas regides.

X

0]

Qu+ Q,+Q,
N 1 F=NnN+n + [

1 2

Fig. 6.5 - Divisao do dominio em subdominios para uma base

"k" qualguer no contorno.

Desta forma a integral sobre ¢ se torna:
ro o . .
r * Q r * Q
+ JQ uty(S,ay)uy(ay)dlia,) + JQuij(S,q3)uj(q3)d (q;)

"2 3
(6.33)
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onde o indice do ponto ¢q representa o subdominio ao qual
este ponto pertence.

Escolhendo-se a orientacao indicada na figura
(6.5) para contornos e sentido de integracdo (antihorario),
pode-se utilizar o teorema de Gauss-Ostrogradsky, equacédo

(6.32), para o caso em analise como segue:

f ES
| flamugjs,an@of = ([ £o08}, (5,087 @ -

r

& r N

r

+ Jr(f(Qz,k),%-f(Q3,k)%)Tij%m(S,Q)nmﬁr(Q) +
4

[ ;
* ) (E(Qy K0 g £004,K) 4 )Ty (S,0)mdT () +
5

B

{ .
+ Jr(f(erk)er - f(Q3’k)’Qm)Qlj2mp

r
4 (S,Q)npd (Q) +

k
i
(6.34)

f A
+Jr(f(Q21k)12m - f(Qllk)lQm) Qi
5

ijp(er)npdT(Q)}d

onde o indice do ponto "Q" representa que a funcdo em ques
tdo deve assumir o valor referente ao dominio que este in-

dice indica, figura (6.6).

f (QZ:k);L

Fig. 6.6 - Ilustracao da convencido de valores assumidos

para integracoOes.



-98~

A expressdao (6.34) & chamada classicamente [4]
de condicdao de salto. Cabe ainda dizer que, conforme a po-
sigdo do ponto base "k", vide figura(6.5),0 dominio pode
ser subdividido em 2 a 4 subdominios e,para cada caso, po-

de-se escrever uma expressao analoga a expressao (6.34).

6.5. Transformacao da equacao Integral em Sistema Algebrico:

Substituindo-se a equagao (6.32) em (2.52) che-
ga-se a equacado integral de contorno que & o ponto de par
tida para a aplicacdo do método dos Elementos de contorno,

mostrada a seguir:

~c; 4 (S)uy(s) + J ufs (S,0)p, (Q)AT(Q) - er;j(s,Q)uj(Q>dr(Q) =

r
-— 2 -
ow {Jrf(Q,k)BijQ(S,Q)nQdT(Q) Jrf(Q,k),QTijgm(s,Q)nmdF(Q)+
+ | £(0,%),, 0 .. (s,0)n_ dr(Q)} of (6.35)
r M mEijimp T P i -
A equacao acima (6.35) foi escrita para "S" pon
to fonte no contorno, mas pode ser escrita para "s" ponto

fonte no interior, bastando para isso trocar, na expressao,
"S" por "s", levando-se em consideracdo os valores jadiscu-

tidos de cij(S) e cij(s).

O lado esquerdo da igualdade (6.35) & analogo ao
da equacado (3.1) e sua transformacdo para a corresponden-
te forma algébrica se faz como descrito no capitulo III.

A transformacdo da parte restante sera feita ba
seada no mesmo principio adotado no capitulo III, porém al-
guns cuidados devem ser tomados para nao introduzir erros

desnecessarios na integracao dos elementos.
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Inicia-se o processo com a aproximacao linear

das fungoes f(Q,k), f(Q,k),Q e f(Q’kLQm sobre os ele-

mentos de contorno como mostra a figura (6.7).

A
0,f(Q,,k)+&,f(Q,,k)
X2 2, f(Q,,k)
B ,0Q,k)
Fig. 6.7 - Aproximag¢ao Linear da funcdo f(Q,k).

Desta forma escreve-se:

£00,k) = 0(E)E(Qq,k) + 0, (E)£(Q,,k) (6.36)

onde as fun¢des aproximadoras %}E)e d%i)séodadasnas equa

cbes (3.8-a e b), e f(0Q k) e £(Q,,k) sao os valores no-
1 2

dais que a funcdo "f" com base em "k" assume nos
nés extremos Q1 e Q2 do elemento "Fb" em considera-
cao.

O mesmo pode ser feito para as funcgoOes f(Q,k),Q

e f(Q’k)’Qm que ficam:



-100-

£(Q,k) sy = 01(6) £(0,K), ) + $,(8) £(9,.K),

e (6.37)

Observa-se que no caso da figura (6.7) o elemen
to I'y se encontra em uma regido onde as fungdes em questao
sdo totalmente continuas. Para o caso onde isto ndo €& ver
dade deve-se fazer a descontinuidade coincidir com os nods
do problema; caso isto ndo ocorra,um erro de aproximacao
do tipo mostrado esquematicamente para alguns casos na fi-

gura (6.7) sera incluido na formulacgao.

reais

valores aproximados

aproximados

valores reais .
/ ﬁreols
~ -
N
Xy aproximados
k k k
a) f(Q,k) b)f(Q,k),z c)f(Q,k),12

Fig. 6.8 - Erro de Aproximacao para alguns casos possiveis.
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Na figura (6.9) sdo mostradas possiveis irre

gularidades no comportamento da funcdo proposta. Como po

de ser visto, esta funcao possui comportamentos diferentes

para cada lado da geratriz. Quando a geratriz coincide

com o nd, fica possivel aproximar cada trecho isolada-

mente, eliminando-se o0 erro mostrado anteriormente.

X2

aprox = real aproxim=real aprox = reg
I 1 1 1 I'_l
s M % b Q_L
valores ’
Xy lineares l
k k k
a) f(Q,k) b)flQ,k),2 c)fl(Q,k),12

Fig.6.9 — Eliminacdo do erro para nd pertencente a geratriz.

O procedimento descrito acima se aplica a qual
quer tipo de irregularidade . Portanto,quando se conside-
ra as integrais a direita da expressdo (6.35) como uma
soma das 1integrais sobre todos os elementos de contorno,

como no capitulo III, tem-se:



-102-

NE

-c..(S)u. z *, (s, . T - ¥. (S, : T =
cy4(8)uy(s) +b=l[JF uf, (5,Q)p4(Q)Ar(Q) L PF; (S,0)u;(Q)dr(Q)]
b b

NG 5 [ :
= ew2l L) £(0,%)B; 40 (S,0)nydT(Q) =] £(Q,K), ;5 (S,0)n AT (Q)+
b=1
b b
[ & k
t]EQk) g Q5500 (8,000 AT () Toy (6.38)

5

onde "NE" & o nUmero de elementos de contorno e "NS" & o
numero total de elementos, quando considerados os elementos
auxiliares devidos as descontinuidades nas geratrizes das
funcoes.

Este tipo de elemento pode ser visto na figura
(6.10)para um ponto base "k" sobre o contorno definido pa-

ra o solido.

elementos auxiliares

X2

Xy

Fig. 6.10- Contorno Fb auxiliar

A aproximacao das fungdes f(Q,k), f(Q,k),R e
f(Q’k)’Qm é feita exatamente como nos elementos do contor-
no. O tamanho do elemento ndo acarreta  erro de aproxima
cdo, pois as funcdes aproximadas assumem valores lineares ao
longo das geratrizes, observando a definicdo de valores ime

diatamente internos ao dominio no qual o teorema de Gauss
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esta sendo aplicado.

Pode-se agora escrever a seguinte expressao ge-

ral para cada elemento:

{ 4 Kk
Jbe(Q,k)Bin(S,Q)nQdF(Q)@j =

_ . k _
- Jréf(Qllk)¢l + f(QZ'k)¢2)Bij2n2dF(Q)aj -

_ = k
= JF¢ Bij al (Q) f(QZ,k)ocj (6.39)

onde f(Q_,k) sao os valores de "f" com base em "k" calcu

lados para os nos "QZ“, definidosnos extremos do elemen-
Z ~ . .

to "I'"; o) representa a funcao aproximadora relativa a

- " " a _ *
cada no Qz e Bij = Bianﬁ

De maneira analoga, tem-se:

. [ 2 | k
L1f(Q,kLQTiij(S,QXnmdF(Q)—Lﬁ¢ T4l Q)+, k) o +
b b

+ J $* T, ., dr(Q) f(QZ,k),2u§ (6.40)

2
B

_ Za ] k
0 T(Q)—J¢ 0351,0T (@ £(Q,, 1), ,af +
b

m

[
J £(Q,k) i

Iy

e
ijSmenpd

k
i

k

— Z—
- 2J¢ QijlzdF(Q)f(Qzlk)llzai

b Ib

Z -
+J¢ 0352187 (Q) £(0,,K) 1y o
T
(6.41)
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Nas duas ultimas expressdoes a notacao utilizada
€ andaloga a da expressado (6.39). A Ultima iqualdade da ex-
pressao (6.41) se deve a simetria de f(Qz’k)’Zm e Qijzm'
Além disso,os termos onde £ = m nao aparecenmn, pois
f(Q'k)’ll = 0.

Para se compreender melhor os proximos passos,
escrevem~se as expressdes (6.39), (6.40) e (6.41) em suas

formas matriciais explicitas, ja apresentando a transforma-

gao da integral sobre “Fb" para sua forma parametrizada em
"e", como segue:
g 3
- = - - k
. 91B11 ®1B1p $B1; 9By, £(Q;/k) 0 L oy
- - — - - dg< =
2 91Bo1 91Boy 9By 9,B5, 0 £(0k) ag
-1
£(0,,k) 0
0 £(0,,k)
= | £(0,k)B, T (0) o
b
6,7 ¢, T 0T P rf( k) 0 ”ak“
1111 Y1121 Y27111 %2121 Qyk)ry 1
%
2 _ _ _ _ dgﬁ 0 f(QrkJ l” r
14
P1T211 ?1T221 927211 2T221 K
-1 Flo,k),, 0 | [%2]
0 £(0, k),
- ’ 3
1. _ _ - £opk),, 0 |8
917112 91T122  ®2T115 ¢5T109 T2 1
+_§ _ _ _ _ aei o £(Qy, k) 2%
91To12 91To00  #3T115 #9575y, ag
-1- - f(QZIk)Iz 0 4

gt
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\ ' 3
1 ) ) [ fepxng, o .
9191112 ®19212 229112 929515 &y
- - - - dg{ 0 f(Ql’k)’12’< L:

919112 219212 %2911 #2901 ok
f(Qz,k),12 0 2

-1
- jr £(0,%) g O} §yp (S70)0 AT (2) (6.44)

b

ou efetuando-se as integracdes numéricas sobre os elementos

indicados acima, pode-se escrever de forma compacta:

{ k k .
£(Q, k)B (S,0)n dT(Q)a = B f o (6.45)
Jr ik = S-S S

b 2x4  4x2 2x1

o4 k _ - k - k k
Jrf(Q,k),QTiij(s,Q)nmdr(Qmj = |T(1) £5(1) + T, (2) £5(2) |a
b 2x4 4x2 2x4  4x2 2x1
(6.46)
e
£(0,k),, Q... (5,Q)n dr(Q) =8, £5(1,2)ak (6.47)
T Am *ijmp T p b b 7' L :
% 2x4 4x2 2x1
onde b representaoelemento, "k" o ponto base e o in-
dice entre parenteses em fg() as derivadas parciais em
questao.

Substituindo-se o lado esquerdo da equacdo (6.38) por
uma forma rearranjada da expressao (3.14), utilizando-se as
igualdades (6.45),(6.46) e (6.47) no lado direito, integran

do-se os "NG" elementos e fazendo-se variar os "m" pontos
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base "k" das funcgOes aproximadoras,escreve-se a seguinte

equagao algébrica para um ponto fonte "S";

1 P “NG

= (T3 (2) . T (2) . Ty (2)]

N

Yy
- Sg¥g * Ihgyerbggee byl Ugh - [9g70 - Tgge e Igy]
Yy
\ J
)
1 S m | ( 1
fr...f5... o
= e 2{ ..... - ~ ~ ~ -~
v [? Qp ?NG] H_ :l :l :
el . gS. .. M 1S
PP "
1 'S ‘m ‘m
fne - Enge - Ing ¢
L - _ N
C 1 S m 7]
- [T(1)e..T(1)...T (1)] F@ £ (). £ (L)

:l :S :m
fp(l)...gp(l)...fp(l)

:l :m
I f

(1)..£5

(1) (1)

--Ixg -+ Ing

1 S m
51(2)...§l(2)...f (2)

:l 'S :m
£f7(2)...£7(2)...f (2
£5(2) - £2(2) L £0(2)

Sd2) e E(2) L E2)
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—_— g

1 S m 1
51(1,2)...fl(1,2)...§l(l,2) o
+ [Q < Q o0 Qual : : : :
=TT =p T GNG £5(1,2) .. £5(1,2) ... £™1,2) | oS 2
~p ~p ~p ~
2 S m m
j\IG(l,Z)...j\]G(l,Z)...~§\]G(l,2) L(} )
(6.48)
onde "m" €& o numero de pontos base e "p" é uma base
qualquer.

Pode-se escrever equacOes algébricas como (6.48)
para qualquer ponto "S" em consideracado. Escolhendo-se ade
quadamente um numero de pontos fonte igual ao numero de
nos do problema, tem-se:

[HU - GP = pw2[B £ - T(1) £(1) -

~ ~ ~

- T(2) £(2) +Q £(1,2)] (6.49)

INX2m  22mx1

Considerando-se o numero de pontos fonte igual ao

numero de pontos base ou seja "m=N", a expressao (6.49)fi

ca:
HU - GP = -w2 M « (6.50)
onde
M= o8B - T() £(1) - T(2) £(2) +Q £(1,2) ], 0
(6.51)
Fazendo-se ,agora, os pontos base "k" coinciden-
tes com os pontos fonte "S", pode-se calcular,como em

(6.5) , os coeficientes da matriz "F" dque relaciona os va-
lores de U com as constantes contidas em a. O calculo des
tes coeficientes & direto, ou seja, nao & preciso usar

conceito de valor limite pois f(Q,k) & uma fungao continua.
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A montagem da matriz, considerando-se a numera-
¢cdo global, & mostrada abaixo:
( lﬁ - S 7
Ul [£(s1.8)) 0 wuv £(S1,8;)--.0 ... £(S1,8g)...0 ||c]
ul 0 £(S.8) 0 £(S,,8;)..0 £(5,8.) | %
2 i l.l e s o o . ll l .o = ll N
i . . . : . . ..
Uy £(S;,8;) 0 ....£(5;,8) O £ls;,8) 0| ¢
< L= .
i | d
N . . : : . . °
ol | £(sy.5y) 0.... £(S,8) 0 ...f(sg,8y 0 &
N
vy |0 £(Sg,8q) . -0 £(SgsS4)-- 0 f(SN,SN)_\OgJ
(6.52)
onde U% &€ o deslocamento na direcdo j no ponto "i" e "a%"

& a constante referente a base "i

ximada na direcao 7.

Pode-se escrever entdo (6.52)

como segue :

1 q

1]
[ les]
1R

e obter-se a relacao

o =7 ly

Substitudindo a relagao (6.54) na expressao

rearranjando, chega-se finalmente em:

HU = GP + w2 M U

onde

M= - 1

=)

e

da distribui¢do apro

em sua forma compacta

(6.53)

(6.54)

(6.50) e

(6.55)

(6.56)

A equagao (6.55) representa um problema de autovalor

e autovetor analogo ao das expressdes (5.24)

e (4.16).
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6.6. Solucao Numéerica do Problema:

Por analogia, a transformacao do problema de au-
tovalor generalizado, expresso na equacdo (6.55), para o]
problema padrao de autovalor e autovetor e sua consequente
solugcdo, seqgue os procedimentos descritos no item 4.5, que
incluem os problemas de corpos livres de restricdo e os
com graus de liberdade restritos.

Para que esta analogia fique completa, as condi-
¢Oes de contorno, como o proprio nome o diz, sdo impostas
apenas para nos pertencentes ao contorno do corpo, ficando
livresde restrigdes os pontos pertencentes ao dominio.

Resta ainda dizer que as condig¢les iniciais que,
de maneira geral, sd3o prescritas no dominio do corpo (Equa
gao 2.32) devem-ser transformadas para expressdes de con-
torno utilizando-se: por exemplo, a formulacdo alternati

va desenvolvida neste capitulo.

6.7. Integracao sobre os Elementos:

Na passagem das equagdes (6.42), (6.43) e (6.44)
para as equacoes (6.45), (6.46) e (6.47), respectivamente,
efetuou-se uma integracdo sobre um elemento.

Estas integragées sao efetuadas numericamente,cg
mo no item 3.6, onde, para elementos nao singulares ,uti
liza-se a quadratura de Gauss normal e, para os elementos
singulares,utiliza-se a formula especial da quadratura
de Gauss para singularidade do tipo "4nr" [56], que é
a singularidade dos nucleos das integrais de contorno
resultante da transformagdo alternativa sugerida aqui

neste trabalho.
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CAPITULO V

Processo da Integracao direta

5.1. Introducao:

No capitulo anterior descreveu-se a técnica da
dupla reciprocidade para a resolucdo da vibracdo livre de
meios finitos; uma alternativa mais simples,para o trata-
mento de tal problema, € aproximar os termos inerciais in
cognitos,por polindmios interpoladores parametrizados em
subdominios chamados células, que compdem toda a superfi-
cie do corpo (problema bidimensional).

Tal procedimento leva a integragao de todo o do-
minio em forma discretizada e,portanto,os valores inter-
nos com relacao aos quais a densidade inercial foi parame-
trizada entram na resolugao final do problema [65].

Essa praticando esta muito de acordo com a filo-
sofia basica do Método dos Elementos de Contorno, que é

tratar os problemas gerais de dominios finitos ou infinitos
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apenas por consideracoes de contorno. Apesar disso, os re-
sultados que este procedimento apresenta s3o bastante con-

fiaveis, motivo pelo qual este seri aqui apresentado.

5.2. Definicao do Problema:

O problema a ser estudado € idéntico ao do capi-

tulo anterior:

= 2
Gu ()\+G)uj,ji pwau, (2.30)

1,33 i
com as seguintes condigdes de contorno:

u, = 0 s e T

i 1
(2.31)
p, = 0 S € PZ
e condigoes iniciais:
Usg = 0y s £
(2.32)
.= V. Q
Vi v, s €

Para a solugao deste problema pelo método dos ele
mentos de contorno transformou-se, no capitulo II, a equa

cdo (2.30) na seguinte equacdo integral:

.
— * _
cij(S)uj(s) = Jruﬁ(S,Q)pj(Q)dT(Q)

.
- ¥, . - x : 9)
erl](S,Q)uj(Q)dF(Q) ow2J uij(S,q)u](q)d (q)

Q
(2.52)

sendo cij(S)dadopelos valores ja discutidos anteriormente.

Os termos que aparecem na integral de dominio sdo
aqueles que serdo transformados em algébricos com o empre-

go da técnica da discretizacido do dominio por células.
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5.3. Discretizacao Geométrica do Dominio:

Como comentado anteriormente,o dominio @ sera
dividido em células triangulares Qi definidas por seus
nos extremos (Fig. 5.1). Com o intuito de facilitar as in
tegragOes sobre tais células (item 5.7), € interessante re
lacionar a posicaoc de cada ponto q pertencente a uma
célula I com relagdo a posicdo dos vértices q;r 49, e
d3. Isto é feito através de coordenadas homogéneas " & "
(Fig. 5.2) definidas como no método dos elementos finitos
[8]:

Fig. 5.1 - Divisao do dominio em células internas

:0dy, 950 93l
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/52

qz(O,l,O)

XZ ‘
45(0,0,1) % 0. (100 ™=
g,
0
e §2
X1
Fig. 5.2 - Célula 'I' com coordenadas homogéneas indica
das.
x, 19 = ¥ xM (5.1)
1 ~g o
*2
T -
n 0
XL = ~4 y (5.2)
2q T
0 n
- ~q
N
xXW = | x N (5.3)
(N)
X2
- q ]
Dq_ gl (5.4)
ol
IS |
q
£3
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onde (N) representa a numeragdo local dos vértices e j

coordenada em questao.

(5.5)

a

Explicitamente,a coordenada x. do ponto g (Fig.

J
5.2) pode ser escrita como abaixo:
q_ 9,1 q 2 q 3
xj = El Xj + 52 xj + £3 Xj

(5.6)

Escrevendo-se a variavel adimensional 63 para o
ponto g, em funcao do sistema de coordenadas (xl, x2),
obtem-se:

qa_ 1 5,0 a_g @ _q

€5 = 2A(2.Ao + b x{ + a x2) (5.7)

onde

a _ k _ .m

a’ = xq Xy (5.8)
0 _ .m k
b~ = X, = X (5.9)

- ok k m
ZAO = X X, X] %, (5.10)
A =2 (pTa? - p?ah (5.11)
o =1, 2, 3 m=2, 3, 1 e k=3,1, 2

Como a integral de dominio existente na equacdo
(2.52) envolve a solucao fundamental (u;k) que é funcao
do vetor posicdo "r(s,q)" do ponto "g" medido em rela-

cao ao ponto fonte "s" (ou "S") e do angulo 6 entre a

direcao deste e o eixo Xy € conveniente expressar a equa

cdo (5.7) em funcdo do sistema de coordenadas polares (r,
P

0,) com origem no ponto "s" (Fig. 5.3).
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Fig. 5.3 - Célula interna e os sistemas de coordenadas

(Xll X2) I4 (gll EZ) e (rre)

Desta forma a equacdo (5.7) se modifica para:

Eg = E; + j% (b%cos6 + a%senb) (5.12)
a

onde os valores de a” e b s3o dados pelas expressdes
(5.8) e (5.9), e Ez é obtido diretamente da expressio(5.10)
para o ponto "s".

Assim,determinam-se as coordenadas homogéneas de
um ponto "g" em uma célula "i" a partir da dist3ncia des-
te ponto ao ponto "s" conhecido, e do angulo que o vetor
formado pela linha que une "s" & "q" possui com relacio ao

eixo x-.
1

Da equacdo (5.12) chega-se aos valores das dis-
tancias Rg indicadas nas figuras (5.3) e (5.6), que vao
facilitar a integracdo numérica sobre a célula ainda a ser

apresentadas
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-2aE;
Rmx(s,e) = X {(5.13)
b cosb+a senbd

ng(s,e) € a distdncia de s a um ponto g perten
cente ao lado definido pelos pontos 9 © 9y quando o tri
angulo & definido pelos pontos dy, 9y © 9), como na figu
ra (5.3) onde m =1, =3 e k=2, ou genericamente mostra-

do na figura (5.6).

5.4. Aproximacao dos deslocamentos para pontos internos:

A aproximacdo discretizada dos deslocamentos é
feita da mesma forma que a discretizacao geométrica, ou se
ja, pode-se interpolar os valores dos deslocamentos incogni
tos u, de cada ponto "q" pertencente a cada célula i,
através da sua parametrizacdo com relacdo aos seus valores
nodais, usando coordenadas locais homogéneas ¢&¢. A interpo
lagcao aqui escolhida lineariza os deslocamentos no inte-

rior de cada célula, figura (5.4).

Fig. 5.4- Interpolacao Linear dos deslocamentos em cada

célula triangular.
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Desta forma tem-se [8]:

u
1 _ X':Eq) g‘N) (5.14)
Yy
[T
T
_9 g
™ [
U = v, (5.16)
<
(N)
\92
r~ q 3
&1
- .q
Nq £5 b (5.17)
q
\ g3 J
(1
Y5
N 2
g]g ) = Y5 (5.18)
3
Yy

De maneira explicita se escreve o valor aproxi-

mado de uj para o ponto g da seguinte forma:

d q 41 qd ;42 q 43
s = U. + Ul + U 5.19
u; &5 3 £ 5 £3 3 ( )
onde as coordenadas adimensionais do ponto "g" sdo dadas

pela expressdo (5.12).
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5.5. Transformagao da Equacao Integral em um Sistema Alge-

brico:

ApOs ter-se discretizado o contorno em elementos
Fk e o dominio em células Qﬁpa equacao integral (2.52), se
guindo procedimento analogo ao item (3.5), pode ser escri-
ta como uma soma de integrais sobre os elementos do contor

no e sobre as células (Fig. 5.5):

NE

T (k)
.. . = -1 k. .
cy3e1u508) = -2 1] ptyis,0¢T@ar @19 o) +
k
NE
v 2 tf upss,o¢ T @ar 1l
k=1 /1 *J - ~J
k
(5.20)
NC T (m)
-w? 2 [pj ut.(s,q)x" (@ af(q)1Uu. (q)
m=1 ‘g *J - ~J

m

onde NC & o numero de células internas.

A equacado (5.20) & a equacdo integral de con-
torno e dominio para pontos do contorno, porém, COmO
os valores dos deslocamentos internos também sao in-
cognitos, deve-se escrever tal equacao para os pontos
internos onde a unica mudanca na grafia de (5.20) é
a substituicdo da letra "S" pela letra "s" que significa
considerar o ponto fonte no interior do corpo; neste ca-
so,a constante cij(s) seria igual a §,., como co-

1]
mentado no capitulo II.
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Fig. 5.5 - Representagao do corpo com dominio e contorno

discretizados.

Calculando-se adequadamenté todas as integrais (i
tens 3.6 e 5.7) da equacao (5.50), tem-se:

e e 1
U P
~S1 -~ - ~1 SN ~1
Cy gs + [hs ...DSS. .DSN] =[gsl. .gSS .« 9 ] -
Ust 1 Zst
Uy | Py
‘ (
— w2 [mSl...mSS...mSN...qu...mSM] gl )
Ug (5.21)
>
1 Uy
s
U
\ "“M J
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-S4 n S,
IIL1 n ’ 1 ¥

onde as submatrizes g e ¢ tém o signficado

descrito no item(3.5)e"TSQ" contém os coeficientes que
ddo a influéncia massica do ndé "&" no ponto nodal "s",
sendo sua dimensdo (2x2) no caso bidimensional.

Cabe ainda especificar que,na equagao (5.21), N
€ o numero de ndés do contorno, M é o nUmero total de nds
do problema e,consequentemente, (M-N) & o numero de nos in
ternos do problema, além disso,para facilitar o entendi-
mento das expresssbes (5.21) e das subsequentes,adotou-se,
na numeracao global dos nds, nds internos com numeragao
sempre maior que os do contorno, separando-se,de maneira
clara, os vetores e as matrizes.

Tomando-se cuidado de observar que:

Cq + ESS = hSS S e T (3.18.c)
e

cg = I s € (5.22)

Nao deixando de lado, ainda, que os termos em

"h" e em "g" estdo relacionados apenas com deslocamentos e

forcas nos nds do contorno, pode-se escrever de maneira glo
bal:

—

_ r 3 r~ 1 r W
Qll...thQl(N+l)... 1M 0, gL gINQL(N+L) oM P,
E‘Nl° . .IJNNON(N+1) . 9NM o, = gNl. . _gNNON(N+l) - .QNM< P+
EML  PMN M(N+1) oMMl ML, MNM(NHD) oMM

__.~ - - - AK—'MJ _~ - - - -l \ —M‘
11 1M | [
"M c e e e e e ccccasaeens =1 M U
m " Uy
2 L) - by
+ pw ) ) . EN (5.23)
M . i Uy
T A =M
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onde as submatrizes 0 para indices maiores que "N" repre

~

sentam o ndo relacionamento direto entre os termos de con

torno e as variaveis de dominio, e as submatrizes I = 5?%
sao os valores de g(s) e representam a existéncia de um
ponto fonte em "s" e,consequentemente, um valor incogni
to a se considerar.
Pode-se aqui,também,escrever a equacao 5.23 em
sua forma compacta:
HU = GP + w2MU (5.24)

que & um problema de autovalores e autovetor analogo ao ex

presso pela equacao (4.16).

5.6. Obtencao da Solugao Numérica:

Por analogia, a transformacao do problema de au-
tovalor generalizado, expresso na equagao (5.27), para o
problema padrao de autovalor e autovetor e sua consequen
te solugdo, segue os procedimentos descritos no item 4.5,
gue incluem os problemas de corpos livres de restrigbes e
com graus de liberdade restritos.

Para que esta analogia fique completa as condi-
¢bes de contorno, como o proprio nome o diz, sado impostas
apenas para nOs pertencentes ao contorno do corpo, ficando
livres de restricdes os nds do seu interior.

Resta ainda dizer que as condigOes iniciais que,
de maneira geral, sdo prescritas no dominio do corpo
(Equacdo 2.32), devem ser tratadas através da integracao de
suas densidades em todo o dominio pelo processo da aproxi-
macdo sobre células, ou seja, pelo processo descrito nes

te capitulo para o caso particular da matriz de massa.
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5.7. Integracao sobre as Celulas:

Utilizando-se as notacdes empregadas nos itens 5.3
e 5.4, pode-se escrever o termo que representa a intregra-

cdo sobre uma célula como segue:

f T (k)
* af . =
[ Lzul](s,q)g(q) (x) ! U5
k (5.25)
9M RM— 9 .9 .q ui
* *
_ J J uiyp W |51 62830 0 0} L o4 4o ,
6 ‘R q .9 -9 u
momuzy ui, |00 0 &5 E5 E3 1
3
Jul
ulr
2
u2
2
u3
L3
onde Ug € o deslocamento na direcd3o a do nd b e Gm e

GM representam os angulos extremos de varredura do vetor

r(s,q) e Rm e RM

tor r(S,q) pode assumir.

representam os valores extremos que o ve

Usando a expressao (5.12) pode-se escrever (5.28)

como segue:

T eM M T
* QU. = . . S, +
JQ uljx(q)d g] J@ JR Zl]dﬁd 2-<(S)
k m m
+ J T V. .zl (8)drds (5.26)

g /R 13~

m m

onde

l] = u;‘_] r2
y = u* r2
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X(s) gi Eg gg o 0 0
000 g e e
e (5.27)
Ba- [ o o
o 0 o0 1 8 o
com
QS = %Z(bucose + ausene)

Pode-se facilmente determinar de forma analiti

ca, as primitivas em "r" das fungodes Zij e yj4 que sao
expressas abaixo:
- _ 1 - 2 par-x
L Zijdr = M5 = gre oY) {(3 4v)6ij[ 5 (nr-3)1 +
r2
T r, ) (5.28)
_ - 1 - bl 1
J yijdr = Oij = BTG (1-V) {(3 4v)6ij[ 3~ (Wnr-3)1 +
r
(5.29)

Os limites de integracao (RM e Rm) sao dados
pela expressdo (5.13) que define a equacao de cada aresta
gue limita a célula em questao. Deve-se tomar cuidado com
o fato de sempre haver um dos extremos (RM ou Rm) represen
tado por duas equacOes diferentes, devendo-se,para tanto,
dividir o intervalo de integracaoc em dois.

Para o caso da Fig. (5.6) tem-se:
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XZ .54
[ ]
53
Fig. 5.6 - Extremos de Integracdo para ponto fonte em
S1 (ou Sl)
. e R on Ren
Lzuij X(q)dﬂ = L)Mij . do + L Mij ds X (s) +
k k xn 2 Ben |
) ) On Ren
+ O - (0)de + J . 0)de 5.30
Je 5|, 2 ® , 035 | L1 (5.30)
k kn L kn

onde sq (ou Sl) foi adotado como fonte, ficando os extremos
GM, em, RM e Rm devidamente definidos; a figura mostra ain
da outras 5 (cinco) possiveis posigdes relativas para o pon
to fonte; neste caso a escolha dos extremos & feita de ma-
neira anadloga a indicada para Sy bastando que se leve

em conta a ordem crescente de 6 e a magnitude de r.
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Existem ainda outras posi¢les possiveis ndo mos
tradas na Fig. 5.6 para o ponto fonte; sd3o aquelas nas
quais o ponto fonte coincide com um dos cantos da célula.
Para estas posicOes os limites de integracdo sdo mais sim-

ples e sdo mostrados na figura abaixo:

Y}

Qn

em

Fig. 5.7 - Limites de Integracdo para fonte em um dos vér-

tices da célula.

Para este caso,quando se <calcula as integrais
definidas de (5.30), basta substituir os extremos inferio-
res, da variavel r, por "0" (zero) e levar em conta os va

lor dos limites abaixo.

lim M,. = 0
+ 1
r>0 (5.31)
lim Oij =0
+
r->0

Reescrevendo a equagao (5.30) de forma mais com-

pacta tem-se:

g :
J u T ag = QMl (6)d6 + rnM2 (0)doe (s) +
o i3 X T L My Jy Mij 2

k k o
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62 0
1 o2
+ J 0y.(0)c(8)de + J 0y.(8)c(8)dse (5.32)
9 1] ~ 6 ij -
k L
onde os indices superiores "P" nas matrizes Mij e Oij
representam os extremos de integracao, no caso Rkn - Rk%
(P=1) e Rkn - R%n(P=2) vistos na figura(5.6)com slfonte.
Pode-se,entao, transformar as integrais em 6 para
integrais adimensionais nas variaveis nl e n2 confor-
me o intervalo de integracao.
Neste caso tem-se:
(6, + 6,)
1 _ 2 . s k .
noo= 5,- 0 (0 - ———) p/ o intervalo [0,,6]
k
(5.33)
(6. + 8,)
2 _ 2 n L .
n 5= 9 (6 - 3 ) p/ o intervalo [6,0 ]
n L
(5.34)
e consequentemente
1 _ 2
dn =T -5y 4o em [© ,9 ] (5.35)
(V=9 kO
dn? = ——2__ ad¢ em [6,,6 ] (5.36)
(en-el) £’ n :

Fazendo-se a transformacado,a expressio (5.32) fi-

ca,
T D N N T S LT PP
. O=| 20— = . f o—_— MZ.d +
Jﬂuljx(q)d 5 LlMljdn 5 Ll i3 nJ x (s)
0 9 1 ) 6 1
= "k [T .1 1 n- "4 [T 2 2
+ 5 J_fﬁj Edn + 3 J_fhj Ed” (5.37)
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Observa-se novamente que, para cada posicao rela-
tiva do ponto fonte (Fig. 5.6),obtém-se uma expressio ana-
loga a (5.37). Para isto Dbasta que o0s extremos de
integracao sejam respeitados.

No caso do ponto fonte ser coincidente com umvér
tice,uma das integrais em 6 deixa de existir pois, para
este caso,0s extremos em r S30 expressos apenas por uma
expressao Fig. (5.7)

Para concluir a obtenc¢ao dos coeficientes, inte-
gra-se numericamente a expressdo (5.37), utilizando a qua
dratura de Gauss (Item 3.6.1). Apds executar todas as so

mas e produtos necessarios chega-se a seguinte expressio:

T I
J ar (s, @) x (@ aa(quit) =
o 1] 2 <3
(1)
( 3
_ _ s
k % n K 2 D 1
My Mg My 12 12 12 )
_ 1
k 2 mn mk m% mn U?
M1 My 21 21 21 21 ok
e - U
2
%
U
2 | (5.38)
n
Y,
L J

ou,rearranjando para a forma usual adotada pelo método,tem

—-ge: - 3
: k L n_ k
- | | | {Ul
My Mo | M3p Myy | Myy  Myy | Yy
| | I [Ul -
| l | IRE }
M1 My l My My I Moy My ‘ 2
_ _ ( n
L2 )
T T (I) 5.39)
= | ufy (s, x (@) a(q) U, (5.
Q(I) J ~ ~J

onde as submatrizes m?? sdo as submatrizes da matriz global

M mostrada no item anterior.
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CAPITULO VII

Exemplos Numéricos

7.1. Introducgao

Nos trés capitulos precedentesmostraram—-se tré&s
maneiras diferentes de tratar o problema de vibracdo li-
vre pelo Método dos Elementos de Contornoutilizando o con
ceito de matriz de massa. O processo da dupla reciprocida
de ja é bastante explorado e varias referéncias [42-46,68]
trazem resultados diversos de sua aplicacdo. Por este mo-
tivo, desenvolveram-se para este trabalho, dois programas
principais que resolvem os problemas de vibracdo livre pe-
los processos da integracdo de células e alternativo, des-
critos nos capitulos V e VI respectivamente.

Resolvem-se entao, com estes programas, dois
exemplos da literatura, e comparam-se seus resultados com
Os ja existentes para a dupla reciprocidade. Cabe ain-
da recordar que os elementos de contorno utilizados neste

trabalho sao lineares com aproximacdo linear.
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7.2. Autovalores e Autovetores de uma Viga Engastada:

Analisaram-se os cinco primeiros modos de vibra
cdo da viga engastada mostrada na figura (7.1), utilizando
-se diferentes discretizacdes de contorno. As proprieda-
des consideradas para esse meio continuo foram as mesmas
ja adotadas por outros autores quando da resolucdo via du-

pla reciprocidade: h = 6, {4 = 24, E/p=104 e v =0,2.

—

Fig. 7.1 - Viga Engastada

Reproduzem-se na figura (7.2) os resultados da
dupla reciprocidade obtidos por Nardini e Brebbia [43],
onde utilizaram=se elementos de contorno quadraticos, pon-
tos base internos e fungbes cdOnicas como aproximadoras. Es
tes resultados sao comparados, na mesma figura, com uma so
lucao obtida pelo método dos elementos finitos usando ele-

mentos retangulares e contendo 451 nés.
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“ T( periodo)

604 / ®

LST - K
110":_ ______ e —e— ]
s T e
Y t : + + t —
4 6 8 10 12 14
N(nimero de elementos)
Fig. 7.2 - Dupla Reciprocidade Nardini e Brebbia

Na figura 7.3 mostra-se o mesmo tipo de andlise

feita para a integracgdo direta e para o processo alternati

vVO.
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A T {periodo)
— ~—+— Teoria tecnica corrigida { Timoshenko)
® Célula Previsdo Célula
O Alternativa ——_—_ Previsdo Alternativa
6,5 R A B S 6,48
Y,
/ —_——
/'—"" _ % @
e =" Y
6,0 =
—
/Jr’”—
[
5,5
1,5

— —Y —00,34 @
®

20 30 40 50 60

N{numero de elementos)

Fig. 7.3 - Integracdo Direta e processo alternativo.

Devido a utilizagdo de tipos diferentes de ele-
mentos de contorno, e de ndo se saber exatamente gquantas ba
ses internas foram empregadas pela solugdo encontrada na
figura (7.2), torna-se inviavel uma comparacdo direta da

eficiéncia da dupla reciprocidade e dos processos aqui
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empregados. Porém na figura (7.3) pode-se notar gque ambas
as aproximagoOes mostradas apresentaram 6timos resultados
quando comparados como método dos elementos finitos.

Observa-se na figura (7.3) que o processo de in
tegracdo direta foi mais eficiente do que o processo al-
ternativo; isto se da, obviamente, pela melhor aproxima-
cao das densidades do dominio quando aproximadas por célu-
las internas. Porém, para que isto fosse possivel, utiliza
ram-se pontos internos, acarretando um maior volume de da-
dos e afastando o objetivo principal do método dos elemen-
tos de contorno,que é o de limitar as incbgnitas princi-
pais do problema a valores no contorno.

Além disso, aumentou-se o esforgo computacional
visto que os sistemas matriciais ficaram com ordens supe-
riores aos equivalentes do processo alternativo. Para que
isto fique claro, mostram-se na fiqura (7.4) as discretiza-
¢oes utilizadas pelos processos de integracdo direta e al-
ternativo para a solucdo do problema da figura (7.1), com

trinta elementos de contorno.

a) Integragao direta b) Integracao alternativa

Fig. 7.4 - Discretizacgdes para Integracdao Direta e Alterna-

tiva.
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7.3. Quadrado com Furo:

Os quatro primeiros modos de vibracao foram cal
culados para a estrutura plana mostrada na figura (7.5),
(E/p = 103 e Vv = 0,25). No processo de integracio dire-
ta (ID) utilizaram-se 40 elementos de contorno e 80
células internas (fig. 7.6-a). No processo alternativo uti
lizaram-se 56 elementos de contorno (fig. 7.6-b). Os
resultados (fig. 7.7) foram comparados as solucdes dadas
por Nardini e Brebbia [68], pelo processo da dupla reci-
procidade (D.R), com 24 elementos quadraticos, e pelo Mé-
todo dos Elementos Finitos (E.F), wutilizando 180 nés pa-

ra elementos retangulares quadraticos.

S TR SRR, AT 7R A7
| 18 | 24 | 18
t

Fig. 7.5 - Quadrado com Furo.

a) b)

Fig. 7.6 - DiscretizacgoOes utilizadas.
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DR: 2,429 6,366 8,406 10,04

FE: 2,402 6,337 8,419 9,92

ID: 2,482 6,406 8,507 10,31

PA: 2,493 6,540 8,610 10,92

Fig. 7.7 - Comparacdo dos resultados em frequéncias natu-
rais.

Como pode ser visto, as diferencas maximas entre
os valores das frequéncias calculados para os quatro primei:
ros modos sdo de 4%, 3%, 2% e 9%, respectivamente. Conclui-
-se dai que a aproximacdo proposta & muito eficiente pela
pequena diferenca entre os valores obtidos em face & relati

va pobreza da discretizacdo empregada.
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CAPITULO VIII

DiscussoOes e Conclusoes

Neste trabalhc estudaram-se trés formas diferentes
de tratar o problema de vibracdo livre de meios finitos
pelo Método dos Elementos de Contorno utilizando o concei-
to de matriz de massa. Estes processos podem ser estendi-
dos para casos transientes como mostram, usando o) pro-
cesso da dupla reciprocidade, Nardini e Brebbia [43, 68].
Destes trés processos, dois tém uma grande importan-
cia para o desenvolvimento no Método dos Elementos de Con-
torno, a saber,o Processo da Dupla Reciprocidade e o Pro

Cesso Alternativo aqui sugerido.

Sua importancia esta relacionada com trés vantagens
principais; a primeira delas é que, por usarem a solucio
fundamental do problema estadtico, reduzem consideravelmente

o esforco computacional para o tratamento de problemas
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transientes, que antes eram tratados através de solucoes
fundamentais dependentes do tempo ou das frequéncias -
(Transformada de Fourier). A segunda vantagem é que, para
certos problemas de engenharia,basta a determinacao das
frequéncias naturais da estrutura para se analisar a vali-
dade de um projeto. Esta determinacdo & feita diretamente
nos processos que utilizam o conceito de matriz da massa,
enquanto que, nos outros processos, isto & feito de maneira
indireta onde, para tanto, impde-se solicitagdes harmdni-
cas com frequéncias variaveis até que se atinjam condicgdes
de ressonancia (singularidade do sistema), o que, além de
exaustivo, & bastante impreciso [20].

Finalmente,a Gltima vantagem & aquela inerente a to
do o Método dos Elementos de Contorno, que é a de reduzir
o problema dinamico de um corpo qualquer a andlise de seu
contorno. Trazendo assim,quando comparado com as técni
cas de dominio, uma reducdo do volume de dados, numero de
equacgoes e esforgo computacional.

O processo de integracgdao direta células, apesar de
fugir da filosofia basica do Método dos Elementos de Con
torno devido a necessaria discretizacdo do interior do cor
po, foi aqui apresentado devido a 6tima aproximacao das
densidades que a interpolacao por células proporciona.
Como era esperado,sua convergéncia para o resultado corre-
to foi Otima, porém observou-se que sua adequacao a des
continuidade no contorno nado & muito boa, pois surge
uma inconsisténcia na matriz de massa "M" , que é expli-
cada pela introducgdo de uma descontinuidade no interior do
corpo (figura 8.1- , que ndo é representada nas matrizes
"H" e "G" geradas apenas pelas integracdes dos elementos
de contorno.

Este pequeno problema foi facilmente resolvido atra
vés da redugdo desta descontinuidade, como mostra a figura
(8.1-b). E obvio, também, que as respostas convergem para
o valor exato mesmo ndao adotando tal procedimento; porém

esta convergéncia nao & tao rapida como se constatou.
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(a) (b)

Fig. 8.1 - Descontinuidade do dominio.

A comparacado entre os processo da dupla reciprocida
de e o proposto aqui é feita enfocando-se dois aspectos
principais, que sdao a qualidade da aproximacdo das den-
sidades de dominio e a diversidade de aplicacgbes que cada
formulacao possibilita.

Com relacdo ao primeiro aspecto, no capitulo VI, fo
ram executados testes bastante detalhados, que levam a con
clusdo que a aproximacdo proposta aqui & mais eficiente
que aguelas normalmente utilizadas para aproximar as den-
sidades de dominio no processo da dupla reciprocidade. Is-
to foi confirmado ainda na execucdao de exemplos numéricos,
capitulo VII, onde, para o processo alternativo, ndo se
detectou nenhuma frequéncia complexa em todos os espec
tros gerados; ©0 mesmo nao ocorre para O processo da du-
pla reciprocidade, como afirmam Nardini e Brebbia [43].

No que diz respeito a diversidade de aplicacgodes,
como ja foi mencionado no capitulo VI, o processo da du-
pla reciprocidade deixa a desejar, pois,se na densidade
de dominio a ser transformada estiver presente a primeira
ou segunda derivada da solugao fundamental, como por exem-
plo no caso de problemas que envolvem materiais plasticos,

as integrais de contorno resultantes terdo nicleos com sin

gularidades iguais e superiores as dos nlucleos da integral
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de dominio original. Desta forma as Matrizes globais re-
sultantes da transformac¢ao ndo serao mais "H" e "G" mas
sim outras, cuja obtengao é agravada por singularidades
muito fortes e de dificil Integracio.

Ja a transformacdo sugerida no processo alter-
nativo gera sempre integrais de contorno com nucleos me-
nos singulares do que os nlucleos da integral de dominio
original. A integracdo no contorno é feita, entdo, sem
dificuldades para qualquer tipo de problema que se deseje
resolver.

Resta, ainda, comentar que as geratrizes das
funcoes aproximadoras foram descritas como sendo ortogo
nalis entre si, vertical e horizontal, respectivamente.
Obviamente, as direcOes das geratrizes podem variar de ba
se para base, contanto gque se mantenham ortogonais, no
intuito de otimizar a discretizagdao do contorno, respei-
tando-se a condicao de coincidir as geratrizes e os pon-

tos do problema, como mostra a figura abaixo:

Fig. 8.2 - Discretizacgdao de um circulo com funcdo propos-

ta rotacionada.
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Devido a flexibilidade do processo alternativo aqui
sugerido, abre-se wuma frente muito ampla de aplicacdes,
que é a sua diversificacdo para outros problemas da enge-
nharia; além disso, esta pesquisa pode ser implementada
para a adequacao desse processo a dominios infinitos, as
sim como propds Leoffler [69] para a Dupla Reciprocida
de.
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