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RESUMO

Neste ttabalho e proposta a analise de estruturas
de parede fina considerando a extensao e flexao da parede. A ana-
lise & feita em regime elastico linear para um material homogéneo
e isotropico. A estrutura & assumida como uma associacao de lami-
nas no espago, onde em cada lamina existe o estado plano de ten-
sao somado ao de flexao de placas finas. Adicionalmente, diafrag
mas podem incidir no plano da segao transversal para minimizacao
dos efeitos locais de cargas concentradas ou de vinculacgao pon-
tual, como para a consideragao de ortotropia nas diregoes trans-
versal e longitudinal da estrutura. Os diafragmas podem manter a
secao transversal rigida em seu plano ou impor deformagao longitu
dinal plana ou a associagao destes dois efeitos. Na secao trans-
versal, os diafragmas podem atuar em toda segao ou somente em par
te dela.

0 tratamento numerico da analise foi feito atraves
‘da formulagao direta do metodo dos elementos de contorno. 0 siste
ma final de equacgoes e obtido tratando-se cada lamina individual,
com o estado plano de tensao e flexao de placas finas, como uma
subregiao. ApoOs as transformagoes de coordenadas nas equacoes de
cada subregiao, procede-se a compatibilizagao de deslocamentos e
equilibrio de forgas entre elas.

Varios exemp]oé foram resolvidos e os resul tados
comparados com outras formas de analise dos problemas, quando pos
sivel, mostrando a precisao da sistematica proposta.



ABSTRACT

In this paper, a thin walled structural analysis is
proposed taking into account the stretching and bending of the wall.
This is a elastic linear analysis for a homogeneous and isotropic
material. The structure is assumed as a strip association in the
space, where the plane stress state is jointed to the bending of
thin plates. Diaphragms must be included in the transversal direction
to reduce local effects of concentrated loads or punctual support,
as considered a orthotropic response in the transversal . and
longitudinal directions of the structure. The di&bhragms must
jncrease stiffness in the transversal direction or constrain plane
strain of the section or both effects. In the Cross section,
the diaphragms can be related to the whole section or only a part
of it.

A numeric treatment of the analysis is «carried on
by the direct boundary element formulation. The final system is
obtained assuming each individual structural plane element as a
subregion. After the necessary transformation of these equations
they can be combined together taking into account the displacement
compatibility and equilibrium conditions.

Several examples are solved and the results are
compared whenever possib]e with other analysis of the problems,
showing the accuracy of the proposed formulation.



LISTA DE SIMBOLOS USADOS

Neste trabalho utilizou-se notagao inicial com a

convencao de somatoria de Einstein, onde indices repetidos indicam

somatoria.

()

funcao linearmente independente

fungao que fornece o deslocamento do ponto onde se
aplicou a equagao integral

angulo entre o macro-elemento e o plano Xy X3 (xz)
coordenada que percorre o contorno

coordenada que percorre a linha de cargas no domi-
nio

delta de Kronecker, vale 1 quando i =j e zero em ca
so contrario

funcao delta de Dirac no argumento (x - £)
deformagao associada a pequenos deslocamentos, cor
respondente a deformagao ocorrendo no plano perpen-
dicular a i e na direcao j.

variavel que percorre os elementos de contorno

rotagao externa contida na direcao i

rotagao externa contida na diregao normal ao con-
torno
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Ql

1J

iJ

rotacao externa contida na direcao tangente ao con-
torno '

valor prescrito de 0,

valor prescrito de 0

valor prescrito de 0

valor de 0 da solugao fundamental

valor de 6 da solugao fundamental

valor de o da solugao fundamental

constante de Lame, auto-valor (capitulo 7)
constante de Lame do estado plano de deformacao

constante de Lamé ou modulo de elasticidade trans-
versal

coeficiente de Poisson.
coeficiente de Poisson do estado plano de deforma-

cao
!

ponto onde se aplica a equagao integral

tensao interna atuando no plano perpendicular ao ei
x0 i e na diregao j '

tensao o5 Mo problema de instabilidade
valor medio da tensao %ij na espessura

matriz das fungoes aproximadoras das variaveis no e
lemento
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ij

rotagao do diafragma em relagdo ao eixo x
rotagcao do diafragma em relacao ao eixo y
rotagao do diafragma em relacao ao eixo z

vetor das fungoes aproximadoras de variaveis no ele
mento

coordenada de dominio

distancia do no integrado a extremidade do elemento
refere-se a diferenca (y -yp) ou a (x -x,) no nd i
matriz dos coeficientes das variaveis incognitas
forca externa por unidade de volume na direcgao i
vetor das forgas de volume

forcga bi no problema de instabilidade

matriz dos coeficientes das variaveis incognitas

/

coeficientes arbitrarios
I

- matriz das constantes elasticas

modulo de rigidez a flexao da placa

diferengas entre as coordenadas y ou (yB - yA)
diferencas entre as coordenadas x ou (xB ~ xA)
deformacao linearizada associada a €ij

deformagao €. media na espessura



modulo de Young ou modulo de elasticidade 1longitu-
dinal '

deslocamentos no plano medio da chapa
vetor de Galerkin (capitulo 3); vetor do produto da
matriz dos coeficientes pelo vetor com o valor des-

tas variaveis conhecidas e somado ao vetor indepen-
dente do carregamento distribuido.

modulo de elasticidade transversal
matriz dos coeficientes das forcas

complementar de G devido ao efeito da forga normal

submatriz da matriz G dos efeitos de i em j do ma-
cro-elemento k

submatriz da matriz G dos efeitos de i em j

elemento da matriz H ou comprimento do elemento de
contorno entre 0sS nos i e j

matriz dos coeficientes dos deslocamentos

complementar de H devido ao efeito da forga normal

submatriz da matriz H dos efeitos de i em j do ma-
cro-elemento k

submatriz da matriz G dos efeitos de i em J
matriz identidade
comprimento do elemento de contorno

medida da distancia entre nos
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medida da distancia entre nos

momento interno de flexao (i=j) ou volvente (i # j)
por unidade de comprimento

complementar de m. devido a forga normal

momento externo por unidade de comprimento na dire
¢ao i

momento externo por unidade de comprimento para flé
xao na direcao normal ao contorno

momento externo por unidade de comprimento para fle
xao na direcao tangente ao contorno (momento torgo:
ou volvente)

valor prescrito de Mi

valor prescrito de Mn

valor prescrito de Ms

valor de M, da sojug&o fundamental

valor de’Mn da solucao fundamental

Qa]or de M. da solugao fundamental

complementar de Mi devido a forga normal

complementar de Mn devido a forca normal

@y

complementar de MS devido forga normal
momento de flexao em relagao ao eixo x no diafragma

momento de flexao em relagao ao eixo y no diafragma



submatriz correspondente as equagoes adicionais de-
vidas ao diafragma

cosseno diretor da normal em relagao ao eixo j
vetor unitario normal ao contorno no plano da chapa
forga axial na direcao z no diafragma

forca distribufda na parede da secao na diregao x
fbrga distribuida na parede da secao na direcao y
forca distribuida na parede da secao na direcao z

forca distribuida na parede da secao na diregao % e
atuando no no i

forga externa por unidade de superficie na diregao i

forca externa por unidade de superficie na diregao
normal ao contorno no plano da chapa

forca externa por unidade de superficie na direcao
tangente ao contorno no plano da chapa

valor pfescrito de p,

valor prescrito de P
valor prescrito de P
va]or de oF do prob]ema de instabilidade
valor de Py do prob]ema de instabilidade
valor de Ps do prob]ema de instabilidade

forgca distribuida por unidade de comprimento que o-
corre na linha de cargas internas devido ao diafragma.
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forga que ocorre na diregao j devido a uma forga a-
plicada na diregao i, solucdao fundamental

vetor das forcas de um no

forgas que ocorrem nos nos associados ao diafragma
e devidas ao diafragma

forgas associaqas aos deslocamentos Ui
esforgos na subregiao j

forgas atuando nos diafragmas

vetor das forgas de todos os nos

cortantes internas por unidade de comprimento na di
recao i

valor de q; da solugao fundamental

complementar de g, devido a forga normal

cortante externa por unidade de comprimento

valor delQ da solucgao fundamental

Qa]or prescrito de Q

complementar de Q devido a forca normal

cortante na diregao x no diafragma

cortante na diregéo y no diafragma

distancia de onde se aplicou o carregamento unita-
rio ao ponto onde se deseja obter o deslocamento ou

forca na solugao fundamental

cosseno diretor de r em relacao ao eixo i



erro da funcao aproximadora no dominio

reacao de canto

reagao de canto da solugao fundamental
complementar de R. devido a forga normal

vetor unitario tangente ao contorno

momento torgor em relagao ao eixo z no diafragma
deslocamento ﬁa diregao x ou 1

deslocamento u do diafragma

deslocamento de um ponto B qualquer no plano do dia
fragma na direcgao x

deslocamento na direcao i

valor prescrito de u;, valor medio de u (capitu-
o 2)

valor de u. da solugao fundamental

‘deslocamento u na diregao & devido a uma forga apli

cada na diregao k, solucao fundamental

vetor dos deslocamentos de um no

vetor dos deslocamentos de todos os nos
des]ocameﬁtos exc]dsivosndos lados independentes da
subregiao i ou deslocamento de ndos nao associados

ao diafragma

deslocamentos do diafragma
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deslocamento na direcao y ou 2

deslocamento v do diafragma

)
i

deslocamento v de um ponto B qualquer no plano do

diafragma na direcao y

vetor do carregamento distribuido

cortante equivalente porvunidade de comprimento
valor prescrito de Vn

valor de V da solugao fundamental

complementar de V  devido a forca normal
complementar de V devido a forga normal

deslocamento na direcao z ou 3, deslocamento perpen
dicular ao plano da placa (Plano X y)

valor prescrito de w

valor de w da solugdo fundamental de placas
funcgao abroximadora

deslocamento w do diafragma

deslocamento w de um ponto B qualquer no plano do
diafragma na diregao z

sistema de coordenadas local (Y1 YZ 3('3 ou Xy z)

sistema de coordenadas auxiliar (x; X, x; ou x y z)
sistema de coordenadas globais (x]x2 X3 OU Xy z)

vetor das variaveis incognitas
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1 - INTRODUGAD

As barras de parede fina com segao transversal aber
ta ou fechada tem grande utilizagao em engenharia, compreendendo
desde perfis em ago dobrados a frio até a asa de um aviao, poden-
do-se incluir, dependendo de suas dimensGes, até os niucleos resis-
tentes em edificios altos e as secoes transversais de pontes. Nes-
te trabalho foi feita a analise em regime elastico com teoria de
primeira ordem, através do método dos elementos de contorno, de bar
ras cuja linha de esqueleto da secao transversal tenha elementos re
tos. Assim, tem-se uma barra que € o resultado de uma associacgao
de placas no espago. E neste sentido que a analise e feita ou se-
ja, a barra & tratada como uma associagao espacial de placas retan
gulares, onde em cada elemento da associacao existe um estado pla-
no de tensio somado ao de flexdo da placa. E permitida a utiliza-
cao de diafragmas transversais tanto para aplicagao de cargas ao
conjunto como para aumento de rigidez.

Para este fim, a resolucao das equagoes diferen-
ciais do problema & tratada com o metodo dos elementos de contor-
no. 0 principal aspecto deste tratamento pode ser mostrado numa ra
pida comparagdo com os outros métodos de analise numeérica mais co
nhecidos como o método das diferencas finitas e o metodo dos ele-
mentos finitos.

0 método das diferencgas finitas foi o primeiro meto
do de tratamento numérico dos problemas de engenharia formulado em
bases matematicas. Este método comegou a ser tratado como tecnica
numerica depois de Southwell [52] ter apresentado seu método de re
laxacao, apesar de nenhuma aumatizagao computacional ser possivel
até esta época. 0 conceito basico deste metodo consiste na trans-
formacdo das equacgoes diferenciais, que governam o problema fisico,
em um sistema de equacoes algebricas pela aplicagao do operador de
diferencas. Este operador transforma as derivadas de fungoes conti
nuas em diferengas dos valores destas fungoes tomados em pontos
discretos (nds). Os pontos nodais onde as incognitas sao associa-
das devem ser prescritos e as funcoes interpoladoras, que governam
as derivadas, precisam ser especificadas. A matriz envolvida no sis
tema de equacoes e simetrica com banda estreita.

0 método dos elementos finitos atraiu a atengao dos
pesquisadores pela particularidade de divisao do continuo numa se-
rie de elementos, que podem ser associados a partes fisicas, e tra



ta-los como um continuo reduzido. Nos devem ser associados interna
ou externamente a cada elemento e fungoes aproximadoras, usualmen-
te polinomios, sdo escolhidas para aproximar a resposta real do do
minio. Tendo-se em conta que estas fungOes sao unicamente defini-
das nos pontos nodais, as equacoes do metodo dos elementos finitos
podem ser obtidas de varias maneiras, como os principios variacio-
nais ou a técnica dos residuos ponderados. 0 uso de qualquer des-
tes procedimentos resultara na transformagao das equagoes diferen-
ciais num sistema de equagoes algébricas cujas matrizes sao do ti
po simétrica e em banda. Pode-se afirmar que este metodo & mais e
ficiente que o método das diferengas finitas. 0 grande interesse
dos pesquisadores por este método, no infcio de 1960, teve duas con
sequencias importantes:

a) Motivou 0 desenvolvimento de grande quantida

de de trabalhos em tecnicas computacionais e pro
gramas de engenharia.

b) Contribuiu para um substancial aumento de pesqui
sa em principios fisicos basicos como  tecnicas
variacionais e dos residuos ponderados.

0 metodo das diferengas finitas e o dos elementos fi
nitos sio conhecidos como técnicas de dominio nas quais as discre-
tizagOes sdo feitas em todo o dominio. Uma alternativa para redu-
zir o tipo e o niumero destas aproximagoes e dado pelas chamadas
tecnicas de contorno. Estas técn%cas consistem na transformagao das
equacdes diferenciais do, problemas, que descrevem o comportamento
da solucdo incognita procurada no interior e na superficie que en-
volve o dominio, numa équa¢50 jntegral que relaciona valores de
contorno somente. 0 resultado desta transformagao € que a dimensao
do problema e reduzida na majoria dos casos.

As técnicas das equagoes integrais foram, até recen
temente, consideradas como formas analiticas de solugao do proble-
ma e nao tratamentos nUméricos. Tornaram-se conhecidas na  Europa
através de uma serie de autores russos, mas naoc muito populares en
tre os engenheiros. Um predecessor de alguns destes trabalhos foi
Kellogg [40] que aplicou as equagoes integrais para a solugao dos
problemas de Laplace. As tecnicas das equa¢6es integrais sao prin-
cipalmente usadas em Mecanica dos Fluidos e em problemas gerais so
bre potenciais, sao também conhecidas como métodos das fontes que
sao metodos de analise indireta pois, as incdgnitas nao sao as va-



riaveis fisicas do problema.

0 metodo das equacgoes integrais de contorno foi uma
das primeiras tecnicas, mostrando a transformacao de uma equacgao
diferencial no dominio em uma equacao integral de contorno, ao ser
aplicado a problemas de elastostatica. Esta tecnica ainda permane
ce entre os metodos de contorno e sua teoria pode ser vista em
[33]. Recentemente, o metodo dos elementos de contorno foi formu-
lado seguindo os mesmos principios que governam o metodo das equa-
goes integrais de contorno [53]. 0 nome do metodo & devido ao tipo
de discretizagéo no contorno ser por elementos. Por outro lado, a
equagao integral tambem pode ser formulada usando o metodo dos re-
sTduos ponderados que permite facil relacionamento do método dos e
lementos de contorno com outros metodos de dominio como o dos ele
mentos finitos.

Em Tinhas gerais, no metodo dos elementos de contor
no, a superficie que envolve o dominio & discretizada em elementos
e fungoes polinomiais equivalentes as usadas no metodo dos elemen-
tos finitos sao necessarias para interpolar valores da solugao a-
proximada obtida entre os pontos nodais. Como as incognitas do sis
tema sao relacionadas somente ao contorno, o interior do dominio
nao precisa ser discretizado. Ap0s o calculo das integrais no con-
torno por processos numéricos, sao obtidos sistemas de equagoes com
matrizes nao simetricas mas, com ordem bem menor que as obtidas com
as técnicas de dominio. Apos a resolugao do sistema de equagoes, po
dem ser obtidos valores internos ,ao dominio como no contorno em
pontos prescritos.

Atualmente, as tecnicas dé contorno tem ganhado gran
de popularidade entre os metodos numericos e os principais motivos
sao:

a) reduzido sistema de equagoes;

b) pequena quantidade de dados;

c) apropriada modelagem de dominios infinitos;

d) boas respostas em problemas que trabalham com
concentragao de tensoes. ‘

0s meétodos de contornos incluem desde tecnicas sim-
ples como os métodos indiretos ate os métodos diretos, mais versa
teis.

0s metodos indiretos sao conhecidos como os métodos
de contorno menos sofisticados. A forma mais simples destes meto-



dos consiste no uso de solugoes singulares unitarias que satisfa
zem as equagoes diferenciais do problema no dominio com densidades
incognitas especificadas. Estas densidades ndo tem significado fi-
sico mas, com a sua obtencao a partir da prescricao de condigoes
de contorno num niumero de pontos, os deslocamentos e tensoes podem
ser facilmente obtidos. Kupradze [54] estabeleceu as bases das
formulagoes indiretas adotando a solugao fundamental de Kelvin [1]
para resolver problemas de elastostatica.

0 ponto inicial das formulagoes diretas e devido
a Rizzo [55] em 1967, seu trabalho, que apresenta a solucdo do pro
blema bidimensional de elastostatica, foi estendido por Cruse [56]
para o caso tridimensional.

As formulagoes diretas dos elementos de contorno,
que sao mais confiaveis que as tEcnicas indiretas, sao baseados na
adogao das variaveis fisicas do problema como incognitas no siste-
ma de equaqﬁeé. Pode-se tomar como exemplo os problemas de elasti
cidade, onde forgas e deslocamentos sao encontrados diretamente da
solugao do sistema de equagoes. Assim, tensoes ou outros desloca-
mentos podem ser encontrados diretamente dos valores no contorno
previamente encdntrados; |

Assim, o objetivo de tratar as barras de parede fi-
na com esta tecnica foi verificar a eficiencia da formulacdo dire-
ta do metodo dos elementos de contorno para este tipo de analise
tendo-se em conta os seguintes aspectos:

a) boas respostas em problemas de concentracao de
tensoes, aqui caracterizados pelo efeito das car
gas concentradas, principalmente;

b) reduzido sistema de equagoes, que corresponde a
possibilidade de tratar-se barras de paredes fi-
nas como associacao de muitas placas e que teriam
dificuldade de ser manipuladas com outras tecni
cas numericas.

No capitulo dois, apresentam-se alguns tratamentos
da analise de barras com esqueleto da secao transversal tipo poli-
gonal, encontrados na bibliografia, com o objetivo de situar este
trabatlho.

Como em cada placa componente da barra faz-se uso
das equagoes do estado plano de tensao com as de flexao de placas
finas, um resumo desta teoria & apresentado no capitulo tres.



No capitulo quatro, & apresentado o método dos ele-
mentos de contorno atraves da técnica dos residuos ponderados e,
tambem, as modificagdes introduzidas para a colocacao dos diafrag-
mas.

Alguns exemplos tratados atraves desta forma de ana
lise sao mostrados no capitulo cinco, juntémente com algumas con-
clusoes acerca de cada resultado.

No capitulo 6 e apresentada a estrutura do programa
desenvolvido, onde sao comentados os detalhes de programagao do mée
todo dos elementos de contorno.

Para a consideracgao do problema de instabilidade e-
lastica das placas componentes da barra, sao sugeridas equacoes no

capitulo sete e as conclusoes finais sao colocadas no capitulo
oito.



2 - SECOES DE PAREDE FINA

As pecas de parede fina com secao transversal aber-
ta ou fechada sao assim chamadas quando a maior espessura das suas
paredes e igual ou inferior a um decimo das dimensoes caracteristi
cas da segao transversal. Neste trabalho, estas pegas serao chama-
das genericamente de barras e dos seguintes tipos:

a) barras curtas: aquelas cujo comprimento € inferior a tres
vezes a maior dimensao da secao transversal.

b) barras longas: aquelas cujo comprimento & superior a dez ve

zes a maior dimensao da secao transversal.

c) barras médias: aquelas cujo comprimento fica entre 3 e 10 ve
zes a maior dimensao da secao transversal.

Da bibliografia constata-se que, em fungao do nivel
de precisdo desejada, a forma de calcular estas barras e bastante
variada, mesmo tendo-se em conta um material homogeneo e elastico
lTinear, em analise de primeira ordem.

_Assim, na teoria elementar de vigas, aplicavel a bar
ras de comprimento longo [1], as hipGteses para a flexdo sdo:

a) a secao transversal e rigida em seu plano ou seja, sao nulas
as distorgoes ou deformagoes existentes neste plano.

b) a segao permanece plana na deformagao ou seja, a distorgao de
vido ao esforgco cortante e desprezada.

Para a torcdo, as hipoteses de Saint-Venant, (1}, [2], sao:

a) A secao transversal e rigida em seu plano onde nao ha dis-
torgoes.

b) A rotacao da segdo & proporcional a sua distancia a origem.

c) 0 empenamento e igual em todas as segoes.

Para as barras com secao aberta e sujeitas a torgao
nao uniforme ou que possuem impedimentos nas extremidades, os re-
sultados obtidos pela teoria de Saint-Venant sao muito discrepan-
tes, mesmo pensando em barras longas. Dentre os tratamentos dados



ao problema pelos pesquisadores, Vlassov [3] desenvolveu a teoria
das superficies setoriais, cujo principal aspecto & considerar o0 e
qui]Tbrio da barra eﬁ estado tridimensional, ou seja, assume a bar
ra como superficie de uma casca fina e faz simplificagoes nas equa
¢oes de equilibrio e compatibilidade. As hipoteses basicas sao:

a) A secao transversal, admitida constante ao longo do compri-

mento, & inextensivel e rigida em seu plano somente para as
barras longas.

b) A distorcao e suposta nula no esqueleto. Desta forma, des-
preza-se a contribuicdo a deformagao das tensoes cisalhan
tes uniformes na espessura. Somente considera-se a distor
¢ao da torgao livre, ou de Saint-Venant, onde as tensoes ci
salhantes tem distribuigao linear com valor nulo no esquele
to. A justificativa e que a magnitude das tensoes de Saint-
-Venant & muito maior que a das tensoes uniformemente dis

tribuidas devido a diferenga entre bragos dos respectivos
binarios.

Em barras longas, obtem-se uma equagao para a defor
macao longitudinal semelhante aquela da teoria elementar de flexao
e onde inclui-se um quarto termo que leva em conta o efeito do em-
penamento restringido ou a nao uniformidade do momento torgor. Pa
ra barras nao longas, chamadas de comprimento médio [3], alem des-
ta equacgao aparece uma segunda eduagéo, tambem a quatro termos, re
ferente ao equilibrio a flexao da parede no plano da segao trans-
versal. Neste caso a parede deixa de ser rigida para ser apenas i-
nextensivel.

Para barras com segao fechada, analogamente, a solu
cao de Saint-Venant para o problema deixa de ser satisfatoria se a
torgao nao for uniforme ou o empenamento for restringido. Para resol-
ver este problema, pode-se citar a solugao de Karman [4] cujas hi
poteses sao:

-

a) A secao transversal & rigida em seu plano.

b) Os deslocamentos consistem de uma rotagao no plano transver
sal e um empenamento paralelo ao eixo longitudinal.

Esta teoria aplicada a asas de avioes tem estas hipote
ses garantidas pela existencia de enrijecedores transversais e Tlongi-



tudinais na parte interna, alem do comprimento das pegas ser lon
go.

Fazendo-se a analise de segoes fechadas ainda como
barras de comprimento longo, tambem usa-se o método devido a
Kollbrunner, [5] e [6] . Nesta analise, a secao fechada & suposta
aberta atraves de cortes ficticios nas celulas e depois restituin-
do estes cortes com tensoes de cisalhamento cujo valor e obtido
por consideragoes de compatibilidade geométrica e equilibrio de

forgas. Com relagao a este metodo, tomando-se o problema de torgao
como exemplo, nota-se:

a) Nas secoes abertas, aparecem as tensoes de cisalhamento da
torgcao livre e de flexo-torgao com distribuicao Tinear e u-
niforme na espessura, respectivamente. Assim, apesar de as
tensoes de flexo-torgao equilibrarem a parcela nao uniforme
do momento torcor, da hipotese de distorgao nula no esquele-
to desprezazse a sua contribuigao nas deformagoes da barra.

b) Nas secgoes fechadas, pode-se dividir as tensoes cisalhantes
do mesmo modo ou seja, tensdes de torcao livre de  Saint-
-Venant e de flexo-torgao, onde as ultimas equilibram a par
cela nao uniforme do momento torgor ou os efeitos do empena
mento impedido. Entretanto, ambas sao uniformemente distri-
buidas na espessura e com a mesma ordem de grandeza (os bra
¢os dos respectivos binarios sao iguais). Neste caso, a hi-
potese de distorgdo nula no esqueleto n3o tem mais sentido
(nas segoes abertas, as tensoes de torgao livre estavam de
acordo com esta hipotese). Assim, ao se reconstituir uma se
cao fechada a partir de uma segao aberta, as tensoes ou des
locamentos do problema inicial (segao aberta) nao estarao
corretamente proporcionados para as equacgoes de compatibili
dade. |

E importante ter em conta este fato na utilizagao
deste método pois, esta sendo obtida uma secao indeformavel sem
distorgao, neste tratamento. Alem de Kollbrunner, Vlassov [3], den
tre outros, tambem apresenta solugoes de segoes fechadas partindo
de uma secao aberta e retornando a fechada com as equacoes de com-
patibilidade.

Entretanto, nao & s0 o problema de torcao que afeta



as secoes de parede fina coma linha de esqueleto aberta ou fechada.
Nas barras com mesas desenvolvidas, & frequente o aparecimento do
fenomeno "shear-lag" em carregamentos que produzam flexao em rela-
c3o aos eixos principais de inercia. 0 resultado & uma variagao nao
uniforme da tensao normal nas mesas, onde esperava-se distribuigao
uniforme pela lei das segoes planas de Bernoulli. Alem deste fato,
os valores extremos da tensao normal, nestas mesas, superam 0S pre
vistos pela lei das secoes planas. O motivo para o aparecimento des
te efeito @ o acrescimo da distorgdo pelo esforgo cortante na de-
formagao das barras. Analogamente, onde ha variagao linear de ten-
soes, nas almas destas vigas, o fenomeno "shear-lag" promove uma varia
¢ao curva. Assim, como correcao aos resultados obtidos pela teoria
convencional de Bernoulli, Reissner [8] introduziu, nas expressoes
que exprimem os deslocamentos longitudinais das mesas, uma nova fun
¢ao para levar em conta o efeito de "shear-lag". Na literatura, en
contram-se estudos para avaliar o efeito de "shear-lag", podendo-
-se generalizar a teoria de Reissner [9] como simplifica-la [10].
Evidentemente, estas avaliacoes do efeito "shear-lag" como as reco-
mendacoes [12] sao para situagoes onde, segundo os autores, nao se
dispoe de programas sofisticados para analise do problema ou, ne-
.cessita-se de uma avaliacao rapida para ante-projetos. Uma aborda
gem do problema por uma outra forma e mostrada em [7]; neste caso
o autor adota para analise nao um material isotropico
mas, um material ortotropico. Os problemas sdo resolvidos atravées
de procedimentos inspirados nas solucoes de Saint-Venant para fle-
xao e torgao (1], [2].
~ Para Tevar em conta os efeitos da distorgao em se-
coes fechadas multicelulares, em [13] apresentam-se fatores multi
plicadores para momentos fletores longitudinais e tranversais; por ou
tro lado, se¢oes fechadas com muitas celulas alinhadas em uma dire
¢ao do plano transversal assemelham-se ja a estruturas tipo placa.
Para as secoes com muitas celulas alinhadas em uma direcao e com
vigas transversais espacadas no comprimento, encontram-se [14] ana-
lises do tipo grelha plana que levam em conta o efeito de "shear-lag".
Vlassov,ao analisar se¢6es fechadas com contorno po-
ligonal, inclui mais alguns elementos no equilibrio:

a) A influencia das tensoes de cisalhamento, a distorgao deixa
de ser nula no esqueleto e impoe que estas tensoes tenham
distribuigao uniforme na espessura.



b) Os momentos de flexdao da parede no plano da secao transver-
sal, cuja origem ocorre na variagao longitudinal das tensoes
cisalhantes. Como ocorreunas barras de segao aberta de com
primento medio, a seng e apenas inextensivel em seu plano.

Com estas hipoteses, as expressdes finais para 0Ss
deslocamentos nao tem semelhanca com aquelas das segdes abertas de
comprimento médio ou longo. Obtém-se um sistema de equacgoes dife-
renciais até para uma barra com uma dnica celula (ou uma secao cai
xao). Para a solugao, & proposto um metodo variacional que numa se
¢ao caixao reduz o problema a so]u¢Eo de uma equagao diferencial de’
sexta ordem a uma variavel. Entretanto, na analise do método varia
cional proposto, percebe-se que nao estd sendo levado em conta o e
feito de "shear-lag", apesar de Vlassov inclui-lo nas hipoteses .
Mesmo assim, esta andlise & por ele chamada de secgdes deformaveis
com distorgao e so foi limitada pelo método variacional proposto. A
analise da segao caixao, pelo método variacional de Vlassov, estendida para
esta secao com mesas laterais em balango foi programada em [17].

No sentido apontado por Vlassov, ou seja a inclusao dos
momentos fletores transversais, existem trabalhos na literatura,
[15] e [16], em que foi desprezada a influéncia das tensdes cisalhan
tes, nao sendo possivel levar em conta o efeito "shear-lag". Nes-
ta analise, a solucao do problema para torcao n3o uniforme ou de
empenamento restringido e analoga ao de uma viga sob fundagao elas
tica, enquanto para os deslocamentos de flexao e andalogo ao da teo-
ria elementar de vigas. V]assdv tambem trata este caso e chama de
analise de uma-segao fechada deformavel sem distorgao. Em [18] & a
presentado, para avaliacao do efeito dos momentos fletores trans-
versais em uma segao caixao, o uso do estado plano de tensdes. As-
sim, conhecendo-se uma tensao normal, no caso a tensdo longitudi
nal dada pela lei de Bernoulli para flexao, e fazendo-se uso das e
quagoes de equilibrio, com ausencia das forgas de volume, determi
nam-se as outras tensoes incognitas. As tensoes encontradas servi-
rao de base, segundo [18], para avaliacdo dos efeitos dos momentos
transversais.

A consideragao dos momentos fletores transversais &
conhecida na analise de folhas poliédricas [19]. Este caso, normal
mente apresentado em manuais de cascas finas como caso particu-
Tar, [20] e [21], nada mais € que uma analise de barras de compri-
mento meédio com parede fina e secao aberta. Esta analise considera



a estrutura composta por uma associacao de laminas e supoe:

a) nas extremidades, a folha poliedrica e suportada por dia-
fragmas infinitamente rigidos em seu plano mas que permitem
0 empenamento longitudinal.

b) cargas perpendiculares ao plano da lamina s3ao suportadas pe
la chamada agao de placa, ou momentos de flexdo no plano da
segao transversal. Os momentos de flex3ao na direcdao do eixo
Tongitudinal sao nulos pelo comportamento da lamina ser de
placa estreita.

c) cargas no plano da lamina sao levadas aos diafragmas com a
lamina assumida como viga alta.

Para analise destas folhas, existem solucées fecha-
das para particulares condicoes de carga e apoio [20] e [21], como
métodos numericos [22].

0 esquema da figura 2.1, apresentado em [27],.mostra
o0 relacionamento entre as teorias.

Teoria do continuo dos solidos em
tres dimens3es

CASCAS CASCAS
FINAS ESPESSAS
l
VIGAS VIGAS VIGAS
PAREDE —w— PAREDE -—=——= SEGAC TRANSVERSAL
FINA ESPESSA MONOLITICA
FIGURA 2.1

Desta forma, tomando-se como exemplo as vigas de pa
rede fina, chega-se as teorias de calculo destas barras simplifi-
cando a teoria de cascas finas com hipdteses analogas as de flexao
de barras de secao monolitica; por outro lado, efeitos como "shear
-lag" nao podem ser notados.

De modo inverso, para que sejam considerados efei-



tos nao previstos em teoria de vigas, 0 grau de complexidade da a-
nalise & aumentado o que faz retornar-se as cascas.

R medida que aumenta a complexidade do tratamento,
solugoes diretas tornam-se dificeis de serem obtidas e a utiliza-
cao de metodos numéricos,uma necessidade.

Para tratamento numeérico do problema, existem pro-
gramas que,utilizando a teoria de Vlassov sem os momentos transver
sais e incluindo os efeitos de distorgao (segdes transversais in-
deformaveis com distorgdo) [23] e [24], resolvem as equagodes dife
renciais com elementos finitos.

Quando o esqueleto da segao transversal aberta ou
fechada e po]igonal, 0 que resulta em laminas formando a barra de
comprimento meédio ou longo, a analise por elementos finitos de su-
perficie [23] tem como extensao as faixas finitas onde cada lamina
e uma faixa [22], [25] e [26]. As faixas podem conter o estado pla
no de tensoes, sem simplificagoes, e até os momentos de flexao da
parede nas diregoes transversais e longitudinais.

' Pode-se ate incluir o efeito da espessura na flexao
das laminas [26] mas, tambem esta sendo generalizado o tratamento
das segoes de parede fina para as de parede grossa.

0 tratamento com elementos finitos de superficie tam-
beém pode ser simplificado com a eliminacio dos efeitos de flexdo
da parede e s0 considerando-se o estadoplano de tensdo, (28] e [29].

Na diregao da analise com a consideragao de flexao
e extensao da parede; sabe-se da teoria de cascas que em cas-
cas curtas, os momentos de flexao da parede no plano longitudinal
e as respectivas cortantes nio podem ser negligenciados, no equili
brio, como se faz para as medias e longas.

Tendo-se em conta este fato e com intengdo de anali
sar barras curtas, mé&dias e Tlongas neste trabalho, assu-

mem-se para cada lamina:

a) uma acgao de placa generalizada ou seja, sao considerados os mo-
mentos de flexao da parede nos planos longitudinal e trans-
versal.

b) uma agao de chapa generalizada ou seja, o estado plano de tensoes.

Assim, para uma lamina as duas acoes estdo desaco
pladas e so acoplando-se a partir da existencia de duas laminas nio



coplanares.

Entretanto, analises deste tipo s3ao, algumas vezes,

criticadas na literatura por duas razoes:

a) neste tipo de associagao das laminas nao se tem uma nogao do

b)

efeito do conjunto mas, uma predominancia de efeitos locais

e nas respostas predominam os efeitos relativos entre lémi
nas.

0 excessivo uso de memoria computacional, apesar deste argu
mento ja estar em desuso pela existencia de computadores ca
da vez mais potentes e alguns autores afirmarem que "memo-
ria nao e um problema".

Como resposta a primeira critica, este trabalho in.

clui diafragmas na secao transversal em sua forma generalizada:

a)

b)

c)

os diafragmas associam-se a todos elementos da secao trans-
versal (diafragmas integrais).

os diafragmas associam-se a apenas alguns elementos da se-
gcao transversal (diafragmas parciais).

O0s tipos de diafragmas sao:

rigidez no plano da secgao ‘transversal e liberdade para empe
namentos longitudinais.

deformagao Tlongitudinal plana ou seja, restricao de a secao trans-
versal permanecer plana na deformagao, e liberdade para des
locamentos no plano transversal.

a associagao dos jtens a e b.

0 resultado do diafragma e a redugdo dos graus de 1i

berdade dos pontos da secado transversal pois, oS nds que participam tem seus
deslocamentos limitados. Como decorrencia da reducao dos graus de Tiber
dade, a estrutura, tem a sua rigidez aumentada. A necessidade fisi

ca dos

diafragmas & mostrada em [30].
Assim, cargas aplicadas ou restrigoes de apoio nos

diafragmas estao associadas ao efeito de conjunto e nao mais ao e-
feito local.



Com os diafragmas, pode-se simplificar o comporta-
mento de uma estrutura de parede fina assemelhando-o ao de uma barra.

As equagoes diferenciais do problema sao resolvidas
por tratamento numerico. Com objetivo de atender a exigencia de re
ducao de memoria computacibna] e melhor avaliar os efeitos de
cargas concentradas, utilizou-se o metodo dos elementos de contorno.

Por outro lado, nao & frequente na literatura, em
analises deste tipo, ser possivel a secao transversal poder passar
de aberta a fechada e retornar a aberta, sucessivamente, como a
formulacao usada neste estudo permite.



3 - ESTADO PLANO DE TENSAO E FLEXAO DE PLACAS FINAS

3.1 - Introdugao

Conforme foi mostrado no capitulo anterior, a anali
se de barras de parede fina a esqueleto poligonal & feita admitindo-se abar
ra como uma estrutura obtida da associacao de placas no espaco. Em
cada placa existe um estado plano de tensao superposto a um estado
de flexao de placas finas. Tratando-se de analise de primeira or-
dem, os dois estados estao desacoplados, so0 acoplando-se a partir
da existencia de duas placas n3o coplanares.

A seguir, apresentam=se as hipoteses de calculo com
um breve resumo da teoria envolvida.

3.2 - Hipoteses Basicas

Esta analise sera feita em regime elastico Tinear
para um material homogeneo e isotropico, com as seguintes hipdteses:

a) Deve-se abandonar as simplificagoes da analise elementar de

vigas e ter-se em mente o.comportamento de um sistema espa-
cial.

b) A barra e constituida de um nimero finito de placas delga-
das e planas. Supoe-se que a ligagao entre estas placas, cons
tituidas ao longo das arestas, seja rigida e de tal modo
que o deslocamento relativo entre placas seja impedido.

c) 0 equilibrio de cada elemento, e consequentemente da barra,
e feito na posicao indeslocada.

A estas hipoteses, acrescentam-se as referentes as

d) As deflexoes das placas sao pequenas e as deformagoes na di

recao da espessura pequenas o suficiente para serem despre
zadas.
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FIGURA 3.1

As tensoes normais atuando nos planos paralelos a superficie
media sdo pequenas, quando comparadas com as outras compo-
nentes de tensao, e podem ser desprezadas. Esta hipotese
so deixa de ser-valida nas vizinhangas de cargas concentra
das aplicadas perpendicularmente as superficies das placas.

As componentes de deslocamento nas diregoes principais, con
tidas no plano da placa, variam linearmente espessura e
nao tendo necessariamente valor nulo na superficie média.

Supoe-se que as normais a superficie media na posicao inde-
formada permanecem normais apos a deformagao. Isto signifi
ca desprezar as deformagoes por cortante que causam dis-
torgao nestas normais.

Nao existem tensoes de cisalhamento nas faces exter-
nas a superficie media da placa.

Cargas perpendiculares a placa produzem so flexao mas, nao
extensao. Cargas no plano da placa produzem extensoes mas,
nao flexao.



3.3 - Equacao de Navier

As tensoes que atuam em um elemento

infinitesimal

de um solido, as forgas de volume e as forgas de superficie sao
mostradas na figura 3.2.
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FIGURA 3.2
Sabe-se que as forgas externas atuando em um corpo

podem ser distribuidas no volume ou na superficie, onde observa-se que as for

cas de volume atuam interiormente ao corpo, como a gravidade

exemplo. As equacgOes de equilibrio podem ser escritas, em

indicial, da seguinte forma:
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A figura 3.2 mostra que a cada um dos eixos coorde-
nados esta associado um deslocamento us - Quando os deslocamentos sao

pequenos [1], as deformagoes associadas a estes deslocamentos sao
dadas por [2]:

—h

ey~ E(ui,j'+uj,i +6nu1um,1 un,j) (i,jsmyn=1...3) .(3.4)

onde §_. e o delta de Kronecker.

As deformacoes podem ser linearizadas [31], onde
desprezam-se o0s efeitos dos produtos entre derivadas dos desloca-
mentos, resultando as seguintes expressoes:

1
eij =5 (ui,j + uj,i) : ...(3.5)

Para um material elastico linear, sabe-se que as de
formagoes medidas [1] sao proporcionais as cargas ou seja, quando
a carga aumenta, ou diminui, a deformagao correspondente aumenta,
ou diminui, e nao podendo ser medida quando a carga € reduzida a
zero. Esta e a Lei de Hooke generalizada [1] e pode ser expressa
[31] da seguinte forma: "Cada componente do estado de tensao num
ponto € uma funcao linear das componentes do estado de deformagao
do ponto". A expressao matematica desta lei e dada por:

oy, (k, £, my ny, =1 ... 3) ...(3.6)

Ckzmn €nn

onde C sao constantes elasticas

kemn
As 81 constantes elasticas das equagoes (3.6) sao
reduzidas a 2 com consideracoes de simetria do tensor de tensoes,
da existencia da funcao densidade da energia de deformagao e de iso
tropia [31]. Assim, as equagoes (3.6) passam a ser escritas:

05 = 2u eij + AGij € (i, j,n=1...3) (3.7)

onde u e A, chamadas constantes de Lame, podem ser expressas em
funcdo do modulo de Young e do coeficiente de Poisson v da seguin
te forma:



- 19 -

vE
(1T + v)(1 - 2v)

£
2(1 + v)

Tambem costuma-se chamar u de modulo de elasticida-
de transversal e sendo notado com a letra G. A soma € e chamada
de "dilatagao clbica" ou "dilatacgao" [1].

Substituindo-se o valor das deformacgoOes na expres-=
sao (3.7) por suas relacoes com deslocamentos dadas por (3.5), ob-
tem-se as tensoes escritas em fungao dos deslocamentos e colocando
-se este resultado na equacgao (3.1), obtem-se as equagoes de Navier.

Esta equagao, também chamada de equilibrio em termos de deslocamen
to, e dada por:

ou

G us kK

As equagoes de equilibrio (3.2), com as forgas apli
cadas na superficie de contorno, também podem ser escritas em fun-
¢ao dos deslocamentos. Assim, utilizando-se (3.5) e (3.7) de forma
analoga a obtencdao de (3.10), resulta:

pizu(u_i.-{-u. .)n

+ n.
o] i Ak

J i

ou

Pi = Glug g+ uyq) Myt S ey

Encontrada a solugao das equagoes (3.10), esta deve
verificar (3.11) mas nao precisa satisfazer as equagoes de compati
bilidade porque as deformagoes sao obtidas dos deslocamentos e nao
vice-versa [31].
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3.4 - Estados Planos

Estados planos de deformagao sao caracterizados por
duas das funcoes deslocamentos serem fungoes de coordenadas de wum
plano perpendicular a um dos eixos principais e a outra fungado ser
nula ou constante. Por exemplo:

A consequencia & que as deformagGes associadas $30
nulas, ou seja, e sao nulas. Pode-se ainda mostrar que as forcas
de volume b] e b2 sao necessariamente independentes de X3 e b3 e
nula [31]. ’

0 estado plano de tensao caracteriza-se pelas ten-
soes normais e tangenciais que atuam nas faces perpendiculares a
um dos eixos principais serem nulas. Pode-se tomar, como exemplo,
0 Caso em que gy3s 0,3 € 033 Sa0 nulas. Adicionalmente, mostra-se
que as relagoes tensao-deformagao entre estados planos de deforma
¢ao e estados planos de tens3ao tornam-se iguais com a modificagdo

de constantes. Sejam as relagoes tensao-deformagao para os estados
planos:

a) estado plano de deformagao, a equagao (3.7) com i, j e n
ate 2:

b) estado plano de tensao:

. 2uX ..
L. o= AR ,jsn=1,2) ..... .12
I 2u e1J +61J o+ € (i,dsn =1, 2) (3.12)

Passa-se do estado plano de tensao para o de defor-
magao, fazendo-se:



2uX
2u + X

n
>

ou

De modo inverso, passa-se do estado plano de defor
macao para o de tensdao, fazendo-se:

Observando-se que o estado nao e alterado, mas ape-
nas as relagoes tensao-deformagao com i,j variando de 1 a 2.

Na analise de uma chapa fina carregada com forgas
em seu plano, figura 3.3, apesar da ausencia de tensdes normais e
tangenciais nas faces paralelas a este plano, existe deformagdo na
diregao da espessura, ou [1]:

FIGURA 3.3

Uma importante generalizagao e feita com a hipdtese
da tensdo normal o33 ser nula atraves da chapa e as tensdes tangen
ciais serem nulas apenas nas faces [1]. Neste caso, pode-se tratar
os deslocamentos, deformagoes e tensoes no plano como valores mé-
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dios, por exemplo:

onde estende-se este conceito para os outros deslocamentos, as de-
formagoes e as tensdes. Observando-se que os valores médios encon-
trados serao tao proximos dos reais quanto mais fina for a chapa.

Fazendo-se a integragao com relagao a X3 das equa
goes de equilibrio (3.1), obtém-se as equacoes de equilibrio em
duas dimensoes (i, j = 2) com os deslocamentos no sentido de valor
médio na espessura. Procedendo-se, nestas equagoes, analogamente
ao feito nas equagoes (3.1) para a obteng3do das equacgoes de Navier
(3.10) chega-se a equacoes para o estado plano identicas as (3.10)
so limitando-se os Tndices até 2. Este estado & chamado de estado
plano de tensces generalizado, os deslocamentos devem ser entendi
dos no sentido de valores medios e as equacgoes de Navier tem solu-
¢ao analoga a do estado plano de deformagao, com a conveniente al-
teragao de A ou v mostrada em (3.13) ou (3.14).

3.5 - Solugao Fundamental de Chapas

Com o proposito da utilizagdo no capitulo seguinte,
pode-se resolver as equagoes de Navier (3.10) para uma forca dis-
creta aplicada em um ponto. Esta solugao, chamada de potencial pa
ra problemas de elasticidade [31], tem valor infinito num ponto (po
To) [1]. Aqui chamada de solugao fundamental [32], ela & definida
como uma solugao singular da equacao de Laplace com nao homogenei-

dade discreta dada pela funcgao delta de Dirac [33].

' A funcao delta de Dirac, A(x -&), & uma fungdo gene

ralizada que pode ser definida como o limite da funcdo normal (fi
gura 3.4) [34]. No limite, esta fungdo & zero em todos os pontos

do dominio exceto onde o argumento e zero, quando ela vale infini-

to.
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|
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i

FIGURA 3.4

—f

A funcao delta de Dirac tem propriedades muito u
sadas em engenharia: '

Ao observar-se as equagoes (3.10), nota-se que es-
tas equagoes nao sao as de Laplace, ou seja:

ou

onde u e b sao os vetores deslocamento e forgas de volume respecti
vamente. ‘

vV e um operador diferencial vetorial do tipo:
e d, e, 2 (3.20)
83X 9%y 9Xq

it
i
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1

v2
ciano, dado por:

um operador diferencial escalar, chamado Lapla

y2 = 8% s 22 v 22

ax]2 3X 2 3X .2

Para utilizar-se como solugao fundamental das equa-

¢oes (3.10) ou (3.19) um resultado proveniente de uma solucgao da g’

quagao de Laplace & necessario um artificio. Este artificio consis

te em escrever o vetor deslocamentos u como fungdo de um vetor au
xiliar F da seguinte forma:

W= = {2(1-v) v2F - v (v .F)] ..... (3.22)
26 -t

0 vetor F e chamado vetor de Galerkin, podendo-se
mostrar que para qualquer vetor u e possivel encontrar um vetor F

satisfazendo (3.22) [39]. A substituigdo do vetor u definido em
(3.22) nas equagoes (3.10) resulta:

(1 -v) V2 (V2F) +b =0

Com a forga discreta aplicada em uma direcdo, pode-

-se reescrever a equagao (3.23) com a funcdo delta de Dirac repre

sentando a carga, ou seja:
(1 -9)v2 (2F)+a=0 ... (3.24)

onde A & a fungdo delta de Dirac definida em forma vetorial ou se-
Ja, ela vale = em apenas uma diregao no ponto £ de aplicacido da
carga concentrada.

A resolucao da equacao (3.24) no problema de estado
plano de deformagao € feita, de modo simples, com o operador Lapla
ciano v2 escrito em coordenadas cilindricas a uma variavel, devido
a simetria do problema [33], ou seja:

v2() = %-Ji [r Ji.()] ..... (3.25)
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" Assim procedendo-se [32], o deslocamento U na dire-
¢ao 2 para uma forga aplicada na direcao k & dada por:

o1 [ 1
Uy = ————{B-4v) Ind) & +r, vy | oees (3.26)
KL gng(1-v) ploRk ek

onde r & a distancia do ponto de aplicacao da forga ao ponto onde

deseja-se obter o deslocamento. Este resultado & singular no ponto
de aplicagao da carga e & chamado de solugdo fundamental para o es
tado plano de deformagao.

Para o estado plano de tensao generalizado, o coefi’

ciente de Poisson na equagdo (3.26) deve ser substituido pela rela
cao (3.14) ou:

a solugao vale agora para o estado plano de tensio.

A equagao (3.26) inclui um movimento de corpo rigido
mas, isto nao altera a determinagao de deformagdes e tensoes, como
nota-se em (3.5) e (3.12). Nos fundamentos matematicos apresenta-
dos em [32], também mostra-se por integracao de (3.26) que ela re-
presenta a solugao de uma forga discreta aplicada no problema pla
no. Em [1], resolve-se o estado plano de deformagao para uma carga
concentrada com uma fungdo de tensao, onde esta fungao & anialoga a
de Airy [2] sem forgas de volume. A solucdao obtida difere de (3.26)
por um movimento de corp5 rigido.

3.6 - Flexao de Placas Finas

Seja a figura 3.5 onde mostram-se os sentidos posi
tivos da carga externa, dos giros de secao devido a flex3o (ei),
das cortantes (qi) e dos momentos de flexao e torgao (mij)'

0 estudo da flexao de placas finas tem como aspecto
principal a nao consideracao do efeito das cortantes nas deforma-
¢oes por flexao ou seja, & uma generalizagao das hipoteses de fle

xao de vigas longas.



FIGURA 3.5

Das hipOteses, despreza-se a deformagao na direcao
da espessura, €33 de acordo com a figura 3.5, e tambéem a influéncia
da tensdao normal ao plano da placa, Oa3 A negligencia da influen-
cia da cortante ocorre com a hipotese de que secoes planas permane
cem planas apos a deformagao. Deste modo impoe-se:

e;3 =0 (i=1,2y L. (3.27)

Chamando-se u3 de w, X3 de z e integrando-se as e-
quagoes (3.27) chega-se a:

u, = fi(xl’ x2) -z, (x], x2) ..... (3.28)

onde fi representam deslocamentos no plano médio da chapa que s3o
desprezados. Se estgs deslocamentos (fi) forem associados ao esta-
do plano de tensdo, pelas hipoteses, eles nio causariao flexio. Em
[11, mostra~-se que as deformacgGes produzidas pelo estado plano de
tensao sao _despreziveis frente as de flexao.

Cumpre observar que & comum a deducao das equagoes
~de placas integrando-se as equagoes (3.27), obtendo-se (3.28) e a
partir dai chegar-se a equacgao diferencial de flexio das placas em
fungao de w. Entretanto, neste procedimento, ja esta embutida uma
outra simplificagao que € aproximar a curvatura da flexdo da placa
pela segunda .derivada da fungao deslocamento (w) em relacio is cor
respondentes coordenadas.

Substituindo-se os deslocamentos definidos por (3.28)
nas expressdes das deformagdes (3.5), com os indices até 2, e colo
cando-se o resultado nas expressoes das tensoes (3.12), obtem-se:
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945" -2. 26 (w’ij + ] _\,6ij w’kk) ..... (3.29)
onde desprezou-se 0 efeito das fungoes f,

Definem-se os momentos de flexao (myq € m,,) € 0S MY
mentos volventes (m]2 e m21), todos por unidade de comprimento, da
seguinte forma:

h/2
miy * z 943 dz e (3'3.0)
-h/2

Da integracao das equagoes (3.29), segundo  (3.30),

resulta:
'"ij = -D[(] -v) W’jj + v Gij w’kk] ..... (3.31)
onde
D = ERS (3.32)
12(1 - v2)

D & chamado de modulo de rigidez a flexao da placa.

Desde que a ordem de diferenciagao nao € importante

para fungoes com suficiente grau de continuidade, 2 analise da e-
quagao (3.31) leva a:
mig = my o (3.33)

0 equilibrio da placa em fungdo de cortantes, momen-

tos e carga uniformemente distribuida, € dado por [35]:

95,7 * P37

9
PN

9% 7 Mg

onde
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q; sao cortantes por unidade de comprimento
p3 carga distribuida por unidade de superficie

Com a substituicao do valor de mij dédo por (3.31) na
expressao (3.35) e fazendo-se a diferenciagao, resulta para q;°

q; = -D [(1-v) Wsiis + v Gij w’jkk]

ou
qi = = D w,_ijj ..... (3.36)
Com o valor de q; dado por (3.36) substituido em

(3.34), fazendo-se a diferenciagao, resulta a equagao diferencial
das placas:

ou

onde o operador V2 & usado em duas dimensoes (x; e X,).

Para expressar as condigoes de vinculagao da placa e
importante a definicao das cortantes e momentos em coordenadas nor
mais e tangenciais a borda. Seja a figura 3.6 onde a cortante de
contorno Q e os momentos M] e M2 sao mostrados.

bordo

FIGURA 3.6




As coordenadas n e s sao definidas como:

n_ @ um vetor unitario normal a borda com sentido
para o exterior

s @ um vetor unitario tangente a borda com sentido
de percurso destrogiro sendo dado pelo produto ve
torial: '

onde k é_um vetor unitario no sentido de X3

As equagoes de equilibrio obtidas da figura 3.6 sao:

A figura 3.7 mostra as componentes normais e tangen-

ciais dos momentos Mi'

bordo

FIGURA 3.7

brio:

ou

Da figura 3.7 resulta a seguinte equagao de equili-



n i
Mg = - Mi Sy e (3.43)
onde utilizou-se
ny n; o= 1
S; Si = 1
n, s; = 0

0s angulos de giro 6, € 62 relacionam-se com 0s an-
gulos o e 6, em expressoes analogas as dos momentos M_i com M e
MS (conforme figura 3.7).

As condigoes de vinculagao sao:

a) Engaste

-

Entretanto, como o deslocamento w e nulo ao longo
do apoio, resulta que o giro 8 tambem &, pois:

[e2]
]}
lc:
=

Q
wn

. Assim, a derivada do giro 8¢ tambem sera nula. Lo-
go, da definigao de M., resulta:
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2 2
I°wW +0 %W
an2 3s?

ou, devido ao giro 6, ser nulo, chega-se:

X0 (3.45¢)

c) Borda livre

Na borda livre ocorre:

M, =0 . (3.46a)
Mg = 0 L (3.46b)
Q=0 .. (3.46¢)

Entretanto, Kirchoff [1] mostrou que somente duas
condigoes sao necessarias. Esta inconsistencia ocorre devido 3 ne-
gligencia dos efeitos de 013 € 9935 dadas em (3.27), e que resul
tou em expressar todos os esforgos em fungao de uma dnica variavel
w. Assim, atraves de metodo variacional, Kirchoff mostrou que as
condigoes naturais neste problema sao:

Moo= 0 (3.47a)
aM

Q+—=0 .. (3.47b)
9s

A figura 3.8 mostra uma borda com os momentos vol-
ventes colocados em forma de binarios num elemento infinitesimal e

nota-se a contribuigao a cortante Q da variagao do momento volven
te Ms' _
Notar na figura 3.8 que no equilibrio da interface

de dois elementos infinitesimais consecutivos resulta a equagao
(3.47b).



- 32 -

FIGURA 3.8

3.7 - Solucao Fundamental de Placas Finas

Analogamente ao procedido com relagao ao estado pla
no de tensoes, a solugao fundamental € obtida com uma carga concen
trada aplicada num ponto de uma placa infinita. Para a sb]ugéo de
equagao (3.37), utiliza-se o mesmo operador v2, definido em (3.25),
por consideracoes de simetria [36]. Seja a equagdao (3.37):

’

oy
V2 (VZ W)!— 5 p3

Escrevendo-a com o operador v2 definido em (3.25) e
a fungao delta de Dirac para a solugdo fundamental, resulta:

-l--jj;[r—d—[li(rgﬂ)”=%Ae3 ..... (3.48)

Integrando-se a equagao (3.48) com relagao a r, im-
pondo-se as condigoes essenciais [36]:

dv em r=0 ..., (3.49a)

dr
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dM :
Q+ —2= - (3.49b)
dr 2wr

e utilizando-se as hipoteses de Danson [35], chega-se:

| r2 (]n(y\)- .l) ..... (3.50)
8nD 2

w =

0 valor de w, expresso em (3.50),e a solucao da e-
quagao (3.48) ou, o valor do deslocamento w numa placa infinita,
com uma carga concentrada unitaria aplicada num ponto e distante r
de onde deseja-se obter o deslocamento; esta & a solugao fundamen-
tal de placas.



4 - APLICAGAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

4.1 - Introdugao
@

As equagoes .diferenciais das chapas e placas serao
transformadas em equacoes integrais atraves do metodo dos elementos
de contorno. Este metodo que pode ser deduzido a partir da terceira identidade
de Green, de-teoremas: como o de Betti ou do principio dos trabalhos
virtuais, serd formulado a partir da técnica dos residuos pondera-

dos. A vantagem do uso desta tecnica e sua generalidade pois, per

mite a direta extensao do método para resolver equagoes diferen-
ciais parciais mais complexas, como também pode ser usada para for
mular outros metodos numéricos. Desta forma, facilita-se o relacio
namento do metodo dos elementos de contorno com outros metodos pa-
ra a composicao de métodos mistos [34].

Apos a discretizagao pelo metodo dos elementos de
contorno nas chapas e placas, a solugao das equagoes integrais
'8 transformada na solugdo de um sistema de equagOes lineares. Em
'sequida, na associagao de cada elemento de barra, que contem as e-
quagdes de chapa e placa, utiliza-se a tecnica de subregioes para
a definicdo do sistema geral de equagoes.

A partir do sistema geral de equagoes, pode-se ain-
da incluir diafragmas de extremidade ou interno. Devendo-se notar
que a inclusao ou a retirada dos’'diafragmas e feita com modifica-
¢oes no sistema de equagoes sem alterar a numeragao ou posigao dos
nos de contorno. t

Finalmente, para cada chapa componente da estrutura

(ou barra), s3ao apresentadas as expressoes para o calculo das cur-

vaturas e tensdes nos pontos internos, como também para as tensoes

nas extremidades e na interface de ligacao das chapas, isto e, nas
arestas.

4.2 - A Tecnica dos Residuos Ponderados

Tomando-se, como exemplo, a equacao diferencial de
placas (3.37):
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Se a variavel w for aproximada por uma fungao Was
serd obtida uma fungao R que & o erro da fungao aproximadora (w,)
no dominio de aplicagao () da equagao (3.37) ou seja:

vZ (v2 w ) - 1 p, =R emao ... (4.1)
a D 3
onde Wa e a fungao aproximadora.

A tecnica propoe uma forma de distribuir este erro
de forma a ser zero no sentido do valor medio tanto no dominio (Q)
como no contorno deste dominio (T).

Define-se um conjunto de fungoes o, linearmente in-
dependentes e nao necessariamente satisfazendo condigoes de contor

no homogeneas. A partir de uma combinagao linear de sy resulta a
fungao ponderadora g, ou seja:
g = C; aj i =1 kLl (4.2)

onde c; sao coeficientes arbitrarios.

Distribui-se o erro em 2 pela multiplicagao .de R

por g, ou seja:
l _
jr Rgdga-=20 i, (4.3)
Q .

Com base na hipotese de que os coeficientes Cs sao
arbitrarios, resultam K equagoes do tipo:

A tecnica dos residuos ponderados sera utilizada pa
ra a formulagao direta do metodo dos elementos de contorno. Assim,
utilizando-se a equagao (4.1), a aplicagao dos residuos pondera-
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dos, no dominio, com a fungdo ponderadora g, & do tipo:

f[vz (va wa)--:-)-p3]gd.(2-0 voee  (4.5)
Q

Como sera visto a seguir, a aplicagido do método dos
elementos de contorno inverte a equagao inicial (4.5) através de
integragoes por partes. Para o conjunto de fungoes basicas o 559
utilizadas aquelas que eliminam as integrais de dominio e reduzem
0 problema ao contorno somente. Estas funcoes podem ser fungdes sin
gulares produzidas pela aplicacao de um delta de Dirac em pontos

particulares ou fungOes regulares para aquelas resultantes da solu
¢ao da equagdo homogénea.

4.3 - Equacao Integral de Chapas

Para formular a equagao integral de chapas serd u-
tilizado o conceito de superficie regular definida por Kellogg [40]
ou seja, regioes regulares sdo regides cuja superficie de contorno
e regdlar mas, nao necessariamente suave, pois podem ocorrem can-
tos. As equagoes de equilibrio de chapas, neste dominio, sao dadas
por (3.1) com os Tndices ate 2, ou seja:

A superficie de contorno da chapa, notada T, reduz-
-se, para o estado plano de tensao generalizado, a uma linha. No
contorno da chapa sao prescritos des]ocamentosgﬁi na porgao Ty e
forgas Ei na porgao I,, onde a soma das porgoes Iy e r, correspon-
de a r. As forgas externas P sao relacionadas com as tensdes 55
atraves da expressdo (3.2) com os indices limitados a 2, ou

Py = oy 0y (i 3=1.2) L (4.7)

A expressao dos residuos ponderados para este pro-
blema, onde existem solugdoes aproximadas no dominio e no contorno,
pode .ser escrita:
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‘/‘(oji’j+bi)u;da=[ (pi-'ﬁi)u’i‘dl‘+‘/. @, -u;) pdr  (i,§=1,2)..(4.8)
Q I‘2 I']

onde

oij» Pi € yy s30 tensdes, forcas e deslocamentos da solugao a
' proximadora incognita

u? e p? correspondem as fungoes ponderadoras.

As forgas p? relacionam-se com os deslocamentos Uﬁ
pela expressao (3.11), com os indices limitados a 2, ou:

b+ 2 g on (4, 3, ko= 1,2) ... (4.9)

* = * *
p? G(u¥ . +u 3 A ok M

i,d j,i

onde assumiu-se a validade das relagoes deformacao- deslocamento (3.5),
tens3o-deformagao (3.7) e de equilibrio (4.6) para as fungoes pon-
deradoras.

Assumindo-se validas as relagoes (3.5) e (3.7) tam
bém para o campo de fungoes aproximadas Uy s tendo-se em conta a si
metria do tensor de tensoes e ap0s integragoes por partes {34] ,
chega-se a expressao: / '

f (oj’i"j)uid9+‘/- biu'{ de = -[ piu;f dr-fpiu:f_dr+fuip;5dr+[uipgdr
Q

I‘z I‘-I I‘] 1‘2
(i, § = 1,2) T (4.10)

onde da simetria do tensor de tensoes utilizou-se:

* ol *
fcij e; de _[eij °1’de ..... (4.11)

Q 9]

onde eqj e o*ij estio associados as fungoes ponderadoras.
Escolhendo para u? a solucdo fundamental de chapas,

elimina-se a primeira integral de dominio e, na ausencia de for-

cas de volume, tem-se um problema de contorno a partir da tecnica



dos residuos ponderados.

A tecnica dos residuos ponderados nao exige conside
ragfes adicionais mas, pode-se observar que assumiu-se um dominio
infinito @* com um contorno r'* no infinito contendo o dominio 2 do
problema da chapa. Admitindo estar em equilibrio o dominio infini-
to, este apresenta estados de tené&o, de deformagao e de desloca-
mento, devido a um carregamento unitario, A (fungao delta deDirac),
aplicado num ponto £. A hipoOtese da solugao aproximada uy estar em
equilibrio & valida pois, o estado de tensdes dentro da chapa sera
dado como combinagac das solugoes em equilibrio no dominio o*.

Para eliminar a primeira integral de dominio da e-

quagao (4.10) com a solugao fundamental, escreve-se:

o¥ig T oher (4.12)

onde A & a fungao delta de Dirac que representa a carga concentra-
da aplicada na diregao e. e ponto &£.

A subst1tu1gao do valor de °31,j dado por (4.12) na
equacao (4.10) e usando a propriedade (3.18) da fungao delta de
Dirac, mostrada para um caso unidimensional resulta:

u,-(a)-f ut(es x) b (x)d(x) = f Pty (55 X)uj(x) dr(x)  +
Q T

/

f (8, x) py() T (x) (15§ =1,2) ... (4.13)
T

onde removeram-se as condigoes prescritas u; e p; para maior sim-
plicidade de notagao.

As equacgoes (4.13) sao escritas para cada uma das

dikegaes principais e em tantos quantos forem os pontos de aplica

¢3o da carga unitaria.

A leitura da equagao (4.13) mostra que o deslocamen

to una diregao i de um ponto interno na chapa sera dado, na ausen
cia de forgas de volume b , como a somatoria de integrais de deslo

camentos uy e forgas p no contorno ponderados por fungoes u1J o
pﬁj que sao da so]ugéo fundamental. Entretanto, esta equagao tem



sentido se forem conhecidos os valores dos deslocamentos u; e for
gas pj no contorno. '

Para transformar a equacao (4.13) numa relagao com
apenas valores do contorno & necessario um artificio. Acrescenta-
-se ao dominio uma pequena regiao 2 de modo que o novo dominio se

ja dado por Q e Q_ com um contorno T + T. - T, como mostra a figu-
ra 4.1.

r

FIGURA 4.1

Reescrevendo a equacao (4.13) para o ponto & neste
novo dominio, resulta:

= - *, .u.dr - * . u, *p. *.p. LUk,
ui(g) f p 1.jquI‘ f poudI‘ +f ~ uUder + f “1Jp3dr+fb3”13d9+
- 'r r r , Q

-T

As integrais sobre I - T, quando ¢ tende a zero, sdo
entendidas como integragSes no sentido do valor principal [37]). Pa
ra as integrais sobre o achéscimo do dominio r. e Qesabe-se que sao
nulas, exceto:
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e+0

onde £ passa a situar-se no contorno.

A equacao integral escrita para pontos do contorno
resulta em: :

;4(8) uj(£)+f p*;3(8s X) uy (x) dT (x) = f”*ij (& x) py(x)dr(x) +
r

r

+ f u*{j (62 %) by(x) dalx) e (4.16)

Q

onde para os pontos do contorno cuja tangente a linha de contorno
e continua, tem-se:

C.. =

g S.. (4.17)

1J

N |

Quando existem cargas concentradas aplicadas em pon
tos internos da chapa, deve-se somar ao segundo membro da equacgao
(4.16), para cada carga concentrada, a seguinte grandeza:

{

By (x) u*\ij (e, x) e (4.18)

onde Bj &€ o valor da carga concentrada aplicada em x na diregao j.

A equacao (4.16) & a equagao integral de chapas pa-
ra pontos de contorno e a equagao integral (4.13) aquela que calcu
la deslocamentos em pontos internos a partir de valores de desioca
mentos e forgas conhecidos no contorno. A solugao fundamental “*if
e dada por (3.26) e p*ij obtida de u*ij com a equacao (4.9), ou
seja:

1 1
u(*..=_—-——————[(3-4v)]n(—) 5.+ 1, r,.] ..... (4.19)
W gr6(1- v) o W L
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PRSI R ) IS T S 2 v, r,
1 417(1-\))Y‘[Bn [< ) i " it ‘]] '
- (T = 2v)(r,yng -1 g n,)] ..... (4.20)

onde

r e a distancia entre os pontos £ e x, com orienta-
¢ao de £ para X

Fsj € Ty sao as derivadas de r aos eixos coordena
dos pelos cossenos diretores de r

n;gen, sio cossenos diretores do vetor normal a sy

perficie de contorno

3" & a derivada de r com relagdo a n dada pelo pro-

an
duto escalar entre os respectivos versores

4.4 - Equacao Integral de Placas

Analogamente ao procedido na determinagao das equa
coes integrais de chapas, a expressao dos residuos ponderados para
a solucao da equagdo (3.37) & do tipo:

aM*

f(Dw,iijj-p3)w*d.Q=;/‘ (W-W)(Q* + —) dr +f (6, - §,) M* dr
Y] ' l"-l T

3s

onde

na porgao T do contorno sao conhecidos o desloca-
mento W e rotagao 6.
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na porgao Ty do contorno sao conhecidos os momentos

de flexao Mn e cortante equivalente Vn [36], onde:

V, =T+ M (4.22)

Deve-se observar que estas condigoes impostas podem
ser deduzidas a partir dos resultados (3.44) a (3.47).

Admitindo-se validas as.relagoes (3.31), (3.36) e
(3.41) para os dominios @ e @*, integrando-se por partes a primei-
ra parcela da integral de dominio da equacao (4.21) e:apds conve-
nientes agrupamentos, obtem-se:

 wkdo = *u - Ow¥ * * - Mk - M*
jf D w’iijj w*dQ Jf (Q*w Qw +M en+MSeS Mnen Mses)dr

Y’
J[ Dw 1133 wde ..., (4.23)
Q
Para tornar a expressao (4.23) com termos correspon
dentes 3 equagao (4.21) deve-se alterar as integrais de Mse; e
MEe s procedendo—se segundo [36], obtem-se:
{
o et oM
Jf Mie, drT= - [M w]i - Jf sg Wd T ... (4.24)
r r

onde as letras entre colchetes significam que o produto das  fun-
coes MS e w deve ser calculado nos extremos do contorno, subtrain
do-se do valor final (f) o valor inicial (i). Quando o contorno e
fechado sem.cantos (inclinagdao da superficie continua), este termo desapa-
rece e so aparecendo na existéncia de cantos. Neste Ultimo  caso,
da continuidade da fungao w nos cantos, resu]ta:

et gt (4.25)
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onde estende-se este conceito para M. da solugao aproximada.

0 resultado do termo entre colchetes no segundo mem
bro da equagao (4.25) & chamado de reag?o de canto, notado como R,
e os valores final e inicial dos momentos volventes (MS) estao de
acordo com a orientagao da coordenada s que percorre o contorno,
como mostra a figura 4.2.

. FIGURA 4.2

A substituigao do valor da primeira integral de do-
minio dado por (4.23) na expressao (4.21), ja alterando-se as inte
grais de Mseg*e Mges“através do procedimento mostrado em (4.24) e
com a utilizagao da relagao (4.22) para as solugoes aproximada e

fundamental, resulta:

* = = ’ * - M* - *
jf D Wiiiz5 W das= J[ (Vi w - MEe ) dl RE:  Wei +
Q ' T

+
c1 C1

;“‘1

(Vh wr - Mn e;) dr + R_. w*. +

+ jr P3 w* d@ (i=1... Nn) ...(4.26)
9]

onde

RY e R, sdo reagdes de canto das solugoes aproxima-
da e fundamental, mostrada em (4.25)

V; e Vn sao cortantes equivalentes das solugoes a-
proximada e fundamental, mostrada em (4.22)



as somatdrias das reacoes de canto estendem-se de i igual a um ate
o niimero de cantos'(NC).

Analogamente a equagao integral de chapas, removeram-
-se as condigoes prescritas na equacao (4.26) para uma maior sim-
plicidade de notagao (isso e permitido pois, independentemente de
o valor ser prescrito ou calculado a sua aproximagao @€ a mesma).
Continuando a analogia, pode-se tomar como fungao ponderadora a so

lugao fundamental de placas e com as propriedades (3.18) da fungao
delta de Dirac aplicada num ponto & interno a placa, obtém-se:

W (e) = f (V*o(5 X) W(x) = MA(5, X) 0 (x)) dr(x) = RE; (£, x)wy (xc) +
r
+ Jf (Vn(x)w*(a, X) = Mn(x) e:(g, x)) dr(x) + Rci(x) w? (€,  x)+
r
+ J[ P3(x) w* (g, x) do (x) (i=1...N) ... (4.27)
Q

onde x, e a coordenada dos cantos.
Analogamente a equacgao (4.13), a equagao (4.27) for

nece deslocamentos nos pontos finternos da placa a partir de cortan

tes equivalentes (Vn),l momentos de flexao na diregao normal (Mh),
reagoes de canto (Rc); deslocamentos (w) e giros em relagao a nor-
mal (e,) conhecidos no contorno.

' Com o objetivo de obter-se uma equagao integral so
mente para os pontos do contorno, procede-se analogamente ao arti-
ficio mostrado na Figura 4.1 para a equacao integral de chapas. AS
sim, apds as integrag0es em r_ e com as integrais sobre r - T en-
tendidas no sentido do valor principal, quando ¢ tende a zero, o0b
tem-se [36]: ‘
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—;-w (g) + f [VE (g, x) w(x) - MX(g, x) o (x)] dr (x) + RE, (g, x )Wy (%) =
T

f[vn<x> WH(E x) - Mi(x) 0%(5, )] dr (x) + Reg wE (€, %)+
r

+fp3(X) w* (£, x) da(x) (i=1...N) ... (4.28)

f

onde £ esta situado em um ponto no contorno, onde a tangente a es-
ta superficie & continua.

No caso de cargas concentradas aplicadas ao interior
da placa, deve-se acrescer na equacgao (4.28), para cada carga con-
centrada Pse momento M, na diregao i, a grandeza:

P3(x) wx (g, x) + Mi(x) e¥ (g, x) ..., (4.29)

onde P; (x) e M{(x) sao os valores das cargas em X.

Assim a equagao (4.28) e a equagao integral de pla-
cas para pontos de contorno, na ausencia de forgas no doanio(p3),
e a equacgao (4.27) e aquela que fornece deslocamentos em pontos in
ternos a partir de deslocamentos e forgas conhecidas no contorno.
A solugao fundamental e as outras fungoes ponderadoras obtidas a
partir dela sao dadas por:

W* = —— P2 (In(r)- ) . (4.30)
81D 2

ox = 2 L pqpny &t N (4.31)
an. 4D an

e = - L [(1 #v) In(r) + (2524 v (33)2] .. (8.32)

4 ' on 3s '

ve = L [(1 -2 drary, A (3-v)] ..... (4.33)
qry an 3s an

of = wij= ——rin(r)r,; L. (4.34)

T 4xD
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ar - i -
onde 2L & a derivada de r com relagao a s dada pelo produto esca-
3s ‘ ' ' '
lar entre os respectivos versores.
As reacoes de canto Rg sao obtidas a partir dos mo-

mentos volventes M_ .segundo (4.25), ou:

S
* = -
RE¥ (&, x ) = Mg (&, xg) ME (g, xg) ... (4.35)
mpe - o wlaror (4.36)
4n an 3s

onde x. e X, sdo os pontos anterior e posterior ao canto, respecti
vamente (onde as direcoes de n e s sofrem descontinuidade).

4.5 - Discretizacao e os Elementos Utilizados

Elementos de contorno sao sub-regioes do contorno
de um dominio bi ou tridimensional que podem ser representados pa-
rametricamente. A figura 4.3 mostra o exemplo de um dominio bidi-
mensional (@) com o contorno () dividido em elementos.

n
]

FIGURA 4.3




Aos pontos do elemento, relativo aos quais a geome-
tria & definida, chamam-se nos. E frequente a adogao das variaveis

pertencente ao ndo para a referencia daquelas pertencentes a parte
interna do elemento.

-

Neste estudo, a geometria do elemento wutilizado e

linear, as coordenadas de um ponto interno podem ser escritas a par
tir das coordenadas dos ndos com a seguinte relagao:

I 1]+

i 1

| [$1-m) 0 (len) 0 i
- i ..(4.38)

x) 0 11-m) 0 1 em ||

2 AR Zyven v%

onde em x o indice inferior (k) refere-se a diregao (1 ou 2), o in
dice superior (j) refere-se ao numero do no e -1 < n ¢ 1.

' Para deslocamentos (u;, Uy, W, 6 ) e forgas (Pys
Pos Vs Mn) também utilizaram-se funcoes lineares, analogas as da
geometria, para escrever os valores da parte interna do elemento

em fungao dos valores nodais. As expressoes destas aproximagoes sao:

u= Qt Ei e....(4.39)
R = $t Pﬁ ..... (4.40)
w=vtwdo (4.41)
o, = ' o) | o ..;;.(4.42)
M, = % Mﬂ o - ..,..(4.43)
v, = % yﬂ ..... (4.44)



onde

» p sao analogos a X

1E =

gi.e gﬂ sao analogos a gi

wt =[w"] ... (4.85)
wist =[w1 w2] cee..(4.46)
W° - [%(1 - n) %(1 + n)} cee. . (8.47)
8,» M, e ¥V sao analogos a w

gg, Mﬂ e.!g sdo analogos a w’

Como ‘utilizou-se uma fungao linear para aproximar a
geometria e as variaveis dos nos, este elemento pode ser chamado
de jsoparamétrico linear. Os elementos podem ser continuos ou descontinuos.
0s elementos continuos sao mostrados na figura 4.3 onde a continui
dade da variavel aproximada nos nos leva a elementos adjacentes pos
suTrem nos comuns. No caso de elementos descontinuos, nao exige-se
continuidade da variavel, em ambos os nos e os elementos adjacentes
podem n3o possuir no em comum. A figura 4.4 resume os tipos de ele
mentos. Nesta figura, para os elementos descontinuos ou tem-se um

no de extremidade e um central (casos by e by) ou nenhum no de ex-
tremidade (caso b3).



o) Continuo b) Descontinuo

bi)

®
)

b2) o "

b3)

¢
[ ]

FIGURA 4.4

Para este trabalho a principal aplicagao de elemen-
tos descontinuos & nos cantos das chapas ou placas. Neste local, es
tes elementos aproximam melhor uma eventual descontinuidade dos es
forcos. Assim, nos cantos sao definidos dois nos com a mesma coor-
denada e que depois sao levados a parte central de cada um dos ele
mentos concorrentes ao canto.

4
-— -

—

a) b)

FIGURA 4.5

Entretanto, ao serem utilizados elementos desconti-
huos, pode-se alterar as fungoes aproximadoras em relagao aquelas
utilizadas nos elementos continuos. O motivo para esta alteracdo &
a necessidade de utilizar.as variaveis pertencentes ao no para a
referencia daquelas pertencentes a parte interna do elemento. A



figura 4.5 mostra esta alteragao:

a) No elemento continuo as funcoes aproximadoras das influen-
cias dos nos, ¢i e ¢j respectivamente, valem um nos corres
pondentes nds e zero nos outros nos (¢i vale um em i e zero

em j, ¢j

b) No elemento descontinuo, onde o no j & levado ao centro do
elemento, para que as fungoes o; © ¢ tenham valor unitario
no correspondente no e valor zero no outro no, & necessario

vale um em j e zero em i).

a utilizacao de fungoes aproximadoras diferentes daquelas
do elemento continuo (figura 4.5.b).

Neste trabalho, as funcoes aproximadoras nao se al-

teraram e assim, nos elementos descontinuos, mantiveram-se valendo
um em extremidades opostas (como no elemento continuo, figura 4.5.a).
Desta forma, no elemento descontTnuo, as variaveis da parte inter-
‘na do elemento sdo escritas em fungao das variaveis de extremidade.
A propria variavel do no j e escrita como media das corresponden-
tes variaveis de extrem1dade. Assim, para o elemento descontinuo
mostrado na figura 4.5.b e com a variavel w como exemplo, resulta:

Wi = % Wi o+ % W, ce...(4.48)

onde W, e a var1ave1 da extremidade onde existia o no j, as fungoes
¢i e ¢, continuam sendo as mostradas no vetor y, ver (4.47), onde
n foi feito zero.

Da andlise das funcbes aproximadoras da figura 4.5
e da equagao (4.48), pode parecer sem sentido a explanagao de ele-
mentos descontinuos, .quando neste trabalho as variaveis da  parte

interna dos elementos sempre foram aproximadas em funcao das varia

veis de extremidade em qualquer um dos tipos de elemento.
Entretanto, o que utilizou-se foi a essencia da de-
finicao de elementos descontinuos pois, o que eles permitem e a
descontinuidade da funcdo aproximadora. Este objetivo & consegui-
do quando define-se num mesmo pontd dois nos ou dois graus de 1i

berdade. Quanto ao aspecto de os ngs serem levados ao centro, isto

vpode ser explicado da seguinte forma: Como sera visto a seguir, as
equagdes integrais (4.16) e (4.28) serao aplicadas a cada um dos
nos. Assim, ao aplicar-se as equagoes 1ntegra1s para 0s nos onde



deseja-se tratar a descontinuidade, seriam obtidas equagdes identi
cas pois, os dois nos tem as mesmas coordenadas. Entretanto, se os

nos da descontinuidade forem levados ao centro de cada elemento (ca’

sos b.1 e b.2 da figura 4.4), a equagao integral estara sendo apli
cada a pontos distintos. Por outro lado, como foi mostrado no tem
4.2, as equacgoes (4.16) e (4.28) devem ser aplicadas em pontos cu-
ja tangente a superficie de contorno, neste local, seja centinua. Ca
sos em que a tangente & descontinua tambem podem ser tratados, co-
mo mostrado em [34] e [36] mas, o esforgo computacional & aumenta-
do. Como os nos da descontinuidade sao levados ao centro e o ele
mento tratado e linear, pode-se tirar partido destes fatos com 0
uso das equagoes (4.16) e (4.28) pois, a derivada a superficie de
contorno & continua neste local.

' Portanto, este trabalho tratou elementos desconti-
nuos com as variaveis internas aproximadas, no elemento, em fungao
dos valores das variaveis de extremidades do elemento e ao ser es-
crita a équaqio integral para n0os com as mesmas coordenadas, escre
veu-se a equagao para cada ponto no centro de cada elemento.

Cumpre observar que o tratamento dado aos elementos
tipo b.1 e b.2 da figura 4.4 também poderia ser dado ao elemento
tipo b.3 de forma semelhante.

A figura 4.6 apresenta o exemplo de uma placa, ou
chapa, discretizada com elementos descontinuos, os nos 12 e 1, 3 e
4, 6 e 7, 9 e 10 possuem as mesmas coordenadas e sao chamados de
nos duplos. Ao serem escritas as ‘equagoes integrais para cada um
dos nos, quando um no duplo € tratado, somente este n0 € levado ao
centro do elemento para éscrever-se sua equacao integral enquanto
os outros sao mantidos em seus locais de origem. As variaveis in-
ternas em cada elemento sao aproximadas em fungao dos valores que

S 8 4
10¢ : h "$6
e ' 1)
129 . KR

| 2 3

FIGURA 4.6
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elas tem nas -extremidades, mesmo no elemento cujo no duplo & leva-
do ao centro para o calculo da equagao integral.

4.6 - Equacoes Integrais Discretizadas nos Macro-Elementos

Sejam as equagoes integrais para pontos do contorno
do problema de chapas (4.16):

]Eaij Uj(g) +‘/I.‘ p:"j(ga X) UJ-(X) dr(x) ='./; u‘{j(g, x) pj (x) dr (x) *

+ f “*ij (g, x) bj(x) d o (x)
9)

‘e a do problema de placas (4.28):

-;-w(g) + f [V (8, x) w(x) = M¥ (£, x) 8, (x)]dT(x) +R* (&, x Jw;(x.) =
. .

[Vn(x? w*(g, x) - Mo(x) 0F(E, x)] dr(x)+R wi(E, x )+

—

+f p3w*(g,x)d9 (1'=1...NC) :
Q :

‘Neste ponto, sera denominada macro-elemento a cada
placa componente da barra (figura 3.1); em cada macro-elemento es-
ta definido o estado plano de tensao somado com o de flexao. As-
sim, procura-se diferenciar o tratamento entre elementos de contor
no da discretizacao das equagoes integrais e elementos constituin-
tes da barra (macro-elementos) mostrados na figura 3.1.

. Para discretizar as equagoes integrais (4.16) e
(4.28) de um macrd-e]emehto, pode-se iniciar pelo estado plano de



tensao e depois passar a flexao como vice-versa pois, as equagoes
estao desacopladas e a discretizacao de uma nao afeta a outra.
Iniciando-se pela equacao de flexao (4.28), as va-

riaveis relacionadas neste problema sao w, o _, V., M e, quando e-

) >
xistem cantos, R. em cada um dos cantos. Indgpengente das reagoes
de canto Rc’ sabe-se que a partir de condigdes naturais ou essen-
ciais de cada problema, sempre sao conhecidas duas das quatro va-
ridveis mencionadas. Este fato pode ser mostrado das condicoes de

vinculacido das placas apresentadas desde (3.44) a (3.47). Reescre
vendo-as:

a) No engaste sabe-se que w e o sao nulos; costuma-se chamar
estas condicoes de fixadas ou essenciais. E necessario en-
contrar as incognitas Ve M . '

b) Na borda livre V e M/ sao conhecidos, quando existem cargas
aplicadas, tipo cortante ou flexao distribuidas, tem valo-
res nao nulos e valor nulo na inexistencia destas cargas. As
incognitas sao w e 0,

c) No caso de apoio simples combinam-se as condicoes a) e b)
ou seja, € conhecida uma condicao natural, no caso M,
uma condicao essencial, no caso w. A rotagao o, e livre e
junto com a cortante V sao as incognitas do problema.

Assim, das quatro,variéveis iniciais resultam duas
incognitas e, portanto, sao necessarias duas equagOes integrais. Pa
ra resolver este problema, pode-se obter uma segunda equacao deri-
vando-se a equacao (4.28) em relagdo a normal [34]. Neste trabalho,
utilizou-se a formulagao alternativa [36] que consiste em aplicar
a equacao integral (4.28) em pontos distintos, obtendo-se equagoes
diferentes que relacionam as incognitas.

A equacao integral de placas, escrita para a solu-
cao numérica com o metodo dos elementos de contorno (Ttem 4.5), na
ausencia de forcas distribuidas P3> e do seguinte tipo:

~

K T

a(g)w* +f VE(g, n) 4F (n) d Ty(n) W f wes, m) vE(m) d Ty (n) 8)

r



onde

n & uma variavel que percorre o contorno.

e & valor da variavel n nos cantos,
£t e o ponto onde aplica-se a equacgao integral,
a(g) € uma fungao que vale:

1 quando & encontra-se no contorno com tangen-

2

te continua.

1 quando g encontra-se no dominio (&) Neste ca
so, a equacao (4.49) passa a ser a discreti-
zacao da equagao (4.27)

0 (zero) quanto o ponto £ encontra-se fora do
dominio (%) e contorno (T)

o Tndice k varia de um ao nimero de elementos (NE)
0 indice % representa o deslocamento no contor

no do ponto de aplicagao da equagao (4.49)

As integrais mostradas na expressao (4.49) sao fei-
tas numericamente para todos os elementos, exceto para os elementos

que contém o ponto de aplicacao da equagao integral onde elas po-
dem ser feitas analiticamente.

Da anilise da equacao integral (4.49), apos serem
efetuadas as integrais, nota-se que se obtém uma relacao linear en
tre valores nodais das varidveis incognitas e conhecidas (w, 8,5
Voo Mn) com as rgagﬁes de canto (RC). Portanto, de uma placa com N
nGs resultam duas vezes o numero de nos em incognitas (2N) aléem de
uma reacgao de canto incognita (Rc) para cada canto.



Como utilizou-se a formulagao alternativa, aplicou-
-se a equagao integral (4.49) para os pontos de contorno em cada
um dos nos (obtendo-se N equacoes) e para pontos externos ao domi
nio, onde se tem um ponto externo para cada no de contorno (resultando mais N
equacgoes). Cada ponto externo & posicionado na diregéo normal ao
contorno em cada no associado. A distancia usada foi a media  dos
comprimentos dos elementos de contorno relacionados ao no conside-
rado [45]. A figura 4.7 mostra o posicionamento do no externo (j') associa-
do ao no j a uma distancia (23) que & a media dos comprimentos dos
elementos associados a este no (2], 22).

|
Y (2, + 2,)=20,

FIGURA 4.7

Assim,encontram-se 2N equagOes para as variaveis in
cognitas, as variaveis conhecidas e as reagoes de canto. Caso nao
houvesse cantos, nao existiriam reagoes (Rc) incognitas e o proble
ma poderia ser resolvido. Quando ha reagoes de canto, pode-se tra-
tar o problema de duas maneiras:

a) Escrever tantas equag?es (4.49) a mais para tantos quantos
forem os numeros de cantos, tomando-se o cuidado de nao se
rem utilizados pontos que ja foram usados para escrever as
2N equagoes [35]. Neste trabalho, quando se utilizou este
tratamento na solucao de alguns exemplos de placas, optou-
-se pelo posicionamento do ponto externamente e na reta que
continha a bissetriz do angulo interno do canto (figura 4.8)



PONTO ONDE SE APLICOU
" A EQUAGAO INTEGRAL
e
FIGURA 4.8
b) Escreve-se a reagao de canto incognita em funcgao das

rotagoes 6, com o uso de diferencas finitas. Para este fim,
utilizando-se a formulacao de [41] e lembrando-se que as rea-
coes de canto relacionam-se com os momentos volventes segun
do (4.25), resulta:

O0s momentos volventes relacionam-se com giros (en)
por definigao, ou:

32w
MS = =D (] = v
an as
ou
]
Mg = =D (1 - ) ~ o e (4.50)

-

A rotagao 6, © aproximada, nos trechos anterior e
posterior ao canto, com fungoes tipo parabola de segundo grau.

Assim, a funcao aproximadora de 6,s em cada trecho}
& escrita utilizando os tres valores nodais, de cada lado, mais
proximos ao canto. Derivando-se cada fungao, anterior e posterior.
para os nos do no duplo correspondente ao canto, chega-se a:




1
Re W (25 1) = = D1 =)o wr (e, xp)(y + ) -opw (e, xp) (5 + =) 4
L L L L
1 2 1 3
S | c 1 1
Gn W (E, XD)([T 1—-{) + en w*(g, XC) (—L—f— + —IT—) +
2 3 1 2
B . . 1 1 A 1 1
-0, W (g, xc)(~? +—f) - 6, w* (€, xc)(—? - —?)] ..... (4.51)
1 L3 L L3

onde as letras A, B, C, D, E e F indicam pontos do contorno os quais,
juntamente com as medidas Ly, Ly, Lg das porgoes anterior (f) e
posterior (i) ao canto, sao mostrados na figura 4.9

FIGURA 4.9

A18ém destas duas formas de tratar o problema, utili

zou-se uma formulagao em que o termo RC wx(g, nc) foi despreza-
do, Ou seja, a reagao de canto foi tornada zero em cada um dos
cantos.

Particularmente na analise de barras de parede fi-

na, que foram objeto deste trabalho, consideraram-se as reacoes de
canto de duas formas:

a) Aproximadas por diferencas finitas.
b) Desprezando-se as reagoes de canto

0s exemplos tratados tiveram melhores resultados na
segunda forma de tratamento.

Para a discretizacao das equagoes do estado plano
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de tensdes (4.16), o procedimento & analogo e até mais simples. As
variaveis do problema sao dois deslocamentos (u; e u,), duas for-
cas externas.distribuidas (p] e p2) e existem duas equagoes inte-
grais (uma para cada direcao). Na borda livre, as incognitas sao
os deslocamentos; na borda engastada, as incognitas sao as forgas.
Ou qualquer combinagao destas condigoes essenciais e naturais para
outras vinculagoes. Assim, nao existindo incognitas adicionais na
ocorrencia de cantos, a aplicacao das equagoes integrais aos  nos
€ suficiente. A discretizagao das equagoes integrais (4.16), na au
sencia de forgas de volume b € do seguinte tipo:

\ .
a(E)Gimum =f p’%‘m (£, n) ¢|E (n) dI‘k(n) 331 =
r
k

onde

€ uma variavel que percorre o contorno
£ @ o ponto onde se aplica a equagao integral
£) @ uma fungao que vale:

1 quando & encontra-se num ponto de contorno

2

onde a tangente & continua

1 quando ¢ encontra-se no dominio (Q) e neste
caso a equacao (4.52) passa a ser a discreti
zagao da equagao (4.13)

0 (zero) quando o ponto encontra-se fora do
dominio (9) e contorno ()

o indice k varia de um ao numero de elementos (NE)

o Tndice % representa o deslocamento no contorno do
ponto de aplicagao da equagao (4.52).

Analogamente a equagao (4.49), as integrais mostra



das sao feitas numericamente para todos os elementos, exceto para
aqueles que conteém o ponto de aplicacao da equagao integral  onde
pode-se fazé-las analiticamente. Adicionalmente observou-se, nos e
xemplos de barras de parede fina, que melhores resultados eram con
seguidos se as equagoes integrais fossem escritas para o0s mesmos
pontos externos utilizados para escrever o segundo grupo das equa-
coes de placas, em vez de nos do contorno.

Por outro lado, apesar das equagoes integrais de
chapas e placas estarem desacopladas num macro-elemento e so aco
plando-se na existencia de dois macro-elementos nao coplanares; a
consideracao da reacao de canto em um macro-elemento afeta o esta-
do plano de tensao no outro macro-elemento nao coplanar como mos-
tra a figura 4.10.

08 EFEITO8 DO
ESTADO DE FLEX:O
DO MACRO - ELEMENTO
(@ arevam 0 0O

¢ MACRO - ELEMENTO (©

FIGURA 4.10

Para o esquema mostrado na figura 4.10, a flexao do
macro-elemento 1 leva aos acrescimos tanto ao no i (12) como ao ho
J (jz) do macro-elemento 2 de forgas concentradas Rci e ch, res-
pectivamente. Entretanto, estas forgas sao incognitas e, portanto,
suas parcelas devem ser somadas ao segundo membro das equacoes in-
tegrais do estado plano de tensoes (4.52) no macro-elemento 2. As
parcelas destas forgas sao dadas por:

Ry u*p, (€5 X;) + ch u¥ oo (B85 X

onde m refere-se a equacao considerada e £ a diregao de aplicacao
das reacoes consideradas.



Caso as reacoes de canto foram desprezadas, Nao
& necessario o procedimento descrito e as equagoOes integrais de um
macro-elemento sao (4.52) e (4.49), fazendo-se Rci zero em (4.49),

ndo considerando, portanto, a somatoria w*;(e, n_) R ..

4.7 - Montagem do Sistema de Equagoes

3

tedll
~

b) X

>

FIGURA 4.1

Para a deducao das equagoes integrais de flexao e
do estado plano de tensao utilizou-se o sistema local de coordena-
das mostrado na figura 4.11.a. Apenas por questao de convengao pa-
ra analise de barras, preferiu-se deixar o eixo Xq (normalmente as
sociado a z) para ser o eixo do comprimento das barras (ver figura
3.1) e os eixos X1 e X (normalmente associados a x e y, respecti
vamente) para descreverem a secao transversal. Por esta razao, pre
cisa-se trabalhar com matrizes de mudanga de coordenadas. Partindo
-se dos sistemas local Yi, global x, e um sistema auxiliar interme
diario Yi, as relagoes entre estes sistemas de coordenadas sao da-
das por:



Xy 10 0fx
1% o= 0 0 1 'iz’ ..... (4.54)
?3‘ | O 1 0] x3
»:W B _\’ A
1 cos B sen B 0 X1
; i} r = |-sens cosg 0 |{x L . (4.55)
X 0 0 1 X
3‘ L -L3J
onde B & o angulo que o macro-elemento faz com o plano X1 X3

Cumpre observar que os macro-elementos sao sempre
perpendiculares ao plano Xy X, (ou plano xy). Alem disto, com al-
guns cuidados e experiencia em sistemas de coordenadas, pode-se pas
sar diretamente do sistema local ;i ao sistema global x, sem utili
zar o Sistema intermediario X -

Nao e dificil perceber que as matrizes de mudanga
de coordenadas mostradas em (4.54) e (4.55) relacionam-se com as
variaveis dos nos (u], Ups Wy Pys Pps V ) mas, nao com o momento
de flexao na diregao normal logo, deve-se proceder a compatibiliza
¢ao dos giros. A figura 4.12.a mostra os sentidos do momento de
flexao M, num macro-elemento.

®
I
~N

i

(7]

)

v

>N

xH

al b)
FIGURA 4.12

A figura 4.12.b mostra a associagao de dois macro-e

lementos dispostos ao longo do eixo §3 e no plano ii X 3. Nota-se
na interface que os momentos de flexao Mn tem sentidos opostos co-



mo o da coordenada s de orientagao do contorno e que as direcoes
das rotagdes nao se alteram, apenas 0s sentidos. Uma forma de com
patibilizar os momentos M_ (ou as rotagoes) @ associa-los ao sen-
tido de percurso s. Na interface da figura 4.12.b, define-se como
positivo o sentido de s que concorda com i] e assim inverte-se o0
sentido para aqueles momentos Mn dos elementos onde a coordenada
s nao & positiva. Para o sentido de s, basta inspecionar os cosse
nos diretores dos elementos de contorno em cada macro-elemento e
a partir dai, para aqueles cossenos diretores que sao negativos,
altera-se os correspondentes sinais de momentos Mn (e rotagoes en)
dos nos do contorno. Evidentemente, o sinal encontrado vai para o
termo obtido do cdlculo das equagOes integrais. Raciocinio analo-
go pode ser feito para as interfaces paralelas ao eixo T3 e ?2.

Ate este ponto, foi mencionado que, da integracao
numérica no contorno das equacoes integrais (4.49) e (4.52), obtem
-se uma relagao linear entre as variaveis. A aplicagao destas e-
quacdes nos pontos externos e do contorno fornece um nimero de e-
quacoes lineares suficientes para encontrar o valor das incognitas.
Pensando-se em um macro-elemento, ter-se-ia quatro vezes o numero
de nos (4N) de variaveis incognitas, onde 2N vem do problema da
flexdo e 2N do estado plano de tensoOes, 4N variaveis conhecidas,
2N de cada problema, e 4N equacoes; as reacoes de canto da flexao
(Rc) foram desprezadas ou aproximadas em funcao das rotagoes (en)
através de diferengas finitas. Das 4N equagoes encontradas, impon
do-se as variaveis conhecidas, apos as operacgoes necessarias, po
de-se determinar as 4N incognitas. Observando-se que oS estados
de flexao e extensao estao desacoplados, as solugoes serao sempre
independentes.

Na analise da aresta de uma associagao de macro-e
lementos pertencentes ao mesmo plano (figura 4.13) aparecem mais
incognitas. Admitindo-se que os macro-elementos da figura 4.13 te
nham (N +M).ndos, onde M nos pertencem as arestas, cada macro-ele
mento independente fornece 4(N +M) equagoes para 4N incognitas dos
tres lados ndao conectados. Para a aresta nao foi deduzida nenhuma
relacdo até aqui, resultando 8M incognitas (existem 8 variaveis por
no ou Ups Ups Wy 8.5 Pps Pps V@ M ). Da soma dos dois macro-ele
mentos resultam 8(N +M) equacoes a 8N incognitas dos lados inde-
pendentes acrescidas de 16M incognitas da aresta (8M incognitas de
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ARESTA

FIGURA 4.13

cada macro-elemento). As restantes 8M condicoes para a solugao do
problema sao [42]:

a) Da compatibilidade de deslocamentos (u], Ugs W € en) cor-
respondentes, em cada no, resultam 4M condigoes, ou:

u% = u% (i =1,2y ..., (4.56.a)
wt =w2 (4.56.b)
ol =92 .. (4.56.c)

onde os Tndices superiores referem-se ao numero do macro-elemento.

b) Do equilibrio de forgas (pq. Pys V. e M)

em cada no resultam 4M condigoes, ou:

correspondentes

p% + p% +p; =0 (i = 1,2y ..., (4.57.a)
Visv2ev =0 L (4.57.b)
1 2 =

ML M2 =0 L (4.57.c)

onde os Tndices superiores referem-se ao numero do macro-elemento.
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Da analise das equacoes (4.57), nota-se, alem das
forgas de cada macro-elemento, o aparecimento de forgas na aresta
(a terceira parcela de cada equagao). Entretanto, estas forgas re-
lacionam-se com os deslocamentos das arestas, ou quando o desloca
mento & incognito, a forga & conhecida ou vice-versa e sem o aumen
to do numero de incognitas.

0 que foi descrito, pode ser expresso matricialmente:

1) A aplicagao das equagoes integrais escritas para partes ex-
ternas e no contorno de um macro-elemento conduz a um siste
ma de equagles, organizado com a utilizagao das relagoes
(4.54) e (4.55), da seguinte forma:

onde U & o vetor dos deslocamentos do macro-elemento, sendo que os
deslocamentos de um no sucedem ao do outro e organizando os deslocamentos
em cada no da seguinte forma:

r 3

onde P & o vetor das forgas, no macro-elemento, correspondentes a
U e organizado da mesma forma para um no, a sequencia de forcas e

As matrizes H e U, ndo simétricas, sao obtidas das operagoes inte-
grais indicadas nas equagoes integrais (4.49) e (4.52). Na matriz
H, alem das operagoes integrais, e acrescido o deslocamento corres

pondente ao ponto do contorno no qual foi aplicada a equagao (ver
(4.49) e (4.52)).
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Impondo-se as 4N variaveis conhecidas em (4.58) e
apos conveniente troca de membros das colunas das matrizes H e G
obtém-se o seguinte sistema de 4N equagoes:

onde

1<

€ o vetor com as 4N variaveis incognitas

€ o vetor do produto da matriz dos coeficientes
das variaveis conhecidas pelo valor destas varia-
veis

-n

A & a matriz dos coeficientes das variaveis incogni
‘tas e foi obtida com a troca de colunas das matri
zes He G

2) Para a analise de dois macro-elementos com uma aresta, como
mostra a figura 4.13, o sistema de equagoes do conjunto, ja
colocando-se as condicoes (4.56) e (4.57), tem o arranjo fi

nal:
| ﬁ%] ﬂ%i 0 ‘9%1 0 ] —.9]T hdg%] 0 0 W
iy M0 gl 0| [y | fshi o o fln
0 W oW, 0 G| |uplz| 0 0 gl e (4.62)
0 B3 B 0 G| | B 0 0 &P
0o o o -1 -r| || |21
i JL -

onde

U] e U2 sao deslocamentos exclusivos dos lados inde
pendentes das sub-regioes (macro-elementos) 1
e 2, respectivamente. |

P, e Py sao as forgas exclusivas das sub-regioes 1 e
2, respectivamente.



UA e PA sao deslocamentos e forgas na aresta.
1
i

P: e P% sao esforgos nas sub-regioes 1 e 2, respec-

tivamente.

Hﬁj e ij sao sub-matrizes de coeficientes, analo-
gas as de (4.58), dos efeitos de i em j do
macro-elemento k.

I e uma matriz identidade

Conhecendo-se os deslocamentos (U], Ui’ Uz) ou as

forgas correspondentes (P], Pis PZ)’ procede-se a troca de colunas

e variaveis para a obtengao de um sistema de equagGes, analoga a

(4.61), o que permite, tambem, a determinacao das incognitas.

0 tratamento de dois macro-elementos nao coplanares
tera o sistema de equagoOes, antes da imposigao das variaveis conhe
cidas, analogo a (4.62). A diferenga reside no fato que as matri-
zes de coeficientes H e G terao seus elementos alterados pelo wuso
da matriz (4.55). Tomando-se, como exemplo, a matriz elementar obti
da da integracao em um elemento com os efeitos de um no, a compo-
nente da matriz H, para um elemento de um macro-elemento cujo Engg
1o g da figura 4.11 e zero, € do tipo

i T 7.7
0 h 0 h W
22 L (4.63)
h3y 0 hgy 0 Uy
i g2 - Maaf |

Para o angulo B diferente de zero, ela €& da forma:

o - - -~

h1]cos B8 h]]sen 8 h]3 0 Uy
-hzzsen B h22cos B8 0 h24 w
h3]cos B h31sen B h33 0

-h,,sen 8 h,,cos B 0 h <]
L 42 42 44_ N ]

conclui-se:

a) A independencia entre flexao e tragao & mantida nas coorde-
nadas globais com B igual a zero, (4.63).
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b) Existe acoplamento entre flexao e tragéorws coordenadas glo-
bais para B diferente de zero, (4.64).

Os elementos h,, e h,, da rotagao o, sao modificados
de acordo com o explicado para a figura 4.12.

Analogamente ao mostrado para a matriz H, pode-se
mostrar para a matriz G.

Lembrando-se que os elementos sao sequenciais (figu
ra 4.3), cada no produz duas matrizes elementares (4.63) ou (4.64)
pois, cada no esta entre dois elementos, exceto os nos duplos (fi-
gura 4.6).

Embora a montagem do sistema de equagoes (4.62) pos
sa parecer pouco pratica, ela permite a facil extensao do conceito
para a associagao de mais de dois macro-elementos em uma aresta e,
principalmente, reduz o esforgo em programacao.

0 procedimento mostrado, para associar as matrizes
dos macro-elementos, foi feito a partir da tecnica das sub-regioes
[42]}. Assim, as equagoes de cada macro-elemento (sub-regioes) sao
montadas independentemente e depois acopladas por condicoes de e-
quilibrio e compatibilidade.

A matriz da associacao de tres macro-elementos em
uma aresta (figura 4.14) e mostrada a seguir:

ARESTA

FIGURA 4.14
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4.8 - Dijafragmas

A montagem do sistema de macro-elementos com 0S @&-

feitos de flex3o e tracdo pode ser usada para analise de barras de
parede fina em muitos casos. Entretanto, estruturas deste tipo so-
frem forte influéncia de distorcao da segdo transversal nos locais
de aplicagdo de cargas concentradas. Sem entrar na discussao de e-
xistencia real de cargas estritamente concentradas, procurou-se mi
nimizar a distorcao da secgao transversal devida a estas cargas com
a possibilidade de se poder contar com diafragmas. Assim, dentre os
diversos tipos de diafragmas existentes, procuraram-se aqueles re-
lacionados com os graus de liberdade da segao transversal. Pode-se
citar alguns tipos de diafragmas:

1) Na analise de niicleos resistentes de edificios altos, as 1a

jes dos andares representam os diafragmas que mantem a se
cao transversal indeformada.

Laminas podem ser distribuidas ao longo do compri-

mento das barras, no plano da segao transversa], para aumento da
rigidez a distorgao da segao. Para o espagamento destas laminas no
comprimento das‘barras, pode-se citar as conclusoes apresentadas em
[30] ou pode-se utilizar o programa desenvolvido neste trabalho.

I1) Se as laminas, distribuidas ao longo do comprimento, tive-

rem grande espessura, constrange-se a secao transversal a
permanecer plana (sem empenamento) alem de ficar indetorma-
vel no seu plano.

Neste trabalho, pode-se utilizar dois efeitos inde-

pendentes de diafragma:

a)

b)

Enrijecimento da segao em seu plano mas, com deslocamentos
na direcao longitudinal (empenamento) livres. Este caso e o
que ocorre nos nucleos resistentes dos edificios altos (e-

xemplo 1) e & mostrado na figura 4.15.a, sera chamado de
diafragma tipo a.

Restricao dos deslocamentos na direcao longitudinal, dos
pontos da sec¢ao transversal, satisfazem a equacao de um pla
no (empenamento restringido) mas, com liberdade de deforma
cdo da secdo no seu plano. E mostrado na figura 4.15.b, se-
ra chamado de diafragma tipo b.



Finalmente, a associagao dos dois efeitos e permiti

da ou seja, secao rigidaem seu plano e sem empenamento (exemplo
I1).

FIGURA 4.15

Em essencia, o papel do diafragma @ o de possibili-
tar a redugao dos graus de liberdade no seu campo de atuagao ou se
ja, impoe aos infinitos graus de liberdade, dos pontos da secao
transversal, os movimentos de um corpo rigido ou mais exatamente,
os movimentos de um plano rigido. Desta forma, enquanto na ausen-
cia dos diéfragmas, os deslocamentos relativos dos pontos da secgao
transversal sao independentes, eles passam a ser dependentes na e-
xistencia do diafragma. Neste Gltimo caso, os deslocamentos de um
ponto no plano de atuagao do diafragma sao relacionados com a dis-
tancia deste ponto a um ponto adotado para referencia dos desloca
mentos do diafragma, que & usualmente chamado de polo.

Para que os pontos da secao transversal tenham des-
locamentos associados ao de um plano, & necessaria a introducdo de
equagoes que restrinjam o movimento destes pontos. A seguir, apre-
sentam-se as equagoes utilizadas para os dois tipos de diafragmas,
ja tendo-se em conta a utilizacao de secoes celulares:

a) Para os diafragmas tipo a, tem-se:

Ug = u, - (_yB - yA) ¢ZA ..... (4.66)
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Vg = Vot (xB - xA) ¢ZA ..... (4.67)
J[ Py dr + QXA =0 .. (4.68)
T
T =
fpyd +QyA o L. (4.69)
r
[py(x - Xp) - px(y-_yA)] dr + T, =0 ..... (4.70)
r
b) Para os diafragmas tipo b, tem-se:
Wp = Wy - (yB -yA) ¢XA + (xB -xA) ¢YA ..... (4.71)
Jf P; dr + NA =0 L. (4.72)
r
f pZ(y -yA) dr + MXA =0 ... (4.73)
r
J[ pz(x —xA) dr - My =0 ... (4.74)
r

onde

u, v e w sao deslocamentos nas direcoes x, y e z, respectivamente.
Q, e Qy sao forgas cortantes nas direcoes x e y, respectivamente.

M, e My sao momentos de flexao em relacao aos eixos x e y, res
pectivamente.

N & a forga axial na direcao z.

T & o momento torcor em relacao ao eixo z.

os deslocamentos u, v e w com indice A referem-se aos desloca-
mentos do polo do diafragma. |

os deslocamentos u, v e w com indice B referem-se aos desloca-

mentos de um ponto B qualquer, no plano do diafragma.



As forgas QX, Qy e N como os momentos Mx’ M e T
sao esforgos concentrados e aplicados no polo considerado (A). A
figura 4.16 mostra a'segéo transversal de uma celula com estes des
locamentos e forgas relacionadas. Nota-se que as translagoes u, V
e w estao relacionadas as forcgas Qx’ Qy e N respectivamente, en-
quanto as rotacoes bys

Mx’ My e T.

y e ¢Z estao relacionados com os momentos

z,w,N X Z’QZ’T X ,¢x, Mx
A u A
Q
Y x Yod)yoMy

v
Qy

FIGURA 4.16

0 outro aspecto a notar nas equacoes (4.68), (4.69)
e (4.70) e o das integragoes serem realizadas na porcao de contorno
(dr)e nao em dy ou dx. Isto ocorre pelo fato de que foram associados
estados de flexao e tracao, onde na espessura existem forgas distri
buidas no plano da chapa (estado plano de tensao) e perpendicula-
res ao plano da chapa (flexao).

Para a inclusao do diafragma, as equacgoes (4.66),
(4.67) ou (4.71) devem ser consideradas para restringir os movimen
tos dos pontos da segao transversal situados no plano de atuacao
do diafragma. Na barra discretizada, as restricoes aos deslocamen-
tos (equacoes do diafragma) sao impostas aos nos e as forcas rela-
cionadas com estes deslocamentos (p], Vn, p2), em cada no, passam
a ser incognitas.

Para a matriz H que re]aciona os deslocamentos do
sistema global, as colunas desta matriz que multiplicam deslocamen
tos de pontos pertencentes ao diafragma devem ser alteradas da se-
guinte forma:
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a) Diafragmas tipo a

Os deslocamentos associados sao os correspondentes
"as diregoes x e y (u] e w conforme as equacgoes (4.63) ou (4.64)),as
colunas correspondentes sao substituidas por:

ug 1 0 -D Up
Yy
= va l e (4.75)
vB 0 1 +D
X
¢ZA

onde

Uug € vp sao deslocamentos no sistema global nas direcgoes x ey,
respectivamente, dos nos pertencentes ao diafragma e
que pertencem a matriz H
Ups Vpa e ¢, sao deslocamentos do polo do diafragma no sistema
global.
Dy e DX sao as diferencas entre as coordenadasy (yB —yA) e
X (xB- XA) do no e do polo, respectivamente.

b) Diafragma tipo b

Neste caso, os deslocamentos associados sao na dire
cao z, u, conforme as equacoes (4.63) ou (4.64) e as colunas corres
pondentes sao substituidas por:

[y
[wgl = [1 0, =D, 0 fo,f (4.76)

¢
YA |

onde

Wg e o deslocamento na diregao z dos nos pertencentes ao dia-
fragma e no sistema global _
Was ¢ e ¢y sao deslocamentos do polo do diafragma no siste

X
A ma global.



0 resultado destas alteracoes e a inclusao de colu
nas referentes aos deslocamentos do diafragma e a eliminagao daque
lTas pertencentes aos nos associados ao diafragma (os deslocamentos
destes nOs passam a ser combinagoes lineares dos deslocamentos do
diafragma).

Por outro lado, a restricao aos deslocamentos dos
nos so @ possivel mediante a introducao de forgas (incognitas a
priori). Logo, a existencia do diafragma introduz forgas aos nos
associados. Assim, as colunas da matriz H, que multiplicavam deslo
camentos de nos associados aos diafragmas, sdo preenchidas pelas

correspondentes colunas da matriz G, que multiplicam as forgas re’

lacionadas aos deslocamentos dos nos associados.

Como o numero de incognitas do sistema de equacgoes
foi aumentado em nimero de tres para cada tipo de diafragma em ca-
da ocorrencia, as tres equacoes adicionajs sao dadas por  (4.68),
(4.69) e (4.70) ou (4.72), (4.73) e (4.74) em cada tipo de diafrag
ma para cada ocorrencia.

Como as forgas distribuidas (px, py, pz) sao aproxi
madas no contorno de forma linear e os elementos de contorno sao
sempre retos, pode-se tirar partido deste fato com o uso direto de
expressoes analiticas nestes locais.

3 3
3} Py 0
2 P; 02
| | |
Y — a
FIGURA 4.17

A figura 4.17 mostra um exemplo onde existem dois e
lTementos de contorno adjacentes com nos 1, 2 e 3. As forgas distri-
buidas tem valores nos extremos do elemento de pi, pi e pi, estan-
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do associadas aos nos 1, 2 e 3 respectivamente, onde o indice % po
de significar diregdo x, y ou z. As grandezas al, a2 e a’ referem-
-se ou as diferengas (y - yp) ou as diferengas (x - xp) e sao li-
neares por ser a geometria linear.

As integrais podem ser tratadas para este caso da
seguinte forma:

3

' = 1t 2 2 3
f P, dr —-2-(p£.h]2+p£.h]2+p2.h23+p2.h23) (4.77)
1
3
1
f pﬂadr=g[pi h]2(2a1+a2)+p-%.h]2(2a~’-+a1)+pih23(2a2 +
1
+ad) + pz h23(2a3 + a2) (4.78)

onde

hio e h23 sao os comprimentos dos elementos de contorno

Assim, pode-se utilizar as expressoes apresentadas
em (4.77) e (4.78) nas equagoes adicionais (4.68) a (4.70) ou
(4.72) a (4.74). Devendo-se notar que sao estas equagoes adicionais
que relacionam as forcgas aplicadas aos diafragmas com as que sur-
gem nos nos pela existéqcia do diafragma ou seja, p;, p% e pz (que
agora sao incognitas e estao na matriz H). Evidentemente, as for-
cas aplicadas ao diafragma serao variaveis adicionais do vetor P,
cujos correspondentes coeficientes na matriz G serao iguais a uni-
dade. Em forma matricial pode-se escrever:

His  -Gip Hip || Y4 Gy O
Hos  =Cpp Hpp | [Po| = | Gpi O Ei ..... (4.79)
p
B ¢ _Up_ i 0 I_
onde

U; sao deslocamentos dos nos que nao pertencem ao diafragma.
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D sao forgas que ocorrem nos nos que pertencem ao diafragma e
devidas ao diafragma.

U sao deslocamentos correspondentes ao diafragma.

sao forcas correspondéntes a Us.

sao forgas correspondentes a Up.

A matriz H da estrutura tem no bloco Hii os coefi-
cientes que multipiicam os deslocamentos Ui’ cujas linhas foram
obtidas de todos os outros pontos da discretizagao que nao perten-
cem ao diafragma (D). No bloco HDi existem as linhas da matriz H
obtidas dos pontos que pertencem ao diafragma (D) e cujos coefici
entes multiplicam os deslocamentos Ui' 0 bloco HiD’ complementar de
Hii’ que multiplica os deslocamentos dos nos que pertencem ao dia-
fragma, e HDD’ complementar de HDi’ sao modificados por (4.75) ou
(4.76) para tornarem-se Hip e HDP’ respectivamente. Gii e GDi $ao
sub-matrizes analogas a Hii e HDi' GiD e GDD’ sybmatrizes da ma -
triz G, estao na matriz H por multiplicarem as forgas que ocorrem
nos nos (PD) devido ao diafragma. O bloco M e obtido das equacoes
adicionais (4.68) a (4.70) ou (4.72) a (4.74), com a utilizagdo
de (4.77) e (4.78).

Da existencia de deslocamentos U_ ou forgas Pp conhe
cidos no diafragma, procede-se a troca de colunas em (4.79) para a
resolucao do sistema, analoga a (4.61).

A equacao (4.79) mostrou como se pode tratar um dia
fragma em uma forma simplificada. A generalizagao para o sistema
real de equacoes. pode ser feita mas, tendo-se em conta 0s seguintes
aspectos: ‘

a) Aparecem mais blocos de zero pela propria matriz H ser obti
da de sub-regioes.

b) Os diafragmas ora tratam dos deslocamentos x e y (diafragma
tipo a) ora tratam dos deslocamentos z (tipo b).

c) Nem sempre os ndos pertencentes a um diafragma agrupados em
bloco, eliminam o numero de blocos da matriz H.



4.8.1 - Diafragmas de Extremidade

0 nome diafragma de extremidade nasceu do fato que
diafragmas que incidem nas extremidades das barras, em seu plano
de atuagao existem porgdes de partes do contorno dos macro-elemen-
tos que concorrem a extremidade (figura 4.18). Deste fato, as e-
quagoes do diafragma de extremidade s3o aplicadas aos nos de contorno.

MACRO ELEMENTOS GQUE
CONCORREM A EXTREMIDADE

/
\ /”\-P DIAFRAGMA

FIGURA 4.i18

Assim, em fungao do tipo do diafragma utilizado, a-
plicam-se as equagoes (4.66) a (4.70), ou (4.71) a (4.74), atraves
dos procedimentos apresentados em (4.75) a (4.78).

Este procedimento pode ser utilizado para diafragmas
internos desde que hajam interfaces ou seja, existam nos de contorno na parte

interna e portanto macro-elementos consecutivos no mesmo plano. A figura 4.19
mostra este esquema:

INTERFACE

8 MACRO ELEMENTOS

FIGURA 4.19




0 inconveniente deste procedimento &€ o aumento do
nimero de nos e, consequentemente, da memoria computacional envol-
vida com as equacoes na interface.

4.8.2 - Diafragmas Internos
Com o objetivo de colocar diafragmas ao longo do com

primento (z) da barra sem utilizar a mesma quantidade de memoria
do Ttem 4.8.1, recorreu-se a utilizagao de nos internos.

[k
T

NOS \
INTERNOS LINHA DE
’,‘/ CARGAS p

FIGURA 4.20

Conforme foi mostrado na apresentagao das equagoes
do diafragma, cada n0o associado tem seus deslocamentos restringi-
dos aos do diafragma, mediante a existencia de forcas nestes nos
devidas ao diafragma. |

Assim, para que nos internos possam desempenhar fun
cao semelhante aos nos de contorno, junto aos deslocamentos destes
nos devem estar associadas forcas. Para este fim, considerou-se a
existencia de uma linha de forcas aplicada a estes nos. Para estas
forcas, adotou-se uma distribui¢do linear, entre os nds, em funcao
dos valores destas forgas nos nos internos. Como os deslocamentos
s3o no espago tridimensional, foram aplicadas forgas nas tres dire
goes. ‘

Para os macro-elementos com nos internos, escreve-
ram-se as equagoes integrais relativas aos deslocamentos destes nds
em funcao de deslocamentos e forgas aplicadas ao contorno, incluin
do os efeitos da linha de forgas aplicada ao dominio. A inclusao
de varios diafragmas internos resulta em linhas de nds internos pa
ralelas a mostrada na figura 4.20 e tem desenvolvimento analogo.
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Assim, utilizando-se (4.16) e (4.28), discretizadas em (4.49) e
(4.52), considerando-se o termo da linha de cargas concentradas,
obtem-se para um macro-elemento em forma matricial:

o =)
o
<

e gee gei

[~

~ee

]
—
=
oo
[an]
~—

G

~i Zje G

241

=
1

[
1o

~ie
onde

Hoe € Ggo sdo matrizes de efeitos do contorno no proprio con-
torno dadas pelas equagoes (4.16) e (4.28).
Hie e gie sao as matrizes dos coeficientes dos deslocamentos e
forcas no contorno das equagoes (4.13) e (4.27).
1 & a matriz identidade pois contem os coeficientes dos deslo
camentos internos nas equagoes (4.13) e (4.27)
G,; © G;; sao as matrizes dos coeficientes obtidas da integra-
¢ao na linha de cargas internas de forgas P linear
mente distribuidas em funcao dos valores nos nos in-

ternos e convenientemente agrupados segundo (4.54).

As integrais utilizadas para determinar os coefici
entes das matrizes G ; e Gy, sao do tipo:

jr p% uftidr' jf pé w* dr' (i=1,2) (4.81)
r' r'

onde

r' corresponde ao trecho de integracao onde existe a linha de
cargas e pertence ao dominio Q.

u*ij e w* sao solucoes fundamentais.

p% (i =1, 2, 3) sao as forgas aproximadas linearmente em fun
cao dos valores nodais (nos internos).

Para a determinagﬁo dos coeficientes na matriz Gy,
usando (4.81), deve-se observar que os pontos, onde sao escritas as
equacoes (4.49) e (4.52), situam-se no contorno (T), enquanto para
a matriz Gii estao nos nos internos. Adicionalmente quando o ponto,



para onde sao escritas as equacoes integrais, situa-se no trecho
de integracao, utilizam-se integrais analiticas. Pelas razoes mos-
tradas nos elementos descontinuos, nos internos, definidos com a
mesma coordenada de um no do contorno; sao levados a uma posicao
interna intermediaria entre o contorno e o ndo interno seguinte a
este no duplo interno, no momento de ser escrita a equagao para es
te no. -

Quando a equacao (4.80) e escrita em coordenadas glo
bais, com a utilizagao da equagao (4.55), a matriz identidade pas-
sa a ser a propria matriz mostrada em (4.55). Na matriz (4.80) es
crita em coordenadas globais, introduzem-se os diafragmas atraves
das matrizes (4.75) ou (4.76). Devido ao diafragma, as forgas p%,
passam a ser incognitas e as matrizes Gei e G, vao para a matriz
H. utilizando-se os resultados mostrados em (4.77) e (4.78) nas e-
quagdes (4.68) a (4.70), ou (4.72) a (4.74), obtem-se as equagoes
adicionais necessarias. 0 sistema de equagbes obtido & analogo a
(4.79).

Finalmente, um ultimo cuidado & necessario:

A utilizacao de diafragma pode restringir desloca-
mentos nas direcoes x e y sem restringir o da diregao z ou vice-
-versa. Por outro lado, o uso de equagoes para nos internos impli-
ca em obter-se o sistema (4.80) singular, se estas equagoes nao fo
rem modificadas. Assim, quando num mesmo plano nao atuam os  dois
tipos de diafragmas, deve-se eliminar as equagdes cuja direcao de
deslocamento nao foi alterada pelo diatragma, para obter-se um sis
tema de equagoes nao singular.

4.9 - Integrais Analiticas e Numericas

Na aplicagao das equagoes (4.49) e (4.52) a um pon-
to pertencente ao elemento a ser integrado, foram utilizadas ex-
pressoes analiticas nestas integragoes. Para o estado plano de tég
sao, melhores resultados foram conseguidos com os pontos, onde a-
plicam-se as equagoes integrais, situados no exterior do dominio.
Assim, as equagoes ana]Tticés apresentadas serao para a equagao in
tegral de placas (4.49) e para a linha de cargas p% utilizadas nos
diafragmas internos (4.81). As outras integrais foram feitas nume-
ricamente através de quadratura de Gauss [38].
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Conforme explicado para os elementos continuos e
descontinuos, as fun¢6es.aproximadoras by € 05, figura 4.5, tem va
lor unitério em extremidades opostas. Um elemento cujo ponto situa
-se a uma distancia a de uma extremidade e mostrado na figura 4.21.

__-amﬂmﬂmmd)z
¢I|:D]:II[IIHIIIU]I[IDIEEII:::==_.

_~PONTO DE INTEGRAGAD
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’-!
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2

FIGURA 4.2|

As funcgoes aproximadoras, para a figura 4.21, sao

99 ]
a + r

(T

(T

(T

(T

< 0)

..... (4.82)
> 0)
< 0)

..... (4.83)
> 0)

As integrais analiticas aa equagao integral de pla-

cas sao dadas por:

2

1

Jf M;dW dr = —{[(&-a) K]+k2]ﬂ +v)+lﬁi]—l— ...... (4.84.a)

2
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2
f CMX g, dr = -[[ak]—kZ] (1+v) +3.Z’L2]Z:; ..... (4.84.b)
1
2
* - s 1
J[ W* ¢y dr [18 (2 ~a) K3 + > K4} oy (4.85.a)
1
2
' 1 ] 1
* dr ={— - — Kyl i 4.85.b) "
f A LSaK?’ 16 K4]87rDSL ( )
1
onde
Ky = (g-a) In(a~-a) + a]Ma)-‘z A (4.86)
) 1l - (e - a2 a4y -1t
K2 {a {2 In(a) ]} (2 - a) [? In(2- a) 1]} . (4.87)
Ky = a3{6 In(a) - 5] + (8 - a)3{6 Tn (2 -a) -5] ..... (4.88)
Kg = a“[4 In(a) - 3] - (8 - a)“[4 in (2.- a) - 3] ..... (4.89)

" As integrais V: e e; com ¢, € ¢, sao nu]aé.
As integrais para a linha de cargas dos diafragmas
internos sao dadas por:

2

f¢] u. dr = [(z-a) K5+l|<6] L (4.90.a)
. J 4 817G (1 - v)y
2
1 1
¢u’f.dr=[a.|<--—.|<]. ..... (4.90.b)
f] 2 ") 5 4 " 0l grg(1 - v)s

onde
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=~
1]

5 2548y - (3 - 4v) 6ij[(z -a) In(g-a)+a In(a) -g}.(4.91)

=~
1

g = (3-4v) Gij[az[l -2 Jn(a)] - (& - a)z[l -2 1n (2 -a)]}+

+

2% (2a - 1) Sisj .....

onde

s, e sj sao cossenos do elemento de contorno no macro-elemento

0s casos em que "a" vale zero ou "g"podem ser tratados
assumindo-se, nas expressoes (4.84) a (4.92), os respectivos loga-
ritimos, In(a) e In(2 - a), zero em cada um dos casos. Este proce-
dimento & feito pois, o logaritimo de um argumento nulo & singular.

Em (4.81), aparece nas integrais a fungao w*. Nao
foram apresentadas as expressoes analiticas para este caso pois
elas sao iguais as mostradas em (4.85).

Para as integrais numéricas, foi utilizada integra-
c3o seletiva em fungdo da distancia do ponto considerado e o ele
mento a ser integrado. Para referencia de ordem de grandeza, utili
zou-se o comprimento do elemento a ser integrado ou a distancia do
ponto ao contorno (figura 4.7). Assim, quando o comprimento do ele
mento era menor que a distancia do ponto ao contorno, o comprimen-
to do elemento era usado para valor de referencia da distdncia e,
caso contrario, utilizava-se a distancia do ponto ao contorno. Ten
do-se em mente este valor de referéncia, a integragao seletiva foi
escolhida da seguinte forma: '

a) 4 pontos de Gauss quando a distancia do ponto ao elemento
a ser integrado era 24 vezes o valor de referencia.

b) 6 pontos, quando a distancia do ponto ao elemento a ser in
tegrado situava-se entre 6 e 24 vezes o valor de reﬂﬂénciq.

c) 10 pontos, quando a distancia situava-se entre 2 a 6 vezes
o valor de referencia.

d) 15 pontos, quando a distancia situava-se ate 2 vezes 0 va-
lor de referencia.

Nio foram feitos estudos sobre otimizacao desta in-
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tegracdo seletiva porém, pdode-se observar em alguns exemplos, que
a integracdo com 15 pontos de Gauss nao melhorou significativamen-

te o resultado em relagao as integragbes com 4, 6 e 10 pontos ape-
nas.

Apds o calculo das integrais analiticas e numéricas,

com a consequente montagem da matriz H do macro-elemento ou da es-
trutura, pode-se conferir as integrais efetuadas a partir de uma
propriedade da matriz H [34], [36]. A somatoria, em cada linha, dos
elementos das colunas que multiplicam deslocamentos na direcao X
de cada um dos nos, no sistema global, & nula. Este mesmo fato o-
corre nas colunas que multiplicam deslocamentos nas diregoes y e z.
Esta propriedade vem dos deslocamentos de corpo rigido, em cada uma
das direcdes. Com relagdo a rotagao pode-se fazer raciocinio analo
go mas, esta rotacao relaciona-se com as colunas de deslocamentos

e o procedimento n3o & tdo simples como o descrito para as transla
coes.

4.10 - Tensoes e Curvaturas

Apresenta-se a seguir o calculo de tensoes internas
e no contorno de cada macro-elemento como tambem as curvaturas nos

pontos internos aproximadas pela segunda derivada do deslocamento
medido na direcao normal a placa (w).

4.10.1 - Tensoes Internas e Externas

Seja a equagao (4.13) na ausencia de forgas de vo-
lume:

ui(g) = f p;-*j(a, x) uj(x) dr(x) + fu’;j(a, x) pj(x) dr(x) ..(4.93)

r r

A equacao (4.93) & uma representagao continua  dos
deslocamentos nos pontos de dominio, pddendo—se obter as tensoes in
ternas por combinacées das derivadas de (4.13). A expressao final
da tensEolinterna, utilizando-se (3.5), na ausencia de forgas de
volume, € dada‘por 134]:



r
..... (4.94)
onde
% _ _ _ 1
uijk(g’ X) [(Gik r,j + ij rss 5ij r,k)(l » 2v) + 2 r’ir’jr’k]Z;;
..... (4.95)
* -
pijk<g’ X) H(SU ro (1 - 2v) 2+ (84 Fay o8y rsy) 2v
-8, r,.r ar _ n (1 - 4v) + 2v ( n. +
SRS T T I AR U T
G
+ry, Py no) + (1-29)(8,,n, + 8, n.+2r,.1,.nN ﬂ
k "% jk k i k 2n(1 -yr2
..... (4.96)
onde

n, e nj s3ao os cossenos diretores, no macro-elemento, da nor-

mal ao elemento de contorno integrado.

0 cuidado na utilizacao da expressao (4.94) refere
-se ao caso do macro-elemento possuir uma interface em comum com ou
tros macro-elementos (figuras 4.13 e 4.14): as forgas p, devem ser
as reacgoes na interface deste macro-elemento, ver P% e P% na equa
¢ao (4.62) ou as condigoes (4.57).

As tensoes na superficie de contorno sao calculadas
diretamente ou atraves de diferengas finitas da forma:

oy = Pn (4.97)

ns ns



o = (Vo . +26Gc¢e
n

onde
os Tndices n e s referem-se as coordenadas normal e tangencial
ao contorno.
v e definido em (3.14),
Da solugao do sistema de equagoes  obtem-se as
forgas normais (pn) e tangenciais (pns) no contorno e de onde

obtem-se as tensoes o, € o - Para o calculo de O € necessario

encontrar €gg Sabendo-se que:

onde

ug & o deslocamento na direcdo tangencial e & obtido  tambem

da solucdao do sistema de equagoes.

Com procedimento semelhante aquele que aproximou as
reagoes de canto (R_) em funcao da rotagao 6, ver expressoes
(4.50) e (4.51), pode-se encontrar a deformagao € utilizando a
técnica de diferencas finitas de forma analoga.

Alem do cuidado de se trabalhar com as forgas de
reacdo na interface de macro-elementos, 0s deslocamentos e forgas
obtidas tém representagao tridimensional e portanto, deve-se utili
zar a transformacao (4.55) para a obtengao dos resultados em duas
dimensdoes com o uso das correspondentes forgas nas expressoes (4.97)
e (4.99). |

4.10.2 - Curvaturas.lnternas

Seja a equacao (4.27) na auséncia de forcas de volu
me:
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wig) = -J[ (VE(Es x) w(x) - M*(e, x) 8 (x))dr(x) - R¥. (&, x ) w;{x.)
T

+J[ (Vn(x) w*(g, x)-Mn(x) eﬁ(g, x))dr(x) + Rci(xc) W (g, Xc)
T

Analogamente a equagao (4.93), da continuidade de
(4.101) pode-se diferencia-la para obter a curvatura como segunda
derivada da fungao w. A expressao final para a curvatura & do tipo:

Wsi5(6) = - f [v;w(g, x) w(x) - M .(g,x)en(x)]dr(x)-Rzi (B x W (x )+
!1 3

p L j i

_/‘[wzgj@,x)vn(x) o, (B0 M (0 Jdrb) R b (k)

C1
r 1J

onde

- ! +r,.n;) +
i b7 an as 3s J 31
'16?-‘:2{(,1-5 +Y‘,S)+4§—t(sn+s n.) +
an  3s 3s J
s 22 (2s, s, ~4r,. n+s..)+ 2(r,n+r,s)](1-v)+
an J [y
ar 1
+ 4 — (s ~-4r,. r, )+4(Y‘, n. +r, n)]
an U L 3V g3
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ar ar
-4 — (ry;n,+ryon) - 4 yv— (ry;s: + r,. S:) +
an 1 J 5 i j i

32 ary2 1
+ 4 sy r’j ((an) + v(as) )+ 2 "1nj'+2“ Sisj]

..... (4.104)
wtij(g, X) = [1n(r) 61j +r,, r,j] Z%B ..... (4.105)
e;’ij=[(su-2r,1. r, )-Z-i+r, Ny rag g %;r ..... (4.106)
RZi,U.(‘E’ X) 'Ms,ij(g’ Xe) - Ms,”(g’ D (4.107)
Ms’ij(g, x) =[ Z(Gij -4 ras r,j) 2&- %5 + 2{.(r’j S. * Ty Sj) %% +

. - Q-9 (a.108
+ (ry; Nyt n;) - ] Ny S5 TSy "j] p— ..o (4. )

devendo-se notar que a reagao de canto foi aproximada pela diferen
¢a de momentos volventes conforme (4.35).

Analogamente ao calculo de tensdes, os deslocamen-
tos e forcas obtidos do sistema global serao compostos atraves da
transformacao (4.55). Com deslocamentos e forgas no sistema local,
pode-se utilizar aqueles adequados a (4.102). Alem disto, para os
macro-elementos ligados a pelo menos um outro macro-elemento, deve
-se obter as forgas do equilibrio da interface, ver'(4.57), para u
tiliza-Tas em (4.102).
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4.11 - Integrais de dominio

Ate este ponto, as equagdes integrais de «chapas e
placas, (4.49) e (4.52), foram tratadas sem os termos que contem
as integrais sobre o dominio (9), onde as forgas distribuidas por
unidade de drea s3o levadas em conta. Os termos nao incluidos foram:

fbj(x) uy; (6, x) da (x) (i, 3 =1, 2) ..... (4.109)
9
f py(x) wr(eg, x) da (x) ... (4.110)
)

Para o calculo destas contribuigoes, pode-se divi-
dir o dominio em celulas, sobre as quais os valores bje p; podem ser aproxi
mados, que sao integradas numericamente para os pontos em que sao escritas as
equacoes (34]. '

FIGURA 4.22

Quando as forgas distribuidas tem expressoes anali-
ticas integraveis no domTnio, estas integrais, dadas em (4.109) e
(4.110),podém ser transformadas em integrdis de contorno (integral
de linha, nestes'caﬁos). Para este fim, utiliza-se o ésquema de in
tegracao mostrado na figura 4.23 [42]. As integrais passam a ser



X2

Xy

FIGURA 4.23

escritas por:

fbjmuqu (€, %) da (x) - f[[ b (). 5 (£, %) (e, X) dr(x)] do
Q .8

(i,j=1,2) ... (4.111)

R
f p3(x) w¥(g, x) d Q(x) =f[ f p3(x) w* (£, x) r(g, x)dr(x)}de
| 6 0

As integracoes sobre o angulo 6 podem ser feitas com
uma mudanca de variaveis da seguinte forma:

- 1 ' ‘
de S rsy My dr (t) ..., (4.113)

R(E, t)

As expressoes para as integrais de dominio tem as
expressoes finais, em integrais de contorno, do seguinte tipo:
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(i, =12 L. (4.114)

R(g, t) r n
0 L
jr p3{x)w*(g, x)da(x) = jr[{( p3(x) w¥(g, x) r (g, x) dr(x) dr (t)
r

Q

Para os casos em que as forcgas distribuidas bi e psy
sao constantes, obtem-se para as expressoes (4.114) e (4.115) as
sequintes expressoes:

R . b,
1
b.(x)U*.(E,X)dQ(x)=-/‘—~—~————-——J-——[- 3-4v)(InR - %) . 8., +
‘/Q. 3T L 169G(1 - v) (- 22T
+ R, R,]}R,z.nzdr ..... (4.116)
Py R 3
p3(x) w*(g, x) de(x) = (InR - 7 Rag sy dr ..... (4.117)
Q I,321rD

Para o calculo das curvaturas e tensoes internas,
as integrais de dominio sao do tipo:

f bj(x).u'l*jk (Es k) dQ(X) (],J,k:], 2) ..... (4.]]8)
f
f pa(x) wr,ys(es x) da(x)y (4.119)
Q

A transformagao das integrais (4.118) e (4.119) em
integrais de contorno, para o caso das forgas distribquas constan
tes, & ddda por:
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J[ bj(x)uﬁjk@, x)da(x)==J[ %#[(5H<R’j+5ij’i" Gin’kx] - 2vy) +

Q P
+ Ry R, R,k]R,l n dr ... (4.120)
x da(x) = p3R[ 1 R,. R ]R d
p3(x) w’ij(g’ x) da(x) = g;a (]"R"‘z‘) 61j+ i Ny ’an r

A inclusao das forgas distribuidas por unidade de
dominio altera as equacoes integrais (4.49), (4.52), (4.93) e (4.101)
com o acré@scimo de um vetor independente. No caso do sistema de e-

quacoes (4.58), este passa a ser escrito por:
HU=6P+

onde V & o vetor que contém os termos independentes de cada equagao
integral.

Apos a troca de colunas entre as matrizes H e G pa-
ra a separacdo das variaveis incognitas e conhecidas, chega-se a e-
quagao (4.61).

AX=F
onde o vetor F contém a soma do vetor V com o produto da matriz dos
coeficientes, obtida de H e G, pelos valores das variaveis conhe-
cidas.

Finalmente, pode-se observar que a utilizagao de
pontos externos ao dominio nao altera a validade dos procedimentos
mostrados a partir da figura 4.22.



5 - EXEMPLOS NUMERICOS

5.1 - Introducao

Apresentam-se, a sequir, alguns exemplos com o obje
tivo de mostrar os principais aspectos da sistematica proposta que
foi colocada num programa de computador. Este programa, codificado
em linguagem FORTRAN, teve as variaveis reais utilizando precisao
dupla (8 bytes por variavel), o que significa precisao nos calcu-
los de ate 15 casas decimais aproximadamente.

Serao apresentados calculos de barras prismaticas
com secao aberta, fechada duplamente simetrica, mista (porgao de
comprimento aberto sucedendo uma porgao fechada) e unicelular com
mesas laterais em balango.

5.2 - Exemplo Numerico 1 - Secao Aberta (U)

Neste exemplo, analisa-se uma barra com segao trans
versal em U. A figura 5.1 mostra esta barra com a segao transver-
sal, a mesa e a alma tem mesma largura (2m) e o comprimento foi va
riavel (4m, 8m e 24m). 0 mdodulo de Young (E) foi de 2,0tf/m?2, o
modulo de elasticidade transversal (G) 1,0tf/m2 e o coeficiente de
Poisson (v) zero. A espessura das paredes foi constante e igual a 0,05m.

0,05m
P S
—p— T
| Cc.G
| 0,667
2 .
)_.__. 0,857
N y
cc
/ | I
/ 2m
—f TS /T

/ 2m /
X

FIGURA 5.4




A barra foi engastada em uma extremidade (z =0) e
os carregamentos apT{cados na extremidade livre (z = &) atraves de
diafragma. Também foi incluido um'diafragma na secao intermediaria
(z = 0,5¢). A discretizagao, mostrada na figura 5.2, para o menor
comprimento (& = 4m) teve 36 elementos, 38 nos dispostos no contor
no (incluindo as arestas) e 9 nos internos (3 ndos/macro - elemento)
para colocacao do diafragma intermediario.
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T R N 3

DISCRETIZAGAC DE 38 NOS

FIGURA 5.2

0s centros de gravidade e de cisalhamento situam-se
no eixo de simetria da secao transversal e suas posicoes foram de-
terminadas de acordo com a Mecanica dos Materiais (ver figurab5.1).
Pelo fato do coeficiente de Poisson ser nulo, mesmo utilizando-se
outras formulacdes para a determinagao do centro de cisalhamento
obtém-se o mesmo resultado [44].

As respostas dividem-se em dois grupos pelos tipos
de diafragmas utilizados:

a) Neste caso os diafragmas impuseram deformagao plana na se-
cdo e todas as forgas sao aplicadas no diafragma superior.

a.l) Forga normal de 1,0 tf.

No engaste,obteve-se uma forga distribuida de
0,1667tf/m na direcao z ao longo das péredes. Este valor
coincide com o da Mecanica dos Materiais pois, da integragao resul
ta uma reagao de 1,0 tf.



- 95 -

a.2) Flexao pura de 1,0tf.m em relacao ao um eixo paralelo ao
eixo x e passando pelo C.G.

No engaste, ao nivel das mesas comprimida ou tracio
nada, obtém-se uma forga d1str1bmda média na diregao z de O, 1943tf/m
quando a de Mecanica dos Materiais & de 0,2143tf/m (erro de-10,0%).
A distribuicdo das forgas obtidas & mostrada na figura 5.3.a, onde
nota-se na juncao mesa-alma um pico de forga de 0,3322tf/m

a.3) Flexao pura de 1,0tfmem relacao a um eixo paralelo ao:
eixo y e passando pelo C.G.

No engaste, nos extremos das almas, obtem-se uma
forca de 0,4989tf/m quando o valor teorico & de 0,5tf/m (erro de
-0,22%). Ao nivel da mesa a forga media ¢ de 0,1747tf/m para um va
lor teorico de 0,25tf/m (erro de -30,1%). Como nota-se na figura
5.3.b, na juncao mesa-alma existe um pico de forga de 0,4765tf/m e
um valor maximo no centro da mesa de 0,3271tf/m.

0,1671
0,244}

0,022 0,635
oo (T i

\ (1t/m)
%478 |oww
“ Iﬂ““ '
(we-=> | )
0,3322 o022
0,4765
0,671 02441 FORGAS DISTRIBUIDAS '
a)FLEXKO PURA EM RELAGAO NA oireclo Z b) FLEXAO PURA EM RELAGAO
A0 EIXO X A0 EIXO Y

FIGURA 5.3

A descontinuidade da distribuigdo na juncao mesa-al
ma @ devida 3 existéncia de no.duplo nesta regiao. Deve-se observar
que a media dos valores de forgas na jungéo'mesa-a1ma e 0,2496tf/m
na figura 5.3.a (notar a queda dos valores de forca na mesa compri
mida, ou trac1onada) e 0,2492tf/m na figura 5.3.b (a forga media
na mesa @ de 0,1747tf/m). Estes fatos mostram a existencia do feno
meno "shear-lag“ apesar de os diafragmas imporem deformagao plana.
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b) Neste caso os diafragmas mantiveram a secao transversal ri-
gida com liberdade para o empenamento.

b.1) Carga transversa1 de 1,0tf, na direcgao x, no centro de
cisalhamento.

No engaste, a forga distribuida na direcao z, na
extremidade da alma & de 2,176tf/m para um valor tedricode 2,0tf/m
(erko de +8,8%). Na mesa a forga média foi de 0,9356tf/m para um
valor tedrico del10tf/m (erro de -6,44%). Na jungdo alma-mesa obser
vou-se um pico de 1,138tf/m como mostra a figura 5.4.a.

b.2) Carga transversal de 1,0tf, na direcao y, no centro de
cisalhamento.

No engaste, a forga distribuida media na direcao z,
obtida ao nivel das mesas, foi de 0,8443tf/m para um valor teorico
de 0,8572tf/m (erro de -1,5%). A distribuigao de forgas obtidas &
mostrada na figura 5.4.b.

FORGAS DISTRIBUIDAS
NA DIREGAO Z
6) CARGA TRANSVERSAL b) CARGA TRANSVERSAL
NA DIREGAO X NA DIREGRO Y

FIGURA 5.4

Acredita-se que devido a problemas numericos o0 Caso
b.2 nio evidenciou claramente o fenomeno "shear-lag" como 0s CasoOs
a.2 e a.3.



b.3) Momento torcor de 1,0tf.m aplicado no centro de cisalha-
mento.

Este problema caracteriza um caso de flexo-torgao pois
o engaste impede o empenamento. A resolugao teorica, de acordo com
Vlassov [3], fornece uma forca na diregéo z, no engaste, de 2,383
tf/m nos extremos da secao e 1,787tf/m nas juncoes mesa-alma. Obte
ve-se 2,466tf/m (erro de +3,5%) nos extremos da secao e 1,736 tf/m
(erro de -2,8%) nas juncoes mesa-alma. A figura 5.5.a mostra estes
resultados. Na figura 5.5.b sdo apresentadas as forgas obtidas para uma di

(tf/m)

G}RESULTADOS COM 38 NOS b) RESULTADOS COM 38 NOS

FORGAS DISTRIBUIDAS NA omeq'&o Z PARA UM MOMENTO TORCOR OE 1.0tf.m
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FIGURA 5.5




visao com 58 nos de contorno, 20 elementos por macro-elemento, e 15 nos
internos (5 nds por maéro-e]emento) que & mostrada na figura 5.5.c
(os nds colocados a maié em relagao a primeira'discretizagio estao
representados com asterisco para maior evidencia). A diferenga en-
tre valores obtidos e de cerca de 14% na juncao mesa-alma e 8% nos

extremos da segao. . Acred1ta -se nos resu]tados da figura 5.5.b pe-
las razoes.

a) A teoria de Vlassov & aproximada e com campo de aplicagoes
para barras longas (comprimento a partir de dez vezes a al-
tura) e o caso tratado e de barras curtas (comprimento €

- duas vezes a altura). N

by Os momentos de flexao na parede de barras situaram-se nas a
restas entre 1072 a 1073tf.m (a teoria de Vlassov de barras
Tongas nao conta com eles).

c) No diafragma de extremidade, junto a rotagao esperada, apa-
rece um deslocamento de flex3ao na diregao y para um desloca
mento desprezivel na direcio x de 10~1*m. A consequéncia des
tes fatos @ a existencia do centro instantdneo de rotagdo
(centro de torgado, [2], [3] e [44]) ndo coincidindo com o
centro de cisalhamento. Devendo-se lembrar que, na teoria de
flexo-torgao de Vlassov e num problema exclusivo de torgao
em primeira ordem, o centro de torcao coincide com o de ci-
salhamento. Aésim, neste problema, o centro de torgao si-
tuou-se no eixo de simetria da secao e 13,3cm distante do
centro de cisalhamento (6,65% da altura da secgao).

Estas razdes motivaram nova discretizagao para o
'prob]ema e justificam a resposta dbtida,com um maior numero de nos.
Valendo observar que o acoplamento de efeitos entre rotagao e fle-
xao na diregao y também ocorreu no caso b.2.

Dos resultadas obtidos para os casos a e b, cumpre
notar que a primeira discretizagéo utilizada, ver figura 5.2, le-
vou em conta: | |

a) Nos duplos nos cantos.

b) Elemento de contorno de comprimentos iguais quando concor-
rem a um canto.



c) A existéncia de ndos na metade do comprimento da barra (2/2)
e no mejio da mesa ou alma.

Para estas exigencias, utilizou-se uma das menores
discretizacoes possiveis.

Quanto aos erros obtidos em relagao a teoria conven
cional de flexao ou flexo-torcao, o proprio comprimento da barra,
duas vezes a altura da secao, nao e adequado as comparagéCes, alem
das teorias citadas sempre representarem aproximagoes de modelos
mais complexos. - .

Pode-se afirmar que s3do considerados aceitaveis 0s
resu]tados em vista destes fatos. Quanto a questao pendente do pro
blema de flexo-torcgdao e a dependencia entre deslocamentos de fle-
xao no eixo y e de torcao, resolveu-se um exemplo com o dobro  do
comprimento (4 vezes a altura da segao). A figura 5.6 mostra a dis
cretizagao com a distribuigao obtida das forgas na direcao z.

[ ]
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po ® L X 2 J [ ] [N X} ® [ X ]

RESULTADOS DE FORQAS NA DlREQ:O 4
PARA UM MOMENTO TORGOR DOE 1.0 tt.m. O
1 [ [ [ COMPRIMENTO DA BARRA FOI DE QUATRO
VEZES A ALTURA DA SEGAO. A DISCRE -
TIZAGAO OE 54 NOS E MOSTRADA A0 LADO.

FIGURA 5.6

Foram utilizados 54 n0ds no contorno (20 elementos por
macro-elemento) e 9 nds internos (3 nos por macro-elemento). Os
diafragmas mantiveram-se um na extremidade livre e outro na secao
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intermediaria (&/2), onde existem os nds internos, com o objetivo
de manterem a secao transversal rigida e permitir o empenamento. Nos
extremos da segao, 0 valor be]a teoria de Vlassov e 4,670tf/m e o
obtido 4,748tf/m (diferenéa 1,6%). Na juncao mesa-alma, o teorico
e 3,503tf/m e o obtido 3,460tf/m (diferenca 1,2%). 0 mais importan
te neste exemplo & que a distancia entre os centros de torcao e de
cisalhamento, no eixo de simetria, foi‘de 3,%cm (1,95% da  altura
da secao). Os momentos de flexao na parede, que ocorrem nas ares-
tas, ficaram abaixo de 10-3tf.m.

Finalmente, resolveu-se um exemplo com comprimento
longo (12 vezes a altura da secao ou 24m) com 78 ndos no contorno
(32 elementos por macro-elemento) e 9 nos internos (3 nds por ma-
cro-elemento). Os diafragmas que mantem a secao rigida em seu pla-
no atuaram na extremidade livre e na secao intermediaria (z = 0,5¢2),
onde existem os nés internos. A figura 5.7 mostra a discretizagao
utilizada e as forcas na direcao z que foram obtidas no engaste e
para a espessura de 0,05m e 0,Im. As observacoes dos resultados sao:

¢ ¢ FORGAS DISTRIBUIDAS NA DIREGAO Z PARA UM
MOMENTO TORGOR DE 1.0 tf.m.0 COMPRIMENTO
FOI DE 12 VEZES A ALTURA OA SEGZO.

p p 4 * A OISCRETIZAGAD OE 78 NOS E MOSTRADA AO LADO.

FIGURA 5.7

DEPARTAMENTO DE ESTRUTURAS

ESCOL A DF FNCEMUABIA hem b
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a) Para a menor espessura (0,05m), a distancia entre os centros
de torgao e de cisalhamento, no eixo de simetria, foi de
2,2cm (1,1% da altura da secao). As forgas na direcao z, na
juncio mesa-alma, pela teoria de Vliassov & 8,708tf/m  para
um valor obtido de 6,959 e 10,38tf/m (media 8,67tf/m, dife-
renca maxima 25,1% e diferenga em relagao a media 0,4%); na
extremidade 1ivre das mesas, a teoria de Vlassov fornece
11,61tf/m e o valor obtido & 11,2tf/m (diferenga 3,7%).

b) Para a maior espessura (0,1m), a distancia entre os centros
de torc¢ao e de cisalhamento, no eixo de simetria, foi de
1,6cm (0,8% da altura da secgao). As forgas, na direcao z,
na juncao mesa-alma por Vlassov & 6,019tf/m para um valor
obtido de 5,116 e 5,947tf/m (média 5,532tf/m, diferenga maxi
ma 17,6% e diferenca em relagao a media de 8,8%), na extre-
midade 1ivre a teoria de Vlassov fornece 8,025tf/m e o va-

-

Tor obtido e 7,879tf/m (diferenga 1,9%).

Pode-se concluir que o aumento do comprimento Tevou
a uma reducido da dependéncia entre o deslocamento de flexao e a ro
tacio da segao, enquanto as forgas obtidas na direcao z situaram-
-se proximos dos previstos pela teoria de Vlassov.

Quanto a origem da depéndéncia entre os deslocamen
tos de flexao e rotagao, O equilibrio das forgas nos nos do engas-
te mostra que este fato deve-se ao mecanismo de placas. Sabe-se
que a existeéncia do efeito de placa leva a ocorrencia de  forgas
(cortantes) perpendiculares ao plano do macro-elemento. Assim, for
cas perpendiculares ao plano das mesas equilibram forgas paralelas
ao plano da alma (figura 5.8),0 que altera a posicao do centro de
cisalhamento (calculado com a hipotese de inexistencia destas forgas).

PRS00 R T W N |

CCM = CENTRO OE CISALHAMENTO
CCM DA MECANICA DOS MATERIAIS,

CCR =z CENTRO DE CISALHAMENTO
REAL

AR

FIGURA 5.8




A medida que aumenta-se o comprimento da barra, 0
comportamento de placa estreita leva a redugao destas cortantes de
vido a flexao no plano 1ongitudina1 (so existindo flexao no plano
da secao transversa1). Por outro lado, o aumento da espessura tam-
bem reduz o efeito da flex3ao ou seja, enrijece a sSegao.

Assim, a hipotese de segao aberta rigida em seu pla
no deve ser garantida, na pratica, com um numero elevado de diafrag
mas para nao ocorrer o fenomeno mostrado.

Finalmente, secoes em U com paredes em balango nao
tdo largas, como a da figura 5.8, contribuiriam para uma minimiza-
cao do efeito mostrado.

5.3 - Exemplo Numérico 2 - Secao Fechada Simetrica

Com objetivo de tratar uma segao fechada, escolheu-
-se uma obtida do primeiro exemplo e duplamente simétrica. 0 modu-
To de Young (E) e o modulo de elasticidade transversal (G) foram
mantidos em 2,0tf/m2 e 1,0tf/m2, respectivamente, com o coeficien-
te de Poisson zero. A figura 5.9 mostra esta barra, onde o centro
de gravidade coincide com o de cisalhamento devido a simetria.
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Foram utilizadas 2 espessuras (0,05m e 0,1m) com
tres comprimentos (4, 8 e 12m). A barra tem uma extremidade engas-
tada (z = 0) e uma extremidade livre ( z = %) onde estao aplicados
os carregamentos. Existem dois diafragmas sendo um situado na por-
cao intermediéria (z = 0,52) e outro na extremidade livre que man-
tem a secao rigida em seu plano mas permitem o empenamento. Os car-
regamentos, aplicados no diafragma superior, constaram de uma tor-
c3o e um carregamento de flexao (devido a dupla simetria da secgao,
somente um carregamento de flex3ao & necessario para a analise).

a) Barra com 4m e espessura 0,05m

A discretizacao usada e mostrada na figura 5.10.

A o ove - oo o A
- e - ote - ore s *;
A BARRA FOi
[ ] p L L
SECCIONADA NA
[ X . ode ° (Y1} Y eoqe ° [ 1) ARESTA A-A DA
FIGURA 5.9
[ ] 4 [ [ 2 L
'L . .L o da . o o \ DISCRETIZACAO COM 44 NOS
A A
FIGURA 5.10

Foram utilizados 44 nds no contorno (inciuindo ares
tas), 12 e]ementos por macro- elemento, e 12 nos internos (3 por ma
cro-elemento) para colocagao do diafragma intermediario. Para o car
regamento de flexao (carga concentrada de1,0tf) foi obtida, nas me-
sas, uma forca media, na diregao z, de 0,7238tf/m para um valor da
Mecanica dos Materiais de 0,75tf/m, valendo as mesmas observacoes
sobre precisao dos resultados apresentados no primeiro exemplo.

A figura 5.11.a mostra a distribuicao de forcas obti
das na regiao do engaste onde nota-se o fenomeno "shear-lag" e na
figura 5.11.b a tendencia observada nos macro-elementos paralelos a
diregao da carga de moverem-se simetricamente a esta direcao de mo
do a afastar se na mesa super1or e aprox1mar se na mesa inferior. A-
cred1ta se que esta deformagao e devido as tensoes de cisalhamento
e para ordem de grandeza, o maior deslocamento na diregao da mesa
e 320 vezes menor que a flecha na extremidade livre.
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FIGURA 5.1

Alem deste tratamento, procurou-se retirar o dia-
fragma na porcado intermediaria e a maior diferenca de resultados
foi inferior a 1%.

Para o problema de torgao, a carga torgorade 1,0tf.m
produziu no engaste tensoes de cisalhamento, que percorrem a largu
ra da mesa e alma, com valores 0,5% diferentes dos obtidos pela tor
cio de Saint-Venant. A tensdo normal do bimomento, que ocorre de
vido 3 ausencia de empenamento no engaste, ficou 10.000 vezes me-
“nor que a tensdao de cisalhamento encontrada, fato coerente com os
resultados experimentais de Vlassov. Assim, ao contrario das segoes
abertas, o empenamento impedido passa a ter mais influencia 1local
do que global.

’ Repetiu-se o exemplo de torcao mas retirando o dia-
fragma intermediario e, aqui também, as diferencas em relagdo ao
resultado com dois diafragmas nao foram superiores a 1%.

Procurou-se dobrar a espessura ou seja, utilizar-se
0,Im e a diferenca dos resultados foi analoga tanto na torgao co-
mo na flexao.

b) Barra com 8m e 0,Im de espessura

A discretizacao usada & mostrada na figura 5.12. Fo

ram utilizados 52 nos no contorno (incluindo arestas), 16 elementos
por macro-elemento, e 12 nos internos (3 por macro-elemento) para
colocacao do diafragma intermediario. Para o carregamento de fle-
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xao foi obtido nas mesas comprimida ou-tracionada, no engaste, uma
forca media, na diregao z, de 3,3tf/m com dois diafragmas e 5,1tf/m
com um diafragma (retirou-se o da secao intermediaria) para um va-
lor da 1,5tf/m da Mecanica dos Materiais. A distribuigao das for-
cas obtidas na regiao do engaste e mostrada na figura 5.13.a para
dois diafragmas e 5.13.b para um diafragma e onde nota-se o fenome
no "shear-lag". |

esp=0.Im
(1f/m)
a) 2diofragmas b) 1 diatregme
FORGAS DISTRIBUIDAS NA DIREGAC Z DEVIDO A FLEXAO
FIGURA 5.13
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0 outro aspecto a considerar e o momento de flexao
das paredes no plano transversal que enqdahto no menor comprimento
situou-se entre 107% e 10‘5tf.m, com dois diafragmas passou a Si-
tuar-se entre 10°! e 10-3tf.m e com um diafragma entre 0,3 e 1075
tf.m.

Procurou-se reduzir a espessura a metade (0,05m). No
engaste, a forga media na direcao z com dois diafragmas permaneceu
em 3,3tf/m e com um diafragma passou a 6,5tf/m para um mesmo valor
teorico de 1,5tf/m da Mecanica dos Materiais. A distribuigao obti-
da no engaste, para estas forcas, e mostrada na figura 5.14.a para
dois diafragmas e 5.14.b para um diafragma.

esp=0.05m
(tf/m)
0)2 diafrogmos . b)i diafragma
FORGAS DISTRIBUIDAS NA DIREGAO Z DEVIOO A FLEXAO
FIGURA 5.14

0s momentos de flexao das paredes no plano transver
sal oscilaram entre 1072 e 107%tf.m para dois diafragmas e entre
0,3 e 1073tf.m para um diafragma.

Dos resultados obtidos para as duas espessuras nota-se

a) Forte variacao das forgas normais nas mesas ("shear-lag")
e forte descontinuidade de forcas normais nas jungoes mesa
-alma.

b) Existéncia de momentos de flexao transversal nas  paredes.
Vliassov [3] demonstra que a existéncia de momentos de fle-
xao das paredes no plano da secdo transversal esta ligada a
variacao da tensio de cisalhamento ao longo do comprimento
da barra. Sabe-se que esta variagéo pode ser obtida de car-
regaméﬁtos de flexao ou torgao distribuidos no comprimento
mas, dificilmente de uma carga concentrada na extremidade
de um balango.



Assim, sao atribuidos estes resultados a um pro-
blema numeérico e nao a um combdrtamento mecanico da estrutura. Es
tes fatos levaram a utilizar-se uma discretizacao melhor para 0
problema. Neste sentido, utilizaram-se 84 nos de contorno (incluin
do as arestas), 28 elementos por macro-elemento, e 20 nos internos
(5 nds por macro-elemento). A figura 5.15 mostra a discretizagao u
tilizada, os nos adicionais em relagao a primeira discretizagao (fi-
gura 5.12) estao representados com um asterisco e os retirados com
um circulo vazio.
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> DISCRETIZAGAO COM
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"‘ ey

FIGURA 5.15

As forcas obtidas na diregao z, no engaste, tem um
valor médio nas mesas oscilando entre 1,2 e 1,3tf/m (valor tedrico
de 1,5tf/m) com um pico na jungdao mesa-alma entre 2,7 e 2,8tf/m
pois, os valores para as duas espessuras situaram-se proximos. A
figura 5.16 apresenta a distribuicdo, destas forgas, obtida ao ni-
vel do engaste; Nesta figura, devido ao arredondamento, os resulta
dos com um ou dois diafragmas coincidiram em cada espessura.

Os momenfos de flexao da parede, em qualquer dos ca
sos, situaram-se abaixo de 10"3tf.m.

| Assim, a melhor discretizagao evidenciou de modo
claro o fenomeno "shear-lag" ou seja, a forga que ocorre nas mesas
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& inferior aos da lei das secgoes planas (o valor medio obtido si-
tuou-se em 1,2tf/m para o valor teorico de 1,5tf/m) e existem pi-
cos na jungao mesa-alma que superam'os valores da lei das secoes
planas (ver figura 5.16). |

ESPESSURA DE O,Im

I ou 2 DIAFRAGMAS

{tf/m)

ESPESSURA DE O0,05m

1 ou 2 DIAFRAGMAS

FORGAS DISTRIBUIDAS NA DIREGAOC Z OEVIDO A FLEXAO NA BARRA DE 8m

FIGURA 5.i6

Na distribuicdo de forgas obtidas, a descontinuida-
de na juncao mesa-alma ocorreu pela existencia de nos duplos nos
cantos. Entretanto, como nota-se na figura 5.15, existem nos em ca
da aresta, comuns aos macro-elementos, que pertencem as extremida-
des da barra ou seja, existem 3 nos no diedro da extremidade (figura 5.17).

NO CONSIOERADO

FIGURA 517
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A forga neste no e de 1,74tf/m para 0,Im de espessu
ra @ 1,71tf/m para 0,05m. Nesta resposta, tambem devido ao arredon
damento, os valores com um ou dois diafragmas em tracao ou compres
sio coincidem, mas reafirmam a existéncia do pico de forcas na jun
¢ao mesa-alma. _ |

Para a torgao de 1,0tf.m, com a discretizagao da figu
ra 5.12, os resultados foram muito proximos da torgao livre de
Saint-Venantf A distribuigao das forgas de cisalhamento, no engas-

te, @ mostrada na figura 5.18.a para dois diafragmas e figura 5.18.b
para um diafragma.

0.3Q 0,130
0,18

| Il||||l||||m.

““ 0.|23

0,123\ 0:130

il

a) 2diefrogmas b) 1dietrogne

(tf/m)
O,|30

0,18 ‘ﬁ
aantillhy

FORCAS DE CISALHAMENTO DEVIOO ‘A TORQKO DE 1.0 tf.m ne berre do 8m

FIGURA 5.18

Nota-se na figura 5.18 que as forgas de cisalhamen-
to, na direcao das paredes, situaram-se proximas do valor teorico
de 0,125tf/m da torcao livre. Os momentos de flexao na parede si-
tuaram abaixo de 10°12tf.m, o que esta de acordo com o valor nulo
esperado. Quanto ao empenamento restringido, repete-se a conclusao
do menor comprimento: As forcas na diregao z estao abaixo de 1% do
valor das forcas de cisalhamento, o que reafirma a conclusao de

Vlassov que em secgoes fechadas o empenamento restringido tem efei-
to local.

c) Barra com 24m e 0,1m de espessura

Procurou-se analisar o caso de uma barra longa. Fo
ram utilizados 84 n6§ de contorno (incluindo as arestas), 32 ele-
mentos por macro-elemento, e 12 nds internos (3 por macro-elemento)
para colocacao do diafragma intermediario. Pode-se observar que u-
tilizou-se uma discretizagao pobre poié, da comparacao desta dis-



- 110 -

cretizacgao, mostrada na figura 5.19, com a da figura 5.12, conclui
-se que os nos adicionais foram para o aumento do comprimento.

®
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DA FIGURA 5.9

] k p ] *
PO © 040 0 000 0 000 S0P

[ ] p L L

DISCRETIZAGAO DE BARRA
DE 24m COM 84 NOS

Po—o

FIGURA 5.19

Analogamente ao procedido para os outros comprimen-
tos, foram utilizados diafragmas na extremidade livre e na secao
intermediiria (z = 0,52) para manter a segao rigida em seu plano.
0s resultados para a flexdo devidos a carga concentrada evidencia-
ram o fenomeno "shear-lag". A forga média no engaste, na diregao z,
obtida ao nivel das mesas foi de 4,63tf/m (valor teorico de 4,5tf/m)
com picos na jungdo mesa-alma de 5,31tf/m. A figura 5.20.a apresen
ta a distribuicao destas forgas obtidas no engaste com dois  dia-
fragmas e na figura 5.20.b bara um diafragma.
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5,34
5,3l 395 5,3 3,92 5,34
||III|I’:|||IIIIIIII|:i
\ (14/m) 397
3,98
= 3,97
3,98 1 é
5,31 3,95 5,3l | 5,34 . 3,92 5,34
a) 2 diafragmas b) 1diotragme

FORGAS DISTRIBUIDAS ,NA DIREGAO Z, DEVIDO A FLEXAO NA BARRA COM 24m

FIGURA 5.20

Os momentos de flexao da parede situaram-se abaixo
de 10-2tf.m. Pode-se afirmar que uma maior discretizagao produzi-
ria melhores resultados, analogamente ao procedido para o compri-
mento médio. Entretanto, os resultados sao aceitaveis considerando
a discretizagao pobre.

Para a torcao de 1,0tf.m, continuou-se obtendo resul-
tados proximos da torgao livre (0,125tf/m), reafirmando que o empe
namento restringido tem carater local. A distribuicao das forgas de
cisalhamento, na direcao das paredes, obtida no engaste & mostrada
na figura 5.21 com dois diafragmas (5.21.a) e um diafragma (5.21.b).

loml
|| 0.147

a) b)

FORGAS DISTRIBUIDAS DE CISALHAMENTO DEVIDO A TORCKO NA BARRA COM 24m

FIGURA 5.21

Finalmente o deslocamento do ponto de aplicagao da
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carga na extremidade livre (flecha) foi 1,5% superior ao valor da
Mecanica dos Materiais, neste comprimento e independente do numero
de diafragmas.

Para o comprimento meédio (& = 8m):

a) Na discretizagéo pobre, a flecha no caso de dois diafragmas

foi 87% maior que o valor tedrico e 50% maior com um dia-
fragma. '

b) Na melhor discretizagao, a flecha foi 17,5% maior que o va-
Tor teﬁrico independente do numero de diafragmas.

Observando-se que nestes casos a espessura das pare
des foi 0,1m.

Com relacao ao problema da torgdo, uma observacao e
necessaria:

Kristek, [30] e [43], apresenta uma expressao para
distancia entre diafragmas que mantém a segao rigida em seu plano.
Nestes trabalhos, o autor informa que a partir da distancia L., en
tre diafragmas de extremidade, a inclusao de diafragmas intermedia
rios aumentara as tensoes normais no problema da torgao. A expres-
sdao de Kristek & mostrada na figura 5.22.

%"’ A '0844\‘/}—hz ht +at —"-+—°—j
| o ° O ( h a) (': t:)
—feth L |n
j'e
1 a

FIGURA 5.22

Entretanto, Kristek ndo informa sob que condigoes
obteve a expresséo; somente due procedeu a variagao dos parametros,
e afirma que‘condiQBes de carregahento alteram o resultado.
| Para a secgao ffansversa] considerada neste exemplo,
, e 10,68m para 0,1m de espessura e 15,10m para 0,05m de
espessura. No caso do comprimento médio (&£ = 8m), a inclusao do

o valor L
C
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diafragma 1ntermed15tio aumentou em 6 vezes a forga na diregao z e
para o comprimento longo (% = 24m) a inclusao do diafragma aumen-
tou em 20 vezes. Entretanto,‘estas forcas normais sao no maximo 10%
da forca de cisalhamento (valor de piéo no cdmprimento longo) e
com discretizagoes pobres para o problema.

Sem tomar os resultados obtidos como conclusdes fi-
nais, pois seria necessSrio dm estudo com varios exemplos, prefere
-se reafirmar a conclusio de Vliassov, de alguma forma relacionada
com o estudo de Kristek:

"Mais importante que o empenamento restringido & a.
deformabilidade transVersa] que predomina no comportamento das se-
¢oes fechadas." |

Ressalta-se que os momentos de flexao da parede no
plano transversal sao importantissimos ao problema pois, surgem da
variacao das tensoes de cisalhamento no comprimento (fato que ocor
re devido a carregamento distribuido) e da deformabilidade da se-
¢ao em seu p]ahd. Para estes momentos, a inclusao dos diafragmas
so tende a diminuir seus efeitos. Nos trabalhos de Kristek, este
fato e comprovado.

5.4 - Exemplo Numérico 3 - Problema de Vlassov

Continua-se analisando a secao fechada e mostra-se
o aparecimento dos momentos de flexao das paredes no plano trans-
versal com um carregamento distribuido que provoca flexao e torgao.
A secao transversal e mostrada na figura 5.23.

O,qls 1q
|

o
=)
o
o
o
o
1,2

FIGURA 5.23
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A barra & simplemente apoiada com diafragmas extre-
mos que mantém a se§§o rigida em seu plano e com giro impedido na
extremidade. 0 empenamehto nio & restringido e para o sistema de e
quacoes nao ficar singular, um dos nds de uma das extemidades teve
o deslocamento na direcio z (diregao que coincide com o comprimen-
to da barra) restringido. 0 modulo de elasticidade longitudinal (E)
foi de Z,Okgf/mz, o modulo de elasticidade transversal (G) de 1,0
kgf/m2 e o coeficiente de Poisson foi zero.

Para a discretizac3o foram utilizados 76 nds no con
torno (incluindo as arestas), 28 elementos por macro-elemento. A
superficie lateral da barra seccionada em uma aresta e mostrada na
figura 5.24 com a discretfzaqéo utilizada.

(-] 1.3 1.0 0.
-’ . i
< [
1 1
. l 038
> g > - - ool ¥
.
0.3%
b . . . - - N
4 ) 4
0.28%
' T
-——a - o R
- hd ]
4 <
. ~ - - L

FIGURA 5.24

A As tensoes normais (direcdo z) no centro do vao e 0
~diagrama de momentos fletores transversais, nesta secao, sao mos-
trados na figura 5.25, onde as tensoes normais estao na parte a e
os}momentos f]etores transversais na parte b.

Para as tensoes norma1s, Vliassov [3] obtem 13,43 e
0,27kgf/cm? para o major e menor va]or, respectivamente; Mikkola
{17] obtem 13,64 e O O71kgf/cm2 numa anilise segundo a formulagao
de Vlassov num programa de elementos finitos e portanto, proximos
dos valores obtidos.

Para os momentos fletores transversa1s, deve-se obser
var que, no macro- -elemento de menor espessura, eles produzem ten-
soes transversa1s maximas de 15, 1kgf/cm2 que e da ordem de grande-



za da maxima tensao normal (13,33kg/cm?).

la
0.41
I 13,33 251
H Iu;f/cm2
a)
+H
0.4l 13.33 251
FORGAS DISTRIBUfDAS NA 6IREQRO z MOMENTOS FLETORES TRANSVERSAIS
FIGURA 5.25

Assim, pode-se mostrar a importancia dos momentos
fletores transversais.

5.5 - Exemplo Numérico 4 - Secao nao Constante no Comprimento

Este exemplo, inicialmente tratado em [28] e depois
em [29], faz a analise de uma barra com secao nao constante aseja,
trecho da barra com secao fechada antecede e depois sucede um tre-
cho com secao aberta.

Como mostra a figura 5.26, a barra tem 2,4m de com-
primento com trechos fechados de 0,6m e aberto de 1,Zm: a secao
transversal tem paredes com largura de 0,4 e 0,2m para uma espessu
ra de 0,003m. O modulo de elasticidade longitudinal & 2,1.101IN/m?
com o coeficiente de Poisson 0,3. A torcao aplicada nas extremida-
des & de 103N.m. Alem destes dados, com o modulo de -elasticidade
longitudinal e o coeficiente de Poisson, através da expressao (3.9),
foi encontrado o modulo de elasticidade transversal de 0,8076923 . 10!} N/m?
e que foi utilizado.
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T
Jl,= 0.6m
L= 1.2m
a = 0.4m
b = 0.2m
t = 0.003m
E= 2. 10" N/m?
V= 0.3
T = IOSN.m

FIGURA 5.26

Os artigos [28] e [29] nao mencionam diafragmas, co
mo tambem nio detalham a forma de aplicacao da carga torgora. Vlas
sov resolve um problema semelhante mas com a teoria de secoes aber
tas. Para resolver este problema, foram feitas tentativas e lista-
das a seguir.

Considerando a aplicacao do esforco concentrado a-
traves de distribuicao de tensoes na extremidade, dos seguintes ti
pos:

a) Usando a distribuigao de uma secao fechada retangular.

b) Usando a distribuigao de uma secao aberta tipo U e, neste
caso a parede da secao fechada que sofre descontinuidade ao
longo do comprimento teve tensoes nulas ou seja, 0 problema
resolvido & de uma secao U com chapas de extremidade que fe
cham a segao.

Em ambos os casos a forte deformabilidade da segao
ficou evidenciada e os resultados muito discrepantes.

Assim, a aplicagao de esforgo§ concentrados na bar-
ra sem a utilizacao de diafragmas, mesmo com distribuigao de for-
gas da Mecanica dos Materiais, nao conduziu a bons resultados.

Neste problema, pelos dados e ausencia de informa-
coes, 0 que se resolveu em [28] e [29] foi, realmente, um problema
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considerando metade da barra.
Assim, foram utilizadas consideracoes de simetria pa
ra a solucdao, como em (28] e [29] , cujos modelos matemdaticos sao
mais simples e estao mais prox1mos da analise de barra do que da
de cascas (ver capitulo 2). Assim procedendo-se, trabalhou-se com
meia barra e a discretizacao & mostrada na figura 5.27.
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FIGURA 5 27

Para a d1scret1zagao desta metade da barra, utiliza
ram-se 120 nos ho contorno, incluindo as arestas, (com 32, 36, 40
e 36 elementos por macro- elemento), e portanto, proporc1ona1mente
comparando, equivale ao dobro da discretizacao usada para a barra
inteira. Engastou-se a extrem1dade desta meia barra que correspon-
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de a secao central da barra inteira. Assim, no engaste sao impedi-
dos deslocamentos de todos os nos nas direcoes x, y e z, 0 que es
ta de acordo com a simetria. O carregamento foi aplicado atraves
de um diafragma na extremidade livre e permitindo o empenamento. 0b
teve-se um giro de 8,392 .10"3rad e o deslocamento na direcao y
de 1,5 .1073m na extremidade livre. Em [28] e [29], o melhor resul
tado conseguido foi um giro de 6 .10-3rad na extremidade livre e
nada aparece sobre o deslocamento de flexdo. Ainda nesta bibliogra
fia, apresenta-se um resultado referente a uma discretizagao com
elementos finitos tipo estado plano de tensao com 768 nos e 720 e-
Tementos (metade da barra), onde o giro obtido foi de 2 .1073rad.

Na regiao engastada o diagrama de tensoes normais
obtido & mostrado na figura 5.28, onde nota-se a existencia de um
bimomento. Da integracgao das tensoes cisalhantes no engaste obteve
-se um momento torcor 0,1% inferior ao esperado de 1.000tm.

DISTRIBUIGAO
DE FORGAS

NO ENGASTE NA
DIRECAO LONGITUDINAL

FIGURA 5.28

Atribui-se a diferenca entre os resultados da biblio
grafia (incluindo o de elementos finitos)bé utilizacao de modelos
matematicos que nao levam em conta a deformabilidade da segao. Mes
mo nos elementos finitos nao se leva em conta a flexao da parede

pois utiliza-se o estado plano de tensao apenas.
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5.6 - Exemplo Numerico 5 - Secao caixao com balangos

Seré analisada uma barra simplesmente apoiada (gar-
fos), com secao caixao possuindo mesas laterais em balango como mos
tra a figura 5.29. Como se pode notar nesta figura, as dimensoes
indicam tratar-se de uma barra de um modelo experimental.

llo}.bf 224 Lof

\

L 18 ( MEDIDAS EM POLEGADAS
g |
| | I VAD : 60 POLEGADAS
- Joas To 28 10.25
4 _Jo.ars . UNIDADE FORGA: LIBRA - FORGA
0.2 0.37%
? E = 3.9 x 10° fbf. pot??
7. 628
et Vv =0.4
. 30 POLEG. 10ou224 Lbf
-
5 I pOL. = 25.4 mm
L €0 POLEGADAS mm I LIBRA = 486 g
e

FIGURA 529

0 carregamento constou de uma carga concentrada a-
plicada no centro do vao. 0 primeiro valor foi de 10 libras-forgas
na extremidade na mesa em balanco e a segunda foi de 2241bf sobre
a alma, conforme mostra a figura 5.29. A partir do modulo de elas-
ticidade longitudinal (3,9 x1081bf . pol1-2) e do coeficiente de
Poisson (0,4), com a expressao (3.9), obteve-se 0 modulo de elasti
cidade transversal de 1392857,143 1bf.pol1~2 que foi utilizado no
cilculo. Os apoios consistiram de diafragmas rigidos aplicados as
extremidades que mantiveram a secao rigida em seu plano. Para a dis
cretizagao, foram uti]izados 142 nos de contorno (incluindo as a-
restas), com 6 macro—e]ementos contendo 208 elementos de contorno
(44, 38, 32, 34, 32 e 28 elementos de contorno por macro-elemento).
0s 6 macro-elementos sao mostrados na figura 5.31 e a discretiza-
¢ao na f{gura 5.30.
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FIGURA 5.31

Tendo este exemplo sido analisado em varios traba-
lhos, utilizam-se as respostas obtidas que sao apresentadas em [17]
junto aos resultados deste trabalho para este exemplo.

Para os deslocamentos obtidos, em [17] os valores
sdo apresentados atraves de curvas obtidas dos resultados. Aqui ,

serd utilizada uma tabela com os valores obtidos nos pontos mostra
dos na figura 5.31.

a) Para a carga de 224.bf, os deslocamentos na direcao x, es-
t3o mostrados na tabela 5.1, onde M.E.C. & Metodo dos Ele-
mentos de Contorno e M.E.F. & Metodo dos Elementos Finitos

PONTO M.E.C. | M.E.F.
x 10-1 pol (17]

0,1519 | 0,110

0,1000 0,068
0,1120 0,076

A

B 0,1480 0,113
C 0,1539 -

D 0,100 -

E

F

TABELA 5.1



b) Para a carga de 102bf, os deslocamentos na direcdo x, estao
mostrados na tabela 5.2

PONTO M.E.C. M.E.F.
x 10-1 pol [17]

A 0,0968 0,113

B 0,0064 0,005
C 0,0068 -
D 0,0049 -

E 0,0049 0,003

F 0,0051 0,004

TABELA 5.2

Em [17] tambem sao apresentados resultados experi-
mentais para o problema mas, atraves de curvas e nao tendo valores

numericos nos pontos. Nestes pontos, observa-se que os valores ex-
perimentais: ’

a) Para a carga de 224gbf, sdo maiores que os obtidos em [17].
A extrapolacao dos valores experimentais, a partir dos re-
sultados de [17], mostra estes valores proximos dos obtidos
neste trabalho.

b) Para a carga de 102bf, os valores experimentais sao menores
que os de [17] e portanto, inferiores a este trabalho.

A seqguir, apresentam-se as tensoes normais, no meio
do vao, que ocorrem na secao transversal devido a flexao das pare-
des no plano da secao (ver tabelas 5.3 e 5.4). Para a referencia
dos locais de ocorrencia destas tensoes sao adicionados junto as
letras (B, C, D, E) da figura 5.31, os indices a, s, i e b que re-
ferem-se a regiao da alma e as regiSes da mesa superior, inferior e
balango, respectivamente,
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a) Tabela 5.3 - Carga de 2242bf

PONTO 0BTIDO [17]
ebf.pol1=2 | 2bf.pol™2
B/b -614,0 -101,7
B/s -569,4 -482,5
" B/a | -148,4 | -287,6
C/a +174,3 +287,6
C/i +392,1 +576,5
D/ -386,4 -285,5
D/a -171,7 - 66,9
E/s +382,1 +294,0
E/b +2,28 - 49,0
E/a 170,9 + 66,9
b) Tabela 5.4 - Carga de 104bf
PONTO 0BTIDO (171
2bf.pol1=2 2bf.pol1-2
B/b +497,3 +587,0
B/s +111,8 + 80,3
B/a -171,1 N.D.
C/a + 11,1 + 5,21
C/i + 25,0 + 11,2
D/ - 10,1 - 14,8
D/a - 4,5 - 6,5
E/s - 16,3 - 37,7
E/b - 1,0 - 7,3
E/a - 7,0 N.D.

onde N.D. & nao disponivel.

Segundo [17], as tensoes normais obtidas  perten-
ciam a face externa da segao transversal mas, nao havia referencia
sobre as tensaes'externas nas paredes em balanco. Nos resultados ob-
tidos neste trabalho, também encontraram-se as tensoes nas
externas e na face superior das paredes do balancgo.

faces

Cumpre observar que estes resultados de tensoes nor
mais (tabelas 5.3 e 5.4) sao apresentados em [17] de modo pouco cla
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ro. As tensoes sao apresentadas através de diagramas na segao trans
versal, em cujas cotaé misturam—se'valores. Quanto aos valores da
solugao experimental, so existem em algUns Tocais.

A conclusao que se pode tirar da comparagao dos re
sultados nas tabelas 5.3 e 5.4 e que os resultados obtidos neste
trabalho Tevam a tensoes maiores, principalmente nas arestas onde
existem balangos. Deve-se observar que a teoria utilizada em [17]
e a de Vlassov, que & uma simplificacgao da teoria utilizada neste
trabalho.

Apresenta-se na tabela 5.5 os resultados das ten-

soes normais longitudinais que ocorrem no centro do vao para a car
ga de 2243bf.

PONTO 0BTIDO [17]
A -3087,0 -145,9
B - 609,5 -326,5
i C + 418,8 +543,2
D + 214,0 + 96,5
E + 161,0 -126,7
F + 135,8 - 94,4
TABELA 5.5

Analogamente as tensoOes transversais, as tensoes
longitudinais obtidas neste trabalho sao maiores que aquelas em
[17].



6 - PROGRAMA PARA ANALISE DE BARRAS COM PAREDE FINA

6.1 - Introdugao

0 programa desenvolvido foi codificado em linguagem
FORTRAN (nivel de linguagem 77) tendo as variaveis reais com 8 by-
tes e as inteiras com 4 bytes de precisao. Todas as matrizes envol
vidas foram armazenadas em memoria central, e apenas 0S vetores com
caracteristicas de geometria dos elementos de contorno foram colo-
cados em memoria auxiliar.

Durante o desenvolvimento do programa, este foi pro
cessado tanto em computadores IBM 370/148 e 370/4341, como VAX/785
da Digital. Na fase de resolucao de exemp]bs, tambem utilizou-se
um outro computador, XA/3090 da IBM, com facilidade de processamen
to vetorial. Pode-se afirmar que exemplos com até 50 nos consumi-
ram baixo tempo de CPU (ate 5 minutos) nos computadores VAX ou 370
e o Gltimo exemplo (142 nos e 6 macro-elementos) consumiu 2 minu-
tos de CPU no IBM/3090 com processamento vetorial implementado na
compilacao do programa. Quanto aos tempos de CPU cumpre observar
que dependem muito da utilizacao do computador ou seja, o namero
de outros programas processados simultaneamente e o tamanho da pa-
gina de memoria utilizada, dentre outros aspectos, alteram os valo
res destes tempos. A titulo de comparagao, este programa comp11ado
no IBM/3090 com processamento vetorial implementado foi 6 vezes mais
rapido que o mesmo programa compilado neste computador sem proces-
samento vetorial. |

Assim, como o objetivo inicial era apenas testar uma
formulacao de analise estrutural com o método dos elementos de con
torno sem nenhuma preocupacao adicional dos aspectos computacionais
envolvidos, a disponibilidade de computadores com processamento ve
torial sugeriu um novo trabalho:

a) Recodificagao do programa com 0S cuidados necessarios para
o processamento vetorial, que pode reduzir o tempo de execu
cao ainda mais.

b) Desenvolvimento de subrotinas para utilizacao de. matrizes
armazenadas em blocos reduzindo a memoria computacional en-
vo1v1da. Isto se faz necessario pois, as subrotinas desen-



volvidas em [49] nao tem os cuidados necessarios para o pro
cessamento vetorial.

Com este objetivo, alem de uma otimizagao do progra
ma, pode-se conseguir uma reducao do tempo de processamento que, se
gundo informagoes de analistas de sistemas, pode chegar a ser 60
vezes menor que em processamento comum.

6.2 - Estrutura do programa

0 programa desenvolvido tem, alem do segmento prﬁn- *****
cipal, 19 subrotinas. 0 relacionamento entre o programa principal

e as subrotinas pode ser visto no esquema mostrado na figura 6.1.

- INPUT
- MATRIZ
- MATOI
PROGRAMA
DIAF
PRINCIPAL
I DECOMP
y - SOLVE
—_—— STRES
—— CURVT
FIGURA 6.
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Os principais detalhes da estrutura do programa mos
trada na figura 6.1, serao resumidos nos Ttens seguintes.

6.3 - Subrotina INPUT

Sdo lidas informacdes sobre o problema a ser anali
sado:

a) Nimero total de ndos do problema, numero de macro-elementos
e nimero total de incidencias de diafragmas.

b) Nimero de nds com carregamento ndo nulo, modulo de elastici
dade longitudinal, modulo de elasticidade transversal, coe-
ficiente de Poisson e balizas que controlam: o tipo de afas
tamento dos pontos em que se aplicardo as equagoes integrais
(média entre comprimento de elementos consecutivos ou um va
lor constante), se as reacoes de canto serao aproximadas por
diferengas finitas, se as tensoes internas e externas serao
calculadas e se as curvaturas internas serao calculadas.

c) Coordenadas (x, y e z) dos nos da discretizagao e restrigoes
aos deslocamentos destes nos (x, y, z e a rotagao normal ao
contorno onde est3d o nd).

d) Na existencia de diafragmas, as coordenadas do polo do dia-
fragma e se o diafragma & utilizado para aplicagao de car-
gas ou para imposigdo de deslocamentos (incluindo o desloca
mento nulo, caso|de apoio fixo), aléem do tipo do diafragma.

e) Valor da carga (ou deslocamento), nao nula, que estd aplica
~da ao diafragma (ou no da discretizagao), sendo acompanhada
pelo niimero de correspondente diafragma (ou nd).

Em seguida, as caracteristicas de cada macro-elemen
to sio lidas e armazenadas em memdria auxiliar. Assim, em cada ma-
cro-elemento, sao lidos: ‘

a) Nimero de nos do contorno, niimero de pontos internos e ori-
enta§§o do percurso de'contohno'no plano transversal para a
definicao dos cossenos diretores do macro-elemento neste
plano (Plano xy). | | '
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b) Valor da espessura e das cargas distribuidas. Estas cargas
distribuidas tem valor constante na éuperf?cie total (dom7-
nio) do macro-elemento, bodendo atuar nas direcoes x, y e
z. Nﬁmero de trecho sem no duplo, ou seja:

Como os elementos de contorno sio sequenciais, na i
nexistencia de ndos duplos em um trecho, o no final de um elemento
@ o no inicial do elemento seguinte. Assim, pode-se tirar partido
deste fato para a geragao da matriz de incidéncia dos ndos em modo
automdtico. A partir da informagdo do niimero de trechos sem ndo du-
plo; em cada tredho, e 1ido o no inicial e final com o numero de e
lementos de contorno. Deve-se observar que a inclusao do nd final
tem a fungao de verificar a consistencia dos dados no trecho.

Finalmente, sao lidas as coordenadas (x, y e z) dos
nos internos e balizas que indicam: se o nd pertence a um diafrag-
ma, se devem ser calculdas tensoes internas neste no, se devem ser
calculadas as curvaturas e se este nd & um nd duplo de diafragma.
Deve-se observar que um macro-elemento nao participa de um diafrag
ma interno se nao houverem nos internos. Este fato pode ser utili-
zado na exigencia de diafragmas internos parciais (ver capitulo 2)..

' Nesta subrotina ainda sao calculados:

a) O0s cossenos diretores do vetor normal ao contorno para posi
cionamento do no externo necessario a segunda equagao de
placas e ao estado plano de tensao.

b) Cossenos diretores do elemento de contorno e o seu compri-
mento.

A matriz de incidencia dos nos, vetores com 0s cos-
senos diretores do vetor normal ao contorno e do elemento de con-
torno e os dados siao armazenados em memoria auxiliar.
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6.4 - Subrotina MATRIZ

CTE
Subrotina INTGP PG
MATRIZ '
INTGR ‘ PG
Flol
FIGURA 6.2 °

A subrotina MATRIZ, chamada pelo programa principal,
faz uso de outras subrotinas como mostra a figura 6.2.

A subrotina CTE define os valores dos pontos de
Gauss {(Pesos e coordenadas), da matriz usada para o 'delta de
Kronecker (equacdo 3.4) e o numero m.

As subrotinas INTGP e INTGR realizam as integragoes
no elemento de contorno, onde INTGP & utilizada para nd situado no
contorno e INTGR para no'externo ao contorno, onde a integragao @&
sempre numerica.

A subrotina PG define o nlimero de pontos de  Gauss
da integracio numérica (ver Ttem 4.9) pois, a integracio numérica
€ feita de modo seletivo.

Quando as reagoes de canto sao aproximadas por dife
rencas finitas, a subrotina FIDI calcula os coeficientes da rota-
¢ao (e,) (ver expressao 4.51). '

Assim, a subrotina MATRIZ monta as matrizes e o sis
tema (H e G) com as subrotiﬁas INTGP, INTGR e FIDI. Para este fim,
0s nds, onde sao escritas as equagoOes integrais, podem' situar-se
ou no contorno ou no'exterior do macro-elemento ou no interior do
macro-elemento (ver equacées 4.49 e 4.52). Deve-se observar que os
pontos internos somente sao incluidos na existencia de- diafragmas
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internos. Este procedimento foi feito visando a organizagao em blg
cos do sistema de equagoes.
Em seguida, sio impostas as condigOes de compatibi-

lidade aos macro-elementos (ver equacoes 4.56 e 4.57). Neste ponto,
uma observacao & necessaria:

Nos trabalhos consultados de organizacdo em blocos
dos sistemas de equacdes [49] [51] , ndo foram feitos estudos se o
alojamento num mesmo bloco da matriz H de coeficientes que multi-
plicam deslocamentos e forgas produz instabilidade numerica. Este
fato ocorre nao so6 na troca de colunas entre des]ocamenggg-conhec1
dos e forgas incognitas no contorno mas, tambeém na compatibiliza-

cio entre macro-elementos (ver equagao 4.62).

Neste trabalho, num mesmo bloco nao foram partilha-
dos coeficientes de deslocamentos com os das forgas relacionadas a
compatibilizagao dos macro-elementos. A existencia de deslocamen-
tos e forgas no mesmo bloco s6 ocorreu na troca de colunas entre
deslocamentos conhecidos e forgas incognitas no contorno. Assim, a
montagem das matrizes H e G foi uma generalizagao da equacao (4.62), onde
(4.65) & um exemplo. Deve-se observar que esta organizagao condu-
ziu a um fato, a separagao da matriz H em dois blocos de coeficien
tes, onde um bloco multiplica deslocamentos e outro bloco multi-
plica  forgas, pelo menos em modo predominante. :

Assim, na montagem de um novo sistema de resolugao
por blocos para processamento vetorial, pode- se estudar a organiza
¢ao dos coeficientes da matriz H em blocos para minimizar a insta-
bilidade numérica.

Apos a compatibilizagao entre macro-elementos, e
feita a troca de colunas entre deslocamentos conhecidos e forgas in
cognitas (ver equagao 4.61).

Finalmente, a existencia de cargas distribuidas le-
va a montagem s1mu1tanea do vetor independente (V, Ftem 4.11) com
as matrizes H e G, “onde as 1ntegragoes numer1cas necessarias sao
feitas nas subrotinas INTGP e INGR.
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6.5 - Subrotinas MATDI e DIAF

Estas subrotinas complementam a subrotina MATRIZ na
existencia de diafragmas internos ou externos. A subrotina - MATDI
faz uso de outras subrotinas como mostra a figura 6.3.

MATDOI INCAL i PG

FIGURA 6.3

A funcao da subrotina MATDI & complementar a subro-
tina MATRIZ, na montagem da matriz G, quando existem diafragmas in
ternos. Conforme foi mostrado no Ttem 4.82, a inclusao do efeito
do diafragma exige a colocagao de uma linha de forgas internas ao
macro-elemento, deste fato surgem as matrizes Gei e Gii da equagao
(4.80). Assim, a subrotina MATDI monta as matrizes Gei e Gii e as
coloca na matriz H pois, as forcas associadas aos nos internos se-
rao incognitas, como mostrado no ﬁtem 4.8.2. Para este fim, a sub-
rotina MATDI faz uso da subrotina INCAL que realiza as integragoes
numéricas ou analiticas adequadas a cada macro-elemento. Pelo moti
vo das integracgoes numeéricas serem feitas por um processo seletivo
do nimero de pontos de Gauss, a subrotina PG define o niimero de
pontos utilizados.

A Subrotina DIAF introduz as equagoes adicionais dos
diafragmas, (4.68) a (4.70) ou (4.72) a (4.74), bem como as equa-
¢0es que relacionam os deslocamentos dos nds pertencentes ao dia-
fragma, (4.66) e (4.67) ou (4.71). Portanto, ela atua no sistema
de equacoes com as matrizes H e G montadas, com todas as integra-
¢o0es numeéricas ou analiticas feitas em todos os elementos de con-
torno como na linha de cargas dos diafragmas internos (se existi-
rem). Na inclusao das equégaes adicionais dos diafragmas, & feito
6 uso das expressoes (4.77) e (4.78). Assim, ela se aplica tanto a
diafragmas internos como externos. No caso de diafragmas internos,
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quando os dois tipos de diafragmas nao atuam no mesmo plang, as e-
quagoes que tornam o sistema de equagdes singular sdo eliminadas (ver
Ttem 4.8.2). ' ' | |
Apdos a inclus3o das equacgoes de todos os diafragmas
do problema, trocam-se as colunas entre as matrizes H e G dos des-
locamentos conhecidos do diafragma, ahaiogamente ao procedido para
0s nds como foi feito na subrotina MATRIZ.

Finalmente, deve-se observar que montado o sistema
de equagoes com as matrizes H e G para todos os diafragmas inter-
nos, a retirada de um diafragma interno pode ser feita com a elimi
nagdo de linhas e colunas nas matrizes H e G referentes aos nos in

ternos deste diafragma, sem a necessidade de uma nova montagem das
matrizes H e G.

6.6 - Subrotinas DECOMP e SOLVE

Sao subrotinas convencionais de solucdo de sistemas
de equacOes para matrizes nao simétricas. Em analise numeérica, o
metodo de solugao & chamado de LU devido ao modo de  decomposigdo
da matriz para posterior solugao. Neste programa, este metodo de
solugao utilizou pivotamento parcial. Nao foram providos cuidados a
dicionais para solugao de sistema de equagdes com determinante pro
ximo de zero e nem eliminagao de operagoes em blocos de zero, de
acordo com os objetivos deste trabalho mostrados na introdugao des
te capitulo. ‘

Assim, acredita-se em consideravel redugao do tempo
de execugao do programa fazendo-se um tratamento em blocos das ma-
trizes H e G com os cuidados para processamento vetorial.

6.7 - Subrotinas STRES e CURVT

Estas subrotinas de processamento posterior a soig
¢ao do sistema de equagﬁés tem a fun¢50,de calcular tensoes (STRES)
e curvaturas internas (CURVT).

‘ ' | A‘§ubrotiné STRES relaciona-se com outras subroti-
nas como mostra a figura 6.4.
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REDEF
FIDI
EXTEC
REXT
STRES
REDEF
SINT PG
FIGURA 6.4

A subrotina EXTEC calcula tensoes externas atraveés
de diferencas finitas, ver expressoes (4.99) e (4.100), com os coe
ficientes calculados na subrotina FIDI. As outras tensoes externas,
expressoes (4.97) e (4.98), sao calculadas na subrotina REXT.

- Para o cé}cu]o das tensoes nos pontos internos, a
subrotina STRES faz uso da subrotina SINT. A subrotina SINT, que e
xecuta as integracgoes numericas necessarias (ver Ttem 4.10.1), tem
o niimero de pontos de Gauss da integragao seletiva definido na sub
rotina PG.

A subrotina REDEF, que e usada tanto na  subrotina
STRES como em CURVT,'define as forgas nos nos dos macro-elementos.
Este procedimento se faz necessario pois, em nos pertencentes a
uma interface devem ser tomadas as reagoes na interface e nio a
forca atuando no ng da interface (ver Ttem 4.10.1).

| A subrotina CURVT, qué calcula as curvaturas nos pon
tos internos,'relacidna-se com outras subrotinas de acordo com a
figura 6.5.
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REDEF

CURVT

INTGG PG

FIGURA 6.5

A subrotina CURVT faz uso da subrotina REDEF  para
~definigao das reagoes em nos da interface. As integragOes numéri-
cas necessarias sao feitas na subrotina INTGG de acordo com o nime
ro de pontos de Gauss definidos na subrotina PG,

De acordo com o Ttem 4.10, nas subrotinas STRES e
CURVT e feita a composigao de forcas do estado tridimendional para
obtencao das forgas adequadas tanto ao cilculo de tensBes como ao
cilculo de curvaturas.

6.8 - Aspectos Gerais

. Apesar de nao se ter trabalhado com matrizes organi
zadas em blocos, pode-selobservar que a numeracgao dos nos influi
na organizagao dos blocos de zero. Assim, para a organizagao em

blocos do sistema de equagoes, deve-se ter em conta o seguinte fa-
to:

‘A figura 6.6.a mostra a barra, que foi seccionada
na aresta A-A, com dois tipos de numeracao de nos (figuras 6.6.b e
6.6.c). Como a montagem da matriz e por sub-regiao (macro-elemen
to), a numeragao na figura 6. 1.c favorece o agrupamento de blocos
de zero e cujo aspecto final & semelhante 3s matrizes mostradas nas
equagoes (4.62) e (4.65). Assim, recomenda-se a numeracao dos nos
por macro-elemento (fiqura 6.6.c) que otimizara o arMazenamento.da
matriz em blocos nio nulos e blocos nulos.
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FIGURA 6.6
A sequencia de percurso em cada macro-elemento, 'pa
ra a definicao dos elementos de contorno, deve ser Unica mas, 0

sentido de percurso nos macro-elementos adjacentes nao precisa ser
o mesmo (figura 6.6.b). Entretanto, neste trabalho, utilizou-se a

dispos
possiv

brado:

estado

a)

jgao da figura 6.6.c nos exemplos numericos, sempre que foi
el. '

Alem destes cuidados, um outro detalhe deve ser lem

A analise dimensional das solucdes fundamentais do
plano de tensao e da flexao de placas mostra que:

No estado plano de tensGes a dimensao do modulo G & unidade
de forca por comprimento.

Na flex3o de placas a dimensdo do modulo E & unidade de for
¢as pelo quadrado do comprimento.

Sabendo-se que a grandeza G relaciona-se com E por:
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A grandeza G que e utilizada nas expressoes do es-
tado plano de tensoes, de cada macro-elemento, e multiplicada pe
la espessura deste macro-e1emento.'Desta forma, evita-se ao usua-
rio o traba]ho de relacionamento entre unidédes.

A listagem do programa nao foi incluida mas, pode
ser fornecida aos interessados mediante contato com o autor.



7 - INSTABILIDADE DE PLACAS

7.1 - Introdugao

Para a inclusao dos efeitos de nao-linearidade geo-
métrica do problema de chapas comprimidas, faz-se uso das equagoes
de Von Karmann. Analogamente ao problema de flambagem de barras por
flexao, forgas atuando no plano da chapa produzirao deslocamentos
de flexao somente em valores determinados, chamados de valores cri

" ticos. A ocorréncia deste fato vem do equilibrio da chapa ser fei--

to na posicao deslocada, que resulta no acoplamento dos efeitos do
estado plano de tensoes com o da flexao de placas.

Neste capitulo, deixam de ser satisfeitas as hipote
ses (Ttem 3.2) que se referem ao equilibrio na posicao indeslocada
(c) e de cargas no plano da placa produzirem extensoes mas nao fle
xao (1i).

Apresentam-se, a seguir, as equagoes integrais do
problema de instabilidade de uma chapa e depois as modificagoes no
sistema de equagoes.

7.2 - Equacao Integral para o Problema de Instabilidade de Chapas

~
Qi

_ O,
/On

FIGURA 7.1




A equacao diferencial, que permite a consideragao
do efeito da nao-linearidade geoméetrica, e do tipo:

D‘w’iijj + “ij w’ij - Py = 0 (i, 3=1,2)....(7.1)

onde

P3 € a carga transversal ao plano da chapa.
81-3. sao tensoes internas devidas as forcas no plano da chapa (f)]-).
w,1.j sao curvaturas.

Da equagao (7.1) sabe-se que:

a) Quando as forgas ﬁi sao nulas, resultam tensoes aij nulas e
obtem-se o problema de flexao de placas.

b) Quando a forga p, & nula, a equacao diferencial & homogenea,
obtendo-se o problema de flambagem de chapas. Este proble-
ma, tambem chamado de primeira espécie, tem carater puramen
te teorico devido a enorme dificuldade pratica em ser repro
duzido em laboratorio.

c) Quando a forga py g diferente de zero, a equagao diferen-
cial @ nao homogenea. Costuma-se chamar este problema de se
gunda espeécie.

Assim, condicoes de vinculagao ou carregamento, na
pratica, transformam o broblema de chapas carregadas em um proble-
ma de segunda espéecie.

Os deslocamentos s3o determinados no problema de se
gunda espécie e indeterminados no problema de flambagem. Este fato
ocorre da aproximacao para curvaturas ter sido feita pela segunda

derivada da funcao deslocamento. Portanto, a equagao (7.1) vale
numa vizinhanga da posigao indeslocada.
Por outro lado, cargas criticas em mecanismos ‘de

grandes deslocamentos nao serao tratadas e o regime de analise se-
rﬁ elastico Tinear. | |

A determinagio das equacgoes integrais destes proble
mas a partir da equagao diferencial (7.1) e muito semelhante a de-
terminagio da equacao integral de placas (4.28), ou seja:
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I - = - *
jf (D w’iijj + dij W’ij p3) w* dQ = J[ (w=-w) V; dr+ (en ) ) M dr +

g

(V- Vp) wrodr + f (M, =M ) exdr ... (7.2)
r

2 2

onde

na porgao Iy do contorno sao conhecidos
na porgao r, do contorno sao conhecidos

0 desenvolvimento da equagao (7.2) para a equagao
integral com a n3o-linearidade geométrica & analogo ao da equagao
(4.23) para (4.28), obtendo-se:

% w(g) + jf[Vﬁ (£, x) w(x) - M; (£, X) en(x)] dr(x) + Rzi (€, Xc) wi(xc) =
T

+f [p3(x) - 81-3. (x)'. Wy (x)] wx(g, x) da (x) ... (7.3)
Q

Em [41], a analise de instabilidade proposta resol-
ve-se o problemaconsiderando a influencia da compressao na flexao (par
céela com 8ij na integral do dominio da equagao 7.3) como um carre-
gamento externo num processo iterativo. Neste caso, as curvaturas
(auto-vetores) obtidas numa iteragao sao-usadas para a seguinte.

0 teste desta proposta apresentou alguns inconve-
nientes, podendo-se citar:

a) Para integracao numerica, no dominio, da parcela com 61j e
necessar1a a definicao de pontos internos. Nestes pontos, as
curvaturas sio calculadas a partir de valores de deslocamen
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tos e forgas conhecidos no contorno (ver Ttem 4.10). Alem
deste procedimento para o calculo das curvaturas nos pontos
de contorno, a uti]izégéo de diferencas finitas, para este
fim, exige um grande nidmero de pontos para uma boa precisao
de resultados.

b) A integragao numérica exige consideravel esforgo computacio
nal na generalizacao, para a inclusao do efeito da flamba-
gem local para as barras analisadas neste trabalho.

c) Aumento de memoria computacional devido a inclusao dos pon-
tos internos.

Estas razoes levaram a uma nova forma de tratar o e
feito da nao-linearidade geometrica. Efetuando-se por partes a in-
tegral de dominio com a parcela aij’ obtem-se a seguinte relagao:

~ * - =4 *x . * b . *
J[ e 'w’ij . WX dQ Jf (pi W oW pj W .w,j) dr + jr (b1 SWas o WE
Q r Q

- b, . w.w,) do + Oss o W. WY, do
J J 1J 1]
Q

G,3=1,2). L. (7.4)

onde admitiram-se validas as relagoes (3.1) e (3.2) para as  ten-
soes internas (aij)’ forgas externas (p;
do problema de instabilidade.

) e forgas de volume (b,)

Para a integral de dominio em (7.4) com a parcela

(513)’ pode-se utilizar a seguinte relagao:

onde mij e o complementar de ms s devido ao efeito da forga normal.
Admitindo-se validas as relagoes (3.35) que rela-

cionam ﬁij com 51 (complementar de g no problema de instabilida-

de) e da inexistencia de Variagao de ﬁi neste problema, obtem-se:



~ * _ -~ . - ~
J[ i - W Wiy da = Jf (Mn e; + MS ez) dr J[ Q.wrkdr ..... (7.8)
Q r T

5

onde Mn’ Ms e Q sao os complementares de Mn’ MS e Q no problema de

instabilidade.

Assim, o resultado final para a integral de dom7 -

P

nio da equagdo (7.3) com a parcela aij e:

s * ¢ = " N -n - n ‘ *
Jf CETRAITE . W* dQ jf [(pn o + D¢ e;) W= p, 8y wh - pg 8, W ] dr +
Q r

onde ﬁci e o complementar de RC{ no problema de instabilidade.
Na expressao (7.7) a integral de contorno com 0 ter

mo 5565 pode ser feita através de uma jntegracao por partes, ou
seja:
= * = x = |f O (= gk
fpsesw dr——[ww ps]i -fg;(psw)wdr ..... (7.8)
r T ‘

onde o termo entre colchetes e Qiferente de zero na existencia de
cantos.

7.3 - Sistema de Equagoes

Apos a inclusao das expressoes apresentadas nas e-
quagbes (7.7) e (7.8) na equacgao integral (7.3), utilizando-se pa
ra os complementares ﬁn e Vn a mesma aproximagao usada para Mn e
V, no contorno, e apos a aplicagao da equagao integral (7.3) aos

pontos externos e de contorno, chega-se a:

(HeaH) U= (G+28") P+ (L+AV)  .oen (7.9)

onde



as matrizes H' e G' sao montadas com as equagoes (7.7) e (7.8)
com um valor unitiario da tensdo normal.

o vetor V' & montado para um valor unitirio da carga distri-
buTda normal. |

A & o auto-valor ou o valor da tensdo normal.

Na inexisténcia de cargas distribuidas (Bi ou  Pj)
e apos a troca de membros entre variaveis incognitas e conhecidas,
chega-se

(A + AB) X=F .. (7.10)
onde a matriz B € obtida das matrizes ﬂ' e G'.

Quando nao existem variaveis conhecidas no contorno
o vetor F & nulo e obtém-se um problema de auto-valor, caso contra
rio, um problema de segunda especie.

Para a solugao do problema de auto-valor, sugere-
-se a iteragao vetorial quando se necessita encontrar apenas alguns
auto-valores com seus respectivos auto-vetores. Para matrizes sime
tricas, o uso da iteracao vetorial em [46] levou a bons resultados
com reduzido nimero de iteragoes. Para matrizes nao simétricas, o
método & semelhante ao das matrizes simétricas com pequenas modifi
cagoes [47].



8 - CONCLUSUES

0 tratamento das barras de parede fina com os efei-
tos de flexao e extensao nas paredéé foi considerado satisfatorio
em vista dos resultados apresenfados.

Por outro lado, como se mostrou no capitulo 2, pode
-se utilizar teorias aproximadas para a analise destas barras mas,
deve-se esperar que os resultados obtidos serao limitados. Neste

sentido, ou seja o uso de teorias aproximadas, os exemplos resolvi
dos neste trabalho mostrar-se:

a) Secgoes abertas: A obtencao de resultados proximos da teoria
convencional de flexo-torgao so foi possivel com a utiliza-
gcao de diafragmas, que mantiveram a segao rigida em seu pla
no.

b) Secoes fechadas: Estas barras sao fortemente influenciadas
pela deformabilidade da secao transversal. Neste caso, 0 u-
so de teorias’que consideram a secao indeformavel em seu
plano, como hipotese basica, & perigoso. Se a nivel de esti
mativa, utilizar-se a lei das secoOes planas para a ordem de
grandeza de tensoes, justifica-se o procedimento pela sim-
plicidade da teoria envolvida. Entretanto, o uso de teorias
que resolvem a secao fechada como uma secao aberta, a par-
tir de cortes ficticios na segao fechada e usando a teoria
de flexo-torcao na secao aberta, implica num processo de cal
culo mais longo e com um resultado nao muito melhor que o
da lei das secoes planas. A justificativa deste fato & que,
enquanto o empenamento restringido e critico para as segoes
abertas, o que motiva o uso da teoria de flexo-torgao, ele
paséa a ter carater mais local nas segoes fechadas.

Por outro lado, a consideracdo do efeito de flexao
nas paredes com o estado plano de tenséo‘permite a verificagao di-
reta da variacao do modulo das tensoes normais, "shear-lag". Neste
caso, O uso de expressoes aproximadas para levar em conta o efeito
"shear-lag", como a proposta por Reissner, somente & possivel em
catregamenfos distribuidos. Deste fato & que resulta a divergencia
de 6pini6es, entre os pesquisadores, sobre o fenomeno "shear-lag":
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a) Aqueles ligados a projeto de estruturas, que fazem uso da
expressao de Reissner, somente utilizam o nome ‘“shear-lag"
nos casos identificados por esta expressao [i11]

b) Entre aqueles ligados a pesquisa em Mecanica das  Estrutu-
ras, o nhome "shear¥1ag" e generalizado a todos os casos de

variacao do modulo da tensaoc normal em estruturas compostas
por chapas.

Neste trabalho, a denominagao "shear-lag" foi usada
de forma generalizada. Prefere-se esta denominagao pois, mesmo em
projetos de barras compostas por chapas finas, costuma-se traba-
Thar com larguras efetivas das paredes para levar em conta a plas-
tificagao que ocorre nas arestas, devida a nao-uniformidade da ten
sao normal.

Assim, a consideracgao do efeito de casca (extensao
e flexao) com o uso de diafragmas, nas secoes de parede fina, per-
mite uma grande liberdade para a construgao de variados modelos ma
tematicos pois, além dos fatos mostrados, uma eventual ortotropia
na secgao transverSa] pode ser levada em conta com diafragmas. Pode
-se acrescentar que o uso dos diafragmas tambem permite uma maior
generalidade na aplicagao de cargas ou vinculagao.

Portanto, no atual estigio do trabalho, nio sao so
exemplos simples como os exemplos 1 e 2 (Ttens 5.2 e 5.3, respecti
vamente) que podem ser resolvidos mas tambem a realizacao de estu-
dos como:

|
a) Influencia das dimensoes da segao transversal ou comprimen-
to da barra no comportamento estrutural.

b) Efeitos da colocacao de diafragma mas, realmente colocando

ou alterando a posicao destes elementos em pontos discretos
no comprimento da barra.

c) Comparacao dos resultados obtidos em um problema com outros
obtidos analiticamente ou experimentalmente, onde houver dis
ponibilidade destes dados.

0 objetivo desta analise e fornecer um estudo para-
metrizado de estruturas de parede fina, a semelhanga de Kristek
mas, documentando a forma de obter os resultados.
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Com respeito a estudos futuros, um exemplo seria a
consideragéo das reagaes de canto do efeito de flexdo. Neste tra-
balho, desprezaram-se estas reagoes e foram obtidos resultados sa
tisfatorios. A montagem de um novo programa, analogo ao deste tra-
balho, que considere o efeito da espessura na flexao de placas, u-
tilizando a teoria de flexdo de Reissner-Mindlin, podera fornecer
uma resposta melhor a este fato. Observando-se que placas finas po
dem ser tratadas em programas de placas espessas com a utilizagao
de integragao reduzida, semelhante a [26].

vNeste sentido, ou seja o desenvolvimento de estudos
complementares, pode-se implementar o trabalho para o tratamento

de exemplos reais de barras compostas por chapas. Assim, pode-se
incluir:

a) Efeitos de nao linearidade fisica a semelhanga de (48]

b) Efeitos de flambagem local, podendo-se utilizar a formula-
cao proposta neste trabalho.

Para o tratamento das pontes de concreto, a grande
espessura das paredes sugere uma comparacgao entre os efeitos de
casca fina (este trabalho) e os efeitos de cascas espessas (flexao
de placas espessas com estado plano de tensoes). Ao melhor trata-
mento, pode-se incluir os efeitos de protensao, trem tipo e defor-
macao lenta, por exemplo, obtendo-se um programa semelhante a [24]

Quanto ao metodo numérico utilizado, ou o método dos
elementos de contorno, ele constituiu-se numa boa representacao das
estruturas utilizadas, mesmo com um reduzido numero de elementos.
Desta forma, a utilizagao desta técnica, mais recente que o metodo
dos elementos finitos, para uma analise deste tipo, imprime um no-
vo impulso para o tratamento de estruturas laminares com os efei-
tos de casca (flexao e extensao). Assim, pode-se deixar de lado o
desenvolvimento de elementos finitos de casca simplificados para a
utilizagdo de elementos de contorno com efeitos de casca gerais,
sem um gasto expressivo de memoria computacional. Para a implemen-
tacao do programé no aspecto de tratamento numerico, existe o de-
senvolvimento do tratamento em blocos para processamento vetorial
como uma otimizaqu do processo seletivo de fntegragéo numérica.
Num sentido mais amplo, bode—se adaptar o conceito de elementos fi
nitos hierﬁrquicos para o metodo dos elementos de contorno [50],
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visando com isto a confeccao de programas para utilizagao em proje
tos.
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