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Dependenda das propricdades do material e a cous

{itwi & placa pede ser clascsificada comu: & piesxtvarna —  wom
propriciades dilesontes em qualques diracao; creotropa o

com propriedadesdifeirentes om duas diyceooes oviogonais; ou

Is0EroeDa — COm 88 WGESMJS progricdades ew qualguer divagao.

P ~

dependendo da espessura & placa podo 5es

—

ada, delgada ¢ espessa.

1a como nuivo del
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-
[
b
B
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Neste copitulo scra estudada a placa delgads, bar

seads na teoria de Xirchhofl, gue om ceral dnterprefa auf 1l-
cieatemente bem 0 cowmportamento das plecas COn relaggan es-
. . - - . - - . )

pessura/menor dimensoo (h/a) entre L/5 &« 172005 75 1.

2.2 -~ Winoteses basicas

As hipoteses doscritas a scuuirn,sdo NEeCesuay 10
Z determinacao das relagees ¢ equagoes Gifereanciais basicas
gae a0 s Taloadao:
JEAS Ppilacas QoLpalas .

w a placa © copsrvirtuida de waterial clhstico~11-

near hemosenco.

1

- Q8 deslocamenios Ll'-‘;il'JS\;"E’I.'SZ‘.'iS S.EJ.O pedquenocs o

comparado A espessura noda placa.

-~ uma roia inicialwmente norwal ao plano medic por
manecece veta, apos 2 flexao da placa, ¢ perpandi

cular ac plsno medio deformado. ITsio, equivale

e
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oy

a dizer aue as tensces normals,pars ac pla

ne medio, variam lincarmenia com a espPessuia.
- as tensoes aplicadas em ruas facces 5a0C POULLRNGS

em relagao as lensoes normais de {lexao, parale

las ac plano medioc.

2.3 - Relagoes basicas para placas detipadas

A maviir das simplificagoees envalvidas nas pipote

ses bagicas podeo-se detevminar as peliagoes basicas pava pia

cas delgadas isoiropas.
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Pow gimaiicidade e dosincamenton vy, v

» YD) BCYA0 cneritos a partir de agora como u, v oe o w.

w

-

e (2.5) ¢ (2.13) obLtom-se:
) X .
S s (2.14.a)

e dx dx 2
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i S .k,,‘.,..}.?.. o ..a}l — A :ﬁ“. ‘2 ( 2 . 1 :
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an au i
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I ¥ A% Ot
€ L v e I O I g (2.74,¢)
Ay 205y aw 2 ax AxX3y .

De (2.1} o (2.2) obtém-se as relagoes ontre as

s0c3 o ay deforuwmagoes dadas por:

. = 2G¢ (2.3.fJ.C)

Subsitituindo~se as equagoes {(2.14) em (2.15) cb-

: as tensoes ¢ os deslocamentos:

r
LY
i
i
]
=
s
"
-
o~
e
o4}
~
"
o
o
*
o
oT
~
o

(2.16.¢

et

)

T S -y oy | (2.16.0)
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cogu Ll

brie pava um solido Uridimensiocnal pode se escrvover:

A S0 ey
b R D I

N
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p—

onde X, Y ¢ % sao fTorgas de massa por unidada de volume.

Cowmo o prohlema estudado neste Caplitulo frata docs

fundsmentos da bcoria do plaras delpgadas, 80 intervessam paT
tanto as relagozs de filexao. Tais relagces sac obiidas mul-
plicando~ce as duas primeiras faquagocs de squilibrio por
zdz ¢ a 0ltima por dz, 2 1ntegrando-as pa espéssura. Antne
porem dec se abter as equacoss de cquilibrio  em tormos gz

[=2EY

LT AN oG8 oy

=

flexoo © necessdrio que se daf entcs e forgas coy
tantes por wvnidade de comprimento.
Defincm-sae os momentos de flexno e du forcac  nor

unidade deo CURPT imento, respecitivamente, cong:

Moo= U“XZdZ (2.15.a)

M= o zdg (2.18.2)

Substituindo-ge O dado em (2,16.2) na equagoo

(2.18.a) ¢ integrando-se na espessutra cbtem—sge:
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Como o primeira terme de (2.1%) se anvla, notar-se
2 iLeoria linear de placas considerando-sa  peqgue-
camenitos, as relacoes de Tlexao a0 independantes

camentos tangenciais do plance mcdio, u e v.

Subsittuindo—-se os limites em (2.19) e

dimento annilogo para as cquagoes (2.L8.b) e (2

N

5%
VR 1Y S VI . (2,

1z2{1-v7)
ez da placa a flexac.

Pava complcetar as definicoes de eaforgos =o

nsideram-se as forgas covtantes por unidade d
dadas por:
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-h/2

W2
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v 7
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Efetuavdo=-se n integracao das duassg primeiras

2,17y wmultiplicadas zdz e utilizando-sc a

por

farvendo
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g de-~



.

.. .- . s . . B : ! I 1 - e
Tinicoas de oM Cacas ewm [20L0Y, podaeose escroy

e

wal z

.
F
P
y
-
N~
HR
n
S
o
e
-
jos)
G
it
-
<
N
ne

NN ST —m¥~ razn o+ j Y zdz = O {2
-h

¢ nltimes termos das equagoes (2.23)

o
e

podendo os d

cociiibos da T inte forma:

)
]

h/ 2 Fh/2 [hfz
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par unidadse de area,atvandce no piano medio o

ca ¢ ova lem roespect ivamente:

h/2

kT 'i . -
1 =y o PENRIPN R i A A
b 21 w2 {0/ 2) : ] “h/2
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. L/2
n "l[)] 4] s O . ,9\] + Y zdz {
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A cquagao (2.17.¢) integrada ua cspessura
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aq, v [ " :
4 e re—Ee N r) - . FJ } g 7
" oy | "vz{h/2) Uy (=1 /2) + th/? ya d,l I

O terme entre colehetes de (2.26), dencmin
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vorgais aplicadas 3 ploca, incli Indo-se bambem o poso py G-
bWz
prio ([ iodu) .
Jengz
Finalmentoe levandoe-se (Z.,24) em {20245 T

crovendo-se (2,206} obd Cmese as eqnagoces de cguilibrao das

nlacas:

e 2 g v m =0 (2.27.a)

._.____X}r_ 4 __n}: - qQ + T = 0 (2.27. Y
( b

iplicitando-se Q@ Q nagduas primeiras equa-
I X ¥

coes de (2.27) e substituindc-se na tevceira,chiam- s¢:

Sy ’
42 B e = g = e (2.%83
S 2 & 3 N
a¥xoy ~ e JdX
oy

Teta vxpressac representa o cquagao diferencial

geral de placas escrite sm termos de esforgos.

fm vista da rerceira hipoiese adotada uo itewm

1

9.7 e considerando-sc apenay cacveganmentoe transvenss

ot
g
-
p—
-

cado a placa tew—se {Uue 08 valores de m,oe m . ao nulos,
8 AT

E
Suhstifuindo~se agaora o§ valores (2.20) ewm (2.28)

Sl

shitem—s¢e a cguacac difercucial peral de placas escrita g
q o (&)

~

rermog do deslocamento trangversal wi

4 .
. a W Jd w B o
S A - ) S A ) (2.29)
o o -
ax ex’dy oy

A equacac (2.29) e comumente cscrita na sua for-

ma fmplicita:

Alw = % (2.301)



onde:

po e

A peavtiy de (7.,27) cxplicitandorse G o G oD
P, Y
pom-ee:
oM iRyt
Ry .
SR wa}‘ (2.32.a)
X B x Sy

n o= ot e Y (2.32.0)

o

gubstitunindo=-sa (7.20) em (2.32% ottem-sc Qx

Q escritos anm fungao do deslocamento .
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>
wal =
i
.
"o

“ J_ ! oow A -
o = -Nn Ot By = L o LV (2.33.0L}
¥ Ty 2 2 3y
’ - oy
As ecuagoes (2.2G) podent sev eseritazs indicial-

mente dn

%]

eguinte forma:

Analogamente as cquagoes (2.343) escritas de uvma

forma indimial, resultam em:

D3V
( s = '“"1) _,,ﬂ,_.___,._:___._,._. ? 4 3 3
)fl_ B}(iaxoa‘x" ( )

Na figura (2.2) cstao representados o€ valores

(2.34) e (2.25)
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Yig. 2.2 - Valores de M., ¢ G,
; 1] 1
0s momenitos e cortantes por unidade de comprimen

to definidos anteriormente cstao referidos a uvm sis

hal de coordenadas x ¢ v. FRies podem agoeva gar reescritos

em relacao a uw g1l

1=
wn

tema nparticular de coordenadas 1 e 8

Forme esta mosirvadoe wma L{igurva 2.3,

P 4
“"’ li
X
Y i “\ﬁ
A
Fig. 2.3 - Siastemas de coordenacas », y © n, s.

Considerande-se a transiormacao c¢ntre og siste-

mas de coordenadas definidos, poede-—-se egscrever:

(o
- [TJ ) } (2.36.a)
| )
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3 ‘\‘ o r}t
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P

FAN6LOrMECIC !T} ¢ dade por:

onde o matrie do

o [ cosa mRene |
L’]‘ o= (2.37)
- tbl.‘ﬂk). coa }

Para se obter momenbos o coritantes 1o NOVo siste

-

mo de coordenadas noe 5, 4 parcir dos valoves 1a coenhecis

>

i
1

Aos no sistewa x @ y, hasta proceder—se como & seguir:
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A emvacao (2.38) sena deda explicitamenue pelas
sepuintes rolacoen:
2. ) , . . 2 .
Moo~ M oengoo+ 2N soafcosd M osen (2.60.a)
)i o iy }.’
z 2
- . & - Y
Moo= (M =M dsendcosttl {cos G-aen O} (2.40.0;
G y = Xy
. 2 A , fa
Moo= M ogen o<l seneosy + M ocos O (2.690 ¢
= b :{_\/ v

De (2.39) obitem-sae uma relacan entve © cortanta

nas axregooea noe 5, ol OS5 cortantes G ¢ Q
I e = N

T

i x0T Ty

Q = ~G_song chos& (2.47:6)

Pe forma analoga o Fransformacao (2.38) podce-se
> , !

obter as tensoces nermais e tzongenclal

oy

. po gislema n e o B

partir das tensoes conhecidas no sistems X e Y.
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Para melhor visuvalizar esta wmudanga de coordens-

das a figura 2.4 mostra um elemento triangular abe, parale

*
le ao planc medio, ¢ deste distante 2, com os iados ab w

be paralelos respecitivamente aos eixos v e x, sendo o lade

ac contido no eixa &,
.
1
¥ I
{
(N
3\ B!
\
L. e - \
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Fip. 2.4 - Comvoncntes de tensac no olemauto dc piaca  abe

€ respecitivos esforgos resvilantes.

- . - E - -
Como sera visto noe capitvlo 3 a rasolvecao da co-
i s =

r
H

quagaoc 4if

»vencial da placa vecaird na salucso de um siste
na de cquagoes liacnres onde as incognitas estarao relacie
nadas ac conlorno, definindo-se em cada ponto penérico P
um sistoms de coordenadas nhoe $, respectivaimente normwal e
tangencial a este contorno.

Sera neccessdario imper condicoes de contorne  com

relagac ao deslocamento v, a sua derivada, dw/dn, e aos oy
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1nH
intovrpretado couw cesultante de am biwsarie de fergas com

(R

[A]
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. . R ,
farcns de intensidadel ] +
= s s —
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, torna-se necessario e
ircas, rveferida o este
s¢ A fisura 2.6, onde ¢
rdenadas cartesianas ©
nelas coordenadas (x.y)}
e 5, respectivamente

¢ coordentadas e angulo

LAg relsac

=

direcao r.

o

imente determinadas.

(2.46) e (2.4

a

7

sistemsa

de

o

S entye os dois

logamente torga corvante egui-
dirvgnwn::i Sy, oenmo soundal
Q, (2.45. )
IM
LAY
Q [ S (2 A5 11‘-)
v dx
Q¢ plancau em o coosvdenadas poidres
ctos problemas de anallise de placas, nofada
halho, ondc sao empregadas Couagces inte-

CEPressdas am  Ccoor--
screvey a cquagao 42
gsistema de coordena-

fao renresentados

polares. 0 ponto P,
PRSLHE agev L i sar
istancia de T OE ovi-

enctre o semi-elxo
oes entre uwm slstema

2

[

2.47,

P
jab}

ot

i
A

)

noda-s¢0 obter .as Te-

s, dadas a scpulr

)

(2,435,



wo o, 0 (2.48.0)
of y o senh : :
Pl ot (7.48 . 0)

s T - 1
c? g cogh
55 R (2.48.4)

Para se obter a aquacan (2.30) CApPressa em coeor-
densdas polaves e neccssario determinar-se o operador dife
rencial de Laplace, dado em (2.31), tambaén CXPTessd  neste
mesme sisterna, Paro isio, sorao determinadas primeiromente
as derivades primeirvra o segunda de woem b clagae a %, o pos

i<

Peidormente om o velegao a vy, Ussndo-se as devivadas (2,43, a)
, AR

. T 70 . .. o N . . : N
¢ (Z.48,0), & devivada dw/ox, pode ser csorvita da gopuIn--
e forma:

.O\i = Sl.?ne E}'l;]
i T (2.49)

o

A partir das expressoes (2.49) e (2.50) determi-

wiarse a devivada segunda de w oem relagao a ¥, definida pox:

scnt o

r

-

~
-
]
)

=
[
5]
b
[l
o
bad
-
i)
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e}
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-
=
]
]

0%y 2n0 07 ¢ y : ‘

. y ~ 7 - ¢ L dw e 3

Ty E 08U e - Zhen Deosl w55 40) 4+ con (= 4 S, )

o 2 ap < dr 3¢ - 15V
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Analogawev e &g owproe

Corm l num-on as de v

cao & v,

dadas respociivamento

Y
[T send 4R |
5 . £ o

30 gl

= 6amn e Zsc
" 2
Gr
2 8
+ cos 0(= S5 4
r oL

oparaedor diferencta

polarves obtide somando-se

{2.54),

A equagao dilerencial

poertaunto em coordenadas pelares

Cads

o 19 8 ., 8w
[\\ f_\ Gy = — ’3 - — el e et (,, —
< rody 2 2

A derivada mista pode

ordenadas polare derivando-ge

Doy

derivagoes essarias

pPOs

as unec

- 7
3 7w

2

1 ﬁﬁ 1

¥ 9r 7

senfceosd (-
-

ar

Substituindo-so

(2.20)

05 Vi

(2.57) nas equacgocs e

forgas cortantes em coordenadas

PY LWl

GHQCS

raooooso
pelas s:

(.

o

ouintes

44Y o (Z2.523, do-
unda do¢ v oo LA SRS

eXpressaoes:

(2.53%)

1y —_— — = 4~
ar roaft’
5

1 7w, .
e —m—s ) 2.54

5T ( )
is ai
1 de Laplace c¢wm coordenadas

as

dadaza

tambem

(2.49)

obtem-ge:

eAPY G

pi_::l(‘,&S

pela

el

58 (2.22) ¢
a 1
,,,,, + R
T 2
T e
(2.584%3
(2.30), ficara
seguinte cqus-
2
ol
P S
2 ol b
T ad
2.56)
Ser expressa em co-
en: relacao a y. A

N 2 i
(]
lores {2.52), {(2.54) e

(2.33) obtém-se csmomentos

polarcs

)
L

dados a seguir:
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A . “r r} v ? i
Vg g 7 PN ] W ) ] A A
Moo =D o- e (cos " GrvsenTe) v {0l F ey Eep) (senTgRunos 1O
- \ SN / .
- Loy r al
I 1 I )
. . i’ i [RIRTURY . - c ;
- Zasenficosd{l-vu) e (m'ﬁﬁﬂ] (7.58.2
or [N AT
o4 : s 1N A » 2
] d T w 2 2 Loow 1 d w A 2
9l = =1 ! Sl {seuT04veos G ) +- ( ST v T Ty J(ces C+vsen 0+
y 1 2 ok 2 o 2
Eers ¥ S

1
r

oo N : - ™
8w 1 g 1 0 We
M = ~D(1-v)|senbeosO(Sog ~ & =5 - Sep =g 4
Ry " T or. P2
- ar T flv
2 2.9 1 Bw. | 5
¢ (cos 8-sen B) o (o W()\ (2.58 . ¢)
or ooV
-
) . ‘ q
o Y ey
o [ [¢] ; send o ” .
Yy o= =D i Aw o= -Dijcosh = dw s e S AW (2.59,a)
Oy g l\ ar r 30 /

. . B
' N U cost 3, s ig
Q37 = =D o Pw T —Disenﬁ T Avw 4+ £ A (z.59.b)
oy [ T &}

CLma vez conheeldas as exprescsoes de MX, M, M.

= SR

¥ MY
Q0 e 0 ewm coordenadas polures, pode-se sgorva deduzir as o
bs v o
pressocs de M, M e V , para um ponto P, gencvico do con
n ns n , =

terno, onde se define o sistema de coovrdenadas carteviasnas
(a,s), resvectivamante, diregao normal o fanzencial ao con-
ver fig. 2.06).

Conforme ja definido na figura 2.3, ¢ angulo o,

entre a divecgao ® ¢ a normal ac contorne em P, ¢ ipual a w#o

rcivamente, angulo entre a divw

w

<

T
o
-

H
o
12}

"
-
™
o
o

ma dos angulio

o

cao do scmi-eino positive dos » e a diregae de r {(vetor po-

sicao do ponto P) e aagulo entre o vetor »r e o vetor norual

n.
Substituindo-se em (2.40) ¢ valor de o = 0 + 0 e
os valores de M , M e M dados em {(2.%8) obtém-se os vale
x® v NV -
res de M, M e Ml em P, vreoscritos ewm coordenadas polaves.
H 5 ns
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g o coovdenadas cartesianss @ polares pa

PG, 2.6 - Sind
ra um ponitoe P odo conteorno, uvom O

lores de v, nw o 5.

2, 2 AR ? ? ]

M = =D|{ces Rtysen2) —i5 + (sen B+ cos B){

1) : P 3
5

2 2 ; . 2 2a. b . :
{(cen"Br+vcos B) =t {ecos Brveea 1) (= oam b e —y

e Fa Z
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i

d
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(2.60.¢)

A fTorca covrtanie cguivalente, Vn’ sersa escyita

eir coerdenadas polaves a partir da expressac (2.44), zsere

8
vando-se Q , dade em (2.41.a), em coordenades polares e de

4
1
rivando-se Ml_, dado em (2.60.¢) em relacac a coordenada s,
do contorno, Substituindo-ze em {2.41.a) os valores de 0O
e @ dados roespeetivamente em (2.59.a) e (2.59.b) ¢ fazen~-
do-sc¢ o angulo o = 8 + [ {ver fig. 2.6), obilm-se a scguin

te exzpressac do Qp en coordenadas polaves:
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§] b Aweusp b - Sl Awa ernld) 2061
JP 917 v Adu -7 ( )
A Lwngoo M conforie {(2.60.¢) G Tungas de o3
g
¢ £, portanto sua derivac. em fuanceo de s, seris ohbtida &

partir da scpuinte CEpressan:

a3 2301 o M
ns ns o oY ns 30 ng 93 ‘o an
TTTRTTTT R e A e TR mT 12.62 )
g ar  8s gl 8s o @s

A dervivada dr/8s serd obtida & partir de (2.48,:)
2 (2.48.b) o das derivadas dos valores do X e v dadas em

(2.36.2) ew relacao a divecao s, chegando -y

& seguinte ex

pProessan;
ar 0 ‘ o a
G 7 Teostsent + scnloost = -senp (2.63)
dg
Auvalopamenie 2 partiv de (2.48.¢) o (2.48.2) e

das mesmag devivadas de ® ¢ vy, dados om (2.36‘3), cw rals -

a0 a5 chega-~8¢ a4 expressan de 08/3s. dada PO
p 3 Lo H b

v vosa o= o coaf

Sabe-se ainda oue:

I":,‘>
o

~ 1 _ ecosg )
g . (2.65)

at e

-

onde R 2 o raio de curvaltuvra do contorne no poento P {ver

fipg. 2.6) Li4]

Substituindo-—-ce am (2.62) 0y valores (2.63),

(2.64) © (2.65) obtZm~se.

o
-
jc4

2
=

()
=

(o}
=

NS 1S oL ns 1 ng PR,
T o =l senp o+ = R L S VR R (-37 st (2,66)
o8 i ) oo 4 d R
A eXpressac final do cortante ecuivalente, v,
: ' n
sera ohtids substituindo se en (2.44) 05 valores de Q e

1L
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i IR T R polaran . Uw spoctivamenio (2.0l
1580 obtuim-ue
3 ‘-
“ - - Oinn_
s [#] . 4 L » . Lo _ o
. _ e ™ - L. A ____,,,,‘); enEa
Y = 1 (,, N ‘ W Sl ‘
n ‘ g r 30 B
1 I
G (2.67)
R
2.5 - Solugdes fundamentais de p lacas
Como ecste trabalho rem pow base o ugo de egui

coes dntegrais paira vepredenta dor deslccamantos oo 0

cna derivadns dirscionsl, torna-ce neccasaric ¢ cestudo dau
. “q - - . 5o . - - “ iy e - L IR B e
cotugoes tun das placags. Deve goer entenaidn now
colugso furndamantal 2 vosposta em um ponto generico p de
e R £ : [ TR e irade A 2 £ 1
um dowminio fam geval dnfinite}, denominade don.i.d Funde

mental, AT

ponte g

O
o]
s
n
g
-
~
i
2
[y
o3
o
o
-
T
|._
'

cas, & sovucao fundamental e o dezlocamanto

- o A . G . I - . -
w&, em um pantao D, o coordenaaes ¥ (p

)

noento de deslocamaniou. Gevido a4 uwma carza unii:

s

da nun powvilc o, nonts de carregamento, o coordenadas n{y),

i

o,

y(g). A solvgao fundamentzl w*, €¢ 1'a obitida a partir da

‘:P)/D (2.(—:8)

i
o
o
LN

V

|
o
==
o

tribuigao delta de Dirac.

0

onde 8{yg4,2) e a dai

A distribuigao delta de Divac apresenia as 5o

L

guintes propiicdades:

Y o= 0 5@ p o q (2.69.a)

jor]
f"\
L1
-

i

§Cg,p) = @ se P o= q (2.69.Dh)
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AN Y P oo -y
[ w{p)dlg.pi TR G (2.70)
o
cndo, ¢{p) T uma Tuncao gquatouer defiaida no dominico O,

A portiv de (2.70) node o se psorever:
[ Slg,p)af = & (2.71)

ou useio, Jntegrando-se & Gistribuicac delta de Dirac noe 4G

- B - . - . . ~
Ainio obleémemse & carvpa URLLAavid, giuc © & Tesu Jeante do car
regamonto epl jeade a placa.
_--//” o N
- BT - (] .
. i J DR & T et Liirs L
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Fig. 2.7 - Pontos de carregamento (gl ¢ de
deslocamente {pl.

A sclucao fundanmental W, sera obtida a parvtir
da cquagao difercuncial (2.63) apliceda a todos os pontos
do dominie, excetc o ponto de carregamente . Portanto a

equacan (2,68) Clcal
AbwT = 0 (2.72)

Congiderando=-se um sistewa Jde coardenadas pola-

res cow origem no ponto d. (ver fip. 2.7) ¢ com cimetria

- * . T N
cwm relagac ac ponto g fdominic Il inito) pode-se retscrer

ver o cquacao (2.71%) a partir de (2.506):



# ! ] ; b 3 .
(ﬁi_j L8yl PR f:._) = 0 .
2 r odr oaru )
dr
G difviencial cpora ¢ rotal, porcuc w' 50 d
de de v {dw/fal= 0).
Aplicando-se o nperador indicado owm (2.73)
4 3 %
d w + 2 d7wh o lodwr o ;
4 oL, 3 3 dr ! N
o oT ;
A solagao da eqguagac diferenclal (2.74) ¢ ¢
cida e tem a scpuinte forma:
Ve o . ? . ?
wo = Alnr 4+ By iny + COr - D ' {
Considerando-se a condigao de simatria em
gac a0 ponto g, temese que a derivada dw /dr pera ost
to 0 nula, o gue implica em:
A =0
A constavte B e obtida a partir da condiqao
R :f . - P . . . - - . 3
quilibrio de fercas verticais em um civeculo de rvaie v
centro e o ponto g, de aplicacao da cavrga unitaria (v
2.8. Asnim a cortante cquival atuando em todos

¥

e e o

al

Foergas verticatis
raio ¥ e contro

ente Vo,
!

!

LA

X

atuantoes
em (.

na

.
civrculo

2.73)

epen-

1 a '-, .
CELLem-
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& pon

de e
cujo
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fig.
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ponias do Joevera i

o o

7. 1 S e
COLT O o rairao v,

tarvia aplicada

aa dada

ecquagso de V|
1

condivoes de simetria do

A partir
pondo=-sge ag

r

e notando~se que B = 0 para todos os povtos

cia, chega-sc om:

|

‘ b ¥
n dr

Lxpressando-gse o operador

das polarcs tem-se:

]:.’. KN S
vy o= - p & (LAl b dwTy T
n dr 2 v ody

dr

Dervivendo-se w” dado em (2.75)

tem~se o valor da constante B

Substituindo~se os valeores

(2.75%) obtém—-se:

2

W= Zﬂnr + Cr” + D

anp

As constantes C e D serao obtidas

condigoes de contorno da placa a

pecifico euw ¢studo, place fundamental de

Les valores podem ser

dotam:

e (2,67),

problema

Laplaceano en

.-'-27\ r

conforme

de A& e

ser analisada,
roto

quaisquer, STERN[ 35 e

cquilihrar a carga wni

L=

(Jw™/36= 0}

da cirvecunfaoriy

coovrden

P

e

{(2.78)

{?NYS)OE

(2.79)

E na Cquacaon

(2.50)

a4 pavtir das

No caso es

infinito,

(S

BEZINEL 53] a



Portantoe:

- . P 1 .. ~ ~
Seogundo DBANSON[ 76}, os wvalores de € ¢ D sao 05

segulintoes:

1

6

1 2 .. 1 p oy
W = kB:FD- rogdnr - '?) (7.825

onde 1 & dado por:

VE
SEEEICIIRE (2.83)

=
;
;
—
“
—_
-

{[X(P)“x{Q)j o
A pariir de (2,.82) obtem-se as exprossoes dos di6
locamenios e csforgns jundamentails veferidos ao ponto p do
- . - - . - -
dominic. GConforme se vera mo proximo capitulo sera neces-

saria 2 determinaczo da solugzas fundamental da derivada do
Y >

deslocamento alem dar solugoes fundamentais dos asfovgos
(231 - 1v1 a 1 - 3 ofF 1 - 3 Fr

em relacao ao sistema (n,s), definido wo ponto p (ver fig.
2.7)Y. Assim:

¥ .
s (2.84)

Cone a derivada esta sendo calculada no pento p,

ten—-s5e !l

(2.85)

As decivadas primeira e segunda de v, cwm relagao
i dircgno x., deiivida no ponte p, sao obtidas a partir de
1
(2.83) ¢ vatoem:
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n,

3

(s

{(2.86

(¢.86

X, {p)=x, (2)
i ]_.A_.w_

Ay
d:;j(}J) , 1 T
S.. - y v .
= ! SO S ST U
() ! 1
ronecker
em (2.26) em relagio &
BT L e)

[

}
de K
y dados

\ e o delta
A
Dervivando se 2 e
ohliem-ge:
-
}ﬁig._p_)_ o ec
on
av(p)
AR S/ [EECRNED) T 3
T (Z2.87.%
& oa figova 2.7 nota-se que a expres-
escriic explicitamente da sezuinte
(2.88.5)
b

Observando-g
ser
{2z

pode

{(7.848.2).
x = cosf
(2.63)

forma:
-2
senf
icontrado em
50

[&R
(2.

5]

Aunalogament
senfsene

—~
b

que;
cosfoosy +
ados

duz-se
8T .
an
‘LRSS assoct
ser 05—

i ..
= fnrcoesf
-5 .

B san verso
(2.3GY pode

4q b
¢ quo
,
= T e n,

T

e finalwente:

3

Considerando
respeciivemente ds diregdoes de

forma
r,- -3

seguinto
L.l!.(l.}l “)

da
LD

rito
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an
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cas expressocs apds as derivacoes resultam

SAwYianr + (1-u)cos 28 v (2

L -

£

L2 (2

v G ET)

Gl

cos@ [, ., 2 w 1

S IR 2 (v ) sen - 3 4+ v |+ el coslf 2
. L1 e

4R

N2

A expressac (2.92) podora ser eserita com uma no
indicial:

ook

¢ . ;

_— Lnri{n.r.) (2.93)
BRE i
Para se obter as expressocs de M_", W T o v T
! felts Wi

~5e das ocavacgoes {2.60) e {2.47), iavcrdo-se as condi
da placa fendamepntal agoers analisada. Agsim:

2
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e

o
jted
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Coniorme e voera no caprtuwle 3, ten copceresd in-
tovrenee an Jervivadas doe dcegivCamonio fandamena W, sua
T T A S IR T . . P & oW ¢R .
derdvada cw™fon, hem como dos esforges M7, H ¢V . ooem

: ' s no

refagao & coordenada wm, de um zigtema de smela carioe-
cianc (mee) com oricem ewm g. (Ver Figura

Y A

x]
¥
. e s e v e e
Fig., 2.9 + CSistewsrs de roordeunda

{n,sy e (m,ul).

Da mesma forma guve foram calecuisdos

mentoy esfor¢ns fundamwentais cm relacao ao

1S

reo calculados agora cm relagao zo ponto

g .
Aoy ™ dw™ Dy
din or o
onde:
or L _er_ o sy (q)
_ AN
am 2x{q) ay (q) A

foi

Analogamnute ao que encontrado
obtidas as doerivodas primeira ¢ segunda de r
divecao x oo definids wo ponto g, dadas pelss

)

e e

pPr s s

- I)
[
&
o desloca-
posnto v, se-

(2.1003

em (2,867,800
enr yelacao I

sexuintoes ox--
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. s o {py-x. (1)

ol H 3
e B L e s
ax . (y T T,

1 1) *

2 S..~1r ¥ .

—— _,.(i‘,,,r.,,“..._ —— = ]l,] - ’,l - }_ 25 - ™
dx . (a)aw ., {1 r A

o)
o

r O

sistema

Us

de coordenadas (m,uy, definido

2,9 ppcontram-se ns derivadas de x(q) e viu)
direcao m, dadas por:
x {q)
QTLA’==COSY = m_
5 %
= oeeny = onm
Xf
. . S
onde, m._ ¢ m_ sao as prelegoes de vetor m ©as
y
¥
Levando-se as expressoes (2.102) e
(2.10L), obtem—se:
3
gr G X
e 2 (g) + m v {g) =m-.7 =~(m v *m ¥ J
dm xR vy XXy y
Portanto dw /em fica:
aw™ £ > 1A
e AR IO y o= —fqprcos)
am 4D ( / Gup VT
onde:
cosh = cos{y-0) = cosYcosbrsenysenl
Tudicialmente pode~se cegcrevey:

ando-sc a measms transformacao dada en (2.3

coniaorme i

(2.103)

(2,107,

(2.102,

ot
—

-
o

rda
0%
o
w
48]

em relacao

(2.104.0)
diregocs ¥ e

Cil

(2.3104)

(2.105)

(2.1086)
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e

L sera obtida o part da  ex-
(L]
3ok ‘
{7 (2.108)
a1
derivacoes nccessarias obtem-sea:
r Y(n r_+p t ) 4+ (wmon +tmon )iny
vy ooxE yoy Aoxoy Y |
(2.10693
n.r.) +{m.n.)Lur (2.1303
i i
solugdes fundsmentais, derivadas
Z(Emv)(n.r.)[(m,n )
A T
(2.111)
+ (m.s Yo, v} ¢
i1 i
Lt L) (2,112
i
-
= ,
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EQUACOLES 1INTEGRATSE PARA FLESNAD ¥M PLAC

Para a formulacao de metedoe dos elementos de con

- . - - - - .
torno a ser itrvatada no proximo capitulo, & necessfivrin a oh

tengao de equagoes integrais, envolwvendo as so

mentals vistas no capitule anterior.

Estas equacgoes integrais scrac obtidas

da aplicac¢ao do primeire teorema de bLelfi, ou
reciprocidade, a uma placa submetids a dois o
nao simultansos g o g®, que dao evigem s dois

tensao e deslocamento distintes.

Integrando-se por partes a expressao

[

rraiy Linnis, relacionando o deslocaments wig)

. - :
gunalguer do dominio o deslocementos ¢ esforcos

i .

a aplicagao d¢ tcorema de Betti, obtém-sc¢ equ

a  pariiz

teoreama da
arrepgpamentos
evtados de
obtida pe-
agoces  inte-

de

no

Dal, ostas equagocs inteprals tambewm sorem chamad

quacoes integrais de contorno.

um ponto
contorno,.

ag de [
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A ddentidade (3.1) ¢ conhecida coun primeiro teg
yema de Detti [ 17 J, ow teorcema da recinvocidade.
O produto tensoriel do termo da diveita em {3, L5
pode ser escrito em netacao classica da seguinte rorma:
c..e = 0 el 4 0 £ v 0 eF 4
i3 i x X y v 4%
= 2 (g e oA« g* 15 €7 ) (3.4
Ny WY o Ma MZ O yE yo
Deprezande- ge as tansces relativas 4 dirccao nov
mal ao plano da placa o denouwinando~-se o termo da diveits

em (3.1 de U, obtewm-se:

U = (o e + 0 €% + 20 ¢ Tydy

X % vy XY RV
v ;
Subsiiiainan-se 08 valores ¢o U0 , ¢ e ¢
b v Xy
cw (2.16) e €4, % e ¢ * dados em (2.14), ¢
X ¥ Xy
o8 infinitésimos de ordem superior, nos desloremento
. : e B = . 2

geneiralrs u, voe uv, v, obtem—-se para & integral do
ro termo de U a2 segiinte exprossao:

3
H

j[ ° p2s ¢ ;( dv : /

v

0 o2 ~ 2
2 o w J
+ =z -y
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(3.

-

ey

Mo se anuvlta o

bre o dowinio §, isto

r ——

j o € Ty =
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£) trancsforma-se nuuaa
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onde a4 rigader o {lerac ¢ dada na eupressao (20210,
Procedendo-se ae (ovma anzloga pava os ovivos dois
Lermos de (3.3) obiCin-ser:
; .2 o2 W2
ooy a W i
U = D= b v -fg)~m§ﬂ 4 -
.2 2 )
o dx dv ' oox
o
i d o .
£ 2D (1 -V 3.
( ‘Ondy (3.6)
A partiv das expressoes de M, M e definidas
1y Xy
em (2. 20), o expressan (3.6) pode sor cscyits da seguinte

Forma:

r Ny
U o= (M MoSET o (3.7)

GXPLOSSH0 L a

23

a redugao da

gral scbre ¢ volome {%,3Y em uma incegral sobhve o o .
sta iutegral agers deve ser trensformada em integral sobre
0 contforne, o0 que seva ifeito iscladamente para cada
de {3.7), denominadas Uy, Ug 2oug.

Integrando-se per parvrtes a primeiva parcela de

na diregac x, obtem-se:

s . ? . -~ arl
e wx gy [ U :
u, - "/ Mo e d o= - [ df +) =% iy 2.8
1 j wo ] 3¢ / IX ax fo i / 3 YA ( 8.}
X _j - '
40 i 40

onde 53 @ o cogseno diretor do versor n
.
dircg¢ao x. Conforme a figure 3.2, pode-

COs{

S GG

normal

contoriee

a0

na

o

5

[

escrevey:

(3.9.a)

{(3.9.b)
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Inteprando-ae por parites a segunda
(3.82), o valern de ty pode ser czerito do seguinte
. - 32?\1
3w ) TSy
u = {~M St cosg T whcoso)yd!l f D GEAD
1 xdw 5 Z
o 1'\ J S‘ x
integrande -se por partes a scgunda parc
(3.7), wa divecas v, chiom=se:
r W r o TS
. P T . B o [ 9y 5
H? = TP ey == (e o= - B e G (] B B e
. YogLt iy ay | 8y 2y

o
-
[

¥ e
Sistema de cooardenadas
{n,2), normal & taugen

a0 contorno.,

novamente por partes, che

guinte cxpressac para P
o w Lo
_ [ e UAI'\.’ B ' N “V
U, "/m (My 5y Sang + ooes whseng)dl - [ et widg
J oy / b4

A

terceira pa

ser cscerita de seguinte

w, = o= M
3 Xy
y;
Integrando=-se

(3.13) em relagrne a x e

.
s - ol
9w

rerla de denowminada

(3.7),

Fors

IS

M
Xy

a0

axav

Q

por pavtes a primeira par
a segunda em relacio a v,

parcela

de

forma:

de

Tan (a1

ga—se a se

(3.12)

[ pode
4

(3.1

cola de

ohtem-s5¢
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ITrteprando-se mais umis vesz

conltorno

A

de-ae as inregrals ade o dow
f o __—
oAt SR %
uy =l Gemo ST cosd - M 0 seno
: i ¥y Qv Xy OX
J o
4
7
[ g M
. N T ‘ Ry '
+ whaoenaddl - ) 2 e Y wdR

1
G

com os valcres Wy u, e
(3.12) e (2.15) obrawm-sc o valor de
y o= cost 4 M - geno +
yovy
o ©or M eM
of . | L X
+ M e BonGydl 4 I i
Xy ¢X - f dx 3 ¥
1
; . 2
3M EM 1 [ A
’ xv R - X
+ (o v oy gana] vkl - O
ay ox J o 2
du

inia

(i Sri 1
- oy
awd
POr partes

s Clrega—s

©

3

(2.41)

A parcirc de (3.16), (2.27), (2.28) e
~se esorever:
. oW \ . B 1w e
U = - / (M — cozg + M ——- s ongy + U ﬁhﬁ cosQ@
/ X 9% Yy dy Xy ay
o ]-| .
ad
com o OYE eawdr o Q wid] f »
v . Tt 5o ng B wxd] o+ sy d)
%y 9 h 1 g 9]
T Y
A partir de (2.36) node-se cscrever:
duws dws co Jwx
o = oo QB e S0MN
G an RN R

(3.14)

apgrupan

aoas

) wrd
ay

u.,
2
J.
dw
M —o-— o8 4+
Xy ay
cono o+
2 o e
g7 L
.
VA R A
dxdy 2

podo-

(3.17)
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qual s¢ realiza a integracao.

Para o casce de um conforno lFechado
tagac paramelyica ¢ a Tespectiiva derivada s

Subetiteivdoscze 3wd /2y o Dut/0y dadoes
na cxpressao (3.17) ¢ agrupando=-gse os Lermosg ¢
3wt /ds, obtém-se:

T or
PO 2 . ]
U = - jno (M cos o 4+ 2M sendgcosa + M osen“a)
1 ¢ 1 X Xy y
P
r 3
RERE AN ; i 2 72 !
+ ;nw'(H ~M Jscndcesdy + M (cosTo-sen ol dr
o5 L ¥ 2 AY Jl
+ G wadDl o+ / g did
0 i
o
T ¥
De (3.19) e (2.40). obtem-se:
/ 3w ar f
A G T A L e X LAY SR
J nodn ns ¢s n / ;
e }' v Q
Integrando~se por partes o scoundo ¢
gral de contorne em (3.20), obtem-sc:
Ir
[ _ ‘ 9 BN
G . na o
(M == )dl = M w* i wrd T
/ ns &3 ns I ) 95
Ir It r
ondz, F] e I') sao as coordenadas dos timites do
R £

>

11

cuj

e
il

R
G

contorno

a

-1
~

(3.1

i\

—

(3.

ne

represe

. b
ejam conftinuasyg,

ou seja, contorno scm cantos, a primeira parcela de {(3.21)
se anula.

Quando o contorno apresenta cantos, esia parcsla
nao se anula {ver figura 3.3}, dando origem as rcagoos Jde
canto das placas.

Aplicando-se a primcira parcela de {(3.21), «egora

travcsformada em f}om;}tc,‘)rio sohve tedous [

lados

do

C

onftorno,
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Fig. 3.3 =~ Canto i éda placa
o rroa oy 2 [yl n 3 l i Sy o j 0 a £ 1 u 3 3
apenas nos iados a e b mostrados na Tiguva 3.3,
ar . et - - : 4 .
(‘;1 W e M e ) o (ﬁ'}', T ¥ I W )
ne w T e i ne ., i
] 11 a4t 1

(3.2

eserever:

e

de~go

A cupressac

ficavdo portanto a pri

tode o ¢onvorno, dada

Ny,
b2
=1 "

onde s nemero

N iyl =

A
N, = RGnel o
\:l s o

.

cone

drelocamento

tderando-se apenas o

wh

1

{(3.733 o valida paivra todos

necira parcela de (3.21) es

por:

- il rd 1, -IA - )

= - Lo | p RS

. ns ., By, c
=1 ) 1

il

de lados

de cantoes

tundamental do canto

canto 1, po-

(3.23)
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tendidi
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(3.24)
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O vormo (M = Yoopode ser inbtaoypretado como
LG, 1.
-~ i .

T 1 PR A FE N, A
uma reagcae de canto paya o pouto i 741, podeado-se ascrovern:
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-
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RoLo= M - M

g
e
R
=
3
-
o
r
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Substituinda—-se £3.25) em {3,24) rezulta:

Rwee, {(3.265

L2
[N
p—

Portanto a expressaoc {
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Levando~se (3.27) ew 20) vresulfa:

o) (0w s - Mo )al e LR Lwd, v qwRdf (3,08
I it [EEE R fee] c1 i ;
Ay cd )
! $
isando-ce a equacao (2,44) em (3,108} o:tCm-se:

(5]

™3
k3o
e

ar o+ LR w4+ gurdl (

A integral de dominio em (3.29), pode ser ree.cri

ta Tevando-se em conta gue a carga g s existe no dosmiio

3

Qg . :

1) Yo

Obtendo-~se finalmoente:

2
YRS -

YT o+ o w, fj ALY (3.31)
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splicando~-so a propeie dade (2,70 ao primeiro tov

mo de {3.24) obtew-ses

-~
L
-
[ 3]
Sy

| SCu, prwle)d@lp) = wi{g)

Partanto a exproessac final do teoroma fco Detti pa

ra placas fica:

f
. UAT

g
wig) %J i,?ar‘:l(q LY w(P) - ME(a,? ) w (T )! 4 (py +
; :

con RE {a,Pyw . (P)Y = .
i=1 L ol j‘
} g
N f
- |
S Rci(;’f’)wf’f].(q,]’) - g(p)w'ff(q,p}dﬂf(p) (3.36)
i=1 I >
g
A expressio (3.36) @ a represcntagao istegrval  do

des

- - . . ~ .
lacamento w, de um ponta ¢ do deminiloe aa placa, envolven

- - . . s - . .-
do solugoes fundamentais, obts das no capituvlo 2, e varia-
veis do conirorno: os doslocamentos W (r). dw{P)/9n o secus cor
respondentas csifovgos V_{(P), M {(r).

: 1 il

Conforme so verd posteriormente, na formul

dotada sers preciso alem da eguageo integral do ces

to w(q), a equagao da sua derivada em relacao a diregac i,
definida ne ponto g {ver figura 2.8 ).

Derivando-se portanto (3.36) em relagzo a m, ob-
tém-se a representscac integral da derivada dw/ dm, para um

pento ¢ do dominio da placa.

-

AR ) i . i . .
_‘,:,\L,_(_r;l_)_ .1.j _,____l_ (Q , P ) w(P) = e ( q,P )] _:(}”“ (]3 ) ar (3
am ! 5n

) ] I G ) Y A e
- Mﬂ(” N ((;‘Pj drepy + v R (P)enis (g P 4
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cial

acre

no alcerado, podera ser escrita a partir da equagao

w(Q)

3

- Fguacae iotepral pars om ponto do coutorno

(3.36) ¢ {(3.37) Joraw definidas

As equag

foermulacace do

g do dewminic y entretanto, para a

e flexac de pincas pelo wmeteds dos elementos de

para po

vrobie

cornbor

i

necessaria a obhtengac de cequagoes inteprais para ponc

Q do contorno.

Congsiderc—se 5 figuva 3.4, onde um ponto

mepnte do conteorne, torna-se portencente ao dominice pe:

T

scimag do contorne circular Yoo de centivo em ) e

—

al &

Fie., 3.4 - Conterno civeular acrescido a um
canto Q da placa.

A equagao integral do ponto Q, agora com

r
- , p ven p L e

i v "‘(le.')wk]’) - M::(Q’p) ; \1_)>] g7 (.) +
il n oh J'

¢

confory

(1.36).
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o
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0 ponto Q sera do contorno guando o vaioc § tender

a zero ¢ w(Q) sera calculado na (:ond'i,g,;'—i.o liinite,

) ie | e - 20 oylere

w(G) + %im V() W - Py - Pridi(y; +
< : / “?t o s n Q, an \ I i
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s Lenaies dos lotoprvans sobyre - dindiondas om
(3.39), vor defindcan, ropresentaw o valor principsil das nes

o) \ .
mnﬂi A, Amasim podese osovoever:

r . - [ e

. { VA . . ) asr ! o
fim V;;(Qa}’)wu)) M]f_i(q,l?)- o (]‘){ ar{pP) = 9 {\-;kQ,l’)w(P)ﬁ-
]'—?-O b - J i 1

LAY
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REE [ B )
— M® Yy U Y, gl i 3. A0
J.]H(Q.,I) s (1) s LF ) ( ]

e
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i ’V (Pyws(q,P) - ® (P 23— (Q,P}]AF(P, (2.41)
[ n -t it B3 j

; A
begundoL;flJpnda-se eSCLevEaEY S

s I ,) % ; B .

. " . s . 7, VA ) o,
£ 310 ./ ; Ve{o,D Ywiv } = M _] (Q , P ) -('ll (l' )i dl EL ¥ ) Froowm e R (Q)
i H] 1 g - P

0 L ‘ !

£ (3.42)

onde:

po= ampulo do canto Q da placa.
. ;

¢l

. ;o h . . ~
Ainda sezundcol 74 jos demals Limites soonre & se o-

wlan e s equacaa (2.3v) pode ser escrits oo seguinte fouvma:
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- s |

KIQyw(Q) + / {VE(Q,P)W(P) - ME{G,T) gﬁ (P} dl(p)
IJI 1" ~d
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Vera o CaSo parvicaiay o omo gue o pon fo O noo pews

5

[

Fencer a um cante ¢o contoyno, a CUEPressia {(5.44) resulisz

Qi

L3
I~
A
e

v

KOQY = -5 (3

A equacao (3.43) & portanto a4 Tepresantagac inte
gral do deslocamente w de uwm ponto Q0 do contoruna,

Conformwe foi visto no final do item 3.2, sera pre
ciso calevlar a derivada 2w(Q)/8m & pavtir da equagao(3.38),

chtoendo-ae a sogulnito CIPTAs3I&HO:

! oy oM N

a % i . . it
N L A N {0, Prw (P e
; L m -Q ! 31t

[ AV g% -
1 ;o T W \
e (O, Pyw{T) - e (o, m) 2L A{pYyidr () =
o . anil gl i Z

[
3 G,T 0w  (P) 4 e (QPRw o (P)
[ ¢ [N
Pl 1 AT

ooy
ap(vy + x
i=1

aws, dw 3
. Ch . . Chy - ~ Yao |
CORo @) ek )T e sl (G )
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Anzlogamente ao que fol feito para o deslocamen-—

b3

to w(Q), a cxpresszo {3.40) represcarara a derivada de an
ponto Q do contorne guando se calcularen os limites dudi-

cados a sogulr:
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onde Y © o angulo eutre os sistemas de coordenadas (11,51) e

(m,u) (ver figura 3.5).
s demais limites indicados em (3.4%) dependen~-
-~ B - *1

tes de & sac nuics [ /4],
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K = K ££§L1K (3.5z2¢)
15 1 am -2

A coovrdenada 1, sendo qualguer pode assumiy dire-
goes normois so contorae da placa cm wwrbos os lados de can-
Lo 4, respectivamente m = LT {(ver figuara 3.5).

Para rn, e ¢cscrevandoeo-zopo BQbﬁﬂﬂ 50 ~wm fungﬁo
das normails £0s Jadc#. o, uaﬂiéj, chteéem—so:

B v dw (Q)
K o = -?—!: ¥ ;%r son BC ““(\)E{"" (.3 <5 ,;)
4
Analtcgamente para m = Ty s chteém-se:
K= Yoogen 5 S0LQD f’fz (3.54)
W Al ¢ dn 21

Jortanto pede-se esercver, para cada canto () do
contorno, duas equagoes infegraisg para as derivadas o des-
locemento em relacgao as duas diregors normais aos lados gue
concorrem no c¢anto. Estas duas equagoes scrao relativas aos
pontos anterior ¢ posterior ao canto, e sac obtidas respoc-
tivamenie pela substituicac de (3.53) & (3.54% an {3,.51).

PFara pontos do contorno com uma vnica targente,ou
seja, uma unica normal, tem-sz BC = 9 ¢ portanto as equa-~
goes (3,53) e {3.34) sAo idénticas. Conciderando-sc ainda
Ggue m coeincida com a dirogaﬂ pormal ao coniornoe ne ponto ()
tem-ge finalmente a equacao inteasral da derivada do desloca
mento w do pontoe Q deo contorvo en relacio a diregno normal

do mesmno .,
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3.4 « Tnrograis ce dowinio pava ¢ cdarreganento

. . . e . . - . . - P
A dntenyales de domLnio que @parecod nns edusgoes

(3.36Y, (3.37), (3.43) ¢ (3.55), cerao adqui transforwadas
¢y infegrais scohre o contoran do regiza carvegada e
o

Consioeryorge A Llaure estao  rTepraesenta-

dos a regido carrogada § o seu P, o alem do pontbo

¢, ponio de carrosamento.

v
E

. . . w . - .
Az dntezreois de domiunio a seram transiocrmadadas 5e0]

fooelp)y w5 {g,pYd0 (p) (3.50)

7 B
! jad

| &

or
=
G \ 1 - . .
glp) o (gupidn (pd (3.57)
felit? é’
M
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wi
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-
o
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----- s m—n Py cosd - (

Admitivnde-sc que & carga g varia lineosrmente na

recigo {0 , obtem sge o expressso de g oem velagace a¢  sistema

1e coordenadas (x,v).
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Procedendo-se Je forma analoga, a futepral de do-
(3.57) transforma-se na scguinte iategral sobre o con-
doe 0.

i

T U A P

(q,p)ﬂmp(p; R / 17 (BuR-0,25) (Acosh +

T
o4

‘ . | y
e e e b - H it 3" iy s A . -
COBFCO8 Ol Jo (Aak-1/3coasdecos fdl (3.86)

<3 f g
-
.
()
Nasg f\r;ll..,,\"ilf. P S v (360 L . . - PN .
Nas equagoes (3.65) ¢ (3.66) & carga trausversal
e e R, N - - - !
de variagoo linear, Tava vwme carga g(p) gualouer, as
ars {20560 e (3.57) podem ser vesoividas, dividindao

. —~ bl o
regiao s o subregioes , ot celulas, & fazen-

&
0 somatorie das integrals sohre todas as echlulas ine-
< A trangsiorvmacac Jda dinftepial de dowivio ewm integrals
celulas inlternas gera vista no capituic 5.
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A cnproessaoe (4,13 pode ser cscerita de uvwma Forna

explicita, come indicato abarxo:

'* | | (4. 7)
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Cojme neste trabalbo so OF e elementos Tinca-

s 6 CONLInLOS, Lo¥admue pecpeohrin o cm alounasn sliuaguis,

onde existom desconiipundade dos exforcus, & ultiliznagao da

7y

mais do o oum no, comm At Tnesnad rocrdensdas, paca dafinir

unice nentn do contorne, caraclerizando-se assim C chanado

4.4y, § esta por exemplo, 2 situagao

06 duplo (ver btiguts
de um cante de placa onde um ludo @ engastado ¢ 0O outro

livre. 0s nos duplos assina chamados per berem as  mMoomas

coordenadas, tornan i ndapendeniccs OF valores anodais anbe-

rior e posterior ac canto considerado, cu o (aso geral,

servem para yeprasenlar degcontinuidades deos egforgus e
deslocamcnios.
/ b e AN
N O8N
/ AN .

)]

o)

Fig. 6.4 - NG dupio em canto cde placa

L.7.7 — Rauagoes wmatvricials

As cquagocs (2.43) e (3.55) que sno  respectliva-
sente a representagal integral dos desiocamentos W € Berf om

para um ponbo "ot, gualquer do contoviao. podem ser agrupas

das em uma Unica cquagao. Desta forwa pode-so csarever:
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Supondo=-se ¢ coutorno diccretizade, como bha Zlgu

PN

s sobre o contorno em {4.15) podem ser

=

ra 4.1, as integra

tvansformadas va semo de Lodas as Jnltegreis sobre cade cla

mento. Assim, o equacao (4.153) serl reescrita da  scguinte
Form:
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Substituindo-se ul?) e p(P) em (4.25), por seusz
valorce aproximados em {ungao dos "valores nodais? confor-

me (4.8) e {(4.9), e fuzendo-se a mudancga da variavel U pa-

obtim-s0:
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caso particular.,
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Tabein 4.2 » Kosultodons parve o segonda cxompio
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Pelos resultodos moctrados na tabolya 4.7, nota-sc
a precisac do metodo, Pava u/fa = v/a = 0,005 os resultados
W o e . sao obtldos novmalmente pelo MEC, cnquantoe =6 @
ma me
- R . ks - " E i
possivel o detverminagac de W - poela solugac exsota, Dara &
- mix
. i - X "
outra relacac un/e, cewmbora peossivel a determinagan
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. I S . ) )
de W .. , TIMOZUENKO /51 s apresenta o valor de s
WK .

A.G.% ~ Ewmempio 3 -~ Placa zow condi 2H Un Carresanentd 2
conconne vaviados

Wa figura 4,12, wmostra-se ums piaca engastada o

um dee lados. #poiadias cm odols cubtvoes @ com borda livre no

quarto lado. Lsta placs estz subumetida a um carrcgoments u-
niformewmente distyibuide de 1,06f/m”, alew de uma carga con
centrada de 41 no ponte 4, 0 wmdédulo de elasticidads longitu
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. o : O, pi ..
dinal B = 1.8 x 107 tt/n”, o vocficiente d
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Sao consideradas dues discretizacoces do couterno,

mostradas na Tigura 4.1z.h e 4.12.¢. Em amhas, o conboriio

da vesiaso carrvoepada e dizcretizado em € elementos, de wcom-—

primente 4dm nos lados maioves e 3w nos lados mencras. A car

ga concenivada de 4tffel considerada como uma cargo unifor-

.

: ; SNy T V1 e ; 1 4 al o
memenitc distribuilda una area gquadrada de lado Tpgual a 0, 2m,
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coim centro me ponico 4. Bsra nova ragiao cavregada tem 90 sou
contorno discroebizadoe em & elamentos,

Os vesultades obbidos com o MPEC sac compavados aos
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FLBY pars uma malha do clementos Tinltos
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d) Maihs de elementos finitoes

Ve tabela 4.3 a unidade do deslocamento ¥ & cnm e

para os momentos ¢ kpf.m/m. Pclos rvesuitados apresentados

gacima mota-se 131 parz a placa com 28 elementos vna Yaszod-

-

vel precissc, quando comparado aos resultadoes do MET. Esta

precisao melhora quando a discretizagao auwmenta. Esle mes-

mo exemplo fol tambem executdde com a formulagaso apresenta

- . .
da em L 741, para 40 clewentos, ¢ os raesuliodos obtideos con

firmam tambem a4 eflceciencia do metodo.
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PIACAS S0BAE #UNpALORS LLASTICAS

desenvolvida oma formvliacae 4o mebo

do dos clemenitos Jdo contorno ldeads 20 wrohleme de [Joxneou

de pincss. Teste capitule meosiva-se 3 axLong:

do para & analisae d= placocs azoiadas sobre facdagoez 2last

cwentos do contorno ja proposis

ma coivyvao fundamentval pazrticu

SRR SN
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x u }
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cules desta nova inteprval: piimeirameute serd reovlviua pela
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rior,devido ao ascroscimo do niteime torme integra
rece mas cquacoss (5.3) & (5.4). Dependendo-se d
mo esta iptegral feor fratada, discretizando-se ©
celulus ou iransformando-s cm inlepgral sobre o ¢
rao desenvolvidas duas formulagees distintas par
de placss sobtce fundacoes elasticas: intapgracac

las intevnas e processo Jde reciprocidade dual a
tidos unos irveng subascguentes.

3 interias

5.2 « Integracao sobre celulas

Eota formulacao consiste na discretiza
nic em coiulas internse, onde os deslocawentos,
ftemence #s reagoes do solo, sarzo aproximados. A
- . T
Feprals de domlinio,

/ Kw#(q,piwilprd_ (p)
J oo s
- -(1 -
Aﬁs

— (g, pywiprair  {p) ,
. i o
FERY - s
g
g
serie trausformadas em somatorios de integrals
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Lt do ante-

1, guc apa-

a2 {forma co-

..
dominio ¢wm
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serem disca
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¢ conseguen

aaim Aas
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SuL-

~dominios wu colulas, para todos os pountas g internes, @
"Q" do contornoc.

Na figuvra 5.2.a mostra-sc uma placa pencrica, cou
uma discrotizagao quelquer do seu dominio em celulas ivter-
nas trisngulares. Na figura 5.2.b uma calula ¢ destacada,in

dicando-se na mesma um sistema de coordenadas

similar ao usado na formulacgao do metode dos elre
tos [H5].
Um pounto "p" da celula "i", de coord

~

13
Xy,

[

pode ser definido cm fancao das coordenadas

da celula, Py» Py oc D da seguinte forma:

3 2

menfos

howogsan

eas,
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ik
cnadas hl,
dos verti-
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Fig. 5.7 - a) Placa com uma discretizacace gualquer,
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Bzplicitomenie a coovdenada X, do ponto " pode
ser cscrita da seguinte forma:
D P 1 1 2 I S
OIS SN S S L & (5.12)
1 L 1 "2 3 ]

Egscirevendo-se & wvariavel adimensional

[ "

ponto Uy, cewm funcao do sistema de coordenadas s Xa),

tem-ne L557:

onde:

14)

|
e
—_
[ %3]
—
A
St

16)

A =

com

(5

(5.

do vetor

6)

cavolvem solucoes

do

Como integrais 5y e

a5

fundamentais que sao fungoes pogsigaoc r{q,p), e

cutre a dircegao deste ¢ o cixo XY e conveniente

1
(5.13)

sLstema

anpulo @,

SCEXpressar a equacao cw funcao do de coordena

das poltares (r,0), com origem no peuto "q" (ver figura 5.3).
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2 / o (g, piw{p)dl (p) (5.1%.b)
g dn 8
A L‘J S) > A
g
s
onde N ¢ o samers de coélulas.
Cc

0 deslocamento transversal w{p), para um ponto quéal
quey da oceloula, pode sev escerito em fungac dos doslocamen-—
tos verticais dos vertrices, analogamente 3 cxpressao (53.7),
resultavndo:

T (@) o

wip) = ¢ | (5.20)

1 o 1 - [N -~ o i ‘(N) . ey - 3 .
onde & ¢ dade na eMpyessao (5.10) e w , represcanta o5 des
o . i 2 3 -
locamentos veroicals w , w ¢ w  dos nos.

Substituindo-se em (5.18) ¢ (5.19) o valtor de wipj,
dado em (5.20) e considerando-se apenas uma celula geuerica
i, poede-se escorever:

rf / ‘
, NV S B o ooy 4ol N
St g, piw(pldd o ip)y = fE wE g,y 3(1..,: py S L g praty.
‘j L f/ 1L 1 o i
Q L, -G
1 i
" n"]'-\‘
D ! 2 | e o
:3 \J:«(q,p)dﬂ?;(p) I K4 f (5.241)
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[ K v U S L p)di (o, /f §Y o (pdit
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[or 9N (q,pafn, () K w (5.22)
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ounde poer simplicidade 22, = & .
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v T -

Considoerando—se El cacrito em funcan das cecordena
0y ; hal
das polares (r, u)ﬁ conforma exprﬂssao 5.18Y, & substituin-
do-s5¢ wi(g,n) e {q,p) pelos seus valores dados nas equa
coes (2.82) e (2.103), pede-se escrever para as inteorais de

S5.21) o (5.22) zs scguintows cxpressoee:
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Transformande—se as integrais sohye o dominio 8,
L
em integrais schre r e U, ¢ integrando-se cuw relagao a r,
obtom-se:
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. ' ~ _ . - P
tiv da equacao {(5.18) para gl = 0.
; o
Observando—-se a Iigura 5.3 nota-se que o valoy de2
R] cerd obtido nesta situuacao pava dois intervalios distin-
tos de variagao do angule §0. Se ¢ intervalo for 01 < 0 < 6/
- ) . 5 '
obvem-se R, fazendo-se pDoe ), enrgquanto para o ratervalo

obtem-
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[ a senh
maneira analega R, sera obtido, fazendo~se
do-se a sepgulnte eXpressao:
s
ZAL ,}
e e , 0, £ ¢ g 6 5.29)
. 1.
b coslO+a send
o pode ser cvitado dividindo=-sae cada celula
conforme figura 5.4.a, e £~
P e o Aeranrscan looladamente para O < 6 2 6 e 9 L
zendo—se a intepragac isoladamente pard ¥, & Y < M, = Y3 =
figura 5.4.a o angulo 81 for izual a ©,, ou
, .
a Aucesshrio esta subdivisao da celula 3.

{olula
Cclula

GCéiula

i

i

subdividida

o5

com

coin oL

noevoes

novos

nas

val

olul:

[

ores

ae

valores ao

j.

(o]

et

2
c B
o R



As duar celulas 1, ¢ L., Tesultantes dr divigao

“

f. [N

da célula i, estao wostradas nes figuras 5.4.0 ¢ D 4 .c,con

a numeracao local dos seus vertices scgoindo 2 mesma orien

tagac antevior. £ac coasiderados tamben para esbus colue
T Tefingea -~ .0 6 g

Las, oma nova definicao local dos angulos O cd?n cowm Y, 7
- - 1 . F

0., @ dos raics Rl e Ry, com R, > Rl. Lesta forma, as iunie

grais (H.25) e (5.20) em velagac ;

a ¢crlulas i, gac tzransfor-

madas na soma das iastegrals sobre as novas celulas i, e 1,.
£

Considerando-g2 apenas uma das celulas i] ou i2, pode-se o4
cvever as integrais (5.25) ¢ (5.26) da seguinte forma:

1 o ql b, “
S f) 1 [\;)(QVIJRZ

£ P wH(q,prdii (p) - "”»"T"J/
.

L
~—
+

G

.
3.0 ) o 5 ! 7
- R (Qan - iq;ug 4 b costta send) Rq(ﬂnRz - T6)+
_ Looa

5 I - .
- R‘l(ZURl - ———(j)}‘ d(,‘ (:),30)

- e | 25

l?.'iffl/ ol

s
PN
S
—
sl

H

Loof e

e
-1

[02
1 qi,3
l[.

3 1] : . b 1
- RI{gnk. - =) cosdhdd - (b cosia send) K, (ink, = =}
1 L 37 ' | 2 2 4

eos dhdd (5.31)

Onde o Indice "1" pode rep
scmupre obtide para Lo

resentar 2 cclula i ou 1.,,0 raion
1 2’

= {), conforme czpressaoc (5.27) =«
5

=
(129

L

As integrais (5.30) e (5.31) podem ser transfor-
madas cm integrais numéricsas, fazende-se a mudanga da  ve-r
riavel 0 para uma variavel adimensiounal n, definida pela

(& 3

,.
[}

seguinte exnpress



,_

-

~
¥

9 , 2 e
o e (3 e e {5.5z2
VI 2 :
U

onde, pacve 0 £ 0 £ ’<32, implice ewm -1 € n < 1.

13

A nartis de (5.37) podes-se escryever:

do =

—~
LA
(93]

S

Substituindo-se o valor (5.33) om (5.20) e {5.31)

obtem-~se !

{ 4

G G ,
/ - P P Y A0 = w%n-}L. / 4 /E Livk = ‘L')- i
J gu T \q,f,dhi\p) CiTh QQLKZ{AHPZ é) T
Qi ~/w1

R !
4 2R 3)“} {7 \ 6? H_Ll__ .l! (1’- conla Rt s el ,[-.n‘[‘}(,g}R - Z-,,\ 1)
J [N} 3 4'“j (! |‘} b 16!’_‘}",}5&[) { Y ov o S R )L_\Z ' 2 ]— )/
Aol
q 1
SRR, - Loidn (5.34)
1 i 107

0,-0, |

;
W ; ] Qi

O e A6 . (; P & inR., -

B am (P28 G ThD j/ o R (inRy

3 1.3 0,8y G o [r ]
af. -~ ) lcosadn = s cosGra sen ) ko (K, - 50 F

\J_<Qul\1 3)j cosddn YN / (b coulra sL]};L'Z(lez 4)

-1

- RT(FHRH - %)1cos¢dn ‘ (5.29)

Levando-se as integrais (5.34) e (5.35) pava as
5.22), ob-
2 (56) P

duas cilulas i1 e i2,

nas expressocs {(3.21) e (
tom-ve {inalmente as integrais de dominio {5.5)

ra c8lutia generica "i", dadas pelas sepuintes equagoes:



=
fm
B
<

i

[ )
, i 1 2 i !
/ i{w""'(q‘,p)w!.l‘;)dﬂf‘-i(P) = J, A I u% } ¥ 4!\-‘2 l.' {(5.36)
YR E v !
L 4 -
,r ( l “'?l 5
' Dy : 2 3 2 ,
j K %Ev-(q,p)w(p)dﬂj(p) = i]3 1 B"} k% w) } (5.3
i1 . A n
. PR
0, L
ende
O, = Q9 (5.38)
i, Ly
20 "ﬁ/ EP i (g.p)rd2, (p) + gz w*(q,p)dﬁi (p) (5.39;
9 A, 4
~2
. ’["
BTo= (p) + / )f EEL (Q$D)dﬂj {p)
_l J o "y (¢S 2
t2 (5.40)
pare o o= 1, 2, 3

Analisando=-se as expressces {(5.30) e (5.37), no-

. : s 8 2 - a

ta-se que,cem ambas, os coeflclentes KA~ e KB estao mulil
plicados pelos valores dos deslocarentos vercicals w, cor-
respondentes acs vartices "a' da celula i, ou aos poncos
"pa” do dominio da placa. Portanto a contyibuigao Gustesn

coeficientes pode ser levadas para & matriz B, occupendo

as linhas 2q e 2¢-1, naz colupas (Zp -1), para o = 1, 2, 3.

4

Desta forma, na resolugac do sistoma (4.2%), a integral de
1 - . - R = ~ N -

dominio refercente a reacgao do sole estara sendo levada en
conta. Aesim com a influfneia deskes termos de dominic, 1o

vo sistema de e¢quagoes pode sex escrito marricialmente da

scgulnre forma:

L e =2¢¢0PpP+ T ~ K[SL 54
e~ DU ~ - )

'_"ig (5.41)
b



-] ‘_jr e
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Onde § ¢ uma malbyriz cujos elomenios o5 valoves
dados nas e=xpressoes (5.39) e {(5.40) resultoutes d
.- , G 1 - ,
gracao sobre ocolulas 1nteranas. 57 ¢ 5 sao subnatr
va pontos do contorne r o internecs, respoectivamente,

B

[

A inte-

a0y

na-

Na eqguagao (5.43) Tovnaw incluldas incognitas in-

i ~ . .
tervaas U7 portanto novas ocouvagoes se fazem necessavias. [
sando-~se a cguacao {(3.30), a vepresentagao iutegral pode

stendida para pontos interwos, resultande a

expressao matricials:

. fo )
1 i C gl ~
U = -\u'0 + ¢'p + TT - K%.1i 5! ] s b
~ - e PR b - - i1
i
L2
sgrupando-sc as equagees (5.41) e (5,427

—Hoeg

- o ) (0 C o
ERRSA [}g_lj ;]U ! L co | | |
= -0 '”L J IP+JNL
o ey e
'[}1'%' KS'-] ! T4 ‘lS";l'?U ! crol P
I R L L7 ) |-

Levando-se em confa que o sistema de equ
cima, contém vetores e motrizes cguivalentes aquel

muelagao ususl de contorno, a eguagao (5.43) pode

mente sey @scyrita como:!

- - - N - .

Apos o caloule dos valoves de dominio @

cao das condigoes de contorno, a eguacao (5:44) «
forma em:

onde X e o votor das incognitas e A e & matriz def
los coeficientes de influencla dos deslocameniiog o

GOS .

0w

guinte

5.42)

, obtew-

agoes
da

a5

simples-

(5.44)

imposi

trans:.

(5.45)
inida pe

ecfor-



Resoilvendo-so {5.45) obicmese.
o= AT F (5.46)

Vicam portanto determinados pala equacao (5.46)
os deslocamentos incognitos, com os guais usando-se a cqua
ggo (5.7) determinam-se elisticamenie as veacoes do soala.

0s esforgos internos, momeuntc fletor ¢ forga cor
tante, szo obtidos analegamente ac gue foi felto no caplitu

1o 4, bagscando agora acrescentar o uwitimo fL2rao intapgral,

&1 e

referente 2 reacgao do solo, na representagac ustual do des-

locamentao w(q).

-~

5.4 - Processo da reciprocidade dual

A

4 formulagaso previamente descrita regquoy uama in-

_— ) e .
tegragae sobre um deminio, que ususlmenie dewonda uw longo

9]
]
o
—+
Q.
~
o3
jo
Qs

tempo computacional. Uma alternativa pava
as int ceprais (0.9 e (5.0) & dada peio processe da veoipro

cidade ducl, aplicado com sucesso para cutvos Lipos de pro

blemas [72]1. Usando-sc esta tecnica, as inteprais de

nio para as rcagocs do solo, podem ser fransformadac em Lo

tepgrals csoebre o contorne da placa, pela adogao de uma apro

[

ximagaoc para a fungao w(p), dada por:
p m ~
wip) = f(m,.pla (5.407)

ounde o indice "m'" yrepeitide implica em scmatdrio; £lm,p) re
presenta wm prupo de fungoes relaclonadas aos "m’ pontos
ou nos dunis, e o, sho coeficientes a serem detcrminadss
pastariormente,

Reecscrevendo-se a cquagao diferencial (2.30) na

forma

AMI{q) = f(u,p)/D (5.48)



e
3

onde & fuucac ${m,p) pode szer definian cowmo voa psoaundo-—car

pa vertiecal, gesocisds conoognontonenl o s sesudnodeoslocs-
- a4 M o N .- N
mentos veviicals w(na,p), as susas corcespondantey Totagooes

-
Iy

€6 ﬂii(m,p;z forgca cortante o-

¢

Dh(mﬁp)/ﬁxi, MOmMoenie

1

i}
=
[y
G
=5

=S

guivalento Vp(m,p) ¢ orcagoes de cante N lmeul. O simbholo
1 C :

't . . o, ) ] . . H .
sera usado pora definir esforgos ¢ deslecamentos duais.

Em particular uvwea {uncoo {{m,p) muilo simples po
de ser definida pela adocao de um campo de psevdo~desloca-

mentos wlm,p), que satisfaga a equacao diferencial (5.408),

definida pala seguinte expressac:

P

L

. 4, . 5
proT gy Kotm,p)o+ PRI (m,p) {(5.49

onde € = uma constante com unidade de comprimeuto; por a-

aemplo a musor dimcunsac do corno.

Levaundo-sa na equacao {(5.48) o valor Wim,p) dado

em {5.49), chega~se apos asg derivacoes necossarias, ao va-

lor da pseuvdo—-carga verticel {(m,v). Nas devivacoes cnvol -

]

e

vidas em (5.48) aparecem derivadss de %{in,p) do fipo:

P
RyTEy
R . = __;_K,_:_ = R, (5.50.a)

=
i
j—
o
H
-
e
=
e
—~
LWy
o
=
-
S

onde
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A funcac f(m,p) assim obtida ¢ dada pela

cr\
]
9
b
»
|

paes T . - x
Le equaliad, (IR repitegsenis wnad HUPE“L'.{' TehE conleal

W
I

f(w,p} = C+R{Ga,p) {(5.5%)

Has ropriseniagocs Lnlogracrs doso deslocawmcntos
v o 1 . . _ - ey e - g N
w(q) ¢ Sw(y) / om o, dadas yYegpoectivaowente a3 aquacoes

(3.36) & (3.37), sparecem integreis do dominio referentes
ao carrcgamecnto tryansversal aplicado 4 piaca g(p), relacio
nado na cquacao diferencial (2.30) avs deslocamentos Tirans

versais reais w(q). Podcem-se escrevey.analogamente, tvepra-

sentacces integrals para os deslocamentos duaic wim,p) €
A G, p)/am, onde se integrais de dominio sao escritas en

funcao de f(w,p), velacionado aos desliocemenlos duals wigy)

pela cquvacgao diferencial {2,485, Desta forma as equagoes

(3.36) ¢ (3.37) podem ser redefinidas de uma forma dual,

pelas zepuvintes expressoes:

. r' - . . 9w -
w(g) = i \fﬁ(q,]_’)x-.r(m,]?} - NI"{(({,F) —it\i (m,l’)| driry -

T

N ’ r

L - o~ T
C o -~ _ NG ] LS oo, I
oy 1 (q SP)WC— (n, P} = / [‘W“ {q ’P)Vn (m,P) - i (g ,P).-.Tn tn, P)-! arey -

L LA

i=1 i

C o o L .

+ X Rci(m,?}\-ﬁgi(q,P} + f(mfp)w'“(q,p)aszftp) (5.53)
g

f

3 v a M o

. !
n av LATOEY 4
e (q,P) = (,n,P)PJ dr'(F}

1% " = -
.é.ﬁl_ (q) + — m (q,P) a{m, P)
- T

N .
c  OR% /,',\w.;. R
T 2 A H e o= _Q..._.:,. - b 3 it \ -
- om (g, )Uci (e, ) J ‘[E‘-m (i, 1) Vn SUPRID

L

™ 1 Sy o ¢ T By L8 a.1Y -
-ln(m,, jdl r)y + 1 Rci(m,l.) v (9,173 +

1 1 N o 8\\';"‘,-
J il

Y _ L
+ f{m, ) —,(-;;-;]—— (q,p)(z‘tgzl,_.(p) {(5.34)



L . . . . s
puplicrtando--st as integrats de dominioc nas equa

gocs (L0530 e 15.54), obhlameoe:
foo e esla, ) el (p) = Blq) ¢ ;“'*(q,m:-cm,i?) =

- ; N

{5.55)

[ . du* v /I 3‘!3 . ~
PO p) e Laup) Al (p) v o () o+ e (L, P w e, P
i L L

E’ dur® o o T ogww -~ -
- e (g, P Vn (m,PY = g b o (g, B (m, Py pdi () o+
L jue

] am dimn o il
JI‘“ L - J

=~ dw ,
- L R (m,¥) e (g,P) (5.56)
1= < G
Erbora todos os valores iludicades pelo sTmbolo
""Myejanm dados por expressoces conhecidas, cles serac aproxi

mados nos elementos cowm as wmesmas fungoes aprexlimadoras o-

™

sadag para o caso das vaviavels reals. Desva forma, para o

contorno discretizado em elemenios,encoatrar-se~40 0§ mes-
mos valores para as jintegracoes sobre os elementos que de-
ram origem as matryizes 11 e G, ums vez que oo mesmos depen-
das solugozs fundamentais e da

dem apenras da geometria,

aproximag¢ac adotada.



Covrsider

oy J
Rl AT

cudo-gse todas o pontes Jdo caontornc, as
int a de dominio dadns ves cavacoca (5,.52) ¢ (5.58) po
dow sor cseritas vimente da soguinte Yormad

I \L [ 'ﬁ\! i- 5 \E ;o s

5 o = 17 U - C%Pf {5057 0a)

i m P = m

Lot [ ¢

A expressao (5.57.a) rvepresanta uma coluna da ma
triz M. correspondente ao no dual "m"., Cousiderando-se to-
dos os nos duais, (h.57.a) tvansforma-sa em:

M = Hhnu-G6P (5.57.0)
onde as matrizes U e I centém respectivamente em cada 1i-
nha o3 deslocamentos o esforgos duails correspondentas  a0s
"m" poatos duals.

Substituindo-se nas integrais de dominio (5.5) =&
(5.6), znue representam a contribuigao da reagao do solo g
o deslocamento w(p) dado pela equacac {H.47}, shrim-ce:

I” ;l‘ , o ; \‘1 o it P

| f(m,p)w“(q,p)ados\pﬁjn@ {(5.583

) ) i

‘2s
Fl{m,p) w— (q,p)df (p)|Ka {5.59}
E- I 5 a], i :S __i S
<
g5

Yyansformando-se as iategrais de dominio em (5.58)

e (5.59) em inteprais sobre o centorno, conforme as expres

soes {5.55) e (5.5

~-se estas integral

analogament

onde o © um VQLOYT

£), obtidas de forma

s para todos os

a (5.57.b),

ponl

[

1{{1{ U - G ﬂia

coofici

4]
-
=

contendo os

dual,

€
o

do

a seguinte

[

o]

[l

contorno,

cquacas

"
3

Ry

=)

tendendo-

Qo

malyL-—



Levendo—se na cquagac 14 .28)  a parcels referca-
te a roacace do salo desenvolvida de forwa dual, conforme
enprossao (5.00), esce aistaema pode scy reescrito da Sa-

suinte Lorwa:

g =ao P+ 71T - K Mu (>.61)

Aplicando-se a equacao (5.47) a todes wvs ponto:
da piaca, para i (a,p) dado na equagao (5.52), pode-se de-

terwinar o vetor ¢os coeficientes u , dado pela seguinte

equacao:

(=

12
1!
el
r
st
PN
A
e
~
o’

—
i
=

Com o valor de o dado em (5.02), a cquagao (5.5%)

pode ser reescrita, resultando:

* bl
R
- - [ i
, I R ;e “
HU = CP + T -~ KiM M ¥ "y i? {5.63)
~ - ~ ~ ~ ~ I
. J ¥
LY
2 € i o . L 3 » . i+
onde ¥ e M sac¢ submatrizos de M para pontos do contorno
e 1nteraos.
Estendendo-se a cepresentagao matricial {(5.h81)

para pontos intevnos e agrupando-a a equagao (5.63), ob-
vém-se analopgamente ao casc da integragao pox celulas, a

Sﬁguln‘fe eqacac

T

e,
[
—

P—
i
N
=
=
L]
[
l
—
e
e
L
[
PR
1
vz
R
—_——

=

P o
Mt UMPOE l|[‘1 PR N

] :
LA R b

endo-se o sistema (5.064), determinam~se 08

b

H

p
I

.
Ly
i

{

—
.
(O

Reso!
desiovcamentos verticails para os pontos da placa, gue leva-

dos a ecquagso {H.2) resultaw nas reacoes do solo calcula~-

das de forma eclastica.



%)

Na cquagao (H5.64), excervando-se os cooficientos
da o ometaoiz M, toso s oy nac couvhecidusn. Gs cocoficion-
tes do M opor sua ves seoo deterymiunades conforme cquagao
(5,57, ende as matzizes il o ¢ i¢ JToram caleuvladas ante-
chormente e os deslocamuntos ¢ csiorvcos duais, 11 e P, saoe
determinados a pertir das suas definigoes, usando-ge o ox-
pressac do deslacamento dual W, dado em (5.4%). Para cada
ponto dual "', szo deterwinados, assim, W, Jw/dun, Gn & ﬁ“
para todos os pontos do zontevne, o W, para todos os pon-—

tos internos.

z
;
Fig. 5.5

. . 3% |
As enpressoes da pseudo-rotagao - e dos pseundo-
20
—esforgos V,1 ¢ Mq, necessarios A4 obtengao do matriz M, £do
L ] —~
agora apresentadas a partir das definigees de desloceamen-

tos e esforgos dadass no capiltulo Z, ¢ adotando-se oz augu-
los dados na Figuvra 5.5. Desta forma chbtém-se:
~ 4 3
0w N A CR™, PR
e {(m,P) = = (45 T )LOSBl {5.053)
.2 2
~ | B®  CcRr., | o I-R . ,
] o G 2088 4 (1-v SRR (R s -R.s )+
\,_ G, ) ](5 ] ( ,(nxn}’)le P ):(' yox hxgy)
X :
RY 3 3 6 2 CR | 2, TR”
boae (878 -R7e ) 1 G RT 4+ S (Ros <P s ) |+ (- n 3R R R (R
R (Hy v Lx‘x) (4“ R 4 )('ygy ?x u) (nx AR xt”‘qux
2 _
R CR. , ) i
srs ) Gt SR s R s | 5. 6¢
)' y.’ (15 8 \ X&y i\y X) J} ( 1) ) ;)



2 ; , 3 ;
Ty 12 1
Y . 1. _{‘,t_f‘ e 7 2 ! F‘, R (L6
n ¥ :
SRS (5.68)
118 )
ondao
Ro= Rosﬂi : (5,069, 4)
*
Ry = 3enﬂl. (5.69.,1)
n, = cosu, (5.70.a)
ny =osend (5.70.1)
s, ® —ny {5.71.a)
sy =on (3.71.h)
c:osﬁ1 = Rynx + Rynv (.72

5.5 - Cemportawento ndo-lincar puara a respesta do solo

As duas formulagoes anteriormente desenvolvidas
conslderaram apenas comportamento elAstico para a reacao
a0 solo. Considerando—~se agora a reacao do solo, atuante na
intcerface solo-placa, governada por uma relagao reagno-des
locamento Li-linear simples e sem resisténcia 2 ctragao (Iigm.
[ S . . _ = PR | .
5.6), pode-se escrever a veagao real gq(p), separada e

duas parcelas:
e 13 -
g pd o= g (p) - gl (p) (5.73)

e - .
onde g {p) e g;:(p)s 580 respectivamente as componenies -
5 ]

lastica e plastica da resposta do solo.
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Fig. 5.6 - Relagao rcaga

Considarando—se a reacao

cxpressao (5.73), as integrais
] 2 Ej

escritas da sepuninte forma:

/ K\\z‘f"‘(q,p)w(p)dLQge’('p) - WHE(q,p

Ja J g
v 25
'/ K p-” z (qypdw(prd  (p) - _?_f"_';
/ dm s dn
Y; Ry,
88 &8

Analegamente ao caso

estudadas, estes termos podenm sev

CNALOTRD FLES

e e L A B W T E

~deslocamento

rcal

)

tratados

PR T

wip?

do

S?CP)ng

5 .
(ayprgl {p)di

via

¢ao ou com a reciprocidade dual. Utilizando-se

da discretizacao do dominic em

integrais (5.74) e (5.753) parva tcdos

cetulas, e

(e H

rentos

resulta a seguinte expressac watricial:

- ~ |
s g = kr|s© sﬂ "o - s QP
- L~ ~ . P

onde § € a matriz formada por

Q

tes ¢ o veltor para & veacao

- . >,
da componenbe plastica gl(p).
S

real do solo e F

solo

(5.5 & (5.6) podem

L e

<z

o}

do

&

)
-

L

dad

=

oo

sdotada

i

exr

(5,

das integrais de dowinic

eascrevendo~sc

j4a

digscretiza-

rYroocesso

P
[

conftorno,

oL .
e 5 J1a dadas anteriorwmen

voenor



Levando-se (53,700 na cquacao matriciai (5,41 e
estendendo-s2 a roprasentacao matrictinl dos Jdesgslocamentons

para pontor iunternos, conforme {(5.42), chaega-se & uma nowvy
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Analogamenie ao que foi obiido cow 3 equacgac
(5.44), o sistema matricial (5.77) pode simpleswuwente el

eSS Como:
Hu=¢r+T+ s gb (5.78)

rentes

i

Caleulando—-se os veleores de deoewmlnio refl
a carpa aplicada ¢ (p) e impendo-sge 23s condigaoes de coutor
no, determinando-sce assia os valores prescrites ¢ incogni-

tes para deslocamentos e esforgos, chega=se a uma nava o

guacao pava {5.78), definida por:

e P
A X = F + 8 ¢
onde X & o vetor das incignitas e A & a matriz definida pec

los cocficicutes de influencia dos deslocamenios e esfor-

gos.

Multipticando-se (5.76) por A obram-se:

¥ = N o+ H

onde N = A ¥ (5.81)

representaen respectivamente o resultado elasticoe e o influ

“ncia dao nao-lincavidade para a respoesta do solo.
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Fig., 5.7 - Representagac de um procausso jteyativo parya  un

PR TEE T, = e e et T TR
problema nac-linear com eGuUlildrid.

Paya melhor entendimento do processa iterativo ex

volvido no comportamento nao~-lineary para a vesposta do culo,

cone deve—se a fFigura 5.7, onde nas abcissayr csta apresenta

—
]

.aco o o» nas

do o deslocamento v geanérico para um ponto da p

ordenada

s a carean total P aplicada a placa. & linta curva
g I

representa o comportamento real da resposta do so0lo, consil~-

5]

derando~se 2 nao-liinearidade fisice, ¢ @ linha reta o com=
portawento elastico linear.

Primeiroswmente aplica-se a carga T z alaca e cb-

tém-se a resposta elastica correspoundente #08 deslocamentos

48]
—
=]

[ixl

gencrices w, . Considerando—ce estes deslcocamentos obtidos

H .

elastlcamente, Aetermina-se a resposta real do solo atraves

da relacav reagao-deslocaments adotada, FEsta resposia cor-

yuta 5.7 ao ponte A, e @& uma cavga real P

responde aa fig -
P 1
A diferenca AP] - P~Pl corresponde ao veteor (¢ na forwula-

cao matriclal anteriormente deseunvolvida.

Aplicando-se esta dilerenga de carga a placa, a

partir do pounto A, obtam--se deslocamanto slasticon Awl, ob-



tidos matriclaimente wels cguacae {b.50) . Somando—ge Aw] a
w], oblitom—~ce oy deslocriontos reolsn W, GO OS QUals detoer

minam=—-se 4 nova posigao real para a vesposta da snlo, dada

em Bowva fleura 3.7, vorrespondt o cargd Vo oA aova dileron

ga de carga Av, = I'-P,, sera aplicada elagsticamente a par-

o]

[

tir de B. oeriginando-go snalogamenie Aw.,, W,, & navi peei-
s # : 3

eate AP DT

insle

gao vreal €, a corga PB <

Fote procedimento deve sex repetid

=
5}
ot
)
|
o
o

D}
e
it

v
)
[w}

e ilere

et

!
m’
o]
[

.

ferenca AP, correspondente &
; n

noy gue uma tolerdncia previamente adotada.
g .y -
Dependendo do carregamento apticado, o cqulli-

brie iinal podn nao sar possivel, i1sto e ecquivalente a se
I s ]

0,

ter AR, = P-l. maior que a Ltolerancia adotadz, e MH“AP

i1

sara Lodos os ponloo ver figura 5.8). Neste caso, pava £-
I }

SLALTIOG  LINIAR

CORMPLHEARINTS  BLLSTICO oM

MO e LINEARYDLDE Fisiia

Fig. 5.8 - Representagao de um processo iterativo para
wm problema nao-linear sem equilibrio,

vitar que o processe iterativo sec rvepita indefinidamente,

paraliza—-se a analilse.



5.6 - Aplicascoos pumaeriens

[

San anrescntadas 4 segulr alpumse aplicacoes  do
mitodo dos oblemientos do caniarne ne snaties de onloeas aoe

poiadas solre Fundacues elasticas,

Para os primeircs exemplos foi admitide uwm  per-
feito contato entre a placa ¢ 0 s0lo, wWesMe pard O Ladso de
tensooes do tracao aruantes na lnteriace.

Nos outros exemplos o criterio de plastificacgao

—

reprasencado pela figura 5.0 [ei corsiderado e cao apresen

tadas placss com situageces de convergencia com ¢u scm eagi
n

1ibrio, conforme esquematicamente mosfrades nas figuras

5.7 ¢ 5.8, resnectivamentce.

1,
H
5.6.1 - Placa com carga cectrada

Sera analisada vwa placa quadrada, submetida a o

ma carga vertical e 40 tf, que cera distribuida auma pe-

guena area ceatral. A discrecizacao do contoras, das celu-

las interaas ¢ a vegiao corvegada, estno mostradas na fi

gura 5.9, Os resultados das vazagoes do sclo cstao apresens

tadas na tabela 5.1, nava diferentes valores de espessurs

h, ¢ pare duas relagoes u/a. O exemplc tanben foi resclui-
do pelo processo da reciprocidade dual e os resullbados as-

ool
o
~
pele

tio mositradoes tambem na tabela 5.1, due apresenta na

ma coluna os valorwes ©xLatos obtidos mnelas condicoces de e-
¥ 1 Y

- - . N - - c I -
guilibric para o caso de rigildez infinlta.

O

Uma nova discretizagso do contorne foi adotvada

H

e
s
[
=
3

no caso da reciprocidade dual, conforme mestrado 13

5.10 e a vrecisao obsevvada neste caso, apesar da dificul

P

dade de se¢ aproximar uma distribuigao comnstante pov uma
. o P . -~ ] ) - o o~ . o
combinacao de superficlaes fonloas, mostra a eficiencira dco
matodo.
0 ewempio [oi resolvido para alguns valores dea
espessur~ da ploca variando desde 10 cm ate mm valer suii-
h)

cientcopenie zrande, de tal forma a eliminar os cfeitos <

I
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retizacac do ©
f

flexao na itevacao solo-place. Segundo

toya { 82, ums sapata & considerada T

?

"

sura b for malor due [(a"u)/#+c¥, sendo

ro e zero para o segundo. Neta-sc na L

partir de h =30cm, a distribaigao de t

s

ticamente constanle para as cuas velag
correria segundo o critivio acima wara
40 cm o 45 cw, respectivawente para u/a

Jetao apresentadcs na tabola
wmenio fletor e forga corvante, usando-
relacces u/a ¢ para a espessura h vari
fipgura 5,11 estao mostrados os momento
(Py) gy considerando-se a sclucao ana

de ripgidez infinita apciada sobre uma
ciente especifico, K, peygueno 755, Pz

cao dos momentos fletores optidos anal
terminados oom o MEC, fei adotada uma

placz, como mostrada na figura 5.12. O

dos com esta nova discretizagao estao
5.11, ¥oi adotado pava este ultimo exe

demais. um valor de K=1,0 kef /emd, conside

parado com o intervalo de varliacao de

. : - . 10 T P
gque vai desde 0,95 a15kyf/em? [81], wa

nnutorno ¢ pontos

N . [P .
Gerrin L8811 o HMon-
gida quando a espes-

= 5cm pava o prinmel

abela 5.1 que la, 2

e 2

ensoes no sole ¢ pia

<
[®]
9]
jo
S
o
w
«
9
s
[
it
n
2
Q

3.2 os vasores do mo

ando dao 10 a 50cm. Na
s fictores (ME)Y:O @
1itica wara uma placa
fundacao com cecefi~
ra efeitec de coupara
iticansnte, com 08 de
nova discretizacao da
g walores determina-

indicades na figura

wplo, bem coweo para os

rado paguens guando com
¥ em problemas praticos,

tabela 5.3 estao mos~
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CABELA 5.2 - Esforgos colicitantes para carga centrada.

trados os momentos nisximos para valores digtintos de K. uen
pre para ula =0,2. A diminunican do momento fletor maximo
ra K =15 kgf/amS nao fol significativa.

Os ezemplos resotvidos com ~hluias, gue &apresen”
tam uma discretizagao winima de 16 clementos de contorno @
392 células intornas, foram primciramente reselvidos para 8
elementos do contorno € 16 celulas 1nternds, Apresentandosn

resultado tao bom gquanto © ia npresepﬁado para a situacao
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ki

de cargs centroada Putretanto, para oSti i
erpenlviosdades o canatlorando ooz ARnc linoar
Tesposits uo sclo, que ol mozliada nest
a2 discrceiizagno com 16 cclulos apresentoun resn
convergancla pai sl uacao som cgullibrio, gud

cra figicamente possivel. Parae ovitar esie tip
ma, tivico de uma discroetizacao interna poebre
da a2 diccretizaceo minima de 32 celvlas.

MOMBENTO

:

FL

G, 4

TARBLLA

Mome

EToRr M

LT a0

1 VALOK TROKICO

0,186 T

B

e

£
Fieltoves

ntasg i

"5.6.2 - Placa cem carga exzecatrica
Serao analisadas placas com & masmd
discretizacso dos excmplos asturiores, subhmebd
5 ¥ »
carga vertical, ogova atuando com uwma ou duaz
dades.
Primeivamente a carga U = 40 tf e apl

ma excoentiicidade e = 30 cw, resultando apena
compressnce para a reagao do solo. Considerandco

SR VY

p
30 cm,

feito fo entre a ifaca ¢

H

caleculado para oy = re

pressao (uanto de tragao. A g

presentada na figura 5.13 e @
células, e peontos duais sao a
tivamente pclas figuras 5.9.D

Os surtasdos estao

re

para difercates espoisuras,
processo da reciprocidade duna

valores cwxatos obiidos do

(D
F

f.14a e

Nas figuran

distribuig

de 30

ges de teusoces No S

5C em

cmoe respectivamen

it

O SIes8mo

tando tauto T

¥

C

cometbiria

s diseretizacoes
s mesmas apresent
e 5,10,
aprecsentados na

sando-se celnlas,

1, A ultima colun

ma

cOom
para a

trabaliho,

loador COm
nau o mesmo
o do proble-
, Toi aoota-

e

P/OK PEQUENC

!

E
I
-

Lines .

geometria e
I S, .
LAY A L
oo i--
icadzx com u-

de

tensoes
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exemplo I3

ansoecs de com
cma esta ar
iaternas Cm

s

e tambem o

forma anslopa ao item 5,6.1,
- s ~ -
5.14h ecstao apresentadas 54
olo para as excentricidados
%z B e e
fe, pars 0 80 VLgLeo. NotUa-
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arga com uma excentricidade sem  1i-

1
tencoo waxima de connressao.

Como o valores obtidos & paviir do calculo olis-—
s - .
tice cztao em wgulllbrio

#0 s tTengco Teal P

ra itodos os pontoes coenforme equacgao 3.72, diwinuindo~sa da

- . o o . It .
componente elastica gs{p) 2 parcels piastica g' (p), intro-
o

} R . . - .
dvz no problema unw desequilibrio. ¥sta componente plastica

wmiltiniicada peloe coeficiente K, vesulia para todos g pon-

y cw - - . -
tos, nu vetor Ql da equagao 5.78, rfue nc calculo elastico o
zero. Aplicando~s2 & vnlaca este veibor Qpino intuito de res

tabelccer movameute o gquilibrio, obtém-se clasticamcnte &
partir da equagao 5.8U, o0s deslocanentos Aw,, que somados

1t

acos deslocamentos vy do calcule elastico, resultam nos des
locamentos Wy (ver figura 5.7).

novamente as toen

o]

-t

Com os deslocamentos w2 ohtem-ego

soecs reais ¢ as parcelas plasiticas gue seroo aplicadas a

o)

%

placa fornecendo os deslocamentos elasticos Aw gue soma-

dos a g resuliam nos deslocamentos W
Este processe Lterative & repelide zte gque se te-

nha para todos os pontos uma parveela pliastics menor ou 1-

gual a uma teleraacia previamente Tiwada., no caso de conver



PONC LA com cguilrhrio, represeatads na figura 5.7, Late pro

cesso tamben o pavalizade gquando de uma tferacho wmara outcs
1 “ .
. - . ) ) .
VAL IACHD o volor Qi pars todas ow pontos., Fsta
reproesevtada poela faigura 5.8, cosresponde o i

PIOCes80 tieralive para um probloma sein eqguilibrio.

Beste exemplo pac fol feiies nenliuma restricaoc quan
ta o tensao limite do compressao, mss para efeitn de aeter~
. o g ey e P R N £ o ]
para a situagae de egquilibrie, fixada

o

minagao da felovanci

; . . o2
c@moum por coento deste valow, adotou-se kgl /fom™,

Pava 2 sltvagac de convergencia sew ecuilibrio foi
adotada wima tolcvancla independente da tensao limite ¢ fiwa
. ; : L, 2 . . - . .
da ew 0,0005kpt /em”™, embora fosse convenienie tambem o dofi

atvivo.,

—_

11'_f.g(_‘.c de um velor re

Os valoures reais aprescntados na Labels 5.6 foram

o)
s
Ch
53]
¥
e
~
]
-

obtidaos com o equilibri “agoes, exetdando-se O

cazo de altura igual a tCem, em gque o equilibric s& foi pos
sivel apos 6 jtoraéges. A distribhuicac de rensoes reais e
va h = 40cm coincide com a discribuigao da [igura 5.17.
Este mesme problema, agoera e resclvido fivando-
“se uma tensao liwmite de compressio, ucilizaovdo-ce ducs dis

cretizagoes em celulas faternas, a mesma anterior com 317 ¢
Tulas » wuwa cowm 16 celulas conforwe figura 5.18. Na tabels
5.7 estao apresentados os rsesultados para dois valercs dige

tintos de tensocs limites. 0 disgrowa de distribuigao de ten

> —— g,
e -

i e mmamcies e S e e i e e Y

15 13 11

Fig. 5,18 - Discretizacac do contorno, celulas internas ¢
pontos ¢wm analise.
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TABELA 5.7 -~ Keagoes roais do golo para carga com vma exconiricidade

com limitacgzo da tensao maxima de compressao,

sces no solu asta iudicado na figura 5,19, para a

cretizagoes internas, considerando-se h = 40cm. A

s duas

linha

tilhada repvescata a distribuigao lincar tedrica, para o

- . . - - .
so rigido, sem mnenhuma reslrigao ¢uante a maxima

5 -

L

COmpressan.,

Fara o caso de 32 celulas & temsao limite

tensao

iguel

2,5kgf/en”. o equilibrio fei possivel apds 9 jteracgoes p

h = 10cm ¢ com 7 iteracoes para h = 40cm. Raoduz

. . ) 2 . ] A ,
Timice para 2,2kgf/ecm” o equilibrio foi possivel

as alivras apos 20 iteragocs.

Usando-se 16 celulss o equilibrio =6 foi

-~

~ . 2 - .
para a teneao iimite de 2,5kgl/em™, apos 20 iiLera
gando-so a uma sitva¢ao de convergencia sem oguyl

15 ¢ 16 iterncoce rasi

&

pos

"

inda-se

para  am

-
possi

AT

ba

%)

Ve

J

¢oes, che-

ibriao

a

cctilvameute para b o= TO0cm e 4Qc¢n,
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Fig. 5.19 -~ Distribuigac de ten
a) 32 celulas inter

)Y 16 calulas inter

C

ne caso da tensao Iimite igual a 2, 20k
a discretizacao fraca utilizada e most
¢ numero de iteragucs necessar

de convergencia para siteagocs com ou

¢ao das telerancias previamente fixada

-

cinco j

xemplo, estes velores para »or C

da convergencia com equilibrio

)

saoes no solo
.88
nas

%y

£ -
gf/em” . Tsto se deve
rade na figura >.18.
las para um caso

sem equilibrio, e fun

s. Alterando-se por e
ento da tensao limite

no Caso y € adotando-se o var-
e L, 2 : . g

lor 0,C05kgf/em para a diferenga lLimite entra as componen-

tes plasticas de uma iteragao para oufra, como um indicador
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de conversoencla ses o equilinbrio, o nemeve Jo o dtevacoees necog

savias reduz seoszivelmenic, Desta Fors

te doe comprossaa Fisada oo 2 05kael/em”™ . o niurcro de Lrora-
. . 3 o o . - .o : . .
¢Oovs para a situacao do oquilibrio ze rveduz para 4 cam L=
ilewm, @ vara 3 com h o= 40cuw, congiderande-se 22 celulas in-
. - 2 -

ternag. o pava o teunsae Limite de 2,2ngfi/em, o numcre  de

ltevagoes o 5 npara b= Llcw e 4, para h = 4Qcwm,
Considorando~se a discreiizacuo da figura 5,18, as

novas toléerancias redidzem o numerc de iteragoes no caso  da

9
-

.

H
—
—~

=
=
T
=
”
]
—
-
I~

SRR

tensae Jdmite de 2,5kg/cew”, para 5

com h o= A0cm, Para a tensac limi

-
-+
]
[a
-
o
2]

-
™
—
-~

i

e

[y
o
ot}

par-

tir da Lteragao numero 9, com h = (iGecm e nimero 1O com h o=

40, a varisg¢ao entre as componcentes plasticas de tedey 035
pontos, om relagaoc a ltevacao anterior fica meunor que

0,005kg/em™, ¢ ainda ¢s valores dostas

e
o
oi
—
o]
ol
—
I
—
=
e}
6]
—
=
.
o
—
-
.
'

cas szo supericyes @ BIZ da Utensace limite, Fiocas portanto ca-
racterizada uma sii de convergencila em gue 4 roespostba

real do s0lo nao aequilibra a carga externs aplicada.

1
0 snemplo vawbom {0l analisado admitinde-so vrma Len
~ 1
~ o . - ; Z . . . - .
sae limite 1puanl a 2,0kgf/fewm e ¢ cguillibrie {oi possivel
com 20 iteracgocs, fiiande-se tawbom o tolerarvcia em 5% da

tensgao liwmite. O diagrama de distribuicao de tensoes para
este case esta indicado na figura 5.19.a, poxa 32 celulas.

A mesama placa dos exemplos antericores © sgova anali

w
o
o~
o
3
<
i
—
oy
H

wina cotga de 40tf com duas excentricidades. lovan

ki

dowse ew ccvta ¢ efeito de nao-linearidade para a resposts

r
D
P
~
L
faa
o
<
o
4]
o
o
(]

'

v

nlciglments e considerada uma exce

50cm e o = 10cwm, couforme fipura 5.15, restringinde-se ape
}l S
nas tensoes de compressao, sem fixar vm limite maximo.

[
T

sados a--

[
Y

Para efeito de comparagae de vresultados serao wunal

aco ae

AV R
-

penas o8 gquakro cantes da placa, utilizando-se o

comprovacac deo rensoes po solo para sapatas relamguleres
gidas com cavrga biexcentvica LSRJ. 0 exenmploe tambom foi ana

isado com e = Qy = 50c¢m, e os vesultados pava os dois ca-

so8 estao mositrados na vabela 5

—
[ee]

considerande-se 2 placa
com alturas Lsvail a ACcwm., Ne fieura 5.20 vcsian mostrados es-

quematicapente a distribuigoo de rtensess no selo. O aosulo o
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VALORES DA PESUAQ BOC sS0LQ H
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DOETO e =500m o =1 0cm boo =500m ¢ =5300m !
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TABELA 5,8 - Reacgoaes do solo para carvga com duas
i > .
erxcentiricidades sew limitacace da ton

zao mawima du CcorpYossso.,

Fiao. 5.20¢ - Distribuicas de tensoes no selo para carga  cow
Bl . - g

duzs excentrviclidades, sem liwite para Fensao ma

viva de compressao,
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Fivando-one un valor limibe parva & btewsac do comnres

I~ oY s . ~ [T e . oy S = T -
rao, yoi cnedigeda 5oploca Yepreasentaoda pois L Lpana 5.20.a,
o on tesultedos para umna ecoresguva trgualoa 4bum esTao mose

trados na taovela 209 Ve POoNLes ol analise ostaw Lndivadus

va iipura 5.21, onde a disiyibuigao de temsces 70 sola esta

Is)
(&
1%

ireda perva es duas Cousoes limites da tabela 5.9,

VATLGRES LA REACAD HO SOLT

PONTO TENSAG LIMITE = TERSAOQ LIMITL = !

T i

‘) . .
2, 0ket few” 2,2kef fom

1 ~2,50 ~2,20 g

2,50 -2,720
37

)
i

(%)
H
)

-

-0,38 -0,22 ;

iz 0

1 0 )

e o

TYABELA 5.9 - Reacces do sola pars carga com duds
iwmd o e % 1To
0.

excentricidades com lim

e

et

pare tensao dC COMPresss
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centricidade
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ima de cowmpyes
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CLPTTULO VI
CORSILRRACORES FIVALD
A finalivade bRsica deste trabalie foi  apresens
tar uma formulagao utilizando-s5¢ © Metodo dos Elcuentos

de Copternc para o caleulo de placas schbre fundacoes

ticus. Com este ohbjelive, & partiy des hipoteses simplifli-
cadores de Xirehhoff pava placas delvadas, foi desenvolvi-
dz uma formulagao pana anzlise de placas, com condigoas

-
nLlu-

©

guaisquesr de conlornoc. Os exemples aprescutados no £

-

lo 4, comparados 308 anvesentados na rTele cncia L7$j, mostya—

e s

ram a cficiencia da formulaguo mna analise de placas subng
{idss sos mais diversos tipos de carvegpamentos e condigoes
de countornoe.

Na formulagEO apreseuntada, os pontos do contornoe

B - - - - .
foram Levados para fcya de dominic conscpuindo-se desta for

1

mo, apenas integracocs pumericas, meswo sobre o claomento

0

v, quo simplifi

que continka ¢ no singular. Este alternativ

-

cou a dcterminacgaoc dos coeficientes de influgncia,mestrous
Cce wuito eficiente, noiandoswse aApeuas wna peduens periar-

pocto com velagad 2es ralores das yeagoes de canlo.



Feie fovmiicgen Jel ostondidn para o caleuls  deo
pilaces ciadas schro funﬂagﬁcs rlzsticas, adotando : T a
ra oaosolo sosundo wimvinn 4ol uma reacao alastica, propor
civnal ao siuncamento da piazea.

a5 duas alterunativas descunvolvidas para este oo
g, 0 processo da recigrocidads duval apresconlou, mosamd Ne-
cessitande do ouma giscfﬁtizagao matitor do contovno, whlo mas
nor teuwpo da processanorta, A dificuldade do se obt LM
aproximagae pola supervposicac do cuperiicies conicas, aléw
da idT“GCjH;U Absorvada no ¢aso dz carpa excendrica, Wwo s -
Craram que esta técnics vequer wma peowdo-carge £, noo mais
Lipcar em £, como a adotada,

A discretiracio do douwinio em células dinternes,
mostcou-se male eflcienre que a rvociprocidade cuval ma obe
tengio de tensces ¢ esforgos ewm placas sobre fundagoes e~
fasticas, isto © éomprovado pelos raesultados chilaws nosg
primeiros excmplos do cepltule 5. 0 efeito da pac-linsarie
dadoe vara a sposta do solo foi agora considevads, pela o
dogao de um cyitério de plastificacac uniazial, ¢ os  ro-
sultados dos ultimos exremplos do caplitule anterior, comnpre
vam a cficidncia d¢ processo iteratlvo vtilizado, para si-
tuacoes deo convergéncia, com e sem cquilibrio.

I todos os exemplos analisados, as placas conti
nuamente apoiadas no solo, tiﬁham os sevs lados som uenhu-
ma resirigaos de contorne em tcormos de dzsiocamentos imp il
cande conseqguentemente nunm velor dos esiorgos nodais T nua
lo, evitando-se assim a determinecaou da matriz de dafl:
2in G. O programa descnvolvido utilizeu esta simplificar
fieando portante restrito a solugoes de placas com os  Ja-
dos em bordo iLivre. A dinclusao de outvas condigoes de cun-
torne entretanto, nao devera represcentar grande esiorgo com

ional,

putac

Sugestoes para e conlinuaglo

iderasgoo de cd distr

Y

AT SOns rias

assoc a0 da placa com vlevento de vi

fundacgac em vadier; aproveit

formulacao

da pesqui

—

0 1'!
1huidas ew

ga, visando

gua dis
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