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RESUMO

Pela teoria das charneiras plasticas, apresenta-se
uma analise das lajes retangulares com carga uniforme e bor-
das simplesmente apoiadas ou engastadas, desde os dados ini-
ciais até o cadlculo dos momentos de plastificacdo nos vdos e

nos apoios, da configuragao de ruina, das reacdOes de canto e
ao longo das bordas, das reacoes médias e, inclusive, do com

primento das barras de ago sobre os apoios.

Os indices de ortotropia das lajes, assim como as
razoes dos momentos nos apoios e nos vaos, sao baseados no
calculo elastico; saoc obtidos através de funcdes aproximado
ras, determinadas a partir das tabelas de Czerny, conside-

rando, inclusive, razdo dos lados maior gue dois.

No exemplo de aplicagao sdao comparados os resulta-
dos do calculo elastico com os do calculo plastico, no gual
se pode constatar a economia deste ultimo em relacaoc ao cal-

culo elastico.

Apresentam-se, tambeém,os fundamentos da teoria das
charneiras plasticas, comparagoes entre esta teoria e o pro-
cesso das faixas de Hillerborg, critérios de economia e, ain
da, consideracdes sobre a associacdo dos métodos elastico e

plastico no calculo de lajes usuais.



ABSTRACT

This work presents a process to analyse uniform

loaded rectangular slabs in which the plate elastic theory is

associated with the yield line theory.

In the proposed process, the orthotropic factor
and the relaticn between negative and positive bending mo-
ments are analysed. The results obtained include bending mo-
ments, corner reactions, average distributed reaction along

boundaries and reinforced bar lengths on the internal supports.

The example solved indicates a great reduction
of reinforcement given by the proposed process in comparison

with the usual elastic theory.
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1. INTRODUGAO

1.1 - GENERALIDADES

O problema fundamental no projeto de estruturas
consiste em afastar a possibilidade de ruina. Numa fase
complementar, devem ser verificadas as condicoes de utili-
zacdo, principalmente no que diz respeito aos deslocamentose

no caso do concreto armado, a fissuracao.

Os métodos de calculo baseados no comportamento
elastico, indispensdveis na anilise do comportamento da es
trutura em servigo, com relagdo & ruina apresentam séria
limitagdo, pois nessas condic¢Ses o material apresenta com-

portamento plastico, contrariando portanto as hipéteses ad
mitidas.

Os pioneiros do calculo estrutural ja tinham a
nocao correta de que o calculo deveria ser feito na ruptu-
ra. Por exemplo GALILEI[l], analisando ensaios de vigas,
admitiu, ao estabelecer suas formulas, a mesma tracio em
todas as fibras, portanto uma hipdtese plastica. Porém, e-
le tomou momentos em relagdo a fibra externa, o que ndo &
correto. Como Galilei pensava somente em vigas de pedra ou
madeira, ndo & dificil imaginar como ele chegou a sua hipd

tese. Nesses dois materiais, a viga rompe do lado traciona



do, de forma sibita e ao longo de toda a segao transversal,
tendo-se a impressao de que havia traclo em todos os seus
pontos. Galilei ndo teria admitido essa hipdtese se tives-
Se visto uma viga sendo ensaiada numa maquina moderna, com

deformacao controlada (ver JOHANSEN[Z] e, também TIMOSHEN-
[3]
RO*7- ).

Apds a publicacdo da lei de Hooke, em 1678, ocal
culo elastico comegou a ganhar terreno.

Em 1680, retomando o problema de Galilei, Mariot-
te observou que também existiam fibras comprimidas. Admitiu,

porém, que a linha neutra passasse pelo centro da secdo,com
diagrama linear de tensoes, supondo, portanto, comportamen-
to eldstico. Mariotte observou que seu calculo, émbora a fa
vor da seguranca, estava mais proximo da realidade do que o

de Galilei, que era exagerado e contra a seguranga.

Nos anos que se seguiram, o interesse dos pesgui
sadores esteve voltado para o comportamento das pecas em
servigco — determinacdo da linha elastica, estudo de vibra-
cbes em vigas e pilares, etc — situacdo em que o calculo e
lastico € mais indicado. Aliado ao desenvolvimento decor-
rente desse interesse, o fato de, com felagéo a ruina, o
calculo eldstico ser a favor da seqguranca fez com que o
calculo plastico fosse relegado, o que de certa forma ocor

re até os nossos dias.

Embora com menor destaque, o calculo plastico nun
ca foi abandonado. Neste século ele recupera terreno, cami
nhandc para ocupar seu lugar no dimensionamento de estrutu
ras pois, para verificacgio da seguranca contra a ruina, &
ele o mais indicado. Para analise da estrutura em servicgo,
porém, nunca se poderad prescindir do cilculo elastico; os

dois se completam.

Neste trabalho serao tratadas as lajes de concre
to armado, supostas delgadas, ou seja, com relagao entre a
espessura e O menor vac, h/%, ni3o superior a 1/5. N&3o se-

rao consideradas as tensfes de membrana, provenientes da



deformacao do plano médio da placa, que se superpoem  com

as tensoes de flexao.

Para o calculo dos esfor¢os hid basicamente dois
métodos: o elastico, também conhecido como método classico,
e o plastico. O método classico, fundado na teoria da elas
ticidade, admite que.o material & homog@neo, isdtropo e tem

comportamento linear, tal como em geral se admite no cadlcu
lo dos esforgos nos demais tipos de estruturas. 0 método
plastico, baseado na teoria da plasticidade, supoe, pelo

contrario, que o materialtenhq~campor§amenpodecorpo rigi-
do-plastico.

Com o método classico se obtém, com boa aproxima
¢ao, os esforgos em servigo, a partir dos quais podé ser
escolhida a distribuicdo das armaduras, da maneira mais a-

dequada para o bom comportamento na fase de utilizacgao.

O calculo plastico ndo fornece, por outro lado, in
formacOes sobre a distribuicfo mais conveniente das armadu-
ras, ja que este & um dos dados de partida. Porém, permite a
obtencao mais racional da carga Gtlima, na situacio de rul

na.

Os dois métodos s3o, portanto, de grande interes
se, devendo escolher-se, em cada caso, o0 mais adequado ao

objetivo que se persegue.

1.2 - NOGOES SOBRE O CALCULO PLASTICO

No método plastico o cadlculo é feito na ruptura
e, como tal, permite a obtencao adequada da carga {ltima,
situacdo em que o material se comporta plasticamente. Nao
fornece, para as lajes , informacOes sobre a melhor dis-
tribuigéo das armaduras; para isso, podem ser ado-
tadas distribuigoes sugeridas pelo cdlculo elastico ou ob-

tidas através de um estudo econdmico.



1.2.1 - Tecremas fundamentais

Para as lajes, o calculo exato pela teoria da
plasticidade em geral nao & possivel, pelo fato de o grau
de indeterminacao estatica ser infinito. Em vez de um va-
lor exato da capacidade de carga, obtém-se dois valores:
um limite superior, dado pelo teorema cinematico, e um li-
mite inferior, correspondente ao teorema estatico.

a) Teorema cinematico ou do limite superior

Denomina-se mecanismo a toda configuracdo de rui
na cinematicamente admissivel. O teorema cinematico prediz
que toda carga correspondente a um mecanismo & igual ou su
perior a carga que provoca a ruina da peca. Permite, por-
tanto, a obtenc@o de um limite superior para a carga efeti
va de ruina. A carga obtida com a aplicac¢do do tecrema ci-
nematico pode estar, entdo, contra a seguranca, pois a car

ga de ruina pode estar sendo superestimada.

Uma aplicagdo do teorema cinematico as lajes e
dada pela teoria das charneiras plasticas, que fornece, por
tanto, um valor da carga que corresponde & de rulna ou & u-
ma carga que € contra a seguranca. Os resultados experimen-
tais demonstram, porém, que a carga efetiva de ruina & em
geral superior a obtida pela teoria das charneiras plasti -
cas, o que decorre, principalmente, dos efeitos de arquea-
mento e de membrana (ver item 3.1.2). Esta reserva de resis
téncia pode nao existir para todos os tipos de laje e, mes
mo que ela existia, grandes deslocamentos podem ser requeri-
dos para mobilizar os efeitos favoraveis; ruinas secunda-
rias também podem ocorrer antes, provocando o colapso prema

turo da estrutura.

Uma nocao tedrica da carga efetiva de ruina pode
ser obtida com base no teorema estatico.



b) Teorema estatico ou do limite inferior

Toda distribuicao de esforcos internos que satis
faca as condigOes de contorno e gue em nenhum ponto ultra

passe a capacidade resistente da laje e denominada estati-
camente admissivel.

Pelo teorema estatico, todo carregamento em equi
1ibrio com uma distribuicao de esforcos internos estatica-

mente admissivel € igual ou inferior ao que provoca a rui-

na. Este teorema permite, entdo, a obtencdo de um limite

inferior para a carga de ruina. Com a aplicacdo do teorema
estatico tem-se, consequentemente, um calculo a favor da

sSeguranca.

Uma aplicagao do teorema estatico as lajes & da-
da pelo processo das faixas de HILLERBORG[4], que se ba-
seia numa determinagdao simplificada da distribuicdo de mo-
mentos. Fornece, portanto, a carga de ruina ou um valor a
favor da seguranga.

Com a aplicacdo desses dois teoremas obtem-se,
entdo, importantes informagbes a respeito da seguranca re-

lacionada com o caso em guestao.

1.2.2 - Sobre a teoria das charneiras plésticas

[5]

Para as placas, BACH (ver tambem BELLUZZI[GH,

e SUENSONIB] ja apresentaram métodos de calculo

MBrscrl7]

baseados no comportamento plastico, que no entanto s6 se
aplicavam a alguns casos particulares. No trabalho publica
do em dinamarqués em 1921 e em inglés dois anos apds, IN-
GERSLEV(?) deu inicio & teoria das charneiras plasticas. Co
mo as forcas cortantes ao longo das linhas de plastifica-
cao nao foram consideradas, a sua teoria nd3o era aplicavel
a todos os casos. Seu compatriota Johansen deu tratamento
mais geral a nascente teoria e imprimiu-lhe grande desen-
volvimento, garantindo ¢s méritos para que ela ficasse co-

nhecida como a teoria de Johansen.



No trabalho também publicado em dinamarqués em
1931 e em alemio no ano seguinte, JOHANSEN[10] 1evoy em con-
ta as forcas cortantes, substituindo seus efeitos por forgas
nodais, localizadas nos Cruzamentos das linhas de plastifi
cacao. Johansen deduziu formulas para cilculo do momento de
plastificacdo em diversos tipos de laje. As hipdteses for-

muladas sac aceitas até hoje e corroboradas por numerosos
ensaios em diversos paises.

NOs anos sequintes a publicacdo do trabalho ini-
cial de Johansen, pouco desenvolvimento foi dado a teoria,
salientando-se os trabalhos de GVOZDEV[ll]'[12]'[13]’[14]'
[15]'[161na Unido Soviética, os do prdprio JOHANSEN[lT]’[lB]
e o de CHAMECKI[lQL no Brasil. Os de Johansen foram conden
sados, no Brasil, em um tnico volume (JOHANSENIz]),comtrg

ducao de Jayme Mason.

Somente depois de 1950 é gue a teoria das char-
neiras plasticas tomou grande impulso no exterior e, de-
pois de 1960, no Brasil. Foram relativamente abundantes os
trabalhos a ela dedicados e, alguns, extremamente expressi
vos, entre os quais se destacam os de JONES & WOOD[20], na

Inglaterxa, e os de LANGENDONCK[Zl]'[ZZ], no Brasil.

Embora internacionalmente aceita e bastante di-
fundida nos paises desenvolvidos desde ent3o, até os dias
de hoje a teoria das charneiras plasticas ainda se encon-
tra de certa forma relegada. Isto decorre basicamente de
dois aspectos principais, que podem ser classificados em:

aspectos tedricos e aspectos praticos.

Do ponto de vista tedrico, sendo wuma aplicacio
do teorema cinematico, ela & contra a seguranga. Como o0s
ensaios teém demonstrado que para os casos usuais essa inse
guranga tedrica nao se verifica na pratica, este aspecto
nio impde restricdes a aplicacio da teoria das charneiras
plasticas as lajes comuns. Pode haver davidas com respeito
as lajes com formas, carregamentos e condigdes de apoioc nao

usuais , para as quais a seguranca adicional pode nio exis



tir, exigindo investiga¢des suplementares. No capitulo 5
sera apresentada uma verificagdo tedrica possivel, baseada
no teorema estatico, para as lajes retangulares com bordas
apoiadas ou engastadas,ndo por haver diavidas quando & se-

guranga nesses casos, mas com a intencdo de indicar um ca-

minho que pode ser seguidonocaso de lajes que exijam veri
ficagbes suplementares. Notar-se-a que mesmo teoricamente
0s resultados do processo das charneiras plasticas se apre-

sentam com bons resultados para as lajes em questao.

Nos aspectos praticos &€ que ainda se encontram

pequenas barreiras para a completa aceitacio da teoria das

charneiras plasticas,para o calculo das lajes comuns.

A primeira delas diz respeito ao indice de orto-
tropia a ser adotado, ja que é um dado de partida no calcu
lo plastico e se apresenta como um dos produtos do calculo
elastico; o procedimento & entdo diferente do usual, em re
gime elastico. Isto pode ser facilmente contornado adotan
do-se um indice de ortotropia decorrente de um pré-dimen
sionamento em regime elastico. Neste caso, certamente re-

sultard distribuicdo de armaduras adequada as condicdes de
utilizacao.

Da adocdo de indices de ortotropia baseada em
critérios econdmicos podem resultar valores que se afastam
dos verificados com hipoteses elasticas e, até mesmo, das
condigbes decorrentes da quantidade minima de armadura ado
tada para a direci3o menos sQlicitada. Um indice de ortotro
pia adotado afoitamente com base em um critério econdmico
pode, entdo, ser inadequado do ponto de vista pratico; no
capitulo 4 apresenta-se um critério econdmico para calculo

dos indices de ortotropia, que comprova as afirmacdes ora
formuladas.

Pode acontecer, também, que grandes variacdes do

indice de ortotropia tenham pouca influéncia no consumo to

[23]

tal de armaduras, como cita MONTOYA r POr exemplo. Nes-

sas condicbes a melhor solucdo &, sem duvida, adotar indi-



ces de ortotropia proximos dos obtidos em regime elastico

e que, ao mesmo tempo, sejam coerentes com a armadura ado-
tada na direcao dos menores esforcgos. .

Outro aspecto pratico diz respeito ao grau de en
gastamento ¢ =m’'/m — momento no apoioc sobre o© momento no

vac —, que também é um dado de partida; num caso geral, ha
necessidade de se investigar o valor a ser adotado. No ca-
so de lajes de edificios com carga uniforme e bordas engas

tadas, costumam ser indicados os intervalos de variacao

[24],

1 £ ¢ £ 2 {por exemplo, LANGENDONCK ou l,5 £ ¢ £ 2,5

(HILLERBORG[4]]). Os extremos inferiores dos intervalos de
vem ser mais economicos, pois possibilitam menores espessu-
ras para as lajes e uma  melhor repartigao entre as armadu-
ras superiores e inferiores; porém, podem apresentar pro-
blemas de fissurag¢ao inaceitavel, na regidao dos momentos de
apoio. Ja os extremos superiores dos intervalos s3ao mais
proximos dos obtidos em regime elastico, sendo portanto
mais adequados as condicdOes de fissuracdo. Para nado se fu-
gir das condig¢oes habituais, recomenda~-se adotar inicial~
mente valores proximos dos extremos superiores ou até mes-
mo os obtidos num pré-dimensiocnamento em regime elastico,
analogamente ao que:se fez com o indice de ortotropia. Em
fases posteriores poderdao ser analisados aspectos economi-

cos e funcionais decorrentes do emprego de valores menores
de ¢.

1.2.3 - Sobre a teoria do equilibrio de Hillerborg

Até 1956, o unico método pratico para a analise
limite de placas era a teoria das charneiras plasticas,
teoricamente contra a seguranga. Procurando um processo de
calculo baseado no teorema estadtico, que portanto ndo apre
sentasse © inconveniente da insegurancga, HILLERBORG[25L pu
blicou em sueco, um pequeno artigo com os resultados de
seus estudos, no qual foram dados os principios gerais de

sua teoria do equilibrio e a expressao processo das faixas



(strip method) foi introduzida, para os casos em gue o mo-
mento volvente podia ser considerado nulo. Nesse primeiro

artigo, a questdoc de apoios puntuais nao foi discutida.

Na sequencia de seus trabalhos, HILLERBORG[zsldg
senvolveu outro processo, também baseado na teoria do equi
librio, para o calculo de lajes sobre pilares, placas com
forma de L, etc, no gqual o problema dos apoios puntuais foi

analisado. Este trabalho também foi, inicialmente, publica
do em sueco.

Apds a publicacdo em inglés dos principios da teo
ria do equilibrio e do processo das faixas(HILLERBORG[27h,
o assunto ganhou sequidores, entre os quais CRAWFORD[ZB] !
[29] e Blakey, que traduziu para o ingles, em 1964, o "Pro
cesso das faixas para lajes sobre pilares, placas com for-
ma de L, etc" (HILLERBORG[26]). Desde entao, O Pprocesso
das faixas tem sido referido e discutido por diversos auto

res, entre os quais ARMER[BOI’[31], WOOD & ARMER[BZ], FER~

NANDO & KEMP[BBI, entre outros.

a) Teoria do equilibrio

Quando se aplicam os teoremas da teoria da plas-
ticidade, usualmente se suple que a capacidade resistente
e conhecida em todos os pontos, como por exemplo, que a re
sisténcia a flexdo & constante em toda a laje. Nestes ca-
sos, 0 teorema estatico vem a ser inadequado para aplica-
¢Oes praticas, pois a resisténcia da laje s6 é aproveitada
integralmente no ponto de momento maximo, resultando uma

solucao antiecondmica.

De acordo com a teoria do equilibrio, primeira-
mente & determinada uma distribuic@o de momentos que satis
faz as condicoes de equilibrio e, posteriormente, a resis-
tencia da laje & calculada para esta distribuic3o de momen
tos. Este principio permite satisfazer ao teorema estatico

e, ao mesmo tempo, obter um arranjo economico da armadura.
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O nome teoria do equilibrio decorre do fato de que em cada

ponto pode ser demonstrado um equilibrio possivel.

A teoria do equilibrio é adequada para dimensio-
namento. Para verificacao da capacidade de carga, quando
as armaduras sao conhecidas, a teoria das charneiras plas-

ticas é mais adequada.

Na aplicacao pradtica da teoria do equilibrio,
com os momentos variande em todas as direcgOes, resultariam
armaduras de dificil projeto e execugdo. As armaduras sio

geralmente constantes em determinadas regifes. Para gual
momento a armadura deve ser calculada nesta regido? Para

0 maior momento — satisfaz condicOes do teorema estitico —
ha excesso de sequranca e desperdicio. Para o momento mé-
dio, apesar dos principios fundamentais da teoria do equi-
librio nado serem seguidos estritamente, pois ndo & em to-
dos os pontos igual ou menor que a resisténcia da laje a
flexao, obtém~se melhor resultado; desta maneira, ainda se
obtém um calculo a favor da seguranca em comparagao com ou
tras teorias, como por exemplo a teoria das charneiras plas
ticas. Esta sequranga ndo é excessiva, o que indica que o0s
resultados da teoria das charneiras plasticas s3c adequa-
dos para aplicacao pratica, tendo em conta os efeitos favo

raveis de arqueamento e de membrana, nioc considerados teo-
ricamente.

b) Processo das faixas

O processo simplificado das faixas (simple strip
method)} foi introduzido em 1956, no qual ndo sdo considera
dos os momentos volventes (mxy=:0). Em certos casos, esta
simplificagdo ndo conduz a bons resultados, sendo mais ade
quado o processo avangado das faixas (advanced strip me-
thod), introduzido em 1959. E o que ocorre nas lajes—-cogu-
melo, nas quais a consideracdao dos momentos volventes se

faz necessaria.
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Sobre o processo simplificado das faixas serao
vistos maiores detalhes no capitulo 5.

1.3 - NOGOES SOBRE O CALCULO ELASTICO

Nao ha duvidas de que o método plastico é o mais
adequado para o dimensionamento das lajes de concreto arma
do. Para analise das condigOes de servigo, porém, o cilcu-
lo elastico € indispensavel; é Gtil também como pré-dimen
sionamento para o calculo plastico, na escolha do Iindice
de ortotropia a ser adotado e, também, na avaliacdo da re-
lagdo entre os momentos negativos e positivos, que devem

ser conhecidos de antemac no calculo pela teoria das char-

neiras plasticas.

Uma analise minuciosa do calculo eldstico ndo faz
parte dos objetivos deste trabalho. Apresentam-se, resumi-
damente, os fundamentos do método e nogdes sobre os princi
pais processos de calculo. Para um aprofundamento na andli
se elastica de placas hd vasta bibliografia disponivel, que

tem em TIMOSHENKO[34] sua obra classica.

1.3.1 - Equacl8o diferencial das placas

A deformada de uma placa delgada, submetida a
cargas normais ao seu plano, pode ser definida pela fun-
¢do w(x,y), que determina os deslocamentos verticais dos
pontos (x,y) do plano médio da mesma. Admite-se, portanto,
gue os pontos do referido plano médio sb6 sofrem deslocamen
tos verticais e que retas normais ao plano médio permane-

cem normais a superficie média deslocada.

Pode-se, portanto, expressar as tensbOes e 0s es-
forcos que aparecem na placa em funcdo dos deslocamentos

verticais w. A seguir, apresentam-se os esforgos por unida
de de largura:
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_ 02w 32w
my = Digzz + V352) o

_ d2yw 92w
my - _D(8y2 + 523} '

= =D (1-V) =¥ (1.3.1
Ty = Iy ! $3-4

_ _pn 0 (02w _ 32w
Vx = P 3% 3%z Byz) d

d 02w 02w
O T T ST

<
It

sendo:
m, = momento fletor na diregdo x (em torno de vy),
my = momento fletor na direcao y (em torno de x),
mxy==momento torcor,
Ve = esfor¢o cortante na direcio x,
vy = esforco cortante na direcgdo y.

Impondo-se as condigbes de equilibrio em relacdo
aos eixos X, y e z e utilizando-se as relagoes (1.3.1) re-

sulta a conhecida equagdo das placas eldsticas ou de La-

grange:
d'w 3w 3w _ P
577 T 2 372 T + 5% = D (1.3.2)

Nas equa¢des anteriores se empregam, além das ja

definidas, as notacodes:

__E h3 e - -
D = T2 (1=vz) ~ rigidez a flexao da placa,

=
I

modulo de deformacgdo longitudinal,
h = espessura,

v = coeficiente de Poiscgon.
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As condicOes de contorno da equacdo diferencial
(1.3.2) dependem dos tipos de apoio. Assim, por exemplo,
se se trata de uma borda reta paralela ao eixo Yy, ter-se-3,

em funcdo das condigdes desta borda, as seguintes condi-

¢oes de contorno:

a) borda engastada - sdo nulos o deslocamento e a rota-

b} borda simplesmente apoiada - sdo nulos o desloca-
mento e o momento -

32w

52
w=20,m = ~D(§§¥ §§3) =0 ;

c) borda liivre

sdo nulos o momento m,oe a reacdo na
borda -

am
X

« 7 = 0.

Obtida a funcao w, os esforgos s3o calculados pe
las equacdes (1.3.1).

1.3.2 - Solugdes empregando fungdes aproximadas

Em geral nao & facil encontrar analiticamente
uma funcao wi{x,y) que satisfaca a equacao (1.3.2) e as con-
dicdes de contorno, para uma dada laje submetida a um certo
carregamento p({x,y). Por isso, recorre-se a solugdes aproxi
madas, obtendo-se w como uma soma de funcOes elementares que
satisfacam as condigoes de contorno. Assim, por exemplo, no
caso de uma placa retangular simplesmente apoiada nos gua-
tro lados e com carga uniforme p (figura 1.1), w pode ser

obtida mediante uma serie dupla de Fourier:
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FIG. 11 - LAJE RETANGULAﬁ SIMPLESMENTE APOIADA
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cuja convergéncia € rapida. Para o cidlculo das flechas, por
exemplo, basta tomar um termo; para os momentos, convém to

mar pelo menos seis, com o0 que se obtém erros da ordem de
3% (MONTOYA[23]).

Outros exemplos empregandoc funcgoes aproximadas
também podem ser encontrados em MONTANARI; MARTINELLI; SA-
vass1 331,

1.3.3 - calcule por diferencas finitas

O principal inconveniente do processo de inte-
gragao da equacao de Lagrange, mediante séries, é o de nao
ser aplicavel mais do gue a uns poucos casos de formas e
condicOes de apocio. Uma das alternativas, empregada gquando
surgiram os computadores eletrbnicos, foi a integracido nu-
mérica pelo processo das diferencgas finitas, de aplicacédo
mais geral e que conduz a resolugaoc de um sistema de equa-

¢oes lineares.

No cédlculo por diferengas finitas a placa & divi
dida por uma malha gque se adapte aoc seu contorno (figura
1.2). Adotam-se como incognitas os deslocamentos w nos vér
tices da malha. Em funcdo destes, podem ser expressas suas

derivadas e, consequentemente, os esforcos e a equacaoc de
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equilibrio da placa (fiqura 1.3). Para pontos proximos
das bordas, € necessirio usar os deslocamentos em pon-
tos ficticios, situados fora da placa, que se obtém em-

pregando as condic¢des de contorno, como se indica na fi-
gura 1.4.

Por exemplo, no caso de uma placa quadrada com
carga uniforme e engastada no contorno (figura 1.5}, se
s¢ utiliza uma malha com oito divisdes em cada direcao, re
sulta, aproveitando as simetrias, um sistema com dez

equacles e dez incdgnitas.

Maiores detalhes sobre o processo das diferencgas

finitas podem ser encontrados, por exemplo, em LAIER &

BARREIRO [36] .
3 )\ 1 A 1 }\ H )\1
T T 1 i 1
4 Wes NOTAGAD |
b W Wy | Wy d: direita
)\_4" €= ssquerds
4 Wee IWe |W, |[Wg |Wqq $ = asuperior
)\_“__ wei |w; wai i = infarior
N Wii

FIG. 1.2 - DIVISAO DA PLACA POR UMA MALHA
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Fig. 1.3 - Calculo por diferencas finitas
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1.3.4 - Processo dos elementos finitos e analogia degraiha-

O calculo por diferencas finitas, apresentado no
item anterior, aplica-se preferencialmente & elaboracio de
tabelas (ver, por exemplo, BARES[37]). Através dessas tabe
las obtém-se, facilmente, os esforcos em placas com formas

e carregamentos mais comuns, submetidas a carregamentos u-

niformes ou triangulares.

Nos casos de placas com forma mais complexa,
com aberturas, com regibes de diferentes espessﬁras, com
carregamentos de distribuicdo mais complexa ou com condi-
¢Oes de apoio variadas, os processos anteriores em geral
.nado sido de aplicacio pratica. Entre eles, o Gnico aplici-
vel & o das diferencas finitas. Ha, porém, outras alterna-

tivas, entre as quais o processo dos elementos finitos e a

analogia de grelha (ver figura 1.6).

Em ambos os processos a estrutura é tratada de
forma discretizada, substituindo-a por outra equivalente
formada por pedacos elementares. A principal diferenca com
relacdo ao processo das diferencas finitas, € que neste ul-
timo o que se discretiza € a fungdo w. Portanto, no calcu-
lo por diferencas finitas, o problema estrutural ‘& tratado
rigorosamente, dando lugar a um problema matemdtico comple
x0, gue €& resolvido de forma aproximada, engquanto que no
calculo por elementos finitos ou por analogia de grelha, o
problema estrutural & tratado de forma aproximada, para
que © problema matematico 'seja simples e possa ser resolvi
do exatamente (MONTOYA[ZB]).

a) Elementos finitos

No processo dos elementos finitos,a placa é mo-
delada por exemplo através de elementos de forma retangular
ou triangular (figura l1l.6.b)}, podendo variar as dimensdes
e as caracteristicas elasticas de um elemento para outro.

Sao consideradas incdgnitas os deslocamentos w dos vérti
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FIG. 16 - DISCRETIZACAO DE UMA ESTRUTURA
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ces, suas derivadas dw/9x e ow/dy e, em certos elementos,
também as curvaturas. No interior de cada elemento, supdem-
-se que os deslocamentos sejam definidos por uma fungdo
simples, como por exemplo um polindmio, cujos coeficientes

numéricos fiquem definidos uma vez conhecidos os valores
da fungao e de suas derivadas nos vértices do elemento.
Desta forma, mesmo sendo distintas as fung¢oes w e suas de-
rivadas de um elemento para outro, fica garantida a compa-

tibilidade de deslocamentos entre elementos contiguos, por
serem iguals seus valores nos vértices. A partir da minimi

zacao da energia potencial total, que & obtida a partir da
energia de cada elemento finito, obtém-se um sistema de e-

quagoes lineares, gque uma vez resolvido permite o calculo
imediato dos esforg¢os na placa.

Maiores detalhes sobre a aplicag¢ido do processo
dos elementos finitos no calculo de placas podem ser obti-
dos em ZIENKIEWICZ[38]por exemplo.

b) Analogia de grelha

Para analisar uma placa através da analogia de
grelha, a placa & substituida por um reticulado de vigas
em duas diregdoes (figura l.6.c). A cada viga, & atribuida
a rigidez a flexao da faixa de placa correspondente e uma
rigidez a torgac iqual aoc dobro de sua rigidez 23 flexao
{conforme MONTOYA[23] , Seguindo orientacio de ROWE[39]}.
As cargas repartem-se entre as vigas nas duas direcgoes; se
a malha é suficientemente fina, as cargas podem ser consi-

deradas atuando nos nos.

c) Cidlculo por computadores

Tanto o calculo por elementos finitos como por
analogia de grelha & feito por computadores. As firmas es-
pecializadas e os centros universitarios dispSem de progra

mas relativos a esses casos. Em geral, os referentes a ana
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logia de grelha saoc mais acessiveis e econdmicos gue os de

elementos finitos, ja que estes em geral necessitam de COm
putadores de maior capacidade.

Exemplos de aplicagdo da analogia de grelha s3o
dados por TAKEYA!*®) o anruNEg & magmr[4},

1.3.5 - Outros procedimentos

Mesmo nao querendo estender muito os aspectos pa
noramicos ora tratados, hi outros processos que precisam

ser citados.

Entre estes, encontra-se o processo aproximado

[42]

de MARCUS , aplicavel as lajes retangulares com carga

uniforme e bordas apoiadas ou engastadas, pela sua impor-
tancia histdérica, sendo o mais indicado da fase anterior
aos computadores eletronicos. As tabelas de Marcus (encon-
tradas em ROCHA[43], por exemplo), hoje sio substituidas
com vantagens por outras como as de BARES[37]cn1CZERNY[44L
As tabelas de Czerny sdo anteriores as de Bares, apesar de
aqui citadas em edigdo mais recente. Ambas apresentam re-

sultados muito bons (MANZOLI, PINHEIRO, PAIVA[45]).

Ha, também, o processo das faixas finitas, de a-
plicacdo ndo t3o geral quanto o dos elementos finitos, mas
que, no seu campo de aplicacao permite reducaoc do trabalho
computacional com manutencido de versatilidade e de preci-
sd3o dos resultados. Este processo se aplica principalmente
as estruturas com apoios simples nos extremos, com a pre-
senca ou nao de apoios elasticos intermediarios; a énfase
da aplicagdo sdo os tabuleiros de pontes. Sobre o processo

das faixas finitas, recomenda-se CORREA[46].

Finalizando, nao se poderia deixar de citar o
processo dos elementos de contorno, em fase de desenvolvi-
mento, que compete com o dos elementos finitos na resolu-

cao dos casos complexos. Os fundamentos deste processo po-
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[47]

dem ser encontrados em BREBBIA e, em BEZINE[48],

sua

aplicacao as placas delgadas.

1.3.6 - Reagbes de apoio

Nas estruturas de concreto, as lajes sdo quase
sempre ligadas monoliticamente as vigas gque a suportam
(figura 1.7.a). Entretanto, como se tratam de pecas estru-
turais de duas categorias distintas ~ placas e barras — com
métodos proprios de calculo, do ponto de vista pratico, em
geral ndo se leva em consideracdo esse monolitismo. Em lu-

gar disso, por meio de uma subdivisio virtual, separam-se
as lajes das vigas (figura 1.7.b). Essa separacio é valida
para a consideracdo exclusiva das lajes, podendo retomar-

-se a ligagdo existente na consideracao das vigas.

(a) (b}

FIG. L7 - LIGACAO ENTRE LAJES E VIGAS

Com essa separacao, as lajes podem ser assimila-
das a placas apoiadas sobre vigas. Na realidade, o apoio
dado pelas vigas e flexivel, porguanto sob a acdo das car-
gas, as vigas também se deformam. A consideracdo dessa fle
xibilidade de apoio nos processos analiticos levaria a uma
complexidade excessiva, nao justificada para os casos

de aplicacdo pratica corrente.
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Desse modo, ignorando a deformabilidade das vi-
gas de apoio, consideram-se as lajes como suportadas por
apoios indeslocaveis. Com isso, para as lajes, sfo admiti-
das as condi¢les de contorno usuais da teoria das placas

em regime elastico. As divergéncias deverdo ser levadas em

conta por meio de consideragfes de ordem prética(FUSC&4gh.

Considere~se agora uma placa retangular simples-
mente apoiada no contorno (figura 1.8.a). Admita-se que os
apoios fornecam vinculos unilaterais, isto &, que os apoios

somente mobilizem reagbes dirigidas de baixo para cima.

s C
7//
A
% L
(a) (b)

FI1G. 18 - LAJE RETANGULAR APO{ADA NO CONTORNO

Sob a agao de um carregamento qualgquer, dirigido
de cima para baixo, por exemplo uniformemente distribuido,
verifica-se que os cantos da placa se deslocam dos apoios
(figura 1.8.b). Isso indica que se o0s apoios fornecerem
vinculos bilaterais, capazes de garantir a forma retilinea
as bordas da placa, ao longo das mesmas havera reacdes di-

rigidas nos dois sentidos.

Convencionando-se como positivas as reagdes diri
gidas de baixo para cima, junto aos cantos da placa haverai
trechos de reacao negativa. Esse & o caso usual das lajes
de concreto, pois em virtude do monolitismo, as bordas da

placa permanecem retilineas. Desse modo, para as reacdes
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de apoio ao longo do lado AB da placa com carga uniforme

(figura 1.8), tem-se distribuigao conforme se ilustra na
figura 1.9.a.

P \p, ¥p,
la) {b)
R R
\
n\ i
P3 <P Lhcpz
{c) (d)

FIG. 19 - DISTRIBUICAO DAS REALOES DE APOIO

No entanto, aplicando-se a teoria das placas del
gadas com sua formulacac usual, em lugar de reacgoes negati
vas distribuidas junto aos cantos (figura 1.9.a), obtém-se
a distribuicao aproximada indicada na figura 1.9.b, onde R

representa a resultante das reagdes negativas junto aos
cantos.

A dificuldade de calculo das vigas de apoio, con
siderando distribuicdes como as das figuras 1.9.a e 1.9.b,
faz com que se adotem, em geral, distribuicoes uniformes
de mesma resultante, como a da figura 1.9.c, que & contra
a seguranca, pelo menos no caso de apoios indeslocaveis.
Na figura 1.9.d apresenta-se uma alternativa bem nelhor,
que se aproxima mais da distribuicdo correta e praticamen-
te nao aumenta o trabalho de calculo, seguindo o procedi-
mento usual.

Se houver necessidade do conhecimento rigoroso da
distribuicao das reacOes de apoio, torna-se indispensavel
a consideracao da flexibilidade do apoio dado pela viga de
borda, o gque pode ser feito com a aplicacao de um dos pro-

cessos numéricos ja citados.
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1.4 - OBUETIVOS DO TRABALHO

Tem-se como objetivo principal a sistematizacao

do calculo de lajes retangulares com carga uniforme e bor-
das apoiadas ou engastadas, pela teoria dascharneirasplég
ticas, desde os dados iniciais para o calculo plastico ate
o calculo dos momentos de plastificacdo nos vdos e nos a-
poios, da configuracdo de ruina, das reacdes de canto e ao

longo das bordas, das reacdes médias e, inclusive, a deter
minacac dos pontos de momento fletor nulo, visando o cdlcu

lo do comprimento das barras sobre os apoios. Isto tudo &

encontrado no capitulo 4, no qual se apresenta também um
critério econdmico para determinacio do indice de ortotro-
pia.

Apresenta-se no capitulo 2, como objetivo comple
mentar, a determinacao de fun¢des aproximadas para calculo
elastico de momentos fletores e flechas, necessarios para
pré-dimensionamento do calculo plastico e para verificacdo
das condicdoes de utilizacdo. Estas funcdes, além de consi-
derarem inclusive razdes dos vados superiores a dois, sim

plificam muito o calculo através de computador.

Também como objetivos complementares, apresentam-
-se no capitulo 3 os fundamentos da teoria das charneiras
plasticas e, no capitulo 5, uma comparacao entre os resul-
tados da teoria das charneiras plasticas com os obtidos a-
través do processo simplificado das faixas de Hillerborg,
que demonstra serem bons os resultados do calculo plastico

para as lajes retangulares em guestao.

No capltulo 6, comparam-se os resultados do cal-
culo elastico com os obtidos em regime plastico e sao ana-
lisados os resultados. Encontram-se, também, sugestdes so-

bre novas pesquisas.



2. CALCULO APROXIMADO DE LAJES RETANGULARES

2.1 - GENERALIDADES

Apresenta-se neste capitulo um calculo aproximado
de lajes retangulares uniformemente carregadas, com bordas

apoiadas ou engastadas, tendo por base o comportamento elas
tico.

Apesar de, para dimensionamento, o cdlculo plasti
co ser mais adequado, ja foi dito que para verificacdo das
condigoes de utiliza¢do o calculo elastico é imprescindivel.

Também & util para pré-dimensionamento no calculo plastico.

0 objetivo principal gue ora se persegue € melho -
rar o calculo de lajes usuais de concreto armado, tanto no
caso de calculo manual, para fins didaticos ou resolucdo de
pequenos problemas, como no calculo sistematizado usando com
putador, também para fins didaticos ou para uso profissio -
nal. Para que se atinja tal meta, a precisao dos resultados
nao pode ser diminuida e, além disso, naoc pode haver aumen-

to da carga de trabalho, em relacao aos procedimentos empre
gados até entdo.

No calculo rigoroso, por gualquer dos processos a
presentados no item 1.3, © equacionamento & complexo e leva

a um trabalho computacional excessivo se comparado como pro
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cedimento usual, em que em geral se empregam tabelas. 0 cal
culo computadorizado, associade ao manuseio de tabelas, ta

-

bém & inconveniente,

Tem-se, entdo, como alternativa mais adequada, o
calculo de momentos fletores e de flechas através de funcdes
aproximadas, determinadas a partir das tabelas usuais da 1i

teratura de placas, obtidas com hip6teses eladsticas.

Tais tabelas, porém, sao incompletas, pois em ge-
ral consideram a relacdo A= vao maior/vio menor nio supe-

rior a dois, o que é insuficiente, As tabelas que consideram
A > 2, nao apresentam todos os casos de vinculacao. Se para
A > 2 se considerar laje armada numa s& direcdo, como geral
mente & feito, comete-se erros de até 47% no valor do momen

to fletor positivo na direcio principal, como ocorre nas la
Jes com duas bordas menores engastadas.

A solugao aproximada aqui proposta, que oferece
boa precisdo para A entre 1 e 2, fornece resultados muito
melhores para X > 2, quando comparados com os valores rela
tivos a laje armada em uma s direcao.

Para as reagOes de apoio ji existe o processo das
areas,obtidas pela posicio aproximada das linhas de plasti-

ficagao - processo permitido pela norma brasileira

NBR 6118[50] ~+ que atende aos requisitos para a sistemati-

zacdo do calculo. A precisio dos resultados, porém, preci-
sa ser analisada. No capitulo 6 far-se-a uma comparacao des
te processo da NBR 6118 com o ci3lculo baseado na posicao cor
reta das linhas de plastificacaoc.

Por outro lado, o calculoc das reacgoes de apoio com
base no comportamento eldstico parece ser uma solugdo me-
lhor, por ser coerente com o comportamento das lajes duran-
te a utilizacao da estrutura. Portanto, a determinacio de
fun¢des simplificadas para reacdes de apoio em regime elas-
tico estd sendo cogitada para trabalhos futuros, juntamen

te com refinamento das fungdes relativas aos momentos e as
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flechas, que ja se encontra em elaboragao.

2.2 - TABELAS DE CZERNY
Entre as tabelas usuais gue consideram todos osca

sos de vinculacdo ora tratados, sdo atualmente mais emprega
das as de CZERNY[44] e as de BARES[37], cujos valores cor-

respondentes praticamente coincidem. Comparando-se estes va

lores com solucoes exatas dadas por TIMOSHENKo[Sl], notou-

se que os resultados sao muito bons.

Como as tabelas de Czerny sao mais tradicionais e
a notacao mais adequada, elas foram escolhidas para servi-

rem de base para a determinacao das fungoes aproximadoras
dos momentos fletores e das flechas; sofrerao, T, a-

daptagoes.

2.2.1 - Casos de vinculacgao

As tabelas originais de czERNY [44] representam as
bordas simplesmente apoiadas por linhas cheias, sendo, nas

bordas engastadas, acrescentadas hachuras.

Para ser coerente com a notacao empregada ao lon-
go deste trabalho, a notagao de Czerny precisa ser adaptada;
as bordas apoiadas serao, entao, indicadas por hachuras sim

ples e, as bordas engastadas, por hachuras em duas direcOes.

Existem seis casos possiveis de vinculacao, sendo
gue trés deles ainda precisam ser subdivididos, resultando

um total de nove casos, indicados na figura 2.1:

Caso 1 ~+ quatro bordas simplesmente apoiadas,
Caso 2A » uma borda menor engastada,

Caso 2B » uma borda maior engastada,

Caso 3 ~+ duas bordas adjacentes engastadas,
Caso 4A + duas bordas menores engastadas,

Caso 4B + duas bordas maiores engastadas,

Caso 5A » uma borda maior apoiada,

Caso 5B > uma borda menor apoiada,

Caso 6 -+ quatro bordas engastadas.
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2.2.2 - Adaptagao da notacéo

A notacao ora adotada, baseada na de PINHEIRO[SZL

permite gque os momentos fletores, as flechas e as reacoes de

apoio sej
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am colocados respectivamente nas formas:

22
p EEx
100

R‘k
o PEx
100 E h?3
pPiy
10

' (2.2.1)

(2.2.2)

p (2.2.3)

Nestas expressoes tem-se:

momento fletor por unidade de largura,

coeficiente adimensional para calculo do momento
fietor,

carga uniformemente distribuida,

menor vao,

fiecha,

coeficiente adimensional para calculo da flecha,
modulo de deformacao longitudinal,

espessura da laje,

reacao de apoio por unidade de comprimento,

coeficiente adimensional para calculo da reagdo de
apoio.
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Empregam-se ainda os indices X e y para indicar
as direcoes dos planos de flexdo e plica(') nos momentos

sobre os apoios, também denominados negativos, que serao

aqui considerados com seus valores absolutos; utiliza - se
plica também para indicar as reagdes de apoio nas bordas en
gastadas. Por exemplo, no caso de vinculagao 2A, na borda en
gastada, o momento fletor e a reagao de apoio serdo indica-
dos respectivamente por:

ml___ul E’Q’_)z( 1 —_—t
y Y 100 y Y 10

As tabelas de CZERNY[44] consideram o coeficiente

de Poisson igual a zero. Nessas tabelas, os coeficientes pa
ra calculo dos momentos referem-se a 100/u e os das flechas
valem «/100.

Os coeficientes de Czerny, adaptados para a nota-
¢ao aqgui adotada, encontram-se nas tabelas 2.1 e 2.5, para
os momentos e para as flechas respectivamente, sendo consi-

deradas as seguintes relag¢des entre os lados:

A= —L  =1; 1,25; 1,5; 1,75 e 2;

estes valores foram escolhidos pelo fato de representarem
cinco pontos distribuidos no intervalo no qual serao adota-
dos funcoes aproximadas. No caso geral em gque se adotaram
fungdes do segundo grau, elas passam pelos pontos correspon
dentes a A= 1, 1,5 e 2 e ainda sobram dois pontos para ve
rificar a precisao da fungao adotada. Mais detalhes sobre a
determinacaoc das func¢Oes aproximadas serdo vistos no item
2.3.

2.2.3 = Influéncia do coeficiente de Poisson

O coeficiente de Poisson v depende do material,
sendo igual a 0,20 para o concreto. Como os valores de

CZERNY[44] correspondem a V=0, eles precisam ser adapta -
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dos para v=0,20.

A flecha & inversamente proporcional & rigidez a
flexdo. Quando se adota v=0, obtém-se uma flecha 4% maior

do que a correspondente a v=0,20. Este erro & pequeno.

J& com relagdo aos momentos fletores, o erro &
bem maior e contra a sequranga, principalmente na diregao

menos solicitada, na qual os momentos podem ser até a meta
de dos correspondentes a.v=0,20 (caso 53, por exemplo).

A causa disto € gue o coeficiente de Poisson tem

influencia na distribuicio de tensdes no sistema hiperesta
tico. Ao aumentar o coeficiente de Poisson, a placa torna-

se mais rigida, diminuindo as deformacOes e aumentando oS
momentos. As forcas cortantes nao dependem de Vv e portan
to nao variam. O mesmo ndoc ocorre com as reacdes de apoio,
gue dependendo também do momento volvente, sofrem variacido

com a alteracao de v.

Com relacao aos momentos fletores e as flechas,co
nhecendo-se os valores correspondentes a v=0, 0s valores
correspondentes a um valor v; gqualquer podem ser obtidos

através das expressdes (BARES[371);

Myl = Mygo + Villyg :

Myl = Vilgo F Myg ’

ay (1- vi) a, .

Os momentos negativos nao se alteram. As tabelas
2.2 e 2.6 apresentam respectivamente os momentos e as fle-

chas de Czerny, adaptados para v;=0,20.

2.3 - FUNGOES APROXIMADAS PARA 0S MOMENTOS

Adotou-se, portanto, para a determinacgdao das fun-

¢Oes aproximadas para os momentos, os valores indicados na
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tabela 2.2, que correspondem a coeficiente de Poisson iqual
a 0,20.

2.3.1 - Determinagao das funcdes

Para a determinacdao das fungdes, os valores da ta

bela 2.2 foram colocados em graficos, tendo X =% /Rx em abs

y

cissas e Y em ordenadas (ver figuras 2.2a até 2,2e). Cada
momento foi analisado individualmente, adotando-se, em in-

tervalos adequados, fungbes lineares ou do sequndo grau,que
estimassem com razoavel precisdo os momentos originais,
levando-se em conta um erro maximo da ordem de 3%, As fun -
cOes adotadas encontram=se indicadas nas tabelag 2.3.

Para os momentos u,, ui e u&, em geral foram a-
dotadas pardbolas passando pelos pontos correspondentes a

A =1; 1,5 e 2. Para Uy, caso 4B, e u&, caso 6, as parabolas
passam por A=1l; 1,25 e 1,5. Para ui, caso 4B, e Uy r caso
5B, as parabdlas passam por A=1l; 1,25 e 1,75. Estes pontos
foram escolhidos pelo fato de as parabolas por eles defini-

das representarem com adequada precisao as curvas originais.

Tem-se, também, parabolas para Ky, nOs casos 2A,
4A e 5A, pelos pontos A=1l; 1,25 e 1,5 e para Uy, caso 4A,
passando por A= 2, 3 e 4.

Para valores de A maiores gue os dos intervalos ja
citados, hd casos em que as mesmas parabolas sdao prolonga -
das, como ocorre para H, nos casos 1 e 2A (até X =2,5)}, ou
sao adotados segmentos de reta. Esses segmentos de reta po-
dem ser tangentes a parabola pelo ponto A=2 {u, nos casos
3 e 5A, até A=2,5, e ué no caso 5B, até A=2,3) ou unem a
extremidade da parabola ou do segmento retilineo anterior ao
ponto a partir do gual o momento & suposto constante e
igual ao de uma laje com A== ; este ponto & adotado como
sendo correspondente a A=4, em grande parte dos casos ( ver
tabelas 2.3). Este valor A=4 foi adotado como valor a par-

tir do qual as lajes podem ser consideradas armadas em uma
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sO direcao, tendo em conta a solucdo exata dada por  TIMO-

SHENKO[51] para o caso 4A - o caso mais critico - cujo va-

lor de u, para \=4 difere menos de 3% do valor correspon

dente a laje com A= =, Qutros casos terao erros menores
ainda.

Nota-se, tambem nas tabelas 2.3, que hi casos em
que a laje & considerada armada numa sO direcgdo a partir de
valores menores de X. Observa-se, ainda, que para A > 2 e

mesmo & partir de valores menores de A, Hy é admitido cong
tante. Resultados disponivels mais precisos, como por exem-

plo os de Timoshenko ja citados, mostram que os valores de Hy
continuam decrescentes para valores bem maiores de A. Nes-
ses casos, 0s valores ora adotados, embora a favor da segu-
ranga, apresentam erros bem superiores a 3%. Ndao se deu,
no momento, maior importdncia a este fato, tendo em vista
que, na pratica, as armaduras minimas em geral adotadas nes
sa direcao correspondem a momentos maiores que os verifica-
dos teoricamente. Numa fase posterior, de refinamento das
funcdes ora adotadas, deverdo ser considerados os aspectos

aqui citados.

2.3.2 - Eficiéncia das fungdes adotadas

Como os pontos adotados para a definicao das fun-
¢oes aproximadas ndo s3o os mesmos em todos oS casos, as re
lacoes ua/uc serao determinadas para A =1; 1,25; 1,5; 1,75
e 2 (ver tabela 2.4), sendo:

Ha = valor de u correspondente a funcao aproxima-
da;
He = valor obtido por Czerny, dado na tabela 2.2.

Esses valores de X s3o suficientes para se ter uma
idéia da eficiéncia das funcdes aproximadas no intervalo de
A entre 1 e 2. Para X > 2, ndo se tem resultados para compa

racgao na maioria dos casos; este aspecto devera ser aborda-
do em trabalhos posteriores, refinando-se a solugido ora apre
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sentada, que sem divida j& € melhor que adotar laje .armada

em.uma sO diregao sempre que A superar dois.

Nota-se na tabela 2.4 que as funcOes aproximadas
dao resultados muito bons para X entre 1 e 2. O erro & su-
perior a 3% somente para By DO caso 4A e A=2, portan-
to um momento de importancia secundaria, e para ¥, no ca-
so 4B e A21,75. Neste ultimo caso, a imprecisdo ndo é oca
sional; pelo contrario, & deliberada. Acontece que 0s valo-
res de Czerny, para A21,75, levam a valores de ¥, maiores
que os correspondentes a lajes armadas em uma so diregao, ©

que em principio é imprevisivel. Adotou-se, entdo, para 1y,
no caso 4B e 121,75 valor correspondente ao de laje arma

da em uma sO direcdo, © que parece ser mais correto tendo
em conta a situacao ora apresentada. Em trabalhos posterio-

res, este problema devera ser analisado com mais atencao.

2.4 - FUNCOES APROXIMADAS PARA AS FLECHAS

Para as flechas, fol dado tratamento semelhante
aos relativos aos momentos, adotando-se parabolas passando
pelos pontos A= 1; 1,5 e 2 e segmentos de reta para A > 2

(ver figuras 2.3a ate 2.3e).

As funcoes adotadas encontram-se na tabela 2.7,
sendo os valores aproximados a_, comparados com os de Czerny

Q na tabela 2.8, paraAentre 1 e 2. Para A > 2, embora nao

c
haja valores tedricos para comparacac em grande parte dos ca

sos, a solucao adotada também & melhor do gue simplesmente
adotar valores correspondentes a lajes armadas numa sO di-
recao, que poderia levar a erros de ate 60%, como ocorre no

caso de vinculacgao 4A.

2.5 - REACOES DE APOIO

Para calculo das reac¢bes de apoio, & usual o em-
prego do processo das areas delimitadas pela posicao apro-
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ximada das linhas de plastificacdo, permitido pela Norma
Brasileira NBR 6118[50], cujo item 3.3.2.9 transcreve- se

em seguida.,

"Permite-se calcular as reacoes de apoio de lajes
retangulares com cargas uniformemente distribuidas conside
rando-se para cada apoio carga correspondente aos triangu-

los ou trapézios obtidos tragando-se, a partir dos vérti-

ces, na planta da laje, retas inclinadas de:

450 entre dois apoios do mesmo tipo:
600 a partir do apoio engastado guando o outro

for livremente apoiado;

900 a partir do apoio quando a borda vizinha for
livre."

Na tabela 2.9 apresentam-se funcdes calculadas com
estes critérios, para bordas apoiadas ou engastadas, que
foram extraidas de PINHEIRO!52],
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Tabela 2.1 - Momentos de CZERNY (1976): coeficiente de Poisson =

VALORES DE p ; COEFICIENTE DE POISSON = 0

A= L /2
CASO u y_Xx
1 1,25 1,50 1,75 2
Hy 3,677 5,618 7,299 8,696 | 9,615
! Hy (%) 3,677 3,345 2,882 2,639 | 2,481
Hy 2,427 4,274 6,024 7,576 | 8,772
24 Hy (%) 3,401 3,425 3,096 2,809 ] 2,577
My 8,403 | 10,204 | 11,236( 11,834 | 12,195
My 3,401 4,274 5,051 5,556 | 5,848
2B Uy 8,403 | 10,101 | 11,111} 11,765 | 12,048
Hy (%) 2,427 1,988 1,799 1,718 1,689
Ux 2,488 3,571 4,505| 5,128 5,587
) ur (%) 6,993 9,009 10,417) 11,364 | 11,905
My (%) 2,488 2,193 1,887 1,754 1,661
My (%) 6,993 7,752 8,065 8,197 8,197
Hy (%) 1,621 3,175 4,902 6,579 8,000
LA My 2,849 3,195 3,115 2,786 | 2,359
By 6,993 9,009 10,526 11,364 | 11,905
Uy 2,849 3,509 3,876 4,082 1 4,149
4B Uy 6,993 7,874 8,197 8,333 8,333
My (%) 1,621 1,374 1,319 1,299 1,299
Uy (%) 1,789 2,924 3,968} 4,739 { 5,348
My 5,465 7,874 9,434} 10,526 | 11,364
oA Hy 2,268 2,183 1,818 1,333 0,990
by (%) 6,173 7,407 7,874 8,065 8,130
My 2,268 3,096 3,623] 3,953 | 4,082
. Hy (%) 6,173 7,407 8,000! 8,265 8,333
Hy (%) 1,789 1,477 1,330 1,182 1,031
u; 5,465 5,714 5,714 5,714 5,714
Wy 1,761 2,703 3,378 3,788 4,000
6 W 5,155 6,711 7,576 8,065 8,333
Hy 1,761 1,441 1,070 0,977 | 0,952
u§ 5,155 5,650 5,714 5,714 5,714
(*) Valores maximos; nao se encontram necessariamente no centro
m = U zf;% p = carga uniforme .= menor. vao
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Tabela 2.2 - Momentos de CZERNY (1976): coeficiente de Poisson = 0,20

VALORES DE p ; COEFICIENTE DE POISSON = 0,20

A= R /8
Yy X
CASO "
1 1,25 1,50 1,75 2
! Hx 4,412 6,287 7,876 9,223 | 10,112
uy(*) 4,412 4,468 | 4,342 4,378 | 4,404
Uy 3,107 4,958 | 6,643 8,138 | 9,287
ZA Hy (%) 3,887 4,279 | 4,301 4,324 | 4,332
Uy 8,403 | 10,204 |11,236 | 11,834 | 12,195
Uy 3,887 4,671 | 5,410 5,899 | 6,186
2B M 8,403 10,101 {11,111 | 11,765 | 12,048
Hy (%) 3,107 2,843 | 2,809 2,829 | 2,859
My 2,985 4,010 | 4,882 5,479 | 5,919
3 M (%) 6,993 9,009 |10,417 | 11,364 | 11,905
Hy (%) 2,985 2,906 | 2,788 2,780 | 2,778
Hg(*) | 6,993 7,752 | 8,064 8,197 | 8,197
Py (%) 2,190 3,814 | 5,525 7,136 8,472
4A Hy 3,173 3,830 | 4,096 4,101 3,959
My 6,993 9,009 |[10,526 11,364 | 11,905
Ux 3,173 3,784 | 4,140 4,341 | 4,409
4B Mo 6,993 7,874 8,197 8,333 | 8,333
My (%) 2,190 2,075 | 2,094 2,115 | 2,129
U, (%) 2,242 3,361 | 4,332 5,006 | 5,546
5A Uy 5,464 7,874 | 9,434 | 10,526 | 11,364
Hy 2,625 2,768 | 2,612 2,281 | 2,060
u;(*) 6,173 7,407 7,874 8,064 8,130
Uy 2,625 3,391 | 3,889 4,189 | 4,288
s U (%) 6,173 7,407 8,000 8,264 8,333
Hy (%) 2,242 2,096 | 2,054 1,973 1,847
u; 5,464 5,714 5,714 5,714 5,714
Wx 2,113 2,991 | 3,592 3,983 | 4,190
Uy 5,154 6,711 | 7,576 8,064 8,333
6 By 2,113 1,981 1,745 1,734 | 1,752
My 5,154 5,650 | 5,714 5,714 | 5,714

(*) Valores maximos; nao se encontram necessariamente no centro
2
PLx ] -
m = U 755 p = carga uniforme SZ.X = menor vao
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Tabela 2.3a - Momentos de~CZERNY: funcoes aproximadas

MOMENTOS EM LAJES COM CARGA UNIFOQRME

)
CASO " A= El p o= £(})
X
1 <Xcsg 2,5 -2,4632 + 13,071 - 6,20
u
% 2,5 < X < 4 0,93x + 8,78
1
A >4 12,50
uy(*) Azl 4,40
1¢ag2,5] -1,7802 + 11,53% - 6,64
My 2,5 < X < & 0,961 + 8,66
x> 4 12,50
1 <A< 1,5 ~2,732% + 7,71x» ~ 1,09
2A Hy (%)
A > 1,5 4,33
I € )< 2 -3,7522 + 15,04Xx - 2,89
uy 2 < A 4 0,5 A + 11,90
A > 4 12,50
1€ A< 2 ~1,49Xx2 + 6,78x - 1,40
My 2 < A £ 4 0,42% + 5,35
A o> 4 7,03
1 s x < 2 -3,54x% + 14,27) - 2,33
2B pl 2 < A< 4 0,222 + 11,61
A >4 12,50
1< A< 1,25 -1,07x + 4,18
By (%)
A o> 1,25 2,84

Elaborada por L.M. PINHEIRO e R.C.S. NAKAO, com base em CZERNY(1976)

p22

X

™= ¥ 100

= carga uniforme £ = menor vao Coef.Poisson = 0,20
P g x s

(*) Valores maximos; nao se encontram necessariamente no centro
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Tabela 2,3b - Momentos de CZERNY: funcoes aproximadas

MOMENTOS EM LAJES COM CARGA UNIFORME

)
CASO I A= R—y b= f(A)
X
1 ¢ ¢2 -1,72)2 + g,00% - 3,38
2.< ) ¢ 2,5 1,212 + 3,50
u
X 2,5 < A g 4 0,34 + 5,67
A > 4 7,03
1 <A <2 -3,87x2 + 16,531 - 5,66
3 p;(*) 2 < Xg 2,5 1,194 + 9,53
A> 2,5 12,50
1 ¢ Xx ¢ 1,5 -0,42)% + 3,41
My (%) :
A > 1,5 2,78
1 €A g2 -1,88%2 + 6,83)% + 2,04
L .
p, (%)
y Ao> 2 8,20
1 € A< 2 -0,78%2 + 8,61 - 5,64
(W) |2 <A g4 -1,02)% + 8,02) - 3,51
A > 4 12,50
1<Ag<1,5 -3,130% + 9,671 - 3,36
4A 1
y A > 1,5 4,10
1€ Xg2 ~4,312% + 17,84% - 6,53
pt 2 < x g 3 0,59% + 10,73
y
A>3 12,50
1L € X< 1,5 -1,822%2 + 6,551 - 1,55
H
X x> 1,5 4,17
4B 1 € X2 < 1,750 -3,472% + 11,341 - 0,87
!
X A > 1,75 8,33
1 ¢ » ¢ 1,250 -0,36% + 2,55
Hy (%)
A > 1,25 2,10
Elaborada por L.M. PINHEIRO e R.C.S. NAKAO, com base em CZERNY (1976)
2
pL

m =} Tﬁ% p = carga uniforme Qx = menor vao Coef. Poisson = 0,20

(*) Valores maximos; nao se encontram necessariamente ng centro
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Tabela 2.3c - Momentos de CZERNY: fungoes aproximadas

MOMENTOS EM LAJES COM CARGA UNIFORME

Ly
CASO u A= x o= £{))
1 <A g2 -1,75A2 + 8,56) - 4,57
b (%) 2 < X g 2,5 1,551 + 2,45
2,5 < A £ 4 0,47% + 5,15
>4 7,03
1< <2 -4,08%2 + 18,141 - 8,60
A : 2 ¢ ¢ 2,3 1,82 + 7,72
UX
2,3 < ) & & 0,354 + 11,10
A > 4 12,50
L h<Ll,5| ~2,39%4% + 5,951 - 0,9
. 1,5 < A € 2| -1,100 + 4,26
A o> 2 2,06
' 1€ X2 g2 -2,89X3% + 10,63% - 1,56
(%)
y A o> 2 8,13
1€ X< 1,750 -2,02x2 + 7,60) - 2,96
Hx x> 1,75 4,17
1 <X g2 -2,9932 + 11,12 1,96
u!(x
x (%) A > 2 8,33
58
1 € X g 2 - A
) 0,407 + 2,64
Y Ao> 2 1,85
, 1 £ A g 1,25 A+ 4. 46
H »
¥ A > 1,25 5,71
1 <A< 2 -1,81x%2 + 7,48 - 3,56
Hx A > 2 4,17
» 1 € A g2 -3,33x2 + 13,17) - 4,69
. ® X > 2 8,33
1€ Xx<1,5| -0,73x + 2,84
Hy A > 1,5 1,75
' 1< Xxg1,5{ ~3,4602 + 9,76) - 1,15
Hy » > 1,5 5,71

Elaborada por L.M. PINHEIRO e R.C.S. NAKAO, com base em CZERNY(1976)

2
pix
m= U —=

100

p = carga uniforme

)
X

= menor vao

Coef. Poisson = 0,20

(%) Valores maximos; mnao se encontram necessariamente no centro
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das fungoes aproximadas dos momentos

Tabela 2.4 - Eficiencia

Ha
VALORES DE (uc -~ 1) (%)

— 31— — [} —~ o je— ™~ [N~ D ~T —i b} o | ~TF — |t
[ - " - - - L » L L - n LY -~ L] -~ L] "
o™~ foome g R eme o |9 | © oo O oo o | |o ™ O O O |0 |10 (O o |2 o (o (o
1 1 1 i 1 | 1 t 1 1
LMy
M~ h WY (X=] — (=Y o |~ T | |~ — [ M Oy [N |~ |[WD [ R o~ Oy |
£y L - (.Y - L.l [ - - - -~ = -~ " L) L *~ " [ "~ " - - L
— oo Lo I I ww- B N e ] o0 (o oo (o]l +H (o | A oo Q| =~ N — - - nUO_
| 1 I I |
P
= [
- [V — (M) —t M~ — e — | (o0 B o B I B T | L) ™~ D o e — [~ ™~
y " ~ - - - - " [y [y 'y - " - - - ) - ~ " L) n
o — Lo I e B (o R o 2 N} o lo | || oo |0 | |C o oo |O(C oo o Oﬂ.u
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[}
~
Ty
o~ — (D ~ | — iy O e (Ne R AN =R e e B - o B 4 ~ | O N | |t L I
- 'S - L - - n LS LS " - " - ~ " ~ ~ "~ - ~ LY - " " " L3
— < |~ (] o — O OO0 O N O O [an DR ] Al O N — [N [ IR I R e
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[an] — — i — ™~ |- o~ o~ — — N — e~ jr= i
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® ® b 3 * K | K * ® X *®
o S S St L L R | — R
o] b= " Pl oa| Mo K Py K] B B K| e - W | KWK P sl el el Balla
= |72 |3 = A |74 |/ /A |A2aA3 A2 |2 AR (A2 |72 1834 = S e 8 a4 |2 |4
o
4] <q /Q << /M < /M
X —t o~ o o ~F - s} Ta] o)
[

nao se encontram necessarlamente no centro

(*) Valores maximos;

menor wvao

X

L

2
PLg

carga uniforme

p:

- ¥ 700

m
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~Tabela 2.5 - Flechas de CZERNY (1976): coeficiente de Poisson = (

VALORES DE o ; COEFICIENTE DE POISSON = 0

Yy
A= T
X
CASO
1 1,25 1,5 1,75 2

1 4,87 7,28 6,27 10,93 12,15
2A 3,34 5,57 7,73 9,62 11,12
2B 3,34 4,38 5,10 5,56 5,85
3 2,52 3,69 4,59 5,19 5,62
44 2,30 4,25 6,39 8,40 10,13
4B 2,30 2,75 2,97 3,08 3,13
54 1,88 3,08 4,09 4,84 5,39
5B 1,88 2,45 2,80 3,01 3,09
6 1,52 2,19 2,64 2,91 3,04

p = carga uniforme
£_= menor vao
X
E = modulo de deformagao longitudinal

h = espessura
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Tabela 2.6 - Flechas de CZERNY (1976): coeficiente de Poisson = 0,20

VALORES DE o ; COEFICIENTE DE POISSON = 0,20
QY
Aoz L

%

X
CASO

1 1,25 1,5 1,75 2
1 4,68 6,99 8,90 10,49 11,66
2A 3,21 5,35 7,42 9,24 10,68
2B 3,21 4,21 4,90 5,34 5,62
3 2,42 3,54 4,41 4,98 5,40
A 2,21 4,08 6,13 8,06 9,72
4B 2,21 2,64 2,85 2,96 3,00
5A 1,80 2,96 3,93 4,65 5,17
5B 1,80 2,35 2,69 2,89 2,97
6 1,46 2,10 2,53 2,79 2,92
Flechas no centroda laje p = carga uniforme
4 £ = menor vao
Y X
a=a 2 E = modulo de deformacao longitudinal
3
100EL _
h = espessura




45

Tabela 2.7 - Flechas de CZERNY: func¢oes aproximadas

FLECHAS EM LAJES COM CARGA UNIFORME
CASO A= Ay /iy a = f(})
1 <\ g2 -2,94x2 + 15,80) - 8,18
! 2 <A g 2,5 4,04% + 3,58
2,5 < h < 4 1,301+ 10,43
A > 4 15,63
1 €Xxg2 -1,90%2 + 13,171 - 8,06
2a 2 < ) g 2,5 5,570 - 0,46
2,5 <X g4 1,44% + 0, 86
A> 4 15,63
1< A g2 -1,94x2 + 8,23} - 3,08
238 2 < X g4 0,44% + 4,74
A > 4 6,50
1 € X< -2,00432 + 8,98) - 4,56
3 2 < A g 0,55A + 4,30
A o> 4 6,50
£ X g2 ~0,66A2 + 9,49) - 6,62
LA < A< 4 -1,28x2 + 10,14 - 5,44
A > 4 15,63
1 € X g 2 -0,98x2 + 3,73x - 0,54
4B 2 < A< 4 0,06% + 2,88
X o> 4 3,13
£ A€ 2,5 -1,78%2 + 8,71x - 5,13
5A 2,5 < A < 0,65A + 3,89
A o> 4 6,50
< A g2 -1,22x2 + 4,83 - 1,81
58 2 < A< 0,08% + 2,81
A > 4 3,13
1 € A< -1,36A2 + 5,54x - 2,72
6 2 < A g & 0,108 + 2,72
o> 4 3,13
Elaborada por L.M. PINHEIRO e R.C.S. NAKAO, com base em CZERNY(1976)

Flechas no centro da laje

P
%
X
E
h

carga uniforme

menor vao

modulo de deformagao longitudinal

espessura
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Tabela 2.8 - Eficiencia das funcoes aproximadas das flechas

Qa
a
VALORES DE (a— - 1) (%)
c
QY
o= E_
X
CASO
1 1,25 1,5 1,75 2
1 0 -0,2 0,1 -0,2 0
2A 0 1,6 0 -0,8 0
2B 0 -0,8 0 0,8 0
3 0 0 0 1,0 0
4A 0 3,2 0 -1,2 0
4B 0 -1,8 0 0,9 0
5A 0 0,5 0 0,2 0
5B 0 -1,2 0 0,6 0
6 0 -1,0 0 0,7 0
Flechas no centro da laje p = carga uniforme
4 £ = menor vao
pl X B
a=a X E = modulo de deformacao longitudinal
lOOEh3
h = espessura
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Tabela 2.9 - Reagoes de apoio conforme a NBR 6118

REAGOES DE APOIO EM LAJES COM CARGA UNIFORME

(*) Expressoes inferiores:

consideram metade do alivio

1 L]
A Py oy oy 2
2,5
1| - - 22 - -
5 ) 2,5
2
5X(V3-1)-5)° (23)
37 2 3- -
<Ly 53 (V1) > SA(33) - SAA(2V3-3)
2,5 MBe125°(3-V3)
2A
(* 2,5
- lﬁ - 2,53
L7 5 V3+1) 0,625(3+V3) ’
- 5(V3-1)+ 5(\/"-2) ]
- 5(3V3) - 2(2V3-3) 2,5(3-1) -
(*) 2 5\/-‘_ v“) )\
'50f”55+gi§(1‘V§5 ) s 2,5(/3-1)
31 _ T P (3-V3)- 3) 2,5(3-V3)
(% 2,5V3- 222 1,25V3
<V3 % W3 - - 5a- 253
6
4A
sV3| s- 2;\5 V3 - - 2,53
5 5
48| - - 5~ EXA/? E.VE -
%-AV? _ 5
<127 2,51 - 5A- k (3+V3)
0,625A(V3+1)
54 =
(%) 5(¢/3-1)- $(2/3-3) 15
>127 5(3-V§>—-x-(2-VE3 - 2,5(3-V3)
2,5/3- 3i75 3-1)
23
58 5 6
- - —=2—(3+V/3) 2,5
(*) 122 1,25(V3+1)
6 - - 5 - 2)’\5 - 235
Elaborada por L.M. PINHEIRO e P.R. WOLFENSBERGER: item 3.3.2.9 da NBR 6118
pl g
r =9 Tﬁi p = carga uniforme Rx = menor vao A= EX
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3. A TEORIA DAS CHARNEIRAS PLASTICAS

3.1 - GENERALIDADES

A teoria das charneiras pléasticas, aqui tambéem re
ferida através das iniciais TCP, consiste de uma aplicacao
as placas do teorema do limite superior do calcule plasti-
co, conforme ja foi comentado no capitulo 1. Embora seja de

aplicacao mais geral, neste trabalho serao consideradas as
lajes de concreto.

As lajes, assim como outras pecas de concretoc ar
mado submetidas a flexdo, podem atingir a ruina por ruptura
do concreto a compressao, caso em que sao denominadas super
armadas, oupor alongamento plastico excessivo da armadura de

tracao, sendo entao conhecidas como subarmadas.

Nas pecas superarmadas, a ruina ocorre de maneira
sGbita, sem que a estrutura apresente sintomas visiveis de
sua iminéncia; elas sido, entio, perigosas. Em decorréncia do
mau aproveitamento do ac¢o, as pecgas superarmadas sao, tam-
bém, antieconomicas. Elas devem, portanto, ser evitadas.Con
sequentemente, as lajes usuais sdo subarmadas, as guais nao

apresentam os inconvenientes citados.
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3.1.1 - Fases de comportamento

Considere-se uma laje de concreto armado submeti-
da a um carregamento proporcional, ou seja, um sistema de
forcas que pode ser colocado em funcao de um Unico parame-
tro P. Com o0 crescimento deI% observam-se distintas fases de
comportamento, que se apresentéﬁ'ho diagrama esquematico da

figura 3.1

FASE DE FISSURAGAO (AC)

FASE ELASTICA (O&}

FLECHA

FI1G. 3.1 - FASES DE COMPORTAMENTO DAS LAJES SUBARMADAS

No inicio, para pequenas forgas, tem-se.a fase e-
lastica (0A na figura 3.1), onde o concreto resiste & tra-
¢ado e a laje comporta-se de acordo com a teoria das placas

em regime elastico.

Com o aumento de P, a resisténcia do concreto a
tracao € ultrapassada nas secOes de maiores momentos, inici

ando-se a fase de fissuracao (AC na figura 3.1). A formacgdo das

fissuras faz comque haja umcrescimento mais rapido dos momen-
tos fletores nas segoes nao fissuradas, provocando novas fissu-
ras. Enquanto as armaduras permanecem em regime elastico
linear (ABna figura 3.1), a laje ainda se comporta de acordo
com a teoria das placas em regime elastico, devendo consi-

derar~se a redug¢ac de rigidez nas secgdOes fissuradas; nes-
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ta fase, o crescimento dos deslocamentos emais acentuado que
na fase anterior. Quando as armaduras ultrapassam o regime

elastico linear (BC na figura 3.1), ¢ crescimentodos desloca

mentos & mais acentuado ainda.

Com o crescimento dos momentos fletores nas segoes
mais solicitadas, as armaduras entram em escoamento, dando

inicio & fase de plastificagao (CD na figura 3.1). Nesta fa

se, caracterizada por grandes deformacoes, ha redistribui
¢cao de esforcos bem mais pronunciada que na fase anterior.
As secoes plastificadas definem as linhas de plastificacao,
nas quais os momentos fletores permanecem praticamente cons
tantes, crescendo nas segoes vizinhas até que estas se plas

tifiquem e assim sucessivamente; apds o completo desenvolvi
mento das linhas de plastificagao, a laje transforma-se em

um mecanismo.

Obtido o mecanismo, torna-se impossivel qualguer
acréscimo de carga;os deslocamentos podem aumentar até mesmo
com a diminuicao da carga éblicada. Nas regides mais solici
tadas, o deslocamento da superficie neutra na direcao da fa
ce comprimida e a decorrente diminuicao das segdes resisten
tes & compressao fazem com que ocorra a ruptura do concreto,
acarretando o colapso da laje. Diz-se que a laje atingiu
a ruina, sendo a maxima carga atuante denominada carga limi

te, carga de ruina ou, incorretamente, carga de ruptura.

Pelo fato de as linhas de plastificagao funciona-
rem como eixos de rotacdo para as regiOes ndo plastificadas,

elas sado denominadas charneiras plasticas. A configuragao

com gque as charneiras se apresentam € chamada de configura-

cao de ruina.

3.1.2 = Reserva de resisténcia

Verifica~se qgue, em geral, a carga efetiva de rui
na €& superior a carga prevista pela teoria das charneiras

plasticas. Mesmo apds completamente desenvolvida a configu-
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ragao de ruina, com deformagOes plasticas ja excessivas, o
colapso pode ser alcangado somente apdOs ser esgotada uma

reserva de resisténcia da laje.

Uma das explicagbes para esta reserva de resis

tencia provém do fendmeno conhecido como endurecimento do

aco da armadura. No calculo, considera=-se que, apds o ini
cio de escoamento, a tensao na armadura permanece constan-
te. Na realidade, mesmo para 0s agos de dureza natural e
principalmente para os agos encruados, a tensao cresce com

o aumento das deformacoes, dando uma seguranc¢a suplementar.

Outra justificativa para a reserva de resisten-
cia refere-se a lajes com restricoes para os deslocamentos
horizontais, restricoes estas decorrentes da rigidez late-
ral das vigas de borda ou, principalmente, da continuidade
em relagao as lajes vizinhas. Com a mudanca de forma do
plano médio da laje e com o impedimento dos deslocamentos

horizontais ao longo do contorno, surgem os efeitos de mem

brana, que aumentam a resistencia da laje.

Por exemplo, seja uma laje continua submetida a
uma carga crescente. Durante a fase elastica, a superficie
neutra permanece proxima da superficie média da laje. Ini-
ciada a fase de fissuracao, a superficie neutra desloca-se
para as proximidades da face comprimida, caminhando para
baixo na regiaoc dos apoios e para cima na regiao central
da laje. Para pequenos deslocamentos transversalis, a super
ficie neutra, na regiao dos apoios, permanece abaixo da mes
ma superficie, na regiao central da laje, dando origem a
um comportamento de casca (ver figura 3.2). Este comporta-
mento & conhecido como efeito compressivo de membrana ou

argueamento, sendo este Ultimo nome decorrente de que, ao

longo de uma faixa de laje, o comportamento &€ de um arco.

Na fase de plastificacao,os grandes deslocamentos
transversais fazem com que o efeito de argueamento diminua,
até as forgas longitudinais mudarem de compressao para tra

¢do. Nesta situacao, a laje encontra-se bastante plastifi-
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cada e tem o comportamento de uma estrutura pensil, caracte

rizando o efeito de membrana tracionada (ver figura 3.3).Co
mo nesta situacao & somente a armadura que resiste, este e-
feito fica bem caracterizado nas lajes com elevadas taxas de

armadura.

i EF!!IIIIIIIIIIIIIIII!!IE E:Er

FiG. 3.2 - EFEITO DE ARQUEAMENTO

>p

FIG. 3.3 - EFEITO DE MEMBRANA TRACIONADA

Aspectos qualitativos dos efeitos de argqueamento
e de membrana tracionada também podem ser visualizados nos
diagramas da figura 3.4. Uma analise mais rigorosa desses
efeitos nao sera aqui apresentada. Para tal, podem ser con
sultados os trabalhos de OCKLESTON[331:[54]1  pagx[551.[56],
(571, 1581,159),160]  pagrosl6l]l e pap1rmal62], entre diver

sos outros.
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CARGA ¢ EFEITO DE ARQUEAMENTO CARGA

CURVA EXPERIMENTAL CURVA EXPERINENTAL

EFEITO D€
MEMORANA
TRACIONADA

‘ EFEITO DE .
CURVA TEGRICA MEMBRANA CURVA TEORICA
TRACIONADA
FLECHA FLECHA
0) LAJE ENGASTADA D) LAJE SIMPLESMENTE APOIADA

FIG. 3.4 - EFEITOS DE ARQUEAMENTO £ DE MEMBRANA TRACIONADA

3.1.3 - Materiais frageis e materiais dicteis

Denominam-se frageis os materiais que se rompem com
pequenas deformagdes, nao apresentando comportamento plasti
co e portanto nao se aplicando a eles os métodos da teoria
da plasticidade. Nesses casos encontram-se, por exemplo, o
concreto simples e as lajes de concreto superarmadas ( ver

figura 3.5a).

Entdo, para aplicacao da teoria da plasticidade, &
indispensavel gque o material seja dlctil, isto &, que a rup
tura ocorra apos grandes deformagoes. Enguadram-se neste ca
so, per exemplo, o ago e as lajes de concreto subarmadas

(ver figura 3.5Db)

Conclui-se, portanto, que para lajes de concreto
simples e para lajes superarmadas nao & valida a teoria das

charneiras plasticas.
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FIG. 3.5 - DIAGRAMAS TENSGES-DEFORMACGES DOS MATERIAIS
FRAGEIS E DUCTEIS.

3.1.4 - Materiais elastoplasticos e rigidoplasticos

As consideracOes de materiais elastoplasticos e ri

gidoplasticos s3ao simplificacOes tedricas.

Numa pecaconstituida de material elastoplastico,
submetida a cargas proporcionais, © deslocamento de um de
seus pontos &, a principio, proporcional a carga (fase elas
tica); depois, o acréscimo da deformacao & mais acentuado
gue o da carga (fase elastoplastica, AB na figura 3.6a); fi
nalmente, ap0s iniciada a plastificacdo, a deformagdo cres-

ce sob carga constante (fase plastica).

CARGA CARGA
B
A
FLECHI;_ FLECHA
a} MATERIAIS ELASTOPLASTICOS b) MATERIAIS RIG!IDOPLIZSTICOS

FI1G. 3.6 - COMPORTAMENTO DOS MATERIAIS ELASTOPLASTICOS E RIGIDOPLASTICOS
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Numa peca constituida de material rigidopléstico,
toda deformacdo & impedida até o inicio da plastificacdo,

que aparece, entao, bruscamente (figura 3.6b).

Entretanto, as cargas de ruina calculadas pelos
teoremas fundamentais da teoria da plasticidade, sao vali-

das tanto para pecas elastoplasticas como para pegas rigi-

doplasticas (ver, exemplo, MASSONET & SAVE[63]).

Sendo iguais os resultados das cargas de ruina pa
ra os dois materiais, outras razoes levam a concluir gue a

consideracao elastoplastica ndo é melhor que a rigidoplas-
tica. A primeira parte da hipotese de que as deformacgdes

até a fase elastoplastica pemanegam muito pequenas, a fim
de estudar a peca na sua forma inicial conhecida. Se isto
ocorre, no instante em gue se inicia a fase plastica,a for
ma da pega resulta muito proxima da inicial e, portanto,
comporta~se sensivelmente como se fosse rigida até este mo
mento. Por outro lado, se as deformacbGes reais antes da fa
se plastica nao sao despreziveis, as duas consideragdes sao
igualmente deficientes: a primeira porque a hipdtese refe-
rente as deformacoces ndo se verifica, e a segunda porgue
representa de maneira muito grosseira a pega real. Como o
objetivo € a determinacao da carga de ruina, a melhor al-
ternativa consiste em considerar o material como sendo ri

gidoplastico.

3,2 - FUNDAMENTOS DA TEORIA

Com base nos conceitos apresentados nos itens an-
teriores, foi formulada a teoria das charneiras plasticas.
As hipoteses de calculo, as regras para determinag¢do das con
figuragoes das charneiras e os processos de calculo s&o a-
presentados a seguir.
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3.2.1 - Hipoteses de calculo

As hipOteses gerais da teoria das charneiras plas-

ticas sdo as seguintes:

a) as lajes devem ser subarmadas, isto &, as taxas
de armadura devem ser pequenas o suficiente para que nao o-
corra ruptura do concreto comprimido antes do escoamento das

armaduras, permitindo o completo desenvolvimento das linhas
de plastificacdo e, consequentemente, do mecanismo de colap

50;

b) nao devera ocorrer ruina prematura por cisalha-
mento ou por pungaoc;

c) o material é considerado rigidoplastico, ou se-
ja, desprezam-se as deformacoes elasticas em face das defor
magoes plasticas; dal decorre que a superficie média da la-
je plastificada & poliédrica, sendo as charneiras considera
das retas delimitando regides planas; as charneiras curvas
sao constituidas de infinitos segmentos de reta; as Qnicas
deformacoes consideradas sao, portanto, rotacdes relativas

das regites adjacentes a uma charneira em torno dela;

d) ainda decorrente da consideracdo rigidoplastica,
os momentos fletores m nos vaos e m' nos apoios, corres
pondentes a plastificac@o das charneiras e denominados mo-
mentos de plastificacao, sac admitidos constantes ao longo

dessas charneiras;

e) desprezam-se as influéncias dos esforgos de mem
brana, provenientes do impedimento dos deslocamentos no pla
no da laje.

3.2.2 = Configuragdes das charneiras

As configuracoes das charneiras, que dependem da na
tureza e da distribuicao das cargas e, também, da disposi-

¢a3o das armaduras, devem satisfazer &s condigoes de apoioc da
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laje, de maneira a ser geometricamente possivel a formacdo

da superficie poliédrica da laje deformada.

Todas as configuracoes geometricamente possiveis
sao denominadas configuracdes possiveis. A cada posiciona-

mento das charneiras, e consequentemente a cada uma das di

versas configuracoes possiveis, corresponde uma determina-
da intensidade de carga que fornece a energia consumida na
formacao e no desenvolvimento das linhas de plastificacio.
Pelo teorema cinematico da teoria da plasticidade (ver, no
vamente, MASSONET & SAVE[63]), a carga efetiva de ruina &

a_menor entre todas aguelas correspondentes as configura -

¢oes possiveis. Esta carga € denominada carga de ruina e a

correspondente distribui¢do das charneiras & chamada de con

figuracao de ruina.

Nos problemas de dimensionamento, em que & a car-
ga que se conhece, a situagao & reciproca. Para cada confi
guracdo das charneiras encontra-se um determinado valor do
momento de plastificacdc. A configuracdo de ruina é aquela

associada ao maior valor do momentc de plastificagdo. Para

este valor & que deve ser dimensionada a laje.

Para se determinar, portanto, a configuraciao de
ruina de uma laje ha necessidade de se analisarem todas as

configuragGes possiveis.

Cada regiao da laje, delimitada pelas charneiras

plasticas, gira em torno de um eixo, denominado eixoc de ro
tacao.

Para determinar as diversas configuragOes possi-
veis das charneiras, existem as seguintes regras basicas:

a) cargas distribuidas geralmente ddo origem a
charneiras retilineas, embora nem sempre a configuracido de

finida por elas seja a mais desfavoravel;

b) ac longo dos contornos engastados, formam - se
charneiras superiores, também chamadas de charneiras nega-

tivas, pois sao correspondentes aos momentos corsiderados
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negativos (fiquras 3.7b e 3.7d);
c) cada charneira passa pelo ponto de intersecdo

dos eixos de rotacdo das regides delimitadas por essas char .

neiras negativas;

d} os eixos de rotacdo das diversas regides coinci
dem com lados simplesmente apoiados (figuras 3.7a e 3.7¢),
com lados engastados (figuras 3.7b e 3.7d) ou passam pelos

pontos de apoio isolados (figuras 3.7c e 3.7d).
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FIG. 3.7 — EXEMPLOS DE CONFIGURACOES POSSI{VE}S
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Pode-se notar que para cada caso da figura 3.7, e-
Xxiste um conjunto de configuragGes possiveis caracterizadas
por certas incognitas. No caso da figura 3.7a, por exemplo,
as configuracoes possiveis dependem do angulo o, que define
a diregdo da charneira AB, e também do ponto B, onde ocorre
a bifurcacao da mesma,

Quando houver contorno curvilineo, como na figura
J.8, 0 mesmo pode ser considerado como o limite para o qual
tende um contorno poligonal, com lados cujos  comprimentos
tendem para zero. As charneiras, que deveriam convergir pa-

- . . . -~ -
ra os vertices do poligono, ficarao encostadas umas as ou~
tras formando uma superficie regrada, mas n3o plana, gue se

admite ser possivel.

{a) Superficie poliedrico {b) Superficie regrada

F1G. 3.8 - CONFIGURACOES DE RUINA DE LAJES COM CONTORNO
POLIGONAL E CURVILINEO

3.2.3 - Processos de calculo

Existem dois processos de calculo. O primeiro vem
sendo empregado desde o trabalho coriginal de JOHANSEN [10},
denominado processo do equilibrio ou processo das forcas no
dais, e tem suas particularidades apresentadas no item 3.3.

Em alguns casos este processo € substituido c¢om vantagens
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por outro mais recente, denominado processo da energia, cu

jos fundamentos se encontram no item 3.4.

3.3 - PROCESSO DO EQUILIBRIO

Nas lajes isotropas, o momento de plastificacao,
além de ser constante ao longo de cada charneira ( item
3.2.1d), é também igual para qualquer diregdo, isto &,é cons

tante ao longo de todas as linhas de plastificacac da laje.

Ao longo de uma linha de plastificagao de uma la
je isOtropa atua um momento m por unidade de comprimento,
donde o momento total ao longo da linha de plastificacdo re

sulta igual ao produto de seu comprimento pelo valor de m.
3.3.1 - Definicdo das forcas nodais

Seja uma parte de laje, como por exemplo a parte
1 da figura 3.9a, destacada do conjunto no instante que
precede a ruina. Para gue o equilibrio em que se achava o
conjunto nao seja desrespeitado, deve-se aplicar, na parte
isolada, a reacadao de apoio na borda AD e, nas linhas de
plastificag¢do AE, EF e FD, os respectivos momentos de plag
tificacdo m.AE, m.EF e m.FD, as forcas cortantes e os mo-
mentos torgores.

Nao se conhecende a distribuig¢ao de forgas cor-
tantes ao longo das charneiras, admitem-se, nas extremida-
des dessas charneiras, pares estaticamente equivalentes.As
sim, na charneira EF da figura 3.9, substituem~se a forga
cortante total e o momento torgor pelos pares estaticamen-
te equivalentes Vgp € Vgg. Na figura 3.9%a, os pontos indi
cam forcgas para cima e o sinal x corresponde a forcgas pa-
ra baixo. Vgp € = Vpg constituem pares de forcas de trans
missao, formados por duas forgas iguais e de sentidos con-
tridrios, nas margens opostas da linha de plastificacgaol(ver

figura 3.9b).
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Na figura 3.9a, os sentidos das forcas de trans-
missido foram adotados com base no sentido da seta correspon
dente aoc vetor momento. Nos pontos de onde partem as setas,
as forcas de transmissio sdao supostas positivas e voltadas

para cima, sendo negativas e para baixo nos demais.

Para o no E da figura 3.9 pode-se escrever, res-

pectivamente para as partes 1, 2 e 3 da laje:

Kg1 = Vegr =~ VEa -
Kg3 = VEa ~ VB -

Para o no F, analogamente para as partes 1,2 e 4,

resulta:
Kp1 = Vpp ~ VFE -
Kpg = Vp¢ ~ Vpp -
As forcas Kgj, Kgys Kg3s Kpys Kpp @ Kpy sao deno-
minadas forgas nodais, indicando o primeiro indice o no a

gue pertencem e o segundo a correspondente parte da laje.
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3.3.2 = Resultante das forcas em um nd

Pode-se demonstrar facilmente que

A SOMA ALGEBRICA DAS FORCAS NODAIS, EM UM NO QUAL
QUER, E IGUAL A ZERO.

Para tal, basta calcular a somatdria das forgas no

dais nosnosEeF, dadas pelas expressdes (3.3.1) e (3.3.2).
Obtem-se, reépectivamente;

Kg1 *Kg2 t Kg3 = Vgp = Vga + Vg ~ VEp +Vga ~ Vg = O
(3-303}
Kp1 tRpp + Kp3 = Vpp = Vg + Vpg = Vpe + Vpe ~ Vpp= 0

Esta conclusd@oc independe da convencdo de sinais
ora adotada e também independe do sentido adotado para as

forcas de transmissao.

3.3.3 -~ Determinacgao das forcas nodais

As forgas nodais podem ser determinadas partindo-
se da hipotese de que nas proximidades das linhas de plasti
ficagao o momento fletor & o mesmo que existe ao longoc des-

sas linhas.

Seja um caso geral de laje isOtropa, com momento
de plastificacdo positivo m e negativo m', e um nd onde
concorrem duas charneiras positivas e uma negativa, como na
figura 3.10a.

Considere-se os tridngulos OAC' e 0CO', sendo
00'= dx um comprimento infinitesimal (figura 3.10b).No tri
angulo OAO' (figura 3.10c), sobre a charneira OA atua o mo
mento total m OA e o par estaticamente equivalente Vpa e
Vagi sobre Q0', atuam © momento fletor total m' dx, a for-
¢a cortante dv=7T dx e o momento torcor 4 My; sobre o trian-

gulo OAQ' age a carga 4P, que, considerada como uniforme -
mente distribuida com intensidade p, vale:
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dp =—-§—pb—§dxsena.

Com a hipotese de que na se¢do AO', vizinha de A0,
o momento m tem o mesmo valor maximo, resulta que na

cao A0' havera um momento total m A0'.

se-

Considerando-se cosdf =1 por ser d6 um angulo

muito pequeno, a equacao de equilibrio de momentos em tor-
no de AQ' fornece

~Vga dx sena - mOA -m'dxcosa - dM, sen a +

+7dx1n dx seno +-%—p'(')ﬁ dxsena £dx sen ¢ +

+ mAQ' =0. (3.3.4)
Sendo
OA = AO' + dx cos « {3.3.5)

e desprezando-se as contribuicdes dos momentos da forga cor-
tante e da carga externa, por serem infinitésimos de ordem
superior, a eguacao (3.3.4) fica

-Vop dx sen a - mAD' -mdxcosa-m' dxcos a +

- dM; sena+ mAQ' = Q. (3.3.6)

Dividindo-se todos os termos de (3.3.6) por
dx sen a , chega-se a:
th
dx

Voa = - (m+m') cotg «. (3.3.7)

Analogamente, para o tridngule OCO' (figura 3.10b),
a condigao de equilibrio de momentos em torno da segao vizi-
nha 0'C fornece, considerando-se, diretamente, o vetor re -

sultante mdx dos dois vetores m CO e m O0'C ,

VOC dxsenB- mdxcosB- m'dx cosp + th senf =0,

(3.3.8)
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FIG. 3.10 - NO COM DUAS CHARNEIRAS POSITIVAS E UMA NEGATIVA
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donde
dM
Voe = = —=— + (m+m') cotg B . (3.3.9)
dx
Na figura 3.10a, nota-se que a forga nodal Ky3 va-
le:
K03 = VOC - VOA. (3.3.10)
Substituindo-se (3.3.7) e (3.3.9) em (3.3.10}, re-
sulta
Kg3 = (m+m') (cotga + cotgB). (3.3.11)

Utilizando-se o mesmo artificio, isto €, escolhen-
do-se os triangulos de maneira que o momento torgor fique e-
liminado por soma algébrica, considerem—-se- oOs triangulos
COO" e BOO" (figura 3.104), onde 00" = dx; as secdes BO" e
CO", vizinhas das charneiras BO e CO, tém os mesmos momentos

m' e m respectivamente.

Para o triangulo BOO", estabelecendo-se a egquacgac
de momentos em torno de BO", tem-se

Vop dx sen o+ m' dx coso + mdx cosa + dMy sena =0, (3.3.12)
donde
dam
Vgp = - —= - (m+m') cotga . (3.3.13)
dx

Para o triangulo COO", a equacao de momentos em tor
no de CO" fornece (figura 3.10d4)

Vocdxsen(a+8)+mdxcos(a+8)-mdxcos({x+8) +

+ thsen {a+R) = 0, (3.3.14)
resultando

aMy
V = = . (3.3015)
0oC dx
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Da figura 3.10a tem-se que a forca nodal Kn, vale

Substituindo-se {3.3.13) e (3.3.15) em (3.3.16),re

Kgy = =(m+m'} cotg o . (3.3.17)

Finalmente, escolhendo-se os triingulos AOO™ e BOO™
(figura 3.10e), com 00™ =dx, e calculando-se os momentos em

torno de A0™ e BO™, tem-se, respectivamente

-VOAdx sen{oa+B) +mdxcos(a+ B} -mdxcos (a+8) -

- dM; sen (e +B) =0 , {(3.3.18)
donde:
Voa = - e, (3.3.19)
ax

- Vop dx sen B+m' dxcos B+mdx cos B -thsenB =0 (3.3.20)

donde:
dM
Vop = - —=— + (m+m') cotg & . (3.3.21)
dx
Da figura 3.10a, tem-se que a forcga nodal Kgp va-
le
donde
Ko = - (m+m') cotg £ . (3.3.23)

Na figura 3.10f encontram-se indicadas as forcg¢as
nodais Koir Kpz © Kpy para o caso geral proposto, isto &, pa

ra nd com duas charneiras positivas e uma negativa. De acor
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do com as equacgoes (3.3.23), (3.3.17) e (3.3.11), seus valo
res sao:

Kgp = - (m+n'} cotg a,
Kgp = - (m+m'} cotg B, (3.3.24)
Ko = (mtm')(cotga + cotgf).

Nota-se que neste caso, também, a soma algebrica

das forgas nodais & igual a zero.

3.3.4 - NO com charneiras do mesmo sinal

Pode-se demonstrar que

EM UM NO PARA O QUAL CONVERGEM SOMENTE CHARNEIRAS
DE MESMO SINAL, TODAS AS FORCAS NODAIS SAQ NULAS.

Para isto, basta supor que para o n6 0 da figu-
ra 3.10a concorram trés charneiras positivas, por exemplo .
Neste caso, as forgas nodais sao dadas pelas expressoes

(3.3.24) substituindo-se m' por -m, obtendo-se:

O mesmo resultado seria obtido se as trés charnei

ras fossem negativas, pois bastaria substituir m por -m'nas
{3.3.24).

3.3.5 - Charneira concorrente com borda nao engastada

No caso em que uma charneira negativa atinge uma
borda livre ou simplesmente apoiada, as for¢as nodais podem
ser obtidas com as expressoes (3.3.24) fazendo-se m=0 na
borda e o+ 8 = 1800, supondo-se a £ B ; obtém-se, entao
(ver figura 3.1la):
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Koy = -m' cotg B =m' cotga,
Kgp = -m' cotg ¢ , (3.3.26)
K03 = 0.

BORDA LIVRE OU SIMPLESMENTE BORDA LIVRE OU SIMPLESMENTE

APOIADA / APOIADA
/ 0 ®

ag P

CHARNMEIRA NEGATIVA

CHARNEIRA

[3 @ rosiTva

ta) {b)

F16. 3.11 - CHARNEIRA CONCORRENTE COM BORDA NAC ENGASTADA

Se a charneira for positiva (figura 3.11b), substi

tui-se, ainda, m' por -m nas egquacoes (3.3.26), obtendo-se:

KOl = -mcotg o,
Kgo = mcotg a, (3.3.27)
K03 = 0.

Pode-se, portanto, enunciar:

EM UM NO FORMADO POR UMA BORDA LIVRE OU SIMPLESMEN
TE APOIADA E UMA CHARNEIRA PLASTICA, TEM-SE  DUAS
FORCAS NODAIS IGUAIS E CONTRARIAS, COM VALOR IGUAL
AO PRODUTO DO MOMENTO DE PLASTIFICACAC PELA COTAN-
GENTE DO ANGULO AGUDO, SENDO A DESTE DIRIGIDA PARA
BAIXO NO CASO DA CHARNEIRA SER POSITIVA E PARA CI-
MA NO CASO CONTRARIO. -
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Na realidade as charneiras, ao se aproximarem de
uma borda livre ou simplesmente apoiada, encurvam-se para
atingi-la em angulo reto. A razdo é gue uma charneira € uma
linha de momentos principais e perpendicularmente a borda
os momentos de flexao e de torc¢do sdo nulos. As forgas da -
das por (3.3.26) e (3,3.27) representam, portanto, pareses
taticamente equivalentes corretivos da consideracao da 1i -

nha de plastificacao reta até a borda (CHAMECKI [64]).

Ainda conforme as equagdes (3.3.26) e (3.3.27),no
ta-se gue se a charneira e perpendicular 3 ‘borda 1livre, .

cotg o = 0 e, também neste caso, as forgas nodais se anulam.

3.3.6 ~ AplicacOes do processo do equilibrio

Cada regiao da laje, delimitada pelas charneiras,
encontra-se em equilibrio sob a agao das forgas nodais, dos

momentos de plastificacdo e das cargas externas.

Conhecida a configuracaoc das charneiras determi
nam-se as forcas nodais e, em seguida, a carga de rulna, se
o momento de plastificagao € conhecido, ou o momento de plas

tificagao, no caso mais geral em que se conhece a carga.

No caso em que a configuragaoc das charneiras e da-
da em funcdao de um ou mais parametros, a indeterminacgao &
levantada com a hipotese de gue o momento de plastificacgao
& o mesmo em todas as regides da laje. Apresentam-se, a se-
guir, algumas aplicag¢Oes do processo de equilibrio no calcu
lo de lajes usuais, lembrando que geralmente as forgas no-

dais sao nulas.

a) Laje guadrada isoOtropa simplesmente apoiada no
contorno com carga total p uniformemente dis-
tribuida
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F16.3.12 ~ LAJE QUADRADA COM CARGA UNIFORME

Na configuracao da figura 3.l12a obtém-se, por exem
plo, a regiao tipica AED (figura 3.12b). Os momentos resul -
tantes ao longo das charneiras AE e ED valem, cada umdeles:
mi /{2cos a). Calculando-se o equilibrio de momentos, por
exemplo em relacgdo ao eixo de rotagao que coincide com a bor
da AD, tem-se

2
mi cosa+ 0L .cosa P 2 (3.3.28)
2 cosa 2cosu 4 6
ou m = pa3/24 . (3.3.29)

Nota-se, nas equacoes (3.3.28) e (3.3.29), que nao
hi necessidade de calcular o momentc resultante da charnei-
ra e depois calcular sua projecao em relagao ao eixo de ro-
tacao; o resultado & o mesmo obtido multiplicando o momento
de plastificacdo pelo comprimento das projecOes das charnei

ras sobre o eixo de rotacao.

Se a laje fosse engastada no contorno, bastaria so

mar m'{ no primeiro membro da equagao (3.3.29), resultando

m+ m' = pr?/24, (3.3.30)

ou seja, bastava substituir, na (3.3.29), m por m+m'.
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b) Laje poligonal com n lados, isotropa, unifor

memente carregada com carga total p

FIG.3.13 - REGIAO TIPICA DE UMA LAJE POLIGONAL DE m. LADOS

Na laje indicada na figura 3.13, sendo r oraiodo

circulo inscrito, tem-se

q = 27 (3.3.31)
n
e
%
tg & = ' (3.3.32)
9 2 2r
donde
£
r = ————— . (3.3.33)
2tg w/n

Com a equacao de equilibrio de momentos em relagdo

a4 borda adjacente a um dos elementos triangulares da laje,
tem-se:

me =p. Lr

£, (3.3.34)

donde

2
m = J%E (3.3.35)

ou, considerando-se (3.3.33):

n=PE 1 ) (3.3.36)

24 tg? 7 /n
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Para n=4, ou seja, para laje quadrada, resulta

tg® 7 /4=1 e m= plz/24, valor que coincide, evidentemen
te, com o dado pela equacao (3.3.29).

Para n=3, ou seja, para laje triangular equilate
ra, resulta tg2n/3=3 e m=pt®/72.

Para laje circular, o circulo inscrito coincide
com a propria laje, sendo o momento de plastificacdo dado

pela equacao (3.3.35).

¢) Laje quadrada isOtropa com apoios puntuais nos

quatro cantos com carga total p uniformemente

distribuida

Da configuracao de ruina indicada na figura 3.1l4a,

extrai-se, por exemplo, a regido tipica indicada na figura
3.14b.

X
//‘// E \\:\\ W3 /2 V2 /4
DA N A
/ N )
/ \ x *m 2
VAR - u__>5(1 A
AN / "
\. 7 J_E___
AN \ 7 2
L . Zal t
N1 S
AN
-

{a) {b}

FIG. 314 - LAJE QUADRADA COM APDIOS PUNTUAIS
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Ainda neste caso as forgas nodais sdo nulas. A e
guacdo de equilibrio de momentos em relacdo aoc eixo de ro-

tacao resulta

nlgl[%: . B ﬁfgj (3.3.37)

da qual se obtém

m = pt?/8 . ' (3.3.38)

Comparando-se esta expressao com a (3.3.29), ob-
serva-se que o momento de plastificagdo em uma laje quadra-
da apoiada nos gquatro cantos & trés vezes maior que 0 da mes

‘'ma laje apoiada nas quatro bordas, sendo ambas uniformemen-
te carregadas.

d) Laje guadrada isbtropa simplesmente apoiada em
duas bordas opostas, sendo engastadas as outras

duas, com carga uniforme total p

Neste caso, as bordas engastadas dao origem a char
neiras negativas, fazendo com que as positivas delas se a-

fastem , ndo mais se encontrando no centro da laje. A confi

guracao de ruina fica, entao, funcdo de um parametroc x ou

~L L/2

o, como se indica na figura 3.15.

(c) (b)

FIG. 3.15 - LAJE QUADRADA COM DUAS BORDAS OPOSTAS - ENGASTADAS
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Supondo ¢ = m'/m conhecido, por exemplo ¢= 2c¢co
mo recomendam alguns autores, restam duas incoégnitas: xem.
As duas equacOes necessdrias sdo obtidas impondo-se o equi-
librio de cada uma das regidoes 1 e 3, Para a regidol ( fi-

gura 3.15b), tem-se:

ix L

m+m') =plE. L2 Lu- k], (3.3.39)

na qual, substituindo-se m'=2m e resolvendo, obtém-~se

92 X
m = _— - —} (3.3.40)
P 24 18

Para a regido 3(figura 3.15c), tem-se:

H'IR,= - — ’ (303.41)

da qual resulta

px?

m = ] (3.3.42)
6
Igualando-se (3.3.40) e (3.3.42), obtém-se x:
2
PXT o p( X2 &, (3.3.43)
6 24 18
x2 + 2 gx - 22 - ¢ | (3.3.44)
3 4
qa A g gl g =&V10 , (3.3.45)
N o 9 3
X = {%(\ﬁo - 1) = 0,360 % . (3.3.46)

O momento de plastificagao m & obtido na egqua -

cao (3.3.42) com o valor de x da (3.3.46), resultando

pg? - 2,165 Do, (3.3.47)
46,20 100

=
IR

lembrando gue m' = Z2m .
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0 angulo a resulta

a = arc tg —2;-‘- Z 35,80 . (3.3.48)

Esta laje, ora admitida isdtropa, pode ndo ter
com a isotropia sua melhor solucao, por seremdiferentes as
condi¢Oes de apoio nas duas direcdes. Este aspecto serda a-

nalisado, detalhadamente, no capitulo 4.

e) Laje retangular isotropa com uma borda maior
engastada e a outra livre, as duas menores a-

poiadas, ¢ = m'/m=2 ecarga uniforme total p.

As dimensoes em metros, sao dadas na figqura 3.163,
onde também é indicada a configuracdo de ruina com uma in-

determinacao x. Se resultar x>0,5 & as charneiras se

yl
interceptam num ponto interno, devendo os calculos ser re-

feitos para esta outra configuracao.

la) ! {b) {c)

FiG. 3.16 -~ LAJE RETANGULAR COM UMA BORDA LIVRE

Como o angulo entre as charneiras e a borda li-
vre & diferente de 900, as forgas nodais nao se anulam, de

vendo portanto ser calculadas com as expressoes {3.3.27):
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Kpy = Kg1 = mcotga= _1;1x_x’ (3.3.49)

Kap =-mcotg a =- -T—x— . {3.3.50)
X

Fazendo o equilibrio da regido 1(figura 3.16b), ob

tém-se
' bx Ax 2+
m.2x+m .Ey +(Kpy +Kppliy = p Xo 5= 3

}
+ (% -2x)2x.—2x] .

Y

Substituindo-se os valores de 1., ﬂy, Kpp e Kz e

resolvendo, resulta

m=p20.25-6x (3.3.51)

9 + 4x

Fazendo o equilibrio da regidoc 2 (figura 3.16c), ob

tém-se:

X X
m-EX+KA2.X=p£XO—2"-T -

Substituindo-se os valores de %, e Kp, e resolven
do, resulta

m=p—23%2 (3.3.52)

i8 - 2x?

Igualando-se (3.3.51) a (3.3.52) e resolvendo - se

a equacao do segundo grau dai decorrente, resulta

X = 1,6576 metros.

Substituindo-se este valor de x, na (3.3.51) ouna

(3.3.52), obtem-se, finalmente,

m = 0,659p,

onde p deve ser referente a unidade de area em metros gua-
drados.
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3,4 - PROCESSO DA ENERGIA

O processo da energia, ou processo do trabalho, e
mais uma das inGmeras aplicacdes do principio dos trabalhos
virtuais, o qual permite que as equagles de equilibrio se-
jam escritas de uma forma concisa, resultando num calculo
rapido e pratico.

Sendo conhecida a confiquragdo de ruina, pode - se
girar as partes da laje, em torno de seus eixos de rotacao,
de um certo valor virtual. A soma dos trabalhos virtuais,
produzidos pelos esforcos internos e externos, estendida a
toda a laje, deve ser nula, o que & equivalente a se igua-
lar o trabalho desenvolvido pela carga, durante a deforma-
¢ao virtual da laje, & energia consumida pelas charneiras,
nessa mesma deformacaoc. Portanto, basta igualar o trabalho
das forcgas internas (Ti) ao trabalho dasforcasexternas(Te).

Nessas condicoes, as forgas nodais naoc realizam trabalho,pa

ra a laje tomada como um todo.

Se a configuracao de ruina depender de alguns pa-
rametros x,y etc, a equacdo que fornece o momento se apre-

senta sob a forma

m=7F (X,¥,e-0 ). (3.4.1)

Como, pelo teorema cinematico da teoria da plasti
cidade, o momento de plastificacao € o maior entre aqueles
correspondentes as diversas configurag¢des possiveis, os va-
lores dos parametros x,y etc s3o determinados pelas condi-

¢oes de maximo:

=0, =0, ... (3.4.2)
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3.4.1 - Energia absorvida pelas charneiras

Supondo um determinado deslocamento de um ponto
da laje na diregao perpendicular ao seu plano médioc — como
esse deslocamento & arbitrario, é usual admiti-le unitd -
rio — determinam-se os angulos 6; e Gl de rotacao de to
das as charneiras positivas e negativas respectivamente .
Sendo m e m' os momentos de plastificacao por unidade de
comprimento e Le {' os comprimentos das charneiras positivas
e negativas respectivamente, a energia absorvida pelas char

neiras ao se deformarem sera

Ti = mi E’l 81 + mi El 81 . (3.4.3)

Sera visto no item 3.5.2 gue & possivel substi -
tuir a laje em estudo por outra de mesma resisténcia a fle-
Xao e que seja isdotropa, através da alteracac das dimensoes
ao longo de uma direcdo e da adeguada modificacaoc da carga
aplicada, -obtendo-se uma laje isOtropa afim a anterior. Po-
de-se, entdo, considerar m; constante e igual a m, o mesmo

1 . . —~
acontecendo com mj, que se considera igual a m'; a equagao

(3.4.3) fica

Ti = mJLl 91 + m' 'Q'l 61 (3.4.4)

3.4.2 ~ Trabalho desenvolvido pelas cargas

Denominando-se fj os deslocamentos das cargas con
centradas e f os das distribuidas, sendo estes Ultimos de -
pendentes da posicdo do elemento dA da area da laje, o tra

balho desenvolvido pelas cargas sera
Te=ijj+L?fdA (3.4.5)

No caso da carga p ser uniformemente distribuida,
o Ultimo termoc desta equacao pode ser substituido por pvV,

sendo V o volume desenvolvido pela superficie deformada.No
caso de cargas lineares Py » O deslocamento f; se-
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ra funcdo do elemento ds sob a carga linear. A equagio do

trabalho externo resulta, entio,

Te = By £y +pv+[pg £ ds. (3.4.6)

3.4,3 - Determinacdo dos momentos de plastificacdo

Na pratica os problemas mais comuns sdo os de di
mensionamento, nos quais sao conhecidas as .cargas P., p e
p; de calculo, portante ja multiplicadas pelos coeficientes
de ponderacdo, e se tem como incognitas os momentos de plas

tificacdo. Esses momentos s@o obtidos iqualando-se (3.4.4)a
{3.4.6), havendo possibilidade de se escolher um dos momen-
tos e calcular o outro ou, ainda, de se escolher a razao ¢

de m' e m, resultando respectivamente:

m' = (Tg - m &5 6;)/(%] 84), (3.4.7)

m = (Tg - m'2; 68;)/(%; 85), (3.4.8)

m =T/ (& 05 + ¢2] 8j), (3.4.9)
sendo ¢= m'/m.

Em geral a incognita procurada €& m. Nos casos

mais frequentes & adotada a razdo ¢, podendo, eventualmen-
te, ser adotado o valor de m'. Nestes casos, os momentos de
plastificacao m sao dados respectivamente por (3.4.9) e por
(3.4.8).

3.4.4 - Determinacac da carga

Sao menos comuns na pratica os problemas de veri-
ficacao, nos gquais si3o conhecidos os momentos de plastifica
cao m e m' e se tem as cargas como incdOgnitas. Nesses casos,
sdao adotados valores de Pj, P e py e se determina o fator K

pelo qual se deve multiplicar estas cargas para que se te-
nha o carregamento correspondente a configuracao das char
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neiras em questao. O fator K & determinado igualando - se
(3.4.4) a (3.4.6) e substituindo-se, nestas, Pj, P e py res
pectivamente por KPy, Kp e Kp; , resultando

K = Ti/(Pj fj + pv +J(p2 f, ds). (3.4.10)

3.4.5 - Aplicagdes do processo da energia

a) Laje quadrada apoiada no contorno, submetida a
carga p uniformemente distribuida (figura 3.17)

——
~¢

F )
IUJ
N
WA S R S i

L

v
X

; CORTE A

CORTE 8

Fi1G. 3.17T - LAJE QUADRADA COM CARGA UNIFORME

De acordo com a configuracdo de ruina da figura
(3.17) tem-se duas charneiras de comprimento 2V§1 sendo 2 81
o angulo de rotacac de cada uma delas, indicado no corte A.
Como m'=0, por ser a laje simplesmente apoiada, e aplicando

-se a equacao (3.4.4) resulta

T, =m(2y2 . 267 + 22 . 287)=m.4y2 %6, ,

(3.4.11)
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onde
e = l _ 2 -
L2y L\2
Substituindo-se este valor de 91 na (3.4.11) tem-
se
T; = 8m. (3.4.12)

0 angulo de rotacao total de cada charneira nem
sempre & de facil obtencao como ocorreu neste exemplo.Em ge

ral se obtém solugaoc mais simples considerando ¢ trabalho
das charneiras em relacdo a cada uma das partes gque lhe sao
adjacentes; para obter este trabalho, basta multiplicar m
pelo comprimento da projecao da charneira aoc longo do eixo
de rotacao e pelo angulo de rotacado 6 do elemento de laje em
relagac ao mesmo eixc de rotacdo (ver corte B da figura

3.17). Procedendo desta maneira, para as quatro partes da la

je em guestac resulta

—_ = ——l =
Ti = 4m26 =4 m L o = 8m, (3.4.13)

resultado que obviamente coincide com ¢ da igualdade(3.4.12).

O trabalho externc pode ser obtido aplicando-se a
equagao (3.4.5) para cada uma das guatro partes da laje;bas
ta multiplicar a resultante da carga de cada parte pela dis
tancia percorrida por esta resultante enquanto a laje se de

forma. Resulta, entao

£
Te=4p.9,.~7-

ro |-

1 22
Lo p A 3.4.14
3 P73 ( )

Igual resultado seria obtido multiplicando p pelo

volume desenvolvido pela laje durante sua deformacgao

2
T.=p.— %% . 1= pL

{3.4.15)
€ 3 3
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Igualando-se T; a T, resulta

e

m = pi® /24, (3.4.16)

resultado ja obtido no item (3.3.4a), pelo processo do equi

librio.

£y=450

b) Laje retangular isOtropa com uma borda maior

engastada e a outra livre, as duas menores a-

poiadas, carga uniforme p e ¢ = m'/m =2 (fiqu
ra 3.18)

MEDIDAS EM METROS

FI1G. 3.18 - LAJE RETANGULAR COM UMA BORDA LIVRE

Sendo esta laje idéntica a do item 3.3.4e adota -

se, evidentemente, a mesma configuracdo de ruina.

Para a regiao 1, tem-se:

— 1 _ 1 _ 2
Tl —m.2x.81+m .Ry.el = 2m (x+£y)£—x-—§-m(x+4,5),
{3.4.17)
To=plx.2 . L 24 (-2x) .0, L =p (6,75 -2x)
e 2 "3 y "tx ) ' :

(3.4.18)
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Para as regioces iquais 2 e 3 tem-se:

_3m

T; =m. 2y, 82 e , (2 vezes) (3.4.19)
T, =p.L, .2 L 2 PX (2 vezes) (3.4.20)
e X
2 3 2
Para a laje toda se obtém, respectivamente:
_ 2 6m _ 2 6
Ti——3—m(x+4,5)+—;—-m(—3-x+3+?)r (3-4'21)‘_
To =p( 6,75-2x+x) = p(6,75~-x), (3.4.22)
Igualando-se T; a T, resulta:
. 2

m=p 26,75 — X = 3p 6,758 = x| (3.4.23)
TX+3+? 2x2 + 9x + 18

O momento de plastificagdo m corresponde ao mai-
or valor dado pela (3.4.23)}. Derivando-a em relacido a X e

igualando a zero esta derivada, obtém-se x:

dm _ 3p (2%x2 +9x +18) (6,75 - 2x)~ (6,75% - x2)(4x+9) _

a,
dx {(2x2 + 9% + 18)2
(2x2 +9x +18) (6,75 -2x) ~ (6,75 x-x2) (4x+9)= 0,
x2+1,6x-5,4 =0,
x = 1,6576 . (3.4.24)

Substituindo-se este valor na (3.4.23), resulta
m= 0,659p , {(3.4.25)
onde p refere-se a unidade de area em m2,

Estes resultados coincidem, evidentemente, com os
do item 3.3.4e, obtidos pelo processo do eguilibrio. Nota-se
gue pelo processc da energia nao se fez necessario o cilculo

das forgas nodais.
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Outra maneira de se resolver este problema consis

‘te em calcular, em fungao de x, o momento de plastificagao
m] e mp, correspondentes a cada uma das regioes da laje(No
tar que m3=mjy). Iqualando-se T; com T,, para cada parte da
laje, obtém-se as expressdes de m) e m; em funcao de x. Co-
mo o momento de plastificaga@o m deve ser unico, igualando -
se mj a my obtém-se x e, em seguida, m. E importante salien

tar, porém, que neste caso as forgas nodais precisam ser con

sideradas.

3,5 - LAJES ORTOTROPAS

Até aqui so foram consideradas lajes isdtropas,ou
seja, que apresentam a mesma resisténcia a flexdo em duas
direcOes perpendiculares. Entretanto, o conceito de isotro-
pia € mais amplo e sera aqui apresentado, bem como os de ani
sotropia e de ortotropia. Para estes dois ultimos casos, pro
cedimentos alternativos devem ser utilizados na determina -

¢do dos momentos de plastificacao.

3.5.1 - Isotropia, anisotropia e ortotropia

Com maior rigor, denominam-se isOtropas as lajes
que apresentam a mesma resisténcia a flexdao, qualquer que

seja a direcao da segao transversal considerada.

As barras da armadura gque, efetivamente, sdo res-
ponsaveis pela absorgao do momento fletor, geralmente sao0
colocadas perpendicularmente entre si. Quando isto ocorre,
como se indica na figura 3.19, sendo m; € my oS momentos de
plastificacdo nas direcoes 1l e 2 respectivamente,
admite-se que em uma secdc inclinada de o em relagdo a di -

recdo 1, o momento de plastificacido seja

m, = My sen? o + mzcosza . {3.5.1)

o
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DIRECAD 2 ..
C_ ] BC: AC . senol
AB=AC. cosel

DIRECAC 1 m-AC* ml.BC.senfi-l-
™, itga +m, .AB.cos ol

X 2 2
m, mi-ml.-'-enn{+mz.cosu‘.

A
| ]
T

FIG. 3.19 - CHARNEIRA INCLINADA EM RELAGAO AS ARMADURAS

Esta conclusio & vidlida se forem desprezados os e-
feitos dos momentos volventes e dos momentos fletores atuan
tes na seg¢do normal & secgao considerada, o que pode ser fei
to, segundo LANGENDONCK[le, conforme ensaios de diversos
pesquisadores que mostram gue guando o resultado dela se a-
fasta, o faz no sentido de maior seguranca, ou seja, o mo-
mento de plastificacao observado na charneira inclinada nun

ca & menor do gue aquele dado pela férmula (3.5.1).

Se a laje for isdétropa, m; & igual a m,, verifi-
cando-se, portanto, que o momento na secdao inclinada de «
tera identico valor, pois

m = ml(senza + cos?qg ) = m; . (3.5.2)

Entdo, para que uma laje com armaduras dispostas
ortogonalmente seja isotropa, basta que sejam iguais os mo-
mentos de plastificag3o nestas duas diregdes, conclusio es-
ta que & valida tanto para os momentos positivos quanto pa-

ra os negativos.

Como as armaduras comumente ndo se encontram no
mesmo nivel, elas ndo poderdo ser iguais, devendo ser, pra-
ticamente, inversamente proporcionais as alturas uUteis em

que estdo localizadas.

Caso as lajes nao apresentem a mesma -resisténcia
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a flexdo em gualquer direcdo que seja considerada, elas sio

denominadas anisdtropas. Neste caso, geralmente se admite

que, mesmo sendo variaveis os momentos de plastificacido con
forme a direcao considerada, numa mesma dire¢do eles sejam

sempre OS MEesSmos.

Se uma laje anisotropa possuir armaduras dispos-
tas em direcoes ortogonais que oferecam momentos de plasti-
ficacao positivos e negativos, e se os momentos positivos
guardarem entre si uma relacao idéntica a relacdo entre os
momentos de plastificagao negativos correspondentes, a laje
sera considerada ortétropa. Em outras palavras, uma laje com
armaduras ortogonais, que oferegam momentos de plastifica-
¢cdo positivos m; e myr e negativos mi e mé, sera considera-
da ortotropa se:

My = KMy e mé = Kmi . {3.5.3)

Uma laje anisotropa com armaduras ortogonais, que
oferegam somente momentos de plastificagdo positivos, sem-
pre podera ser considerada ortotropa. A relacido k & denomi-
nada indice de ortotropia.

As lajes ortOtropas podem ser calculadas como se
fossem isotropas, bastando para isso fazer uma modificacio

de suas dimensdes, como sera apresentado no item 3.5.2.

3.5.2 - Transformagao de lajes ortdtropas em isdtropas

Considere-se na figura 3.20 um elemento  arbitra
L] : - houg » . J :
rio de laje ortotropa, com sec¢Oes resistindoa m e m na di-

- L . -
recaoc X € a Km e K na direcgao y.

A resultante dos momentos positivos & indicada pe
lo vetor a, cujas componentes segundo os eixos coordenados
sao

Mx=maX e %,=Kma (3.5.4)

Y'
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sendo ay e ay as projegoes de a sequndo esses eixos.

Y |
ET;mnmmh
Xm, s
K m '
K m(Km')
mim')
m,m
X

FIG. 3.20 - ELEMENTO DE LAJE ORTOTROPA

Analogamente, tem-se para a resultante b dos momen

tos negativos as componentes:

My = m'b, e My =km' by . (3.5.5)

Seja 6 = §/h o giro em torno do eixo de rotacio,
sendo 6 o abaixamento de um ponto arbitrario. As componentes
de 6 sao:

Bx =B cosv = G/hy e By = fOsen v = Glhx. {3.5.6)

A contribuicdo do elemento de placa a equacdo dos

trabalhos virtuais & dada por

6 ' 8 =
(ma, + m'bx) Ty + (Kmay + Km by) h,, +fjpz dx dy =0.
(3.5.7.)

Considere-se, em sequida, uma placa isotropa com
P - 1 .
momentos de plastificacao m e m e de forma tal gque suas di-

mensoes na direcdo x sejam obtidas multiplicando-se as dimen
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soes da placa ortotropa, na mesma direcdo, por A. As dimen
sOes na direcao y permanecem as mesmas. Assim, a confiqura
cao de ruina, a forma dos elementos e a deformada serao
afins as primitivas grandezas e os pontos correspondentes
das duas placas sofrerao iguais abaixamentos. Admitindo-se
que a carga p por unidade de superficie seja a mesma nos
dois casos, a equagao analoga a (3.5.7) para aplaca isotro

pa sera

( mAa, + m')\bx) S + (may+m'by) 0 +jfpz)\dxdy= 0.
hy th

(3.5.8)

Dividindo-se por A, tem-se uma expressao analoga
a (3.5.7) se '

1 . - 1
, isto &, A=
f VK

Conclui-se portanto que uma placa ortotropa com

. (3.5.9)

momentos de plastificag¢ao m, m e K m, an, pode ser calcu-
lada como uma placa isotropa, afim & ortdtropa, multiplican
do-se as dimensoes nas direcoes de m e m' por 1/V§ﬂ, per-
manecendo inalterada a carga p uniformemente distribuida. E
quivale a dizer que as dimensoes sejam divididas porVE1. Es
te procedimento foi proposto por JOHANSEN [10) e & ilustra-
do pela figura 3.21.

R X 27:’// T 7 “”f

m (0} m (p)

'T\me ] KT“mW 14" l/
e/

b P i = b PAR

9&%) g ;3(m:\\‘\\\\\

o l_ o' l /v AL
1 -

FIG. 3.21- OBTENCAO DE LAJE ISOTROPA AFIM
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Uma forca concentrada P pode ser encarada como uma
carga distribuida sobre uma area muito pequena A. Ao pas -

sarmos 3 laje isdtropa, a area correspondente serd AN e a

p/\k .

Uma carga linear py pode ser encarada como uma car
ga distribuida p, segundo uma dimensao t na direcao Y (figqu

ra 3.20), de modo que

p; = ptcos u . (3.5.10}

Na placa isOtropa tem-se o mesmo p e 0 mesmo t ,

porém um outro dngulo u' tal que

[ sen u

tgu = . . {3.5.11)
1l cosu
Vi
Introduzindo-se este valor em pi = ptcosu' ob
tém-se
p
py = . . , (3.5.12)

2 2
VK sen“ u +cos“u

onde u € o dngulo entre a carga linear e a secao gue resis

te a0 momento m.

Nota-se, ainda, que se a laje real tiver um carre

gamento total P, a laje afim terd o carregamento P/Nk .

NO caso de lajes com armaduras nao ortogonais ,
JOHANSEN[IO] demonstra que elas podem ser transformadas em
lajes ortotropas afins e, consequentemente em lajes isotro-

pas equivalentes (ver, tambem, LANGENDONCK[Zl]).

3.6 - CARGAS CONCENTRADAS

A rigor, cargas concentradas ou cargas puntuais
ndo existem na pratica; na realidade, elas distribuem-se

em peguenas areas. A medida que essas areas diminuem, oOs re
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sultados aproximam-se dos valores tedricos que serdo aqui

apresentados, que podem ser considerados como valores limi
tes.,

As cargas concentradas nao atuam isoladamente;um
carregamento uniformemente distribuido apresenta-se, pelo
menos, na forma de peso proprio. Ha casos,embora rarosem
que a carga concentrada € tao intensa que o efeito da car

ga distribuida pode ser desprezado.

Os problemas com cargas concentradas e distribui
das podem ser tratados globalmente. Como as configuragdes
de ruina sdo em geral diferentes, para estes dois tipos de

carregamento e a acao simultanea destas cargas pode acar -
retar uma configuracac de ruina diferente das anteriores, o
calculo exato torna-se trabalhoso. Solucao mais usual e mais
simples é obtida tratando em separado cada tipo de carga e,
em seguida, considerando a superposicao dos efeitos ( ver
item 3.7), obtendo-se resultados proximos do correto e a

favor da segurancga.

Nos itens que se seguem, as cargas serao consi -
deradas puntuails.

3.6.1 -~ Efeitos das cargas puntuais

Uma carga puntual pode fazer com que todas as char
neiras positivas concorram para ela. Neste caso, forma-se
quer um namero limitado de elementos triangulares, como na
figura 3.22a, quer um numero infinito de elementos triangu
lares, gue constituem leques de charneiras, limitados por
charneiras circulares, no caso de lajes isGtropas, como na
figura 3.22b. No caso de lajes ortotropas, formam-se le-

gues elipticos.
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FiG. 3.22 - CONTORNO ENGASTADO OU APOIADO SEM
' ARMADURA SUPERIOR

0 momento de plastificacao, para o caso da figura
3.22a, pode ser obtido igualando-se o trabalho interno ao
trabalho externo,

Ti=m51(l+¢)—§— .4 =8m (1 +¢), (3.6.1)
T, =P . 1=Fp, (3.6.2)
resultando
Lo P , (3.6.3)
8 (1 +¢)

No caso da figura 3.22b, a expressdaoc de Tg € i-
déntica a (3.6.2). Obtém-se, entdo:

1

T, =m27mr (L+¢) = =2mm(l+0), (3.6.4)
Ir
m= —2 . (3.6.5)
27(1l + ¢)

Nota-se gue o momento de plastificacdo dado pela
(3.6.5) & maior que o da (3.6.3), indicando que a configura

cao em leque € a gue pode ocorrer.

Verifica-se, também, que os resultados independem
de L e r. Isto decorre do fato de se considerar a carga P
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como atuante em um ponto. Se, para a configuragao em leque,
se considerar P distribuida num pequeno circulo de raio rg,,

a equacdo do trabalho interno (3.6.4) nao se altera e a do
trabalho externo e a de m resultam:

2
To=P (1--29y, (3.6.6)
3ir
P 21‘0
m= — (1 - ). (3.6.7)
2m(l+¢) 3r

Neste caso, o valor de m sera tanto maior quanto
maior for o valor de r. Assim sendo, o circulo tendera a ser
o maior possivel e tangenciar o contorno, caso ele seja en-

gastado. Se ré for pequeno, pode-se usar a formula (3.6.5)
que se encontra a favor da seguranca.

As consideracOes anteriores valem também no c¢aso
particular em que ¢ =0, no casc de apoio simples, quando
ndo ha armadura superior. Se h&d armadura superior, o leque

pode ser interrompido como o da figura 3.23.

F16.3.23 — LAJE APOIADA COM ARMADURA SUPERIOR

Neste caso, sendo o trabalho externo dado pela
(3.6.2), tem—se:

'I‘i——-m(Z‘ﬂr-20t}r(l-t—¢))i +m2atg€>t—L =
r a
=m[(2ﬂ-2M(l+m +ZWG], {(3.6.8)

P
(2m - 2a) (1 +¢) +2tg ©

. (3.6.9)
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Pode-se verificar que o maximo valor de m ocorre
para tga= \fd:—' ,» resultando entio

m = P . | (3.6.10)

(2 - 2arctg \W) (1+¢) + ZW

Param = m , tem-se ¢=m'/m=l, tga=l,a=1/4 e
m=P/11,42. Neste caso, para o circulo completo ter-se-ia
m=P/12,57.

No caso de a carga se encontrar proxima de uma bor
da livre, o leque também pode ser interrompido como o da fi~-
gura 3.23, valendo, portanto, as mesmas consideracoes relati

vas as bordas apoiadas.

3.6.2 - Carga atuando em um vértice

O caso de carga concentrada em um vértice, corres-
pondente a duas bordas livres, encontra-se indicado na fi-

gura 3.24.

FIG. 3.24 - CARGA ATUANDO EM UM VERTICE

Para m=0 tem-se na fiqura 3.24a somente um arco de

circulo, sem charneiras radiais. Neste caso, resulta:

T{y=muwur — =mu , 7 (3.6.11)



103

H
]
v}

.
’—I
I
Hd
3

(3.6.12)

=]
i

Plw . (3.6.13)

Se m# 0, surgem os triangulos de transicao deli-
mitados pelas charneiras radiais , pois o momento nao mais po

de ser nulo ao longo dos raios.

Para o tridngulo PAB (figura 3.24b), o equilibrio
em relacido ao eixo que passa por P, perpendicularmente &
charneira PB, implica em

m's sen Y= m'coth s seny cotga ,
isto e,
™

tg o = cotg B ou 'Y=—7;- . (3.6.14)

Para o triangulo PCD (figura 3.24a), o equilibrio

em relacdaoc a PC fornece
mr =m'tga r tgo ,

ou seja,

tg o = Ym/m' = \1/¢. (3.6.15)

Equacionando-se o momento resultante ao longo de
AD resulta

(m+m ) (w- 20)+2m tga = P (3.6.16)

ou, levando-se em conta (3.6.15),

m(l+¢)(w=-2 arctg V1/¢ ) + Zn&;Z=P

ou
P
( w- 2arctg V1/4 ) {1+ ¢) + ﬂﬁ;

(3.6.17)
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Como asw/2, tgzazétg2 w/2 e, da (3.6.15), resul-
ta

mim tg> w/2. (3.6.18)

Para w=7m, tem-se o caso de uma carga aplicada

em uma borda livre.

Quando o = w/2, tem-se somente uma charneira reti
linea. Considerando-se, respectivamente a (3.6.16) e a

(3.6.15), obtém-se, neste caso:

m'= % cotg w/2, (3.6.19)
m=m'tg® w2 = -%tg w/2. (3.6.20)
A um vértice com charneira retilinea Gnica (a=

= w/2) e angulo reto (w= 7/2) corresponde

m=m= P/2, (3.6.21)

3.6,3 - Cargas puntuais em lajes ortdtropas

Torna-se dificil tratar com precisd@o o caso de le
ques em lajes ortdtropas. Quando a formacdo de leques é pos

sivel, como nos casos anteriores, recomenda-se transformar
a laje numa isotropa afim.

Nao se deve, poreém, adotar altos indices de orto
tropia na vizinhan¢a de cargas puntuais intensas, pois is-
to acarreta uma diminuicao da capacidade portante. Portan-
to, na vizinhanca de cargas concentradas intensas, recomen

da-se a adocao de armadura isdtropa.

3.6.4 - Acdo simultanea de cargas puntuais e carga distri-
buida

No caso de acdo simultanea de cargas puntuais e

carga distribuida, as cargas puntuais, mesmo que ndo muito
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intensas, tendem a atrair as linhas de plastificagdo. A con
figuracao correspondente a carga distribulda tende a se des
locar, de maneira que as charneiras positivas se aproximem
das cargas puntuais ou, até mesmo, passem pelos seus pontos
de aplicagao.

Pode ocorrer também, se a carga puntual for de
grande intensidade, que a configuracao decorrente da carga
puntual isolada ndo seja modificada pela presenca da carga

distribuida.

Na solucgao exata, portanto, devem ser considera -
das as diversas configuracdes possiveis. Uma solugado aproxi
mada pode ser obtida pelo processo da superposicao dos efei

tos, como sera visto no item 3.7.
3.6.5- Aplicacgoes

a) Laje gquadrada simplesmente apoiada, submetida
a uma carga puntual P no meio da laje, despre

zando-se O peso proprio.

A configuracao de ruina encontra~se indicada na

figura 3.25.

4 ;
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FI1G. 3.25 - LAJE QUADRADA COM CARGA P NO CENTRO
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Admitindo-se laje isOtropa sem armadura superior
{ $ =0), aplicando-se a equacao {3.6.5) resulta
P

m=—

. (3.6.22)
2T

Para a mesma laje, submetida a uma carga p unifor

memente distribulda, obteve-se (item 3.3.4a)
m = pi?/24, (3.6.23)
sendo a correspondente confiquragaoc a da figura 3.12a.

Fazendo-se P==p£2 na {3.6.22), ou seja, conside
rando a mesma carga total resulta
pi?

m = . (3.6.24)
2T

Comparando-se (3.6.24}) com (3.6.23), observa -se
gue o momento de uma carga concentrada equivalente a resul-

tante da carga uniformemente distribulda resulta guase gqua-

tro vezes maior (24 + 27 = 3,82).

b) Laje quadrada com carga P no centro e carga p

uniformemente distribuida

Ambas as configuracoes das figuras 3.12 e 3.25

sdao possiveis.

Para a configurag¢ao da figura 3.1l2a, tem-se:

. 4 = Bm,

Igualando-se T; e T

2
pe® [ P (3.6.25)
24 8

Para a configuracao da figura 3.25, analogamente,

resulta:

_ '} 2
Ti = m2T 21

= 2 7m,
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22 1 m 2
- T[———.—-— P . l _= e
Te =P 3 2 PR

Comparando-se as expressoes (3.6.25) e (3.6.26),no~
ta-se que a confiquracao da figura 3.12 s6 pode verificar -
se no caso em que P = 0. Se P # 0, qualquer que seja o seu
valor, a confiquragao de ruina € a indicada na figura 3.25;

portanto, o momento de plastificagao & dado pela (3.6.26).

Nota-se que para P = 0, os resultados de (3.6.25)e
(3.6.26) sdo idénticos. Isto implica que na pratica, neste

caso, pode-se esperar uma configuracdo de ruina que mistura

tragos das duas configurag¢oes aqui tratadas.

3.7 - SUPERPOSICAO DOS EFEITOS

Nao e raro acontecer que a solugdo exata pela teo-
ria das charneiras plasticas seja dificil de ser obtida; tor
na-se necessario, entao, encontrar métodos praticos de cal-

culo, cujos resultados sejam aceitaveis.

Sob este aspecto encontra-se o principio da super-
posicdo dos efeitos, que neste caso toma a forma: a soma dos
momentos de plastificacao para uma série de carregamentos é
maior ou igual ao momento de plastificacdc produzido quando
todas as cargas atuam simultaneamente. A demonstracao & a-

presentada a seguir.

Pressupde-se, naturalmente, gque todos os momentos
sejam de mesmo sinal. O principio da superposicao, tao fre-
glientemente usado na Estatica e na Teoria da Elasticidade,
nao €, em geral, valido em regime plastico. O seu emprego,
no entanto, esta a favor da seguranca. A demonstracao pode

ser feita usando o principio de maximo.
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Sejam os carregamentos:Pl, relativo a configuracao
de ruina 1 e momento de plastificacao my, 1+ Pp referente a
configuracao 2 e momento My, o © assim por diante. Para o©

carregamento total Py + P, + ... =1IP, tem-se a configura-

cao S e o momento m.

Usando o processo da energia e a configuracaos§,

determinam-se os momentos de plastificacao my, my etc. Como

esta nao é a configuracaoc verdadeira, para cada caso indivi

dual tem-se:

my = My, 1 v
(3.7.1)
<
My = My, 2
A igualdade sO se verifica se S for idéntica ascon
figuracdoes 1, 2, ... . Como My, My, .. estdo sendo deter

minados pela mesma configuragao S, pode-se aplicar aqui (o}

principio da superposigdo, isto &,
ml+m2+... = Mg
ou, em face das desigualdades {3.7.1),

O,l + mo'z + ... 2 mS - (3.7-2)

Se as configuragodes correspondentes aos carregamen
tos isolados nao diferem muito entre si, o principio wusual

de superposicao pode ser aplicado com muito boa aproximagao.

3.8 - FORMAGAO DE LEQUES
3.8.1 - Ocorréncia

A consideracgac da possibilidade de ocorrerem legues

pode ser importante nos seguintes casos:



a)

b)

c)

d)

e)
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fortes cargas concentradas {figuras .3.22b e
3.23);

deficiéncia de uma armadura superior adequada

nos cantos das lajes (figura 3.24a);

encontro de bordas formando um angulo agudo (fi

gura 3.26a);
bordas engastadas (figura 3.26b);

bordas livres, particularmente estando em fren-

te de um canto (figqura 3.26c).

E evidente que estes efeitos se superpoem.

Y

{a)

FI1G.

]

BORDA
LIVRE

(b) (c)

3.26 - CAS0S DE OCORRENCIA DE LEQUES

Os casos mais perigosos, no que diz respeito aos

leques, sao aqueles correspondentes a fortes cargas concen

tradas ou reacodes de apoic sobre pilares, que podem condu-

zir a leques com &angulo central de 3600 (figura 3.22b).

3.8.2 - Bifurcacgao das charneiras nos cantos

As charneiras positivas que se dirigem para os

vertices do contorno da laje podem bifurcar-se antes de

atingi-lo,

tomando a forma indicada na figura 3.27, for-

mando~-se duas ramificagbes positivas CD e CE e uma char
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neira negativa curvilinea DE. O trecho CDE da laje toma a

forma de um cone de vertice C e diretriz DE.

FIG. 3.27 - BIFURCACAO DE CHARNEIRA NUM CANTO

Havera bifurcacao da charneira positiva, e a con-
sequente formag¢dao da charneira negativa curvilinea, se a
carga necessaria para provoca-la for menor do que a gue ori
gina a charneira positiva Gnica; o calculo & feito conside-
rando o volume do cone CDE e a energia consumida na sua for

macao.

0 efeito das bifurcacbes no valor da carga p pode
ser considerado como independente para cada bifurcacao. A
consideracao desse efeito, segundo LANGENDONCK{GSI'{66], po
de ser feita como se apresenta a seguir.

Se a charneira basica AB da figura 3.27 se situa
sobre a bissetriz do angulo do vértice A, seja ¢ o valor des
se angulo. Se a charneira AB nao coincidir com a bissetriz,
admite-se que o efeito estudado, para o lado que faz angulo
¢ com a charneira, seja o mesmo que se teria se esta fosse
a bissetriz e o angulo do vértice A fosse igual a 6 = 2a .

As fbrmulas que se seguem sO se aplicam se 8§ 2 m/6 = 30°.

0 efeito da bifurcacgdo de uma charneira correspon

de a reduzir a carga de ruina, multiplicando-a por
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u=1-=-xk, (3.8.1)

onde se adota para k o valor correspondente a uma charneira

circular simeétrica, que vale aproximadamente

k = 0,45 w? , (3.8.2)

onde a constante w depende do angulo § e da relacdo entre m

e m', tendo como valor:

w=1l-(/71) ., (m+m')/m se o contorno for simples -
mente apoiado, com desloca
mento vertical impedido:

w=1-§/n se 0 contorno for engasta -

do.

Nao havera bifurcacdo se se obtiver w < 0, adotan
do~se portanto k = 0. A expressdo (3.8.2) pode entdo ser
substituida por:

O,45w2 se w>0;

(3.8.3)

A

0 se w=0.

Seja T a energia de deformaciao das charneiras pa-
ra {(m+m') unitario. Quando a laje ndo tem a forma de um po-
ligono regular, had necessidade de se separar os dois fato
res t e v que levam ao coeficiente u e gue se referem res
pectivamente a energia T; = (m+n')T consumida pelas charnei
ras e a energia pV desenvolvida pela carga. Designando - se
por indices i as varias partes em que se decompbe a laje, se
parando-se as zonas com charneiras gue ndo convergem para
os cantos (i = 0) e as correspondentes aos VArios cantos
(i # 0), tem-se

T 4.5 (1-t;)T; T-.% ot T
p/ (mim') = —= 10 - - 1£0 * Y 0 (3.8.4)
VO+ z (l—Vl)Vl V=12 Vs V.

1£0 izg * %
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obtendo-se os T; e os V; como se ndo houvesse bifurcagio,
mas multiplicando-se os resultados assim obtidos pelos coe=-
ficientes 1-t e 1-v, funcoes do angulo 6. Os simbolos T e

V referem-se a toda a laje, sem bifurcacido de charneiras.

Quando a laje tem a forma de um poligono regular,

T, e V, sao nulos e os coeficientes t e v s3o todos iguais ,

chegando-se a

p/(mm') = [ (1-t)}/(Q-v)] . /v , (3.8.5)

com (1-t)/(l-v) igual ao u de (3.8.1). Para os demais casos,
€ preciso conhecer t e v separadamente, tendo-se, com boa a

proximagao:

t

0,65 w>
v =0,25w> . (3-8-6)

Para é= w /2 = 90° e contorno engastado, por exem
plo, tem-se:

w=1l-6¢6/m= 0,5,

1- 0,45w? = 0,8875 ,

2 (3.8.7)
= 0,65w" = 0,1625 ,
v =0,25w" = 0,0625 .
3.9 - DISTRIBUICAO DA ARMADURA SUPERIOR
Se as condicoes de apoio o permitirem, diversas

sao as vantagens de se substituir uma laje simplesmente a-
pociada por outra engastada. Entre outras, diminuem-se as
flechas, mesmo com espessuras inferiores, e evitam-se fissu

ras nos cantos, sobre as vigas de apoio, etc.

Entretanto, a aplicacao da teoria das charneiras
plasticas as lajes engastadas seria anti-economica, e por-
tanto prejudicada, se houvesse necessidade de as armaduras

negativas serem estendidas por toda a laje. Portanto, & mui
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to importante o fato de boa parte da armadura negativa poder

ser suprimida, sem diminuir a resisténcia da laje a flexio.

Teoricamente, a armadura negativa pode ser supri -
mida em qualquer regido da laje desde que, considerando es -
sa regido isolada e simplesmente apoiada em seu contorno, se
ja ela capaz de resistir as cargas que nela atuam. Ha neces
sidade, também, de que essa regifo nio invada zona na qual,

na laje primitiva, fossem previstas charneiras negativas.,

3,10 - DISTRIBUIGAO DAS REAGOES

Fazendo-se uso dos métodos até agora apresentados,
e seguindo o caminho indicado por JOHANSENIZ2], pode-se sem-
pre determinar as reac¢des em grandeza e posicdo. Mesmo gque
a placa se apoie sobre paredes de alvenaria ou concreto e,
principalmente, nos casos em que se apoie sobre vigas, o co
nhecimento das reacoes & fundamental para se dimensionar es

ses elementos.

Na determinacao dos momentos nas vigas, o procedi-
mento deverd ser coerente com o método de ruptura empregado
no dimensionamento da laje. Pode-se admitir, por exemplo,
que também as vigas se encontrem na iminéncia de colapso, en
trando a armadura em escoamento na sec¢ao de momento maximo ;
esta situagdo & interessante do ponto de vista econdmico,em
bora de ocorréncia eventual na pratica. As deformac¢des elas
ticas também s3o desprezadas em face das deformacdes plasti

cas.

Na figura 3.28, AB representa uma viga, sendo N um

elemento de laje adjacente gue lhe transmite uma reacao R.

A segao de ruptura da viga & X e dai deve entao
partir uma linha de plastificagao secundaria, cuja direcdo é
determinada pela condicao de equilibrio dos elementos N, e
N,, nos quais fica dividido o elemento N. Assim, pode-se cal

cular também as reacgoes Rl e R,, correspondentes a AX e BX,
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FIG. 3.28 - ELEMENTO DE LAJE ADJACENTE A UMA VIGA AB

tanto em grandeza como em posicdo. Admitindo-se a viga como
simplesmente apoiada, as reacgdes em A e B, bem como o momen
to em X, sd3o perfeitamente determiniveis. Naturalmente, pelo

principio de maximo, X deve ser escolhido de modo que 0 mo-
mento da viga seja o maior possivel.

O dimensionamento mais detalhado da viga, inclusi
ve dobramento de barras, exige o conhecimento de todo o dia
grama de momentos. Pode-se, também, supor que a viga esteja
perfeitamente dimensionada conforme o diagrama de momentos,

de modo que o ag¢o entre em escoamento em todos os pontos.

Neste caso, ter-se-ia na figura 3.28 uma linha de
plastificacao secundaria em cada ponto de AB e o momento
de plastificacao poderia ser determinado para todos os pon-
tos, bem como a reacaoc em cada elemento dx e, assim, sua
distribuigao segundo AB.

A distribui¢ao assim calculada deve, no entanto,
ser considerada como puramente ideal, pois as condicdes pa-
ra a sua existéncia nunca estdo satisfeitas nos casos usu-

ais.

Apresentam-se, a seqguir, algumas distribuicdes de
reacoes, para casos freqgllentes na pratica.

3.10.1 - Elemento triangular

Seja um elemento triangular de laje com carga uni

formemente distribuida p e uma forca concentrada P em C. A
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resultante das forcas nodais esta localizada em C' (figura
3.29), a resultante da carga uniformemente distribuida acha
~se no centro de gravidade D do tridngulo e a parcela Py da

carga P, relativa ao elemento de laje em questdo, encontra-
se em C.

FI1G. 3.29 - ELEMENTO TRIANGULAR

Todas as forcas atuam na diagonal do paralelogra-

mo e, assim, também sua resultante R, cujo valor &

R=PN+%p£h+m(cotga+ cotg B ). (3.10.1)

A linha de plastificag¢ao secundaria que parte de
um ponto X também deve passar por C. Por um raciocinio ana-
logo ao que se acaba de fazer, conclui-se gue as reagoOes
correspondentes a XA e XB atuam nos pontos médios destes.Co

mo X € um ponto qualguer de AB, conclui-se que a reacdo & u
niformemente distribuida, com o valor

P
r=2-"F 1B (3.10.2)
g 3 2 h

Calculando-se o momento em relacdao a AB, obtém-se

L 3

Py h
m= -2 s oop? (3.10.3)
£ 6
Substituindo-se (3.10.3) em (3.10.2) resulta
2P
r=—N , 25, (3.10.4)
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Para se evitar o calculo de PN, o seu valor pode
ser obtido na (3.10.3) e, em sequida, substituido na

(3.10.2), resultando respectivamente:

PN;:-——--—-—'—-thVh, (3-10-5)
)

r = —+-— ph. (3.10.6)

Portanto, para um elemento triangular com carga u
niforme p e com carga concentrada P em C, a reacao de apoio
uniformemente distribuida & dada por (3.10.4) ou por

(3.10.6) . As reacOes concentradas K, e Kg sao dadas por:

Kp = - mcotgua,
(3.10.7)

Se o elemento de laje for engastado, basta substi-
tuir m por m+m' nas equacdoes (3.10.1) a (3.10.7).

3.10.2 - Elemento trapezoidal

Considere-se agora um elemento trapezoidal de laje
com carga p uniformemente distribuida e uma carga linear p ao
longo de &, (figura 3.30). Verifica-se, como no casc ante-
rior, que R atua no meio de AB. Sendo py a parcela de p cor-

respondente ao elemento em guestao, R e r valem respectiva

mente:
R =pylo + % ph (£ + 45) + m (cotga + cotg B), (3.10.8)
R 5. 2o, L o) 4 m (3.10.9)
= — = L+ = Z0y 4 ., .10.
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Sendo f= H (cotga+ cotgB) e Lo = (H=-h) (cotga +
+ cotg B ), a equacao de momentos em torno de AB fornece:

- 1
mi=py &sh +5 pf,oh2 +%ph3(cotga+ cotgR) ,

mH= Py h{H-h) +% ph? (B-h) + % ph? ,
=35 _hy 1 L2 -2 h
m Py h(l H) + > ph* (1 3 g ). (3.10.10)

FIG. 3.30 - ELEMENTO TRAPEZOIDAL

Por semelhanca de triangulos tem-se gque

£ -8 L
h _ Ozl-_ig . (3.10.11)

H L

Substituindo-se (3.10.11l) em (3.10.10), resulta
= 5 h o 1 h2(1+2"—iﬂl ) (3.10.12)
m = Py 2 3 P ) . .10.

Tendo em conta (3.10.12) e (3.10.11), a (3.10.9)fi
ca

- L L - L 2 L
r = pN-—9+-%—ph(1m+jf) + py & 7? + L ph (14220

L H 6 H £
ou
-~ Lg Lo 1 Lo R;
= _— -—)Y4 — + - - . .
r PN 2(2 2) 3 ph (2 +2 2 3 ) {3.10.13)
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que também vale para lajes engastadas.

Desejando-se evitar o calculo de ﬁN' o seu valor

pode ser obtido na (3.10.12) e, em sequida, substituido na
(3.10.13), obtendo-se respectivamente:

- m '3 1 £
= —— —— - —=ph(—+2) (3.10.14
PN N i 6P b f )
) g
-, oy, 1 0
r=-—1(2 R)+6ph(2+£). (3.10.15)

Para borda engastada, basta substituir mpor m+m'.

3.10.3 - Elemento trapezoidal adjacente a borda livre

Se 9‘0 corresponder a uma borda livre {figura 3.31),
f’N = f) » aparecem as forgas nodais m cotga e mcotgB nas ex
tremidades da borda livre e a eguacdo de momentos em torno
de AB fica:

2mh (cotg @+ cotg B) =§20h+%p20h2 +%ph3 (cotga +
+ cotg B ),
_ = 1 1
2m = p(H"' h)+—5—ph (H-nh) +? ph? ’
2m = E(H—vh)-F—%—ph(BH-Zh} . (3.10.16)

m cotg (3

‘. ///////‘B

F1G. 3.31 - ELEMENTO TRAPEZOIDAL ADJACENTE A BORDA LIVRE
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A linha de plastificacao secundaria também passa

por C. Para o elemento secundario indicado, tem-se agora:
X

Rx=frdx=i5 Hmhx+—£ph(x+Hhh X) , (3.10.17)
; H 2
d Ry = H-h 1 H-h
= = —phi(1l 3.10.1
r . P B + 2p ( + - ) ( 8)
ou
- % ' 2
0 1 0
r = — + —ph {1 +——) . (3.10.19
Py T ,F 5 )

Nota-se que a reacdo de apoio r independe de X,

donde se conclui que ela se distribui uniformemente.

No caso de borda engastada, o primeiro membro da
equagao de momento aumenta de m'% , passando a equagao fi-
nal a
m' H

= 5 (H- L -
m n ) = P(H-h)+-= ph(3H-2h). (3.10.20)

mi2+

A linha secundaria de plastificacdo ainda passa

por C. Para o elemento secundario de laje, tem-se entlo:

R, = R, + (m+m') {cotga+ cotgy) -m (cotga+ cotgy),
R, = R, + m' (cotga + cotgy). (3.10.21)
Sendo cotga = x,/H, cotgy=(x- xX5)/h e derivando-
se (3.10.21) em relacao a x, tem-se, levando em conta

(3.10.11), a reacao em borda engastada fornecida por

r'o=r o+ B oy iﬁl (1- =9 . (3.10.22)

3.10.4 - Elemento com forma de tridngulo retdngulo com um
lado livre

Seja o elemento submetido a uma carga p ao longo

da borda livre e o restante do elemento a carga p uniforme-



120

-mente distribuida (figura 3.32).

m cotg X

P~

0

FIG. 3.32 - DISTRIBUICAO DAS REACOES NUM ELEMENTO TRIANGULAR
COM LADO LIVRE

O ponto de passagem x da linha secundaria € deter
minado tomando-se momentos em relacdo ao lado engastado ( ou
apoiado, fazendo-se, neste caso, m'=0 nas equacdes que se
seguem)}. Logo

px? cotg2a +ifux2cotg2a .

(mtm') Xx -mcotga . xcotga = >

o+

(3.10.23)

Dividindo-se (3.10.23) por x cotg?a , resulta

1

(m+m') tg?a = px? + = PX + m. (3.10.24)

O‘\l!—‘

Para o elemento secundario de laje assim determi-

nado, tem-se a reacao

R, = -—32-'—px2 cotg a + px cotga + mcotga +(m+m'Hga . {3.10.25)

Levando-se em conta (3.10.24), a (3.10.25) fica
R, = (—é—px2 + px + m + -—é—px2 + %Ex + m) cotg a

ou

Ry = 203 px® + = Bx + m) cotg a.  (3.10.26)
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Introduzindo-se as variaveis 8 e a de maneira

que

tg 8 = || tga e m= — pa®

tendo em conta (3.10.24) e (3.10.26) obtém-se, respectiva -
mente:

2 x> 3P x
tg” 06 = —+ . +1 , (3.10.27)
a pa a
R, = 2 Vm(m¢+m') (2 Zi +-2-.ji. X + l)cotg 6, (3.10.28)
a’ 2 pa a ‘

Dal conclui-se que, para x=0, tg@=1 e R,=R, =
= 2 thn+ m'), isto &, no canto tem-se uma forga concentra-
da como parte da reacac, dada por

R, = 2 {m(m+m') . {3.10.29)

Da (3.10.27) tem-se que

2

cotg 8= —2 =1/(\/iz+3’--1—’l.X + 1) = 1N
tg 6 a pa a

(3.10.30)

Com este valor de cotg 6, obtém-se r derivando
(3.10.28) em relacao a x, resultando

3 5 2 9 pPX
r =2 ym(m+ m") [2 -53 + 3 3£-+-§£l C3§;-+ 2 P 3 +
a a a pa a 4 pa
+ 1)} cotg®6 . (3.10.31)
Para p = 0, tem-se
x x?
— (2 =/ +3)
r = i? m{m+ m') 2 2 a p y (3.10.32)
( x° . 1) /2

a2
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Para p = 0, a + = , porém-%?pa’-* m=—%—§ao de
modo que:
tg?0=1+%
aO

aZ
agz = p_ ,

3p

l-rél X

r = -2 \n(m+nm") 4 do : (3.10.33)

45 (1+ X )3/2

4o

Como x varia entre O e 4, observando-sea (3.10.,31)
nota-se que todas as lajes com o mesmo p/pa apresentam a
mesma curva de distribuicao da reacao. De acordo com a rela
¢do entre 1 e a='&£§}?r(ou a5, quando p=0), dever-se-a u-

tilizar maior ou menor porg¢ao de curva.

Na figura 3.32, apresentada por JOHANSEN[Z], a-
cham-se as curvas de

r ag
z = La o —————
1
g 'VHHHI+ m') Ry Rg

até os limites x=a ou a5, © que inclui todos os casos da

pratica.

Para p =0 a distribuicao aproxima-se da forma tri

angular e para p=0 do caso uniforme.

A expressao de R, vale para qualguer tipo de car

regamento.



4. CALCULO DE LAJES RETANGULARES PELA TCP

4,1 - GENERALIDADES

Apresenta-se o calculo de lajes retangulares com

carga uniforme e bordas simplesmente apoiadas ou engastadas,
com qualquer razao dos vaos.

O equacionamento segue, em linhas gerais, o ini-
ciado por JOHANSEN[lOI, pelo processo das forc¢cas nodais, sem
a consideracao de leques das charneiras nos cantos da laje.
Sao tratadas as lajes armadas em uma s6 direcao e, Pprinci-

palmente, as armadas em cruz, isd6tropas ou ortdtropas.

Com relacao aos indices de ortotropia k e as ra-
zOes ¢; dos momentos nos apoios e nos vios, que como ja foi
visto no item 1.2.2 sao dados de partida no calculo plasti-
Co, em um procedimento geral eles sao obtidos através das
fun¢Oes aproximadas fornecidas pelas tabelas 2.3, baseadas

no calculo elastico com coeficiente de Poisson igual a 0,20.

A fixacido dos valores de « e de ¢’i' baseada em outros
critérios, também & prevista, simplificando o calculo ora
considerado. Se forem adotados valores de $; menores gue oOs
obtidos em regime elastico, o que € usual no calculo pela
TCP, a laje deixa de se comportar como perfeitamente engas-

tada, havendo, portanto, uma redistribuicaoc de momentos nos
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vaos. Mesmo assim, mantendo o valor de «k verificado em re-
gime elistico, sdo obtidos bons resultados; a armadura to-

tal @ pouco sensivel a pequenas variacoes de K e, tanto em
servi¢o como na ruptura, os momentos se adaptam ao Indice de

ortotropia considerado. E conveniente nestes casos a verifi
cacdo dos estados limites de utilizacao, de acordo com as

normas em vigor.

No cileulo das lajes continuas de um pavimento, os
valores de « e de ¢; podem ser adotados apds a compatibili-

zagdo dos momentos com os das lajes vizinhas. Este procedi-
mento constitui-se, sem duvida, em um refinamento do calcu-

lo que supoe as lajes isoladas e independentes umas das ou-

tras.

A notacdo adotada determina gue Ly seja sempre o
menor vao, sendo QY 0 maior e A = Ry/ Ly+ Em decorréen -
cia disto, a configuracao de ruina mais frequente ocorre com

a charneira central paralela a dimensao %,,. Por outro lado,

v
principalmente nos casos de vinculagao 2A, 4A e 5A { ver
item 2.2.1), pode acontecer gue a charneira central seja pa
ralela & dimensao &,, para pequenos valores de A . Estas du

as possibilidades estdo previstas no calculo.

Nos resultados se jincluem: todos 0s momentos de
plastificacdo nos va3os e nos apoios; a configuracdo de rui-
na, com a posicdo dos vértices da charneira central e as in
clinacOes das demais charneiras em relacdo as bordas meno-
res; as reacoes de apoio, considerando reacoes de canto e
reacbes ao longo das bordas ou simplesmente reacOes médias
ao longo das bordas e, finalmente, os pontos dé momento .nu-
lo, para determinacao dos pontos de interrupgao das armadu-

ras superiores.’

Apresenta-se, também, estudo para determinag¢ao sim

plificada do indice de ortotropia economico.
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4,2 - LAJES ARMADAS EM UMA SO DIREGAO

As lajes armadas em uma sO diregdo sdo calculadas
como vigas, considerando faixas de largura unitaria. Como e
xemplo de lajes armadas em uma sb direcao tem-se as lajes
retangulares com duas bordas laterais livres. Também podem
ser calculados como em lajes armadas em uma sO0 direcdo os
‘momentos na direcao mais solicitada em lajes com grandes va
lores de A = Ey/ %y (A>4, por exemplo), nas quais os momen
tos na diregao do menor vao s3o muito proximos daquele ob-
tidos considerando laje armada em uma so direcao. Deve-se
salientar, porém, que nestes casos os momentos na direcao
do maior vao ndo podem ser ignorados, principalmente os ne-
gativos, que podem atingir valores proximos dos verifica

dos na outra direcao ou até maiores, como ocorre por exem-

plo no caso de vinculacdo 2A (ver item 2.2.1).
4.2.1 - Momento de plastificacao e reacles de apoio

Em um painel de laje continua com carga uniforme
p e armado em uma sO diregdo, as armaduras entrardo em escoa
mento sobre os apoios e em algum ponto do vao. Na secao em
que ocorrer o maximo momento m a forca cortante v sera nula

(ver figura 4.1).

|
!
T 1

FIG.4.1— LAJE CONTINUA ARMADA EM UMA
SO DIREGAD
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Tomando-se os momentos em relagdo aos pontos 1 e

2, obtém-se:

m+my =—%—pxi e m+ My =%px§ (4.2.1)

. . - .
Seja ﬁr a distancia entre os pontos de momento nu

1o, que sera também o vao de uma faixa biapoiada, solicita-
da pelo mesmo momento m. Este momento pode entac ser dado

pela expressao:

m=-pi; (4.2.2)

Os indices de engastamento

¢1 = mp/m e ¢ = mp/m 3 (4.2.3)

juntamente com a equacao (4.2.2) substituidos nas (4.2.1),

fornecem:

L2(1+¢1)= 4x] e L2(1+¢y) = 4x5 (4.2.4)
ou
RV ‘140 (4.2.5)
= —= + e X5= —= . .2.
Como Xy + X9 = £ , o vao reduzido &, pode serob

tido com a expressao:

28
L =
r
1/14- ¢ + 1/1+—¢2

Conhecendo-se £, ¢,, ¢, e p, determina-se £, com

(4.2.6)

a (4.2.6) e, em seguida, m com a (4.2.2}.

As reacoes de apoio para o painel em guestdo resul
tam:

rl = le (=] 1'2 = pXZ (4.2.7)

ou
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_ Phy _ Piy 1’
ry = — 14-¢1 e ry = ) 1+ ¢2 .

(4.2.8)

4.2.2 - Ponto de interrupgdo da armadura negativa

Se a armadura negativa for interrompida antes do
ponto de momento nulo ou nao for efetivamente ancorada além
dele, havera no ponto de interrupgdo uma ruptura do concre-
to & tracdo. Neste caso, o comportamento estrutural sera di
ferente do que se esta admitindo, devendo o calculo dos es-
forgos ser refeito adequadamente. Por exemplo, a hipotese de
que o escoamento da armadura oco;reré sobre 0s apoios nao

mais sera valida.

Os pontos de momento nulo correspondem aos pontos
de intersecao da parabola com a linha de fechamentoc do dia-
grama de momentos, dadas respectivamente pelas equagoes (ver

figura 4.2):

1l

y ..;-_px(g_x) , (4.2.9)

X . (4.2.10}

m,

|

FIG.4.2 — PONTOS DE MOMENTO NULO
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Igualando-se (4.2.9) a (4.2.10) obtém-se a equa-
¢dao do seqgundo grau

m - I m
(i%)’ -1+ 2y X 4L oy, (4.2.11)

que tem por raizes L1 e (4= 4y} . Dessa maneira resulta:

1

11, ™M™ 1 _Mm*h , M1
8 2 ps? 4 p&? pi? '
(4.2.12)
F2o o1 MM _q/i_ MYM2, MM .
2 pi? 4 pl 2 pl *

4,3 - LAJES ARMADAS EM CRUZ

Serdo calculadas pelo processo do equilibrio as
lajes retangulares com bordas apoiadas ou engastadas, com
armaduras ortogonais paralelas as bordas. Pelo processo da

energia, obviamente, chegar-se-liam as mesmas equagoes.

Como as lajes ortdOtropas podem ser transformadas
em lajes isOtropas afins, apresenta-se inicialmente o equa

cionamento para as isdtropas, que em seguida sera adaptado

para as lajes ortOtropas.

4.3.1 - Lajes isGtropas

A notacdo adotada para as lajes isOtropas encon-—
tra-se na fiqura 4.3, onde foram omitidas as hachuras bem

como as charneiras negativas ao longo das bordas.

Nas lajes retangulares ora tratadas, a configura
cdo de ruina mais fregliente se apresenta com a charneira
central paralela a maior dimensao (figura 4.3a); esta con-

figuragao serd chamada de configuragac comum. _ Dependendo
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das condic¢Oes de apoio, pode acontecer que, para valores pe
quenos da relacdo vao maior/vdo menor, a charneira central

seja paralela ao menor vao (figura 4.3b); tal configuracio
sera denominada confiquragdo eventual,

Q
Pym b
Pm
by -~
| 2 i ’ o
ool 4 fim o (1R s o\ ./ fe ’
#;{t | iﬂm‘ 1 j==—\ 2 Pm B
6 m -t a m Bad
2! \\\ b s 4 "\\ -
p‘l ﬁsz | -
o e
a, 03 b, b b,
- T 1 ] T
a) Configurapdo comum b} ConfiguragGo eventual

FIG. 4.3 — NOTA{AO PARA LAJES ISOTROPAS

A dimensdc a & sempre perpendicular 32 charneira
central; supbe-se inicialmente que a seja igual ao menor vao,
valendo portanto a notacao da figura 4.3a. A verificacado de
que bg seja maior ou igual a zero ratifica a hipotese ini-
cial; se esta condicao nac se verifica, os calculos devem
ser refeitos com a igual ao maior vao e de acordo com a no-

tagcao da figura 4.3b.
a) Configuragao comum

A numeracaoc das regides da laje € feita de manei-
ra que as regides 1 e 2 sejam sempre adjacentes aos maiores
lados. Com a notacgao da figura 4.3a, equaciona-se inicial-
mente o equilibrio de momentos da regido 1 em relagaoc a

borda correspondente, obtendo-se
b + bg -
mb(l + ¢y) = p——— aj agy (4.3.1)
2
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onde:
be =b - (by ¢+ by) (4.3.2)
1 3b-2 (b3 4+byg)
aGl- '? a.l b + b5 . (4.3.3)

Substituindo-se o0s wvalores de by e agy na equacao
(4.3.1), resulta:

m(1+¢1) =—Lpai(3—2

{(4.3.4)
6

b3+b4 ) .
b

Com tratamento andlogo para a regido 2, obtém-se:

2

b2 +Db
;)az( 3 -2 —éw——é—).

(4.3.5)

o 1

Para as regides triangulares 3 e 4 as expressoes
se simplificam, resultando:

m(l+¢3) pb3 ' {(4.3.6)

1
6
L
6

m(l + ¢,) by - (4.3.7)

Analogamente ao que se fez no item 4.2.1 para lajes
armadas em uma s0 direcdo, sejam a, e b, os vaos de uma laje
apoiada nos quatrc lados, gque apresente o mesmo momento de

plastificacac m da laje original.

Por analogia com a expressao (4.2.6), define-se:

a, = 23 , (4.3.8)
1’1+¢l + 1ﬁ + by

2b
b, = . (4.3.9)
\h.+ 3 + ]h.+ by
Das eguacOes (4.3.4) e (4.3.5), sendo aj; tap; = a,

tem-se:
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a) _ d9 _ a _ ay .
1{1”4’1 \’1 + ¢, yi+op  + \(T«pz 2
(4.3.10)

Definindo-se

b3+b4

c = : . (4.3.11)
\!1+¢3 +\{l+¢4
obtém-se, atravées da (4.3.9):
_  2bc
b3 + b4 = - . (4.3.12)
r
Das equacoes (4.3.6) e (4.3.7), tem-se:
‘ 6m _ b3 _ b4 _ b‘; + b4 = ¢
= T - = ; = . (4.3.13)
V p ‘Vi+¢3 \!1+¢4 vi+—¢3 +1h_+¢4

Com base nas equacoes {4.3.4) e (4.3.5), deduz -

se gue
2 + 2 ba+b
6m — 21 (3 - 2b3 b4g =22 (3 - 2 ._3.’_._4)
(4.3.14)

e, considerando (4.3.12) e (4.3.13), obtém-se:

6m 2 ai 4c a% 4c
= = (3 - ) = —~4—(3 (4.3.15)

bm_ - o2 = = - 25,

P - 1+¢q b, 1+d5 b,

Da equagao (4.3.15) resulta, levando-se em conta
a (4.3.10)

c = —21 5 - Ac _ _%2 3 - 4c o
I+ oy b, w’1+ 35 b,
I _4c  _ ar _ Ac (4.3.16)

\!1+q>1+ 1+ 4 b, 2 by
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4 by | (4.3.17)

A equacdo do segundo grau (4.3.17) pode ser colo-

cada na forma

al 3al
c? + Lt ¢ - L 0 ; (4.3.18)
r 4

como, pela definigdo, c & positivo, s0 a raiz positiva € so

lucdo. Entao:

ar 8r .2 dr (4.3.19)

Q
H

2

+
!

Finalmente, de (4.3.15) e (4.3.19), resulta:

2 2 2
m= Pt __par| 3,82 % (4.3.20)
6 24 br r

Nos problemas usuais, em geral sao conhecidos a,
b, p e os indices de engastamento b5 (i=1,2,3 e 4). A so-
lucdo e obtida calculando-se ay, by, c e (b3+b4), respecti-

vamente com as eguacdes (4.3.8), (4.3.9),44.3.19)e (4.3.12).

De posse do valor de (by+b,}, calcula-se

b5 = b - (b3 + b4) 7 ) (4-3.21)

se resultar bg 2 0, a hipotese de que a charneira central e

paralela a maior dimensdo & correta (configuracao comum da
figura 4.3).

A condicdo bg 20 & eguivalente a, tendo em conta
a (4.3.12),

2 bc

by

bz

ou seja , que

c s . ) (4.3.22)
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Entdo, se resultar c¢ £ b./2, a hipotese de que a
configuracao das charneiras é a comum esti satisfeita, es-

tando portanto corretos os valores de a,, b, e c.

De maneira mais simples, para se certificar de que

a configuracao de ruina € a comum, basta que
al,ébr . (4.3.23)

Como a,. e b, sao as dimensoes de uma laje apoiada
nos quatro lados, que apresenta o mesmo momento de plastifi

cacdo m, e como a, e portanto a,, é sempre perpendicular a

charneira central, a, nao pode ser maior que b

r.
Se a, resultar maior que b,, deduz-se que a char-
neira central sera paralela ao menor lado (configuragao e-

ventual da figura 4.3); o calculo anterior devera ser adap-

tado a esta nova condicao.
b) Configuracgao eventual

ApOs a constatacao de que a configurac¢do de ruina
é do tipo eventual, pode~se fazer equacionamento analogo ao
anterior, s0 que com a notacao da figura 4.3b. Os novos va-

lores de a, e de b, sao dados por:

a, = 2a , (4.3.24)
b, = b . (4.3.25)
As equagoes que fornecem ¢ e m, respectivamente

(4.3.19) e {4.3.20), permanecem inalteradas.
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4.3.2 - Lajes ortotropas

As lajes usuais sdo, em geral, ortotropas. Num e
quacionamento geral, essa ortotropia precisa ser considera
da. As lajes isOtropas serdo tratadas como um caso particu

lar, em que o indice de ortotropia k vale 1.

Nos problemas de dimensionamento, gue sao os mais
comuns, Sao conhecidos os vaos, as cargas e as condicoes de
apoio. Os indices de ortotropia e de engastamento sao ado-

tados ou estimados com base em um pré-dimensionamento em re

gime elastico ou um critério econdmico.

As lajes ortotropas serao calculadas através de
suas isotropas afins, de acordo com as notagbes das figu-
ras 4.4 e 4.5, respectivamente para configuragao comum e pa

ra configuracac eventual, nas quais:

L, = menor vao,
mx = m -
i 9 |
‘Q" 1 T Psym ]
S ] Y
—— o —_t 3 PULA
&3 5 Csz s VX
Y, L
m my
® ¥
4 m -
dll d‘z yz ‘ \\ b :.y_z
p— 4
g | ™ —— ™
X X i
g NE

o) Laje ortotropa . '
b) Laje isotropa afim

FIG.4.4 — NOTACAO PARA A CONFIGURAGAO COMUM
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a) Configuracao de ruina comum

Adota-se, inicialmente, a = lxr sendo a notacao
complementar indicada na figura 4.4, onde foram omitidas as

hachuras e as charneiras negativas ao longo das bordas.

De acordo com esta notacao, tem-se, para a laje
ortotropa:

m, =nm, my =Kmnm ,
ml = ¢lm ’ m2 = ¢2H1 ’ (4.3.26)
my = ¢3Km , my = $4Km ,

a3y = arc tg yl/xl ' @35 = arc tg yl/X2 r
_ _ (4.3.27)
041 = arc tgyo/xy , Ggp = arc tg yp/x; ,
onde
xl = a'l R X2 = a2 ’
(4.3.28)

Substituindo-se os valores das (4.3.28) nas equa-

coes (4.3.27), obtém-se:

Ve b3

t3y = arc tg T : G35, = arc th '
#—ﬂ b (4.3.29)
b K 4
Qy] = arctg AL ’ agp = arctg
a as
1
Das equacdoes (4.3.10) e (4.3.13) deduz-se que:
_ 8r _ 2r
al = -"-2— 1+¢)l ’ a2 5 l+¢!2 ’
(4.3.30)
b3 = C \‘l+¢3 ’ b4 = C \’l+¢4 .«



136

Substituindo-se estes valores nas (4.3.29), as in

clinagOes das charneiras, medidas em rela¢do aos lados meno

res, resultam:

1+ 1+
0.31=aI'C tgE K ¢3 ’ (132=arc tg*z—c K —ﬁ— r
ar 1+¢; ar 1+9,
+ 1+¢
04 = arc tg~—2—c K 1 +éq ¢+ agp =arc tgﬁ K ——4— .
a, 1 +¢4 ay 1+9,
(4.3.31)

Na laje isOtropa afim, a carga p permanece inalte-
rada, sendo suas dimensdes dadas por:

a=1, , b=t /(e . (4.3.32)

b) Configuragao de ruina eventual

Neste caso, as dimensOes da laje isoOtropa afim sdo
dadas por

a = zy/\}z , b=y, , (4.3.33)

sendo o restante da notagao indicado na figura 4.5; nesta,
também se omitiram as hachuras e as charneiras negativas ao
longo das bordas.

Para a laje ortotropa, permanecem validas as rela
coes (4.3.26), sendo as inclinacdes das charneiras em rela-

cdao aos lados menores dadas por:

agy=arc tgyq/xy 035 = arc tgyy/xoy .
(4.3.34)
agy1=arc tgys/xy , Ogp =arc tg yo,/xy ,
onde
X1 = bl r X2 = b2 ’
(4.3.35)

v; =\<az . Y2 =\Fa4 . ‘
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Substituindo-se (4.3.35) em (4.3.34), obtém-sge:

_ K as _ \{? ajz
a3y = arc tg -—gz—— ' Q3o = arC'tg-——B;——— ’
K @ K
ag = arc tg__‘F 4 Gy = arc tg————\{—l as
by b,
(4.3.36)
I b=f,
my
Psm
Xy Ay,
¥ ix
1 1 ————— 2 ’ B S 0:.._.__L tpl 1 p——— Z
y m‘; my m, & m \ Bm ) Y
¥, a ""\ °4'r_
4 «
M da adz - —_———
l.p m
m, By bg } b,
X, ﬂ‘ X, 1 T
3 | |

a) Loje ortotropo b} Laje isotropa ofim

FIG. 4.5 — NOTAGAD PARA A CONFIGURACAO EVENTUAL

No equacionamento para laje isOtropa com configura

¢ao eventual, andalogo aoc que se fez no item 4.3.1 para confi
guracaoc comum, concluir-se-ia que:

ar _ ar
"2‘\/l+¢3 , ag =5 {1+ %
bl = C Wl+¢l ’ b2 = C \’l+¢2 .

Substituindo-se estes valores nas (4.3.36),

as

(4.3.37)

resul-
tam:
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. dr 1 |¢3 ar 1 ¢3
a4y = arc tg2 T+ o, 99 = &IC th K T e,

(141 = arc tg.i; K._l:_q)_g_ a42= are tg ﬁ Kﬂ— R
2C 1t C 119

(4.3.38)

b - REAgéEs DE APOIO

Ja foi visto no capitulo 3 que as reagoes de apoio

podem ser consideradas em duas parcelas, uma uniformemente

distribuida ac longo da borda e outra concentrada nos cantos.

4.4.1 - ReagOes nos cantos

As reagoes nos cantos podem ser calculadas empre-
gando-se as expressoes (3.3.24), adaptando-as para os casoSs

em guestao.
a) Configuracao comum

Com a notacgao da fiqura 4.6, lembrando que na la-
je isOtropa afim as resultantes das cargas aparecem dividi-
das por VET, as forcas nodais junto acs cantos A,B,C eD,di

rigidas para cima, sao respectivamente:
Kyy=T6 m(1+ %) cotg Byy = m(l+¢q) tg agq:
Ka3=YK m(l+ ¢3) cotg B3y =xm(l+¢3)/tg agy;
Kp3=VK m(l+03) cotg B3, =km{l+ ¢3)/tg azy;
Kp=1< m(l+ ¢5) cotg B,q
Keo=1K m(1l+ ¢5) cotg By = m {1+ ¢3) tg Qyp;
KC4=VE1m(l+ bg) cotg By, =km(l+ ¢yl tg ayo;

Kpg=¥ m(l+ ¢4) cotg Bgq =< m(l+ by)/tg agq;
Kp1=Vk m(l+ ¢1) cotg B1g = m (1+¢;) tg o4y .

(4.4.1)
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a:1,

M Ru/Vx /TR R
] [
3 ‘
a a byz —
L1 3 L
' 3 y, &
el
— D-ﬁ_y
S 2 Py, W "o 2 |2 b;!_s
! X
¢ y R
% o, ! o b‘zlz_
- i 2 Ro/fx "% (R
: a, J ok 4
|

o) Laje ortotropo blLoje isdtropa ofim

FIG.4.6 —REAGOES DE APOIO PARA CONFIGURAGAO COMUM

Nota-se que na figura 4.6 nao estao indicadas nem

as hachuras nem as charneiras negativas ao longo dos apoios.

As reagoes de canto devem equilibrar as forcas no

dais calculadas com as expressoes anteriores. Portanto, seus

valores sao dados por:

Ry = = (Kpy + Kp3z) Rg = - (Kg3 + Kgy)

(4.4.2)
Re = - (Kop + Kog) Rp = - (Kpg + Kpy) -

b) Configuracao eventual

Para configuragao eventual, as expressoes relati-
vas as forcgas nodais junto aos cantos e também as das rea-
¢oes de canto sdo idénticas as (4.4.1) e (4.4.2) respectiva

mente. A notacao, neste caso, € dada na figura 4.7.
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b:ﬂx
R s R
— < £ : RaAx rsifx | Re/ YK
Ay, &y,
Pm Pn Yy
3 L 3 o=—'~—
V¥
gl 2 | —t+ LA N 2 | |
e S " S
4 Y
¢ ' Ba .
a4l o‘ll _49 N" \r ¥ u
TR r R o V¥ .N- Re/
° ‘4 ¢ b, be b,
X 15 X2 i 1 !
1 1 )

a) Loje ortotropo

Fi6.4.7

4.4.2 - Reacoes nas bordas

b) Loje isdtropo afim

— REACOES DE APOIO PARA CONFIGURAGAO EVENTUAL

Ao longo das bordas, as reacgoes de apoio sao dadas

pelas expressoes (3.10.4) e (3.10.13), respectivamente para

as partes triangulares e trapezoidais, considerando somente

carga uniforme e adaptando-as para a ocorréncia

simultanea

de momentos positivos e negativos. Neste caso, € necessario

considerar separadamente os dois tipos de configuracgao.

a) Configuracao comum

Para a configuracao da figura 4.6, as reagoes de
apoio sao dadas por: N
bs  bg
1T Em B2t T
2
1 b bg
T4 = —p an (2 + 2 —5 - Y o,
2 = 3P %2 b b2 4.4.3)
2 «a X .
r3 =Yk 5 p by ,
2
r4=\l?—pb4.
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Substituindo-se nestas equagoes os valores de aj:

a5, by e b,, dados pelas (4.3.30), e o de b5 dado por

L
bg = b = (b3 + by) =ﬁy- c (\/1+¢3 + 1/1+¢4), (4.4.4)

resultam

2

b b
Plr d1.+¢1 (2.+f%? Bt H, _%}) )
- 6 by by

é
I, P ar l+¢'1 (2_*_2%.25_ —K_b_g
6 Ly Ly

I

(4.4.5)
r3=% PC ql((l+¢3) i
ry == ek (144

sendo ¢ dado pela (4.3.19) e a, pela (4.3.8).

b) Configuracao eventual

No caso de configquracao como a da figura 4.7, as

reacdes de apoio sao dadas por:

_ 2

ry) =5 Pbyp
2
T2 T3 PPz o
1 bg B2 (4.4.6)

A = =6 6

e = b _ bg
ry -'\l? 3 P a, (2+2—b—-———56-2) .

Substituindo-se nestas equag¢des os valores de by,

b,, a3 e a,, dados pela (4.3.37) e o de bg dado por

bg = b - (by + by) = &y - ¢ | 1f1+¢1 + \Il+¢2), (4.4.7)

resultam
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r2 - 3 pc ’
b 2 (4.4.8)
_Parﬂ 6 _ bg
Yo = ——="k(1+ 2+2— - p
3 : K ( ¢3) ( ix 2;)
pa b b}
Ty = r\/uc(1+¢4) (2+2=2 -5 |
6 X iy

sendo ¢ dado pela (4.3.19) e a, pela (4.3.24).

4,4,3 - ReagOes médias

No caso comum na prética em gue as reacoes de can
to sao consideradas uniformemente distribuidas ac longo das
bordas, as reacoes médias podem ser obtidas a partir das e-
guacoes (4.4.1), (4.4.5) e (4.4.8), resultando:

= Kal + Kpy
Tim = %1~ g
y
_ Kp2 + K2
r2m = r2 - r
I
y (4.4.9)
_ Ka3 + Kg3
R
X
_ Kca + Kpg
Tom = T4 ~
'Q’X

Para configquracao usual, empregam-se os resultados
das (4.4.5) e, para configuracao eventual, os das (4.4.8).As

expressoes {4.4.1) valem para os dois tipos de configuracao.

4,5 - PONTO DE INTERRUPCAO DA ARMADURA NEGATIVA

Os pontos de interrupcao da armadura negativa de-
vem ser determinados a partir dos pontos de momento nulo,
considerando em cada direcdao um diagrama triangular de mo-

mentos negativos, onde a base do triangulo é delimitada por
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estes pontos de momento nulo.

A determinagao aproximada dos pontos de momento nu

. , 1
1o pode ser feita com base no que se apresentouno item4.2.2
para as lajes armadas em uma sO diregao. Para isto, ha ne
cessidade de se determinarem os quinhoes de carga Px © Py

correspondentes a cada direcao.

4.5.1 = QuinhGes de carga

Determinam-se valores aproximados dos gquinhdes de

carga empregando-se as expressoes (4.2.8) e considerando-se
as reagoes médias do item 4.4.3.

a) Configuracdao comum

Como o procedimento gue ora se adota resulta em
valores aproximados, empregando-se as expressoes (4.2.8) res
pectivamente para as regides 1 e 2 da laje, podem resultar
valores um pouco diferentes para o mesmo quinhdao de carga
Py- Estes valores serao denominados Pxi1 € Pxps Cujos resul-

tados sao:

le = 2rlm/ (ar ‘l+¢1) e pX2 = 2r2m/(ar Vl‘l"¢2).

(4.5.1)

Pode-se adotar p, como sendo a meédia destes dois

valores, resultando:

Com tratamento analogo para as regides 3 e 4, ob-

tém-se:

py3 = 2r3m/ (br \‘l + ¢3) ’ py4 = 2r4m/ (br \‘ 1+ ¢4)

(4.5.3)

By = (By3 *+ Pyg)/2 . | (4.5.4)
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Como, por definicao de quinhio de carga Px + By=D,
Py pode ser calculado também pela expressido

Py =P = Py » | (4.5.5)

valor que pode diferir um pouco do obtido pela expressao
(4.5.4), pelo fato de serem impreciosos os valores ora con-
siderados. Espera-se que esta imprecisdo ndo invalide a a-
plicacao pratica do processo, o que sera verificado em exem

plos de aplicacao.

b} Configuracao eventual

Para configuragao eventual, o maior guinh3o cor-

respondente a direcao y. Com tratamento semelhante ao do
item anterior, resulta:

Py3 = 2r3p/(ay Y1+03) ,  pyy = 2rgn/(ap Y1+04) |

{(4.5.6)
Py = (Py3 * Pyg) / 2 - (4.5.7)
(4.5.8)
Py = (Py1 * Pxp}/2 (4.5.9)

ou
Px = P - Py - (4.5.10)
Os valores de a,, brs Timr Tomr T3m © Tam devem,
logicamente, corresponder a configuracdo eventual. Sobre a

imprecisao dos resultados valem as mesmas observacgoes feitas

para o caso de configuragao comum.
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4,5,2 - Pontos de momento nulo

Conhecidos os quinhbes de carga p, e Py+ obtém-se

0s pontos de momento nulo com base nas equacdes (4.2.12),re
sultando:

1
21 1 my - m 1 m +mp m) - my
i ul S Eah - — +( — )
x 2 Pyhg 4 Pyl Px¥x
2 2 2
by 2 Px 'x 4 Py Yy Pxty

- 1 4
SYPY (R Ralll R 12 B Ehal. VHE. - Nl VN
) 2 ) 4 22 p,, 12

X Yy

Py *y Py %y
. .7
4oL o3 - mg \j&- M3 tmy M3 Mg,
2 2 2 .
Ix 2 Py iy topy 4y Py ty

(4.5.11)

Estas expressoes valem tanto para configuracdo co
mum quanto para configuragdo eventual.

4,6 - MARCHA DE CALCULO

Apresenta-se a marcha de calculo desde os dados i
niciais da laje até o calculo dos momentos, da configuracao
de ruina e das reacoes de apoio. SupOe-se conhecidas as car
gas permanentes e as acidentals, consideradas uniformemente
distribuidas. Com relacdo & espessura, pode ser fixado um
critério para a sua determinagdao. Por enquanto, ela sera su

posta conhecida. Portanto, ja se conhece também © peso pro-
prio da laje.

De inicio sao conhecidos:
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menor vao,

maior vao,
b/ Ly = razdo dos vaos,

carga total uniformemente distribuida, majorada,
de vinculacao (ver item 2.2.1).

4.6.2 - Valores de ¢i e de

Para bordas simplesmente apoiadas, adota-se ¢i==0.

Para bordas engastadas, os valores de ¢; podem ser adotadas
com base em um dos seguintes critérios:

pré-dimensionamento em regime elastico, por e-
xemplo empregando as func¢des aproximadas forne-
cidas pelas tabelas 2.3;

valores arbitrados, por exemplo no intervalo en-
tre 1 e 2,5, na direcao do menor vao, e entre

1 e 4, na direcadoc do maior vao;

valores adotados ap0s compatibilizacao dos mo-

mentos com os das lajes adjacentes;

estudo economico abrangendo armaduras superio -
res e inferiores; esta alternativa nao sera con

siderada neste trabalho.

Com relacgaoc aos valores de «k, ha trés alternati -

vas principais:

pré-dimensionamento em regime elastico, confor-
me o mesmo critério adotado na determinacdoc de
¢ii '

valores arbitrados, por exemplo apos compatibi-

lizacdao dos momentos com os das lajes vizinhas;

critério econdmico envolvendo somente as armadu

ras infericres.
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4.6.3 = Direcao da charneira central

Supoe-se inicialmente que a configuracao das char

neiras seja a mais comum, ou seja, gue a charneira central

seja paralela a maior dimensao. Neste caso:

a=2y, b= 2,/ ¢ .

Os valores de a,. e b, sao calculados com as expres

soes (4.3.8) e (4.3.9) respectivamente.
r £ bps
e, de fato, ocorre a confiquracao comum.

Se resultar a a hipdtese inicial & correta

Se esta condicao nao se verificar, ocorre a confi-

guragao eventual, em que a charneira central & paralela a me

nor dimensao. Neste caso, a € b assumem os novos valores:
a = Ry/ﬂz . b= 1y .

Os valores de a, e b, passam entao a ser calcula -
dos pelas expressoes (4.3.24) e (4.3.25), obtendo-se os mes-
mos valores relativos a configuracac comum, s gue permuta

dos.

4.6.4 - Momentos de plastificacgdo

De posse dos valores corretos de a, e br, calcula-

r
se ccom a {4.3.19) e m com a (4.3.20); os demais momentos

sao calculados com as (4.3.26).

4.6.5 - Configuracdo de ruina

A configuracdo de ruina ficara definida conhecendo
-se os valores de Xy, X, Y] © Yy, dos quais &g ou g sao de
correntes.

Para configuracdo comum eles sao obtidos com as e-
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quagoes (4.3.28) e (4.3.30), sendo as inclinagles das char-
neiras dadas pelas (4.3.31) e Lt por:

25 = ‘Qay - (Yl + YZ) . (4-6;1)

Para configuracao eventual, empregam-se as (4.3.35),

(4.3.37) e (4.3.28) respectivamente, sendo

9/6 = ‘Q‘X - (Xl + X2) . (4-6-2)
4.6.6 - ReacOes de apoio

Para as reacoes de apoio, ha duas alternativas,ou
seja, considerar reacOes de canto ou simplesmente adotar rea
coes médias, supostas uniformemente distribuidas ao longo de

cada borda.
a) Com reacgoes de canto

Conhecendo-se as forg¢as nodais junto aos cantos,
dadas pelas (4.4.1), as reagoes de canto sao calculadas pe-
las (4.4.2).

Ao longo das bordas, as reacdes sao obtidas com
as (4.4.5) para configuracao comum e com as (4.4.8) para con
figuragao eventual, sendo by e by dados respectivamente por
(4.4.4) e (4.4.7).

b) Reacoes medias

Com as forgas nodais junto aos cantos e com as rea
¢oes ao longo das bordas, todas elas calculadas no item an-
terior, obtém-se as reacgOes médias empregando-se as (4.4.9).

4.6.7 - Quinhbes de carga

Com base nas reacoes médias obtidas no item ante-
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- rior, os quinhoes de carga podem ser dados pelas equacdes

(4.5.1), (4.5.2) e (4.5.5), no caso de configquracaoc comum,

e pelas (4.5.6), (4.5.7) e (4.5.10), no caso de configura-
cao eventual.

4,6.8 - Pontos de momento nulo

Sao dados pelas expressOes (4.5.11), tanto para

configuragao comum quanto para confiquragio eventual.

4,7 - EXEMPLOS EMPREGANDO AS FUNCOES APROXIMADAS

4.7.1 - Caso 2B com Ai=1

1

it

Ver notagao da figura 4.8; unidades kN e m.

a) Dados

b) Valores de ¢b; e de

Com a notacao adotada,

Da tabela 2.3a, tem-se:

Resulta, entao:

Hy/ My = 2,159 ;

uy/ Uy = 0,799 .

- 1,492 + 6,78%x - 1,40
- 3,54 % +14,27x - 2,33
- 1,07x + 4,18 = 3,11 .

ly/fy=1  p=1kN/m®

tem-se ¢1= ¢3= ¢4=0.

3,89;
8,40;



130

c) Diregao da charneira central
HipOtese inicial:

a=i, =1

b =2 K =1,118;

y
ag= 22/ (V1467 + Y1 + 6y)
b= 26/ ({1 +65 + Y1 + 65)

0,720;
1,118.

Como a, < b,, confirma-se a hipbtese inicial,ou se

ja, ocorre configurac¢do comum.

d) Momentos de plastificacao (kN.m/m)

a —
c = Tf-LJB + (ar/Br)2 - ar/br] = 0,4335 metros

me=m = pc?/6 = 0,0313
my= Km= 00,0250
my= m3= my= 0

m,=¢,m= 0,0676

Estes momentos sao 19,5% menores que os obtidos em

regime elastico.

e) Configuracdo de ruina

Na figura 4.8, tem-se:

%f\h_+-¢l = 0,360;
_ ar = .
Xy = —5:41-+¢2 = 0,640;
vy = vy ={k c ﬂl + ¢ = 0,3876;

9.5 = R‘Y - (yl + Yz) = 0,2248;

1+
431=04)= arc tg %C—\IK =28 L are tg 1,07655=47,111%;
r l+¢l

+
035=0yo= arc tg 2c K M-"i = arc tg 0,6056'_7 =31,2029;

ar l+¢)2
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1
+-4, ¢ /a_,_
7RG R T 3l
Vs 4 0,3876
1 \° /
A e
1 i amn
l,zl j ] 2 ; 0, 2243
/ —
/ s
/]
7 4 [ | o7
AR To s
s
D’/i’////f///////// c —
0,360 ] 0,640 I

FIG. 48 — CONFIGURAGAO DE RUINA : CASO 2B, A=l

f) ReacOes de apoio
Forcas nodais junto aos cantos (kN):
KAl = KD]. = m(l+¢l} tg (131= 0,03372;

Kgy = Kog =Km(l + ¢3) /tg aq,= 0,04134;
Kgy = Koy = m(1+¢,) tg ag,= 0,05993.
Reacdes nos cantos (kN):

Ry = Rp = —(Kay + Kpg) = - 0,05697 ;
Ry = Re = - (Kg3 + Kgp) = - 0,10127 .

Reagoes nas bordas (kN/m):

b = E_Y_ - c(Yl+d3 + Y1+4¢,) = 0,2514 metros;
5 K

2
a b b
rp = B2L q1ve; (2420 22 - c23)= 0,2879 ;
6 Y Y
2
Par b5 b5
ro = —= 41 + (2+2\k — - k7= )= 0,5118 ;
2 6 b2 FEY Ly ’

ry = ry = %? pc \k(ln+¢3) = 00,2584 .
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Reagoes médias (kN/m):

0,2205

-y

'im = *1 -~ (KAl + KDl)/Ey

r2m = r2 - (KB2 + Kcz)/£ = 0,3919 H

Y
r3m = er = r3 - (KA3 + KBB)/QIX = 0,1938 .

g) Quinhoes de carga (kN/m2)

Px1 = 2rip/(a, Y1+¢4) = 0,612
pX2 = 2r2m/ (ar \Jl+¢2) = 0,612

Px = (Pg1 + Pgp)/2 = 0,612

o
i
]

p-p, = 0,388

Com as expressoes (4.5.3) e (4.5.4), obter-se-ia:

Py3 = Pygq = Py = 2r3,/ (b, ﬂl-+¢3) = 0,346 ,

gue difere 10,6% do valor adotado.

h) Pontos de momento nulo

Lo 1 m) — my 1 m; + myp m) = My
[ - 2 - - 2 7 ) =
X 2 Pxix 4 Py % Py & 5
=0,221
4.7.2 - Caso 4A comi= 1,25
Ver figura 4.9; unidades kN e m.
a) Dados
— - = = = 2
Ly =1 Ry =1,25 k-—ﬂy/lx 1,25 p= 1lkN/m
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b} Valores de ¢i e de K

Com a notagao da figura 4.9: ¢7 = ¢5 = 0.
Na tabela 2.3b, obtém-se:

ue = - 0,78%% + 8,61% - 5,64 = 3,904 ;
by = - 3,130% + 9,67x - 3,36 = 3,837 ;
ny = - 4,312% +17,84% - 6,53 = 9,036

Resulta, entao:

b3 = ¢4 = uy/ uy = 2,355 ;

< = uy/ uy = 0,983 .

¢} Direcao da charneira central
Hipotese inicial:
a=4&,=1;

X

b :‘ly k= 1,25/1Y0,983 =1,261 ;

a,= 2a/|( Ul4-¢1 + Y1+ ¢))
b= 2b/( ﬂl4—¢3 + Y1+4,) = 0,688 .

Como a, > b,, nao se confirma a hipdtese incial

1;

Entdo, ocorre configurac¢ao eventual e os valores corretos

a= RY/V21= 1,25/ V0,983 = 1,261 ;
b= § ;

x = 13
a,= 2a/(Y1+063 +\L1+06,) = 0,688;

b= 2b/ (1 +¢; + Y1+0y)

Observacao: basta permutar os valores anteriores

n

1.

de a, e br‘
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d) Momentos de plastificagido (kN.m/m)

['Vs t (ap/b)* = a /b, | = 0,4046 metros

=
"
g
]

pc®/6 = 0,0273

0,0268

.

My =my = ¢3Kkm = 0,0631 .

Estes momentos sao 30,1% menores que os obtidos em

regime elastico.

e) Configuragac de ruina

Na figura 4.9, tem-se:

Xl = X2 = C \‘l+¢l = 0,4046;
¥1 = ¥y EE'V5(14*¢3) = 0,6250;
2

26 = &y = (%] + x5) = 0,1908;

ar |, 1+%3

(31 035= Gu5= arctg = arc tg 1,54483 =57,0840.

2c 1+9
1
; &= !
¢
f
oA t GlLl st Ll grrr i A8
L~
2 st1®  ry st Y
4 %
; 3 5 0,625
|
A %
! A4 LAY %
= 1,25 g 2 o
A 4 :
/ 2
; 4 L :
/ % 0,625
y o T .
ST, 4 87 #
/] [
1 D////////-////)'///// 77 ¢ !
! |
L 04048 0,908 | 0,4048
* 4
i i \

FiG. 4.9 — CONFIGURACAO DE RUINA ;CASO 4A, A:.25
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f) Reacoes de apoio

Forcas nodais junto aos cantos (kN):

Y]

Ka1 = Xp2 = K¢3

Kpg =< m{l+ ¢3)/tg a3y = 0,05823

Ka3 = Kg3 = K¢y
Reagoes nos cantos (kN):

ReacGes nas bordas (kN/m):

b6 = 1y = cf V14-¢1 + Vl-+¢2) = 0,1908 metros;
pc 1/1+ ¢; = 0,2697;

= - 2
rl = r2 = 3
b, bZ
£3 =g = ‘p—ar VK(1+¢3) (2+238-28) = 0,4886 .
6 X %
Rea¢oes medias (kN/m) :
- - Kal * Kpi  _ )
Im = o = 1] - = 00,2023 ;
Ly
_ - Ka3z + Kg3 _
r3m = r4m - r3 - ’Q' - 0,3721 .

X

g) Quinhoes de carga (kN/m?2}

Py3 = py4 = Py = 2r3m/(ar k'l+¢3) = 0;590

Px =P - Py = 0,410

Com as expressdes (4.5.8) e (4.5.9), obter-se-ia:

le = px2 = px = 2rl:m/ (br l+¢l ) = 0,405,

que difere apenas 1,3% do valor adotado.
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h) Pontos de momento nulo

e R R
Ex Rx
L S A I T
2
Q’x ‘Q‘x, 2 pyﬂy
m3 + M my - m 2
sl - BT, (BT s 0,005
4 pyf.y pyly
4,8 - PROGRAMA PARA MICROCOMPUTADOR
Para as lajes retangulares com carga uniforme e

bordas apoiadas ou engastadas, objetivo principal deste tra
balho, elaborou-se programa em FORTRAN, para o calculo pela
TCP.

0 programa foi baseado na marcha de calculo indi-
cada no item 4.6, apresentando, portanto, uma seguéncia se-
melhante aquela que se encontra nos exemplos do item 4.7 .
Permite tanto o pré-dimensionamento em regime elastico, com
base nas funcdOes dadas nas tabelas 2.3 (ver capitulo 2,) co
mo a fixacdo dos valores do indice de ortotropia e das ra-

zoes dos momentos negativos e positivos.

A listagem do referido programa & dada a seguir,
apdos a qual se encontram também os resultados do calculo de
uma laje, que podem ser obtidos tanto via video quanto atra

vés da impressora.
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XX X X X X X X X X X X X X X X X X X ¥ X X X X ¥ X X X X ¥ K X X

PROGRAMAR PARRA -CALCULD DE LAJES RETANGULARES

PELA TEORIA DAS CHARNEIRAS PLASTICAS
SAD CARLOS, JAN. /1988

XXX X X X % X % X % X X X X K % K X K KX E XK KK EN KX KN

s 1M1 MmrOooOrMmeoymna

DEBUG
DIMENSION FIZ(4)
CHARACTER*4 TIPD
CHARARCTER*1 W13
CHRRACTER*4 COMP
CHARRCTER%*1 FIX
RERAL LAMBDR,LX,LY,MX, MY ,M1,M2,M3 , M4, MIXI ,MIYI MIXIL,MIYIL,LSE,L5,L"
¥,L2,L3,L4
OPEN (2,FILE="PRN’')}
OPEN (1,FILE='SAIDA.DARAT’,STATUS='NEW’)

¥ ok X X K X X X X R X X K K K X X X K X X K ¥ X X X ¥ X
ENTRADA DE DADDS REFERENTE A LAJE

ok X X X K X X R K X X X X X K X X X F X K ¥ X X X X ¥

mrmoNMoMMhMM

WRITE(O,10)

10 FORMAT(S0(/),’ MENOR LADO DA LARJE ?')
READ(O,203LX

20 FORMAT(F10.0)
WRITEC(O,30)

‘30 FORMAT(/,' MAIOR LADO DA LAJE ? ')
RERDCO,403LY

40 FORMAT(F10.0)
WRITE(O,50)

S0 FORMATC(/,' CARREGRMENTCO TOTAL DA LAJE (G+Q) ?'}
READ(O,603 P

60 FORMAT(F10.0)
WRITE(G,70)

70 FORMATC(/,' TIPO DA LAJE ?")
RERAD(0,B80)TIPO

80 FORMAT(R4)
LAMBDA=LY/LX
WRITE(x%,30)

90 FORMATC/,’ DESEJR FIXAR 0S VALORES DE CAPA E FI ? ¢S,N» ', \)
READ(*,5040)FIX

5040 FORMAT(RT)

IF (FIX.EQ.'N') GOTO 5000
XXXX=1
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WRITE(x,100)
100 FORMAT(25(/),' QUAL O VALOR DE CAPA ?',\)

RERD(%,*)CAPA
00 5020 1=1,4
WRITE(*,5010)1

5010 FORMAT(//,' QUAL O VALOR DE FI-',I1,' 27,\)
READ(*,*}F1Z(I)

5020 CONTINUE

FI1=FIZ(1)

FIZ=FIZ(2)
FI3=FIZ(3)
FI4=FIZ(4)

GOT0 630

¥ o X X X X X X X K X X ¥ ¥ X XK X X X X KK EEX KX KX KX
FUNCAO APROXIMADORA DA LAJE TIPOD 1

X X X X % % % % X X % ¥ X X X X X X X X X ¥ ¥ OE Ok K X X

nomrMmAaraaTMm O

5000 IF (TIPD.EQ.’1 ') GOTO 650
GOTO 660

650 IF (LAMBDA.GT.2.5) 6OTO 670
MIXI=-2.46%LAMBDA*LAMBBA+13.07*LAMBDA-6.2
GOTO 680

670 IF (LAMBDR.GT.4.) GOTO 1010
MIXI=0.393%xLAMBDA+8.78
GOTO 680

1010 MIXI=12.5

660 MIYI=4.4
CAPR=MIYI/MIX]
FI1=0.
FI2=0.
FI3=0.
FI14=0.
GOTO 630

¥R K K X X X X X X X X X X X ¥ ¥ X X X X X K X X ¥ ¥ X
FINAL DA FUNCAD APROXIMABORA DA LAJE TIPD 1

¥ X X X X X ¥ X X ¥ ¥ X ¥ X X X X X X X ¥ X X ¥ X ¥ ¥ ¥

¥R K X X X X X K X K K X K XK K X X X X X X ¥ X X X ¥ ¥
FUNCAO APROXIMADORA DA LAJE TIPD 2R

¥ OX X ¥ X X X ¥ X X X O ¥ X O N X X X X X X X X X X X ¥

AN OoOnmm
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660 IF (TIPO.EQ.'2R ') GOTO 700
60T0 710

700 IFf (LAMBDA.GT.Z2.5) GOTOD 720
MIXI=-1,78%(LAMBDA*%2)+11.53*LAMBDA-6.64
GOTO 730

720 IF (LAMBDA.GT.4.) GOTO 1020
MIXI=0,36xLAMBOR+8.66
GOTO 730

1020 MIXI=12.5

730 IF (LAMBDA.GT.1.5) GOTC 1030
MIYI=-2.73%(LAMBDA*%2)+7.71#LAMBDA-1.03
GOTO 1040

1030 MIYI=4.33

1040 IF (LAMBDA.GT.Z2.0) GOTO 1050
MIYIL=-3.75%(LAMBDA%*%2)+15.04%LAMBDA-2.89
GOTO 1060

1050 IF (LAMBDA.GT.4.0) GOTO 1070

MIYIL=0.15%.AMBDA+11.9
G0TO 1060
1070 MIYIL=12.5
1060 CAPA=MIYI/MIXI
FI1=0.
FI2=0.
FI13=0.
FI4=MIYIL/MIYI
GOTO 680

X X X X X X % X X ¥ X X X ¥ ¥ ¥ X d X ¥ ¥ ¥ X ¥ ¥

FINAL DR FUNCAC APROXIMADORA DA LAJE TIPO 2A

* % X X X X X X X X ¥ ¥ X * ¥ X X X X X X X X X X

X X X X ¥ X X ¥ X X X X ¥ X X X X X X ¥ * X X ¥ ¥

FUNCAD APROXIMADORA DA LAJE TIPO 2B

% X X ¥ X X X X X X X ¥ ¥ ¥ X X ¥ X X X X ¥ X ¥ ¥

710 IF (TIPO.EQ.'2B ') GOTO 740
6G0TO 750

740 IF (LAMBDAR.6T.2.0) GOTO 760
MIXI=-1.49%(LAMBDA**2}+6.78%_AMBDAR-1 .40
MIXIL=-3.54%(LAMBDA*%x2)+14.27%L_AMBDR-2 .33
GOTO 7790

760 IF (LAMBDA.GT.4.0) GOTO 1080
MIXI=0.42%LAMBDA+5.35
MIXIL=0.22%_AMBDA+11.861
GOTO 770

1080 MIXI=7.03
MIXIL=12.50

770 IF (LAMBDR.GT.1.25) GOTO 1080
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1090
1100

750

780

800

1110

1120
810

1130
1140

1150
1160
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MIYI=-1.07%LAMBDA+4.18
GOTO 1100

MIYI=2.084
CAPA=MIYI/MIXI

FI1=0.

FIZ=MIXIL/MIXI

FI3=0.

FI4=0.

GOTO 630

X Ok E X X X K R ¥ K K X R X K K K X XK X ¥ X
FINAL DR FUNCAD APROXIMADORA DR LAJE TIPO

XX X X X X X X X X ¥ X K X X X X ¥ X X X ¥

¥ X X % X X X X X X ¥ X X ¥ X X X X X X ¥ ¥

FUNCAO AFPROXIMADORA DR LAJE TIPO 3

¥ OoX X X X % X X X ¥ X X X X O} X X ¥ X X X ¥

IF (TIPB.EQ.'3 ') 60TO 786

6OTO 730

IF (LAMBDA.G6T.2.0) GOTO 800
MIXI=-1.72%(LAMBDA*%2)+8&.09%_AMBDR-3 .39
MIXIL=-3.87%(LAMBDA%%2)+16.53%_AMBDA-5.66
GOTO 810

If (LAMBOA.GT.2.5) GOTO 1110
MIXI=1.21%LAMBDR+3.50
MIXIL=1.19%LAMBOAR+9.53

GOTO 810

MIXIL=12.5

IF (LAMBDR.GT.4.0) GOTO 1120
MIXI=0.34%L.AMBDA+5.67

GOTOC 810

MIXI=7.03

IF (LAMBDA.GT.1.5) GOTC 1130
MIYI=-0.42xLAMBDR+3. 41

GOT0 1140

MIY1=2.78

IF (LAMBDA.G6GT.2.0) LOTO 1150
MIYIL=-1.88%(LAMBDAX%2)+6.83%xLHMBDA+2.04
GATO 11660

MIYIL=8.2

CAPA=MIYI/MIXI

FI1=0.

FIZ=MIXIL/MIXI

FI3=0.

FI4=MIYIL/MIYI

GOTO 630

*

2B

*

*

*
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730

820

840

1170
850

1180
1190

1200

1220
1210
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X X X K X X X X X X ¥ X X K K X K X X X X X K X

FINAL DA FUNCRO APROXIMADORA DR LAJE TIPD 3

Bk K X N K X X X X X X K X X XK X K K X X X X % %

X X X X X X X X X K K K X X X X K X X K X ¥ X ¥

FUNCAC APROXIMADORA DA LARJE TIPO 4A

E X X X X X X X X X X K X X X X ¥ ¥ XK X ¥ X ¥ X ¥

IF (TIPO.EQ@.’4R ') GOTO 820
GOTD 830

IF (LAMBDA.G7.2.0) GOTO 840
MIXI=-0.78%(LAMBDA%%2)+8.61%LAMBDA-5.64
GOTO 850

IF (LAMBDA.GT.4.0) GOTO 1170
MIXI=-1.02%(LAMBDR%%2)+8.02%LAMBBA-3.51
GOTO 850

MIXI=12.5

I (LAMBDA.GT.1.5) GOTD 1180
MIYI=-3.13%(LAMBDA%%2)+9.67%LAMBDA-3.36
GOTO0 1190

MIYI=4.10

IF (LAMBDA.GT.2.0) GOTO 1200
MIYIL=-4.31%(LAMBDA%%2)+17.84%LAMBDA-6.53
GOTO 1210

IF (LAMBDA.BT.3.0) GOTOD 1220
MIYIL=0.59%LAMBDRA+10.73

GOTO 1210

MIYIL=12.50

CAPA=MIYI/MIXI

FI1=0.

FI2=0.

FI3=MIYIL/MIYI

FI4=FI3

GOTO 690

B ¥ X X ¥ X ¥ X X ¥ ¥ ¥ X X X X ¥ X XK ¥ X X X X *

FINAL DA FUNCRO APROXIMADORA DA LRJE TIPD 4A

X X X K X X X X X X X X X ¥ X XK X ¥ ¥ X X X X X

X X % X % X X X X X ¥ X X % X X X X X ¥ ¥ X X ¥ X
FUNCRO APROXIMADORA DA LAJE TIPO 4B

OR X X K X K X O X X K X X K X X X ¥ ¥ N X X ¥ %
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830

860

880
830

1230
1240

1250
1260

870

900

820

1270

1280
930

1230
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IF (TIPO.EQ.'4B ') GOTO 860
GOTO 870
IF (LAMBDA.GT.1.5) GOTOD 880

MIXI=-1.82%(LAMBDA%%2)+6.55%L AMBDA-1.55
b0TO 890
MIXI=4.17

IF (LAMBDA.GT.1.75) GOTO 1230
MIXIL=-3.47%(LAMBDRX%2)+11.34%LAMBDA-0.87
G0TO 1240

MIXIL=8.33

IF (LAMBDA.GT.1.25) GOTO 1250
MIYI=-0.36%LAMBDA+2.55
GOTO 1260

MIYI=2.1
CAPA=MIYI/MIXI
FIT=MIXIL/MIXI

FI2=F11
FI3=0.
FI4=0.
GOTO 690

¥ oK O R X X X K X X X X K K X X X X XK X X X X ¥
FINAL DR FUNCAO APROXIMADORA DR LAJE TIPD 4B

X X X X % X ¥ X ¥ K X ¥ X X X X ¥ X X ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

¥ OX X X X X K X X X X K X X X X X ¥ K K * X ¥ ¥
FUNCAC HAPROXIMADORR DA LAJE TIPO SA

X % % % ¥ % X % %X ¥ X X X X X X ¥ X X X X X ¥ %

IF (TIPO.EQ.'SA ') GOTO 800

GOTO 310

IF (LAMBDA.GT.2.0) GOTO 920
MIXI=-1.75%(LAMBDA*%2)+8.56%LAMBOA-4.57
60TB S30

IF (LAMBDA.GT.2.5) GOTO 1270
MIXI=1.55%LAMBDA+Z. 45

GOT0 930

IF (LAMBDA.GT.4.0) GOTO 1280
MIXI=0.47%LAMBDA+5.15

60TO 3930

MIXI=7.03

IF (LAMBDR.GT.2.0) 6OTO 1290
MIXIL=-4.08x(LAMBDA%%2)+18.14%LAMBDA-8.60
G070 1300

IFf (LRMBDA.GT.2.3) GOTO 1310 -
MIXIL=1.82%LAMBDAR+7.72
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1310

1320
1300

1330

1350
1340

1360
1370

910

340

360
370

1380
1330

1400
1410
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GOTO 1300

IF (LAMBDA.GT.4.0) GOTO 1320
MIXIL=0.35%LAMBDA+11.10

GOTO 1300

MIXIL=12.50

IF (LRMBDA.GT.1.5) GOTO 1330
MIYI=-2.39%(LAMBDA*%2)+5.95%LAMBDA-0.94
6OTO 1340

IF (LAMBDA.B6T.2.0) GOTO 1350
MIYI=-1.10%LAMBDA+4.26

GOTO 1340

MIYI=2.06

IF (LAMBDA.GT.2.0) GOTO 1360
MIYIL=-2.89%(LAMBDA*%2)+10.63%LAMBDA-1.56
GOTO 1370

MIYIL=8.13

CAPA=MIYI/MIXI

FI11=0.

FIZ=MIXIL/MIXI

FI3=MIYIL/MIYI

F14=FI3

GOTO 690

X ok X % X K X X K X X ¥ X X K X X K X X X X X X X
FINAL DA FUNCAD APROXIMADORA DA LARJE TIPD SA

* X K X X X ¥ ¥ X X X X X X X ¥ X K X ¥ X X X X% ¥

X X X X K X X X X X X ¥ N X K X K X K X X X X X
FUNCAO APROXIMADORA DA LAJE TIPO SB

X R X X X X X ¥ K X X X ¥ X X X X X X X ¥ X X ¥

IF (TIPO.EQ.'SB ') GOTO 940

6GOTO 850

IF (LAMBDA.GT.1.75) GOTO 950
MIXI=-2.02%(LAMBDAX%2)+7 .60%LAMBOA-2.36
GOT0 3870

MIXI=4,17

IF (LAMBDA.GT.2.0) GOTO 1380
MIXIL=-2.39%(LAMBDR*%2)+11.12*LAMBBR-1.96
GOTO 1330

MIXIL=8.33

If (LAMBDR.GT.2.0) GOTO 1400
MIYI=-0.40%LAMBDA+2.64

GOTO 1410

MIYI=1.85

IF (LAMBDA.GT.1.25) GOTO 1420
MIYIL=LAMBDA+4 .46
GOTO 1430
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950
880

330

1000

1440

1450
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630

5050 FORMAT(25(/),10X,'0PCOES DE IMPRESSAO DOS RESULTADOS
¥ > TODO5 0S RESULTADOS SAO RELATADOS NO VIDEO',/,8X,'¢< 1 » TODOS O
%¥5 RESULTHDOS SA0 ARMARZENADOS EM UM ARGUIVO’,/,8X,'¢ 2 » TODOS 0S R
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MIVIL=5.71
CAPA=MIYI/MIXI
FI1=MIXIL/MIXI
FI2=FI1

F13=0.
FI4=MIYIL/MIYI
6OTO 630

LR IR IR IR I I I N R R E E N

FINAL DA FUNCRO APROXIMADORA DA LAJE TIPOD

o X X % X X X X ¥ ¥ X ¥ X X X ¥ ¥ X ¥

X X ¥ % % X X X X ¥ X X X ¥ ¥ X X X X X ¥

FUNCAO APROXIMADORA DA LARJE TIPO B

¥ oE X X R X K X X X ¥ ¥ X X X X X X ¥ X ¥

IF (TIPO.EQ.'B '} GOTO 39480

6GOTO 630

IF (LAMBDA.GT.2.0) GOTO 990
MIXI=-1.81*%(LAMBDA%%2)+7 .48%_LAMBDA-3.56
MIXIL=-3.33%(LAMBDA%%2)+13.17%_AMBDA-4.69
GOTO 1000

MIXI=4.17

MIXIL=8.33

IF (LAMBDA.GT.1.5) GOTO 1440
MIYI=-0.73%LAMBOR+2.84
MIYIL=-3.46%(LAMBDA*%2)+9.76%LAMBDA-1.15
GOTO 1450

MIYI=1.75

MIYIL=5.71

CAPA=MIYI/MIXI

FIT=MIXIL/MIXI

FIZ2=FI1

FI3=MIYIL/MIYI

FI14=FI3

¥

¥

¥

*

FINAL DR FUNCRAO APROXIMADORA DA LAJE TIPO 6

WRITE(x,5050)

*

¥

*

*

*

¥ ¥ K X X X X X X X X X X ¥ X N X X X O ¥ H X X X X ¥

X X X X X X X X X X X F X X X X ¥ X X ¥ X ¥ X X X ¥

:h 8%, <

0
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¥ESULTADOS SA0 RELATADOS PELA IMPRESSORA’,//,10X,'DIGITE A OPCRO DE
¥SEJADA ¢ 0;1;2 »' ,\)
READ(%,300)LET

300 FORMAT(IN)

WRITE(%,310}

310 FORMAT(50(/))

150

R % % X X X X X X X X X X K X X X X X X X K X XK ¥ ¥ ¥

FINAL DA ENTRADA DOS DADOS REFERENTE A LAJE

XX X X X K X X X X X X X K K X X EE XK K E KK KX XX

oK OE X X X N R X X X X X X X X X X X X ¥ K ¥ X X X X ¥

HIPOTESE INICIAL =) CHARNEIRA CENTRRL NA DIRECAD Y

ok X X X R X N R O OE OE X X X N O X X X X X X X X ¥ X X

A=LX

B=LY/(SGRT(CAPA))
AR=2%A/(SART(1.+FI1)+SART(1.+F12)}
BR=2%B/(SQRT(1.+FI3)+SQRT(1.+F14))
C=(AR/2)*(SURT(3.+(AR/BR)I*%2)-AR/BR}
IF (AR.LGT.BR) GOTO 10000
WRITE(x*,150)

FORMAT(25(/3,25X, "’ CHARNEIRA CENTRAL NA DIRECAD Y',//)
Wi3='Y"'
W=0.

X X X ¥ ¥ X ¥ X % X X ¥ X X X X X X ¥ ¥ ¥ X X X X ¥ X ¥
CALCULD DODS MOMENTGS DE PLASTIFICACAC

X X % X X X X X X X X X X % X X X X X X X X X ¥ ¥ ¥ X X
MX=PxCxC/6b

M1=FI1%MX

MY =CAPAxMX

M2=FI2%MX

M3=FI3*CAPAxMX
M4=FI4*CAPA*MX

Bk X X X X X X X X K X X X K X X X E X X X K X ¥ X X %
FIM DO CALCULOD DOS MOMENTOS DE PLASTIFICAERD

¥ X X X ¥ F X X X X ¥ X X X X F X X X ¥ X X X X X X X ¥
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R SE IR IR 2R N B R IR R R 2 3R R IR 2R JE 2 2 B BE R R NE NN
CALCULD DA INCLINRCAD DAS CHARNEIRRS

XX X X X X X X X X X ¥ X X X X X O X K X XK X X X X X X

AL3TM=ATAN((2.%C/AR}*SART(CAPAX(1.+FI3)/(1.+FI12))
AL3ZM=ATANC (2. *C/ARI*SART(CAPAX(1.+FI3)/7(1.4F12)))
AL4TM=RTANC(Z2. xC/AR)I*SART(CAPA*(1.+FI4)/(1.+FI1)))
AL42M=ATANC(Z.%C/AR)I *SART(CAPAX(1.+FI4)/(1.+F12)))
W2=360./(2.%3.141592654)

ALFA31=W2xAL3 1M

ALFR3Z2=WZ2xAL32M

ALFR41=WZ%AL41M
ALFR42=WZ*xAL 42M

¥ % X ¥ X X X X X ¥ X ¥ X X X X ¥ X X X X X X X X ¥ X ¥

FIM DO CALCULO DRS INCLINACOES DAS CHARNEIRAS

¥ X X X X X X ¥ X X X X X X ¥ X X X X X X X X ¥ X X ¥ ¥

Eo¥ X ¥ X X X X X E X X X X X X XK X X X X X X X ¥ X X ¥
CALCULO BAS REACOES NRS BORDAS
X OE K K O X R X K X X R K X X X ¥ K O X X ¥ X X X X X ¥
LS=LY/(SART(CAPA) I -C*{(SART(1+FI3))+(5ART(1+FI141))
R1=(P*AR*(SART(1+FI1) )% (2+2%SART(CAPAI*LS/LY-CAPAXLS®LS/LY/LY]}) /6
R2=(PxAR*(SART(1+FI2))*(2+2%SART(CAPAI*LS/LY-CAPAXLSXL.S/LY/LY)) /B
R3=(2xP*Cx (SART(CRPAX(1+FI3)))) /3
R4=(2%PxCx (SAQRT(CAPA*(1+FI14))))/3
oK X X N X X X ¥ X K X X X X K X X X X X X X X X X %X X

FIM DO CALCULO DAS REACOES NAS BORDAS

¥ ¥ X ¥ K X X K X X X X X ¥ ¥ X O K X ¥ X X F X ¥ ¥ ¥ X

6070 393393

¥ OoX X X X X X X X X X X X X X X ¥ R ¥ X X X X X X X %X ¥

FIM DR HIPOTESE INICIAL
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XX K X X K X X X X K K X X ¥ E X X X X X X X K X X X X

¥R X X X K X X X X X K K X K K K K X X XK X X X X K X

C

C

C

C

C

C HIPOTESE EVENTUAL =) CHARNEIRA CENTRAL NA DIRECAD X

C

C ¥ X K X K K X X X K K K X XK K X XK K K K KX X KX X X X
C
C
1

0000 A=LY/(SQRT(CAPA))
B=LX
AR=2%A/(50RT(1.+FI3)+SORT(1.+FI4))
BR=2%B/(50RT(1.+FI1)+5QRT(1.+F12))
C=(AR/2)%(SART(3.+(AR/BR)}*%2)-AR/BR)
If (AR.GE.BR) GOTO 10010
WRITE(O,160)

160 FORMRT(25(/3,25X,"' CHARNEIRA CENTRAL NA DIRECRARO X')
Wi3='X"'

GOTO 10020
10010 WRITE(G,170)

170 FORMRT(25(/),25X,’ NRO SE VERIFICOU NENHUMB HIPOTESE')
GOTO 933398

X X X X X X X X X X X X X X X X X X ¥ X ¥ X X X X ¥ ¥ ¥

C

C

C

C

C CRLCULO DOS MOMENTOS DE PLASTIFIERD

€

€ ¥ oKX X X R X X K X X K K K X K X X X X X X X X X X ¥ ¥ ¥
C
C
1

0020 MX=(Px(CxC)/b.

MY=CRPAXMX

M1=FI1%MX

MZ2=F12%MX

M3=FI3*MX*CAPA

Ma=FI4%¥MX*xCAPA

I EEEEEEEEEEEEE EE EE EE EE E R

FINAL BO CRLCULO DOS MOMENTOS DE PLASTIFICACAD

¥OoX X ¥ X X X Ok X F ¥ E K ¥ X X ¥ X X ¥ K X X X X ¥ ¥ ¥

EOR OX X X X O X X X X X X X X X X X X X X ¥ X ¥ ¥ X ¥ ¥
CALCULO DA INCLINRCAO DARS CHRRNEIRAS

¥ X X X X X X% ¥ X ¥ X ¥ X X X X X X X X ¥ X X X ¥ X ¥ X

MmO mm

W=1.
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ALITM=ATAN(AR/2/Cx(SART(CAPAX((1.4FI3)/(1.+F11))1))
AL3IZM=ATAN(RR/Z/C* (SQRT(CAPARX((1.+FI3)/(1.4F12)))))
AL4TM=ATANC(AR/2/C* (SORT(CAPR*( (1. +F14} /(1. +FININ))
RL4ZM=ATANCRR/2Z/C* (SART(CAPAX( (1. +FI4}/(1.+F12)))))
W2=360./(2.%3.141532654)

ALFA3I1=AL31MxW2

ALFR32=AL32MxW2

ALFA41=AL4TM%W2

ALFA42=AL42Mx*W2

X X X X X X X X X % ¥ ¥ X % % % % % %X X X X ¥ ¥ X X X x

FINAL DO CALCULD DA INCLINACAO DAS CHARNEIRAS

X X X X X X ¥ X X ¥ ¥ X X X ¥ ¥ ¥ XA KR K KR KA NN

¥ oX K X X X X X X % X X X X ¥ ¥ ¥ ¥ X X X X X X X X ¥ X
CALCULO DRS REACOES NAS BORDRS

X oH X X X X X X X ¥ OF X ¥ X X X X X X X ¥ X X X X X ¥ X

noQhDQOQOmarmroamoameor ;oremy

LE6=LX-C®((SARTC(1.+FI1))+(SART(1.+F12))}
R4=(P*¥AR%x(SART(CAPA* (1. +FI14)))%(2+2%| B/LX-(LB*¥X2)/(LX*¥%2)))/6
R3I=(P*AR¥ (SART(CAPA%(1.+FI3)) )% (2+2%LE6/LX- (LEX%2) / (LX%%2))) /6
R2=(2%PxC*(SART(1.4F12)))/3

R1=(2xP*C*¥(SART(1.+FI11)))/3

¥ % X % X %X X X X X X X X X ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ X X X ¥ X ¥ X ¥

FINAL DO CRLCULO DAS REACOES NAS BORDAS

X % % X % X X X X X X X X X X X X X X ¥ X X X X ¥ ¥ X ¥ *

¥R K K X X K K K X X ¥ K X X X K X X X K X X X K X X X X
FINAL DA HIPOTESE EVENTURL

O ¥ X ¥ X X ¥ X X X ¥ ¥ F ¥ X X ¥ X X X X X ¥ X ¥ X X ¥

983999 CONTINUE

* X X X X X X X X X F X X X X X X X X ¥ X X X X X ¥ X ¥

CALCULO DAS FORCAS NODAIS JUNTO ROS CANTOS

MO DDA mmonm
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E X X % X % X% X K X % ¥ % X % ¥ X X XK X X X KK X X XX

VKAT=MX%{1+FI1I*TAN(ALI1M)
VKA3=CAPR*MX%x(1+FI3)/TRN(ALI M)
VKB3=CAPA*MX*(1+FI3)/TAN(AL3I2NM)
VKB2=MX*(1+FI2)*TRN(AL32M)
VKCZ2=MX%(1+FI2)%TRAN(AL42M)
VKC4=CRPAXMXx(1+F14) /TAN(AL42M)
VKD4=CRPAxMX%(1+F14) /TAN(AL41M)
VKD1=MX*¥(1+FI1)%TANCAL4TM)

o X K X X X X K ¥ X ¥ X X O X X X X X X X X ¥ X X ¥ X

FINAL DO CALCULO DAS FORCAS NODAIS JUNTO AOS

¥ ¥ X X% X X ¥ X X X ¥ ¥ ¥ X X ¥ ¥ ¥ X ¥ ¥ X ¥

¥OE X X X X X X X X X X X N K X X X X X X X ¥
CALCULO DRS REARCOES DE CRANTO

¥ Ok X X X X X X ¥ X X ¥ X X XX X X ¥ X X X X

RA=-(VKA1+VKAR3)

RB=-(VKB3+VKB2)

RE€=-(VKL2+VKC4)

RD=-(VKD4+VKD1)

X oK X X X X X X X X X X X ¥ X X X X ¥ ¥ X X ¥

FIM DO CALCULO DAS RERCOS DE CANTO

* OE X X X X X ¥ ¥ X X X X X ¥ X X F ¥ X ¥ X ¥

XX X ¥ ¥ ¥ % ¥ % ¥ X X X X X X X X X X ¥ ¥ ¥
CALCULO DAS RERCOES MEDIAS

¥ K X X X X X X XK K X X K X K X X X X X X ¥ ¥

R1M=R1-(VKAT1+VKD1) /LY

RZM=RZ2-(VKBZ+VKC2Z2) /LY

R3M=R3- (VKR3+VKB3) /LX
R4M=R4- (VKC4+VKD4) /LX

¥ X X X X X X X ¥ ¥ X X X X ¥ ¥ X X X ¥ X X *

*

CANTOS

* % X X
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FIM DO CALCULO DRS RERCDES MEDIAS

X X X X X X X X X X X %X %X X X X X K ¥ X X K X K K X ¥

XX X X X X X X X K X X X X K K K X X KK % KK X KK X
CALCULD DOS QUINHOES BE CARGR

X X X % X X X X R X K X K X X R KX XK KX XK KX KX

Ay M

IF (W13.EQ.'X') GOTO 3000
PX1=2.¥R1M/ (AR% (SART(1.+F11)))
PX2=2.%R2M/ (AR%(SART(1.+F12)))
PX=(PX1+4PX2) /2.
PY=P-PX
6GOTO 3010

3000 PY3=2.%R3M/(ARX(SART(1.+FI3)))
PY4=2,%R4M/ (ARX(SART(1.4F14)))
PY=(PY3+PY4) /2.

PX=P-PY
XX X N X X X X X X X ¥ X X X X X X X ¥ X N X X ¥ X X ¥ ¥
FINAL DO CALCULO DOS QUINHOES DE CARGA

¥ OE X X XK X X X X X X X X X K X X X X ¥ X X X X ¥ ¥ X ¥ ¥

¥ X X X N N K X X X X X X X X XK X X ¥ X X X ¥ ¥ ¥ ¥ X X X
CALCULO DOS PONTOS DE MOMENTO NULOD

¥ Oo¥ ¥ X X X X X X X N X K X X X X F ¥ K X X X ¥ X X X X ¥

imEnininininiuinininEnt i inN ul |

3010 AUXT=(MT1-M2) 7 (PX*xLX%xLX)
AUX2=(MT1+M2) F {(PX%LX%LX)
AUX3=(M3-M4) / (PYXLY*LY)
AUX4=(M3+M4) / (PY*LYX%LY)
L1=0.5+AUX1-S0RT(0.25-AUX2+AUX1%AUX1)
L2=0.5-AUX1-SART(0.25-AUX2+AUXT1*AUX1)
L3=LAMBDA*(0.5+AUX3-50RT(0.25-AUX4+AUX3I*ALX3))
L1=LAMBDA%*(0.5-AUX3-SART(0.25-AUX4+AUX3I*AUXI))

X X X X X % X % X X X X X X X X X X X X X X ¥ X X X X X X
FINAL DO CALCULO DODS PONTOS DE MOMENTO NULO

X X X X X X X X X X X ¥ ¥ ¥ ¥ X X ¥ ¥ X ¥ X X X X X X X ¥

Ao oM
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¥ ¥ X X X X X X X X X % X X X X X X K X X X E X X KX X X
IMPRESSAD DOS RESULTADOS
X X X % X X ¥ X X X X X ¥ X X X X X ¥ F X X ¥ X ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
9998 WRITE(LET,430)TIPO
490 FORMAT(30X,'  ----oeeoocccooomnn- *,1,32X,' LRJE TIPD = ',R4,
$1,30X, " cmmemeemmaoeo ')
WRITE(LET,330)LX,LY,P
330 FORMAT(/,34X,’  DIMENSOES’,/,28X,' LX =',F7.3,’ LY =',F7.3,/,

¥27X,'  CARREGAMENTO TOTAL =',F7.3)
WRITE(LET,350)
350 FORMATC/,30X,’  =====-=-mmmmcmmmn- ', 1,32X, RESU
¥LTADDS ', /,30X,’  =--mcoommmmmomeaees ')

WRITE(LET,340)w13,CAPRA,AR,BR,LAMBDA,MIXI ,MIYI ,MIXIL ,MIYIL
340 FORMAT(/,29X,’ CHARNEIRA NA DIRECAD ',A1,//,12X,'CAPA =’ ,F7.3,4X,
*¥'AR =' ,F7.3,058X,'BR =' ,F7.3,2X,'LAMBDA =' F7.3,/,12X,'MI-X =' ,F7.3
¥,2X,'MI-Y =’ ,F7.3,2X,"MIL-X =',F7.3,3X,'MIL-Y =',F7.3)
READ(%,420)COMP
420 FORMAT(R4)
WRITE(LET,360)
360 FORMAT(/,30X, 'MOMENTOS DE PLASTIFICRCRAO’)
AMX=MX%100
AMY=MY*100
AM1=M1%100
AM2=MZ2%100
AM3=M3%100
AM4=M4%100
WRITECLET,190) RAMX,AMY,AM1,AMZ,AM3, AM4
190 FORMATC(/,15X,'MX =',F14.8,' /100’ ,10X,'MY =’ ,F14.8,' /100',/,15X,"’
*M1 =',F14.8,' /100’ ,10X,'M2 =’ ,F14.8,' /100" ,/,15X,'M3 =',F14.8,"'
*/100’,10X,'M4 =’ ,F14.8,' /100')
IF (XXXX.EQ.1) GOTO 2600
XXXXX=MX/MIXI*100
WRITEC(LET,2B610)XXXXX
2670 FORMAT(/,23X,’RAZA0D (M. PLAST.)/(M. ELRAST.} =',F8.5)
2600 WRITEC(LET,380)
380 FORMAT(/,35X, 'QUINHOES DE CARGA')
WRITE(LET,2500)PX,PY,L1,L2,L3,L4
2500 FORMAT(/,25X,' PX =',F9.6,07X,' PY =’,FS.6,//,32X,'PONTOS DE MOM
¥ENTO NULO',/f/7,22X,'LY/LX =’ ,F9.6,10X,'L2/LX =',F9.6,/,22X,'L3/LX =
¥' ,F9.6,10X,'L4/LX =’ ,FS.6,)
WRITE(LET,370)
370 FORMAT(/,30X, ' INCLINACOES DAS CHRRNEIRAS')
WRITE(LET,Z200)ALFA31,ALFA32,ALFR41,RLFA42
200 FORMAT(/,22X,'ALFA-31 =',F6.3,10X,"ALFA-32 =',F6.3,/,22X, 'ALFA-41
*=' FB.3,10X,'ALFA-42 =' ,F6.3,/1)
RERD(%,420)COMP
WRITECLET,2570)}RA,RB,RC,RD
2510 FORMAT(/,34X,'RERCOES NOS CRNTOS’ ,//,22X,'RR =',F10.6,10X,'RB =',F
*10.6,/7,22X,'RC =’ ,F10.6,10X,'RD =',F10.6)
WRITE(LET,2520)R1,R2,R3,R4
2520 FORMATC(/,34X, 'REACOES NAS BORDAS',//,22X,'R1°=',F10.6,10X,'R2 =',F
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¥10.6,/,22X,’R3 =' ,F10.6,10X,'R4 =',F10.6)
R1M=RIM%10
R2M=R2M%10
R3M=R3M%x10
R4M=R4M%10
WRITE(LET,2530)
2530 FORMRT(/,34X,*REACOES MEDIRS')
WRITE(LET,240)R1M,R2M,R3M,R4M
240 FORMATC(/,15X,’R1M =',F14.8," /10',10X,’R2M =',F14.8,' 110',/,15X,
*R3M =’ ,F14.8,' /10',10X,'R4M =’ ,F14.8,' /10")
READ(x,4203COMP
WRITE (LET,440)
440 FORMAT(/,30X,’POSICAD DA CHARNEIRA CENTRAL ')
IF (W.EQ.1.0) GOTO 480
X=ARXSART(1+F11)/2

Y=5ART(CAPR)¥C*xSORT(1+F13)
Z=50RT(CAPR)I*CxSART(1+FI4)

WRITE(LET,450)0X,Y,Z
450 FORMAT(/,10X,'X =’ ,F3.4,10X,'Y =’ ,F9.4,10X,'Z =',F9.4)
GOTO 480

460 X=CxSART(1+FI1)
Y=50QRT(CAPA)*ARR*(SART(1+FI3))/2
W=CxSART(1+FI2)

WRITECLET ,470)X,wW,Y

470 FORMAT(/,19X,'X =',F9.4,10X,'W =',F9.4,10X,’'Y =',F9.4)

480 IF (XXXX.EQ@.1) 6070 2700
G0TO0 2720

2700 WRITEC(LET,2710)
2710 FORMRT(/)
2720 RERD(x%,420)COMP
WRITE(%,2730)
2730 FORMAT(50(/))
STOP
END



CAPA
MI-X

t

MX
ni
M3

R1if
R3M

I on

- e e . W

- —— ity -

DIMENSOES

LY = 1.000

CARREGARENTO TOTAL

LY = 1.000
1.000

- ———

CHARNEIRA NA DIRECAD Y

798 AR
4.410 MI-Y

t

1.000

4.400 MIL-X

BR

AOMENTOS DE PLASTIFICACAOD

4.17139700 /100
.00000000 /100
L00000000 /100

RAZAD (M. PLAST.)/Z(nm.

BUINHOES DE CARGA

PX = .5002824

PONTOS DE MORMENTO NULO

L1/LX
L3/LX

-G00000
000000

H #

INCLINACOES DAS

fLFA-31 =44.984
ALFA~-41 =44.924

REACGES NOS
Ra = ~-.083333
RE = -.08&83333

REALCOES NAS
Ri = L333522
R3 = L333144

1.001 LANMBDA
000 MIL-Y

i1

£.000
.00

ny = 4.16193800 7100

ne = -00000000 /100

mg = .00000000 /100
ELAST.) = .94590

PY = .499716

L2/LX =  .000000

La/L¥ = 000000
CHARNEIRAS

ALFA-32 =44.98

4

ALFA~42 =44.984

REACOES REDIAS

2.50141900 /10
2.4%858100 /10

CANTOS

RE = -.083333

RD = -.083333

BORDAS

R2 = 333522

R4 = 333144
R2R = 2.50
Raft = 2.49

POSICAD DA CHARNEIRA CENTRAL

.0000 Y = 4997 Z

141900 /10
838100 /190

4997
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4,8 - RESULTADOS OBTIDOS

Empregando o programa apresentado no item anteri=-
or, foram calculadas lajes retangulares com carga uniforme
e bordas simplesmente apoiadas ou engastadas, corresponden-

tes a todos os possiveis casos de vinculacido e aos seguin-

tes valores de A= Ey/ Lyt

A =1; 1,25; 1,5; 1,75; 2; 2,5; 3; 4 e 5.

Para a apresentacao dos resultados, estes foram di
vididos em dois grupos, o primeiro deles englobando os mo-

mentos e os pontos de momento fletor nulo e, o sequndo, as

configuragoes de ruina e as reac¢des de apoio.

4.9.1 - Momentos e pontos de momento nulo

Nas tabelas 4.1 ate 4.9, para cada casc de vincu-
lacao e para cada valor de A entre os j& citados, apresenta
-se: direcao da charneira central, indice de ortotropia,
vaos reduzidos a, e br' momentos elasticos baseados nas ta-
belas 2.3, momentos de plastificacao, comparagiao entre 0s
momentos de plastificacao m, e Os correspondentes momentos
elasticos my e, finalmente, as distancias entre os pontos

de momento fletor nulo e as bordas adjacentes.

A notacao empregada nessas tabelas, coerente com

a que se emprega ao longo deste trabalho, & a seguinte:

k= L,/ Ly: indice de ortotropia;

Yy
ay byt vaos da laje isOtropa correspondente, com a-
poios nas quatro bordas e com mesmo  momento
de plastificacdo m = my, da laje em guestao;
mé,m&: momentos elasticos nos apoios, com planos de

flexdo nas diregdes X e y respectivamente;
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My My momentos nos vaos, com planos de flexdo nas di

regoes X e y respectivamente;
m; : momentos de-plastificacdo nos apoios;

kit distancias dos pontos de momento nulo;

o 1Indice i pode assumir os valores 1, 2, 3 e 4.

4,9.2 - Confiqguragdes de ruina e reagdes de apoio

Analogamente ao que foi visto no item anterior ,
nas tabelas 4.10 até 4.18 encontram-se: direc¢dao da charnei-
ra central, distancias entre os nos da charneira central e
as bordas, inclinacdes das charneiras em relacao as bordas
menores, reacoes concentradas nos cantos e respectivas rea-
¢oes por unidade de comprimento ao longo das bordas e, final
mente, as reacOes medias nas bordas, tanto as de acordo com

a TCP como as obtidas conforme a norma brasileira NBR 6118.
A notagao € a seguinte:
Ra, Rps Rps Rp: reacodes nos cantos;
ry : reacoes nas bordas, concominantes com as rea-

coes de canto;

Timé reacOes médias nas bordas, de acordoc com a
TCP;

| reacOes médias nas bordas, conforme a
NBR 6118; i pode assumir os valores 1, 2, 3
e 4.

Nas figuras de rodapés das tabelas 4.10 atée 4.18,
nao estao indicadas nem as hachuras nem as charneiras nega-

tivas adjacentes as bordas.
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Tabela 4.1 - CASO 1: momentos e pontos de momento nulo

£
A=-ii- 1 J1,25¢ 1,5 {1,75 2 2,5 3 4 5
X
DIRECAO DA | y y y y y y y y
CHAR. CENTRAL
K 1 10,699 0,559(0,481 0,436 | 0,396 /0,380 [0,352]0,352
a. i 1 1 1 1 1 1 1 1
b, 1 1,495 2,006)2,522 13,030 {3,971 | 4,865 {6,742 | 8,427
Hy | 4,40 6,29 7,87 | 9,14 | 10,10|11,10|11,57 | 12,50]12,50
ool
o O — —_— - - - - - —— -
B = | FPx
g o
%‘ ﬁ My 4,40 | 4,40 | 4,40 | 4,40 4,401 4,40) 4,40 | 4,401 4,40
= W
T
Uy - — - - - - - - -
Uy 4,17 5,88 | 7,08 { 7,94 | 8,56 | 9,36} 9,86 }10,53 | 10,90
ol u 4,17 | 4,11 | 3,96 | 3,82 | 3,73 | 3,71} 3,75} 3,71 | 3,84
B ¥
a o
=1 T e A O R N
g &L
B
sl || =] == -|l=-]-1-
= <G
2 A u — _— - - — | -1 - - —
3
Hy - - - - - - - - -
(l-ml,/mE)("/J.) 5,4 6,6 | 10,0 |} 13,1 | 15,3 | 15,7 | 14,7 | 15,7 | 12,8
Rq/ Ay — |-t -t - -y -1]=1 -
Lo/ Ry -l -1-1-=--1-1t-1-1 -
2.3/ Ly - — - - - - - - -
L4/ iy - -1 -=-{-1-|-1-1-1 -
,/,,,//J'V X
Ez ﬁ 3 4
m = p%&‘— p = carga uniforme g | , E Ly
V. o
;‘ L
Momentos elasticos de acordo com as ta- /] 4 ;
TTTIITI
belas 2.3 g
X
Y
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Tabela 4.2 - CASO 2A: momentos e pontos de momento nulo

belas 2.3

P = carga uniforme

Momentos elasticos de acordo com as ta-

L
A= 1 {5 5,5)1,750 2 {25 3 | 4 |5
DIREGAO DA
CHAR.CENTRAH ¥ X ¥ y y y y y y
K 1,251) 0,858 | 0,652 0,535} 0,466]0,392 | 0,375]0,346 | 0,346
a, 0,64410,954| 1 1 1 1 1 1 1
b_ 1 1 1,284 11,628}1,98512,701{3,306 {4,574} 5,718
Uy 3,11 | 4,99 | 6,65} 8,093 9,30 |11,06 {11,504 {12,50| 12,50
w O
@ o ' _— _ _— - _— —_— — - -
7 B | "X
B ow
&85 py |3.89 | 4,281 4,331 4,33 4,33 4,33 | 4,33 4,33 | 4,33
2 & y
uy | 8,40 10,05 |11,23 {11,95 12,19 |12,28 |12,35 |12,50 |12,50
u, | 2,50 13,97 5,23 | 6,24 | 7,04} 8,18 | 8,83 | 9,72 | 10,22
o | 4. 1313|341 3,61 (3,3| 3,28]3,20]3,31 | 3,37 3,5
B J
A o< .
o —_ _ —_ —_ -
W) Ul - - == -
2 5
5w |- -]~ -|-1-1-1-]-
S
£ & _ _ _ _ _
U - - T -
w, | 6,76 | 8,00 | 8,83 | 9,21 | 9,23 | 9,08 | 9,45 | 9,72 |10,22
(1-mp/mg) (1) | 19,5 | 20,4 | 21,4 | 22,9 | 24,3 | 26,1 | 23,5 | 22,3 | 18,3
29/ % — -- — | - — § - — | - —
o/ Ry - — - | - — 1 - —_ - | -
R/ %y - — — § - — | - —f - | -
24/2,X 0,197 {0,270 } 0,270}0,280} 0,282}0,280] 0,286}0,291 | 0,298
Pl
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Tabela 4.3 - CASO 2B: momentos e pontos de momento nulo

A=_§TZ 1 1,25} 1,5 | 1,75 2 2,5 3 4 5
X
DIRECAO DA
CHAR. CENTRAL ~ Y Y Y Y Y 7 v y
K 0,799 | 0,599 0,524 [0,481 | 0,458 ] 0,444 0,430]0,404 | 0,404
a, 0,720 1 0,72410,728 |0,732 }0,736{ 0,740| 0,743 10,750 | 0,750
b 1,118 | 1,615 2,072 {2,523 ¥2,955§ 3,753| 4,57716,293 17,867
Uy 3,80 | 4,751} 5,42 | 5,90 | 6,20} 6,40 6,61 § 7,03 7,03
[Fa 3 ¥ 2]
§ § Uy | 8,40 ] 9,98 |11,11 }11,80 |12,05{12,16 |12,27 [12,49 | 12,50
o I
£21 u 3,11 | 2,84 2,84 | 2,84 | 2,84| 2,84 | 2,84 | 2,84 | 2,84
2 d y
Uy - - == - - - - - -
My 3,13 3,93 | 4,43 | 4,80 | 5,09| 5,45 | 5,73 | 6,13} 6,30
ol u 2,50 2,35 | 2,32 | 2,31 | 2,331 2,42 | 2,46 | 2,481 2,54
B 'S Y
-
& =5l up - - - -- - -= -= - --
E 5
%JE uo | 6,76 | 8,26 § 9,08 § 9,60 | 9,89 (10,36 [10,64 §10,89 | 11,20
= a
Mg - — -= - - - - - -
H, - - - - - — - - —_
(l-mp/mg) (Z)| 19,5 | 17,2 | 18,2 | 18,7 §} 17,9 | 14,8 | 13,3 | 12,8 | 10,4
21/ 4 4 - - - - - - - -= -
ol %o 0,221 10,236 | 0,242 0,244]0,24310,244 }0,244 10,241 |0,243
Lq/ &y —_— - - — - —_— — - -
Lol %y . . . L L . . . L
pﬂvz
= —-——-——x =
m=} 100 o carga uniforme

Momentos elasticos de acordo com as ta-

belas 2.3

R JEERARLALLLLLLLLRY
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Tabela 4.4 - CASO 3: Momentos e pontos de momento nulo

%
A‘T,Z( 1 1,25} 1,5 | 1,75} 2 2,5 3 4 5
DIREGAOC DA
CHAR, CENTRAL] 7 y y y y y y y y
K 1 0,71540,570 | 0,505]0,470 10,426 | 0,416 }0,395 | 0,395
a, 0,706 | 0,716}0,7220,726|0,731 0,739 {0,742 {0,750 0,750
br 0,706 { 1,016 1,336 | 1,646{1,953 {2,564 |3,116 {4,258 |5,323
wow '
S 8l vy 6,99 | 8,96 10,43 | 11,42|11,92 12,51 |12,50 {12,50 |12,50
a H
B
g {2 uy 2,981 2,89 | 2,78 2,781 2,781 2,78 2,78 ) 2,78} 2,78
= A
55}
p; 6,99 ] 7,64 | 8,06 8,24 8,18} 8,20 8,201 8,20 ) 8,20
Hx 2,08 2,90 1 3,52 3,98} 4,35} 4,90 5,24 | 5,74 | 5,98
. 2 uy 2,081 2,071 2,01 2,01 2,051 2,09 2,181 2,27 | 2,36
> g
ey | |-l === -]
X
E o Uz 4,88 6,43 7,53 8,271 8,77 9,39 | 9,79 | 10,20 10,63
g 3 N U R I S AR R R
H 3
114 4,88 5,49 5,82 5,96y 6,02 | 6,15 | 6,42 6,69 | 6,97
(1—mP/mE) (7)Y 30,2 28,21 27,8 27,6 | 26,4 24,9 | 21,7 18,4 1 15,0
£ 1/ L X - —-— - - —_— —_ - - -=
RZ/EX 0,195 0,218{ 0,230 0,235}0,237 | 0,238} 0,239 |0,237 {0,239
£ 3 /L % — — - - - — —-— - -
9,4/9, 0,1951}0,214)10,225)10,230}0,2301010,233 10,23910,243 10,249
X
»:3
_ 02 - . 3
m=yuy _Prx p = carga uniforme
100 by
1 2 o
Momentos elasticos de acordo com as ta- 4 :
<
belas 2.3 e o
Lx
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Tabela 4.5 - CASO 4A: Momentos e pontos de momento nulo

Momentos elasticos de acordo com as ta-

belas 2.3

NN NN NN NNNNNN

vvvvvvv

L
A=_EL 1 1,25} 1,5 f1,75| 2 2,5 3 4 5
X
DIREGAQ DA X X %
CHAR. CENTRAL y ¥ y y y y
K 1,4521 0,983} 0,743} 0,582] 0,485]0,40310,361 | 0,335} 0,328
a, 0,464 10,6881 0,921 1 1 1 1 1 1
br 1 1 1 1,176 | 1,45411,974 | 2,483 3,436 {4,339
ue | 2,191 3,90 ) 5,52} 7,04 | 8,46 | 10,17} 11,37} 12,25} 12,50
vy wv
o © ¥ _— - _ _— —_ _— —_— _ _—
So
[ E
é.ﬁ ug | 3-18] 3,84} 4,10] 4,10 | 4,10 | 4,10 | 4,10 | 4,10 | 4,10
—
=]
vy | 7,00 | 9,04 | 10,53 | 11,4911,91 {12,21 |12,50 |12,50 |12,50
My ¥ 1,58 2,73 | 3,83 | 4,85 | 5,76 7,02 | 7,88 } 8,95 | 9,59
= 2,30 | 2,68 | 2,85 | 2,831 2,79| 2,83 2,84 | 2,99 | 3,14
2 S
-4
v O u - —_— _ —_— —— - —_ —— _
o H 1
B
=
b u _— —_ . __ —_— —_ —_— —_— —_
g 4 2
= oA
M by | 5,06 | 6,31} 7,31 | 7,92 | 8,11 | 8,43 18,67 | 9,13 | 9,59
M, | 5,06 6,31 7,31 f7,92]8,11 | 8,43 |8,67 | 9,13} 9,59
wp/mg () | 27,7 | 30,1 { 30,6 | 31,1 { 31,9 30,9 }30,7 | 27,0]23,3
Lol Ly - | - — - - | - - - | -
%4l 8y 0,141 | 0,205) 0,263} 0,227 |0,226 |0,225 | 0,226 {0,227 } 0,230
24/%5 0,141 }0,205]0,263 | 0,227} 0,226 {0,225 | 0,226 {0,227 { 0,230
X
o ot
= U Phx p = carga uniforme
100 %y
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Tabela 4.6 - CASO 4B: Momentos

e pontos de momento nulo

£
A.-.TX 1 | ,25) 1,5 1,75 2 {2,510 3 4 5
X
DIRECAO DA
CHAR.C%NTRAL y y ¥y y y y y y y
K 0,689 0,554 | 0,502 {0,504 | 0,504 |0,504 | 0,504 0,504 0,504
a, 0,559| 0,570 0,578 {0,577 {0,578 |0,578 | 0,578] 0,578 0,578
br 1,205{1,680|2,116 {2,466 |2,818 |3,523 | 4,227{ 5,637 17,046
M | 3,18 3,79 4,18 | 4,17 | 4,17 4,17 | 4,17 4,17 | 4,17
o wf
2 8| v | 7,00} 7,88 (8,33 }8,35 | 8,33 8,33 | 8,33 8,33 | 8,33
ZoH
B B
8 2| wy {219} 2,10}2,10 2,30 | 2,10} 2,10 | 2,10 2,10 | 2,10
= &
1 — J— — —— —— p—— J—— —— ——
Hy
Hx | 2,30 2,75 | 3,05 3,18 | 3,29 | 3,45 | 3,56 | 3,70 | 3,79
ol ¥ | 1.58) 1,52 | 1,53} 1,60 | 1,66 1,74 | 1,79} 1,87 | 1,91
3
[= - .
w G| My | 5-06| 5,72 6,08 6,37 | 6,58 | 6,90 | 7,12| 7,40 | 7,58
[
R
g 2] w, ]5,06f572]6,08]|6,37}6,58 |6,90 | 7,12 7,40 | 7,58
g 2
= 4 — —_ — —_— P J— —_— —-— —_—
Ay 1.13
L — - - — | - - - -—
mp /g, (%) 27,7 | 27,5 | 27,0 | 23,7 | 21,0 | 17,2| 14,6 } 11,2 | 9,0
Ry/%y 0,178} 0,185]0,188 |0,191 |0,194 | 0,197 | 0,200 | 0,203] 0,204
2,/0 0,178 0,185}0,188 |0,191 {0,194 | 0,197 | 0,200 | 0,203} 0,204
L3/0y mal B " — - T - =} "
Rpl5 o - - o - - - - -
X
22
m=y IiagL- p = carga uniforme by

Momentos elasticos de acordo com as ta-

belas 2.3

N D0 39N 0 X

l |
o)
B




Tabela 4,7 - CASO

182

S5A - Momentos e pontos de momento nulo

ALy 1 f1,25] 1,5 {1,75] 2 2,5 3 4 5
£X
DIRECAO DA
CHAR gENTRAL X y y y y y y y y
K 1,170 {0,814 | 0,602 | 0,462 |0,371 {0,326 {0,314 0,293 (0,293
a 0,505 {0,712 | 0,719] 0,724 {0,728 |0,740 {0,744 {0,750 {0,750
br 0,701 10,729 0,964 1,212 |1,475 {1,970 {2,407 |3,322 4,153
Uy 2,24 3,40 4,33 1 5,05 | 5,551} 6,33 6,56 { 7,03} 7,03
0 w
E § u;( 5,46 7,70} 9,43]10,65(11,36 {11,98 |12,15 |12,50 | 12,50
S
§-‘§ uy | 2.62| 2,76| 2,61] 2,34] 2,06 | 2,06 | 2,06 | 2,06 | 2,06
23]
]
Hy ) 6,18 | 7,211 7.88| 8,19] 8,14 | 8,13 | 8,13 | 8,13 | 8,13
ux 11,42 2,16) 2,80} 3,33| 3.78 | 4,46 | 4,85 | 5,42 | 5,71
ol uy | 1.66| 1,76 1,681 1,54 1,40} 1,45 | 1,52 | 1,59 | 1,67
[
a O R
A IR IR R I B B U I R
S H ~ 1
H O
B E|u, | 345|401 6,09 7,02( 7,73 | 8,43 | 8,98 [ 9,64 |10,15
o <
= o=
Rl Wy | 3,91 4,60 5,000 5,40} 5,54 | 5,73 { 6,00 |6,27 | 6,60
wg | 3,914 4,60 § 5,00 5,40 5,54 | 5,73 | 6,01 {6,27 |6,60
mp/mg (%) |36,8 | 36,3 | 35,4 | 34,1 | 31,9 | 29,6 | 26,1 |22,9 | 18,8
R B e e e e e e e
0,/ &, |0.187 |0,194 | 0,212 0,222 |0,228 {0,229 | 0,232{0,233] 0,236
13/ Qx 0,145 | 0,173] 0,182]0,187 {0,190 {0,189 0,19140,192§0,195
24/ %, |0.145 {0,173 | 0,182 | 0,187 0,190 |0,189 | 0,191} 0,192 ] 0,195
2 »S
_ P Ly _ .
m = _— p = carga uniforme
100 Ry

Momentos elasticos de acorde com as ta-

belas 2.

3

ANSONOUNSANUAANAN

l
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Tabela 4.8 - CAS0 5B: Momentos e pontos de momento nulo

'
A=—i—xy— 1 | 1,250 1,5 | 1,75 2 2,5 | 3 4 5
DIRECAO DA | -
CHAR.CENTRAL) Y y y y y y y y y
K 0,855 0,632}0,524 |0,467 (0,441 §0,444 {0,444 0,444 |0,444
a, 0,546 | 0,564} 0,572 10,577 (0,578 {0,578 |0,578 0,578 0,578
br 0,758 1,0781,406 {1,715 [1,990 |2,484 {2,981 {3,975 |4,969
Ky 2,62 | 3,387 3,90 | 4,15 | 4,17 | 4,17 | 4,17 | 4,17 4,17
« 31
g f;’, Ux 6,17 7,27} 1,99 | 8,34 | 8,32 18,33 18,33 8,331 8,33
Z M
@
é'j uy 2,24 1 2,14 | 2,04 | 1,94 | 1,84 1,85 ]1,85 ] 1,85]) 1,85
23]
u)', 5,46 | 5,71 5,71 | 5,71 | 5,71} 5,71 | 5,71 | 5,71 { 5,71
v | 1,66 | 2,19} 2,57 | 2,83 | 2,99 | 3,19 | 3,34 | 3,53 | 3,65
o | ¥ 1,42 } 1,39 { 1,35 | 1,32 } 1,32 | 1,42 | 1,48 | 1,56 | 1,62
(= ¥
[} ‘Lé' j
g o Py |3.91 ] 4,71} 5,27 | 5,67 | 5,96 | 6,37 | 6,66 | 7,04 }7,28
EE Mo [ 3,91 ] 4,71} 5,27 | 5,67 | 5,96 | 6,37 | 6,66 | 7,04 | 7,28
e 3
M, 13,46 |3,70 [3,77 |3,88 | 4,09 | 4,37 { 4,57 }4,83 | 4,99
mp/mp (%) 36,7 | 35,3 | 34,0 | 32,0 | 28,3} 23,5 § 20,0 f15,4 | 12,6
£,/% . 10,159} 0,171{ 0,178 0,183 {0,186 |0,191 {0,195 {0,199 |0,201
L,/%, 0,159] 0,171} 0,178 0,183 {0,186 |0,191 0,195 {0,199 |0,201
Lal% — - - - — - - - -
L,4/% 4 |[0,166 |0,176 | 0,180 0,185 |0,192 |0,198 [0,203 0,209 [0,212
X
%z 3
m=pu 2% p = carga uniforme L
100 L > y
Momentos elasticos de acordo com as ta- ~ . =
belas 2.3
1
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Tabela 4.9 - CASO 6: Momentos e pontos de momento nulo
A=_’;l 1 fns o5 |5t o2 |25 |3 | 5
X
DIREGAO DA
CHAR.CENTRAL| ¥ y y y y y y y y
K 1 0,651 | 0,48610,43910,421 | 0,420| 0,420] 0,42010,420
ar 0,539 |0,557 | 0,567}0,57310,577 | 0,578] 0,578 0,578 0,578
br 0,539 {0,782 | 1,041 11,279 |1,494 | 1,869} 2,243| 2,991 3,738
Uy 2,11 § 2,96 | 3,59 | 3,99 4,16 | 4,17 | 4,17 | 4,17 | 4,17
73]
3 S 11;( 5,151 6,57 | 7,57 8,16 8,33 { 8,33 | 8,33 | 8,331 8,33
= o
Z H
%”-‘.:3 Hy | 2,111 1,93 | 1,75 | 1,75 1,75 1,75 | 1,75 | 1,75 | 1,75
= |
U)', 5,15 1 5,64 | 5,71 { 5,71 | 5,71} 5,71 | 5,71 {5,71 |5,71
Mo | 1,21 § 1,74 | 2,16 } 2,46 | 2,67 | 2,92 | 3,10 | 3,34 | 3,49
gy 1,21 | 1,13 1,05 §1,08 [1,13 | 1,23 | 1,30 | 1,40 |1,46
B O
o3| vy | 2,96 3,86 | 4,57 | 5,03 |5,36 | 5,86 | 6,19 | 6,67 |6,97
o
= Bl u, | 2,96 | 3.86 | 4,57 | 5,03 | 5,36 5,84 | 6,19 6,67 |6,97
=<
o 4
=Rl oug | 2,96 | 3,32 | 3,44 | 3,52 | 3,67 4,00 4,25 | 4,57 [4,78
Wi | 2,96 | 3,32 | 3,44 | 3,52 | 3,67 | 4,00 {4,25 4,57 |4,78
(1-mp/mp) (%)} 42,6 | 41,2 | 39,7 | 38,3 | 35,7 | 29,9 | 25,6 | 20,0 116,3
R/ %y 0,137] 0,156 0,168 0,174 }0,178 } 0,185| 0,189 |0,195 |0,198
Lo/ %y 0,137 | 0,156 0,168}0,174 {0,178 { 0,185}{0,189 {0,195 {0,198
24/ %, }0,137 | 0,145 0,147 | 0,146 |0,148 |0,152 | 0,155 }0,159 |0,161
2,/ %y 0,137 |0,145|0,147]0,146 [0,148 |0,152 | 0,155 }0,159 |0,161
2‘2 xxxxxyx'x J._x
m=p B_X P = carga uniforme § 3@ <
100 7 b
3 be, Q,y
X1 2 i
Momentos elasticos de acordo com as ta- 1S f 9:
A
belas 2.3 " Q ;




Tabela 4.10 - CASO 1 : Configuracoes de rufna e reacoes de apoi

185

Q
AT 1,25 1,5 | 1,75] 2 2,5 3 4 5
dlRaRl y [y vy Iy ly [y Ty Ty Ty
X1 0,507 0,50 | 0,501 0,50 | 0,50 0,50 | 0,50 0,50 10,50
X9 0,501 0,50 { 0,50 0,50 } 0,50 0,50 | 0,50 {0,50 |0,50
. y1 | 0,500,497 j0,488 {0,479 | 0,473 0,472 | 0,474{0,472 0, 480
'g v | 0,500,497 }0,488 {0,479 {0,473 |0,472 | 0,4740,472 lo, 480
§g,§ G3q 45 Y 44,8 | 44,3 1 43,8 | 43,4 43,3 | 43,5 43,3 | 43,8
E “aggd 45 44,8 | 443 ] 43,8 | 43,4 | 43,3 | 43,50 43,3 43,8
° Gg1 | 45 | 44,8 | 44,3 ] 43,8 | 43,4 | 43,3 ] 43,5] 43,3 | 43,8
Ogo 45 | 44,8 | 44,3} 43,8 | 43,4 | 43,3 | 43,5 43,3 | 43,8
o Ky 18,33)9,98]10,97( 11,59| 12,04 | 12,76 | 13,31 13,87] 14,46
% Kp | 8,33 9,98 10,97 11,59) 12,04 12,76 | 13,31] 13,87| 14,46
© k¢ | 8,33} 9,98 | 10,97 11,59] 12,04} 12,76 | 13,31] 13,87} 14,46
= Kp 18,331 9,98 10,97 11,59] 12,04 }12,76 | 13,31] 13,87 14,46
" P1 13,33 3,95 4,30 | 4,50 | 4,63} 4,76} 4,83 | 4,91 | 4,04
§ P2 {3,3313,95| 4,30 | 4,50 | 4,63 4,76 | 4,83 | 4,91 | 4,94
f °3 §3,33] 3,31 ]3,25 13,19 | 3,15 | 3,14 3,16 | 3,14 | 3,20
= Py 13,33 3,31} 3,25 13,19 | 3,15 ] 3,14 3,16 | 3,14 | 3,20
Pim | 2,50 ] 3,01 | 3,38 | 3,63 | 3,82 { 4,061 4,21 | 4,41 | 4,52
2 Pom | 2,50 | 3,01 | 3,38 | 3,63 | 3,82 | 4,06 ) 4,21 | 4,41 | 4,52
\% | Pan 12,50 | 2,48 | 2,44 [ 2,39 | 2,36 | 2,36 | 2,37 | 2,36 | 2.40
Pam § 2,50 | 2,48 | 2,44 12,39 | 2,36 | 2,36 | 2,37 | 2,36 § 2,40 |
. Pin § 2,50 } 3,00 | 3,33 3,57 | 3,75 | 4,00} 4,17 | 4,38 | 4,50
= Pon | 2,50 | 3,00 | 3,33 [ 3,57 | 3,75 | 4,00 4,17 | 4,38 | 4,50
% p3n 2,501 2,50 § 2,50 } 2,50 2,50 2,50 ¢ 2,50 ) 2,50 { 2,50
= P4n | 2,50 | 2,50 § 2,50 2,50 | 2,50 | 2,50] 2,50 | 2,50 | 2,50
-4 Lx 3
Y b, _‘_A]xfr:iac 1B, x
100 10 A4 W
fyf Tl 2
p = carga uniforme ! e |—+
R = reacoes nos cantos 4 Y2
r = reacoes nas bordas i W— ocﬂ\r 2
Dl 14 X9 lc
+ ¢
Yy
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Tabela 4.11 - CASO 2A: Configuragoes de ruina e reacoes de apoio

h=2y/£x 1 1,25 1,5} 1,75 2 2,5 3 4 5
e B N N A A PR
Xy {0,388 0,488] 0,500] 0,500| 0,500 0,500} 0,500 {0,500 | 0,500
X, 10,388 |0,488] 0,500| 0,500) 0,500} 0,500} 0,500 0,500 0,50&
o v 0,360 | 0,442) 0,452| 0,448 0,444 0,438] 0,446 10,449 | 0,461
35
5’ ¥y 0,640 {0,808 0,857| 0,868| 0,866 0,858] 0,875 |0,886 | 0,906|
5 9
owm & gy 142,9 | 42,1 42,1 41,8 41,6 | 41,2 | 41,7 42,0 42,7
o)
o
% m’0¢32 42,9 | 42,11 42,1} 41,8 41,6 | 41,2 41,71 42,0} 42,7
@]
., 158,8 |58,9] 59,71 60,1 60,0 | 59,8 | 60,3 60,6} 61,2
o, 1 58,8 | 58,9 59,7 60,1 60,0} 59,8 | 60,3 60,6 61,2
" Ky | 5,70} 7,36 | 8,49 | 9,31} 9,94 |10,82 ) 11,59{12,48 13,26
o
%‘ Kg | 5,70 7,36 ) 8,49 | 9,31} 9,94 |10,82{11,59(12,48 |13,26
© Ko 110,13 |13,46) 16,10 (18,06 |19,42 | 21,19 | 22,75 | 24,60 | 26,14
ws
= Ky (10,13 | 13,46016,10]18,06 |19,42 | 21,19 | 22,75 24,60 | 26,14
z p; | 2,58 3,251 3,73 | 4,06 | 4,29 | 4,55| 4,68 | 4,81 4,87
g P2 2,58 | 3,251 3,73 { 4,06 | 4,29} 4,55 4,68 | 4,81 | 4,87
2 Py | 2,88 3,01 3,01 2,98 | 2,96 | 2,92 2,97 { 3,00 | 3,07
£ | p, | 5,12} 5,51 5,71 5,79 | 5,78 | 5,72 5,83 | 5,91 [ 6,06
Pig | 1,944 2,44 | 2,82) 3,12 | 3,36 | 3,70 | 3,90 |4,17 | 4,32
E Pom | 1,94 2,44 | 2,82] 3,12 } 3,36 | 3,70 | 3,90 |4,17 (4,32
*E Pap | 2,20] 2,26 | 2,26|2,24 | 2,22 ] 2,19 | 2,23 }2,25 [2,30
Pam | 3-92| 4,14 | 4,28] 4,34 | 4,33 | 4,29 | 4,38 [4,43 | 4,54
Pint 1,830 2,29 ] 2,721 3,05 3,29 § 3,631 3,86} 4,15 | 4,32
§ Pon | 1.83] 2,29 2,72 3,05 3,291 3,63 | 3,86 | 4,15 | 4,32
O
e P3n | 2,324 2,48 2,50} 2,50} 2,50 | 2,50 } 2,50 2,50 | 2,50
= Pon| 4,02] 4,30] 4,331 4,33 { 4,33 | 4,33 | 4,33 |4,33 |4,33
%
ngz piy r
_ X - t ,E3 !B
R K 100 p 10 ~-<-—A- 0(51 = 0 .
Lol A 3 e, 71
p = carga uniforme i I 2 ;:
R = reacoes nos cantos 4 Yo
r = reacoes nas bordas ¢, o
—— ——-qr-
D r4 x C
—4 XI
Yy
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Tabela 4.12 - CASO 2B: Configuragoes de rufna e reagoes de apoio

A= Ry/P, X 1 1,251 1,5 1,75 2 2,5 3 4 5
- DIRECAQ DA
CiEGAO DA |y y y y y y y y y
X 0,360 J0,362 | 0,364 {0,366 |0,368 [0,370 {0,372 {0,375 } 0,375
X7 }0,64010,638 |0,636 [0,634 {0,632 0,630 |0,628 {0,625 {0,625
2 Y1 10,38810,376 10,37310,372 {0,374 0,381 |0, 384 \0,385 0,391
5 < Y2 10,38810,376 {0,373 10,372 |0,374 }0,381 {0,384 |0,385 0,391
o2
EEE G371 | 47,1 | 46,1 | 45,7 | 45,51 45,4 | 45,8 | 46,0 | 45,8 | 46,2
§ Gy | 31,2 } 30,5 30,4 ] 30,4 30,6 | 31,2 | 31,5 | 31,7 | 32,0
O41 | 47,1 | 46,1 | 45,7 | 45,5 45,4 | 45,8 | 46,0 | 45,8 | 46,2
Uso | 31,2 1 30,5 30,4 | 30,4 30,6 | 31,2 |31,5 | 31,7 | 32,0
- Kn } 5,70 16,35 | 6,81 7,15 7,46 | 7,97 | 8,30 |8,71 | 9,00
o
%‘ Ky ]10,13 |11,17 | 11,89 12,39} 12,81 13,57 4,03 {14,51 [5,01
z Ko 10,13 |11,17 | 11,89 | 12,39] 12,81 13,57 14,03 |14,51 §5,01
2 Ky | 5,70 § 6,35 | 6,81 7,15| 7,46| 7,9718,30 | 8,71 | 9,00
5 Py 2,88 {3,19 3,34 3,44 | 3,51 | 3,59 | 3,64 |3,70 |[3,72
g Py 5,12 | 5,61 | 5,83| 5,96 |6,02 |} 6,11 | 6,15 |6,17 |6,20
o f 3 | 2,58 02,51 2,490 2,48 |2,49 | 2,54 | 2,56 | 2,57 |2.60
-
Z Py 2,58 | 2,51 | 2,49} 2,48 |2,49 | 2,54 | 2,56 |2,57 |2,60
Pim | 2,20 | 2,53 2,73 1 2,88 2,99 | 3,14 | 3,24 [3,39 | 3,46
(5]
E Pom | 3,92 | 4,46 4,78 { 4,99 | 5,14 §5,34 | 5,48 | 5,65 | 5,76
= P3mt 1,94 | 1,88 1,87 { 1,86 } 1,87 J1,91 | 1,92 |1,93 | 1,95
P4m 4 1,94 | 1,88{1,87 { 1,86 } 1,87 J1,91 {1,92 |1,93 |1,95
© Pint 2,32} 2,59 2,771 2,89 | 2,99 { 3,12} 3,21 | 3,33 |3,39
—
3 Pon | 4,02 | 4,48 } 4,79 | 5,01 | 5,18 5,41 | 5,57 5,76 |5,88
g P3| 1,83 | 1,83 1,83} 1,83 | 1,83{ 1,83 ] 1,83 1,83 |1,83
Pgn| 1,83 | 1,83 {1,83 {1,83 | 1,83 { 1,83 ] 1,83 {1,83 [1,83
2 —
T |
R=K X s = p2tx T °£3133 = 1
100 10 A Q ¥1
2 I Io—+
y
1 2
p = carga uniforme e
= - 4
R = reacoes nos cantos - %y Py, ¥o
r = reacoes nas bordas R T v
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Tabela 4.13 - CASO 3: Configuracces de ruina e reacoes de apoio

J\=£Y/£X 1 1,25} 1,5 (1,75 2 2,5 3 4 5
DIREGAO DA
CHAR. CENTRAI] 7 y y y Yy y y y y
%) 10,35310,358}0,361 |0,363 {0,365 | 0,369(0,371 0,375 |0,375
X 0,64710,64210,639 |0,637 {0,635 0,63110,629 10,625 |0,625
0 ¥1 ]0,353]0,353}0,347 {0,348 |0,350 | 0,354] 0,361 J0,369 0,377
| Jem]
g BRI 0,64710,674 10,685 {0,692 |0,696 | 0,703|0,718 P,733 |0,748
D Wz
EQ*; Og1 ] 45,01 44,6 | 43,9 {43,7 43,8 43,8 | 44,2 1 44,5 | 45,1
Lo
§ Oan | 28,71 28,8 | 28,5 | 28,6 28,9 29,31 29,9 1 30,6 ] 31,1
4] 61,3 ] 62,0 | 62,2 | 62,3 | 62,3 | 62,3 ] 62,7 | 62,9 | 63,4
%421 45,0 | 46,4 | 47,0 | 47,4 | 47,6 | 48,1 48,8 | 49,6 | 50,1
@ Ra {4,217 | 4,96 | 5,48 |5,92 | 6,30 | 6,87 ] 7,33 | 7,95 | 8,35
=
z Xp | 7.62 | 8,90 | 9,70 110,37 |10,95 {11,73 12,42 |13,26 |13,93
[ 4]
- K¢ 13,93 §17,00 |19,15 | 2,07 21,73 123,32 |24,69 | 26,35 27,67
o
= Kp | 7,62 | 9,47 |10,81 §11,77|12,51 } 13,65} 14,58 | 15,81 | 16,60
- P1 | 2,36 2,77 | 3,04 |3,20 | 3,320 3,471 3,55 | 3,65 | 3,69
g P2 | 4,31 4,98 | 5,38 {5,62 | 5,77 | 5,931 6,02 | 6,09 |6,14
- P3 | 2,36 2,35 | 2,31 }2,32 | 2,34 2,36 | 2,41 | 2,46 |2,51
<
= P4 | 4,31 | 4,49 14,57 V4,61 | 4,64 4,691 4,79 | 4,89 {4,99
Pim| 1,77 % 2,11 | 2,37 } 2,55 | 2,70} 2,914 3,041 3,231 3,33
@ Pom | 3,23 13,79 | 4,19 |4,48 | 4,69 4,97 | 5,16 | 5,39 | 5,55
-
% Pam| 1,77 § 1,76 | 1,74 } 1,74 | 1,75 | 1,77 J1,81 |1,85 1 1,88
Paml 3,23 | 3,37 | 3,43 3,46 |3,48 {3,52 | 3,59 | 3,67 |3,74
- Pin{ 1,834 2,20 | 2,44 2,61 | 2,75 12,93 |3,05 | 3,201 3,29
5 Pon| 3,171 3,80 | 4,23 | 4,53 | 4,75 | 5,07 |5,28 }s5,55 |s5,71
& P3n} 1,83 | 1,83} 1,83} 1,83 1,83 1,83 |1,83 }1,83 |1,83
=
P4n 3,17 | 3,17 | 3,17 | 3,17 |3,17 |3,17 |3,17 3,17 |3,17
%
2 4 b &
pﬂ,x Pp"x T
R K 100 o) 10 B ,,r33 T b
A 31 3 L.
P = carga uniforme ¢ r] rz_izl
R = reacoes nos cantos Y 1 2
r = reacoes nas bordas 32
4
41 42
—— —_—
D XlJIA szC
y, t h]
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Tabela 4,14 - CASO 4A : Configuracoes de ruina e reacoes de apoio

A=fo /b fLas ) s s 2 |2 o3 | s | s
DIRECAC DA
CHAR, CENTRAL! % X i y y y y y
%1 10,308 | 0,405 0,479 } 0,500} 0,500 {0,500 }0,500 10,500 MO,SOO
Xy 0,308 {0,40510,479 | 0,500/ 0,500 {0,500 0,500 }0,500 IO,SOO
4] y1 {0,500 (0,625]0,750 | 0,803]0,809 }0,822 {0,831 {0,853 10,874
o}
E «| ¥y2 10,500 0,625}0,750 | 0,803|0,809 {0,822 |0,831 |0,853 '0,874
=z
DR
LRB ®31458,3 57,1 457,4 58,1 | 58,3 | 58,7 1 59,0 59,6 60,2 |
R
Z %4, §58,3 | 57,1 }57,4 |58,1 | 58,3 |58,7 | 59,0 59,6 | 60,2
O
®,1 1583 |57,157,4 [58,1 | 58,3 158,7 | 59,0 59,6 } 60,2
0‘.42 58,3 | 57,1 | 57,4 | 58,1 | 58,3 | 58,7 29,0 | 59,6 | 60,2
8 Kp 7,11 110,04 112,48 {14,48 | 16,06 |18,39 | 20,03 | 22,37 24,04
B
4 Kp 7,11 110,04 }12,48 114,48 | 16,06 {18,39 | 20,03 | 22,37 | 24,04
J
w Ke 7,11 10,04 12,48 |14,48 | 16,06 {18,39 [20,03 | 22,37 | 24,04
o
= Kp 7,11 110,04 112,48 |14,48 | 16,06 |18,39 | 20,03 | 22,37 | 24,04
n P1 2,06 12,70 | 3,20 | 3,60 |3,91 | 4,28 | 4,49 |4,70 |4,80
< -
= Py 2,06 2,70 § 3,20 | 3,60 3,91 | 4,28 | 4,49 |4,70 }4,80
& .
[2a]
w Py 4,37 14,89 15,20 { 5,351 5,39 5,48 §5,54 ]5,69 |5,83
<
= P4 4,37 | 4,89 5,20 | 5,35 | 5,39 | 5,48 {5,54 5,69 |[5,83
Pim | 1,541 2,02 } 2,40 | 2,71 | 2,98 3,36_§3,61 }3,93 4,13
% pzm 1,541 2,02 12,40 | 2,71 ] 2,98 13,36 §3,61 13,93 |4,13
=
= P 3 3,46 | 3,72 | 3,91 | 4,02 | 4,04 § 4,11 {4,16 |4,26 [4,37
Pum | 3,46 3,72 13,91 | 4,02 | 4,04 } 4,11 {4,16 |4,26 |4,37
Pin | 1,44 | 1,80 | 2,17 | 2,53 | 2,83 (3,27 3,56 3,92 4,13
=]
= Pon | 1,464 ] 3,80 ) 2,17 J2,53 }2,83 |3,27 |3,56 3,92 14,13
L]
e Pa, | 3,56 13,99 | 4,25 | 4,33 14,33 |4,33 |4,33 4,33 {4,33
= Pun | 3,56 13,99 14,25 14,33 14,33 4,33 14,33 4,33 §4,33
2 1 bx 1
- Phx I Al 4T3 B_|X
100 STV h 5, = =
3 y1
p= cargr.:l uniforme Ly rl/ . » o5
R = reacoes nos cantos 4
= reagoes nas bordas %, o, ¥o
+— -~ —_—
D | 4 ﬁx Ic
—4
y
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Configuragoes de ruina e reagoes de apoio

A=ﬂy/£x 1 1,251 1,5{ 1,75 2 2,5 4 5
DIRECAC DA
CHAR.CENTRAL| * 1 Y 1 ¥ (¥ 1|7 LA TR D A
X7 10,500} 0,500| 0,500{ 0,500 0,500 | 0,500 0,500} 0,50010,500
Xy 10,500} 0,500] 0,500} 0,500{0,500 | 0,500 0,500} 0,500}0,500
@ y1 {0,308} 0,302| 0,303} 0,310}0,315 } 0,323} 0,328 0,33510,339
O
% ¥y 10,308] 0,302} 0,303 0,310}0,315 ] 0,323] 0,328 0,335 10,339
=
§g§ ®31] 31,7( 31,2] 31,2) 31,8 § 32,2 132,9 { 33,31 33.8 | 34,1
% Ml %90l 31,71 31,2 31,2] 31,8 | 32,2 |32,9 | 33,3 33,8 34,1
© Q41 31,71 31,2 31,2 31,8 { 32,2 |32,9 33,3 | 33,8 }34,1
®42) 31,7{ 31,2| 31,2 31,8 { 32,2 {32,9 | 33,31 33,8 h34,1
@ Ky 7,11} 7,64| 8,06{ 8,50 |8,86 { 9,37 ]9,74 {10,22 l10,52
E Kp 7,11 | 7,64 | 8,06 {8,50 {8,86 | 9,37 {9,74 |10,22 Jr0,52
[] .
K. 7,11 | 7,64 | 8,06 | 8,50 |8,86 | 9,37 |9,74 |10,22 {10,352
[£]
2 K 7,11 | 7,64 | 8,06 {8,50 |8,86 | 9,37 {9,746 [10,22 Y10,52
2 P1 | 4,371 4,61 | 4,73 | 4,79 } 4,83 }4,89 14,92 | 4,95 | 4,97
g P2 | 4,37} 4,61 | 4,73 | 4,79 | 4,83 |4,89 la,92 | 4,95 | 4,97
=}
o Py} 2,06 ] 2,02 | 2,02 | 2,07 | 2,10 } 2,15 | 2,19 |2,23 2,26
T,
= P, | 2,06 | 2,02} 2,02 | 2,07 | 2,10 {2,15 |2,19 |2,23 |2,26
Pim| 3,461 3,79 { 3,99 1 4,11 | 4,21 l4,35 | 4,45 la,58 la,66
2 Pom | 3,46 | 3,79 | 3,99 | 4,11 }4,21 l4,35 4,45 |4,58 W,66
—~ .
‘E Pyn ¥ 1,54 | 1,51 | 1,52 | 1,55 { 1,58 |1,61 {1,664 |1,67 {1,69
Pbm| 1,544 1,51 | 1,52 | 1,55 | 1,58 {1,61 {1,64 1,67 h,69
Pin| 3,56 | 3,85 14,04 4,18 | 4,28 ja,42 |4,52 la,64 |4.71
[+ 8]
- Ponl 3,56 | 3,85 | 4,04 {4,18 }4,28 4,42 4,52 |4,64 h,71
(Vo)
o Pan | 1,84 | 1,46 | 1,44 | 1,44 1,66 |1,44 1,46 1,44 h.44
=
Pant 1,44 V1,44 | 1,46 V1,04 V1,68 11,46 11,66 Boae b,as
2
= P Ax _ Pl x | r 1
R = 100 10 4B fi’a B
3 3 yl
p = carga uniforme '3 -1
R = reacoes nos cantos 1 1 e \r?_
r = reacoes nas bordas _T_
¥
a1 a2 2
ﬂr——ﬁ E——dr—-
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Tabela 4.16 - CASO 5A - Configuragoes de rufna e reagoes de apoio

A=/t 1 [ L2s) 1,50 1,75) 2 | 2,5 3 |5
DIRECAO DA
CHAR, CENTRAL! X y y y y y y y y
X1 10,2920,356 {0,359 0,362 }0,364 0,370 lo,372 |0,375 lo,375
X9 |0,541]0,644 {0,641 |0,638 0,636 P,630 p,628 |0,625 10,625
o ¥1 10,50010,618 {0,638 0,645 0,646 L0,656 0,672 {0,687 {0,705
o
E <. Y2 10,50010,618 0,638 0,645 |0,646 10,656 {0,672 10,687 10,705
2 M| =
BQ‘; “31 | 59,81 60,0|60,6 |60,7 60,6 { 60,6 161,0 6l,4 162,0
S~
z %32 | 42,8 43,8144,9 |45,3 | 45,4 | 46,2 | 46,9 [47,7 l4s,4
o
o
41 § 59,8 60,0 | 60,6 |60,7 60,6 | 60,6 } 61,0 §61,4 [62,0
Q2 | 42,8 43,8 44,9 45,3 | 45,4 | 46,2 | 46,9 | 47,7 k8,4
o | K 5,68 | 7,42 | 8,78 | 9,83 |10,62 {11,95 | 12,93|14,22 15,13
¢
g B 110,52 13,41 5,65 |17.33 V18.53 V20,32 § 21,84 123,70 125,22
w |Kg ]10,52113,41 5,65 [17,33 118,53 120,32 | 21,84 23,70 {25,22
= | Ky 5,68 | 7,42 | 8,78 | 9,83 |10,62 | 11,95] 12,93 14,22 |15,13
Z P1 ] 1,94 | 2,40 | 2,73 ] 2,96 | 3,14 | 3,36| 3,47| 3,60] 3,65
g P2 | 3,60 } 4,34 | 4,86 | 5,22 | 5,47 | 5,72| 5,86} 6,00] 6,08
- P3| 3,85 4,12 | 4,25 | 4,30 | 4,30 | 4,37 | 4,48} 4,58 | 4,70
)
= Py 13,85 4,12 | 4,25 14,30 ) 4,30 | 4,371 4.48] 4,58 L4 70
P1m | 1,46 {1,80 | 2,07 | 2,28 | 2,47 | 2,73 | 2,89 | 3,11 | 3,22
4 Pom | 2,70 {3,26 | 3,68 | 4,03 | 4,31} 4,64 | 4,87 | 5,18 {5,37
-
‘E P3m | 2,92 13,09 | 3,19 | 3,23 | 3,23 | 3,28 3,36 | 3,43 13,52
Phm | 2,92 | 3,09 | 3,19 | 3,23 | 3,23} 3,28} 3,36 | 3,43 |3,52
o | Pin {1,464 J1,80 § 2,11 12,33} 2,49 ]2,73 2,80 3,08 {3.20
—i
2 | P20 | 2,50 | 3,13 3,66 | 4,04 | 4,33 ] 4,73 [ 5,00 |5,33 |5,54
o 30 13,03 | 3,17 3,07 13,07 { 317 | 3007 §3.17 1317 |37
= “un 13,03 13,17 1 3,17 | 3,07 {3,127 | 3,17 V5,17 V3,17 [3,17
L
22 % 2
= g P°X% =p-P°X%X T
w0 P70 A L3 B X
31 3
3 y
= 1 ]_
p = carga uniforme y r{ e
- 1 2 2
R = reacoes nos cantos .
r = reacoes nas bordas 4 Y2
y a1 a2
———— AW —_—
D_‘ Xl 1’74 xz Cc
vt




Tabela 4.17 - CASO 5B -

192

Configuragoes de ruina e reacoes de apoio

A= Eylﬂ,x 1 1,25 1,5 {1,751 2 2,5 3 4 5.
DIREGAO DA
CHAR.EENTRAL y y Y y y y y y y
X1 0,500 {0,500} 0,500]0,500 §0,5001{ 0,500(0,500 }0,500 |0,500
X, 0,300 | 0,500} 0,500{0,500 | 0,500 | 0,5000,500 {0,500 [0,500
.3 ¥i 0,292 10,288} 0,284]0,281 | 0,281 4 0,291]0,298 {0,306 |0,312
©
ém‘ﬂ Y2 0,292 0,552} 0,554]0,559 | 0,570 | 0,58910,602 10,619 {0,630
o A
E"Q‘S ©31 } 30,3 | 30,01 29,6 29,4 |29,4 | 30,2 30,8 | 31,5 | 31,9
B
,?_; G132 30,3 | 30,0 129,6 }29,4 |29,4 | 30,2 ] 30,8 31,5 |31,9
%41 [ 47,2 | 47,8 | 47,9 L 48,2 |48,7 149,7 | 50,3 [51,1 |51.6
%49 | 47,2 | 47,8 |47,9 |48,2 |48,7 }49,7 | 50,3 | 51,1 |51,6
@ Ka 15,68 | 6,38 | 6,83 17,13 | 7,38]8,00 | 8,44 | 9,03 ] 9,41
Zz | K5 |5,68 | 6,38 |6,83 |7,13 | 7,3818,00 | 8,44 | 9,03 | 9,41
o | k¢ 10,52 {12,22 13,31] 14,15} 14,95] 16,18 ] 17,07 |18,26 [19,02
=]
“ | ¥ |10,52 |12,22| 13,31]14,15] 14,95{ 16,18 | 17,07 }18,26 |19,02
@ | Py 13,85 4,25| 4,48 ] 4,62 | 4,70 4,79 | 4,85 {4,901 | 4,94
2 | Py | 3,85 4,25( 4,48 | 4,62 | 4,70 | 4,79 | 4,85 | 4,91 | 4,94
~ I3 [ 1,96 1,92 1,89 | 1,88 | 1,88 | 1,94 § 1,09 | 2,04 | 2,08
-l
= P, | 3,60 | 3,68] 3,69 | 3,72 | 3,801 3,93 | 4,02 [ 4,13 | 4,20
Pim | 2,92 } 3,32 3,60 3,80 | 3,94 | 4,12 | 4,25 14,42 | 4,53
9 Pom t 2,92 } 3,32| 3,60 | 3,80 | 3,94{ 4,12 | 4,25 | 4,42 | 4,53
g | Pam | 1,46 | 1,86 | 1,42 1,61 1,41] 1,46 | 1,49 1,53 | 1,56
=
Pam | 2,70 | 2,76 | 2,77 | 2,79 | 2,85 | 2,95 § 3,01 | 3,10 | 3,15
o, | 3,03 | 3,42 { 3,69 3,87 | 4,01 4,21 ]4,34 | 4,51 {4,61
S Pon 13,03 3,42 3,69 13,87 | 4,01 | 4,21 |4,34 4,51 [s,61
; P3n | 1,44 | 1,46 | 1,44 | 1,44 § 1,44 | 1,84 1,44 (1,46 |1,44
= Pen | 2,50 | 2,50 } 2,50 2,50 |2,50 2,50 | 2,50 }|2,50 |2,50
g2 g t x T
_ P *x = o P x r
T TP B B o v b o
P = carga uniforme -
- £y / 1 2 h
R = reagoes nos cantos Ty o4
r = reacoes nas bordas 4 Yo
Dd41 nﬁaz
-4r——D r4 E—«r—
1 %1 Xy
y
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Tabela 4.18 - CASO 6: Configuragoes de ruina e reacoes de apoio
A =2y/2x 1 1,25 1,5 11,75 2 2,5 3 4 5
e y |y y |y y vy v y
X 0,500} 0,500} 0,500} 0,50 0,500} 0,500} 0,500]0,500 {0,500
X2 0,500{ 0,500} 0,500{ 0,500 0,500{ 0,500} 0,500]0,500 |0,500
'% Y1 0,500} 0,517} 0,519| 0,524 0,536{ 0,560} 0,577 0,599 |0,612
o
é <| 72 0,500} 0,517}{0,519}§ 0,524 0,536} 0,560{ 0,577}0,599 {0,612
Jui
gl 31| 45,0 | 46,0 | 46,1 | 46,4 |} 47,0 48,3 | 49,1} 50,11t 50,8
Z
8 a32 45,0 ] 46,0 | 46,1 | 46,4 | 47,0 48,31 49,1 } 50,1} 50,8
o
411 45,01 46,0} 46,1 | 46,4 | 47,0 48,3} 49,1 50,1 50,8
Q7 45,01 46,0 ) 46,1 | 46,4 | 47,0 48,31 49,1 | 50,11 50,8
8 Ka 8,33110,11111,32}412,26 113,09114,49 115,53 116.97 {17,90
=
E Kp 8,33110,11)11,32)112,26 |13,09 114,49 115,53 {16,97 17,90
4]
8 KC 8,331 10,11} 11,32§12,26 {13,09 }14,49 115,53 | 16,97 |17,90
=
Ky 8,33110,11|11,32112,26 113,09 {14,49 |15,53 |16,97 17,90
2 Dl 3,33| 3,86F 4,20 4,404 4,52 | 4,67 |} 4,75 4,85 4,90
% p7 3,33 3,861 4,20| 4,401} 4,52 | 4,67 4,75 14,85 74,90
: P13 3,33| 3,45 3,46 3,50 3,58 | 3,73 | 3,85 }3,99 4,08
<
= 04 3,331 3,45] 3,46 3,50 3,58 3,73 13,85 13,99 4,08
Pim | 2,504 2,93 ] 3,27 | 3,50 13,66 |3,88 | 4,04 ] 4,25 | 4,39
2 | P, | 2,50] 2,93 3,27 | 3,50 | 3,66 |3,88 | 4,04 4,25 | 4,39
—
‘E D3m 2,50 2,58 1]2,60 2,63 | 2,68 2,80 2,881 2,99 § 3,06
Pem | 2,501 2,58 12,60 12,63 | 2,68 |2.80 | 2,88 ] 2.99 | 3,06
pln 2,50} 3,001 3,331 3,57 | 3,75 14,00 4,17 ) 4,38 | 4,50
= a]
h pzn 2,50 3,001 3,33 | 3,57 | 3,75 [4,00 4,17 | 4,38 |4,50
(\s]
o an 2,501 2,50 2,50 ) 2,50 | 2,50 {2,50 2,50 2,50 | 2,50
2 |[e,, | 2.50] 2,50] 2,50 | 2,50 {2,50 [2,50 | 2,50 }2,50 }2,50
R’X
t I
B
R = K P‘Q’fc =p p Ay A —/r3 x
100 10 31 . 3
p = carga uniforme 2 " __yl
- Yol 1 2 [r2
R = reacoes nos cantos e
. Y2
r = reacoes nas bordas 4
od41 42
.....__.4r_
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4,10 - INDICE DE ORTOTROPIA ECONOMICO

Uma anadlise rigorosa das condigOes de economia de
veria considerar: a espessura da laje {como por exemplo faz
CHAMECKI[GQ], tendo em conta a razao do custo do ago e do
custo do concreto, ambos relativos a unidade de volume; a
distribuicaoc das armaduras positivas e negativas (como LAN-

GENDONCKIzl]) e, finalmente, a variacao do indice de orto-

tropia.
4.10.1 - Simplificacoes admitidas

Nas lajes comuns de edificios, as espessuras sao
em geral fixadas por razoes construtivas ou para atender as
condicoes de deslocamente,resultando abundantes com relacdo
a flexao. Pode-se, num primeiro estudo, prescindir da consi
deracdo da alteracdo da espessura, problema que podera ser

retomado em pesquisa posterior.

A consideracao da distribuicgao das armaduras posi
tivas e negativas, juntamente com a variacao do indice de
ortotropia, tornaria o problema de dificil solugdo em um ca
so geral, tendo em vista o grande numero de variaveis envol
vidas. Note-se, por exemplo, que a armadura negativa se dis
tribui apenas em determinadas regifes, O que Nao ocorre Com
a armadura positiva, que se estende por toda a laje. A arma

dura positiva também pode variar de uma regiao para outra.

Para simplificar, porém sem trair os  objetivos
praticos gque aqui se consideram, em uma primeira etapa o cus
to das armaduras negativas nao sera considerado. Devera,
porém, ser levado em conta em um critério econdmico mais re
finado. As armaduras positivas serao supostas constantes ao
longo de toda a laje, o gue esta de acordo com o procedimen
to habitual.

O problema se resume, portanto, na <consideracao
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do indice de ortotropia k = my/mx. A rigor, o mesmo valor k
nao vale para a relagao asylaSx entre as armaduras, gue, por

se apresentarem superpostas, possuem alturas uteis d, e dy

diferentes (em geral, d, > dy). Como diversos resultados
disponiveis demonstram que o indice de custo minimo & pouco
sensivel a pequenas variagoes de K (LANGENDONCK[ZI]), € ra-
zoavel adotar a aproximacdo k= asy/asx. A curva do consumo

de ago é achatada nas proximidades do seu minimo.

Outros aspectos praticos dao respaldo i adocio de
K = agy/agy. Un deles ocorre gquando se adota d ={dy+dy) /2
valendo para as duas direcoes, simplificando ¢ calculo e ga
rantindo pequena seguranca adicional com relacio 4 armadura
da direcao x, em geral mais robusta que a da_direcéo y, fi-
cando esta ultima um pouco contra a seguranca; este fato a-
tenua a inseguranca causada pela inversao acidental, duran-
te a execucao, da posigdo relativa das barras, o que & coe-
rente com o nivel de mido-de-obra atualmente disponivel no
Brasil, onde convivem grandes construtoras, com nivel técni
co excelente, e pequenos empreiteiros, despreparados e de-
sassistidos por profissionais competentes. Outro aspecto gque
reforga a adocao de «k = asy/aSX € que a armadura agyrque pos
sui altura Util menor, corresponde em geral ao momento me -
nor e acarretando também em uma menor altura da regido com
primida do concreto. Esta diminuicioc do valor da posicao da
linha neutra faz com que a resultante de compressac se apro
xime da borda comprimida, compensando em parte a diminuicao
do brago de alavanca causada pelo menor valor de dy.

Das simplificacOes admitidas decorre que a situa -
¢ao econdmica corresponde ac minimo da funcio m, + m

v -
4.10.2 ~ Determinacic da situacio econdmica
Na determinagado da situacdo econdmica, as duas di

recbes da charneira central sdo possiveis, ou seja, a confi

guragao comum e a configuracgio evetual ji definidas.
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Para que ocorra configuragao comum, com a hipdtese
inicial de que ocorra este tipo de confiquracao, deve resul-

tar a,. £ b,; no caso contrario, a configuracao sera do tipo
eventual.

a) Configuracao comum

Supondo inicialmente que a configuracao seja co-

mum, com a notacao da figura 4.4b tem-se:

a =iy ; b= 2,7k . (4.10.1)

Substituindo-se estes valores nas expressoes(4.3.8)
e (4.3.9), obtém-se:

a = ZE’X r (4.10.2)
r Jl+~¢]_ + 41+ ¢,
28 K
L = 1 y N . (4.10.3)
Vl+¢3 +V1+¢4
Definindo-se
6§, = ay/b, , (4.10.4)

resulta
5o tx (1r 83 + V1 ¢4 .ﬁ:? =Vujl K, (4.10.5)
y 1’1+ ¢+ 1[1+ ¢, )

b= by Y1+ 65 + i+ 6, 2

. ) . (4.10.6)

1’1+ ¢2

As equacgoOes (4.3.20), (4.3.26) e (4.10.5) permitem

que a soma m, + my, seja exXpressa por

2
_ par _ 2
My +my = 5 (1) (VEI7??ﬂ? \fazj?_ﬂ) . (4.10.7)

cujo valor minimo ocorre quando for minima a funcao

o)
b
=
4
=
'_I
+
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Fp = (1 +x) ﬂ,“’l“ 3 - Wl ). (4.10.8)

A determinacao analitica do minimo desta fungao e

complicada. Ha solugOes mais simples, ou tracando-se a curva

da funcao F; e determinando-se graficamente o seu valor mini

mo ou recorrendo-se a processo numérico via computador.

A hipbtese de que a, £ b, € idéntica a admitir

§. ¢ 1. Considerando-se a equacao (4.10.5), a hipotese de o-

correr configuragao comum sO se verifica se

cgd (4.10.9)
wl

Portanto, admitir configuracaoc comum equivale a su
por k variando no intervalo entre zero e l/wl. Se o valor
minimo de F, neste intervalo ocorrer para K = 1/wl, € neces
sario investigar a possibilidade de « ser maior que 1/ V1 o,
ou seja, de gue a situagao economica ocorra com configuracéao

eventual das charneiras.

b) Configuracgao eventual

De acordo com o calculo anterior, se houver possi-
bilidade da situacdo econdmica acontecer com « > 1/y ;, o cal
culo deve ser refeito com a notacdo da figura 4.5b, onde se

tem:

a = zy/w ; b= by . (4.10.10)

Analogamente ao que se fez no caso anterior, para

configuracao eventual obtem-se:
2Ry/UK
a = ’
Toqireg + 1+ oy

2 %
b, = X i (4.10.12)

t Y1+ 0, +V1+ oy

(4.10.11)
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0 novo valor de dr = ar/br resulta

5 o by 1+ ¢4 +Vl+¢2 1 ¥,

S S F T T T A

(4,10.13)

by Jl+ 0 + Jl+¢2' 2

— . Y . (4.10.14)
by Jl+ ¢3'+ \fl+¢4

A soma my, + my fica expressa por

2

d
m, + my = 541' (1+k) ﬂ’wz/K + 3 - Il)z/i( )2 (4.10.15)

cujo minimo ocorre guando for minima a funcgio

2
Fy = (1+ K)(ﬂwz/n + 3 =TYu,/k ) . (4.10.16)

A esta funcdo pode ser dado tratamento anadlogo ao

dado a funcdo F; anterior, sb que supondo k 21/ ¥,.
4.10.3 = Valores dos indices de ortotropia econdmicos

Neste critério econdmico, como i3 foi esclareci-

do, foram admitidos as simplificacgdes:
K = asy'/aSX em vez de K = my/mx ‘

armaduras positivas constantes ao longo da laje,

nao consideracdo do custo das armaduras negativas.

Com base nestas hipOteses e no equacionamento an-
terior, foi elaborado programa para microcomputador que for
nece, para todos os casos de vinculacao, o indice de orto-
tropia econdmico, em funcao das razoes ¢; dos momentos ne-
gativos e positivos em cada direcao e de i = Ry/ £ - O pro-

grama considera ¢; = ¢; o¢ » Obtidos com as fungbes aproxi-
r
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madas dadas nas tabelas 2.3, e os valores arbitrados ¢; =1
1,5 e 2,

!

0 programa indica a funcao Fj - F; ou Fy, relati

vas a configuracao comum e eventual respectivamente -, pa-
ra a qual ocorre o valor economico Kec COM 03 = ¢i,e2 .
Como se esta admitindo o custo das armaduras inferiores pro
porcional ao valor da fungao Fj, 0 programa calcula, também,
a relacao entre os custos FeﬂlF-, onde o valor F.q corres=-
K con . = : e F: representa os valore
ponde ao Kg, ¢5 ¢1,e£ ] P S
de Fy ou Fy, calculadoscomdﬁ_=]4 1,5 ou 2 e os respectivos

valores economicos de k . A relagdo Feg/Fj permite, por-
tanto, que se tenha uma idéia da variacao do custo da arma-

dura positiva, quando se alteram os valores de b3

Os resultados encontram-se nas tabelas 4.19 a

4.27, para cada caso de vinculacdo e diversos valores de i .

Tabela 4.19 - Caso 1: indices de ortotropia econdomicos

F
Ly “ec UNCAO Fe!L/Fj
Y F. :
Ly 3
%i,e0y®i=1 |¢i=1,5¢=2 J4=1,2] ¢;=11¢5=1,5] ¢;=2
1 1,00 { 1,00| 1,00 { 1,00 | Fq 1,00{ 1,00 1,00
1,25 § 0,40 { 0,40 0,40 0,40 § F1 1,00} 1,00 | 1,00
1,5 0,21 0,211%10,21 0,21 Fi 1,00} 1,00 1,00
1,75 { 0,14 | 0,14} 0,14 | 0,14 { Fy 1,00} 1,00 | 1,00
2 0,10 0,10} 0,10 0,10 | F1 1,00} 1,00 1,00
2,25 o,10 ] 0,10} 0,10 } 0,10 | F1 1,00| 1,00 | 1,00
2,5 0,10 { 0,10 0,20 }J 0,10} F1 1,060 1,00 | 1,00
0,10 0,10 | 0,10 0,10 Fi 1,00} 1,00 1,00
3,5 0,10 } o,10| 0,20 }{ 0,10 | F1 1,00| 1,00 | 1,00
4 0,02 | 0,02]10,02 jo,02) F1 1,00] 1,00 1,00
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Tabela 4.20 - Caso 2A: indices de ortotropia econdmicos

A:-égl Keg FU:?AO Feg/Fj
i 0i,et [0i=1 Pi=1,50i=2 3=i,2¢’i=l 0i=1,5 [¢i=2
1 1,00 100|100 |1,00 | 7, | 1,22] 1,06 1,01
1,25 1,00 | 0,82 1,00 | 1,00 | ¥, | 1,09] 1,00 1,03
1,5 [ 0,82 | 0,40f0,50 {o,62| r | 0,88] 0,02 0,05
1,75] 0,44 | 0,23] 0,30 0,34 | 7, | 0,91| 0,93 | 0,96
2 {0,30 | 0,20]0,20 {o,23]| 7 | 0,93] 0,95 0,97
2,25] 0,20 | 0,12 |0,24 {o,20| 7 | 0,95] 0,96 | 0,97
2,5 | 0,20 { o,20f0,11 [o0,22| # | 0,96] 0,97 0,98
3 0,10 0,10 | 0,10 0,10 Fq 0,97 0,98 0,99
3,5 0,10 0,10] 0,10 0,10 Fq 0,97] 0,98 0,99
4 6,10 0,10 | 0,10 0,10 Fq 0,97 0,98 0,95

Tabela 4.21 - Caso 2B: indices de ortotropia econdmicos

by oo FUNcAOI Fe /F
A"EX Fj

¢i,er |%i=1 | ¢i=1,5]%i=2 |j=1,2 |®i=1 l®i=1,5| ¢i=2
1 Jo,30] 0,42f0,33 {o,30) ¥, | 1,07 ]1,03 | 1,01
1,25] 0,14 | 0,21}0,20 0,20 7, | 1,04 1,02 | 1,00
1,5 {0,120 | 0,130,211 |o,10 | F, | 1,03 1,01 | 1,00
1,75] 0,20 | 0,20{0,10 | 0,20 ] F; § 1,02 | 1,01 | 1,00
2 }o,10} 0,20|0,20 jo,20] F; | 1,02 1,01 1,00
2,25 0,10 | 0,20{0,20 | 0,20 ®; | 1,01 ] 1,01 | 1,00
2,5 | 0,10 | 0,20f0,20 | 0,20 ¥, | 1,01 1,01 | 1,00
3 |o,02} 0,20f0,02 0,02 7, |o0,98]1,00] 1,00
3,5 | 0,02 | 0,02)0,02 | 0,02} 7, | 1,00 1,00 | 1,00
4 Jo,01 | 0,02|0,01 |o,00] ¥y | 1,00} 1,00 1,00
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Tabela 4.22 - Caso 3: indices de ortotropia econdmicos

< FUNCXO F _
- %f_ ec eE/Fj
Ly Fy
Pie (0371 Bi=1.51¢5=2 15=1,2)0;=1 |¢5=1,5]04=
1 1,001 1,00 | 1,00 |1,00 | F1 | 1,004 1,00]1,00
1,25 | 0,43 10,40 | 0,40 (0,40 | F1 | 0,98 | 0,98 0,98
1,5 0,30 10,21 | 0,21 ]0,21 Fy 0,97} 0,9710,97
1,75 ) 0,20 {0,14 | 0,24 J0,24 | Fy | 0,98 | 0,98 0,98
2 0,1210,10 0,10 { 0,10 Fq 0,98 0,98 10,98
2,25 0,10 0,10 0,10 10,10 Fy 0,98 0,98 10,98
2,5 0,10 0,10 { 0,20 | 0,10 Fy 6,99} 0,99 0,99
| 3 0,10 0,20 { 0,10 | 0,10 Fy 0,99 | 0,99 0,99
|3,5 0,10 0,10 | 0,10 | 0,10 Fy 0,99 | 0,99 | 0,99
| 4 0,10 J0,02 | 0,02 f0,02 | F1 J 1,01 1,02]1,01
Tabela 4.23 - Caso 6: indices de ortotropia econdmicos
FUNCAO
Ly Kec Feg/Fy
A= —— _
% i Fy
®i,et |%=1 |%i=1,5|%i=2 |3=1,2|%i=1 [%i=1,5}¢i0
1 1,00 | 1,00 1,00 { 1,00 F; 1,00 } 1,00 | 1,00
1,25 { 0,54 | 0,40 0,40 | 0,40 F, 10,94 0,94 | 0,94
1,5 0,34 ) 0,2110,21 | 0,21 F; 10,94 0,94 | 0,94
1,75 | 0,22 | 0,14} 0,14 | 0,14 F; }o0,95 | 0,95 | 0,95
2 0,20 | 0,10}0,10 | 0,10 F; 30,96 [0,96 | 0,96
2,25 J 0,12 | 0,10} 0,10 | 0,10 F; 0,97 0,97 | 0,97
2,5 0,10 | 6,10 (0,10 | 0,10 F;, }0,97 0,97 | 0,97
3 0,10 0,101 0,10 0,10 Fq 0,98 0,98 0,98
3,5 0,10 { 0,10 ]0,20 | 0,10 F1 $o0,98 | 0,98 | 0,98
4 0,10 | 0,02 0,02 | 0,02 F, }1,010 | 1,01 | 1,01
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Tabela 4.24 - Caso 4A: indices de ortotropia economicos

FUNCAO

- Qy Kec F FeR/Fj

Ty j

X . . R .
0i,e0 |f=1 [%=1,5 |%i=2 |3=1,2 | %=1 [%-=1,5]%=2

1 {1,00] 1,00{1,00|2,00] F, |2,27 [ 1,08} 1,02
1,25} 1,00 1,00 1,00 1,00 F2 1,24 1,12 1,04
1,5 | 1,00 0,73 1,00 { 1,00| F, }1,17 | 1,17 | 1,08
1,751 1,00 0,401 0,60 0,94 FZ 0,95 1,02 1,10
2 0,93 | 0,30} 0,40 | 0,50{ F; |o0,81 | 0,85 ] 0,90
2,25 0,54} 0,20y 0,25 } 0,33} F, }O,85 | 0,89 | 0,92
2,5 0,40 0,141 0,20 0,24 Fq 0,88 0,91 0,94
3 0,21 0,10§ 0,11 0,14 Fi 0,92 0,94 0,96
3,5 0,14 0,101 ©,10 0,10 Fq 0,94 0,95 0,97
4 0,10 ¢,10] 0,10 0,10 Fq 0,95 0,96 0,97

Tabela 4.25 - Caso 4B: indices de ortotropia econOmicos

. FUNCAQ
_ Y Kec FeR./Fj
A= — F.
fosc 3
¢; er |%=1 J%=1,5{%i=2 }3=1,2 1 1%i=1.51%i=2
1 0,13 | 0,30 0,20 { 0,14 F, ) 1,07 { 1,031,012
1,25 { 0,10 { 0,14 {0,10 | 0,10 F, | 1,04 | 1,02 1,00
1,5 {o,10 | e,10f0,10 | 0,10 F, f 1,03 1,01 1,00
1,75 | 0,10 | 0,10] 0,10 } 0,10 ry | 1,03 ] 1,01 1,00
2 0,10 | 0,10 f0,10 { 0,10 Fy | 1,02 ] 1,01}1,00
2,25 | 0,02 | 0,10 | 0,10 | 0,02 F; | 1,00 | 0,99 | 1,00
2,5 }o,02 | 0o,10}0,02 | 0,02 r, | 0,99 | 1,00} 1,00
3 0,01 | 0,02 0,02 | 0,01 Fy § 1,01 | 1,00] 1,00
3,5 lo,01 1] 0,02}0,01 | 0,01 F, | 1,00 | 1,00/ 1,00
4 0,01 | o,01|0,01 | 0,01 Fy | 1,00} 1,00] 1,00
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Tabela 4.26 - Caso 5A: 1indices de ortotropia econdmicos

FUNCAO -

g Kec Fao/F5
L= Yy F. £°7]

JJ‘x - ]

ief |®i=1 [Pic1,5{%i=2 [4=1,2 1®i=1 [%i=1 s5{¢i=

1,25 1,00 0,7110,90 1,00 F, 1,02 1,06 1,07
1,5 0,80 0,341 0,40 0,50 Fl 0,87 0,89 0,91
1,75 0,53 0,21 0,24 0,30 Fy 0,87 0,89 0,90

2 0,40 0,20 | 0,20 0,20 Fy 0,88 0,89 0,90
2,25 10,30 0,12}0,12 | 0,13 F, 10,91 | 0,92 | 0,92
2,5 0,20 0,10 ] 0,10 0,10 Fq 0,92 0,93 0,94

3 0,13 0,10 {0,10 0,10 Fq 0,94 0,95 0,95
3,5 0,10 0,10{0,10 0,10 F, 0,95 0,96 0,96

4 0,10 0,1010,10 0,10 Fy 0,96 0,96 0,96

Tabela 4.27 - Caso 5B: indices de ortotropia econdmicos

Ly ) FUNCAQ
}\=——£; ec Fj Fej‘/Fj

9i,ep | %i=1 [4i=1,5] ¢i=2 [3=1,2 |%i=1 Pi=1,5[0i=

1 0,34 | 0,50 | 0,40 | 0,30 Fy 1,05 {.1,03 1,01
1,25 0,201} 0,23 }10,20 } 0,20 Fq 1,01 1,00 0,99
1,5 0,131 0,14 1 0,12 | 0,11 Fy 1,00 0,99 0,99
1,75 6,10} 0,10 | 0,10 } 0,10 Fq 1,00 0,99 0,99

2 0,10} 0,10 | 0,10 {0,10 Fy 1,00 0,99 0,98
2,25 0,10} 0,10 } 0,10 | 0,10 Fq 1,00 0,99 0,99
2,5 0,10} 0,10 { 0,10 { 0,10 Fq 1,00 0,99 0,99

3 0,10} 0,10 } 0,10 | 0,10 Fq 1,00} 0,99 0,99
3,5 0,02} 0,02} 0,02 |0,02 Fi 1,00] 1,00 1,00

4 0,021} 0,02 0,01 | 0,01 Fq 1,00) 1,00 1,00
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4,11 -~ EXEMPLO DE CALCULO DE UM TABULEIRO DE EDIFicIO

Apresenta-se o calculo das lajes de um tabuleiro
de edificio, para ilustrar o calculo sistematizado ora pro
posto. Serao comparados os resultados obtidos a partir de

trés consideracdes iniciais, a saber:

a} calculo elastico com base nas funcoes dadas nas
tabelas 2.3:

b) cdlculo pela TCP com os valores iniciais de k

e ¢; = ¢i,e£ relativos ao calculo elastico anterior;

¢) calculo analogo ao anterior, partindo do mesmo
valor de k e com ¢; = 0,62 ¢i,e£ ; a justificativa para a

escolha desses wvalores de b5 sera dada no item 6. 3.

As lajes a serem analisadas sdo destinadas a la-
boratdrios, salas de aula, salas de professores e a ativida
des afins. A correspondente planta de fdrmas encontra-se in
dicada na figura 4.10.

No calculo, os vaos tedricos foram considerados
como sendo as distdncias entre os centros das vigas de
apoio; o pré~dimensionamento, baseado na norma brasileira
NBR 6118 e nas tabelas de PINHEIRO[52], e o calculo das car
gas encontram-se indicados na tabela 4.28. No calculo das
cargas considerou-se, também, as especificacbes da norma bra
sileira NBR 6120[671,

4.11.1 - Calculo elastico

Os momentos elasticos foram calculados através do
programa apresentado no item 4.8, que considera as funcoes
aproximadas fornecidas pelas tabelas 2.3 e supOe engastamen
to perfeito para as bordas engastadas. Os momentos obtidos
e 0s correspondentes valores de k e ¢4 estac indicados na
tabela 4.29. )
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FIGURA 4.10 - PLANTA DE FORMAS
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ApOs este calculo inicial, foi procedida a compa
tibilizacdo dos momentos negativos, em cada direcdo, com Os
respectivos momentos relativos a laje adjacente. Em cada
vinculo, o momento negativo compatibilizado foi adotado co-
mo sendo o maior valor entre a media e 0,8 do maior entre os
dois momentos obtidos com a hipdtese de engastamento perfei
to. Apds a compatibilizacdo dos momentos negativos, foram
corrigidos também os momentos positivos relativos a mesma
direcao, aumentando-os ou diminuindo-os adequadamente, de-
pendendo do fato de o respectivo momento negativo tiver si-
do diminuido ou aumentado em valor absoluto, apds a compati
bilizagao.

Na figura 4.11 estdo indicados os valores dos mo-
mentos elasticos, antes e apds a citada compatibilizacdo.Os

momentos compatibilizados encontram-se dentro de retangulos.

Estes valores também sao encontrados na tabela 4.29.

X

i
~ 8 5
L1 | AA 12| S| &
o B Y
3,83 9,50 3,27 9,50
3,693 ©9,77919,231 3,537 ¥
— i
P~ —i — o
i i Unidades:
~1 8 ol 3
— s — — kN.m/m
~F —
— —
O
A ol <
L4 Df - L5 | "2 <
ol o | o
3 E 6,85 13,61 4,65 13,61
6,364 14,586[12,638 5,620
r~ A
o S

FIGURA 4.11 - COMPATIBILIZACAO DOS MOMENTOS ELASTICOS
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Na tabela 4.30 encontram-se as reacoes médias,
calculadas conforme o item 3.3.2.9 da NBR 6118[50], e o0s
comprimentos parciais das barras superiores, relativos a
cada laje e de acordo com a mesma norma NBR 6118. Estes va
lores sao os habitualmente empregados na pratica.

4.11.2 - Caleculo pela TCP com 05 = ¢i,e2

Junto com os momentos elasticos, obtidos confor-
me o item anterior antes da compatibilizacdo, obtém-se tam
bém os momentos de plastificacdo relativos 3 teoria  das
charneiras plasticas e aos mesmos valores de k e ¢i.(k5rg
sultados, que portanto supboem engastamento perfeito nas bor
das engastadas, sao indicados na tabela 4.31, onde se en-

contram também as respectivas reacbes médias e comprimentos

das barras sobre os apoios.

ApGs a compatibilizacdo dos momentos negativos e
positivos, analoga & apresentada no item anterior, resul
tam valores de «x e ¢; que, introduzidos como dados no pro
grama de calculo, fornecem resultados um pouco diferentes
para os momentos, gue necessitam de nova compatibilizacao
€ que, por sua vez, acarretam novos valores de ke ¢; . Apos
algumas iteragoes chega-se aos momentos compatibilizados fi

nais.

Na figura 4.12 estdao indicados os valores de mo -
mentos de plastificacao, antes de iniciar a compatibiliza-
cdo e ap0s a compatibilizacdo final. Estes ultimos encon

tram-se dentro de retangulos.

Os momentos compatibilizados finais também estido
indicados na tabela 4.32, onde se encontram também os cor-
respondentes valores de k , 9;, reagoes médias e comprimen-

tos das barras superiores.
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L1 - L2 -2
n i~ ~ I~
o NN
2,93 6,45 1,71 6,45
2,653 m 7,0265,884 2,254 v 5,884
N
" N b Unidades:
kA S =
N [Ta] anm/m
L4 © L5 b
-] —
- = ™~ O
[sol Tal ~T ™M
™k o [
3 E by 46 8,31 | | 2,39 8,31
4,049 $,279]7,404 3,292 7,404
o
n
i o o
[T ~T
© ©°

FIGURA 412- TCP COM ¢.=¢., .y E COMPATIBILIZACAO POSTERIOR

4.11.3 - Calculo pela TCP com ¢; = 0,62 i, e

Na tabela 4.33 encontram-se os resultados obtidos
pela TCP com K=K,, e ¢;= 0,62 ¢i,e£’ antes da compatibi-

lizacao.

Apos calculo iterativo andlogo ao apresentado no
item anterior, obtém-se os resultados correspondentes aos mo
mentos compatibilizados, os quais estdo indicados na tabela
4.34.

Na figura 4.13 estdao indicados os momentos corres
pondentes a ¢4 =0,62 ¢i,e2 r antes e depois da compatibili

Zacao.
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FIGURA 413 -TCP COM ¢i=0.62 ¢i, ol E COMPATIBILIZACAD POSTERIOR

4.11.4 - Consumo de ago

Finalizando o exemplo, apresenta-se o volume de
aco consumido, relativo a cada um dos tres casos anteriores,
ou seja: calculo elastico, calculo pela TCP com ¢;= ¢i,el®
calculo pela TCP com ¢; =0,62 ¢i,e£ .

Para a organizacao dos calculos, os momentos se-
raoc referidos conforme a notacao indicada na figura 4.14; a
numeracao das barras superiores e inferiores encontra - se
indicada na figura 15, onde se apresenta um detalhamento es

guematico dessas armaduras.
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L1 L2 ™

My, 1
[ ™, 2 |

my 4

mz.5
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My,4
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%, 4 4,5 .5 m4,5

my.5
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FIGURA 4.14 - NOTACOES DOS MOMENTOS

Na tabela 4.35, apresentam-se os resultados do di
mensionamento das armaduras, relativos a cada uma das hipo-
teses admitidas; apresenta-se tambem o volume de agoc consu-
mido. Nessa tabela foi adotada a notacao:

m;,5 »- momento no apoio entre as lajes i,3j;
r

_ . - . ..
mx’l e my’1 momentc nos vaos da laje 1i;

n + numero de repeticdes de cada tipo de bar
ra:;
b + largura em gue se distribui cada tipo de

barra {em cm);

my + valor caracteristico do momento

(em kN.cm/m);

a + area da segao transversal da armadura(em
2
cm”/m) ;
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+ comprimento da barra (em cm);

\' > volume de aco das barras (em dma).

0 dimensionamento das armaduras foil feito confor

me as tabelas de PINHEIRO[Sz], nas quais se empregam as ex
pressoes

m
ko = 2w T

onde b, = 100cm, d= 8cm & a altura Gtil e m3g = Y¢ . m; a-
dotou-se o coeficiente de ponderacgao Y = 1.4, concreto

C-18 e ago CA-50; os coeficientes k; e kg encontram-se tabe
lados.

No calculo do comprimento & das barras, nao se le
vou em conta os comprimentos de ancoragem nem os COmMprimen-—
tos de eventuais ganchos e dobras. Como o gue se pretende é
fazer uma comparacao entre as trés consideracoes citadas, &
razoavel neste caso prescindir de um detalhamento mais refi
nado das armaduras, gue certamente alteraria muito pouco os

resultados comparativos ora obtidos.
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Tabela 4.28 - Pré-dimensionamento e cargas

L1=L3 _
LAJE Ly=Lg |L4=Lg Lg Observacoes
L7=L9
2 Sy 4,00 | 4,00 5,00 5,00 menor vao
©
B
E QY 5,00 | 5,00 6,00 6,00 maior vao
=
H
E’ A 1,25 11,25 | 1,20 | 1,20 | r=1iy/iy
< .
© CASO 3 52 5A 6 ver item2.2.1
o 1p2 1,70 1,85 1,88 2,10 Calculo confo_lz
E me a NBR6118.
]
& V3 25 25 25 25 g o x
5 o7 ¥, v5
0 dolem) | 9,4 8,6 10,6 9,5
E d (cm) 8 8 8 8 d < d, » ve;
é rificar flecha
9 h (cm) 9 9 9 9
pp 2,25 | 2,25 | 2,25 | 2,25 |yopog25 kN/m?
Piso+ | 4 251 1,25 | 1,25 | 1,25 adotado
rev.
2 paredes| 1,50 1,50 1,50 1,50 divisorias
W]
g g 5,00 5,00 5,00 5,00 permanente
q 3,00 3,00 | 3,00 3,00 acidental
p 8,00 8,00 | 8,00 8,00 total

Unidades kN e m,

Calculo baseado na NBR 6118[50]
em PINHEIRO[221],

salvo onde indicadas.
na NBR 61201671 ¢




214

Tabela 4.29 - Momentos elasticos

LAJE L1=L3=L7=L9] L2=L8 L4=L6 L5
fe 4,00 4,00 5,00 5,00
g Ey 5,00 5,00 6,00 6,00
Qa
& P 8,00 8,00 8,00 8,00
CASO 3 54 5A b
o K 0,715 0,814 0,867 0,699
E 91 —- —- - 2,249
¢
E > 2,220 2,267 2,292 2,249
2 ¢3 —_ 2,610 2,550 2,841
U w
Z 0 by 2,648 2,610 2,550 2,841
O
o & Hx 4,035 3,396 3,182 2,810
u
§ 2 y 2,885 2,763 2,758 1,964
U
5 i 1 _— — - 6,319
U
28 2 8,956 7,700 7,293 6,319
E E Hq - 7,212 7,034 5,580
8 = My 7,640 7,212 7,034 5,580
-
&= m,, 5,165 4,347 6,364 5,620
93]
o m, 3,693 3,537 5,516 3,928
Z my - -- -—- 12,638
=
S m, 11,464 9,856 14,586 12,638
m, - 9,231 14,068 11,160
my 9,779 9,231 14,068 11,160
@ my 4,51 4,02 6,85 4,65
(o]
o 5 my 3,83 3,27 6,81 4,58
0O H
; ﬂ my —_— - - 13,61
% E m5 12,77 10,51 13,61 13,61
= = m3 - 9,50 12,77 10,51
=
3 my 9,50 9,50 12,77 10,51
2 J
ﬂ, *
Unidades kN e m m =y L 3 i
|
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Tabela 4.30 - Calculo de acordo com a NBR 6118

ap; e nao consideram ancoragem.

a2 = 1,5d, onde d=

Unidades kN e m

Bem.

Py

™= P

LAJE L1=L3=L7=19 L2=L8 L4=L6 L5
@ by 1 4,00 4,00 5,00 5,00
@)
E RY 5,00 5,00 6,00 6,00
w)
E A 1,25 1,25 1,20 1,20
B
5 p 8,00 8,00 8,00 8,00
g CASO 3 5A 5A 6
pl 2,20 1,80 1,73 2,92
. Py 3,80 3,13 3,00 2,92
[~
g Py 1,83 3,17 3,16 2,50
= P
= 4 3,17 3,17 3,16 2,50
%’ rq 7,04 5,76 6,92 11,68
O
o ro 12,16 10,02 12,00 11,68
a4
ry 5,86 10,14 12,64 10,00
Ty 10,14 10,14 12,64 10,00
_ Ry /% 4 - - -~ 0,25
*
= o / k4 Q,25 0,25 0,25 0,25
v wm
s g L3/ &y -- 0,25 0,25 0,25
2B Lq4./ % 0,25 0,25 0,25 0,25
5 o *
g = %q - - - 1,25
g %1 %9 1,00 1,00 1,25 1,25
8 & *3 -- 1,00 1,25 1,25
Ly 1,00 1,00 1,25 1,25
(*) Comprimentos parciails, relativos a X
cada laje; incluem o . deslocamento 3 }
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culo pela TCP com %3 =¢ie9

LAJE L1=13=L7=L9| L2=L§ L4=L8 L5
Py 4,00 4,00 5,00 5,00
2 ty 5,00 5,00 6,00 6,00
a
g p 8,00 8,00 8,00 8,00
CASO 3 54 54 6
K 0,715 0,814 0,867 0,699
)
i 41 - -- -- 2,249
5 ¢, 2,219 | 2,268 2,292 2,249
- ¢, - 2,610 2,550 2,841
¢, 2,648 2,610 2,550 2,841
m,, 3,711 2,770 4,049 3,292
2 m,, 2,653 2,254 3,510 2,301
% my -Z - —Z 7,404
= m, 8,235 6,282 9,279 7,404
= m, —- 5,884 8,950 6,538
my 7,026 5,884 8,950 6,538
" r) 6,751 5,766 6,970 11,418
] <]
<t < ry 12,113 | 10,423 12,646 11,418
& ‘3 r3 5,642 9,882 12,230 10,299
a ry 10,777 9,882 12,230 10,299
o 81/ 2y - - — 0,153
g § L5/ % 0,218 0,194 0,177 0,153
% L3/ %y - 0,173 0,186 0,144
O [ =
% % L3/ %y 0,214 0,173 0,186 0,144
S 21 -- - -- 0,89
r 0
2 % %o 0,99 0,90 1,01 0,89
o = %3 — 0,81 1,05 0,84
%a 0,98 0,81 1,05 0,84
Ri * comprimentos parciais, relativos 3 X
a cada laje; nac consideram anco ¢
- 1 2 y
ragem. A
Ly = SL; + a, onde a, =1,54 {(4=0,08) | —¢
1 = |
Unidades kN e m Y '
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Tabela 4.32 - TCP com ¢;= ¢i,e£ e compatibilizagao posterior

LAJE : L1=L3=L7=19| L2=L8 L4=L6 L5
Ay 4,00 4,00 5,00 5,00
Ul
Q Ly 5,00 5,00 6,00 6,00
= p 8,00 8,00 8,00 8,00
CASO 3 53 53 6
K 0,828 0,631 0,854 1,013
@ 21 -- -- -- 3,477
@)
- ¢, 2,415 2,369 1,863 | 3,477
& ¢, - 3,772 2,244 | 2,653
9y 2,201 3,772 2,244 | 2,653
2 my 2,93 1,71 3,81 2,42
= my - - - 8,31
% m, 8,55 6,42 8,31 8,31
= my - 6,45 8,55 6,42
my 6,45 6,45 8,55 6,42
. ry 6,590 5,702 7,317 11,417
o & rp 12,177 10,467 12,381 | 11,417
O =
< 8 rq 5,931 9,894 12,181 10,300
o= r, 10,611 9,894 12,181 | 10,300
- 2]/ Ay - - - 0,177
m A R.*/.Q,
< & P X 0,228 0,198 0,157 0,177
wn B B3 7 %, - 0,193 0,178 0,141
B L* /4
S 2/ Ay 0,195 0,193 0,178 0,141
|
s :i Ly - — - 1,01
5o % 1,03 0,91 0,91 1,01
5 2
S = 3 - 0,89 1,01 0,83
Ly 0,90 0,89 1,01 0,83
£; + comprimentos parciais, relativos a —=—x
uma laje; nao consideram ancoragem. 3
ﬁ‘i = L; + ay onde a; =1,54 (d=0,08) A
Unidades kN e m Ry 1 ‘
| !
y
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Tabela 4.33 - Calculo pela TCP com ¢; = 0,62¢i,e

LAJE L1=L3=L7=L9}{ L2=L8 L4=L6 L5
2 Ly 5,00 5,00 6,00 6,00
Q
< p 8,00 8,00 8,00 8,00
CASO 3 5A 5A 6
K 0,715 0,814 0,867 0,699
4]
6 ¢y - -- -- 1,394
= $5 1,376 1,406 1,421 1,394
=z
= ?3 - 1,618 | 1,581 1,761
Py 1,642 1,618 | 1,581 1,761
m, 4,535 3,570 5,230 4,512
" My 3,242 2,906 4,534 3,154
é my -- —- -- 6,290
2 m, 6,104 5,019 7,431 6,290
g m3 -- 4,702 7,168 5,554
my 5,324 4,702 7,168 5,554
m ry 7,465 6,551 7,922 11,481
o T, 11,434 10,162 {12,327  |11,481
b H
é a r3 6,238 9,555 11,850 10,222
= r, 10,139 9,555 |11,850 |10,222
23/ 2y -- -- -- 0,125
©w © 25/ 0 0,161 0,150 0,147 | 0,125
5 B e
o S 23/ 0y —- 0,138 0,137 |o0,121
5 & L3/ %y 0,163 0,138 0,137 |o,121
25 %
= D 1 - - -- 0,75
é u; 2 0,76 0,72 0,86 | 0,75
8 % 13 - 0,67 0,81 0,73
o om L, 0,77 0,67 0,81 0,73

2y + comprimentos parciais, relativos a

uma laje; nao consideram ancoragem.

L = E; + a; onde ag =1,5d (d=0,08)} A —

Unidades kN e m »
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LAJE L1=L3=L7=19| L2=L8§ L4=L6 L5
Sy 4,00 4,00 5,00 5,00
2 iy 5,00 5,00 6,00 6,00
[}
g p 8,00 8,00 8,00 8,00
CASO 3 54 5A 6
K 0,793 0,754 0,920 0,865
0
g 91 - -- —- 1,734
Z
Oy 1,479 1,935 1,315 1,547
My, 4,29 3,45 5,48 3,95
- my 3,40 2,60 5,04 3,42
o
3 my - - -- 6,85
= m, 6,63 5,29 6,85 6,85
Q
= m- - 5,03 6,63 5,29
mgy 5,03 5,03 6,63 5,29
" ry 7,259 6,439 8,110 11,482
o I 11,580 10,248 |12,165 11,482
[ :
% % ry 6,390 9,571 111,835 10,221
Iy 10,061 9,571 11.835 10,221
. L3/ - — — 0,139
9 Y3/%% | 0,176 0,158 0,135 | 0,139
e 9 LE/% - 0,149 0,125 0,114
o m 3 X
E 5 3/%% | 0,153 0,149 0,125 | 0,114
£ £y — — —- 0,82
®E ow
g %+ 0,82 0,75 0,80 0,82
3] % %3 - 0,72 0,75 0,69
4 0,73 0,72 0,75 0,69
£ ; * comprimentos parciais, relativos a 3
uma laje; nao consideram ancoragem. 1 R.y
*
%5 = %, + a; onde a; =1,54 (d=0,08) 4
—
%
Unidades kN e m y«——x—iL
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Tabela 4.35 - Volume de ago consumido

N2 DA 1
paRpa ) ! 2 |3 4 15 b 7 8 9 110 |11 2

Mp,21mg, 5™, 4M2 5Py, 1Py, 2[™x, 4%, 5%, 1 Py, 4%, 2y, 5
n | 4t 21 a]l24l2]211lalz21]211

b 4001600 1500 (500 {400 [ 400 (600 [600 [500 {500 |500}500

1- Calculo Elastico

my 950 [1361f1277 1051 383) 327| 685 | 465 | 451 | 681 | 402 | 458

ag 4,32|6,43(6,034,781,611,37|3,00{1,95{1,89!2,98[1,69|1,92

L 200| 250} 225( 225{ 500} 500 {500 | 500 | 400 | 600 | 400 | 600

v 13,819,3|27,1|10,812,9 5,5(18,0| 5,9(15,1417,9} 6,8| 5,8

Total v} = 158,7 dm’

2- Calculo Plastico com ¢i=9; ot
L}

My 1627 [821 1848 1597[292}214|451 {308 |362 {387 |276 |215

ag {2,743,593,712,611,23{0,90{1,89(1,29{1,52|1,63|1,16/0,90

£ 179 1192 204 §174 {500 500 500§ 500} 400|600{ 400]| 600

v 7,8} 8,315,1§4,5 | 9,8} 3,6|11,3]3,9112,2|9,814,6} 2,7

Total vV, = 93,7dm’

3~ Calculo Plastico com $;=0,62¢; o g

my 5031685 | 6635291340 j260 {548 |395 {429 |504 (345 |342

ag 2,133,002,90{2,22;1,43]1,09{2,30]1,66{1,80{2,12|1,45/1,44

L 145 162 | 157 | 144 500 500 500 | 500|400 {600 }400 |600

v 4,915,819,113,2111,4} 4,413,8/5,0 |14,4[12,7|5,8 {4,3

Total Vy = 94,8dm’

Unidades kN e cm, exceto:

m (kN.cm/m) , as(cmz/m) e V(dma)




5 - PROCESSO DAS FAIXAS DE HILLERBORG

5.1 - GENERALIDADES

O processo das faixas & uma aplicacdo do teorema
estatico da teoria da plasticidade. Foi introduzido por HIL
LERBORG[ZS], com o0 objetivo de determinar de modo simplifi-
cado a distribuicao dos momentos. Sendo uma aplicacgao do
teorema estatico, fornece resultados corretos ou a favor da

seguranc¢da.

Nos casos em que o momento volvente podia ser con
siderado nulo, o processo recebeu o nome de processo simpli
ficado das faixas, tendo em conta a forma subsequente mais
sofisticada, denominada processo avancado das faixas, apli-

cavel aos casos em que a consideracao do momento volvente

era indispensavel.

O processo avancgado das faixas, introduzindo em
1959 e necessario por exemplo para a analise de lajes-cogu-
melo, nao sera aqui considerado. Seus fundamentos podem ser
encontrados em HILLERBORG (4],

5.1.1 - Objetivo

Neste trabalho sera tratado o processo-simplifica
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do das faixas, principalmente para comparar os resultados
obtidos com base no teorema estitico - a favor da seguran-
¢a - com os obtidos pela teoria das charneiras plasticas,
teoricamente contra a seguranca. 0 enfoque principal diz res
peito, portanto, as lajes retangulares com carga uniforme e
bordas apoiadas ou engastadas, com distribuicdo de momentos
baseados nas configuragdes das charneiras dadas pela  TCP.

Outras aplicagoes também podem ser encontradas em HILLER-
Borg 4],

5.1.2 - Equagbes de equilibrio da placa

De maneira anadloga ao que se apresentou no item
1.3.1, e com a notacdo indicada na figura 5.1, as condicdes
de equilibrio na direcgdo perpendicular ac plano da. placa

fornecem:
P
v = % Omxy (5.1.1)
0X ay
3 am
vy = My _ 9lxy , (5.1.2)
oy 0X
e

. 5.1.3
3% 3y P ( )

Substituindo-se as duas primeiras equac¢des na alti
ma, obtém~se a egquagdo de equilibrio:

Fm m Fm
xz + Yz -2 XY _ _ P . (5.1.4)
Ix oy dX 0y

Adequadas condic¢bes de contorno devem ser satisfei
tas. Como somente o equilibrio esta sendo estudado, as condi
¢Oes de contorno estidticas devem ser verificadas, mas nao con

digoes do tipo rotagdo nula numa extremidade engastada. As
condigdes de contorno estaticas requerem que os esforgos a-
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tuantes no contorno devem ser transferidos para a estrutura
adjacente.

y
X
Bvy (my,+ dy) Ox
IV, +wd”d‘
bm,
, (my + ———dy) 9
-9
S
v
(v, + ———0x) dy
mxdy Ox
Om
"E!E{, ® el m, 'ydl)dv
dy pdxdy Y &
de)‘ tml_*_bml dx)dy
Ox
N O
mydl 1 vy dx
m"dx
dx

FIG. 5 t— ESFORCOS NUM - ELEMENTO INFINITESIMAL

No contorno onde a laje € perfeitamente engastada,
nao ha condi¢des de contorno especiais para as lajes, mas a
estrutura adjacente deve ser calculada para resistir aos es-
forcos gque lhe sao transferidos, isto &, tanto os momentos

fletores quanto os momentos torgores e as forgas cortantes.

No contorno onde a laje €& livremente apoiada,a con
digao de contorno € que o momento fletor com vetor momento
paraleloc ao apoio seja zero. A estrutura adjacente deve ser
capaz de resistir o momento torcgor e a forga cortante, ambos

os qualis compoem a forca de reagao.

A figura 5.2 mostra os esforgos na regido de uma
borda na direcao x, na gual a laje e livremente apoiada. A la
je encontra-se, em relacdoc & extremidade considerada, no la-

do do sentido positivo do eixo y. A regiao da borda, cuja
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largura & indeterminada, mas pequena, tem um momento torgor
igual a zero no lado externo e igual a Myy N0 lado interno.
A diferenca entre esses dois momentos torcores é resistida
por forcas cortantes adicionais F na regiao de extremidade.
Uma equacao de equilibrio de momentos em torno do centro do
elemento fornece, desprezando-se infinitésimos de ordem su-

perior:

F=-my - (5.1.5)

y dx
i
lyd
Myy O% vy dx
vydx
F@ ®F+-3_§ dx F lF*I--?rf-dx
r,dx \
¥ borda ryd
X dx

FIG. 5.2 - ESFORCOS NA REGIAO DE UMA BORDA
LIVREMENTE APOIADA

A reagao de apoio r,, € dada por

y
aF d mx
= —_— = - 5.1.6
ry vy + % vy —7;:1 ’ { )

gque, de acordo com a equagao (5.1.2), resulta:

3 3
r. = Ty _ p My | (5.1.7)

Yy X

De maneira analoga, uma laje com borda apoiada ao

longo do eixo y tem comoc reacao

9 9 om
Mxy oo W o, _“Mxy -~ (5.1.8)
oy 09X oy
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se a laje se encontra, em relacaoc a extremidade considerada,
no lado do sentido positivo do eixo x.

Se a laje se encontra no lado Oposto ao correspon-
dente ao sentido positivo do eixo em questao, deve ser usado

o sinal oposto nas equagdes anteriores de Iy € I,

Onde duas bordas apoiadas se encontram, aparece uma
reagao concentrada de canto dada por

R. = 2m

o] XY ’ (501.9)

atuando para cima da estrutura adjacente, se o canto corres-
ponde a ambas as bordas do lado do sentido positivo dos ei-

X0s ou ambas do lado do sentido negativo, ou para baixo, no

casc contrario.

A estrutura adjacente deve ser calculada para as
forcas de reacgao I'yrTy ©R, e as regides de extremidade da la
je devem ser calculadas para as forcas cortantes F.

Em uma borda livre paralela ao eixo x, © momento
fletor m, e a reacgao Iy devem ser nulos, o que significa que
as condigoOes de contorno em uma borda livre sio:

my = o, (5.1.10)

om om
7;1— -2 XY =9 . (5.1.11)
v ox

As correspondentes expressdes para uma borda livre
paralela ao eixo y sao:

m =0, (5.1.12)
dmy dmy
-2 —X _ g . (5.1.13)
ox 3y

5.1.3 - Fundamentos do processo simplificado

Nas equacdes de equilibrio de uma laje, como por

exemplo a equacao (5.1.4) valida para coordenadas ortogonais,
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h&d tres diferentes momentos: dois momentos fletores m, € mY
¢ um momento torcor Mgy« E possivel satisfazer a equacio de
equilibrio escolhendo dois dos momentos em fungdo das coor
denadas da laje e determinando o terceiro com a equagac de
equilibrio.

A base do processo simplificado das faixas, como
ja foi dito, € que o momento torgor, com relacio as direcdes
da armadura, e consideradoc nulo. Assim, se as armaduras sao

paralelas aos eixos coordenados, tem-se:

Myy = 0 . (5.1.14)

A equagao de equilibrio toma a forma

82 32 .
—TE 4 —X_ --p, (5.1.15)
o0xX 9y

que & valida também para coordenadas obliguas (HILLERBORG [ 4],

Esta equacdo pode ser desmembrada em duas partes,

o2 = = Py ’ {(5.1.16)
e
Bzmy
2~ Py ’ {(5.1.17)}
oy

valendo a condig3o:
Px * Py = P. (5.1.18)

Uma solugao da equacao de equilibrio pede entao
ser obtida dividindo a carga p em duas partes Px © Py apos
© que my e my sdo determinados através das equacSes (5.1.16)
e (5.1.17).

Além das equagdes de equilibrio, as condigbes de
contorno mecanicas também devem ser satisfeitas. Para extre
midades paralelas ao eixo y (compare com o item 5.1.2 }, as

seguintes condicdes devem ser satisfeitas:
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. borda apoiada + my = 0 ;

. borda livre + m, =0 e ——— = 0.

Como se pode verificar, ambas as equacoes de equi
librio e as condig¢des de contorno para m, 530 exatamente as
mesmas de uma viga com carga py. E entdo possivel tratar ca
da faixa da laje, paralela ao eixo X, como uma viga com ©

quinhao de carga p,.

O calculo completo dos momentos na laje pode entao

ser convertido no calculo dos momentos em uma série de fai-
xas com flexdo em uma sO diregao, onde os bem conhecidos mé

todos para cdlculo de momentos em vigas podem ser usados.

Em principio, a carga p pode ser arbitrariamente
repartida em p, e Py« Entretanto, diferentes maneiras de re
particdo de carga levam a diferentes distribuicdes das arma
duras. E entado evidente gque nem todas essas solugOes sao con
venientes. Uma escolha adequada & fundamental para a obten-
¢ao de bons resultados. Do ponto de vista pratico, as prin-
cipais exigéncias s3ao que a estrutura seja economicamente a
dequada e que esta estrutura tenha bom funcionamento sob con

dicdes de servico, com respeito a necessidade de se limitar

deformacao e fissuracao.

5.2 - LAJE QUADRADA APOIADA NO CONTORNO

Considere-se, como exemplo inicial, uma laje gqua-
drada com carga uniforme, simplesmente apoiada nas quatro

bordas e com armadura somente junto a face inferior.

Supondo armadura uniformemente distribuida, a TCP

fornece os resultados:

22
B = 0,0417 pi?,

. sem leque nos cantos - m

0,0460 pL* .

com leque nos cantos »+ m
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Estes valores, teoricamente contra a segurangg, ser
vem para comparar com os momentos obtidos pelo processo das

faixas, que se encontram a favor da seguranca.

Serdo, agora, analisadas algumas reparticdes de car
gas, com as correspondentes distribuicbes laterais de momen-
tos. Os resultados obtidos serao comparados com os da teoria

das charneiras plasticas.

5.2.1 - QuinhOes de carga iguais nas duas diregdes

A mais simples repartigao de carga & com px=py=p/2,
como se mostra na figura 5.3, onde as setas indicam a direcao
em que a carga é resistida. Em cada direcio, as faixas 530
calculadas como vigas biapoiadas com carga uniforme, obtendo

-se 0s momentos maximos no meio das faixas:
2 2 2
PxXt py £ PL

2
Tx T Ty 8 8 16 '

pgz Distribuigdo lateral de

“'[6—1 © M, para x:—-

£

—4 rd ol s < -

A _—

2

y

A [ _ pﬂ

4 p/2 é - m = 16
g / LN

j <

A d =

y 4 —

J//// I i v v 4

i
F16. 5.3 - CARGA IGUAL NAS DUAS DIRECOES.

Nota-se gue este valor & 50% maior gue o obtido pe
la teoria das charneiras plasticas sem leque, e aproximadamen
te 36% com leque. Evidentemente, nao € um bom resultado, po -

dendo a repartigao de carga ser melhorada.
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5.2.2 - Reparticdo de carga por regides retangulares

Outra reparticao de carga & mostrada na figura 5.4,
onde regides com diferentes distribui¢des de carga sdo sepa
radas por linhas finas tracejadas. Essa reparticdo foi fei-
ta de maneira que, em principio, a carga que atua perto de
um apoio € resistida por uma faixa perpendicular a esse a-

poio; cargas perto das diagonais sio repartidas igualmente

nas duas direcoes .

Os momentos maximos nas diferentes faixas sio:

2
2 L L L
My =& . (= - Ay - BE (5.2.1)
2 4 4 8 64
2 2
mg =2 . 2, BE_ g Pt (5.2.2)
2 8 64 64
2
pf Distribuigdo lateral de
645 » m, paro x=—*2L
P 47
64
AL I
_‘% B! _{i‘_ Faixa A Foixa B ,
10T o8 = e
F—t—+-
R o oo
g :'*} -+— I-—: 64 2 14
_.4-_._....,:—-—--{-——-———-1-——‘/ r—d — [
£ y I j P _H4 £
4 ’/ zlzz l }///V 2_2 | T/
'A[ Blf‘ Y p)

FIG. 54 - CARGA REPARTIDA. POR REGIOES RETANGULARES

A quantidade de armadura em cada faixa é aproxima
damente proporcional ao respectivo momento. Ent3o, a compa-
ragaoc com os resultados das charneiras plasticas pode ser
feito através do momento médio; como cada tipo de faixa cor

responde a metade da largura da laje, o momento médio é:

= 0,0469 pi° (5.2.3)

m:

2 2 2
DD T S-S T S )
2 64 64 64
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‘Este valor & 12,5% maior que o correspondente as
charneiras sem leque e praticamente coincidente se for con-

siderado o leque. Sem duvida, & uma boa solucdo, pois os re

sultados das charneiras - contra sequranca - praticamente
encontram os do processo das faixas, que sdo a favor da se-
guranca. A razao disso & que o processo das faixas conside
ra uma distribuicdo diferente das armaduras, suposta unifor
me na teoria das charneiras plasticas. Essa distribuicdo ad
mitida pelo processo das faixas, além de ser pratica, & tam
bém interessante com relag¢do as condicOes de fissuracgdo e de

deformacao.

$.2.3 - Reparticao de carga a 450

Uma reparticao de carga mais refinada & indicada
na figura 5.5, onde os contornos das regioces com diferentes
direc¢oes de atuacdo do carregamento coincidem com as diago-

nais; as cargas caminham em direcao ao apoic mais proximo.

2
pf .
96 gy = p Distribuigao laoteral de
2 i 2 m, pora x=
TEQ ] | PL
96 B
x 1/4'1 - La | Faixa A
A Z A4 .yl
r \+ ' ,/{' I S r
.\\ // ; 2
,q, /N / X 2
-/ N\ %
+1 4t l N
r s ! \ Pz r
I N
L Fd I y 1
J Al g !
7 T

FIG. 55 — REPARTICAO DE CARGA A 45°

Em uma faixa & distancia x da borda mais proxima

o valor do momento ée:

m - L px2
X 2



231

A distribuicao lateral de m, também & mostrada na
figura 5.5 . O momento médio resulta

%2 2
-1 1 2. _PL
memEd - 2/2 -/; 2 px dx-= 24

= 0,0417 pi?, (5.2.4)

isto €, o mesmo valor dado pela teoria das charneiras plas-

ticas, sem leque, e um valor em torno da 10% menor que o da
TCP, se for considerado o leque.

Ha, portanto, uma economia de aproximadamente 10%
de armadura em comparacac com a solucio ordinaria da teoria
das charneiras plasticas, com armadura uniforme e com leque
nos cantos, apesar de a solucdo dada aqui ser, em principio

a favor da seguranca, enquanto que a solucgdo das charneiras

plasticas é contra a segquranca.

Certamente, & também possivel efetuar o calculo pe
la. teoria das charneiras plasticas com armadura distribuida
de maneira nao uniforme. Se a laje com uma distribuicdo de mo-
mentos conforme a figura 5.5 for verificada pela teoria das
charneiras plasticas, a capacidade de carga encontrada serd
exatamente a mesma dada pelo processo das faixas. Entdo, co
mo o limite superior e o limite inferior para a capacidade

de carga sao os mesmos, a solucdo indicada na figura 5.5 &

exata a luz da teoria da plasticidade (HILLERBORG[4]) .

A distribuicdo de momentos dada na figura 5.5, en
tretanto, & inadequada do ponto de vista pratico, pois pres
supdoe uma variacao continua da armadura. Sob este aspecto, a
distribuicao da figura 5.4 & mais adequada; porém, exige mais

armadura (12,5%) que a solugdo da figura 5.5.

Uma maneira de se fazer uso pratico da solucao e-
conomicamente mais atrativa da figura 5.5 & armar usando mo-
mentos médios em determinadas larguras. Os principios estri-
tos da teoria do equilibrio ndo sadc respeitados e naoc se tem
a garantia da seguranca. Se se considera o momentoc médio ao
longo de toda a largura, o momento serd pf°/24, isto €, omes

mo resultado das charneiras plasticas sem leque, que teorica
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mente € pelo menos 10% contra a seguranga € provavelmente
nio mais de 18% (HILLERBORG'4)).

Pode-se também considerar faixas com largura igual
a &/4, resultando os momentos médios (indicados por linhas
trago-ponto na figura 5.5):

Y 2
1 pX 2
Mmy = — — dx = %6 , 2,
1= I x = pi / (5.2.5)
2 Xz
m, = 1 P dx = 7p£2/96 . (5.2.6)
1 /4 /4 2

Com esta distribuicao, os momentos nos cantos, on-

de ocorrem os leques das charneiras plésticas, valem um quar
to dos momentos dados pela distribuicao uniforme. Como a di
minuigdo da carga de ruina é decorrente do decréscimo da e-
nergia interna absorvida pela armadura junto ao canto, a re
ducdo .deve ser proporcional a quantidade de armadura nessa
regiao da laje. Assim, a inseguranc¢a causada por essa simpli
ficacdo deve ser somente um quarto daquela dada pela teoria

das charneiras plasticas, isto &, de 2,5% a 4,5%.

Como os leques em geral sao desprezados, quando se
emprega a teoria das charneiras plasticas, o processo das fai
xas com momentos médios por regides também deve ser aceito,
pois a inseguranga decorrente & bem menor do que a aceita pe
la teoria das charneiras plasticas. Entretanto, €& essencial
relembrar que tal consideracdao de momentos médios constitue
-se em um desvio da estrita teoria do equilibrio, e que so
mente deve ser usada nos casos em gue, comprovadamente,a in
sequranga decorrente nao € importante. O emprego de momentos
médios pode ser evitado, sem grandes problemas econOmicos, a

dotando-se solugdes do tipo da indicada na figura 5.4.
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5.2.4 - Solugdo geral com momento médio

Ainda empregando a solucao da figura 5.5 com mo-
mento médio por regiao, ha basicamente dois casos de inte-
resse pratico. O primeiro deles €& aquele onde se fixa a lar
gura das regioes e se tem como incognitas 0s respectivos mo
mentos. No outro caso, a razdo dos momentos médios & pré-fi
xada, tendo-se como incognitas as correspondentes larguras
das regides. Ambos podem ser resolvidos com as equagoes a-

presentadas a seguir, baseadas na notacdo da figura 5.6.

|

— 4

y l /%T £ N o v’

; \ s i L _vg\P P

¢ ; 1 2
2 1 ---,K -—F Qu-2E) _ ?pﬂ

y [- — i |

N £ g

% s 77 rd i ’\C _I

FIG. 56 - MOMENTOS MEDIOS EM REGIOES.

Uma equacido pode ser obtida tendo em conta ser o

momento médio na largura total igual a p22/24. Tem-se, entao,

2

apf3.260 + ¥ apid L(1-28) = Ez)i L,

gue, simplificada, resulta:

1-48af
24 0 (1-2¢8)

v = {5.2.7)

ou

48a E(y-1) - 24ap+ 1 = 0. (5.2.8)
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Outra equagao refere-se, por exemple, ao momento
médio nas faixas laterais,

2 £ pxz
Gpl L EL= dx,
0

2

que resolvida fornece:
0=zt . (5.2.9)

A seqguir serao tratados cada um dos casos; o pri-

meiro em que a largura da regiao lateral & adotada e o se-

gundo em que a razao dos momentos & pré-fixada.
a) Largura adotada da regiao lateral

No caso em que a largura da regido lateral & ado-
tada (£), o fator ¢ do momento na respectiva regidc & dado
pela (5.2.9) e a razao ¢y do momento na regido central em re-
lagao ao momento nas regides laterais & obtido com a (5.2.7).

Seguem alguns exemplos.

Para £=1/4 resulta a=1/96e Y= 7, correspondendo ao

caso ja resolvido no item anterior {figura 5.5).

Para £=1/3 resulta a=1/54e Y =4,75, correspondendo

aos momentos nas regides laterais e central respectivamente:

my = 5g P
19 1 2 19 2
m, = == . —— pf° = =2
2 4 54 ° 216
Para £ = 1/2 resulta o= 1/24 e {y indeterminado .

Nota-se, na figura 5.6, que na faixa correspondente a £ =1/2

o momento vale p22/8, ou seja, guando £ tende a 1/2, ¥ tende
a 3.
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b) Razao pré-fixada dos momentos

Se a razao Yy dos momentos médios & que & conheci-
da, o problema & resolvido substituindo-se a (5.2.9) na
(5.2.8), resultando

43.—%- o w-1) - 24 . 22 41 =0,
6

que, simplificada, fica:

53 _._._w__._ Ez _.__u].;_

- + =0 . {5.2.10)
2(y~1) 8{y- 1)

Adotando~se, por exemplo, § = 5 e substituindo-se
este valor-na (5.2.10) tem-se

2. 2 gy Lo

cuja solugao & £ =0,32.
5.2.5 - Reagdes de apoio

O método das faixas fornece diretamente as distri
bui¢bes tedricas das reac¢Oes de apoio, gue sao corresponden
tes as repartigdes de carga consideradas. Na figura 5.7, es
tas distribui¢des sac mostradas para as varias repartigoes

de carga, indicadas nas figuras 5.3, 5.4 e 5.5 respectiva-
mente.

3pl/8
PR/4 ;;
j;— pg/8

I

FI16. 57 - DISTRiIBUICAO DAS REACOES DE APOIO
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5.3 - CASOS DE.VINCULAgﬂo E DE CARREGAMENTO DAS FAIXAS

Nos casos de lajes retangulares com bordas apoia-
das ou engastadas, as quais se da enfoque principal neste
trabalho, na aplicagado do processo de Hillerborg surgem fai
Xas com os trés casos possiveis de vinculac3o: faixa biapo
iada, faixa biengastada e faixa apoiada-engastada. Ja os ti
pos de carregamento sdo basicamente dois: carga uniformemen
te distribuida em toda a faixa e carga distribuida em tre-
chos na regido dos apoios, com a regido central descarrega=
da. Apresenta-se, a sequir, a distribuic3o de momentos para

cada caso de vinculagao e para cada tipo de carregamento.
5.3.1 - Faixa biapoiada

Podem ocorrer carga uniforme em toda a faixae car
ga uniforme em trechos equidistantes dos extremos, com igual
intensidade em cada trecho, como se indica na figura 5.8.0s
momentos maximos nos vAos, para cada tipo de carregamento

(figura 5.8a e 5.8b), sao dados respectivamente por:

m = pg/8 (5.3.1)
I v "
£ «FJL—l- 4_1__¢
Y
2
P Tex?
2
{a) {b}

FIG. 5.8 - FAIXA BIAPOIADA
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5.3.2 - Faixa apoiada-engastada

O caso geral de carregamento é o indicado na figu
ra 5.9, na qual se supde que o momento positivo seja cons-
tante na regiao intermediaria sem carregamento,

/‘? P "\

AA R R

;»p I p

ml
0\
D!I/Z':,% %, > ox,
4
v, = 8]
ryl
o FORCAS CORTANTES
Vo
é [z _m’
i MOMENTOS

FIG. 59 -~ FAIXA APOIADA-ENGASTADA

Para que o momento seja constante na regido inter
mediaria do v3o, as forcas cortantes devem ser nulas neste
trecho; conhecem-se, portanto, as reacoes de apoic indica-

das na figura 5.9. O momento m pode, entao, ser dado por uma
das equacoées:

m = , (5.3.3)

> - m' . = (5.3.4)
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Igualando-se os dois ultimos membros das duas e-

quacoes anteriores, tem-se:

X2,2_ pX
2] 5

m'= "'Izi (x; - x;) =

— o

Substituindo-se nesta equacio o valor dado pela
(5.3.3), resulta:

X
(—2)? - 1} m (5.3.5)

5.3.3 - Faixa biengastada

De maneira analoga a do item anterior, o caso ge-
ral de carregamento € o indicado na figura 5.10, na qual tam
bém se supGe que o momento positivo seja constante na regido

intermediaria sem carregamento.

P P

p
3
PX; "l X ii Xy [[Z2-P%,
L2
Px, > ] o
7 FORLCAS CORTANTES
"prl
m’ . .
'7“}\ ‘A/‘Lm MOMENTOS
\Lm

FIG. 510 - FAIXA BIENGASTADA
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O momento m pode ser dado pela equacao:

px?

2

m = -nm' . (5.3.6)

Supondo-se conhecida a razdo ¢ entre m' e m, pode

-se substituir
m'= ¢m {5.3.7)
na equacdo (5.3.6), resultando:

v
P

) 2(1+¢)

. (5.3.8)

Para carga uniforme basta fazer x= L4/2 na egquacgao
(5.3.8), obtendo-se: '
ps’

m= P& (5.3.9)
8(1 +¢)

5.4 - LAJE RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA (CASO 1)

Para as lajes retangulares com carga uniforme va-
lem as mesmas hipOteses relativas as lajes quadradas, lem
brando gue uma faixa na diregdo da menor dimensao & emgeral
mais resistente, dada sua maior rigidez, em relacdo a outra

dimensao.

Do mesmo modc que para a laje guadrada, uma repar-
ticdo de carga do tipo indicado na figuara 5.11 & preferivel
em relagao a da figura 5.12, tendo em conta a distribuigao
da armadura. A da figura 5.12, porém, & mais econdmica. Cada
um desses casos de repartigao de carga sera analisado a se-

guir.
5.4.1 - Reparti¢dac de carga por regides

Na figura 5.11 encontra-se uma reparticaoc de carga

por regioes, semelhante aquela que se fez para laje quadrada.
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Plz Distribuicoo lotera! de
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EXEMPLO DE REPARTICAO DE CARGA
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FIG. 512 - CASO 1. REPARTICAO DE CARGA AFIM A
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Encontram-se, também, os momentos maximos correspondentes a
cada faixa, calculados com base nas equagoes (5.3.1) e

(5.3.2), e as distribuicoes laterais desses momentos.

Os valores médios dos maximos momentos em cada di

recao resultam:

F]
S B )T S S ROV A3 A0 N -5 AL T G
X~ At les 4 8 4 ] 1281
(5.4.1)
-1 pf@f PYEI < S Xy 3 2 (5.4.2)
TR T T s T, T BV o

5.4,2 - Repartigdo afim & configuracdo de ruina

A figura 5.12 mostra uma reparticdoc de carga que
pode ser relacionada a configuracdo de ruina, obtida pela
teoria das charneiras plasticas, do tipo da repartigao a

450 vista para laje quadrada.

Procedendo-se como nos exemplos anteriores, obtém

-se 0s momentos medios:

¥ oy2 2
m,, =—-}i— [2_[ BT as +ﬂé— (ag- 2y1)] . (5.4.3)
2
o]
&2 o2
m, = —— . gf_ B ar . (5.4.4)
g b2

Considerando-se na figura 5.12 as relagoOes entre

r e s,;
L72 Ls 2
R N

as integrais indicadas nas equagdes {5.4.3) e (5.4.4), resul

tam:
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1 1,2 2 2 1 2
175 % 4
jj;rz ds = Ejy 7~ ds = jlq— s? ds = RLE A
0 o 4v1 i1 o 12
WZ ”i;; 2 2 2/2 ) 2
jps2 dr = p_[ Zl dr = __py21 r* dr = 241 .
/ R L 6
Substituindo-se estes resultados nas equacdes

(5.4.3) e (5.4.4), os valores obtidos para os momentos mé-

dios sao:
1 PL*Yy
m, = —— _—
Ak 12
py]
= l -
my 6
5-4.3 -

2
+ PA

8

Comparagio com a TCP

pi’

24

Ay
Al

(3— ) r

(5.4.5)

{(5.4.6)

Os momentos médios obtidos nos dois casos anterio

res, serdao agora comparados com os dados pela teoria

charneiras plasticas (TCP), para os seguintes valores

A:l; 1,5 e 2.

das
de

Os resultados encontram-se na tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Resultados da TCP e do processo das faixas

A TCP Figura 5.11 | Figura 5.12
Y My Hy My Hy My Hy

1 0,500,4,17 | 4,17 | 7,03 | 2,34 | 4,17 ; 4,17

1,5 0,488 7,08 | 3,96 | 8,85 | 2,34 | 7,08 | 3,97
2 0,473|8,56 {3,73 | 9,77 | 2,34 | 8,56 | 3,73
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Nota-se que a reparticac de carga da figura 5.11
nao & boa para pequenos valores de A , caso em que sio mais
indicadas reparticoes do tipo da figura 5.4 . Verifica - se,
também, que uma repartigdo comé a da figura 5.12 cond@zé 59
lucio exata, i luz da teoria da plasticidade, pois os resul=
tados obtidos pelo processo das faixas coincidem com os obti
dos com a TCP.

5.5 - Caso 2A: CONFIGURAGAO EVENTUAL

Como o objetivo ora em pauta € comparar os resulta
dos da TCP com os do processo das faixas de Hillerborg, como
nos exemploé anteriores serao consideradas reparticodes de
carga afins as configuragoes das charneiras. Para o caso de
vinculacdao 2A - uma borda menor engastada - , e configuracao
eventual das charneiras, tem-se a reparticao indicada na fi-

gura 5.13, onde tambem se -apresenta a notacao adotada.

0s momentos maximos nas faixas sao calculados com

base nas equacoes apresentadas no item 5.3.

Na faixa A da direcao x, substituindo-se x por r
na equacac (5.3.2), resulta:
pr?

m, = . {5.5.1)
X 2

Nas faixas B e C da direcaoc y, o0s momentos maximos
nos vaos sdo dados pela equacao (5.3.3), substituindo-se x;

respectivamente por s; e yj, resultando:

2

m, = —le— {Faixa B), {5.5.2)
2

my = PY¥1  (raixa C) . (5.5.3)

2
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Analogamente, os momentos junto aos apoios sao da

dos pela equacdo (5.3.5), obtendo-se respectivamente:

T 5- ]

my = t?i})z -1 Ty (Faixa B}, (5.5.4)
' ¥5.2 .

m, = .F§Eq - 1_ m (Faixa C). (5.5.5)

a) Valores médios dos maximos momentos

As equagoOes para calculo dos momentos médios nos

vaos sao as seguintes:

1 Ylpr2 Y2 pr2
m. = — £ ds, + L= ds,) (5.5.6)
X~ )y {[ 2 1 J[ 2 2’
o
lps] PY]
=1 1 PY1 o,
my 2 [ ?éx 3 dr + > (% 2Xl)] . (5.5.7)
b) RelacOes entre as variaveis
Conforme a figura 5.13, valem as seguintes rela-
coes:
x Xy S r
_r _ 71 P r=—171 ., s1= Y1 ; (5.5.8)
S1 Y1 Y1 X1
r X %1 8 Yo T
. _ 21 s r = X172 o, Sy 2 ) (5.5.9)
Sp Y2 ¥2 X1

c) Calculo das integrais

Com estas relag¢des, as integrais indicadas nas e-

quagoes (5.5.6) e (5.5.7) resultam:

5 2 2 x2

jylg ds, zfl_wf_l s, = X191 (5.5.10)
o 2 o 2y1 6
Y2 prz Y2p x] 85 px] Y .

f P s, =£ ‘PR1%2 s, = 21¥2 (5.5.11)
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1 2 yyr? X1Y1
f( ps:zL dr =f P 12 dr = —1 | (5.5.12)
V) Xl 3

o o

d) Momentos medios

Substituindo-se estes resultados nas (5.5.6) e
(5.5.7), obtém-se os momentos médios:

2

2 2
D NP 250 4 T 2.5 S N 2.5
Xy py2 PY2 4x
ym = [ PXyy , PY) (z_p_xl)} = =L 3-=L) (s5.5.19)
% 3 2 6 .

Com base nas equacoes (5.5.4) e (5.5.5), o momen-
to médio junto a borda engastada pode ser dado por

22,
mym_[(yl) -1] My (5.5.15)

pois a razao s,/s; & constante e igual a Yo/vy-

e} Resultados obtidos pela TCP

Os momentos serao dados atraves de seus coeficien
tes adimensionais 4 , conforme o item 2.2.2. Fazendo-se por
exemplo p = 100 e &= 1, os valores de m e 1 se confundem .
Adotar-se-a, também, a notacio definida no item 4.3.2.

Tomando-se por exemplo A = 1,25, para o qual ocor
re configuracao eventual das charneiras, os resultados obti

dos no item 4.8 sao:

= 3,97 ,

|
at
~
=]
'—l
-

Hx Uy - H = 8,00 r

X] = X, = 0,488 yy = 0,442 , uy = 0,808 .
f) Resultados obtidos conforme Hillerborg

De maneira analoga, sendo os momentos médios, ob-

tidos com as equagoes (5.5.13), (5.5.14) e (5.5{15), repre-
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sentados por coeficientes adimensionais, substituindo-se os
valores de X1r Y1 € ¥ nestas equacdes obtem-se respectiva-

mente

= 3,41 v =7,99 ,

o = 3,97, i

Xm 1jym

resultados que, a menos de erros de aproximacao, coincidem
com os da TCP.

5,6 - CASO 2A: CONFIGURACAO COMUM

Para o caso de vinculagao 2A e configurac¢ao comum

tem-se a reparticao indicada na figura 5.14. A apresentacio

deste item seguira sequéncia semelhante & do item anterior.

Para as faixas A e B tém-se, pelas equacoes

(5.3.2) e (5.3.1), respectivamente:

2
m, = PL ( Faixa A ) , {5.6.1)
2
2z
m, = -BX ( Faixa B ) . (5.6.2)
8
Para a faixa C tem-se, pelas equagoes (5.3.3) e

{5.3.5) respectivamente:

2
- P51
my, = . ; (5.6.3)
m, = [( _52)2 - 1] my (5.6.4)
1

a) Equacoes dos momentos médios

2 2
n = L Uylpr as, +]"2_p_l;2 as, + B2 (- vy -yz)](5.6.5)
2 B
O

Al 2
[}
¥2 5 ¥ 2
= _2_/[ psl dr = if ps2 dr (5.6.6)
Y L 2 Lig !
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| ’dr
m para 'Xl
y ¥°2
Dit
-1
2
172 7
Foixa C
2 r r
pt -+—_<r—
/7 | Cl L.
1\4// ////////4{
s| AN /v o' |s
Y EL 7/ A = !
Y - . N L] -
/ . / |/
—— j \/ L )
2 g1 "8 . Ps,
-S\Eg 2 4 ._i 2m,=—2—-—
8 2 ARELN
y 4
y '// \\ #
4 4 -
dsl#: pr? Yz 4 Ve \\\ P a
LA s A s
o 2 y Vo \ t{ 2/
x)()lxxxxxxyﬂ \
m, paro x=-§— y '“|y
Faixa A
\ 2
\ - Pr
m, = >
p
'/
| 5 -
r i Faixa B
I
f
2
]
Mx = g

F1G. 514 - CASO 2A . CONFIGURALAQC COMUM
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b) RelacoOes entre as variaveis

r = 2/2 = r = —g‘ Sl -
51 Y1 2y1
ro_ 42 . . _rs
So Y9 2y,
c) Calculo das integrais
Y1py2 y ¢
H[ lpr “[ 1pg* 51 as, - Pi¥y
2 24
Yo ¥ pels3 22
f—L 2*[ =2 sy = B2
o 2 o Syz 24
V2 /2 2 2 R,yz
~[ ps} dr fj-iﬂi%}li ar = -£-21
2! o) L 6
d) Momentos médios
m =L [ 5851
g 24 24 8
L
= 3 - ———( + ¥5)
24 [ Y1 T ¥ ]
2 2
_ 1 PLY] _ PY)
Tym % 6 - 6
v Yo . 2_
™ ym™ [(yl) 1] Tym
e) TCP A =1,5
My = 5,23 Hy = 3,41
X, = x, = 0,500 y; = 0,452

2yqr

2yyr

52

2 2
+ pL°Y2 + pl(lﬂ.' Yl—Y2)

8,83

y, = 0,857

(5.6.7)

(5.6.8)

(5.6.9)

(5.6.10)

(5.6.11)

(5.6.12)

(5.6.13)

(5.6.14)
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g} Hillerborg

1
Wom = 5,23 uym = 3,41 uym = 8,84
5.7 - CASO 2B: UMA BORDA MAIOR ENGASTADA
Ver figura 5.15.
a) EquagOes dos momentos médios
1 1pr] px]
_ 1 -1 Rkl B -
My =5y [2Jy 5 ds + ; (A2 - 2yy) (5.7.1)
0
X . X
2
m, = = ( 52s—zdrl v % gr,) (5.7.2)
Y g 2 2
o
b) RelacgOes entre as variaveis
i B | N ry= X185 - s=ﬂ (5.7.3)
§ Y1 Y1 X1
P R RO 1. - 5=2272  (5.7.1)
S Y2 Y1 X2
c} Calculo das integrais
yl Yl 2 2 2
f prl ds =f e £ryy (5.7.5)
O o yl 3
Xl 2 Xl 2 r2 % 2
U[ Pps_ drlfj—‘gzl_?l‘drl= PX1¥a (5.7.6)
o 2 o 2x] 6
X2 2 X2 2 r2 % y2
fﬁ drzzf py—lz_..z._drzz E__..Z___l (5-7.7)
o) 2 o 2X2 6
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d) Momentos medios

) 2 2

1 | Pxyy px px dy
mxm=—[ 1°] L (-2 )= =203~ =L

AL 3 2 6 AL

{(5.7.8)
' X2 2
Mym = { (—;l— l} By (5.7.9)
2
PX1V X

My = L Py PX2h1 BY1 (5.7.10)

4 6 6 6

e) TCP: A = 1,5
Hye= 4,43 Hy= 9,08 hy= 2,32
Xl= 0,364 o= 0,636 ¥Y15¥oF 0,373

f) Hillerborg
Hyr= 4,43 Myp= 9,09 Hym™ 2,32

5.8 - CASO 3: DUAS BORDAS ADJACENTES ENGASTADAS
Ver figura 5.16
a) BEgquacdes dos momentos médios
yl 2 y2 2 2
my, = —]—'—[I BTl dsy +L P) ds, + PP (- y1 - Yz)}
AL lJo 2 2 2
(5.8.1)

X 2
_ 1 pPs) f PSy
my = 7 (‘./; > drl +O 2 dr2) (5.8.2)
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b) Relacoes entre as variaveis

1A - r=—LL g o Y1
51 Y1 4] Xy
Iy X XS Yir
2 _ 72 N r,= 2”1 ., 5= 1+2
51 Y1 ¥i Xy
-ﬂ:_ = -x_l. > rl= XlSZ o 52_ y2rl
52 Y2 Y X1

c) Calculo das integrais

Y1..2 2
rl lesl PX31Y)
ds; = _T'— ds = -
1 .[ °1 6
o
Y2 PXZY
r X118
_[ ldsz=f ————p12 dsz=————l 2
(o] (o} 2y2 6
1 2 1 2 2 2
S1 PYjr) PX3Y3
— drq = ——drqy = ————
1 2 1
2 2 X 2 2 2
ps;y IDARY) PX2¥)
o 2 0 2x2 6

d) Momentos méedios

(5.8.3)

(5.8.4)

(5.8.5)

(5.8.6)

(5.8.7)

(5.8.8)

(5.8.9)

{5.8.10)

(5.8.11)

(5.8.12)

(5.8.13)

2 2 2
1 PX1¥Y31 PX3¥> PX] ]
m = = + (AL - - )| o=
Xm T g [ 6 6 Y1~ ¥2
px
= By - 2y 4y )]
6 [ A o1 2
] X
T = (5207 7 1] M
X1
2 2 2
1 ( PxX31¥3 PX5Y, ) = PY1
Tym T ) 6 6 6
' Y2 2
Mym = [("§I) - l} Mym



256

e) TCP: » = 1,5

3,52 Uy

=
e
"

7,53 uo= 2,01 u; = 5,82

Y
x; = 0,361 x,=0,639 y; = 0,347 y,= 0,685
f) Hillerborg
Hym = 3053 My = 1752 My = 2,01 uym=5,81

5.9 - CASO LA: CONFIGURACAO EVENTUAL

Para o caso da figura 65.17, os momentos maximos

nas faixas A,B e C sao dados respectivamente pelas equagoes
{(5.3.2), (5.3.8) e (5.3.9), resultando:

m, = BX  (Faixa A) , (5.9.1)
2
- —PS?  (Faixa B), (5.9.2)
2(1 +¢)
2 2
S (Faixa C). {5.9.3)
8(1 +9)

O momento nos apoios em cada faixa na direcao é€da
¥

do por my, = ¢my.

a} Equagao dos momentos meédios
Ak al

22 2
m, = ﬁ—j—Pi- ds = -—-;L——jprz ds (5.9.4)
A Jy 2 A

1 xl SZ ;\22,2
m, = — 2[———9—-—. dr + B> (8- 2x)) (5.9.5)
2 | 2(1+9) B (L +9)
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ll'ty para y=—2—-
_os’ |
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ll ll
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d X Ceed 777
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FIG. 517 — CASO 4A . CONFIGURACAO EVENTUAL
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b) RelacOes entre as variaveis

r1= xl . _ 2XlS . _ Mrx
. 272 > r ") s = 2%, (5.9.6)
c) Calculo das integrais
ZH‘D'_ ﬁ 2 2 2
2 4x3s X '
“[- prids =J[ —L ds =-£%f= A (5.9.7)
1 pa2 1 n1202 2 2.2
4[)( = dr =]x Az L X dr = “&7)\ % X1 (5-9-8)
L (1+¢) 4% (1+9) 12(1+9)
d) Momentos médios
2 2
-1 PX1,,_ P4
Mym = %7 - g - _ (5.9.9)

1 | ea%e®xy  pate? p X312 4xq
Mym T L | T2(140) 8(1+¢f Ao 2x) =24(1+¢ﬁ3 )

(5.9.10)

Tym = ¢ Myp (5.9.11)

e) TCP: A= 1,5

=
b
|
[¥8)
-
o
(5%
=
|
3]
~
e 0]
[S)]
s
Il
~J
-
W
—

f) Hillerborg

Hym = 3,82 Hym = 2,85 i = 7,31

5,10 - CASO UA: CONFIGURAgﬁo COMUM

Ver figura 5.18

a) Equacdes dos momentos meédios
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1 % pr’ £
m, = —| 2 ds + (A= 2y7) (5.10.1)
AR 2 8
m, = 2 jﬂ{_z_ﬂ.s.z_. (5.10.2)
1 o 2(1 +¢)
b) Relacdes entre as variaveis
Il 2y r
oMo, s L, oo (5.10.3)
8 Y1 2y, g
¢) Calculo das integrais
by} 2_2 2
fprz as = [ARLTS” 4 _ RPLY] (5.10.4)
0 4Y1 12
2 %2 2
l_}ﬁdr =£ f?ﬂ ar =_2*¥1 (5.10.5)
(1+9) (1+ ¢) 82 6 (1+9)
d) Momentos medios
1 P#Yy pE _ p¥ 4yq
Mxm T 3y { TR S S U Rl vl C e v
5 ) (5.10.6)
Mg = = - pt¥l _ _BY] (5.10.7)
% 6(1+¢) 6(1+9)
Mym = & Myp (5.10.8)
e) TCP: A = 2
Uy = 5,76 ny = 2,79 g = 8,11
¢ = 2,91 X] = X9 =0,500 y; =y, = 0,809
f) Hillerborg
Mym = 5,76 Fym = 2,79 U&m = 8,12
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5,11 - CASO 4B: DUAS BORDAS MAIORES ENGASTADAS

Ver figura 5.19.

a) Equacées dos momentos medios

—LdS'l"-‘R—

* Ul f2(1+¢) 8 (1+ ¢) 1
/2
m, = ——f —p—— ar = L[ pelar (5.11.2)
Yo
b) RelacOes entre as variaveis
2vir
xr &2 o, L __%s ., 4 (5.11.3)
c) Calculo das integrais
Y1 re2 ply
P 4s = _E&_E_ - 1 (5.11.4)
o l+¢ e 4(l+¢)yl l2(l+d))
L/ 9:/% 2,2 2
0 (o] £ 6
d) Momentos médios
L _1|_pfv1 pg” (At —2y) 1= _PL° ) 4Yl)
XM g | 12(1+¢ ) 8(1+ ¢) 1 24 (1+ ¢) AL
(5.11.6)
m;(m = ¢ myen (5.11.7)
1 Pyl py}
- 1 1 (5.11.8)
Tym = 3 6 6
e) TCP: x = 1,5
Ly = 3,05 Ux = 6,08 uy = 1,53
o = 1,99 X} = X5 = 0,500 Y1 = yo = 0,303
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f) Hillerborg

1
Uxm = 3!05 uXm = 6;08 qu = ].;53
5:12 - CASO 5A: CONFIGURACAO EVENTUAL
I
Ver figura 5.20.
a) EquacOes dos momentos médios
, )\Zz prz A&/ 2
1 1
m, = ds = pr ds (5.12.1)
LY 2 A Jo ot
My = > _L drp + PXAT (2 -x7 = x3)
2(l+¢) 2(1+¢) 8(1+ ¢)
{5.12.2)
b) Relacoes entre as variaveis
r b 4 2 Al
L L o s =—21 (5.12.3)
2 AL
T2 X2 oL g2 220 g0 M2 g,y
s AL/2 A% 2x,
c) Calculo das integrais
Y2 Al 2 2 2
2 4p x] s p Alxy
prij ds = | ——F=— ds = —— - (5.12.5)
5 o A%z 6
l 2 Xl A2’.22 r2 X
f( bS dl’ff l_pk L%y (5.12.6)
> 2{(1+0d) 5 8(1+ ¢)xl 24 (1+¢)
2 5 2 2r2 2 ZX
‘[x2 ps dry= v[ 2_25_&__4% dr,= PA & X5 (5.12.7)
o 2{1+¢) o 8(1+¢)x2 24 (1+¢)
d)} Momentos médios
9.. 2 2
Mym = 73— - p)‘6x1 - =4 (5.12.8)
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' Xy 2
Mg = | ] ) - 1| my (5.12.9)
1 thﬂle pA222x2 pfzz
mymz—[ + + (E-xl—xz) =
Lol 24(1+¢) 24(1+9) 8(1+¢)
2 2 -*_, - L]
- _PAai 5, X172 (5.12.10)
24 (1+ ¢) [}
]
mym = ¢mYm (5.12.11)
e} TCP: A=1
by = 1,42 g = 3,45
Hy = 1,66 Hy = 3,91 ¢3=9,= 2,36
Xy = 0,292 X, = 0,541 ¥1=Y>= 0,500
f) Hillerborg
By = 1,42 e = 3,46
My = 1,65 ugm = 3,90

5.13 - CASO 5A: CONFIGURAgRo COMUM

Ver figura 5.21.

a) Equacdes dos momentos médios

Y] prl X
my, = - 2~[ PIl g5 + 2L g - 2yp) (5.13.1)
AL 4 2 2
2 2 2
M = L Jf& BS” ar, +h[x-—lai—-dr2 (5.13.2)
Yy [ 2(1+ ¢) 2(1+ ¢)
(8] (0]
b) RelacOes entre as variaveis
ry X3 ' X1 s Y111

— - rl= - S=

s ¥3 Y1 X1

(5.13.3)
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r X XA»S r
—2~_=-— «r ry= 2 =+ g= Y172 (5.13.4)
5 N Y1 X2
¢) Calculo das integrais
2 2 2
Y1, Y1 pxys PXy ¥1
fprl ds = S—ds = (5.13.5)
0 Y1 3
X1 ps” X1 pyjr] PX ¥]
l dr; =j — g = —2L (5.13.)
2(1+¢) 0 2(1+¢)x] 6(1+ ¢ )
2 Xy pyr PX, 3
2 ps 2 2 1
f( 2 [ 12 g, - 201 (5.13.7)
02(1+¢) o 2(1+ ¢>)x2 6(1+¢)
d) Momentos medios
pxzy px2 x2 4y
_ 1 171, 1 - - 1 A
Mym = 2 { 3 ; (A2 Zylﬁ p (3 ) )
(5.13.8)
X
my = {(—2)2- 1] my, (5.13.9)
2
- 1| PXiyy pxpvi - B (5.13.10)
ym T T g1 e 6(1+ ¢) 6(1+ ¢)
m}'rm = ¢ myp (5.13.11)
e} TCP: A = 1,5
Ly = 2,80 u; = 6,09
uy = 1,68 Uy = 5,09 ¢3=¢4= 3,03
Xl = 0,359 X2 = 0'641 Yl=Y2= 0;638
f) Hillerborg
oo = 2,79 Hygm = 6,10
“ym = 1,68 “ym = 5,10
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5,14 - CASO 5B: UMA BORDA MENOR APOIADA

Ver figura 5.22.

a) Equagoes dos momentos médios

1 pr’ Y2 pr? pi?
< 1 T[I dSl +f dSz + (;\ﬂ, —yl" Y2)

m, = —
AL 2(1+ ¢) o 2(1+¢) 8(1+ ¢)
- (5.1471)
2 o, 2
S
m, = JL,[ p3) dr = JLJ( psi dr (5.14.2)
Y 4dy 2 L Jg
b} Relacoes entre as variaveis
2 2
.__I......_ = i — r = Rsl “+— Sl='_"y"l“'r_ (5.14.3)
s1 Y1 2y L
2 2
r M = XS2 - _ 2ot

§,=—=— (5.14.4)

¢) Calculo das integrais

2 2 2
Y 2 Y] pL s PL Y
fl——PL— dsy =L Lol dsy = ——E— (5.14.5)
o 2(1+¢) 8(l+ ¢)y] 24(1+ ¢)
% 2 y Plzsz p‘fy
2_pr _ ds = 2—_.._22 ds, = rrr2 (5.14.6)
2(1+¢) b 8(1+ ¢)y> 24 (1+ ¢)
&2 L/2 2 2 2
4 r £
j psy dr =f L 71 (5.14.7)
O O g 6

d) Momentos medios

2

p Ly g2 5
m,. = 1 1+ p* ¥ + P (M- Y1 - Y2) =
AL 24(1+ ¢ )  24(1+¢) 8(1+ ¢)
2 ‘ ¥y +Y
- Pt 3o 2LrTZ2, (5.14.8)
24 (1+ 9 ) AL

My = 9 Mym (5.14.9)
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2 2
1 PLY] PY]

mym . . = p (5.14.10)
' (2%, (5.14.11)
mym yl mym T
e) TCP: X = 1,5
By = 2,57 Hy = 5,27 ¢ = 2,05
1
X] = X5 = 0,500 y; = 0,284 Y2 = 0,554
f) Hillerborg
bxm = 2,57 by = 5527
Uym = 1,34 Uym = 3,77
5,15 - CASO 6: QUATRO BORDAS ENGASTADAS
Ver figura 5.23.
a) Equacdes dos momentos médios
y 2 2
m, =+ 2] LB a5+ P4 (54 - 2y (5.15.1)
A2 2(1+ $q) 8(1+ ¢71)
2
2 [YZ ps® 4 _ 1 [ _ps*® o (5.15.2)
2(1+ ¢3) ) 1+ ¢4
b) RelacOes entre as variaveis
2
r _ /2 N T 71T (5.15.3)
c) Calculo das integrais
2 2
jyl_PL ds=jyl—&£2—d _ p¥Y¥1 (5.15.4)
5 1+ ¢4 o 4(l+¢l)yl 12(1+¢4)
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/2 ) 2/24py; rz pgyz
PS _ 4r =f — a1 (5.15.5)
o 1+¢ o (I+d¢3) 6 (1+ ¢4)
d) Momentos medios
r 2 2
{ [
mxm = _.l_ p Yl + p ( AL - ?_yl) =
A 1201+ 67)  8(1+9)
2 4y
S AP S ¥ | (5.15.6)
24 (1+97) A%
My = 01 Typ (5.15.7)
1 p 2y} Pyl
M, = . = (5.15.8)
% 6(1+ ¢3) 6(1+¢ 3)
m}}m = ¢.3 mym (5.15-9)
e} TCP: A = 1,5
Uy = 2,16 Uy = 4,57 $1=¢09= 2,12
Xl = X9 = 0,500 Yl = y?_ = 0,518
f) Hillerborg
Myp = 2,16 Hym = 4,58
Mym = 1,05 Hym = 3,44







6 - CONSIDERACOES FINAIS

6.1 - SOBRE O CALCULO ELASTICO

Embora seja o calculo plastico mais adequado para
dimensionamento das lajes de concreto, para andlise das con
digoes de utilizacdo o cdlculo elastico é indispensavel. O
calculo elastico & Util também na determinac3o dos dados i-
niciais do calculo plastico, como por exemplo a razao ¢; dos
momentos negativos e positivos em cada direcao e, principal
mente, na escolha do iIndice de ortotropia. O cidlculo elasti
co &, entao, imprescindivel, devendo complementar o calculo

plastico nas situagdes em que este altimo é inadequado.

Apesar de ja serem usualmente empregados ha longo
tempo, alguns aspectos praticos do cilculo eldstico preci-

sam ser modificados.

O primeiro deles diz respeito a consideraciao de
laje armada em uma sO direcao sempre gue a razao A dos la-
dos superar dois. A incorrecao dai decorrente pode ser vi-
sualizada nas figuras 2.2a até 2.2e, baseadas em CZERNY[44L
para A entre um e dois. A consideragdo de laje armada em
uma s6 diregdo, para A maior que dois, pode acarretar erro
de até 47% no valor do momento fletor positive na direcao
principal, como ocorre no casc de vinculacao 42, em gue as

duas bordas menores sao engastadas. Propde-se que as lajes
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retangulares em questiao sejam consideradas armadas em uma
so diregao somente para \ maior que quatro. Este valor de A
tem por base a solugdo exata dada por TIMOSHENKO [ 1] para o
caso de vinculacao 4A = o mais critico =, cujo momento na
direcao principal, para X = 4, difere menos de 3% do valor

correspondente a laje com A = = ., Outros casos de vincula-

cao terao erros menores.

Ainda com relacao as lajes armadas em uma sO dire
cao, outro aspecto que precisa ser realcado & gue ndo se po

1 -~ , -
de 1gnorar os momentos de apoio my na diregao do malor vao,

gue, mesmo para A >4, s3o da mesma ordem de grandeza de que
0s momentos positivos m, da direcao do menor vao (casos 22 e

43) ou até maiores, como nos casos 3, 53, 5B e 6 {(ver, nova
mente, as figuras 2.2a ate 2.2e).

O calculo pratico por computador, com funcbes a-
proximadas como as indicadas no capitulo 2, & muito mais a
dequado que © calculo por séries ou por diferencas finitas
e, principalmente, que o calculo por analogia de grelha, e-
lementos finitos ou elementos de contorno, que devem ser re
servados para problemas especiais. Nao se pode deixar de sa
lientar, também, que o calculo proposto por Marcus, tenta-
dor pela simplicidade de suas expressoes, fornece resulta-
dos imprecisos (ROCHA[43]). Na regiao dos apoios perpendi-
culares ao maior vao, por exemplo, os momentos sao bem infe

riores aos obtidos com calculos elasticos mais sofisticados.

6.2 - COMPARACAO ENTRE OS MOMENTOS DA TCP E 0S ELASTICOS

Apresenta-se a seguir uma analise sucinta dos mo-
mentos indicados nas tabelas 4.1 até 4.9, nas quais os mo
mentos elasticos s3o dados pelas funcdes aproximadas do ca-
pitulo 2 e os momentos de plastificacao foram calculados com
os mesmos indices de ortotropia kpy; e os de engastamento

$i et relativos ao calculo elastico.
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Como o custo de uma laje &, de forma aproximada.,
proporcional aos momentos fletores, a comparacao entre 0s
dois métodos sera feita em termos da economia dos momentos
de plastificagdo mp em relacdo aos momentos elasticos mg, e

conomia esta dada em porcentagem pela relacao:

Mp
e=(1--—).100% . (6.2.1)
E

De forma semelhante, a comparacgao tambem poderia
ser feita em termos do acréscimo de custo do calculo elasti

co em relacao ao calculo plastico, dado também em porcenta-

gem pela relagao:

m

o= (—= - 1) . 100% . (6.2.2)
Im
P

Partindo-se dessas expressdes, a relacao entre o
e € €& dada por:

@ = (——-1) . 100% . (6.2.3)

Analisando a economia € , dada pela expressao
6.2.1 e indicada nas tabelas 4.1 a 4.9 e também na figura

6.1, tem-se, para cada caso de vinculacdo:

a) CASO 1l + para A entre 1 e 2, & cresce de
5,4% até 15,3%, permanecendo aproximadamente constante ateée

A = 4 e decrescendo em seguida;
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FIGURA 6.1 - ECONOMIA € DO CALCULO PELA TCP EM RELACAO
A0 CALCULO ELASTICO (EM %)
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b) CASO 2A > para A entre 1l e 2,5, € cresce de

19,5% até 26,1%, decrescendo para valores maiores de A ;

c) CASO 2B ~ para A entre 1 e 2, £ permanece pra
ticamente constante em torno de 18,3%, decrescendo em segui
da;

d) CASO 3 » para A entre 1 e 5, ha um comporta
mento praticamente linear de €, variando de 30,2% ate 15,08%;

e} CASO 4A - para A =1, € = 27,7%; para A no in-
tervalo entre 1 e 3, ¢ permanece em tornc de 30,9%, decres-

cendo para valores maiores de A ;

f) CASO 4B =+ para A entre 1 e 5, decresce de
27,7% até 9,0%; este decrescimento & suave para pequenos va
lores de A , € mais acentuado em seguida e volta a ser bran

do no final do intervalo;

g) CASOS 5A, 5B e 6 ~ para A entre 1 e 5, de for
ma intermediaria entre a dos casos 3 e 4B, ha um decrescimen
to quase linear no inicio e mais brando no final do interva
lo, entre 36,8% e 18,8% no caso 5A, entre 36,7% e 12,6% no
caso 5B e entre 42,6% e 16,3% no caso 6;

Sintetizando qualitativamente os aspectos ora ana
lisados, os nove casos de vinculacac podem ser colocados em

trés grupos, a saber:

1¢) CASOS 1 e 2A ~+ para A em torno do intervalo
entre 1 e 2, hd um crescimento aproximadamente linear de €,

permanecendo constante ou decrescendo em seguida;

20) CASOS 2B e 4A ~ para X entre 1 e 2,e & aproxi

madamente constante, decrescendo em seguida:;

30) CASOS 3, 4B, 5A, 5B e 6 - para A entre 1 e 5,
€ decresce de forma aproximadamente linear e mais suavemen

te no final do intervalo;

Nos tabuleiros de edificios usuais, é em geral pe
quena a ocorrencia de lajes com todas as bordas simplesmen-

te apoiadas ou com apenas uma borda engastada, havendo pre-
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dominancia de lajes com duas ou mais bordas engastadas e
para as quais a economia € decresce com XA . Pode-se, en-

tao, generalizar que:

PARA AS LAJES DE EDIFICIOS, A ECONOMIA € DO CAL
CULO PLASTICO EM RELACAO AO ELASTICO DIMINUI A MEDI-
DA QUE CRESCE A RAZAO A DOS LADOS.

Coerente com todos os casos de vinculagao, e por-

tanto mais veridica gue a anterior, tem-se a afirmacdo:

A ECONOMIA CRESCE COM O NOME-
RO DE LADOS ENGASTADOS.

Uma sintese quantitativa & de mais dificil elabo-
racao, em face da grande variabilidade dos aspectos envolvi
dos. Pode-se, mesmo assim, tentar chegar a alguns valores,

se bem que imprecisos.

Os tabuleiros de edificios usuais possuem em ge-
ral lajes com A entre 1 e 2, sendo o valor médio mais proxi
mo de 1 do que de 2. <Considerar A = 1,5 como valor médio
representativo resulta em um valor subestimado para a econo

mia, pelo fato de € diminuir com o crescimento de A

-

Considerar o valor médio da economia relativo aos
nove casos de vinculagao, que corresponde a um numerc medio
de bordas engastadas iguais a dois, também subestima a e-
conomia, tendo em conta que, nos edificios, em geral o nume
ro médio de bordas engastadas supera dois e gque a economia

cresce com © numero de lados engastados.

Para A = 1,5, a média da economia relativa aos no
ve casos de vinculacdo resulta em torno de 27% que &, en-

tdo, em geral inferior ao valor real.

Pode resultar um indice de economia inferior a
27%, se houver grande quantidade de bordas apoiadas. Predo-
minando as bordas engastadas resultarao, certamente, valo-

res de € superiores a 27%.
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Invertendo a referé@ncia, ou seja, calculando o a-
créscimo de custo do cdlculo eldstico em relagdo a TCP, con

clui~se, através da expressdo (6.2.3), que este valor em ge

ral supera os 37%.

6.3 - CONDIgéss DE ECONOMIA

O critério econdmico, apresentado no item 4.10, se

ra aqui analisado. Em tal critério, foram admitidas as sim-

plificacgoes:
a) k = asy/asx em vez de Kk = my/mx:

b) armaduras inferiores constantes ao longo da la

je,

c) nao consideracdo do custo das armaduras supe-

riores,

d) ndo consideracado da alteracio da espessura da
laje.

Com estas hipbteses principais, foram elaboradas
as tabelas 4.19 a 4.27, nas quais se indicam os indices de
ortotropia economicos - Kec ~r Para os seguintes valores
dos indices de engastamento: ¢i,e2 r 1, 1,5 e 2.

Nota-se, nestas tabelas, que os valores de Kec di
ferem muito daqueles verificados em regime elastico e que
estao indicados nas tabelas 4.1 a 4.9. Como durante sua vi
da util a estrutura trabalha em regime elastico, o emprego
de Kee Pode prejudicar as condigoes de utilizacio da es-
trutura, pois isto acarreta em uma armadura muito peguena na
direc¢ao do maior vdo, podendo consequentemente resultar em

condic¢oes inadequadas de fissuracio.

Verifica-se, tambem nas tabelas 4.19 a 4.27, que a

variacao de K o ©em funcao dos valores de ¢ 5 s6 € signifi
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cativa para poucos valores de A e em alguns casos de vincu

lagdo, como por exemplo os casos 2A, 4A e 5A.

As tabelas 4.19 a 4.27 fornecem, ainda, a relacio

entre os custos Feﬁ/Fj' onde Foq corresponde ao Kec COm

¢35 = ¢i,e£ e Fj representa 0s custos calculados com ¢i =1,
1,5 e 2 e com os respectivos valores de Kge « Nota-se que,
mesmo nos casos de grandes alteracOes dos valores de|<ec,séo

pequenas as alteragoes no custo da armadura inferior.

Nota-se, também, que com a reducdo dos momentos so

bre os apoios em geral nao ocorre variacdo siginificativa do

custo da armadura inferior ou ocorre um pequeno acrescimo,

que pode ser compensado pela diminuicdc da armadura superior.
Ha casos ainda, qué a diminuicdo dos momentos sobre os apoi
O0s acarreta em um menor custo da armadura inferior. Isto o-
corre nos casos 2A, 2B, 4A, 4B, 5A, 5B para pegquenos valores

de A , em geral inferiores a A = 1,25,

Encerrando essas consideracoes sobre o custo das ar
maduras, mesmo tendo por base um critério econdmico nao mui-
to preciso, ja da para se ter uma idéia de que adotar indice
de ortotropia proximo do valor de Kayg nao acarreta em a-
créscimo significativo de custo, além de serem atendidas as
condicoes naturais da laje. Conclui-se, também, que, sob as-
pectos econdbmicos, a consideracao de valores de ¢ ; menores

gue os relativos ao regime elastico pode ser vantajosa.

A ratificacao destas conclusdes pode ser obtida
tendo por base um critério econOmico mais correto, que leve
em conta também o custo da armadura superior. Este custo de-
pende do comprimento das barras, que pode ser determinado
com base nas expressoes deduzidas no item 4.5 e que fazem
parte do programa apresentado no item 4.8. Um critério mais
refinado poderia considerar, também, a alteragcao da espessu-

ra da laje.
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6.4 = COMPRIMENTOS DAS BARRAS DA ARMADURA SUPERIOR

As distancias entre os eixos dos apoios e 0s cor-
respondentes pontos de momento nulo, calculadas conforme o
item 4.5 ja citado, encontram-se indicadas nas tabelas 4.1
até 4.9. A estas dimensOes devem ser somados os valores ag,
relativos ao deslocamento do diagrama de esforgos na armadu

ra, e os adequados comprimentos de ancoragem.

A Norma Brasileira NBR 6118[50],entseu.itemi3.3.2.1
especifica 0 segquinte:

"Quando nao se determinar o diagrama exato dos mo
mentos negativos, em lajes retangulares de edificios comcar
ga distribuida e g £ g, as barras da armadura principal
sobre os apoios deverdo estender-~se de acordo com o diagra-

ma triangular de momentos (considerado ja deslocado) de ba-

se igual ao valor adiante indicado:

a) em lajes atuando em duas direg¢oOes ortogonais:
- em uma borda engastada, sendo cada uma das ou-
tras trés bordas livremente apoiada ou engasta

da, 0,25 do menor vao;

- nos dois lados de um apoio de laje continua,
0,25 do maior dos vaos menores das lajes conti

guas;
b) em lajes atuando numa s6 direcao:

- em uma borda engastada, 0,25 do vao."

A mesma norma especifica, para as lajes, o deslo-
camento do diagrama ag = 1,54, onde d & a altura util da se
¢ao. Para as lajes comuns de edificio a relagdo ay/%, apre

senta valores em torno do intervalo entre 0,03 e 0,04.

Nota-se que, se as razoes £;/ %4, indicadas nas

tabelas 4.1 a 4.9, forem adicionados os valores.de aR/RX

I
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em muitos casos os comprimentos das barras superiores, ba-
seados na NBR 6118, resultarao insuficientes se comparados
com os respectivos valores dados pela TCP. Por exemplo ci
tam-se os casos de vinculacao 2A, 2B, 3, 4A e S5A,

Nos casos de lajes continuas, esta deficiéncia dos
comprimentos das barras podera nao ocorrer, pois a comparti
bilizacdo dos momentos acaba reduzindo o valor do momento de
apoio relativo a laje maior e portanto deslocando o seu pon
to de momento nulo; com relacao a laje menor, o comprimento
da barra sera calculado com o valor de Ly relativo a outra
laje, resultando portanto um comprimento de barra maior que

aquele relativo a uma laje considerada isolada.

Porém, com o calculo sistematizado pela TCP aqui
proposto, nao had que se preocupar com oS comprimentos das

barras sobre os apoios, pois eles seraoc adequadamente calcu

lados em todos os casos.

Convém salientar, por outro lado, gue a considera
cdo de diagrama triangular de momentos sobre os apoios refe
re~-se a hipoteses elasticas. No cdlculo pela TCP, o diagra-
ma sobre os apoios deve ser considerado retangular, o gque é

coerente com as hipoteses plasticas admitidas.

6.5 - REAgéES DE APOIO

Nas tabelas 4.10 a 4.18 estao indicadas as posi-
¢coes das charneiras, relativas aos nove casos de vinculaciao.
Estao indicadas também as correspondentes reagdes de apoio,

considerando duas alternativas:
a) com reacgdes de canto, atuando juntas com rea-
¢oes uniformes ao longo das bordas;

b) ocorrencia somente de reacoes uniformes ao

longo das bordas, ou seja, de reacdes médias.

Apresenta-se, ainda, as reac¢does médias calculadas

conforme o item 3.3.2.9 da NBR 6118[50], que prevé charnei-
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ras nos cantos formando 450 com as bordas, quando estas a-
presentam apoios de mesmo tipo, ou 300 a partir da borda a-

poiada, guando a outra for engastada.

Nota-se que, adotando « =Kgy © ¢i = ¢i,el ; OS
angulos variam em torno dos valores admitidos pela NBR 6118.
Para 15 ) 52, onde se situam a maioria dos casos na pratica,
0s erros das reagdes médias da NBR 6118 em relagado aos valo
res da TCP ficam no intervalo entre - 12,3% — caso 5B, Py
e A =2 — e 11,68 — caso 2A, Py = Py € A= 2. Os
erros maiores em geral sao referentes a menor borda da laje

e a grandes valores de A . Por exemplo, para A =5, no caso
5B, na borda menor engastada, o erro &€ de - 20,1%

Porém, para a rotina do projeto estrutural, o cal
culo das reacOes médias em regime plastico & menos importante,
por dois motivos principais.ro primeiro deles refere-se a e
xisténcia das reac¢des de canto, cuja consideracdo simultd -
nea com reacoes uniformes ao longo das bordas representa mui
to melhor a situagdo que de fato ocorre. O segundo motivo,
gue talvez seja ateé mais importante, &€ que as cargas se
transferem das lajes para as vigas com a estrutura trabalhan
do elasticamente, ndo valendo portanto as hipoteses admiti -

das no calculo pela TCP, na qual se baseou a NBR 6118.

Trabalho iniciado por MANZOLI; PINHEIRO; PATVAL45]
e continuado por MICALI; PINHEIRO; PAIVA[68], mesmo ainda in
completo ja 43 uma idéia de que as reacdes em regime elasti
co sao bem diferentes daquelas obtidas pela TCP, tanto con -
siderando reacdes médias como levando em conta as reacoes de

canto.

A consideracgdo de reagOes de apoio, obtidas comhi
poteses elasticas, &€ fundamental para a elaboracao de umcal
culo estrutural mais preciso. Um refinamento ainda maior &
conseguido se for considerada a deformabilidade das vigas
de apoio, empregando elementos finitos ou elementos de con-

torno, por exemplo.
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6.6 - ANALISE DOS RESULTADOS DO EXEMPLO

Neste item serao feitas consideracdes a respeito
do exemplo indicado no item 4.11, onde foram feitas trés

consideracoes iniciais:

a) calculo eladstico;

b) calculo pela TCP com valores iniciais de «k e
¢; relativos ao calculo elastico anterior;

¢} calculo andlogo ao anterior, com o mesmo valor

inicial de k e com redugao dos valores de .

Nos tré&s casos, os momentos obtidos com a conside
ragac isoclada de cada laje foram em seguida compatibiliza -
dos com os das lajes contiguas. Os momentos sobre os apcios
foram adotados como sendo o maior valor entre a média e 0,8
do maior momento entre os dois obtidos na consideracao iso-
lada de cada laje. Em seguida, os momentos de vao foram, em
cada direcao, aumentados ou diminuidos adequadamente, depen
dendo do fato de os respectivos momentos de apoio tiverem

sido diminuidos ou aumentados em valor absoluto.

No calculo pela TCP, a compatibilizacdo altera os
valores de Kk e ¢i inicialmente adotados, que certamente
nao corresponderac aos momentos compatibilizados.Com os no-
vos walores de K53¢i,os calculos sao refeitos para cada la-
Je isoladamente , em seguida & feita nova compatibilizacdo e
assim por diante. Os momentos compatibilizados finais sao ob

tidos, entdo, através de um calculo iterativo.

Existe maneira de evitar este calculo iterativo,
que realizado manualmente torna-se trabalhoso. Isto pode ser
feito seguindo procedimento sugerido por AMARAL[Ggl,no gqual
em cada laje sdo adotados os momentos nos apoios e o valor
de K . Os momentos de vao sdo, entio, decorrentes.

Analisando os resultados do exemplo para as trés hi

pOteses admitidas, nota-se na tabela 4.35, que o calculo pe
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la TCP com ¢; = ¢i,e£ € 40,8% mais econdmico que o calcu-
lo elastico. De outra forma, o calculo elastico consome
69,4% mais armadura que o calculo pela TCP. Estes valores

transcedem os valores estimados no item 6.2, pelo fato do va

lor medio de % no exemplo ser inferior a X = 1,5, 13 admiti-

do, e pela predominancia de apoios engastados no exemplo em
questao.

Nota-se, tambem na tabela 4.35, que o volume de aco
consumido com a hipotese de reducao dos momentos de apoio pra

ticamente coincide com o volume referente a ¢i = ¢i ey « Es
[

te resultado & coerente com a previsao apresentada no item
6.3.

6.7 - COMPARACAO ENTRE A TCP E 0 PROCESSO DE HILLERBORG

Sendo a teoria das charneiras plasticas uma aplica
cao do teorema cinematico da teoria da plasticidade, ela é

teoricamente contra a seguranca.

Os resultados experimentais demonstram, porém, gque
essa lnseguranc¢a tedrica em geral ndo se confirma. As lajes
costumam apresentar uma reserva de resisténcia, decorrente
do endurecimento do aco da armadura e, principalmente, dos e
feitos de membrana — ver item 3.1.2

E possivel, também, uma verificacao tedbrica, basea
da no processo das faixas de Hillerboryg gue, sendo uma apli-

cacao do teorema estatico da teoria da plasticidade, € a fa

vor da seguranca.

A comparacgao entre a TCP e o processo das faixas,
para as lajes quadradas ou retangulares, foi apresentada no
capitulo 5. Verificou-se que, considerando adequadas reparti
¢oes de cargas, os resultados de Hillerborg sao muito proxi-
mos dos da TCP. Verificou-se, também, gque aplicando o proces
so das faixas a repartigcoes de carga baseadas na TCP e consi

derando momentos medios, os resultados de Hillerborg coinci-
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dem com os da teoria das charneiras plasticas, para todos

os casos de vinculacao.

Embora a consideracao de momentos médios contrarie
as hipbteses necessarias para a aplicagdo do teorema estati
co, pelo fato de a capacidade resistente da laje ser ultra=-
passada na regiao central, da para se ter uma idéia de que
sao bons os resultados da TCP, & luz da teoria da plastiei-
dade, para as lajes em questao.

6.8 - CONCLUSOES

Para dimensionamento das lajes comuns de edificios,
nao ha dividas de que o calculo pela teoria das charneiras
plasticas & mais adequado do que o calculo elastico. Porém,
para se conseguir informag¢oes relativas a fase de utiliza-

¢ao, o calculo elastico € imprescindivel.

Os valores do indice de ortotropia k e dos indices
de engastamento ¢;, que sao dados iniciais para calculo
pela TCP, naoc precisam ser arbitrariamente adotados. Eles
podem ser obtidos com um procedimento mais criterioso, ba-
seado no calculo elastico, resultando assim uma  distribui
cao de armadura mais adequada as condigoes de utilizacao da
laje.

Com o critério de economia apresentado no item 4.10
e analisado no 6.3, verificou-se gque o K y nao coincide
com © K,, ; mas verificou-se, tambem, que diferenga de con
sumo de ag¢o relativa a estes dois valores & pequena. A ado-
cdo de valores proximos de k. €& entdo mais adeguada, tendo

em conta as condigOes de fissuracado da laje durante sua uti

lizacao.

Ja para os indices de engastamento ;. @ simples a
docac dos valores obtidos em regime elastico nao € interes~

sante por dois motivos, comentados a seguir.

O primeiro deles, que sem duvida & o principal, es
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ta relacionado com a seguranga: os momentos de vio resultam
muito pequenos. Como em ultima instdncia sdo as armaduras in
feriores as responsaveis pela sequranga da laje, nio & con-
veniente que essas armaduras apresentem pequena capacidade
resistente, principalmente tendo em conta que processos
construtivos inadequados e ma qualidade da mdo-de-obra po-
dem fazer com que as barras superiores fiquem mal posiciona

das e, em consequéncia, sobrecarrequem as barras inferiores.

O sequndo motivo esta relacionado com aspectos e-
conomicos. Com ¢i,e£ 0s momentos nos apoios resultam bem
maiores gue os momentos nos vaos, requerendo  espessuras
maiores que as que seriam necessirias se os momentos nos a-

poios e nos vaos tivessem valores mais proximos entre si.

Adotando-se valores de ¢; menores que ¢ ¢ me-

i i,e
lhoram os dois aspectos. As armaduras inferiores resultam
mais resistentes, diminuindo a inseguranca no caso de ma
execucdo da armadura superior. Os momentos nos apoios resul
tam mais proximos dos momentos nos vAcos, permitindo menores

espessuras ou, até, um menor consumo da armadura total.

Concluir com o raciocinio anterior gque o valor
mais adequado & ¢; =1 & uma precipitacdo, pois hd outro as-
pecto a ser analisado. Para ¢; = 1, em geral ocorre plasti
ficacdo sobre os apoios para as cargas de servico. Decorren
te dessa plastificagao, podem surgir fissuras com grandes a
berturas e rotacao das lajes adjacentes. As grandes abertu-
ras das fissuras em geral nao causam problemas, por se en-
contrarem protegidas pela camada de argamassa de nivelamen
to e pelo revestimento do piso. A verificacao da abertura
das fissuras talvez possa atée ser dispensada. Ja as rota-
¢Oes ndo podem ser ignoradas. Elas podem causar rachaduras
no piso, se este for executado com material rigido. Essas
rotagoes precisam, também, ser levadas em conta na verifica
cdo das flechas. Deve-se salientar, ainda, que & dificil a-

valiar com precisdo o valor dessas rotacoes.

Pode-se, entao, pensar em um critério que conside
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re valores no intervalo entre 1 e ¢i el - Considerando -se
r .

0s valores usuais

Yf = 1'4 e YS = 1,15 I
sendo
Y = coeficiente de ponderacdo das acoes
e
Yg = coeficiente de minoragao da resisténcia do ago,

pode-se adotar valores de ¢; em torno de

9; = 0,62 b5 op

sendo este coeficiente de ¢i ey resultante da relacao:
r

1 = 1 = 0,62 .,

Yi o« Yg 1,4 .1,15

Valores de ¢; proximos de o,62 ¢; oy Sao0 coeren-
I
tes com todos os aspectos aqui analisados. Resultados expe-

rimentais poderiam corroborar esta sugestao.

No exemplo, detalhado no item 4.11 e analisado no
item 6.6, nao houve economia entre o calculo com
¢; = 0,62 ¢i,e2 e aquele com ¢i = ¢i,e2 :{ O consumo de
armaduras ficou praticamente constante. Houve, porém, uma
melhor distribuicdo entre as armaduras superiores e inferio
res. Outros exemplos, com outros casos e vinculacao e outros
valores de A , poderiam ilustrar melhor estas conclusodes.

O exemplo realizado permitiu, tambem, verificar a
grande economia do cadlculo plastico em relacdo ao calculo e
lastico, de 40,8% neste caso.

Com relacac aos comprimentos das barras sobre os
apoios, eles podem ser também determinados através da TCP,

que fornece valores mals corretos que os recomendados pela
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NBR 6118.

Sobre as reagdes de apoio, no caso de considera-
cao isclada das lajes em relacdo as vigas, parece que o pro

cedimento mais adequado & o calculo elastico, conforme se

comentou no item 6.5.

Embora possa ainda ser melhorado, o procedimento
aqui analisado constitui~se em uma evidente evolugdo para o
calculo de lajes usuais de edificios. Maior aprimoramento

serd conseguido com os resultados das outras pesquisas, que

se comentam a seguir.

6.9 - QUTRAS PESQUISAS

No desenvolvimento deste trabalho, verificou-se

que alguns aspectos precisam ser melhor analisados.

O primeiro deles diz respeito ao calculoc elastico
com A no intervalo entre 1 e 4 pelo menos, para a determina
cao de flechas, de momentos e de reacdoes de apoio, conside-
rando reagdes de canto e reacdes médias. Este trabalho ja
se encontra em elaboracao (MICALI; PINHEIRO; PAIVA[68]). Com
os resultados deste trabalho, poderao ser refinadas as fun-
¢oes indicadas no capitulo 2. Podera ser melhorado, também,
o calculo das reacoes de apoio no projeto de edificios, con
forme foi comentado no item 6.5. Uma pesquisa que conside-

rasse a deformabilidade dos apoios tambem seria de grande u
+tilidade.

A respeito de condic¢Oes economicas, com base na a
nalise apresentada no item 6.3, verificou-se gue & de facil
elaboracao uma analise econoOmica mais refinada, que consi-
dere tanto as armaduras inferiores quanto as superiores e,
até mesmo, a alteragac da espessura. Uma analise mais deta-
lhada do custo com Keg » €M relacao ao custo com K

ec r tam

bém seria interessante.

Poderiam ser elaborados, também, mais exemplos re
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lacionados com a escolha dos quinhdes de carga, necessarios
para a determinacdo do comprimento das barras sobre os a-

poios, conforme se apresentou no item 4.5.1.

No exemplo apresentado no item 4.11 e comentado
no 6.6, constatou-se gue no calculo elaborado pela TCP a
compatibilizagao dos momentos resultou trabalhosa. Um pro-
grama de calculo em computador para este fim se faz necessa
rio, analisando, inclusive, a conveniéncia de se adotar pro-
cedimento ja citado e sugerido por avarar 691, no qual sao
adotados os momentos nos apoios e o valor de k¥ , sendo de-

correntes os momentos nos vaos.

Para a elaboracdo de projetos, ha necessidade tam
bém de se analisarem procedimentos para sistematizacao do -
calculo das espessuras das lajes e para verificacio das fle
chas. Os sugeridos pela NBR 6118[50] podem ser melhorados .
Para as flechas, existe trabalho iniciado por BOTTURA & PI-
NHEIRO [70], que devera ser levado adiante.

Uma pesquisa experimental seria muito Gtil para
complementar os resultados agui verificados e outros a se-

rem obtidos nas pesguisas sugeridas.

Na continuacdo destas pesquisas, um dos temas im-
portantes refere-se as lajes retangulares com carga unifor-
me e uma borda livre, tanto pela sua ocorréncia na pratica
como também por ja existir equacionamento 1iniciado por CHA

MECKI[64], semelhante ao que agqui se empregou.

Outras formas como lajes esconsas, triangulares,
em L, em T, trapezoidais, lajes de escada, lajes-cogumelo,
também poderac ser consideradas. Sobre lajes-cogumelo, a pes

gquisa também ja foi iniciada (BRANCO & pINHEIRO[71]) .
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