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RESUMO

A influencia nos esforcos e deslocamentos de um
corpo, causada pela presenca de descontinuidades, & aqui
analisada, usando-se o Método dos Elementos de Contorno.
As descontinuidades sao simuladas por meio de forgas ficti
cias, denominadas quadripolos e bipolos nos espagos bidi-
mensional e tridimensional, respectivamente. Uma desconti-
nuidade pode ser abertura ou nao; neste caso o COrpo e tra
tado em regime elasto-plastico ou em regime elasto-visco-
plastico, enquanto naquele, em geral sem materia entre as
superficies, o regime elastico e o considerado. Os corpos
constituidos de partes homogeneas, com ou sem descontinui-

dades, sao tambem analisados.



ABSTRACT

The influence on stresses and displacements of a
body due to existance of discontinuities is analysed in
this work, wusing the Boundary Element Method. The
discontinuities are simulated by fictitious forces,
denominated quadrupoles and dipoles for two- and three-
-dimensional problems, respectively. A discontinuity can
show gap or not; in the last case the body is analised
considering elasto-plastic and elasto-viscoplastic
behaviours while open discontinuity case lead to elastic
problems. Bodies constituted of homogeneous parts with or

without discontinuities are also analysed.
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I - INTRODUGAO

1.1 - Generalidades

Nos ultimos anos, os processos de calculo para
resolugao dos problemas de engenharia tem evoluido signifi
cativamente. As simplificacoes na modelagao de um problema
diminuiram fazendo com que os resultados obtidos se apro-
ximassem mais dos reais. Falhas num meio, tais como descon
tinuidades e zonas de fraqueza, passaram a ser considera-
das, assim como também as alteracoes no comportamento do
material que constitui o corpo. As formas geometricas difi
ceis de serem definidas analiticamente passaram a serem me
lhor representadas com o uso de metodos numeéericos.

Muitas obras de engenharia foram calculadas no
passado e ainda o sao, adotando-se simplificagoes conside
radas grosseiras para os dias atuais, quer em funcao dos
equipamentos disponiveis de trabalho, quer em funcao do des
conhecimento de teorias mais modernas. A modelacao usada pa
ra o comportamento do material era a elastica-linear e as
pequenas falhas existentes num corpo eram desprezadas no
calculo da estrutura. Objetivava-se obter resultados sem-
pre a favor da seguranca, de modo que as alteracoes no cor

po nao comprometessem o calculo da estrutura.



Os primeiros trabalhos publicados usando teorias

mals avancadas tratavam de casos particulares. Essas teo-

rias, quando aplicadas na resolugao de um problema, deman-
davam uma quantidade de tempo, em geral, muito maior que
as teorias usuais e, por isso, era inviavel usa-las na pra
tica. Com o surgimento do computador, tornou-se viavel a
aplicacao dessas teorias, possibilitando-se a apresentacgao
de outras mais completas. Foi possivel, assim, o emprego de
métodos numéricos que aproximassem o problema tanto geome-
tricamente quanto fisicamente da realidade. Ainda nessa e-
poca, o emprego dessas teorias eram tidas pela maioria dos
engenheiros como inviavel, pois o custo do equipamento usa
do era elevado (so grandes firmas podiam fazer uso do com-
putador e para calculo de grandes obras).

Atualmente com o surgimento das maquinas de cal-
cular e microcomputadores, como preco acessivel a maioria
dos profissionais, os novos procedimentos estao sendo bem
aceitos. E possivel avaliar, por exemplo, os efeitos de
descontinuidades que porventura existam numa estrutura. Nao
mais causa admiracao o tamanho das formulas e tao pouco o
elevado nimero de equacoes envolvido na resolucao de um pro-
blema. Foram desenvolvidos algoritmos proprios para resolu
cao de grande sistemas de equagoes.

0 comportamento do material pode ser agora me -
lhor aproximado do real, usando-se, por exemplo, o modelo
elasto-plastico. Isso & possivel, nos problemas praticos,
usando-se métodos numéricos para suas analises. Uma vez de
finida as relagoes constitutivas basicas do material, po-
de-se seguir o diagrama tensao-deformagao fazendo-se apli-
cagao do carregamento incrementalmente.

A descontinuidade num corpo passou, com o adven-
to do Método dos Elementos Finitos, a ser mais considerada
nas analises de problemas de engenharia. Sao utilizados na
modelagao da descontinuidade elementos denominados elemen-
tos-juntas, onde se admite que as superficies da desconti-

nuidade sao ligados por molas cujas rigidezes normal e tan



gencial sejam representativas das propriedades do material
da junta (GOODMAN et al., 1968). No Metodo dos Elementos de
Contorno, a analise da descontinuidade foi efetuada wusan-
do-se sub-regioes (VENTURINI, 1982) e descontinuidade de
deslocamento (CROUCH & STARFIELD, 1983).

No presente trabalho, o Método dos Elementos de
Contorno sera novamente utilizada na determinagao dos efei
tos da descontinuidade. Ela sera simulada usando-se uma
distribuigao de forgas ficticias denominadas bipolos no es

paco tridimensional e quadripolos no espago bidimensional.

1.2 - Objetivos

Objetiva-se analisar neste trabalho basicamente
os efeitos decorrentes da descontinuidade nos corpos, tais
como os mostrados nas figuras seguintes,Na fig. l.la se mos-
tra um muro de arrimo sujeito a acao d'agua e do solo, com

uma descontinuidade inclinada entre subdominios (sub-re-

gioes) de concreto e solo. Na fig. 1.1b um tunel com uma
descontinuidade na rocha acima da sua superficie supe-
rior.

Conforme se ve nestas figuras, a caracteristica
principal de uma descontinuidade & que a distancia entre
dois pontos opostos das suas superficies e muito menor do
que seu comprimento. Poderao, assim, ser analisados os ca-
sos de descontinuidade sem e com abertura; nesse ultimo ca
so nao deve existir mateéria na fenda, pois caso contrario
os resultados obtidos serao em geral aproximados.

Os efeitos da descontinuidade sao determinados es
sencialmente em estruturas bidimensionais. As estruturas 1i
neares nao serao tratadas neste trabalho. Quanto as tridi-
mensionais serao formecidas as formulas necessarias a sua
analise e tambem a marcha de calculo que deve ser usada.
Serao ainda analisados corpos constituidos de sub-regioes,
podendo cada sub-regiao ter diferentes caracteristicas fi-

sicas diferentes das demais.
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1.3 - Conteudo

As principais notacgoes, os fundamentos da Teoria
da Elasticidade e os conceitos de estados planos sao forne
cidos no capitulo dois. Nesse capitulo sao calculados tam-
bem os efeitos de uma forga unitaria aplicada num meio in-

finito elastico-linear, atraves dos quais se determinam os



esforgos e os deslocamentos provenientes de quadripolos. U
ma aplicacao de quadripolos sera tratada, no final desse ca-

pitulo,por processo analitico.

No capitulo tres se fornecerao as conceituacgoes
basicas para deducoes das formulas a serem usadas na anali
se de um corpo com descontinuidade. Elas sao relativas a:
equagao integral, condicoes de Holder e Liapunov, integral
de Cauchy e método dos residuos ponderados. Deduzem-se, a-
pos essas conceituagoes, as formulas integrais de desloca-
mento e tensao, para um ponto interno do corpo. Sera feita,
no final desse capitulo, uma apresentacgao do Metodo dos E-
lementos de Contorno.

0 capitulo quatro trata essencialmente do Metodo
dos Elementos de Contorno em corpos sem descontinuidade. Se
ra deduzida a equacao de contorno, que e em seguida discre
tizada usando-se segmentos de reta para aproximar o con-
torno do corpo. Serao discretizadas tambem as formulas in-
tegrais de deslocamento e tensao para pontos internos do
corpo. Alem das solicitagoes wusuais consideradas no
calculo de uma estrutura, serao analisados os efeitos devi
do as seguintes solicitacoes: forca de massa, tensao ini-
cial, temperatura, retracao e expansao. Sera mostrado o u-
so das formulas integrais, ja deduzidas, em corpos com sub-
~regioes e sera resolvido um problema sem descontinuidade
pelo Metodo dos Elementos de Contorno.

A descontinuidade, tanto fisica quanto matemati-
ca, sera tratada basicamente no capitulo cinco. Serao dedu
zidas formulas que possibilitam a analise de corpos com des
continuidade no dominio e com descontinuidade <coincidindo
com o contorno que define o dominio. Os modelos elasto-plas
tico e elasto-viscoplastico,com respectivos exemplos,serao
apresentados tambem nesse capitulo.

Nos capitulos seis e sete se tratara, respectiva
mente, de recomendagaes para programaggo e de aplicagaes
praticas. Neste se fara uma analise comparativa entre os

Metodos dos Elementos Finitos, dos Elementos de Contorno e



das Diferengas Finitas, e tambem uma analise de dois proble
mas reais, enquanto que naquele se dara a maneira de organi

zar as matrizes coeficientes dos parametros envolvidos na
resolugao do problema sem e com descontinuidades, e também
os processos adotados para obte-los.

O tratamento tridimensional dado as estruturas se
ra apresentado no capitulo oito. Nesse capitulo se fornece-
rac as diretrizes basicas para analise de corpos sem e com
descontinuidade, no espago tridimensional.

No ultimo capitulo deste trabalho serao feitos co
mentarios a respeito de solugoes analiticas e numéricas, de
métodos numéricos e do Método dos Elementos de Contormno. Ain

da nesse capitulo sao dadas as conclusoes obtidas do presen

te trabalho.



II - SOLUGCOES FUNDAMENTAIS

2.1 - Introdugao

As principais definigoes que dao sustentacao a a
nalise de um corpo com e sem descontinuidade serao apresen
tados nesta parte do trabalho. Inicialmente serao forneci-
das notagaes que permitem dedugoes de formulas e que tam-
bém facilitem o manuseio de determinadas expressoes. Da
Teoria da Elasticidade, apresentam-se definicoes basicas,
necessarias a analise de um corpo no espaco tridimensio-
nal e no espago bidimensional (estados planos).

As formulas para calculo das componentes de ten-
sao e deslocamento, e das componentes de forca de superfi-
cie, devido a uma forg¢a unitaria, aplicada num ponto de um
meio infinito, elastico-linear, serao tambem formnecidas. E
las, conforme se vera, sao as ferramentas basSicas para re-
solucao de problemas sem descontinuidade e para posterior
correcao de solucoes devido a presenga da descontinuidade.

Dar-se-ao, ainda, os conceitos de bipolo e de qua
dripolo, e as formulas para calculo de seus efeitos. No es
tudo de quadripolos serao vistos a sua utilidade na simula-
cao da descontinuidade, e tambem os tipos de descontinuida
des que serao tratados no decorrer deste trabalho. Final-
mente uma aplicaggo de quadripolos sera dada, sendo o pro-

blema resolvido analiticamente.



2.2 - Definicoes fundamentais

2.2.1 - Notagoes

As relagoes constitutivas apresentadas no presen

te trabalho serao tratadas, inicialmente, no espago eucli-
diano tridimensional. A adaptacao ao espago bidimensional
(plano) se fara de forma conveniente em cada caso.

No Metodo dos Elementos de Contorno e comum o a-
parecimento de expressoes longas, dificultando o seu manu-
seio. Na medida do possivel essas expressoes serao compac-
tadas se usando notacao de tensor cartesiano, o que as tor
nam mais apresentaveis, tanto na forma, quanto na estetica,
alem de facilitar o seu uso.

Os eixos utilizados para definir pontos sao orto
gonais (sistema de coordenadas retangulares) e, segundo de
finicao classica, refere-se a eles pelas letras X, Y e Z.
Tambem, conforme a situacao, chamam-se, respectivamente,
X1 X, e X;. Essa tltima notagao possibilita o uso de um U

3
nico indice para caracterizar as diregoes dos eixos que com

poem o sistema; por exemplo, as componentes de forga Fisam
F = F F = F e F = F .
1 x’ "2 y 3 z
Com intuito de simplificar as formas de algumas
expressoes, o simbolo convencional de derivada parcial "y"
sera substituido pela virgula, conforme mostram os exem-

plos abaixo.

90 _
™ ¢,k (2.1a)
k
ng
= 2.1b
3%, ik ( )
30ij
o = oij,k (2.1¢)



Um especial significado tem o simbolo Sij’ quan-
do definido como delta de Kronecker. O delta de Kronecker

assume 08 geguintes valores:

Gij = 0 se i # 3 (2.2a)

Gij =1 se i =] (2.2b)

-« * . . . ~
Os 1ndices 1 e j, e os demais a serem usados sao
inteiros. Vale ressaltar a sua fungao de operador de subs-

tituigao, conforme mostram os exemplos abaixo:

§.. a. = a. (2.3a)

§.. a., = a. (2.3b)

Uma outra convencgao que sera usada & a convengao
implicita de somatorio. Repeticao de um indice num termo,
denota um somatorio com respeito ac indice repetido, por e
xemplo, p}'ikuk = p"fllu1 + PEZUZ + p33u3.

As notacoes basicas referidas a um corpo, usadas
no decorrer deste trabalho, sao mostradas na fig. 2.1. Sao
elas: ¥, dominio fundamental; €, dominio de validade do
problema em analise; I, contorno de £ s e q, pontos inter
nos; S e Q, pontos de contormno.

Considerando-se a notagao acima e uma fungao qual
quer f, que depende da localizacao de cada ponto no corpo,
define-se 8(q,s) por delta de Dirac, quando sao validas as

seguintes propriedades:

n
o

§(q,s) se s # q (2.4a)

§(a,s)

£(s)8(q,s)dR*(s)
Q*

se s = q (2.4Db)

{
8

f(q) (2.4¢)
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FiG. 2.1

2.2.2 - Fundamentos da Teoria da Elasticidade

Seja um pequeno elemento prismatico (fig. 2.2),re
tirado de um corpo em equilibrio estatico, sob as acoes de
forga de superficie e forga de massa (forga de volume). Os
esforgos nas faces do elemento representam a acao do resto
do corpo no elemento. Esses esforgos, distribuidos nas fa-
ces do elemento, recebem o nome de tensoes, mais propriamen
te dito componentes de tensoes. Na figura abaixo, fez-se a
representacao grafica delas em somente trés faces para me-

lhor visualiza-las.

ro'z
Tzx Iz
szj : oy
g, Txy Ty X

FIG. 2. 2
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0s sentidos dessas componentes de tensoes sao de-
finidos como positivos. Nas outras faces do elemento,as con
dicoes de equilibrio permitem concluir que as corresponden

tes componentes tem sentidos opostos.
Usando-se a notagao indicial se representa uma com
ponente qualquer por Gij’ sendo que essa componente atua num

plano perpendicular ao eixo Xi e tem a direcao de Xj‘ As com

911 7 9% 922 7 9 °

033 = 0, sao chamadas tensoes normais; fisicamente elas sao
z

positivas quando tracionam as fibras do corpo nas suas dire

. * ) . . . -
ponentes com 1indices iguais, 1sto e, )

coes (tensoes de tracao) e sao negativas quando comprimem es
sas fibras (tensoes de compressao). As componentes contidas
nos planos das faces do elemento sao chamadas tensoes cisa-
lhantes.

As tensoes num corpo continuo representam uma ma-
neira de especificar como as forcas internas sao transmiti-
das ao longo do solido, variando em geral de ponto para pon
to. Convem ressaltar que a forga de massa atua num elemen-
to de volume do corpo, enquanto que a tensao atua sobre a
superficie de um elemento de volume.

Num corpo continuo em equilibrio estatico, que, a
lem de forgas de superficie, possui forga de massa com com-

ponentes bi’ as tensoes satisfazem as seguintes condigaes:
0.. = 0., (2.5a)

.. . + b, =0 (2.5b)

13,3 i
Para obte-las deve-se isolar do corpo um elemen-
to prismatico infinitesimal, no qual se aplica as condigoes
de equilibrio. A igualdade 2.5a resulta da condigao de que
o momento resultante das forcas e nulo; ela caracteriza a
simetria do tensor tensao e e classicamente conhecida por
condicao de Cauchy. A equagao 2.5b se deduz impondo a condi

cao de que a resultante das forgas e nula.
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As tensoes atuantes num corpo modificam a sua for
ma geométrica, o que significa dizer que as distancias rela
tivas iniciais, entre seus pontos, sao alteradas. A esse fa
to se da o nome de deformacao.

A deformacao, assim como a tensao, e mais comoda que seja
tratada por componentes. Num plano generico, por exemplo,
XY se definem as seguintes componentes de deformacao: defor
macao normal tambeém chamada de deformacao especifica, comu-
mente denominada €; e deformacao angular tambem chamada
de distorcao ou deformacao por cisalhamento, comumente deno
minada Y.

Como ja se definiu os sinais para as componentes
Oij’ os sinais de € e y estao implicitamente definidos. Fi-
sicamente se diz que a deformacao normal & positiva quando
um elemento sofre alongamento em sua direcao (fig. 2.3a). A
deformacao angular e positiva quando dois elementos de 1li-
nha, localizados em semi-eixos positivos ou negativos, pro-

duz um decrescimo no angulo reto (fig. 2.3b).

- '
| i
-——-l —
Ny L
|
g .
-] .
I |
11 ™
1 L >
o) o X
€ >0
g >0
Fi1G. 2.3a FIG. 2.3b

As deformacoes, do ponto de vista de aplicacao
pratica, sao classificadas em pequenas e grandes. Para o
objetivo do presente trabalho, a teoria das pequenas defor-
macoes e suficiente.

0 deslocamento sofrido por um ponto do corpo e de

finido aqui pelas componentes u, v e w, nas direcoes dos e

oy | R

x0s X, Y e Z, respectivamente. A notacgao indicial também
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usada para representa-las, em virtude da facilidade ofere-

cida para escrever; por exemplo, u, representa as tres com
l —

ponentes de deslocamento nos problemas tridimensionais.

As relacoes entre as componentes de deformacao e
de deslocamento sao dadas pela formula 2.6 (veja-se, por e
xemplo, FUNG, 1965). Desta formula e de conceituagoes ja
fornecidas, conclui-se que u, v e w sao positivas gquando

tem os mesmos sentidos dos eixos coordenados.

(u. . + u. .) (2.6)

Admitindo-se material elastico-linear, as rela-
coes entre tensoes e deformagoes num ponto generico do cor

po sao dadas pela lei de Hooke generalizada, isto e,

_ 2VG
Oij = 2G£-:ij + 1= Ekkaij , (2.7)
sendo
E
¢ =TTy (2-8)

Nas relagoes acima, as constantes do material do

corpo significam:

a) E, modulo de elasticidade longitudinal ou simplesmente

modulo de elasticidade;

b) G, modulo de elasticidade transversal, tambem chamado de

modulo de elasticidade ao cisalhamento;

c¢) v, coeficiente de Poisson.

2.2.3 - Estados planos

A analise de um corpo deve ser feita no espago
tridimensional, todavia em determinadas situagoes e conve-
niente faze-la no espago bidimensional. Nesse caso,adotam-

-se algumas modificacoes, a partir das quais se defi-
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nem estados planos. Serao vistos aqui estados planos: de de
formagao, de tensao e completo de deformacao.

Para se conceituar cada um dos estados planos, a-
dota-se um corpo de forma cilindrica com geratriz paralela
ao eixo X3 (fig. 2.4). Sendo assim, o plano que servira de

base para analise do corpo e o plano definido pelos eixos

X1 e X2.

Ly

\

FiG. 2.4

Estado plano de deformacao. As forcas de superfi-

cie e de massa nao tem componentes na direcao do eixo X3,is

to e, elas estao contidas em planos paralelos ao plano X1X2
e sao independentes da coordenada x3; a dimensao do corpo na
diregao do eixo X4 deve ser muito maior que as dimensoes nas

diregoes dos eixos X, e X,. Com essas hipoteses e razoavel
supor que exista deslocamento somente em planos paralelos
ao plano X1X2 e que independe da coordenada Xq- E o caso,
por exemplo, do muro de arrimo mostrado na fig. 2.5 sujeito
a pressao do solo. Em resumo, o problema pode ser considera
do como estado plano de deformagao quando satisfaz as se—

guintes condigoes:
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I
=

XZ) com i e 2 (2.9a)

u, = 0 (2.9b)

FiG. 2.5

Estado plano de tensao. Excetuando-se a hipotese

da dimensao na diregao do eixo Xq ser muito maior que as
dimensoes representativas do corpo no plano, que agora de-
ve ser muito menor, todas as outras sao mantidas. Neste ca

so, as componentes ¢ sao pequenas em compara-

° 31° 932 € 933
¢ao com as componentes no plano XlXZ (011,012 e 022), e a

variacao dessas Ultimas em relacao a coordenada x, e des-

3

prezivel. E o caso, por exemplo, da chapa tracionada mos-
trada na fig. 2.6. Em resumo, o problema pode ser conside-
rado como estado plano de tensao quando satisfaz as seguin

tes condigoes:
u, = ui(xl’XZ) com 1 =1 e 2 (2.10a)

g,.= 0 com j = 1, 2 e 3 (2.10b)
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X2

FiG. 2.6

Estado plano completo de deformacao. A suposicgao

do estado plano de deformacao nao pode ser admitida, por e
xemplo, no caso de um tinel com eixo de abertura nao para-
lelo a uma das diregcoes das tensoes principais. Em casos
como esse e perfeitamente aceitavel substituir a condigao

de deslocamento nulo na direcao do eixo X pela de deslo-

3’
camento constante. Define-se, assim, um novo estado plano,
chamado de estado plano completo de deformagao. Neste esta
do, o corpo é tratado no espago bidimensional, mas o deslo
camento de um ponto tem representagao tridimensional. As

condicoes que definem o estado plano completo de deforma-

cao sao:

u. = ui(xl’XZ) com 1 =1, 2 e 3 (2.11a)
ou.

=0 (2.11b)
3x3

E comum no trabalhos que consideram estados pla-

nos, as formulas serem deduzidas basicamente para o estado
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plano de deformagao. Essa tendencia & quase que natural,por

ser o estado que da maior flexibilidade para uso de suas for

mulas nos outros estados planos. A adaptacao das formulas
para o estado plano de tensao se faz substituindo o modulo

de elasticidade E e o coeficiente de Poisson V por equiva-
lentes E e Vv, respectivamente. Comparando formulas de de

formacao nos dois estados resultam as seguintes relagoes:

E=p 2 (2.12a)
(1+v)
Vo= (2.12b)
2.3 - Forga unitaria
2.3.1 - Consideracoes preliminares

Seja um meio continuo, elastico-linear, no qual
se aplica uma forga unitaria no ponto g (fig.2.7), usualmen
te chamado de ponto de carga ou fonte. O ponto s, generico,

¢ o local para o calculo dos efeitos da forga unitaria.

Fi1G. 2.7

Essa configuracao pode parecer pouco fisica, mas
ela e somente uma ferramenta matematica de base utilizadapa

ra a analise de problemas reais.
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As solucoes aqui definidas como fundamentals sao
o deslocamento e a tensao, no ponto s, provenientes da a-

plicacao da forca unitaria no ponto q, numa dag direcoesdos

eixos coordenados.

2.3.2 - Solucao de Kelvin

As componentes de deslocamento no ponto s, devi-
do 4 forgca unitaria em q, sao determinadas por meio da e-
quacao 2.5b. Nela se deve substituir as componentes de ten
sao por expressoes envolvendo componentes de deslocamento,
bem como adaptar as componentes de forgca de massa ao pro-
blema em analise.

Introduzindo-se a relagao 2.6 na relagao 2.7, a

lei de Hooke toma a seguinte forma:

2VG
0%, = ¥ o.tu¥ L) o+ * . .
1] G(u;’J uJ,l) 1-2v uk,k613

(2.13)

0 dominio do problema em consideragao e infinito
(razao do uso do asterisco nas componentes de tensao e dei
locamento) e nele atua somente uma forga concentrada, de
intensidade unitaria. A consideracao dessa forga na formu-
lagao matematica e feita atraves do delta de Dirac. Isto
€, as componentes bi’ de forga de massa, devem ser substi-
tuidas pela expressao abaixo, onde ci(q) e co-seno do ﬁngg

lo entre a forga e o eixo X, .

é(q,S)ci(q) (2.14)

Essa expressao satisfaz a condicao de forga con-
centrada, pois 8(q,s) e nulo para s # q e e infinito quan-
do s = q, sendo sua resultante unitaria (veja-se condicao
2.4¢).

A equacao 2.5b adaptada ao problema em questao &

escrita assim:
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0fy 4 6(qy8)c,(q) =0 (2.15)

9

Derivando-se a relacao 2.13 em relacao a coorde=

nada do eixo X. e introduzindo-se em 2.15, resulta, apos
arranjo algebrico conveniente, a equagao abaixo, conhecida

como equacao de Navier para o problema fundamental.

1 1
x* * = =
ui,jj + o9y uj,ji + G G(q,s)ci(q) 0 (2.16)

Uma solucdo dessa equacao diferencial no dominio

Q*, para um ponto "s'" diferente de "

q",é dada pela formula
2.17. Esta solucao representa as componentes de deslocamen
to no ponto s, relativamente ao sistema cartesiano adotado,
devido a uma forga wunitaria aplicada no ponto q, na dire-

cao e sentido do eixo Xi'

1

% =
uij(q’s) 167(1-v) GR

[(3—4v)aij + R’iR,j} (2.17)

Conforme se verificara no decorrer deste traba-
lho, os resultados obtidos de cada problema tem como ferra
menta basica essa expressao. Ela e chamada de solu-
cao fundamental, porem, classicamente, recebe o nome de
solucao de Kelvin, por ter sido primeiramente proposta por
ele (veja-se, por exemplo, LOVE, 1944).

Tomando-se, como exemplo, uma forca unitaria na

direcao e sentido de X pode-se representar as correspon-

2,
dentes componentes de deslocamento por uéj, que Tepresen-
tadas graficamente se apresentam como mostra a fig. 2.8.No
caso de existirem forcas nas tres direcoes ortogonais, a-
gindo simultaneamente, o deslocamento resultante, por exem

plo,na diregao de X, e:

* % %
ulz(q,s) + u22(q,s) + u32(q,s) (2.18)
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A solugao de Kelvin adaptada ao plano X1 X, (fig.
2.4) , @ matematicamente obtida eliminando-se em 2.17 a

coordenada do eixo na diregao da normal ao plano, no caso

o eixo X3. Consegue-se isso por meio da seguinte integral:
+00
%
uij(q,S)dx3(q) (2.19)

Para se calcular essa integral, as relacoes abai
X0 sao necessarias. Os parametros R, r e O estao represen-

tados na fig. 2.9.

x3 = r tga (2.20a)
R = r secq (2.20b)
R,k= (xk(S)-Xk(q))/R . (2.20¢)

No caso da componente de deslocamento ter a mes-
ma direcao da forca aplicada, o resultado obtido e compos-—
to de uma parte finita e de uma infinita. Fisicamente se

interpreta a parte infinita como um deslocamento de corpo

rigido.
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X4
X9 S
r
o
[0] % :x
R I
q
X3
X3
FIG. 2.9

No plano de definicao da estrutura, a solucgao fun
damental e dada pela formula 2.21, na qual os iIndices 1 e j

assumem os valores 1 e 2.

1
x = ——— | - -
uij(q,s) 8w(1—v)G[ (3 4v)2nr6ij+r’.r,. (2.21)
A componente de deslocamento, na diregao normal

ao plano, e dada pela seguinte formula:

1
% = - e
u33(q,8) ST(1=V)C

Bl—v)ﬁnr ¥ %} (2.22)

Observando-se as formulas 2.21 e 2.22, conclui-se
que nao ha influencia da forga com diregao da normal ao pla
no nas componentes uﬁj(q,s) e nem da forga planar na compo-
nente u§3(q,s). Convem tambeém observar que a forga nao e
mais concentrada e sim uniformemente distribuida ao longo

do eixo X com intensidade unitaria por unidade de compri-

3’
mento. A forga concentrada no plano, na realidade,e a resul

tante numa unidade de comprimento (fig.2.10).
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FI1G. 2.10a F1G. 2.10b

2.3.3 - Tensao

As componentes de tensao no ponto s, devido a for
¢a unitaria aplicada no ponto q nao coincidente com s, sao
obtidas por meio de 2.13. Para uso dessa formula,precisa-se
das derivadas das componentes de deslocamento em relacao as
coordenadas, no ponto s. Elas sao obtidas facilmente deri-
vando-se a solugao fundamental, de uma forg¢a na direcao £,
em relagao a coordenada de um eixo. Tomando-se uma componen

te uﬁi(q,s) e um eixo Xj resulta:

1
u¥. .(q,s) = [—(3—4W5. R .-3R .R .R ,+
Q’l’J 161T(1_\))GR2 12’ )J ’1 3J ”Q'
+ 6in,2+ 65LjR,i} (2.23)

Introduzindo-se essa formula em 2.13, convenien-

temente adaptada, resulta, apos arranjo algebrico adequado,

1
ok..(q,s) = ——————-—[(1—2v)(a..R -8, R .-8. R .)+
#i] 8 (1-v)R’ AR I R

- 3R .R

.R 2.24
»1 ,] ’Q/} ( )
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No espaco bidimensional as componentes de tensao

sao dadas pela formula 2.25. Para se obte-la, deve-se pro-

ceder como na adaptagao da solucao de Kelvin, do espago tri

dimensional para o bidimensional.

1

Ozij(q,s) = m[(l_Z\))(dijr -8.,r .-6. r ) +

s i, T3R5

- 2r . . 2,25
r,lr,Jr’Q} ( )

As formulas 2.24 e 2.25 podem ser compactadas nu

ma unica (formula 2.26), sendo que:

a) no espago bidimensional o =1 e B = 2

]
N
(]

>w

i
(OS]

b) no espago tridimensional o

1
o%. . (a,8) = [(1-20) (8, ix =6,y =80 o)
N ham(1-v)r® ( ) ij .4 "ik,3 3k ’l)
- Br’ir’jr’z} (2.26)
2.3.4 - Forga de superficie

A uma distribuicao de forga ao longo de uma su-
perficie se da o nome de forca de superficie. Suas compo-
nentes sao positivas quando teém os mesmos sentidos dos ei
xos coordenados. No caso particular de ter a mesma direcaoda
normal a superficie e estar orientada para dentro do corpo,
recebe o nome de pressao.

As componentes de forca de superficie, aqui deno
tadas de P sao definidas matematicamente em funcgao das
componentes de tensao de um ponto de superficie. Para is-
so se retira de um corpo um elemento piramidal (fig.2.11),
podendo a face inclinada em relacao aos eixos coordenados

ser um elemento de superficie do corpo (contorno).
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F1G. 2. 11

Os somatorios das forgas atuantes nesse elemento,
nas diregoes dos eixos Xl’ X, e X3, fornecem a formula abai
xo, onde n, € o co-seno do angulo entre a normal a face in-

clinada e o eixo Xj.
p. = 0..n, (2.27)

Introduzindo~-se, nessa formula, as componentes de
tensao devido a forgca concentrada unitaria, numa direcao &,
obtem-se as componentes pﬁi(q,s), de forca de superficie,da
das pela formula abaixo. Esta formula é valida também para

o caso do ponto s pertencer ao contorno, isto e, quando s =

S.

1
p%.(q,s8) = - — {[(1—2\))6, +B8r .r }r +
i bom(1-v) ™ ik »i 52,0
- (1—2V)(r’2ni—r,ingl (2.28)
O0s valores atribuidos a o e B sao os ja citados

anteriormente. A derivada de r em relagao a coordenada n da

reta normal a superficie em consideragao, no ponto s ou S,

5r 9%

+=— = que pode ser escrita por r .n..
5x. on 4 P P s171

equivale a
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2.4 - Quadripolos

2.4.1 - Conceituacao fisica

A descontinuidade geometrica tratada neste traba-

lho possui uma abertura cuja medida e muito menor do que a-

quela que caracteriza o seu comprimento (fig.2.12a), poden-

do tambem essa abertura ser nula (fig.2.12b).

FIG. 2.120 Fi1G. 2.12Db

A simulagao da descontinuidade, conforme se vera
posteriormente, e feita com o uso de equacoes integrais. Os
quadripolos, a seguir apresentados, sao os elementos basicos pa-—
ra avaliacao dos efeitos devido a presenga da descontinuidade no corpo.

Para se entender fisicamente como isso sera feito,
toma-se um corpo homogeneo e isotropo (fig.2.13), submetido

a tensao de tragao Oy, constante ao longo do corpo.

SEEREEEA

Y

RERREEL

FIG. 2.13
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Suponha-se que seja feito nesse corpo, por meio
de um recurso qualquer, uma fenda horizontal (fig.2.14),sem

alterar as condigoes de contorno. Agora, em face da presen

ca da fenda (tensoes nulas nas bordas superior e inferior),

~ ~ ~
as tensoes nao sao mals constante ao longo do corpo.

AR

RERRRRL:

FIG. 2.14

Objetiva-se determinar a solucao desse problema atra-
ves da solucao do problema proposto na fig. 2.13, em virtu
de dessa ultima ser de facil obtengao. O caminho adotado pa
ra resolugao do problema e supor, no corpo com a fenda, o
mesmo estado de tensao do corpo sem descontinuidade e fa-
zer correcoes usando-se efeitos de forcgas virtuais
auto-equilibradas, aplicadas no contorno da fenda. As figu

ras abaixo, ampliadas, ajudam a esclarecer o assunto.

UANVIAS {/Oy {qz 22NN |
. 1 | ¢ N4
. o a——

AN 5 TENSAO NULA

e T T < /7
A fA4 1
// /’ VASUS WSS

FIG. 2.15a FIG. 2.15b
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Acaba-se, assim, de mostrar um caminho para reso-
lucao de problemas com descontinuidade. £ claro que no caso
geral, alem da tensao normal ao contorno da descontinuidade,
existe a tensao tangencial, implicando na determinagao de
correspondente forgas virtuais auto-equilibradas, no con-
torno da descontinuidade.

A idéia do processo de resolucao e distribuir con
venientemente forcas virtuais ao longo do contorno da des-
continuidade, de modo que as condigoes requeridas para o con
torno da descontinuidade sejam satisfeitas. Essas forcas,
conforme se vera no subitem seguinte, dao origem a bipolos

e a quadripolos.

2.4.2 - Quadripolos

Adota-se aqui o estado plano completo de deforma-
cao. Os eixos coordenados do sistema cartesiano, para calcu
lo de esforgos e deslocamentos apresentam a disposigao mos-
trada na fig. 2.16. 0 plano XZ sera o plano de analise de u

ma estrutura.

qlo,y,0) r

s{x,0,z)

FIG. 2.16

Conforme a conceituagao apresentada no subitem an
terior, percebe-se que e necessario calcular os efeitos de
duas forgas com intensidades iguais e sentidos opostos, a-
gindo em pontos proximos (abertura da fenda), cuja distan-
cia entre eles € assumida igual a 2a. Primeiramente se

analisa o caso de duas forgcas normais ao contorno da descon

tinuidade (fig. 2.17).
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FIG. 2.17

As formulas que fornecem os efeitos da forca uni-
taria, localizada na origem do sistema cartesiano, devem ser
adaptadas para forca unitaria fora da origem, porem locali-
zada num dos eixos. A mudanca de posigao da forga wunitaria
leva a uma variacao dos efeitos em termos de deslocamento e
tensao (veja-se TIMOSHENKO, 1980). Por exemplo, a forga PZ
(fig.2.18), num meio elastico-linear, define no ponto no pon

to s as seguintes componentes na diregao do eixo Z:

aoz
pz(cz * 37 .a) (2.29a)
p_o(w + ¥ a) (2.29b)
. s .
p

; -

FIG. 2.18

Os parametros o, ew sao obtidos atraves de 2.25
e 2.21, respectivamente. Quando a forga € a simetrica da an

terior em relacao ao eixo X (fig.2.19), tem-se:

90

Z
-, (0,7 55=.a) (2.30a)

ow
pz(w g;'a) (2.30b)



FIG. 2.19

Adicionando-se algebricamente as expressoes 2.29a

e 2.30a, e 2.29b e 2.30b resultam as expressoes abaixo. Es-

tas exXpressoes representam, na ordem disposta, as componen-—

tes de tensao e deslocamento, na diregdo do eixo Z, devido
as forgas da fig. 2.17. As demais componentes planares sao
obtidas calculando-se a taxa de variacao em relacao a coor-
denada z das correspondentes componentes, dadas pelas f5rmE

las 2.21 e 2.25, e multiplicando-se pela quantidade 2apz.

00,
2ap, = (2.31a)
2ap ¥ (2.31b)
P, 3z :

A presenga da quantidade Zapz faz lembrar uma ou-
tra existente em Eletrostatica, mais especificamente no es-
tudo do campo eletrico. Nesse estudo, duas cargas glétricas
com intensidades iguais e sinais opostos, e separados por
uma pequena distancia, relativamente as dimensoes do proble
ma do campo eléetrico, constitui um dipolo (dipolo elétrico).
Por analogia, a quantidade 2apz constitui tambem um dipolo,
o qual se define por q, -

A aplicacao do dipolo qa, produz "empuxo" no meio
entre os pontos de aplicagao das forgas, causando perturba
coes indesejaveis na distribuicao de tensao, devido ao coe-
ficiente de Poisson. Para suprimir o empuxo devido a 9, de
ve—-se aplicar um dipolo Ex(fig.Z.ZO) tal que impega a defor
magao na direcao transversal. Essa colocagao aplicada nas e

quagoes de estado plano de deformacao ou nas do estado pla-
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no completo de deformagao da origem a seguinte relagao:

q, = q (2.32)

»

[z

F1G6. 2. 20

As componentes de tensao e deslocamento, prove-
nientes do dipolo Ex’ sao deduzidas seguindo o mesmo cami-
nho apresentado para o dipolo q,- De tal procedimento re-
sulta, por exemplo, para as componentes de tensao normal e

deslocamento, na direcao de Z,

_ BOZ
a4, = e (2.33a)
— dow

Adicionando-se os resultados 2.31a e 2.33a, e
2.31b e 2.33b, obtem-se as componentes de tensao normal e
deslocamento, na diregao do eixo Z, devido a agao simulta-
nea de q, e Ex' Procedimento similar deve ser adotado para
obtengao das demais componentes. Da-se o nome de'quadripo-
lo"a associagao dos dipolos q, e Ex’ tambem chamada de qua
dripolo normal ou, ainda, de quadripolo q,-

Em adigao ao quadripolo normal, requerido como ge
rador de tensao normal ao longo do contorno da descontinui

dade, sao necessarios outros que permitam junto com esse
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satisfazer as condicoes de contorno na descontinuidade. Os

novos quadripolos sao requeridos como gerador das tensoes

tangenciais T,x e sz.

0 quadripolo correspondente a T,y chamado de Qe
& constituido pelos Dbipolos q, e Ez (fig.2.21). O efei
to rotacional de um bipolo e eliminado pela presenca do ou
tro, o que se leva a concluir que suas intensidades sao i-
guais. As componentes de tensao e deslocamento devido ao

quadripolo q, sao obtidos seguindo o mesmo caminho adotado

para o quadripolo q,-

FiG6. 2.21

Procedimento similar & usado para o quadripolo
correspondente a sz, chamado de quadripolo qy. A ilustra-
cao abaixo mostra no plano YZ os bipolos que definem o qua

dripolo .
p qy

>y

FIG. 2.22



-32-

Apresentam-se, a seguir, as formulas das componen
tes nao nulas de tensao e deslocamento, no ponto s do pla-

no XZ, induzidas por quadripolos.

Quadripolo q_ .

2 4
1-2v
o = - ‘—*2"‘_5 Q. La- §§_ + §§_) (2.34a)
4m(1-v) r r r
2 4
1-2v 1 bz 8z
g, = - — q,. —§(1+ — = 7 ) (2.34D)
4m(l-v) T T r
2V (1-2v) 1 222
o] = - -—'——————2— qz. —2(1_ T‘) (2.34C)
y 4 (1-V) r r
1-2v 2xz 422
Tx™ T T g 4y T (1 =) (2.34d)
4m(1-v) r T
1-2v X 222
u =+ ————— q, —7(1—2v - ) (2.34e)
8m(1-v)“ G T T
1-2v 2 222
w = — —-—-———2—— qz '——2—(1_2\) + 2 ) (2'34f)
8T (1-v) "G T T
Quadripolo q,-
o = - 1 2xz(_3+ 422) (2.35a)
% 2m(1i-v) 9% 7% 2 rooa
r T
1 2xz 422
% T T awaswyy 9% g T ) (2.350)
T T
_ \Y 4dxz
Oy =7 2m(1-v) A r4 (2.35¢)
2 4
I 1 ,._ 8z 8z
Tox™ T am(owy Yx 20T Tt =) (2.35d4)
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2
1 z 2z
= S E— (- 2.35
Ut oy 4x 273 ) (2.35e)
r r
1 X 222
= = = (1-2v+ — 2.35f
R 17 e T M 7 (2.338)
r r
Quadripolo qy.
_ 1 2Xz
Txy =+ o qy r4 (2.36a)
2
_ 1 1 2z
sz =+ or qy —7( 1 + 3 ) (2.36b)
r r
_ 1 z
r
2.4.3 - Distribuicao linear de quadripolos
Analisa-se aqui o caso de uma distribuicao li-

near de quadripolos ao longo de um segmento de reta,de com
primento "2¢" (fig.2.23). Para que essa distribuicao seja
determinada se supoe que sejam conhecidos seus valores nas
coordenadas —cy e c,, respectivamente, a4 e 9y Pode-se,as

sim, escrever que

q = mx + b, (2.37)
onde
4,-q
m = 2+C1, (2.38a)
€17¢2
q,cC +q C
b = 1—2_"(:'2——}— e (2.38b)
€17%2

-c € x € +c . (2.38¢c)
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oF.
g,
-c -, 0 X c, € :
F1G. 2.23

0s efeitos dessa distribuicao sao calculados por

meio de integrais, usando-se formulas ja deduzidas. Por e-
xemplo, se a distribuicao acima representar quadripolos qy s

a tensao normal, na direcao do eixo X, & dada pela seguin-

te integral:

+cC
o_dx (2.39)
x
-c
Procedendo-se de maneira similar para o calculo

das outras componentes e tambem para as componentes prove-
nientes dos outros quadripolos,resultam as formulas abaixo
apresentadas. Supoe-se, nestas formulas, que a coordenada z
nao seja nula, pois caso contrario outras consideracoes sao em ge-
ral necessarias. Nao serao relacionadas as componentes iden
ticamente nulas.

Quadripolos q,-

o, = - _...&2.(11—82212+82413) (2.40a)
4 (1-v)

o, = - __l:£2_3(11+42212-82413) (2.40b)
br(1-v)

o = v(o_+to_) (2.40c)

v X Z

_ 1-2v o3
T,x" ~——————§(2z15 8z 16) (2.404)

4r(l-v)
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u =+ _lﬂ_z—[(l-zv)14-zz215} (2.40e)
8m(1l-v) ¢
w = + ——1:22—5—{(1-2v)le+22312] (2.401)
87(1=y)°C
Quadripolos q, .
o= - N (-621 +8z3I ) (2.41a)
X 21 (1-v) 5 6
- - — 1 (221.-82°1)) (2.41b)
o, am(lov) (221578271, y
oy = v(ox+oz) (2.41c)
_ ___l___ B 2 4
TZX— TTCLI=V) (Il 8z IZ+8Z I3) (2.414)
u = + ———1——[—(3—2\))21 +223I } (2.41e)
LT (1-V)G 1 2 '
_ 1 2
w = + m[(l—Z\))14+2z IS} (2.41f)
Quadripolos qy.
T = + 1 2z1 (2.42a)
Xy 2T 5 :
1 2 ‘
sz = + o (—Il+22 I2) (2.42Db)
v = - 1 zT (2.42¢c)

2TG 1
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As constantes Il, Iz’ 13, 14, I5 e 16 represen-

tam integrais entre os limites -c e +c. Sao elas:

_ |x=+c
11 = % Qn[(x_;)2+22} - Eéig arctg E%E ~ (2.43a)
X=-c
o =
I2 = - ) = (mX+b) ( X E 2 +
2{(x-x) +z } 22 [(x—x) +z ]
_|x=+c
1 -
+ 7 arctg EEE) (2.43Db)
2z -
X=-c
I, = - z - (mx+b) ( =X +
4[(x—§)2+22}2 622 (x-%) %4z ]2
B _|x=+c
N 3(x:x% — 35 arctg X=Xy (2.43¢)
8z [(x—x) +z } 8z z -
x=-c
_ x=+c
I, =m kx—?)—zarctg E%E} - % (mX+b)2n[(X‘§)2+22]
T=-c
(2.434d)
-x 1 X-X
I. =m (- x°X + 5— arctg ——) + (mx+b)
5 2[(x—§)2+22} 2z z
x=+c
1
—— (2.43e)
2[(x—x) +z } -
x=-c




X-X -X X-X
I6=m( —) + 3 arctg - ) +
{(x—x) +z } 2z 2 [(x—x) +2z }
3(x_i)2 _ 3 arctg ;) +
8z [(x-x) +7 } 8z
X=+c
1
+ (mx+b). — (2.43f)
4[(x—x)2+zz}2 el
2.5 - Uma aplicacao de quadripolos

do a tensao de compressao constante,

ria, na diregao do eixo Z.

Seja um meio infinito, elastico-linear, submeti-

Suponha-se que uma fenda

de intensidade unita-

hori-

zontal de comprimento 2c¢ (fig.2.24) seja feita nesse meio,

cuja presenca sera analisada considerando o estado

de deformagao.

plano

1lut

v T 'L/_
. ///
/////

/ //1,// c ////i
A

/

1

FIG. 2.24

ut : unidade de tensdo



-38-

As tensoes nos pontos do meio infinito, sem a pre
senca da fenda, tem intensidades unitarias. Com a desconti-

nuidade, esse estado de tensao e alterado, mais acentuadamen
te nas vizinhangas da fenda. Para simular a presenga da fenda
deve-se procurar distribuicoes de quadripolos ao longo dela

tal que satisfagam suas condigoes de contorno (oz = 0, Tox

0 e sz = 0). Na realidade deve ser satisfeita apenas Oé= 0,
pois as outras provem da propria natureza do problema.

E aceitavel admitir que os pontos do contorno da
fenda tenham coordenada z nula, pois sua abertura e muitope
quena em relacaoc 4 seu comprimento. A formula 2.34bk, por e-

xemplo, particularizada para pontos do plano de abertura e:

1-2v
T (2.44)
4m(l-v) X

A distribuicao de quadripolosqZ ao longo da des-
continuidade (fungao qz(g)) deve ser de tal forma que as ten
soes 0, no contorno da fenda, provenientes dessa distribui-
cao, sejam iguais, positivas e de intensidadesunitarias. Ma
tematicamente a funcao qz(g) deve satisfazer a equacao 2.45,
na qual os parametros X, e x representam o local para célcg

lo de o, (definido em -c¢ < X, < +c¢) e a variavel de integra

30, respectivamente.
3

+cC —
o, 1-2v 1)

5 —=—— dx = 0 (2.45)
4 (1-Vv) e (xi—x)

A resolugao dessa equacgao analiticamente & feita
aqui por tentativas. E claro que a funcao qz(g) e simetrica
em relagao ao eixo Z. Conclui-se,ainda,dessa equacao,que OS
quadripolos devem ter uma distribuigao tal que a expressao
resultante, apos se fazer a integragao, nao contenha x, . Por
tentativas se chega a funcao do tipo abaixo (veja-se BRADY

and BRAY, 1978).
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q
0 (234112

qz(x) = = (2.46)

Supoe-se, dessa maneira, que a intensidade de
x) varia elipticamente com respeito a coo i i
z lipticament t rdenada 1intrin

seca (fig.2.25).

q
° qéi)
-C 0 X c X{ X
l—.l .
g
Fi1G. 2. 25
Introduzindo-se a funcgao qz(E) na equagao 2.45
resulta:
+c ,/CZ_—Z _
o, _1-2v % ——%— dx = 0 (2.47)
7 -
br(1-v) = € (x;7%)

0 integrando da integral acima nao e definido pa
ra x igual a X Por isso, usa-se o recurso abaixo, sendoct
uma quantidade positiva e pequena, relativamente ao domi-

nio de integracao.

+c ,
L2 22 _ J/’ © Veiz? -

— d +
-c (Xi_x) —x)
Ve?-32
+ 2im —_— dx (2.48)

£-+0

Xi+g(xi—x)
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~ Pl . .
Sem qualquer preocupagao com o dominio de inte-

gracao pode-se escrever que:

Velz?l _ V232 x
S dx = ——— - arcsen(ii) +
(xi-x) X, =X

arcsen(x/c)

o
()

!

o]
I

X. x.tg( )-c-
. L gn|_1 2 (2.49)

22 arcsen(x/c) _ 2
¢ -x/ xitg( 5 )-c+ Vc X.

ro

[

Introduzindo-se essa integral no segundo membro

de 2.48 resulta, apos o calculo dos limites,

+c
\/ 2 =2
e X dx = -1 (2.50)

(x,-x%)
o que conduz ao valor de qo/c, na equacao 2.47, isto e,

q 2
4(1-v
C9 = _%:731_ ] (2.51)

Definida a funcao qz(x), as tensoes o, mOs pon-
tos com coordenada z nula e 'xi] >c , devido a distribui-

cao de quadripolos, sao dadas pela seguinte formula:

IRV

(xi-§)

dx (2.52)

Q

]

i
3|

-C

Como essa integral nao apresenta singularidade se

deduz facilmente que

o =1 - —-, (2.53)
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Conclui-se dessa formula, como era de se esperar,
que a presenca da fenda altera substancialmente o estado de
tensao dos pontos nas proximidades da descontinuidade, po-
rem, sO nas proximidades, conforme se mostra na fig. 2.26.
As outras componentes de tensao e as componentes de desloca

mento sao obtidas seguindo caminho similar.

J/ / s/ s/ Y s .
><*///////////
2 //c p | / / / / // ///// s
— S S s
/////// ////////
S ///////
A Y A A A A S Y S

Y
/s

io,

[COM FENDA
C 2¢ 3¢
0

Y x

SEM FENDA COM FENDA

FIG. 2.26

Ve-se, assim, que a analise da influéncia da des-
continuidade em corpos requer o emprego de processos nume-
ricos. As fungoes representativas das distribuicGes de qua-
dripolos, que satisfazem as condigaes de contorno na descon
tinuidade, sao de dificil obtengao por meio analitico, mes-
mo em problemas simples. O uso de funcoes aproximadas & re-
comendado somente a alguns problemas, mas mesmo assim fica

sujeito ao processo das tentativas.
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IIT - FORMULAS INTEGRAIS BASICAS

3.1 - Introdugao

Apresentam-se aqui as representagoes integrais
de deslocamento e tensao para pontos internos de um corpo
elastico-linear (formulas integrais basicas). Elas sao as
ferramentas basicas para resolugao de problemas pelo métg
do a ser apresentado na proxima parte deste trabalho. Es-
sas formulas serao em geral deduzidas no espacgo tridimen
sional, supondo que o corpo nao apresente descontinui-
dade.

As dedugoes dessas representacoOes requerem que
sejam dadas conceituacoes, consideradas essenciais para va
lidade e obtengao das mesmas. Sao elas: equagao integral,
condigoes de Holder e Liapunov, integral de Cauchy e méto
do dos residuos ponderados. Procurar-se-3o apresenta-las
dentro de um enfoque pratico, sem maiores preocupacoes com
a precisao das definigoes. Da-se, apos essas conceitua-
goes, uma aplicacao pratica de equacao integral.

Do metodo dos residuos ponderados se obtera uma
relacao entre erros de dominio e contorno, a partir da
qual se chegara as formulas integrais basicas. 0 Gltimo i
tem, desta parte do trabalho, tratara da apresentacao do

Metodo dos Elementos de Contorno.
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. ~ - .
3.2 - Conceituacgoes basicas

3.2.1 - Equacao integral

Equagao integral & uma equacao que envolve a in-
tegracao de funcoes desconhecidas. Essa definigao nao e cor

reta em sua plenitude (veja-se, por exemplo, ZABREYKO et
al., 1968), mas ela & de grande importancia na area de en-
genharia, tendo em vista o seu carater pratico,

Um dos tipos mais conhecidos de equacao integral

- . ‘. ’ - ¢ []
e a linear, principalmente a de segunda especie. A mais sim

ples formulaggo para tal equacao e

d(x) - | K(x,t)d(t)dt = £(x). (3.1)
A

A fungao ¢ & a fungao desconhecida (fungao incog
nita) da equacao integral, definida, assim como f, num con-
junto real XA. A funcao K(x,t), definida no produto de con-
juntos A x A, e chamada de nicleo de 3.1. No caso de nao e
xistir o primeiro termo do primeiro membro da equacao 3.1,
a equacgao integral linear resultante & de primeira especie.

Convem lembrar que a equacao e linear porque o
operador integral satisfaz as propriedades de linearidade,

isto e,
L(u+v) = L(u) + L(v) e (3.2a)
L(au) = aL{(u) , (3.2b)

onde L & um operador, no caso operador integral, u e v sao,

em geral, fungoes , e 0 e uma constante.

As equagoes integrais de primeira e segunda espé
cies podem ser classificadas com equacoes de Fredholm se,
alem da linearidade, o nucleo K(x,t) e a funcao f(x), que
sao fungoes reais e continuas, satisfazem, respectiva

mente,
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|K(x,t)|2 dxdt < « e (3.3a)
AV
2
[E(x) |7 dx < =, (3.3b)
A
A equacao
0 () - / e *Fo(vrae = 0, (3.4)
J1

por exemplo, e do tipo Fredholm, pois

.
b4

0 ~00 00 00 -~ 00 2
‘ -2x
[K(x,t)| % dxdt = /A/ e *taxdr = = / = dx <
i / 2 | X

1J1 J1J1 o1
(3.5)

a condicao 3.3b e imediatamente satisfeita (f(x) = 0).

J3a se o limite inferior da integral na equacao
3.4 for zero, a condicao 3.3a nao sera satisfeita e a equa

cao nao sera do tipo Fredholm.

3.2.2 - Condigoes de Holder e Liapunov

Suponha-se uma curva (fig.3.1), na qual se defi-

ne um segmento de curva pelos pontos tl e t,

Os parametros s, e s, sao coordena-

(arco EIEZ),
de comprimento S,78
das curvilineas.

Uma fungao ¢(t), definida e continua nos pontos
dessa curva, satisfaz a condicao de Holder se
|ﬂ

[o (e -0t )| < Ale,-e [0, (3.6)
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2
& tz
*
o/ /1
0 X,
FIG. 3.1
onde A e Y sao constantes positivas, denominadas constan

te de Holder e Indice de Holder, respectivamente. Alguns au

tores tambem chamam essa desigualdade de condicao de

Lipschitz.

Da condigao de Holder se conclui que o valor abso
luto da diferenga entre os valores da funcao ¢ em dois pon-
tos da curva e menor ou igual ao produto de A pela potencia
do valor absoluto da distancia entre esses pontos elevado a
M. As constantes A e | devem ser, para cada caso, convenien
temente escolhidas. Convem ressaltar que a funcao ¢, cuja
variavel dependente caracteriza a posicao de um ponto gene-
rico da curva, em geral, nao & a representacgao analitica da
curva.

0 indice de Holder, para problemas usuais, nao &
maior que um. Para provar tal afirmacao, suponha-se que seja
(> 1).
< s

Levando-se em conta que |t2~t —sll(figB.lL

1' 2
a desigualdade 3.6 pode ser escrita nesta forma:

u
|9 (t,)-0(t )| < Alsy-s ] (3.7)
Dividindo-se essa desigualdade por |52—sl| e se
fazendo, em ambos os membros, |sz—-s1 tender para zero, is-
to e,
loCt ) -o (e )| _
2im Z 1 < A 2im |s,-s lu 1 (3.8)

lsz-sll+0 ISZ_Sll lsz—s1|+0
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resulta:

do(t) _
= = 0 (3.9)

Desse resultado se conclui que ¢(t) e uma fungao
constante, o que nao e de interesse. Por isso, sempre sera

suposto que

0<p< 1. (3.10)

Para se definir a condigao de Liapunov, seja a

fig. 3.2, onde 8 e o angulo entre as retas normais a curva,

nos pontos t, e t

1 2°
X,k
0 X,
FiG. 3.2
Diz-se que essa curva satisfaz a condigao de
Liapunov se
o

6 < Blt,~t |, (3.11)

onde B e a sao constantes positivas, denominadas constan-

te de Liapunov e indice de Liapunov.

A constante o, para os problemas usuais, e defi-

nida no intervalo abaixo. Sua demonstragao e similar a do

campo de definigao da constante y.

0 < axgl (3.12)
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3.2.3 - Integral de Cauchy

Estudam-se aqui integrais de fungges de contorno
(fungSes $(t), sendo t ponto de um contorno I') nao defini-
das num ponto to. Essas integrais nao tem significado do
ponto de vista ordinario (integral definida pela soma de
Riemann). Para defini-las, altera-se o dominio I para I'-T,
sendo T um segmento da curva [ determinado por uma circun-
ferencia de raip € com centro em tO (fig.3.3). Com isso se

diz que existe

¢(t)dr , (3.13)
T

quando existe

2im ¢ (t)dl , (3.14)
e~>0 I—,_T.“

o qual e chamado de "integral singular" da funcao ¢(t), ao

longo do contormno T.

X2

FiG. 3.3

Supondo-se que o ponto t0 nao pertenca as extre-
midades do segmento da curva, o dominio I'-T fica dividido
em dois subdominios (fig.3.3). Chamando-se esses subdomi-

nios de Fl e Fz, resulta de 3.14
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Qi%+0 ¢(t)dTl + Qi%+0 o(t)dr . (3.15)

Quando o limite de cada uma dessas integrais e-
xiste, diz-se que a integral 3.13 nao apresenta '"especial

singularidade”" e seu limite e calculado normalmente. Ja se
os limites isoladamente nao existem, deve-se usar o seguin

te recurso:

zig+0 (| o¢(t)dar +{ ¢(t)dr) (3.16)

Se os termos integrais acima,que nao tinham
limites em 3.15, se cancelarem, antes de se fazer ¢ tender
para zero, o limite 3.16 existe e, consequentemente, a in-
tegral 3.13. Aos limites 3.15 e 3.16, quando existenmn,
Cauchy os chamou de valor principal da integral 3.13.

Com esses recursos, pode-se, entao, dizer que

¢ (t)dr = zig+0 ¢ (t)dr . (3.17)
T r-T

No caso da integral 3.13 nao apresentar especial
singularidade, o ponto tO pode pertencer a uma das extremi
dades do segmento da curva. A existencia desse tipo de in-
tegral, num dominio, nao necessita de outra integral em do
minio adjacente.

A existencia do limite 3.16 esta condicionada ao
tipo de funcao ¢(t) e ao tipo de curva I'. Usa-se o plano
complexo para demonstrar a existencia desse tipo de 1inte-
gral, em virtude da facilidade que apresenta. Portanto, um

ponto genérico do plano e escrito na forma x+yi, sendo "x"

e "y" numeros reais e "i" a unidade imaginaria. O contorno
I' (fig.3.4) deve satisfazer a condigao de Liapunov. A fun-

cdo ¢(t) e do tipo dado a seguir (veja-se, por exemplo,
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MUSKHELISHVILI, 1952), onde t e t, sao pontos de I'; a fun-
cao f(t), chamada de fungao densidade, deve satisfazer a

condicao de Holder.

o(t) = 5%; . ECe) (3.18)

Fi1G. 3.4

A integral da fungao 3.18 recebe o nome de inte-
gral de Cauchy (expressao 3.19), particularizada para o ca

so de to pertencer ao contorno .

1 £(t)
STi —t—:—{; dt (3.19)

T
Usando-se o recurso de que f(t) e equivalente a
f(t)—f(to)+f(t0) e mudando~se o dominio de T para T—F, rTe-

sulta, apos o emprego de propriedades das integrais:

£(e)-f(t ) £Ce ) dt

- —_———— dt + -
27l _ t—tO 2Ti _ t-t

r-r r-r

(3.20)

Segundo a condicao de Holder & possivel escrever

a seguinte desigualdade:

f(t)-f(t )
o) u-1
————?;to ol _A(t—to) dt| (3.21)

r-r r-T

Lim |

dt im
e>0 | < 2 £



_50-

Do segundo membro dessa degsigualdade resulta

| s (3.22)

que no limite toma a forma abaixo, pois a constante U & po

sitiva.

A u
I |(t—t0) | (3.23)
r

Como existe o limite da integral do segundo mem-
bro de 3.21, existe tambem o limite da integral do primei-
ro membro, pois o valor desta e menor do que daquela. Ve-
ja-se que ambos os limites sao positivos.

Levando-se em conta o conceito de valor princi-

pal de integral, escreve-se o primeiro termo de 3.20 assim:

1 f(t)—f(to)
2mi t-t
o]

dt (3.24)

Do outro termo da expressao 3.20 se tem, confor-

me a fig. 3.4, que

f(to) t! f(to) t,
—z’n_—i Q/n(t—to) + ZT:E_ »Q/n(t—to) " (3.25)
t t
1
ou, ainda,
f(to) t2—to f(to) t"—t0
2mi Qn(tl—to) T T2l QH(FT:?;) . (3.26)

O primeiro termo dessa expressao nao apresenta
descontinuidade quando € tende para zero. Quanto ao outro

termo, deve-se escrever 0OS numeros complexos em termos de
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funcao exponencial (veja-se, por exemplo, CHURCHILL, 1975).
Segundo a fig. 3.5, ampliada, tem-se:

i6
f(to) t2—t0 f(to) 2
2n (

ge
o ) T T B Gy (3.27)

o
=Y

FIG. 3.5

No limite quando € tende para zero,

resulta
f(to) t,-ty f(to)
—_ % . .
271 n (t -t )+ 2 (3.28)
1 "o
Conclui-se, finalmente, que
1 F(t) e - 1 f(t)—f(to) it f(to) . (tz—to) .
2mi | t~-t 2mi t-t 2Ti t,. -t
o o 1 o
r r
f(to)
+ — - (3.29)
Com isso se prova a existencia da integral de

Cauchy (integral 3.19), particularizada para o contorno. O

seu valor principal e usualmente chamado valor principal de
Cauchy.
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3.2.4 - Metodo dos residuos ponderados

Os problemas propostos, a nao ser alguns exemplos
simples de aplicagao, serao todos resolvidos numericamente.
Por isso, e conveniente introduzir mecanismos que permitem
escrever as relacoes basicas dos metodos numericos. Um dos

procedimentos usuais na formulacao de metodos numericos e o
uso de residuo ponderado. Portanto, e adequado agora mos-—

trar esse procedimento.

A partir de reciduos que vao acontecer nas equa-
coes diferenciais, quando a variavel principal for substi-
tuida por uma solucao aproximada, & possivel, ponderando-os
dentro do dominio de definicao do problema, fazer com que
suas integrais sejam nulas. Matematicamente esse procedimen
to fica dado pela formula abaixo, onde os parametros € , wi

e I significam, nessa ordem, residuo, fungao ponderadora e

dominio.

€ wi ar
Jr

(3.30)

]
(@)
]

]
—

-
(N

-

.
=]

As solugoes aproximadas das equagoes diferenciais
sao, em geral, combinagao linear de fungSes elementares,con
venientemente escolhidas, de modo a ficarem o mais proximo

- . . - .
possivel da exata. Com tal procedimento, as incognitas do
problema sao as constantes resultantesda combinagao 1linear
de funcoes.
Como exemplo, toma-se a equacgao diferencial abai-

x0, definida em 0 € x £ 1 e com u nulo nos extremos desse

intervalo.

+ u+ x =0 (3.31)

As fungoes elementares adotadas sao do tipo:
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¢j = x3(1-x) , j =1, 2, 3,..., 0. (3.32)
Chamando-se as incognitas do problema (constan-

tes) de 0., a solucao aproximada e dada pela exXpressao

uj¢j, que introduzida em 3.31 formnece:

e = j(j-1)ujx3'2(1-x)-2jujx3'1+ajx3(1-x)+x (3.33)

Se se admitir wi = xl_l(i=1,2,3,...n), resulta de

3.30 a seguinte equacao:
1 _— - , -
[j(j—l)otjxJ (1—x)—2jOijJ +aij(l—x)+x}x dx = 0
0 (3.34)
Uma solucao aproximada da equagao diferencial

3.31, obtida por meio de 3.34, e a dada abaixo. Esta solu-

cao & encontrada fazendo-se em 3.34 j assumir os valores 1

e 2 para i =1 e i = 2.
_ 122 110 _
u = (649 + ) x)(1-x)x (3.35)

senx

senl
a solugao aproximada possuil um erro de 2,247,

A solugao exata ( x) indica que em x = 0,5,
0 método dos residuos ponderados possibilita ade
finicao de metodos individuais, como, por exemplo, o de
Calerkin, possibilitando a comparacao, constatacao e eluci
dagao das caracteristicas desses metodos. O que leva a
definir, em geral, um método individual & a fungao de pon-
deracao. E nesse sentido que se define, por exemplo, o me-
todo dos momentos, onde Wi = xl_l, sendo 1 = 1,2,3,...n+1.
No metodo numérico usado neste trabalho, a fungao de ponde

racao decorre da acao de uma carga ou forga unitaria.
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3.3 - Uma aplicacao de equagao integral

Seja, por exemplo, uma viga em balango, com mate
rial elastico-linear, da qual se supoe conhecer a linha e-
lastica devido a uma forca unitaria aplicada num ponto q
da viga. Essa elastica e representada por wo(q,s), cuja for

ma geométrica, ampliada, esta representada abaixo.

L

|
1

wolq,s) X

\ﬂ—lv—
A

FiG.3.6

Quando uma distribuigao de forga, com a fungao
f(q) representando a linha da distribuigao (fig. 3.7) ,
atua na viga, a linha elastica w(s) e determinada somando-
-se os dw(s) provenientes de quantidades f(gq)dx(q). Como se

conhece wo(q,s), pode-se escrever que

dw(s) = wo(q,s)f(q)dx(q). (3.36)

f(q)

1. 3
4 i -
3 . x
2 £ |
|
2}
FiG. 3.7

Considerando-se .valido o principio da superposi-
cao (veja-se teoria das vigas), o deslocamento transver-
sal no ponto s, devido a presenga da distribuigao, e , en-

tao,

L
w(s) =][ £(@)v (q,8)dx(a) . (3.37)
0
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Uma vez conhecida a fungio f(q), a integralna for
mula anterior e determinada, quer por processo analitico,

quer por processo numerico, e com isso tambem w(s).
Imagine-se agora que, em vez de f(q), seja dado
w(s). A formula 3.37 constitui-se numa equacao integral (e
quagao integral de primeira especie). Em alguns casos da
funcao w(s), os mais simples, e possivel se obter a solu-

950 analitica (funggo f(q)), porem, na maioria dos casos o

- . 4 . - ’
problema e resolvido com emprego de tecnlcas numericas.

3.4 - Formulas integrais basicas

3.4.1 - Relacao entre residuos e erros

No exemplo tratado no subitem 3.2.4, os valores
da fungao u nos extremos do intervalo (condigoes de contor
no) foram dados e satisfeitos pela fungao incognita aproxi
mada. No espago unidimensional isso e quase que natural,fi
cando a solugao,aproximada para os pontos internos do in-
tervalo, que no méetodo a ser apresentado e usual se chamar
dominio. Entretanto, para os problemas nos espagos bidimen
sional e tridimensional, a funcao incognita aproximada, em
geral nao satisfaz as condigoes de contormno. As solucgoes
serdo, assim, aproximadas nos pontos do contorno e do domi
nio (todos os pontos do corpo, exceto os do contormno).

Para problemas bidimensional e tridimensional,de
vido aos erros no dominio e no contorno, quando se usa soO-—
lugao aproximada, & necessario adaptar a condigao 3.30 a
nova situacao. Para isso se toma o corpo na fig. 3.8, li-
mitado pelos subcontornos Fl e Fz (F=F1+F2), no qual uma

funcao potencial u satisfaz a seguinte equacao diferencial:

82u 32u
+

ngxl 3x23x2 =0 (3.38)
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F16.3.8

As variaveis, para problemas dessa natureza, sao
o potencial u e a derivada de u em relacao a coordenada n
de uma reta normal a superficie, q, denominada fluxo. Supo-
nha-se que no problema em analise sejam conhecidos poten-
ciais u em Pl e fluxos q em Fz.

0 fato de serem dados u e E permite, quando em-
pregada uma solugao aproximada u, que se conhegam, alem
dos residuos (erros surgidos quando se introduz u na equa-
cao 3.38), os seguintes erros de contorno: u-u em Pl e q-q
em FZ'

A integral dos residuos ponderados (formula 3.30),

agora, nao e igual a zero, isto e,

22y 3%y
(3x % * 3% % YypdQl # 0. (3.39)
171 272
f
0 uso de integracao por partes se leva a con-

cluir a relagao abaixo, isto e, a integral dos residuos pon
derados, no dominio, e igual a soma algéebrica das integrais

dos erros ponderados, no contorno.

= -q - _q) ¥
Bxlaxl + szaxz)wdg (q q)wdr (U u) n ar

(3.40)
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Fega relacao entre regiduos e erros de contorno,

definida para o espaco bidimensional, pode ser estendida

. . o 2
para o espago tridimensional. Utilizando-se o operador V

(Laplaciano), a equacao diferencial 3.38 e a similar no es

.o . ~ - 2
paco tridimensional sao representadas pela formula V u = 0
(equagéo de Laplace), Com essa notagéo se tem, na forma ge

ral, a seguinte relagao:

(v2u)vd2 =/ (q-7) wdT - (u—u)%% aT  (3.41)
Q r, r

E de praxe se tomar por base nesse estudo a equa
cao de Laplace, pois, os primeiros problemas nos quais o
Metodo dos Elementos de Contorno foi aplicado, foram os re
gulados pela equagao de Laplace. Essa equacao trata, por

exemplo, de problemas de transmissao de calor.

3.4.2 - Formula integral de deslocamento

Seja um corpo em equilibrio estatico (fig. 3.9),

no qual sao fornecidas as seguintes condicoes de contorno:

uy (componentes de deslocamento) em Fl e Ek (componentes

de forca de superficie) em Iy

FIG. 3.9
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Convem lembrar aqui as seguintes notagoes:

a) Ojk’ componentes do tensor tensao;

b) b componentes da forc¢a de massa;

k)
c) uy e uﬁ, componentes de deslocamento provenientes do car
regamento e da forga unitaria aplicada em q, respectiva-

mente;

d) P, © pﬁ, componentes de forca de superficie provenientes
do carregamento e da forca unitaria aplicada em q, res-

pectivamente.

Com essas notagoes, as equacoes diferenciais de
equilibrio sao representadas pela equacao 3.42, as fungoes

ponderadoras:sao u* e p¥, e as incognitas sao as componen-

k
tes de deslocamento e forca de superficie.

Ojk,j + bk =0 (3.42)

Adotando-se uma solugao aproximada u,, as deriva-

das das componentes de tensao (0. .), obtidas em funggodgg

Ik, ]
sa solucao tambem e aproximada e a equacao 3.42 nao e vali-
da. Os residuos (Ojk,j+bk) e os erros de contorno (uk—ak e

pk—;k) permitem escrever, com base na relagao 3.41, que

. .+ *d = -5 * — _7 %
(ij,J bk)uk Q (pk p,)ukdl (u, uk)pkdr . (3.43)

9 Tz r

Elegem-se o ponto s, do dominio, para aplicagao
do primeiro membro dessa equaggo e o ponto S, do <contorno,
para aplicacao do segundo membro. Os ponderadores ui e pﬁ
sao provenientes de uma forga unitaria, na diregao &, apli-
cada no ponto q. Com essas definicoes, e mais conveniente es

crever 3.43 na seguinte forma:
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(0,

Jk,j (S)+bk(5))u7§"k(q’s)dg(s) -
Q

= | (b, (8)-p(9)ut, (4,841 (8) - | (u, ($)-u, (8))p%,(a,9)dI(S)

r
2 h (3.44)

Aplicando-se a formula de integragao por partesna
1 % - a =
integral de ojk’j(s)uzk(q,s) e usando-se a relagao pk(S)
djk(S)nj(S)(veja—se a formula 2.27), pode-se obter, do pri-

meiro membro dessa relagao,

Su;‘,k(q,s)
pk(s)uik(q’s)dr(s) - Ojk(s) —E;ETET—— do(s) +
r Q

+ ][bk(s)uzk(q,s)dﬂ(s). (3.45)
Q

Para prosseguir essa analise, deve-se <considerar

que (veja-se teorema de Betti)

auik(q,s) Buk(s)
Ojk(S) '—W dQ(S) = O'%jk(q,S)—‘aTJFT— dQ(S). (3.46)
9 Q

Com essa igualdade, a expressao 3.45 fica:

ou, (s)
]fpk(s)ugk(q,s)df(s) -\/FﬁjjkGLS)—ggfrgy— d(s) +
T Q

+ j[bk(s)uzk(q,s)dﬂ(s) (3.47)
9]
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Fazendo-se integragao por partes da segunda inte
gral dessa expressao e usando-se a relacgao pﬁk(q,S) =
(q, S)n (S), pode-se, ainda, escrever a expressao 3.45

Z k
assim:

(S)U* (q,8)dr(s) - | u (S)P (q,S)dF(S) +
T T

+ u (s)oEJk .(q,s)dq(s) + b (s)u* (q,s)dQ(s) (3.48)

Q §

Introduzindo-se essa expressao em 3.44, resul-

ta, apos tratamento algebrico conveniente,

u (s)czJk .(q,8)dQ(s) = + u (S)p (q,S)dF(S) +

Q r,

+ u (8)pk, (q,8)dr(s) - | p, (S)u¥, (q,8)dr(s) +
Iy Iy

- (S)u (q,S)dT(S) -/ by (S)u (q,S)dQ(s) (3.49)
Fl 0

No segundo membro da igualdade acima,as duas pri
meiras integrais, assim como a terceira e a quarta, podem
ser compactadas numa unica integral no contorno T. Nesse
caso se usa simplesmente as funcgoes uk(S) e pk(S), as quais
se confundem em Fl com Ek(S) e em T2 com Ek(S), respecti-
vamente. A integral do primeiro membro, apos se substituir
g%, j(q,s) por —S(q,s)cgk(q) (veja-se a equagao 2.15), toma

Lik,
a seguinte forma:
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- uk(s)é(q,S)czk(q)dQ(s) (3.50)
9)

A integral acima, conforme a propriedade 2.4¢c,
equivale a —uk(q)cgk(q) (componente de uk(q) na direcao 2).
0 deslocamento total na diregao % sera, entao, —uQ(q).

Essas consideragoes introduzidas em 3.49 dao ori

gem a seguinte relacao integral, envolvendo componentes de

deglocamento e forca de guperficie!

u (@) = = | pg, (a,8)u, (8)dT(S) +/ uk (a,8)p, ($)dT(S) +
r r

+ uik(q,s)bk(s)dﬂ(s) (3.51)
Q

Essa formula pode também ser obtida usando-se o
teorema de Betti (veja-se, por exemplo, RODRIGUEZ, 1986).
A teoria dessa relacao & devido a C. Somigliana e, por is-
so, ela e tambem chamada de formula de Somigliana,para com

ponentes de deslocamento em pontos internos do corpo.

3.4.3 - Formula integral de temsao

Segundo as formulas 2.6 e 2.7, uma vez conhecido
o deslocamento uQ(q) (equaggo 3.51), fica conhecida a ten-
sao mediante o calculo de derivadas das componentes de des
locamento em relagao as coordenadas cartesianas. Essas de-
rivadas podem ser obtidas analiticamente ou numericamente.
Diante da possibilidade de se obter expressoes para essas
derivadas, o processo numérico relega-se ao segundo plano,

em face da perda de precisao de resultados.
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A fungao ug(q) ¢ continua para todos os pontos

internos do corpo, o que possibilita derivar essa  funcao

num ponto generico q. Sendo assim, para uma diregao m, tem-

-se que
3UQ(q) .
5% (O - | 3% (@ PE (a8, (8)dl(s) +
m I' m
a .
Yoty (U3 (4,8))p, (8)dT(s) +
1-1 m
9
a_}w (uik(q’s))bk(s)dQ(s)' (3‘52)
Q

Para se efetuar as derivadas indicadas nessa rela
cao, deve-se considerar, além das propriedades das deriva-

das, as seguintes relacoes:

i=3
r(a,8) = (I (x;(8)-x, (e %) 1/? (3.53a)
i=1
; o x(8)-x; (a)
5;2737 (r(q,S8)) = - Y CHD) (3.53b)
9 (r(q,8)) = - =2 (r(q,s)) (3.53¢)
BXiZq) 4, 8xi(S) 4, '
ﬁ%é%éél = r ;(@,8)n,(5) (3.53d)

0 _(r .(4,8)) = L5, -r
' r 1]

3x. (q) i (4,8)r .(q,8)) (3.53e)

b
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: - J
5&;757 (r ,(a,8)) = n;(8) 55;?67 (r’i(q,S)) (3.53f)

9 1

1
5%, (@) (g, 5) Tio r ;(a,8) (3.53g)
n; (8)6;, = 0. (5) (3.53h)
6., =3 (3.531)

No caso particular do espago bidimensional éii e
igual a 2 e as derivadas das funcoes ponderadoras em relacao

a coordenada Xm(q) sao:

9 1
5 (p%, (q,8)) = - —————————[[(I-ZV)S + 2r |1 }r r +
axm(q) 2k 4ﬂ(l—v)r2 kg Lk, ,n" ,m
+ (1-2v) (r kngm-lnk)r ot (1—2v)6k2(—nm+r of n) +

+ 2r’kr’2(—nm+r’mr’n) + (l—Zv)[nQ(—ﬁkm+r’kr’m) +
- nk(—62m+r’2r’m)]] (3.54a)
3 1

(36,  r -4v8§, r -r 6 +

9x_(q) (u§ (4:8)) = gra(T=oys ket ,m kS ,m 7, 2%m

+ 2r r r ,-r . &

, 2 ,m ,k ",k Q,m) (3.54b)

A derivada da funcgao uzk(q,s) em relagao a xm(q) e

similar a da funcgao uik(q,s), atentando-se, apenas, para
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o fato de que o ponto s esta localizado no dominio do cor-

po. Dessa maneira, fica conhecida a derivada da fungao des
locamento ug(q) em relagao a coordenada generica Xm(q).
Com essas derivadas e as formulas 2.6 e 2.7 se
chega, apos tratamento algebrico conveniente, a seguinte
formula, para calculo das componentes de tensao no espago

bidimensional:

r r
+ Dijk(q,s)bk(s)dﬂ(s), (3.55)
9]
onde
S.. (q,8) = ———29———{2r [(1-2v)6..r sV(S, T 48, 1 )+
ijk 4n(1-v)r2 , 0 ij L,k ik ,j ik ,i

- 4 . . + 2v(n, ] +n, .
r,lr,Jr,kJ P LA L S

-2V , C)=(1-
+ (1-2 )(znkr,ir,j+nj61k+ni63k) (1 4V)nk6ij] e (3.56a)
D.. (q,S) = ———l————[(l—Zv)(S r .+6..r .-8..r ) +
ijk 4m(l-v)r ik",3 "3k ,1i "ij L,k
foororor o }. (3.56b)

A formula do tensor Dijk(q’s)’ na formula 3.55,
e similar a do tensor 3.56b, exceto que o ponto s e inter-
no. A formula das componentes de temsao (relacao 3.55) e
tambem chamada formula de C. Somigliana, para componentes

de tensao em pontos internos do corpo.
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3.5 - Apresentaggo do Método dos Elementos de Contorno

A equagao de Laplace (V2u=0), definida no espago
bidimensional, € a eleita para apresentacao do Metodo dos
Elementos de Contorno. Permanecem validas as definicoes e
condicoes impostas para deducao da relagao 3.41, abaixo re

petida.

(v2w)vde =| (q-Qpdr - | (u-3) ia’% dT  (3.41) - repetida
& L '

Objetiva-se determinar, por meio dessa relacao,
o potencial u e o fluxo q num ponto do corpo (fig.3.8),sen
do prescritas determinadas condigoes de contorno.

Supondo-se que a funcao ponderadora Y seja conti-
nua e que tambem suas derivadas parciais primeira e segun-
da sejam continuas, e aplicando-se a formula de integragao

por partes na integral do primeiro membro de 3.41, resulta:

— —.9
qpdr + qpdr - 98 3V 4q - (q-q)ypdl' - (u—u)gE al
9%, 3%, n
Iy Iy 9)

(3.57)

Fazendo-se agora integracao por partes da tercei
ra integral do primeiro membro dessa igualdade se chega,a-

pos algumas operagoes, a seguinte igualdade:

u(Vzw)dQ = [u.§§-dr - | qudl (3.58)
: Jr r
Por semelhanga as funcoes ponderadas usadas em

problemas elasticos, usam-se aqui, como funcoes ponderado-

ras, os efeitos de uma carga unitaria (escalar) localizada
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num ponto q diferente s, de um meio infinito. Devido & na-

tureza do problema, tem-se a equacao abaixo, onde §(q,s) e

o delta de Dirac.

vZux(q,s) + 6(q,s) = 0 (3.59)

Uma solugao dessa equacao no espaco bidimensional

e:
1
u*(q,s) = - —— 4n r(qys) (3°60)
27
Substituindo-se y por u*(q,s) em 3.58 e levando-
-se em conta que Vzu*(q,s) = -8(q,s), resulta:

~ [ u(s)8(q,s)da(s) =] u(s) ggffq,s) dT(S) - | q(S)u*(q,S)dr(s)

Q T r (3.61)

O primeiro membro dessa igualdade, conforme a pro
priedade 2.4c do delta de Dirac, vale -u(q). Pode-se, as-

sim, escrever 3.61 na seguinte forma:

u(q) = - | u(s) §§f<q’s> dT(8) + [ q(S)u*(q,$)dr(s)  (3.62)
T T

Essa formula permite calcular o valor numeéerico de
u(q), em pontos internos do corpo, quando conhecidas as
fungSes u(S) e q(S). Para se determinar u(S) e q(S), deve-
—-se aplicar 3.62 num ponto Q, do contorno do corpo, torman
do possivel a formulagao de um sistema de equagoes determi
nado. Veja-se que usualmente sao dados parametros de con-
torno.

Se num ponto Q do contorno, com tangente defini-
da, acrescentar-se um setor eircular, com centro em Q, de
raio €(fig.3.10), a formula 3.62 continua valida e e escri

ta da seguinte forma:
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u(Q) = - u(s) %%E(Q’S) dF(S) + q(S)u*(Q,S)dT(S) (3.63)
F-T+r€ P—T+r€

Fi1G6. 3.10

Para se ter o problema como proposto deve-se fa-

zer "¢" tender para zero, isto e,

u(Q) = - 2im u(s) 2u*(Q,8) dT(s) + ¢im q(8)u*(Q,S)dr(s).
e~>0 on e~>0

I-T+ -T
I I=I+Te (3.64)
Empregando-se as propriedades de integral e limi

te no primeiro termo do segundo membro de 3.64, resulta:

~ oinm [u()2@E QS yrgy - pin a(s) 2u*(Q,8) 41 (g
>0/ _ ‘9n €

>0 an
r-T T
£

(3.65)
0 primeiro termo dessa expressao, segundo o con-

ceito de integral singular, pode ser escrito assim:

~ sy 28X(Q,8) ypg) (3.66)
on
r

Ja para o outro termo deve-se usar o recurso de
que u(S) = u(S)-u(@)+u(Q), o que tormna possivel escreve-lo

desta forma:
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- %im (u(s)-u@)) 3E(Q8) 4r(sy - gim | uw(@) 22 8)p(s)
£+ 0 an e>0 on

Pe Pe (3.67)

O primeiro termo dessa expressao e nulo, pois, de-

vido a condigao de Holder, o limite da integral e zero. No ou
tro termo de 3.67, a fungao u(Q) pode ser retirada do integran

do da integral e, assim, esse termo pode ser escrito na forma
. - . . u*
abaixo, apos se substituirem %E—(Q’S) e dT(S) pelas expres-

soes equivalentes.

1
0 m‘ cdb (3.68)

+ u(Q) 2im

€>

A integragao do termo acima se leva a concluir que
essa expressao equivale a u(Q)/2 e consequentemente a ex-
pressao 3.67.

Procedendo-se de maneira analoga para o outro ter-
mo do segundo membro de 3.64 se conclui que nao surge mnenhum
termo, alem do ja existente (a integral resultante deve ser
interpretada no sentido de valor principal). Com esses resul-
tados a equacao 3.64 toma a forma abaixo e e denominada equa-

cao de contorno para problemas de potenciais.

7 u@ = - [ BE@Sucs)yares) + [ ur(Q,8)q(s)dr(s) (3.69)

r r

A resolugao dessa equagao integral em geral e fei-
ta numericamente e como todos os seus termos envolvem fungoes
de contorno, somente o contorno do corpo & discretizado. Para
exemplificar, aproxima-se o contorno do corpo (fig. 3.11) por
segmentos de reta, sobre os quais se supoe que u(S) e q(S) se
jam constantes, isto &, ul e qJ. Com isso, a equagao 3.69 fi-

ca:
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%—u(Q) = -yl R, S)ar(sy + 5 o3 | wx(q,$)dT(s)

] i (3.70)

FiGg. 3.1

Empregando-se a equagao 3.70 nos N pontos médios
dos N segmentos na figura acima, resulta um sistema de equa
coes para o qual as condigoes do contorno devem torna-1lo de
terminado. Isso significa que nos N segmentos devem ser da-
dos N1 valores de u(S) e N2 valores de q(S), de modo queNl+
N, = N, pois o numero total de parametros e 2N (N parame-
tros u e N parametros q).

Conclui-se, entao, que a tecnica de resolucao de
um problema fisico, por meio da equacao integral com paramg
tros de contorno, consiste em aproximar o contormno por seg
mentos, sobre os quais as variaveis em estudo contidas na
equacao integral sao aproximadas por funcoes polinomiais. A
essa tecnica de resolugao de um problema se denomina Método

dos Elementos de Contorno.



-70-

IV - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

4.1 - Introducgao

Apresentar-se-a, neste capitulo, essencialmente o
caminho para resolucao de problemas elasticos-lineares por
meio de formulas integrais. O tratamento dado a essas e o}
numerico em virtude do carater pratico que proporciona.

Inicialmente se deduzira uma equagaoparaG)contor—
no de um corpo utilizando-se da formula das componentes de
deslocamento em seus pontos internos. Essa equagao sera dis
cretizada para ser usada em contornos aproximados por seg-
mentos de reta, onde as fungoes deslocamentos e forca de su
perficie sao aproximadas por fungoes do primeiro grau. Ain-
da, com referencia a equacao integral discretizada, apresen
tar-se-ao os principais passos na determinacao dos coefici-
entes de influencia dos parametros nodais.

Serao fornmecidas formulas integrais discretizadas
para pontos internos de um corpo e feitos estudos referente
aos seguintes tipos de solicitacao: forca de massa, tensao i-
nicial, temperatura, retragcao e expansao.

0 caso de corpos com sub-regioes tambem sera tra-
tado, onde, além de se definir condigoes suplementares para

. ~ . - 3
tornar o problema determinado, sao formecidos subsidios pa-
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ra a organizagao dos elementos das matrizes e vetores na equa
¢ao matricial global. Finalmente, dar-se-a uma aplicacao da
equacao de contorno visando esclarecer o assunto e mostrar

sua utilidade pratica.

4.2 - Equacao de contorno

Suponha-se que o dominio © do corpo (fig. 4.1) se
ja aumentado atraves de um setor circular Qg com centro no
ponto Q, de contorno. Com isso, o contorno do corpo, ini-

cialmente definido por I', passa ser T—T#FE.

A formula 3.51 pode ser agora empregada no ponto
Q, porem, para se resolver o problema como originalmente pro

posto, deve-se fazer € tender para zero, isto e,
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u (@) = - Rim 4 27, (Q,8)u, (5)dT(5) +
[-T+T
£
+ Qim€+0 uﬁk(Q,S)pk(S)dF(S) + Qim8+o uik(Q,s)bk(s)dQ(s).
I-T+T Q+
S £

(4.1)

Analisa-se a seguir cada um dos termos que compoe
o segundo membro dessa equagao.
Segundo as propriedades de integral e limite, o

primeiro termo pode ser escrito na seguinte forma:

- 2im (Q,8)u, (8)dr(s) - Lim p%, (Q,8)u, (5)dT(8)

*
£>0 plk
r'-T Pe (4.2)

e>0

Levando-se em conta o conceito de valor principal
de Cauchy (veja-se, por exemplo,subitem3.2.3), o primeiro ter

mo dessa expressao se escreve simplesmente

p%, (Q,8)u, (8)dT(s). (4.3)

r
0 outro termo da expressao 4.2, cujo dominio de
integracao e o contorno do setor circular, e inadequado pa-

ra analise, pois a fungao uk(S) depende do raio € (fig.4.1).

Usando=-se o recurso de se substituir uk(S) pela exXpressao
uk(S) - Uk(Q) + uk(Q)’ pode-se escreve-lo assim:
- tim o) PF (Q,8) (v (8)-u, (Q))AT(S) +

I

€

- i *
Lim_, ) P§,(Q,8)u (Q)AI(S) (4.4)
r

>
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Conforme a condigéo de Holder, a expressao uk(S)—
uk(Q) tende para zero quando € tende para zero, entao, o li
mite da primeira integral & zero. Resulta, dessa maneira,so

mente o segundo termo da expressao 4.4 que pode ser escrito

na forma abaixo, pelo fato de u(Q) nao depender de €.

- u (@in_ | 0, (Q,8)dr(8) (4.5)

>0
T
€
Chamando-~se o limite da integral acima de Ekk(Q)

e com os resultados 4.3 e 4.5, a expressao 4.2 equivale a

_ N : Tray L -
[ p%, (Q,8)u, ($)dT(8) - u (e, (Q). (4.6)
Jr
0 segundo termo do segundo membro de 4.1, baseado
no estudo feito para oprimeiro termo, e colocado na seguin-

te forma:

£->0
r-T Jr
e

Lim ux, (Q,8)p, (§)dT(8) + Kim€+0[ ug, (Q,8)(p, (8) +

- p, (Q)AT(S) + p (Q)2im_, [ uf (Q,8)dT(S)  (4.7)

r
£

0 fato das fungoes pﬁk(Q,S) e uzk(Q,S) serem de-
pendentes de 1/r (formula 2.28) e 4&nr (formula 2.21),respec
tivamente, ira definir tipos diferentes de integral singu-
lar. A integral que contéem em seu integrando pik(Q,S) (ex-
pressao 4.3) @ do tipo de Cauchy e deve ser interpretada no
sentido de valor principal de Cauchy. Ja a integral que con
tem uﬁk(Q,S) (primeiro termo de 4.7) nao apresenta especial
singularidade e seu limite & interpretado no sentido normal
de integracao.

O0s demais termos da expressao 4.7 facilmente se

provam que sao nulos. Com isso e com ©O conceito usual de in

tegral singular, a expressao 4.7 equivale a
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u¥, (Q,8)p, (8)dT(S). (4.8)

0 Ultimo termo do segundo membro de 4.1, segundo
as propriedades de integral e limite, pode ser escrito as-

sim:

~
{

Slim€+(j/ wf, (Q,8)b, ()d%(s) + fin_ | uk, (Q,s)b, (s)d0(s)
2 2 (4.9)

€

O limite da primeira integral dessa expressao & a
propria integral, pois uik(Q,s) e bk(s) nao dependem de €.
0 outro termo facilmente se prova que e nulo. Desse modo,re

sulta da expressao 4.9 simplesmente

ugk(Q,S)bk(s)dQ(s). (4.10)

)

0 deltade Kronecker, usado como operador de substi-
tuicao, possibilita escrever que ug(Q)= SKk uk(Q). Essa re-
lacao e as expressoes 4.6, 4.8 e 4,10, introduzidas em 4.1,
permitem obter a equagao abaixo, onde cgk(Q) substitui 62k+

c%k(Q)' Como seus parametros incognitos sao de contorno, es

ta equacao recebe o nome de "equagao de contorno".

¢ (D (@) = [ pp @10 (srar(s) o up, (@,8)p, (51T (S)
r I
+ uik(Q,s)bk(s)dQ(s) (4.11)
Q
4.3 - Discretizacao da equagao de contorno

Supoe-se, neste item, que as componentes de forga
de massa sao nulas. Dessa maneira, a equagao de contorno re
sultante contem somente integrais de contorno, ficando a a-

nalise do corpo restrita ao seu contorno.
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Considerando-se que a equacao 4.11 sera resolvi-
da numericamente, aproxima-se o contorno [ por J segmen-

tos. A equacao de contorno correspodente e:

1=J
cgk(Q)uk(Q) = - ‘il pﬁk(Q,S)uk(S)dF(S) +
r.
j j=3
+ jzy/ ugk(Q,S)Pk(S)dT(S) (4.12)
r

j
Num ponto generico S de I',, a expressao pik(Q,S)
: 3 P ES *
uk(S) equivale as expressoes pll(Q’S)ul(S) + plz(Q,S)uz(S)
e p;l(Q’S)ul(S) + pgz(Q,S)uz(S), correspondentes as dire-

coes dos eixos X1 e X9, respectivamente. Escrevendo-os na

forma matricial tem-se:

¥, (Q,8)  pF,(Q,8)| |u;(8)
(4.13)

Pgl(Q,S) pfz(Q’S) uz(s)

Chamando-se a matriz dos elementos pfk(Q,S) de
E*(Q,S) e o vetor dos elementos uk(S) de E(S)’ escreve-se
simplesmente E*(Q’S)E(S)' 0 mesmo pode ser feito para a
expressao uzk(Q,S)pk(S), resultando o produto B*(Q’S)E(S)

ou, de forma explicita,

TRCIOITACIDIRENG
(4.14)

De modo similar, o termo ch(Q)uk(Q) conduz a
Cll(Q) Clz(Q) Ul(Q)

: (4.15)
(@ ey, @ [uy (@
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a matriz dos elementos Czk(Q) e 0 vetor dos elementos uk(Q)

sao chamados c(Q) e u(Q), respectivamente.

A equacao 4.12 pode agora ser escrita na forma a-

baixo. Esta forma dada a equacao de contorno discretizada e
conveniente para determinacao do sistema de equagao, a par-

tir do qual € possivel encontrar os parametros incognitos.

j=J
c(Qu(@) = - I p*(Q,8)u(S)dl(S) +
j=1] ”
I.
J j=J
+ 1 u*(Q,S8)p(s)dr(s) (4.16)
j=1| ~ -
Ty
Os segmentos usados para aproximar o contorno r

podem ser retos ou curvos. Nesse ultimo caso, a aproximacao
se da, em geral, por meio de curvas do segundo grau.

A aproximacao da curva representativa do contorno
de um corpo e, neste trabalho, feita por segmentos de reta.
Ela e, em geral, tanto melhor quanto maior o numero de seg-
mentos alocados na curva. Os segmentos retos sao mais facil
mente definidos, mas geralmente a custo de uma Trepresenta-
cao geométrica pobre da geometria do corpo. A figura abaixo
mostra um exemplo de aproximagao de uma curva fechada por

segmentos de reta.

X2 4

FIG. 4.2
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Os pontos das extremidades do segmento Fj’ pontos

1(PT1) e 2(PT2), sao definidos por (1x1,l 10

de um ponto generico

2
xz) e (Tx xz),rei

pectivamente. As coordenadas Xy e X,
em Fj,escritas em fungao da coordenada adimensional £ (fig.
4.3), sao da forma a+bf, sendo a e b constantes. Atraves des

sa expressao facilmente se conclui que:

1-¢ 1 1+& 2
—_— X

X]_ = _—-__2 X]_ + 3 1 (4.].73.)
_1-£ 1 1+& 2
XZI
PT2
2%, ¢=|
n
r.

0 2y,

FIG. 4.3

Essas relacgoes colocadas na forma matricial ficam:

1
X
1-¢ 1+¢&
%1 7 2 0 0 le
= S 1 4 (4.18)
2 2 2 9

As curvas representativas das fungoes deslocamen
to e forca de superficie sao tambem aproximadas por segmen
tos de reta, mais precisamente por fungoes do primeiro grau.
Por exemplo, a fungao aproximada da componente de desloca-

mento na direcao X num segmento [' , pode ter a represen-

l’



-78-

tagao grafica abaixo. Os parametros "u, e “u, sao supostos

conhecidos.

, n
Lr

;:-'I -¢| — p ¢2 &:I
5:45/_2
L a2 l

T I

L/2

——

FiG. 4.4

Dessa figura se deduz que a componente up num pon

to genérico e dada pela formula:

a, = 2t 1, Bt (4.19)
= £ . "4 I .

LooEyrey 1 gyrey

Procedendo-se, assim, para as demais componen~—

tes de deslocamento e forga de superficie, resultam formu-
.. -~ 1
las semelhantes a 4.19. Os coeficientes dos parametros ug
2 ~ ~ ~ .
e u, sao fungoes (fungoes interpoladoras), comumente deno
minadas ¢l e ¢2, respectivamente. Representa-se graficamen

te como nas figuras abaixo.

FIG. 4.5¢ F1G. 4.5b

Em resumo, as componentes de deslocamento e for-

ca de superficie, num ponto S generico do elemento, podem

ser dadas por

u(s) = ¢tu™ o (4.20a)
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t (n)
p(8) =¢'p , (4.20Db)
sendo
r
"1
u(s) = s (4.21a)
L %2
Py
p(S) = : (4.21b)
L P2
g )
1
|
2u
A (4.21¢)
1
)
2
L u24
1
P
*p
p™ - ML (4.214)
1
P
2
L)
¢ ¢ 0 0
ot = b P (4.21e)
0 0 6y 0y
Da fig. 4.4 se tem a relacao I = % £, da qual se
obtem:

dé (4.22)

N =

dTl
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Introduzindo-se 4.20a, 4.20b e 4.22 na equacao
4,16, tem-se:

. +1
1=J
c(Q) u(@) = - % %( P*(Q,S)gbtdg(s))g(n) +
i=1 -1
g +1
j=
) %( g*(Q,s)gtda(s))p(n) (4.23)
i=1 ~1- -

Os pontos com coordenadas adimensionais —El e EZ sao
usualmente chamados de nos, e os valores das componentes,nes
ses pontos, de valores nodais. Na resolucao de um problema,
o no em geral pertence a uma das extremidades do segmento.
No caso de haver descontinuidade na funcao deslocamento ou
na funcao forga de superficie ou em ambas, o no pode,ainda,
pertencer a uma das extremidades do segmento, porem, nao ao
segmento adjacente, 0O exemplo mostrado na fig. 4.6 permite

esclarecer melhor o assunto.

SN
AN

N
N

AN
\\
AN
N

FiG 4.6

E possivel, assim, contornar o problema da descon
tinuidade das-funcoes de contorno usando-se no duplo (fig.
4.6). Os resultados obtidos com no duplo sao menos precisos
do que os obtidos com nos fora das extremidades dos segmen-—

tos (veja-se, por exemplo, RODRIGUEZ, 1986). Os elementos



-81-

com os nos fora das extremidades (fig.4.5) sao comumente
chamados de elementos descontinuos. E usual, quando ha des
continuidade so0 numa extremidade do segmento, o emprego de
uma formulacao mista, isto e, elementos com um no na extre
midade e o outro mo interior do segmento. Com isso se tem as
funcoes interpoladoras abaixo, alem das representadas na
fig. 4.5, para serem usadas convenientemente na resolucao

de um problema.

¢I: ‘—-Eé_ d)z:]_%i
, / 1
-1 Ly +1 -1 “g- +1
a) b)
; ¢2-$ 1+ é
¢'-§;2+1 ¢2-¢2+]
1 1
+1
-1 s é;‘d -1 *T; & +1
c) d)
1- 6 +&
%= 0,° 2:7
1 a 1
-1
- _§~| ’_-E +1 l/¢1 !-—¢> +1
e) f)
FiG. 4.7

A adogao de somente elementos descontinuos impli
ca num aumento substancial do nimero de equagoes para reso
lugao do problema, relativamente ao nimero de equagoes ob-
tidos usando-se elementos com nos nas extremidades. E
claro que o no duplo nao deve ser usado quando nao ha des-
continuidade. Conclui-se, desse modo, que o numero de pon-
tos usados na discretizagao do contorno e menor ou igual ao
nimero de nos.

Suponha-se que o contorno de um corpo seja dis-
cretizado em J segmentos, sobre os quais se consideram N

nos. A equacao 4.23 aplicada a cada um desses nos da ori-
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gem a um sistema de equagaes, que na forma compacta e dada
pela equacao 4.24., 0Os vetores Ue?P sao vetores nodais e
contém as componentes de deslocamento e forca de superfi-
cie, respectivamente. As matrizes C, E e G serao assuntos

do proximo item.

(4.24)

[ Bap]
L o
n
!
D)
|
+
[ Xop!
[ 8la =}

Incorporando a matriz C em H e chamando a nova

matriz de H, resulta:
HU=GP (4.25)

Essa equagao representa um sistema de equagaesli
neares com 2N equagoes relacionando componentes de desloca
mento e forga de superficie. Num corpo em equilibrio,& pos
sivel conhecerem-se N1 componentes de deslocamento e Nzcmg
ponentes de forca de superficie tal que N, + N, = 2N, o que
torna o sistema de equacoes determinado. O sistema de equa
goes fica, assim, com dois tipos de incognitas, isto e, N,
componentes de forga de superficie (reacoes) e N, componen

tes de deslocamento. Devido as incognitas serem de naturezas

diferentes, essa tecnica numerica e denominada mista.

4,4 - Coeficientes de influencia

4.4.1 - Consideracoes preliminares

Por coeficientes de influencia se entendem os e-
lementos das matrizes E, 9 e C. O mesmo nome também se a-
plica, e claro, aos elementos da matriz H.

Inicialmente serao tratados os elementos de E e
G. Segundo a equagao 4.23, eles sao obtidos através do cal

culo das matrizes.
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dE(S) e

[NCT IS

% (@,9)0, 3, (Q,8)0, p%,(Q,8)¢, %, (Q,8)9,

+1 ] .
pfl(Q,S)¢1 p}; (@,8)9, pfz(Q,S)¢l p}, (2,89,
-1

(4.262)

+1 uTl(Q,S)¢1 u§l(Q,S)¢2 u'«fz(Q,S)tb1 UTZ(Q’S)¢2
dg(s) .

Nof

@S @0 @08 099
(4.26D)

Elas sao definidas num elemento gemérico de comprimen
to %. Chamando-se as funcoes interpoladoras de ¢m(m=1,2) e
os elementos em 4.26a e 4.26b de hfj e gfj,respectivamente,

resultam as formulas 4.27a e 4.27b. 0 1Indice i assume osva

lores 1 e 2, e o indice j os valores 1, 2, 3 e 4,

+1

. = 2

h¥. =7 PF, (Q,8)¢_dE(S) (4.27a)
-1
+1

3 = & %

8¥; T 3 uf, (Q,8)¢ d&(S) (4.27b)

-1

Quando o ponto Q pertence ao elemento sobre o qual
se realiza a integragao, essas integrais sao singulares. A
técnica de integracao numérica aqui usada nao & adequada
nesse caso e, por isso, elas serao resolvidas anali
ticamente. Primeiramente serao vistas as integrais nao sin-
gulares e logo em seguida as singulares.

No caso da matriz C, os seus elementos, Cﬁk(Q) =

Sik + Ezk(Q>’ sao dados pela seguinte formula:
cgk(Q) = 62k + 21%+O pEk(Q,S)dT(S). (4.28)
T
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4.4.2 - Integrais nao singulares

Em face da dificuldade e quase sempre da impossi-
bilidade de se calcular as integrais nao singulares por mé-
todo exato, usa-se o calculo aproximado. A integragao nume-
rica aqui é feita por meio da quadratura de Guass (veja-se,

por exemplo, LAZARINI & FRANCO, 1984). Para quadratura guas

siana unidimensional, pode-se escrever que

+1

f(£)de= % wif(gi) . (4.29)
-1 =

A funggo f(Ei) e o valor da fungao na coordenada
do i-ésimo ponto de integracao e W, & o fator de ponderacgao
também do i-eésimo ponto.

0 numero I de pontos usados para obter resultados
satisfatorios para as integrais 4.27a e 4.27b depende prin-
cipalmente das distancias do ponto Q aos pontos do elemento
de contorno. Por isso, e usual estabelecer o niumero de pon-
tos em fungao do comprimento do elemento e da distancia do
ponto Q ao ponto médio do elemento. Um critério que da bons

resultados & o estabelecido abaixo (veja-se RODRICUEZ,1986),

onde os parametros & e d estao mostrados na fig. 4.8.

0 <d < % e e e I =10 (4.30a)
L ¢d < 1,58 ... . I =6 (4.30b)
1,58 ¢ d < 108 ..o..... I = 4 (4.30c)
1« I =2 (4.304d)

Os valores de gi e w, correspondente a cada desi-
gualdade sao formecidos na tabela seguinte. Como o interva-
lo de integracao & simetrico em relagao a origem (gi=0), as
coordenadas gi tambem sao; os valores de w, em coordena-—
das simeétricas sao iguais. Nesta tabela aparece apenas o0sva

lores de W correspondentes as coordenadas Ei positivas.
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d
Qougq
[o] ‘Vxl
FIG. 4.8
TABELA I
I & vy
2 0,57735026918962576450 1,00000000000000000000
0,86113631159405257522 0,34785484513745385737
4
0,33998104358485626480 0,65214515486254614262
0,93246951420315202781 0,17132449237917034504
6 0,66120938646626451366 0,36076157304813860756
0,23861918608319690863 0,46791393457269104738
0,97390652851717172007 0,06667134430868813759
0,86506336668898451073 0,14945134915058059314
10 0,67940956829902440623 0,21908636251598204399

0,43339539412924719079

0,14887433898163121088

0,26926671930999635509

0,29552422471475287017

Os integrandos das expressoes 4.27a e 4.27b devem
ser preparados para o emprego da formula de quadratura de
Guass. Como as funcoes interpoladoras ¢1 e ¢2 sao defini-
das em funcao de £, restam as funcoes pﬁk(Q,S) e uik(Q,S).
Com as formulas 4.17a e 4.17b, essas funcoes sao facilmen-

te escritas em funcao de &.
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4.4.3 - Integrais singulares

E conveniente, para calcular as integrais 4.27a
e 4,27b, quando singulares, escrever as fungoes pék(Q,S) s
uék(Q,S) e ¢m em funcao da distancia de "Q" a "S" (aqui cha
mada de r). Para as duas primeiras fungaes isso e imediato.
0 mesmo nao ocorre para ¢m’ que na forma generalizada e es

crita assim:

1

_ T
¢m = g;rgz (gz—c—sn 67?@’ (4.31)

0 parametro "c¢" & o valor da coordenada correspon

dente a ¢m = 1, quando o ponto Q estiverem,—gl, ou a ¢m =
0, no caso de Q em 52. Para se definir sn, e preciso que se
defina ¢; como sendo a fungao no trecho do elemento (obti-
do pelo fato do ponto Q nao se localizar numa de suas ex-
tremidades) em que r e I' tem sentidos opostos. Com isso se
diz que sn = +1 se a fungao ¢m for ¢1 ou ¢§ e sn = -1 se
por ¢2 ou ¢T.

Seja, por exemplo, a representacao grafica abai-

x0, a partir da qual se deseja conhecer as fungoes ¢2 e ¢§.

F16.49

0 parametro c e igual a 0,5 e sn assume os valo-
res -1 e +1 nas funcgoes ¢2 e ¢%, respectivamente. Com es-
ses valores e os de gl e 52 resultam, usando-se 4.31, as

seguintes funcoes:

_ __r
¥, = 557 (4.32a)
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‘fgz_—r___.
¢2 0.5% (4.32b)

Merece, ainda, especial atencao a funcao pik(Q,S).

-

Ela pode ser simplificada, pois %ﬁ e igual a zero (nao ha

variacao de r com a normal n) e também porque a expressao
- n + -1. igs. 4. .

r’Rnk r,k 0 vale +1 ou -1. As figs. 4.10a e 4.10b, e

os correspondentes resultados esclarecem esse fato.

cos(a+ﬂ)sen(d+%)—sen(a+ﬂ)cos(u+g)=-l (4.33a)

r,.n,-r .n, =
’17°2 ,271
r ,n,-r .n, = +1 (4.33b)
,2 1 ,17°2
X, §
n
[“/o’-‘;“ 0‘,+—-1;—
—r
0 ;
FIG. 4. 10a
n_- n, = o (u+1)— enoco (u+£) = +1 (4.33c)
r’l 9 r’2 1 cosOsen 7) =S s 5 .
T -r = -1 (4.33d)
,201 7,12
X\
4 a
T o+
r a
; %
FI1G. 4. 10b

Chamando-se a expressao r 1. -Tr o, de sn, a fun-

cao pik(Q,S) simplificada fica:
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1y
Pi(Q:8) = G (L=v) "0

=1

1
" (4.34)

Com isso, a formula integral 4.27a toma a seguin

te forma:
1-2v — ¢m
h%. = —————.3n — dT 4.3
1j 41 (1-v) (4.35)
r
Determinando-se essa integral, apos se introduzir
a funcao ¢m’ resulta a formula 4.36, cujo uso sera poste-

riormente mostrado.

o - _ 1-2v sn _ _ T
NS ST [(€y-c)tnr-sn. 5557 | (4.36)

A funcgao uik(Q,S) nao permite nenhuma simplifica-

cao, entao, de 4.27b ,

1
x = ——_—_——— - -
8¥: T TG [ (3 4V)2nr62k+r,2r,k]¢de.(4.37)
r
Introduzindo-se a funcgao ¢ nessa formula, obtem-

~-se, apos a integracgao,

* = r — - - ﬂl.
gij 8ﬂ(l—V)G(52+€1){(3 4V)6Qk‘}2nr 1) ( g2+c+ 7 ) +
+ 57 r} +ror k(£2—c— T r)} . (4.38)

As formulas hfj e gfj sao particularmente impor-
tantes para o calculo de integrais singulares via computa-
dor (integrais exatas). Elas permitem obter resultados com
o ponto Q localizado numa das extremidades do segmento e fo
ra de suas extremidades. Nesse ultimo caso, deve-se aplica-
-las em cada parte do segmento e somar os resultados corres

pondentes.
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Chamando~se um valor positivo, proximo de zero,de
€, os limites superior e inferior em 4.36 e 4.38, quando r
e I' tem sentidos opostos, sao -0f e -¢, respectivamente. O pa
rametro o pode assumir qualquer valor do intervalo 0 < a < 1.

Mudando-se a variavel de integracao pode-se concluir que

- e oL
* — — 7'( == 3
uk (Q,8)¢_dr uf, (Q,8)¢_dr uf, (Q,8)¢ dr
-0 8 ox € (4.39)
0 mesmo pode ser feito quando o integrando e

pik(Q,S)¢m, desde que se considere o sinal ﬁiopoﬁm ao obtido
quando os sentidos de r e I sao iguais. No caso de r e T te
rem os mesmos sentidos, os limites inferior e superior sao
€ e 0%, respectivamente.

Com essas consideracoes e os conceitos de inte-
grais de Cauchy e singular, o valor numerico das expressoes,
no segundo membro de 4.36 e 4.38, e obtido fazendo-se sim-
plesmente r = al.

Objetivando-se esclarecer o emprego das formulas

4.36 e 4.38, dao-se a seguir dois exemplos (figs. 4.11 e

4,12), para o caso de & = 1 e k = 2, com os correspondentes

resultados. Em alguns dos resultados aparecerao r 1 &8 T o»se
b 2

|

r, e r'2 que correspondem, respectivamente, aos trechos da
3 3
esquerda e da direita, do ponto Q.
Exemplo 1.
1
£
¢205 r -5:-05
l 0,758 1 025
! FIG. 4.1
0,758 0,25%
1-2v T r
* = - |- - + Q + —
b3 41T(l—\))|: (fnr - 557) Unr + 557 ]
€ €
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, 0,758 , 0,258
1 [ r
— S— ' ' R
&3 = smaowyelr,1%,2(r ) trhrly (e s ) ]
e e
(4.40Db)
Exemplo 2.
FIG. 4.12
2, 2,
h* =——l:£2—[—(2nr - ) + (Lnr - =) (4.41a)
13737 (1Y) 0,752, 7 :
€ [
) L2 % L2 A
% = — . - ——— ' ' —_ ——
813 8W(1—v)G[r,lr,2(r 1,512) torgr o (r 221) }
€ €
(4.41b)

Em ambos os exemplos, os termos que contém € nao
figura no resultado final. Isso porque se tornam nulos quan
do € tende para zero (conceito usual de integral singular),
ou porque se cancelam (conceito de integral de Cauchy). Por
isso, na pratica, ignora-se o limite inferior da integral e

toma-se apenas o limite superior.

4.4.4 — Funcao deslocamento

O0s coeficientes tratados neste item se referem,es
sencialmente, a descontinuidade da fungao deslocamento quan

do de sua passagem de ponto interno para ponto de contorno.
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A determinagao dos elementos da matriz C ou mais
propriamente dos elementos da submatriz c(Q) se resume pra
ticamente ao calculo do limite da integral de pﬁk(Q,S) (ve
ja-se a formula 4.28). Deve-se, dessa maneira, exprimir a
fungao a ser integrada e o diferencial dI' em fungao da va-
riavel ¢ (raio de um setor circular). Para isso se toma um
ponto Q comum a dois segmentos adjacentes (fig. 4.13), os
quais definem um angulo interno O com a bissetriz, orien-
tada para fora do corpo, formando um angulo Y com o eixo
Xl’ medido no sentido anti-horario. No caso particular do
ponto de carga nao pertencer a nenhuma das extremidades do
segmento de reta, por exemplo, elemento misto, o angulo

o mede 180° e y & facilmente determinado.

X2

X

FiG. 4.13

ol

Tomando-se por base a fig. 4.14, os limites infe

rior e superior da integral na expressao de Clk(Q)’ abaixo

repetida, sao-T+y+ % e T+y-— % , respectivamente. Ainda des
ta figura se conclui que: r = ¢, dI' = ed9, r 1 cos0,
T = senf e o€ 1 ’
32 on -
= i % 4.28
Co (@)= Sop + 212+0 P§ (Q,S)dT(S) ( )

|

repetida
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X2
0 X,
FIG. 4 .14
Com as relacoes obtidas dessa figura e 4.28 se
chega a
- g
/ K
= - - +
ch(Q) ézk 4ﬂ(1 v) 2v)6 ,Qr,k
ﬂ 7
- (1-2v)(r,2nk—r,kH2)Jd6 . (4.42)

Fazendo-se { e k assumirem os valores 1 e 2, ob-

tem-se, por meio dessa expressao, os elementos de c(Q), is

to e,
’_ A
a_ sengcosly EEndsenZY
2 4T (1-v) 4T (1=V)
c(Q) = (4.43)
sendsenly & _ senOcos2Y
4 (1-Vv) 27 4m(1-V)

Quando o ponto Q nao pertence a vertices do con-
-~ B 0 -~
torno (angulo o igual a 1807 ), os elementos de c(Q) sao da

dos por meio da formula abaixo.

cop Q) =0, /2 . (4.44)
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4.5 - Discretizacao das formulas para pontos internos

Supae—se tambem, neste item, que a forca de mas-

sa seja nula. Com essa consideracao, as formulas 3.51 e
3.55 aplicadas a um contorno aproximado por J segmentos fi

cam:

s @) = = Ty (48w (s)dr(s) +

uik(q,S)pk(S)dF(S) (4.45a)

(a)

i
|
I ™

Oij Sijk(q,S)uk(S)dF(S) +

Dijk(q,S)Pk(S)dF(S) (4.45b)

'F-
]

Na forma matricial essas formulas sao escritas

da seguinte forma:

j=J j=J
u(q) = - % p*(q,S)u(S)dr(s) + =z u*(q,S)p(S)dr(s)
- j=1 - ” i=1 - -
T. T.
J J (4.46a)
j= j=J
o(g) = - % S(q,8)u(8)dr(s) + x D(q,8)p(8)dT(s)
- j=1 - - j=1
T. T.
J J (4.46b)

As matrizes p*(q,S) e u*(q,S) sao similares Equg

las em 4.13 e 4.14, apenas deve-se considerar que o ponto
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de carga agora €& interno do corpo. Quanto as matrizes S(q,S)
e D(q,S), conclui-se, segundo 4.45b, que em cada uma de suas

linhas so o indice k varia. E possivel, assim, escrever que

Slll(q,S) Sllz(q,S)

§(q,8) = |8,,,(a,8) 5,,,(q,8)] e (4.47a)
5221 (030 5y9p(0s8)]

D(q,8) = |D;,;€q,8) Dy,,(q,8)| . (4.47D)

Com Os Sijk(q’s) e Dijk(q’s) dispostos dessa ma-

neira, tem-se:

0(q) =0 (4.48)

Introduzindo-se 4.20a, 4.20b e 4.22 nas formulas

4,46a e 4,46b resultam:

. +1
j=J
u(q) = - 2 %( E*(q,S)?tdE(S))B(n) +
j=1
-1
j=J vl
2] ux(a,8)9%aE(s)p ™ (4.49a)
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+1
j=J
o = -5 2| sea,99%aeE)e™ .
=1 %)
=] +1
J=
v 2] pasretaecs)p ™ (4.49b)
i=1 - -
-1

Na forma compacta se escreve

E(q) = - E H + § E e (4.50a)
0(q) = - H'U + G'P (4.50Db)

onde os elementos de H, G, H' e G' sao obtidos atraves das inte

grais em 4.49a e 4.49b. Quando se utilizam essas formulas,

os vetores U e P devem ser conhecidos.

4.6 - Outros tipos de solicitacao
4.6.1 - Forga de massa
Neste trabalho, considera-se somente a forcga de

massa decorrente da acao da gravidade (peso proprio do cor-
po). Como ela & suposta constante, pode-se transformar as
integrais de volume, que contem as componentes de forgca de
massa, em integrais de contorno. Isso simplifica o calculo
dos efeitos da forca de massa por meio das formulas de des-
locamento e tensao, pois nao se discretiza o dominio e sim
o contorno. O numero de dados necessarios a resolugao do pro
blema em que se considera a agEo da gravidade e praticamen-
te o mesmo se ela nao for considerada.

Os termos integrais relativas as componentes de
forca de massa nas formulas 3.51, 3.55 e 4.11, abaixo escri
tos, sao a seguir analisados. Como a primeira e a ultima in
tegral, das enumeradas abaixo, diferem apenas pela localiza
cao do ponto de carga (q ou Q), analisa-se s0O uma; aqui se

tomara a primeira.
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(q,S)b (s)dQ(s) (4.51a)

0

(q,s)b (s)df(s) (4.51b)

O

ah, (0,5)b, (5)d0(s) (h.51¢)
{0

0 parametro bk(s),relativo ao peso proprio do cor
po, & constante ao longo do dominio f, motivo pelo qual se
dispensara a letra s que caracteriza sua localizacao. Com
isso restam para analise, alem do diferencial df(s),os ten
sores u (q,s) e D (q,s)

A mudanga das integrais de dominio para integrais
de contorno & feita por meio de coordenadas cilindricas. To

mando-se por base a fig. 4.15, e possivel se concluir as se

guintes igualdades:

dQ) = rdrd6 (4.52a)
dl'cosa = rdH (4.52b)

- or (4.52¢)
cosqo = a—n . C

&4

DETALHE 2

L e DETALHE 1
Xy

°}

FiG 4.15
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Com 4.52a e as expressoes que definem as fungoes
uﬁk(q,s) e Dijk(q’s)’ as integrais 4.5la e 4.51b podem ser

transformadas em integrais simples (formulas 4.53a e 4.53b),

apos integracao das integrais em r.

bk 5
T6m(1-v)G ['(3‘4V)(Qnr'0,5)52k + r’gr’k]r de (4.53a)
6
bk )
V) Bl—Qv)(Sikr’j+5jkr’i—8ijr,k) + 2r,ir’jr’k}rd6
8
(4.53Db)

Utilizando-se 4.52b e 4.52¢, as integrais acima
passam ter como variavel de integragao o parametro I', simi
lares as outras integrais nas formulas de deslocamento e

tensao, e na equagao de contorno. Resulta, dessa maneira,

bk bak(q,s)dT(S) e (4.54a)

r

by Ei5(a,8)Ar(s) (4.54b)

T

onde

* = Y _ i_(3- -
bﬁk(q’s) = 16W(1—v)G[ (3-4v)@nr 0’5)62k + r’Qr,k}r’n e

(4.552a)
_ 1 _ -
€5k (928) = 4ﬂ(l—V)[(l 29) (B ppr ¥y =0 )
+ 2r,ir’jr’k]r’n . (4.55b)

A equagao de contorno e as formulas de desloca-
mento e tensao, num contorno aproximado por J segmentos de
reta, com os termos integrais tendo como variavel de inte-

gracao o parametro adimensional £, sao
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+1
iz e t n
c@u@ = - 2 2 (| px(e,8)0%E(5))uMe
j=1 -1
. +1
j=
P L) ursetascs))p ™
i=1 i
i= !
- </ b*(Q,8)dE(8))b (4.56a)
i=1 .
] +1
5=
u(q) = - 2 2 (| pr(a,9%aEs)Nu™ 4
i=1 _1
i=3 i
+ I %( g*(q,S);@tdE(S))g(n) +
j=1 .,
. +1
. % (/  b*(q,8)dE(S))b e (4.56b)
i=1 .
j=J i
o(q) = - I % (/ §(q,S)@tdE(S))g(n) +
g 2 |
o] +1
s 2 D(q,8)¢%az(s))p ™) +
j=1 .
fog +1
L) tsaEe)y (4.56¢)
j=1 -1
onde
b1 (a,8)  bT,(a,8)
b*(q,8) = s (4.57a)

b..(q,S) bzz(q,S)

- -
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t111(q’s) tllz(q,S)

£(q,8) =) t,,,(q,8)  t,,,(q,8) | e (4.57b)
_tzzl(q’s) tzzz(q’s)J
by
}N) = . (4.57¢)
by

Convéem observar que o calculo dos termos relati-
vos a forga de massa e feito aproximando-se s6 o contorno.
Na forma compacta, as formulas 4.56a, 4.56b e 4.56c tomam

as formas abaixo.

CU=-HU+GE+3B (4.58a)
u(q)= - E U + § P+ § (4.58b)
0(q)= - H'U + G'P + T (4.58¢)

Sabendo-se que, para pontos internos do corpo,va

le a igualdade c%k(Q) = 62k s pode-se representar 4.58a e

4,58b numa Unica formula. Para isso se vai chamar H e H de

H, e incorporar G em G e B em B. Pode-se, desse modo, es-

crever em substituicao a 4.58a e 4.58b, simplesmente,

¥ ®]

U=-HU+ GP+ B . (4.59)

4.6.2 - Tensao inicial

Em decorrencia da formulagao usada na resolugao
de problemas elasticos-lineares, as tensoes iniciais em so

los e rochas (chamadas de tensoes residuais ou tectonicas)
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recebem tratamento diferenciado das proveniente de tempera
tura, retraggo e expansgo (chamadas, simplesmente, de ten-
soes iniciais). As tensoes tectonicas surgem pela acao di-
reta de forgas que ja foram equilibradas, enquanto as ten
soes iniciais pelo impedimento as deformagoes. Na formula-
¢ao de um problema, as tensoes iniciais fazem parte direta
da formulagao; ja as tensoes tectonicas devem apenas  ser
adicionadas as calculadas pela formula integral de tensao.
Analisa-se, a seguir, so a influéncia da tensao inicial no

deslocamento e na tensao.

Chamando as componentes de tensao inicial, num
ponto interno s, de O?k(s) e as componentes de tensao eléi
tica-linear de G?k(s), a tensao resultante (Ojk(s)) e dada

pela formula abaixo. Para deduzi-la, deve-se tomar a condi-

~ e ) . . e o .
¢gao €,, = €., + €,., e 1ntroduzir €,. = €,. - €,. na Lei
1] 1] 1] 1] 1] 1]
de Hooke.
0., (s) =05, (s) + 0%, (s) (4.60)
ik ik ik )
Para incorporar a influencia da tensao inicial

na formula de deslocamento, introduz-se 4.60 no segundo ter

mo da expressao 3.45. Isso se leva a concluir que

uz(q) = - pik(q,S)uk(S)dF(S) + uik(q,S)pk(S)dF(S) +
T

—

+ [ 0k (a,5)b, (5)d0(s) + [ 07, () ¥ (a,8)dR(s)
s ‘ (4.61)

onde, no estado plano de deformacao,

1

By (@) * - gryEr (172 (gt g0 ¢

23,3 Lk

- r,26jk+2r,jr,kr,2} . (4.62)
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A equagao de contorno 4.11 e escrita, agora, as-

sim:

0o (Qu, Q) = = pk, (Q,8)u, ()AT($) +| uk, (Q,8)p, ($)dAT(S) +
r r

+ [ ug (Qy8)b) (s)d0(s) + O?k(s)eﬁjk(q,s)dﬂ(s)

g g (4.63)

A deducao da formula integral de tensao, como po-

de ser visto no subitem 3.4.3, envolve derivadas das compo-
nentes de deslocamento num ponto interno. Com isso,todos os
termos integrais em 4.61 devem ser derivados. Os tres pri-
meiros termos nao possuem singularidade, ja o Ultimo termo
possui singularidade e, por isso, requer tratamento espe-
cial. Uma tecnica usada, consiste executar as derivadas so-
mente apos se realizar a integracao da integral singular,
sendo que para isso valores constantes de Oﬁk(s) $3ao supos-
tos numa pequena regiao na vizinhanca do ponto q (veja-se,
por exemplo, RICARDELLA, 1973). Uma outra alternativa e e-
xecutar as derivadas parciais do integrando, mas corrigin-
do-as com termos independentes devido a singularidade(veja-
-se, por exemplo, TELLES & BREBBIA, 1980).

Neste trabalho se considera que as tensoes inici-
ais, num corpo, sejam constantes e, nesse caso, e possivel
transformar a ultima integral de 4.63 numa integral de con-
torno. A mudanca dessa integral, de integral de dominio pa-
ra integral de contorno, € o assunto a seguir tratado.

Introduzindo-se a formula 2.6 no integrando da in

tegral correspondente a tensao inicial, resulta

L ;o0 % %
> Ojk(s) (uﬂj,k(q’s) + ugk’j(q,s))dﬂ(s) , (4.64)
9]

ou ainda, apos integracgao por partes,
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7 00 () | g (0,800, (8) + uf (e, 8)n ()AT(8) . (4.63)

Introduzindo-se agora a solucao fundamental, es-

sa expressao fica

L

o"k(s) el5x (1,841 (s) (4.66)
T

onde, no estado plano de deformacao,

(058 = Toramrya |- (3 e (,8) (5, m, () + 6, n (S)e
+ r’z(r,knj(s) + r’jnk(S))]. (4.67)

A expressao 4.66 tambéem pode ser usada para pon-
tos do contorno, onde a letra q da lugar a Q.

O termo integral correspondente a tensao inicial
que deve ser acrescido aos outros termos integrais na for-
mula 4.56c & o dado pela expressao abaixo. Esta pode ser
facilmente constatada introduzindo-se a formula de deslo-

camento com tensao inicial na lei de Hooke.

2 VG ) o . . 5
1—2\)|:8x2(q) (Omlis) Fe’Q k(q’s) (S)):I lJ +

ey Cm(®) [ elg (0,8)ar ) +

Bx (q
T
s 2 (6°%(s) [ex  (q s>dr<s>>] (4.68)
BXi(q) mk jmk " *? ' )

r

Introduzindo-se as expressoes correspondentes a

ey k(q S), e?mk(q,s) e e?mk(q,s), resulta, apos se efetua-

rem as derivadas parciais,
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[0}
I
onde
_ 1
fijmk(q’s) = gFTT:UT?{(l_Zv){r,i(éjmnk+6jknm) +
¥ r’ (almnk+6iknm) - 61J (r,mnk+r,knm)} ¥
+ 2r .r . + . .
r’lr’J(r’knm r,mnk)] (4.70)
4.6.3 - Temperatura, expansao e retracgao

As expressoes 4.66 e 4.69 fornecem os efeitos da
tensao inicial constante ao longo do corpo. Elas sao usa-
das nos casos de temperatura, expansao e retragao que Ori=-
ginam tensoes constantes ou aproximadamente constantes. &
tambem usual o emprego dessas formulas nos casos de ten-
soes nao constantes, principalmente para se avaliar os e-
feitos destes parametros fisicos.

Dos efeitos da temperatura,da expansao e da re-
tracao, normalmente se conhece a deformagao, com a qual se
deve calcular as tensoes. Isso & necessario, pois as formu
las deduzidas 4.66 e 4,69 assim o exigem.

Os termos integrais que envolvem tensoes inici-
ais sao calculados seguindo a mesma sequeéncia de calculo u-
sada nas formulas dos itens anteriores. Ficam, dessa maneira, conhe
cidas as componentes de deslocamento e tensao devido a tem
peratura, a expansao e a retragao, quando submetem o corpo

a um estado de tensao inicial constante.

4.7 - Corpos com sub-regioes

Os corpos tomados anteriormente sao homogeneos e

. - - - . -
isotropos nos seus respectivos dominios. Contudo, e wusual
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nos problemas de engenharia que o dominio seja constituido
de partes homogeneas e isotropas. E o caso, por exemplo,da
barragem na figura abaixo, onde, alem da diferenca de mate
rial do sistema barragem-solo, o solo e constituido de ca-

madas de materiais diferentes.

—

S USSR

FiG. 4.16

A equacao 4.56a aplicada a cada uma das sub-re
gioes que constitui o corpo, da origem a um sistema de e-
quagoes que para torna-lo determinado necessita de condi-
¢coes subsidiarias. Sao elas: condigoes de equilibrio e de
compatibilidade de deslocamento.

Seja,por exemplo, o caso mostrado na figura abai
xo, onde os pontos 7 e 8 estao na interface das sub-regioes
Ql e QZ (le).

Desse problema se conclui que:

a) a sub-regiao Ql da origem a dezesseis equagoes com vin-
te incognitas (doze deslocamentos desconhecidos: pontos
1, 2, 5, 6, 7 e 8; e oito esforgos desconhecidos: pon-

tos 3, 4, 7 e 8);

b) a sub-regiao QZ da origem a catorze equagoes com dezoi-

to incognitas (catorze deslocamentos desconhecidos: pon
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tos 7, 8, 9, 10, 11, 12 e 13; e quatro esforcos desconhe

cidos: pontos 7 e 8).

12 1

10
N,
13 ] 9
118 776 q
X2k
b
2]3 4ls
ANUSUSUSUNYSUNTNZ S
_ .
o] XI
FIG. 4.17
Define-se, assim, um sistema de trinta equagoes

com trinta e oito incognitas. Isso indica que se necessita
de mais oito equagoes para tornar o sistema determinado. Es
sas equagoes se obtem das condigOes de compatibilidade de
deslocamento (quatro equagEes) e das condigSes de equili-~
brio (quatro equagoes), nos pontos 7 e 8 e nas direcgoes dos
eixos X, e X2.

Do exemplo que se acaba de analisar, conclui-se
que os problemas com sub-regioes sao resolvidos usando-se a
equacao 4.58a em cada sub-regiao e as equagoes resultantes
das condigoes de equilibrio e de compatibilidade de desloca
mento nos pontos de interfaces. Tomando-se, por exemplo, o
corpo sem tensao inicial mostrado na fig. 4.18, a equacgao
4.58a aplicada a sub-regiao Qi e dada abaixo, onde o indice

"i" indica a sub-regiao em consideracgao.

cC.U. = - H.U. + G.P., + B. (4.71)

As condigoes suplementares na interface Fij (con-

torno comum as subregioes i e j) sao matematicamente dadas

por 4.72a (condigao de compatibilidade de.deslocamento) e

4.72b (condigao de equilibrio). Nestas equagoes o primeiroin
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°]

X

FIG.4.18

dice indica a sub-regiao a que se refere os deslocamentos

- » « ’
e forgas de superficie, e o segundo a sub-regiao adjacente.

c
]

.= U, 6.72
~ii o =id (4.722)

Eij = _Eji (4.72b)
Uma vez determinado os parametros incognitos, as
componentes de deslocamento e tensao, em pontos das sub-re
gioes, sao determinadas por meio das formulas 4.58b e 4.58c.
Veja-se que a aplicacao dessas formulas em cada sub-regiao
fornecem os resultados pretendidos imediatamente, pois U,

~1

e P, ja sao conhecidos.

4.8 - Aplicagao do Metodo dos Elementos de Contorno

Apresenta-se aqui um problema resolvido pelo Me-
todo dos Elementos de Contorno, atraves do qual se objeti-
va mostrar o uso de algumas formulas ja deduzidas. Adotou-
-se na sua resolugao o conceito de estado plano de deforma
cao.

Seja um tubo longo, de paredes grossas,submetido

a uma pressao radial interna de 1 N/cm (fig.4.19). Alem das

caracteristicas geométricas mostradas na figura,adotam-se:



a) modulo de elasticidade do material igual a 1 N/cm2~

b)
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>

coeficiente de Poisson do material igual a O.

&

\

FI1G. 4.19

Devido as simetrias da distribuicao das forgas e

da estrutura em relacao aos eixos horizontal e vertical,foi

possivel utilizar apenas um quarto do tubo, com a vincula-

cao mostrada na fig. 4.20. Ainda nesta figura se apresenta

a discretizagao do contorno utilizada na resolugao do pro-

blema.

As condigoes de contorno utilizadas na resolugao
do problema sao:

a) pressao interna unitaria, que deve ser decomposta nas
direcoes horizontal e vertical;

b) pressao externa nula;

c) componentes horizontal e vertical, de reacao, nulas,res
pectivamente,nos trechos horizontal e vertical, do con-
torno;

d) componentes vertical e horizontal, de deslocamento, nu-

las, respectivamente, nos trechos horizontal e vertical,

do contorno.
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Na resolucgao
tados na fig. 4.20 sao
pondentes segmentos, a
esta localizado, de um
(veja-se o conceito de

0 sistema de
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FIG. 4.20

do problema, os nos duplos represen
levados para o interior dos corres-
uma distancia da extremidade,na qual
quarto do comprimento do segmento
elemento misto no item 4.3).

equagoes montado para determinacgao

dos parametros incognitos de contorno contem setenta e seis

equagoes. Resolvendo-se esse sistema ficam conhecidos os es

forgos e os deslocamentos (Quadro I), nos nodos considerados

na analise da estrutura.
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QUADRO I
B Dados Resultados
No
Diregao X Direcao Y Diregao X Direcao Y

1 0,03900N/cm 0,99700N/cm 0,20042cm 4,87945cm

2 0,15600N/cm 0,98800N/cm 0,76218cm 4,81656cm

3 0,30900N/cm 0,95100N/cm 1,50270cm 4,63370cm

4 0,45400N/cm 0,89100N/cm 2,21369cm 4,33820cm

5 0,58800N/cm 0,80900N/cm 2,8668lcm 3,93788cm

6 0,707008/cm 0,70700N/cm 3,44870cm 3,44884cm

7 0,80900N/cm 0,58800N/cm 3,93770cm 2,866%4¢cm

8 0,89100N/cm  0,45400N/cm  4,33802cm  2,21380cm

9 0,95100N/cm 0,30900N/cm 4,63350cm 1,50279cm
10 0,98800N/cm 0,15600N/cm 4,81634cm 0,76225cm
11 0,99700N/cm 0,03900N/cm 4,87921cm 0,20046cm
12 0 N/cm 0 cm 4,73400cm -1,36827N/cm
13 0 N/cm 0 cm 4,38889cm -1,11757N/cm
14 0 N/cm 0 cm 4,07153e¢m  -0,90251N/cm
15 0 N/cm 0 cm 3,86355cm  -0,75521N/cm
16 0 N/cm 0 cm 3,73020cm  -0,65273N/cm
17 0 N/cm 0 cm 3,65017cm -0,57785N/cm
18 0 N/cm 0 cm 3,60982cm  -0,52314N/cm
19 0 N/cm 0 cm 3,60126cm -0,48043N/cm
20 0 N/cm 0 N/cm 3,59695cm 0,13805¢cm
21 0 N/cm 0 N/cm 3,55470cm 0,56273cm
22 0 N/cm 0 N/cm 3,42030cm 1,11368cm
23 0 N/cm 0 N/cm 3,20321cm 1,63332c¢cm
24 0 N/cm 0 N/cm 2,90732cm 2,11365cm
25 0 N/cm 0 N/cm 2,54126cm 2,54128cm
26 0 N/cm 0 N/cm 2,11366cm 2,90740cm
27 0 N/cm 0 N/cm 1,63334cm 3,20330c¢cm
28 0 N/cm 0 N/cm 1,11370cm 3,42043¢cm
29 0 N/cm 0 N/cm 0,56374cm 3,55487c¢cm
30 0 N/cm 0 N/cm 0,13801lcm 3,59711lcm
31 0 cm 0 N/ecm -0,48042N/cm 3,401l42cm
32 0 cm 0 N/cm -0,52323N/cm 3,51000cm
33 0 cm 0 N/em =-0,57783N/cm 3,65035cm
34 0 cm 0 N/cm =-0,65276N/cm 3,73038cm
35 0 cm 0 N/ecm -0,75517N/cm 3,86373cm
36 0 cm 0 N/ecm =-0,90248N/cm 4,07172cm
37 0 cm 0 N/ecm =-0,11756N/cm 4,38906cm
38 0 cm 0 N/cm =-1,36819N/cm 4,73419cm

As componentes de deslocamento nos pontos

internos

do tubo, obtidas a partir dos dados e resultados desse qua

dro,

sao dadas no quadro a seguir.
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QUADRO II

Deslocamentos (cm)

Ponto
Direcao X Direcao Y
39 2,50208 2,98257
40 2,38148 2,83820
41 2,32369 2,76915

Esses valores foram obtidos por meio da formula in-
tegral de deslocamento para pontos internos. Usando-se a
formula integral de tensao resultam os valores dados no qua-

dro abaixo.

QUADRO III

Tensoes (10—2MPa)
Ponto
0] 0] T
x v Xy
39 0,334 0,146 -0,534
40 0,309 0,171 -0,391
41 0,292 0,187 -0,298

Os valores das componentes de deslocamento no ponto
40, obtidos por formulas da Teoria da Elasticidade, nas di
recoes X e Y, sao 2,39066cm e 2,84907cm, respectivamente.
Com isso se conclui que os resultados obtidos pelo Metodo

dos Elementos de Contorno, neste caso, sao preclsos em ter

mos praticos.



-111-

V - DESCONTINUIDADE

5.1 - Introdugao

Nesta parte do trabalho se trata essencialmente
dos efeitos de descontinuidades em corpos, cuja modelagéosg
ra feita por meio de quadripolos distribuidos ao longo de
seu comprimento. As curvas representativas das descontinui-
dades serao aproximadas por segmentos de reta e 0s quadri-
polos distribuidos linearmente sobre cada um.

A resolucao desses problemas se dara em duas eta
pas. Inicialmente se considera o corpo sem descontinuidade,
determinando-se os esforcos e deslocamentos, em pontos prée-
-fixados. Na outra etapa se corrigem esses parametros, cal
culando-se os efeitos da descontinuidade, por processo ite
rativo, com o uso de quadripolos.

Na secao 5.2 se analisaria descontinuidade com e
sem abertura, usando-se para esse ultimo caso o critéerio de
Morh-Coulomb. Serao deduzidas as formulas para determina-
cao das componentes de deslocamento e tensao provenientes
de uma distribuigao de quadripolos, discretizando-as a se-
guir.

Serao apresentadas na segao 5.3 as formulas para
determinacao da tensao no contorno de um dominio sem des-—
continuidade, e da tensao e do deslocamento no contorno da

descontinuidade devido a quadripolos.
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Nas segoes subsequentes se tratara de corpos com
materiais em regimes elasto-plastico e elasto-viscoplasti-
co. Serao apresentados conceitos e aplicagoes relativos a

esses comportamentos.

5.2 - Descontinuidade em dominios

5.2.1 - Consideragoes gerais

As propriedades dos materials nos problemas rela
tivos a escavagoes em solo ou em rocha, aberturas de tunel,
execugSes de barragem e de muro de arrimo, em geral, ngors
presentam a realidade. Uma especial caracteristica & que o
meio nao & escolhido, mas encontrado in situ, estando o ma
terial ja em estado de tensao, antes mesmo de se iniciar a
construcao (esse estado de tensao depende da historia geo-
logica regional). O material que constitui o solo ou a ro-
cha nao apresenta em geral homogeneidade e isotropia, e
quando apresenta, define sub-regioes com contornos um tan-
to irregulares, dificeis de serem determinados.

Em rocha estratificada, a consideragao da isotro
pia pode afastar muito o problema de sua realidade e o pro
blema deve ser tratado como nao-isotropo. Modela-se, em al
guns casos, o problema por meio de juntas paralelas, regu-
larmente espagadas. Essa simplificagao nao preserva todas
as caracteristicas do meio, mas serve para avaliar o efei-
to da anisotropia gerado pela estratificagao da rocha. Ela
fornece bons resultados quando as descontinuidades na ro-
cha nao & muito irregular.

Trata-se-a desses problemas, com dominios infi-
nitos, usando-se dados que usualmente sao considerados nos
calculos das obras de engenharia, procurando-se dentro do
bom senso dar prioridade de analise a determinados parame-
tros. Esse tratamento dado a uma estrutura fornmece resulta
dos aceitaveis do ponto de vista pratico, dando claridade

fisica ao problema.
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Ja os problemas com dominios finitos apresentam
geometria, propriedades de material e condicoes de contor
no quase sempre bem definidas. E o caso, por exemplo, das
vigas paredes.

Uma estrutura pode ainda nao apresentar continui
dade no seu dominio, o que altera substancialmente a solu-
gao obtida sem essa anomalia. Em determinados casos, a pre
senga da descontinuidade pode ate ter papel decisivo na es
tabilidade da estrutura. E o caso, por exemplo, da descon-
tinuidade no meio em que se assenta uma barragem, onde a
presenca de materiais diferentes da origem a formacgao de
juntas. Com objetivo de se avaliar a seguranca de uma es-
trutura e, em geral, feita uma analise paramétrica varian
do o valor de um ou mais parametros de resistencia, sem al-
terar as cargas atuantes, ate se atingir o colapso.

Dentre os locais em que ocorre descontinuidade,
merece ainda atengao aqueles do contorno de uma
estrutura em contato com o solo, como, por exemplo,moi
tra a figura 5.1. No presente trabalho, analisa-se somente

0s casos bidimensionais de interagao solo-estrutura,

Todos os problemas sao inicialmente tratados ad-
mitindo-se materiais elasticos-lineares e dominios conti-
nuos. Os resultados, assim obtidos, serao corrigidos usan-
do-se as tensoces ao longo da fenda para obtencao da solu-

cao pretendida.
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Convem ratificar aqui que as descontinuidades

sao genericamente representadas por curvas, COm as superfi
cies que as definem podendo estar em contato. A formulagao

matematica de seus efeitos e feita por meio de quadripolos,
cuja curva representativa é tambeém aproximada por fungoes

do primeiro grau.

5.2.2 - Condigoes de contorno

Nas descontinuidades com abertura nao nula e nao
contendo material entre suas superficies, as condigoes im-
postas sao de tensoes normal e tangente a descontinuidade nu
las. Porém, pode acontecer que em funcao do carregamento e
da abertura da fenda essas condicoes sejam alteradas no de
correr da resolugao do problema, devido ao contato entre
superficies.

Numa escavacao de mina (fig.5.2), as aberturas pa
ra extragao de minérios apresentam vaos de escavagoes (dis
tancia entre pilares) muito maiores que suas aberturas, e
essas por sua vez de dimensoes muito menores do que as
do corpo em consideragao. Os deslocamentos induzidos (des-
locamentosdevido a presenca da escavagao) e tensoes, nas
vizinhancas das aberturas sao de fundamental importancia na
verificacao da estabilidade da escavagao e contribui deci-

sivamente para um projeto de escavagao economico.

SUSYSULS SUS \ USIESUSUES INUSUSY SN
s, A / /
/ / / /

oSS S s SS S
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Nas descontinuidades com superficies em contato,

as condigoes de contorno sao estabelecidas por um criterio
de resistencia, com o qual se possa verificar se as ten-
soes de calculo obedecem ao critério pre-estabelecido. O cri
tério de resistencia aqui e usado com objetivo pouco dife-
rente daquele da resistencia dos materiais, onde se visa
interpretar estado duplo e estado triplo de tensao quanto
a eventual ruptura, partindo-se de um nuimero restrito de
parametros do material (por exemplo, parametro de ensaio a
tragao de um elemento do material). Dentre os critérios de
resistencia existentes, o que sempre e adotado em problemas
praticos de descontinuidade e o criterio de Mohr-Coulomb.
0 engenheiro alemao Otto Mohr, no ano de 1900,
sugeriu que & possivel prever os efeitos de um estado plano
de tensao quando podem ser obtidos resultados de ensaio de
varios tipos desse material. Por exemplo, se o estado de ten
sao ultimo de compressao de um ponto, de um corpo, for o
mostrado abaixo, pode—se dizer que qualquer estado de ten-
sao representado por um circulo contido no desta figura e

um estado de tensao seguro.

Fi16.5.3

0 mesmo pode ser feito para a tracao ou para es-
tados de tensoes com tragao e compressao, como mostra, por

exemplo, a figura seguinte.



-116-

a
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FIG. 5.4

|t

A construcao de infinitos circulos define uma en
voltoria, que classicamente & representada por retas do ti
po abaixo, onde c representa a coesao do material e ¢ o
angulo de atrito interno do material. Esta & uma represen-

tagao aproximada da verdadeira envoltoria.

|t| = -otgd + ¢ (5.1)

Essa representacao foi primeiramente usada no a-
no de 1773, pelo fisico frances Charles Augustin de Cou-
lomb. Por isso, a envoltoria representada por 5.1 e grafi-
camente na fig. 5.5 & denominada de envoltoria de Mohr-Cou

lomb.

«

Ql

S
e

FIG. 5.5
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Conclui-se, pela forma desse grafico, que o cri-
terio deve ser empregado principalmente em materiais com
maior resistencia a compressao do que a tracao, como, por
exemplo, o solo.

Com base nesse critéerio, classifica-se a situa-
cao de um ponto da descontinuidade em tres (fig.5.6), que

se passa estudar a seguir,.

Os pontos da descontinuidade submetidos a um es-

tado de tensao como o do ponto A, (fig.5.5) apresentam con

1
tinuidade de transmissao de esforgos, nao havendo, dessemo
do, nem separacao e nem escorregamento entre as superfi-
cies de contato. As condicoes que as componentes de tensao
normal (00) e tangente (TO) a curva representativa da des-

continuidade devem satisfazer para que haja continuidade

de esforgos sao:
o < cctgd (5.2a)
|t [<-otgd + ¢ (5.2b)

Quando a ultima dessas condicoes nao e satisfei-
ta, tem-se escorregamento relativo entre as superfIcies.EE
sa tensao por ser maior, em valor absoluto, que a tensao
fixada pelo criterio, deve ser corrigida. A corregao se fa

ra levando o ponto, representante do estado de tensao, pa-
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ra a reta de Coulomb. Na fig.5.6, o ponto A, e levado para
o pe da perpendicular a reta de Coulomb, passando pelo pon
to A2. Outro caminho e levar o ponto A2 para a reta de Cou
lomb na vertical,porem nao usado neste trabalho. No caso de
todos os pontos da descontinuidade estarem nessa situagao,
nao sera possivel tal corregcao e a estrutura sera conside-
rada instavel.

Para esclarecer o procedimento usado para pontos
fora da regiao considerada segura no diagrama de Mohr-
-Coulomb,da-se 0 seguinte exemplo: suponha-se que num determi
nado estagio de um processo iterativo, um ponto da desconti
nuidade esteja submetido ao estado de temsao indicado pelo

ponto BO na fig. 5.7a. A fig. 5.7b, em escala diferente da

fig. 5.7a, mostra a deformacao angular em fungao de T.

| T | T
BS
——— e—
B|
Bo
BZ
o o s
F16.5.70 FIG. 5.7 b

No proximo passo da iteragao, a tensao de <cisa-
lhamento, em geral, varia. Na fase elastica, representa-se

pelo ponto B em caso de ocorrer aumento, e pelo ponto B

12 2°
em caso contrario. Se a tensao de cisalhamento ultrapassar

a tensao ultima, como a representada pelo ponto B3, ela se
ra corrigida conforme se mostra na fig. 5.7a. O ponto B3
tomara, apos o passo correspondente a essa iteragao, uma

nova posicao que, normalmente, nao e o ponto definido pelo

pe da perpendicular que passa por B3 a reta de Coulomb.
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As iteracgoes prosseguirao ate que todos os pontos da des-
continuidade tenham estado de tensao compativeis com as fi
xadas pela envoltoria de Mohr-Coulomb.

No caso do estado de tensao representado pelo pon-

to B3, o pe da perpendicular a reta de Coulomb, segundo a

fig. 5.8, e definido por

OO+(C—TO)tg¢

g = 5 e (5.33.)
L+tg™ ¢
T = -tgdo + c . (5.3b)
AT
)
By —2
o8
e
(o] ¢ .
° o
F16.5.8

0s excedentes das componentes de tensao a serem

corrigidos sao:

Ao = o_—0 (5.4a)
At = T —-T (5.4b)

Nos pontos da descontinuidade que estao submeti-
dos a tensoes como as representadas pelo ponto A3 (fig.5.6),
a correcao sera feita levando-se o ponto A3 para o ponto
de interseggo da reta de Coulomb com o eixo das tensoes g
(eixo das abcissas). Nesse caso, considerando que A3 tenha

abcissa g e ordenada To? resultam os seguintes excedentes
)

de tensoes:



Ao = o, - cetgd (5.5a)

AT

1}
—

(5.5b)

Em resumo, pode-se definir tres sub-regioes no se
mi-plano definido pelo eixo 0 e pelo semi-eixo T(fig.5.9).
A subregiao I caracteriza estados de tensao, de pontos na
descontinuidade, que dao continuidade mecanica ao material.
Na subregiao II predomina essencialmente o escorregamento
entre as duas superficies da descontinuidade, enquanto na

subregiao III predomina essencialmente a separacgao entre

WV
£

- -
as superficies.

\:\

0 o
FIG. 5.9
Problemas com esse tipo de descontinuidade sao

essencialmente nao lineares, portanto a superposicao nao e
valida e o procedimento incremental do carregamento e ne-
cessario, seguindo um curso pre-estabelecido que depende

de cada problema.

5.2.3 - Formulas integrais

Para se obter os efeitos da descontinuidade,mode
lando-a por meio de uma distribuigao de quadripolos ao lon
go de seu comprimento, toma-se a formula das componentes

de deslocamento para pontos internos, isto e,
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= - % *
u, (q) j(pgk(q,s)uk(s)df(s) +/(u2k(q,8)pk(s)df(8) +
T r
+jfu§k(q,s)bk(s)dﬂ(s), (3.51) - repetida
Q
Suponha-se que essa formula seja aplicada a um
corpo infinito com contorno ', conforme se mostra abai-
X0 .
’ / / . .
// / / / / / /

/ //
/ /
7 // ///////
S a y :/ /// ////// /’/
a4

) y X, / / // / / // / J

FIG. 5.10

Como no contorno de uma descontinuidade se apli-
ca so forcas (quadripolos) e se esta interessado em deter-
minar seus efeitos, a formula dos componentes de desloca-

mento 3.51 e simplificada para

= *
u, (q) j[ugk(q,s)pk(s)dF(S)- (5.6)
r
A funcao uik(q,s) e uma funcao ponderadora decor
rente de uma forca unitaria em q. Adotando-se agora uma

funcao Eﬁk«bs) proveniente de uma forga unitaria aplicada

em S, resulta:



-122-

u (q) =f E§k<q,5>pk(s>dr<8) (5.7)
T

Interpretando-se a funggo Ezk(q,S) como as compo
nentes de deslocamento devido a pk(S) igual a um, numa uni
dade de comprimento, essa formula fornece deslocamentos pro
vocados por uma forga pk(S) distribuiIda ao longo de uma 1i
nha, no caso o contorno I.

Quando a abertura no meio infinito (fig.5.10) for
tal que as superficies do contorno estejam proximas, como,
por exemplo, mostra a fig. 5.11, a abertura deve ser trata
da como descontinuidade. Sendo assim, faz-se necessario o
conceito de dipolo e consequentemente o de quadripolo. Na
descontinuidade a normal n perde a sua fungao, em face do
tratamento que lhe & dado; usa-se apenas I na descontinui-

dade.

Fi1G. 5.1

Por analogia a formula 2.31b, as componentes de
deslocamento no ponto q proveniente de uma distribuicao de

dipolos ao longo da descontinuidade sao dadas por 5.8. Nes

~ - 3 . -~ -
ta expressao o 1ndice k representa as diregoes dos e1Xos

tangente e normal a discontinuidade.
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i a—?{-; (35, (0,5 2ap, (5) dI (). (5.8)

Acrescentando-se a esse resultado os efeitos cor
retivos de uma distribuicao de dipolos normais as diregoes
dos dipolos ja considerados, resulta a expressao 5.9. Ela
da as componentes de deslocamento proveniente de uma dis-
tribuicao de quadripolos, onde uZi(q,g) sao as componentes
de deslocamento no ponto q devido ao quadripolo unitario

em S e qk(g) equivale a 2apk(§).

_/;ugﬁ(q,§> q, (§) dT(s) (5.9)
r

A partir dessa expressao facilmente se conclui
que as componentes de tensao no ponto q sao dadas pela ex-
pressao abaixo, onde o??k(q,g) sao as componentes de ten-

sao no ponto q devido ao quadripolo unitario em §S.

/;o§§k(q,§>qk<§)dr<§> (5.10)

r

Assim, em corpos com descontinuidade e sem ten-
sao inicial, a formula de deslocamento, em pontos internos,

e

uQ(q) = - (q,8)u, (8)dT(S) + ugk(q,s)pk(s)dr(s) +

*
Pok

%‘\\\

+ ugk(q,S)bk(s)dQ(S) +/u

£%(q,5)q, (5)dr(s) (5.11)

J
)

—
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e a formula das componentes de tensao, em pontos internos,

e

Oij(q) = _j[Sijk(q’s)uk(S)dF(S) +ijijk(q,S)pk(S)dF(S) +
T r

% % S g g
+‘/$ijk(q,S)bk(s)dQ(s) +/; Oijk(q,S)qk(S)dF(S)-
L s (5.12)
Os casos da descontinuidade coincidir com a 1i-
nha ou a superficie que limita um dominio e do ponto q se

localizar na descontinuidade serao tratados posteriormente.

5.2.4 - Discretizacao das formulas integrais

Seja, por exemplo, a linha mostrada na figura a-
baixo, representativa de uma descontinuidade, a qual foi a

proximada por N segmentos de reta,.

FIG. 5.12

As componentes de deslocamento e tensao devido a
uma distribuicao de quadripolos ao longo da curva aproxi-
mada, segundo 5.9 e 5.10, sao dadas pelas seguintes expres

soes:

E . uiﬁ(q,g)qk(g)dF(g) (5.13a)
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i B 0?§k(q,s)qk(s)dF(S) (5.13b)

- - . . . .
E possivel, seguindo procedimento similar ao usa

do nos itens 4.3 e 4.5, escrever as componentes dadas pe-
las integrais acima, num elemento generico m, nas seguin-

tes formulas matriciais:

1
S - S| %
1 1 2 2
u kyp  kpp kyp kg 1qz
< > = (5.143)
2
1 1 2 2 q
W koy  kgy kyp o kg, %
L 41,
qz
(. ] |1 1 2 , 7 |
o ' ' 1 ' X
x kip  kyp  kyp kg
1
1 1 2 2 Yz
< T = ! 1 1 ]
xz | “21 K22 R Kapf |, (5.14D)
qX
1 1 2 2
o 1 1 1 1
z | K31 K32 k3 kgp| o
(N L — qz
0 arametro 1 1 2 2 a 1
s parame s "q.s q,, q e “q, sao os valores

de distribuigges dos quadripolos nos nos 1 e 2 (fig.5.13),
o que significa que os coeficientes desses parametros sao
componentes de deslocamento (formula 5.14a) e componentes

de tensao (formula 5.14b) para valores unitarios de quadri
polos. Identifica-se um elemento genéerico Rkij da seguinte
forma: i representa a diregao do deslocamento, ] represen-
ta a componente do quadripolo (qX se for 1 e q, se for 2)

e { representa o no em que se considera unitaria a intensi
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dade do quadripolo (no outro no o seu valor e nulo). No ca-
so de kij, 0 Unico significado diferente & do Iindice i, que
representa as componentes O_, T__ e 0 _, nessa ordem, confor

me 1 assuma os valores 1, 2 e 3.

FIG. 5.13

As expressoes 5.13a e 5.13b, quando empregados na
resolugao numerica de um problema com descontinuidade, dao

origem, nessa ordem, aos seguinte produtos matriciais:

(5.15a)

tN
L

1]

'Q (5.15b)

No caso do calculo de deslocamento em pontos in-
ternos surge o produto abaixo, cuja matriz K e normalmente

incorporada a matriz K.

(5.16)

LR
o)

Com esses produtos matriciais, as formulas de des

locamento e tensao sao:

(@]
wn]
]
|
=]
1
+
[ ep}
[ 3a]
+
1l v
+
LA
1O

(5.17a)

Q
1l
!
==
=
+
[ P]
1
+
1
+
A
1)

(5.17p)
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5.3 - Descontinuidade nas representagoes integrais

5.3.1 - Consideracoes preliminares

Sao determinados, neste item, os parametros de
contorno, cujas expressoes que os definem apresentam,em ge
ral, descontinuidade. Para isso sao necessarios os concei-
tos de integral de Cauchy e de integral singular, ja apre-
sentados. O uso do conceito de parte finita de integral tam
bem se faz necessario na determinacao de certos parametros

de contorno; denota-se aqui a parte finita de uma integral
por _f.

gral, conforme KUTT, 1975, pelas seguintes propriedades:

Define-se informalmente parte finita de uma inte

a) f’é uma extensao consistente do conceito de integral re

gular;

b) %’é aditiva com respeito a uniao de intervalos de inte-

gragao;

c).% e um operador linear e continuo sobre a fungao inte-

grando;
d) 1
xtdx = 0 e (5.18a)
0
-
X dx =0 se A > 1. (5.18b)
0

Os deslocamentos nos pontos do contorno de um do
minio nao sao tratados aqui, pois se supoe que os resulta-

dos obtidos pela equacao de contorno sao suficientes.
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5.3.2 - Tensao no contorno de um dominio

E usual, na resolugao numérica de problemas, cal
cular a tensao num ponto usando-se a lei de Hooke e os pa
rametros que tornam o problema determinado, principalmente
em pontos em que a funcao tensao apresenta descontinuidade.
No método numérico em consideracao, a tensac num ponto in-
terno e calculada empregando-se a formula de tensao 3.55,
enquanto que a tensao num ponto de contorno, em face dasig
gularidade existente e da rapidez de calculo, e obtida em
geral pelo Metodo das Diferencas Finitas. Neste trabalho
nao se fara uso dessa técnica.

Nos pontos de carga Q com tangente definida, a
equagao de contorno para corpos homogeneos e isotropos,com

descontinuidade, segundo 4.44, toma a seguinte forma:

I (Q) = - | p* (Q,8)u, (S)dr(s) + [u* (Q,S)p, (S)dr(s) +
2k 2k k 2k K
r r
+j[u§k(Q,s)bk(s)dQ(s) +j[u§§(q,§)qk(§)dp(§) (5.19)

T

Com essa formula e os conceitos que atornam vali-
da, e possivel se deduzir informalmente a formula de ten-
sao para pontos de contorno com tangente definida. Intro-
duzindo-se 5.19 na lei de Hooke e procedendo-se como na de

ducao da formula de tensao para pontos internos, resulta:

N

0;5(Q) = -[Sijk(Q,S)uk(S)dF(S) +/Dijk<q,s>pk<s>dr<3) +
r r

+/Dijk<o.,s)bk(s>dsz<s) +/_o§§k<q,§)qk(§)dr<§) (5.20)
§ r
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Como os tensores Sijk(Q’S) e Dijk(Q’S)’ no espag

¢co bidimensional, contem singularidades da ordem de 1/r
e 1/r, respectivamente,a primeira integral deve ser reali-

zada tomando-se apenas a sua parte finita, enquanto a se-
gunda deve ser realizada no sentido do valor principal de
Cauchy. Uma dedugao rigorosa de 5.20 pode ser encontrada,
por exemplo, em CRUSE, 1977.

Para fins computacionais, a formula de temsao pa
ra pontos internos & usada tanto para o calculo da tensao
em pontos internos como em pontos de contorno em uma unica
tangente, bastando que nesse ultimo caso o resultado seja
multiplicado por dois.

Os termos que dao os efeitos da descontinuidade
serao analisados no proximo subitem e, por isso, a partir
de agora nao é considerado, na formula 5.20, o termo refe-

rente a descontinuidade. Por afinidade 3 formula 4.56c se

escreve:
i=3 [T
To@ =- 5 20| s@¢taesnu™
0 z 5(Q,8)¢ :
-1
g +1 o3 +1
i= i=
v 1 2] p@,e%aEenNp™ + T (] c@,8)aE6))D
i=1 1 j=1 .
- (5.21)

As integrais cujo dominio de integragao nao con-
tem o ponto Q sao calculadas numericamente. Quanto as inte
grais com dominio de integragao contendo o ponto Q sao cal
culados analiticamente. Ve-se aqui apenas o ultimo caso,
pois o primeiro ja & conhecido.

As fungoes de interpolacao ¢1 e ¢2 deverao, em
face da localizacao do ponto Q, serem escritas em funcao
do parametro r (figs.5.l14a e 5,14b). Para cada uma dessas
fungoes se define duas outras, cujas notacgoes se encontram

nas suas respectivas representagoes geometricas.
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FI1G.5. 14 b

As funcgoes ¢1 (fig.5.14a) e ¢2 (fig.5.14b) podem
ser escritas na forma generalizada abaixo, onde k assume
os valores 1 e 2. Os sinais mais e menos sao empregados nas

fungoes a direita e a esquerda do ponto Q, respectivamente.

a, -b
_ vk Tk Tk
¢k = bk + (-1) ————Rk r (5.22)

Chamando-se, nos segmentos das figs. 5.14a e

5.14b, as distancias da extremidade esquerda ao ponto de ab

cissa c, e da extremidade direita ao ponto de abcissa —¢q
de d1 e d2, respectivamente, pode-se escrever que
d
N
a, = c1+c2 e (5.23a)
d, -%
_ k 'k
bk =2 ve, . (5.23b)

No segmento de reta que contem o ponto Q, Os ten
sores Sijk(Q’S) e Dijk(Q’S) variam essencialmente com o pa

rametro r, por isso, & melhor escreve-los assim:
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gijk

= .2

Sijk(Q’S) 2 (5.24a)
Bijk

Dijk(Q’S) = - (5.24Db)

As constantes acima significam:

|

2G {Zr Yl—Zv)G..r
IRV 1]

le = m + \)(cSikr A48T ) +

yk »J 1k ,1

»J 3 ik i

- 1
. = e—— =2V . . . .—0.. . .
Dijk 4T(1~V) Bl 2 )(611(r J+6Jkr,l aljr,k) * Zr’lr,Jr,k}

H

(5.25b)

Pode~se, agora, facilmente calcular as duas pri-
meiras integrais do segundo membro de 5.21. As expressoes
nos segundos membros das igualdades abaixo permitem calcu-
lar essas integrais ao longo do elemento que contéem o pon-
to Q. Deve-se usar o recurso usado no calculo de integrais

singulares, via computador, no subitem 4.4.3.

b a, -b
= 7k ok Tk
_/;in(Q,S)¢de(S) 132[ —= = (1) i Qnr} (5.26a)
D.. (Q,8)¢ dT(S) =D,, [b tnr + (-1)¥ N (5.26b)
ijSLQ’ k - ijﬁl[k - zk ] :

A integral que envolve forgca de massa, quando o
dominio de integragao contem o ponto Q, e nula, pois nao
" 12

ha variagao de "r" com "n" (r n=0)’ 0 que tormam as compo-
b

nentes de t(Q,S) nulas.
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5.3.3 - Tensao e deslocamento na descontinuidade

Em virtude do caminho usado na resolugao de pro-
blemas com descontinuidade, vai-se determinar apenas a ten
sao e o deslocamento provenientes da acao de quadripolos.
No item 2.4 foram determinados a tensao e o deslocamento
num ponto com coordenada local z nao nula, enquanto que a-
qui se ve o caso de z nula. Na realidade z é& igual a semi-
~abertura da descontinuidade (nula em caso particular), po
rem, desprezivel em comparacao com seu comprimento.

Nas formulas envolvendo quadripolos, ja deduzi-
das, devem-se calcular os limites de z tendendo para zero,
cujos resultados fornecem a tensao e o deslocamento na des
continuidade. Como a coordenada z pode ser positiva ou ne-
gativa (fig.5.15), existem para cada formula dois limites,

que conforme se vera posteriormente sao iguais em modulo.

Sl
TR

x ¥

zy
FiIG. 5.15

Seguindo procedimento usual, obtem-se primeiro as
formulas fazendo-se a coordenada z igual a zero e so0 apos
isso se calculam as quantidades devido a descontinuidade
das funcoes. Nao serao consideradas todas as componentes
de tensao e deslocamento, pois particularmente interessa a

penas as componentes O,, T u e w. Note-se que as condi-

xz’
coes de contorno na descontinuidade sao relativas as com-
ponentes OZ e T, as componentes u e w servem para se de-
terminar os deslocamentos relativos entre as superficiessg
perior e inferior (fig.5.15).

As condigoes de contorno num segmento de reta,os

segmentos usados para aproximar a curva representativa da

descontinuidade, sao tomadas relativamente aos pontos de
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coordenadas -c, e c, (fig.5.16). Por isso, sao calculadas

1 2
as tensoes e os deslocamentos so nesses pontos, identifi-
cando-os pelos numeros 1 e 2; por exemplo, tensao 0_ mno pon

2
to c2 sSe representa por Oz

TT
—_—

"

¢

!
O3

FIG 5.16
Como nao se conhece a distribuigao de quadripo-
los e o processo de determinagao da influencia da desconti
nuidade no corpo é iterativo, convem usar as distribuicoes

mostradas a seguir.

-¢ 4 - c?\\\\J ¢, F c,

FIG. 5.17a Fi1G. 5.17b

Para z igual a zero, tem-se, devido aos quadripo
los localizados na origem do sistema cartesiano (fig.5.15),

os seguintes resultados (veja-se, por exemplo, item 2.4):

__1-2v 1

e T (1l 2T e

Tax = - EFT%?UT qx.%i (5.27b)

k% = + _LL:ZXL;_ q 35 (5.27c¢)
8T(1-v)“Gc % r

wk* 1-2V X (5.274)

T I (T-ve Y2
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Os parametros 0;*, T;;, u** e w**, alem da nota-

cao relativa aos pontos-c, e ¢,

a distribuicao de quadripolos for a da fig. 5.17b.

recebem uma barra quando

1
Como exemplo, calcula-se a componente g

(componente g, mno ponto -c devido a distribuicao de quadri

1
polos na fig. 5.17a). Repete-se abaixo, com esquemas eluci

dativos, a fig. 5.17a.

FI1G. 5.17a -repetida

Com a formula 5.27a e a figura acima facilmente

se conclui que

0
10;* - - 1z2y 5 [ li(l ——{E—)(—dr) +
4 (l-v) r 1 72
C
1
C+C1 . N
— (1- Z‘IE‘)(+dr)]’ (5.28)
0 r 1 "2

na qual se usando o conceito de parte finita de integral re

sulta:
c-c¢
Dogw = - _1-2V 5 (- gc 5+ = 1C in — Ly, (5.29)
z 47 (1-v) c“-cy 172 €Ty
Deve-se proceder assim para se obter as demais

componentes e o mesmo deve ser feito quando a distribuicao
de quadripolos for a da fig. 5.17b. A seguir, apresenta-se
as formulas das componentes de tensao e deslocamento prove

nientes das distribuigoes mostradas nas figs. 5.17ae 5.17b.
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Quadripolos ¢q
.

1
oo = - 1-2v
, 2.(_ 2c
r(1-v) 27" o
c - ¢ * !
c1 1 c2 cte
1—
g% = - 1-2
; v . 1 c+c
4W(1—V)2 C1+C2 o ¢ ,
-C
1
2
gk% = - 1-2
; v 1 cre
bn(1-v)% ¢1*e o
172 €7¢y
2_
Fax - 1-2v 2
NC—
Aﬂ(l—\))2 22" =
c —c2 Cl+c2 o
| c+e
wwn = (1m2n o 2e
. C—
81 (1-v)2c ©1*¢ e .
17¢2 eve )
1
E*:‘: = (1—2\))2
: . -2c
m(1-v)2c 172
2
ukx = (1- ’
2V) ] 2¢
87 (1-v)2c ©17¢2
2_
TRk = (1—2\))2
- , (- 2¢c -
m(l-v) G cite, C =
172 C+C2)
Quadripolos ¢
ey
1
T**% =
- 1
ZX -
5 . ) 2c
ey G e .
C _Cz cpte Q/n l
l 1 1 2 ctce )
— . |
Tex T T2 ; ;
- C+
m(l-v) c1+c2 in L
c—cC
1

(5.

(5.

(5.

(5

(5

(5.

(3.

(5.

(5.

(5.

30a)

30b)

30c¢)

.304d)

.30e)

30f)

30g)

30h)

31la)

31b)
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ctce
1 1 2
TH% = . Q,n (5.31C)
m(1-v + +
zX 2m(1-Vv) c1 c, c c,
2— 1 2¢ 1 €%
Ak = - e (- + n ) (5.31d)
ZX 2m(1-Vv) C2_C2 CFCZ cte,
1 -(1-2v) 2¢ 7%
% %
wk 4ﬂ(1—V)G'(c ot n o ) (5.31e)
172 1
1— -(1-2v) -2c
*k =
wEr 4m(1-V)G c,tc (5.31f)
1 72
2 . -(1-2v) 2¢
wr GT(1-V)G c,+c (5.31g)
1 72
2— - (1-2v) 2¢ )
% = - -
W 4W(1—V)G'( c,+c In c+c (5.31h)
1 "2 2
Quadripolos qy.
1 1 2c 1 !
* - =, (- —_
Tz§ 2T ( 7 2 " c, tc An c+ce ) (5.32a)
¢ -cy 1 "2 I
c+c
logs = - %—. i n L (5.32b)
zy mie te, c-cy
c+c
Prak = - b gn 2 (5.32¢)
2y €172 €7¢y
2— 1 2¢ 1 €7
T*% = - —, (- + n ) (5.324)
zy 2m CZ_C% cpte, cte,
As componentes de tensao e deslocamento em pon-
tos do eixo X, fora do elemento em que se localiza a ori-
gem do sistema cartesiano (|x[>c), sao determinadas atra-
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ves das formulas no subitem 2.4.3 ou atraves das formulas
5.27a, 5.27b, 5.27c e 5.27d. Em ambos os casos e convenien
te usar uma representacao generalizada para a distribuicao

de quadripolos, pois, assim, & possivel escrever as formu-

las das componentes com um mesmo indice em apenas uma. Deve-
-se, entao, usar a equacao q = mx+b referente a superposi-
cao das figuras abaixo (veja-se subitem 2.4.3). A partir

dessa equagao se deduzem, sem maiores dificuldades, as for

mulas dadas apos estas figuras.

+
VC| I——b_)-_‘
F1G. 5.18a FIG 5.18b
Quadripolos q,-
1-2v [ 2¢x X~-C 2¢
o = m ( + fn ) + b ——~——] (5.33a)
z 4ﬂ(1—v)2 x2—c2 x+c x2—c2
(1-2\))2 x+e X+c
= ——————~——[m(—2c+x2n ) + bin ——»1 (5.33b)
87 (1-v) 26 x-c x=e
Quadripolos 9y
_ 1 2¢x X-cC 2¢
Tox © 2w(1—v)[ﬁ( 3t T3 2] (5.34a)
X ~cC X -c
_ =(1-2v) [ _ x+C x+c}
= m m( 2c+xin X—C) + b in — (5.34b)
Quadripolos q .
J
1 2¢x X=-C 2c
TYz - 7E[m( 2 2 ¢ *n x+c) th = 2} (5.35)
X -C X -c
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Para se calcular os termos devido a descontinui-
dade que determinadas fungoes apresentam quando a coordena
da z tende para zero, toma-se um ponto genérico proximo do

eixo X (fig.5.19). Sendo X a variavel independente da dis-

tribuicao de quadripolos (fig. 5.18), recomenda-se usar,
para o calculo de limites , a relacao xp—i = zptga, onde o
parametro 0 e o menor angulo entre o raio r e a vertical.
Dessa relacao se conclui que dX = —seczuzpda.
Xp =X
‘“ﬂ$L“”m
WN 2 X
' P
2
FIG. 5.19

Os unicos termos integrais, provenientes das for
mulas de tensao e deslocamento, cujos limites nao sao nu-
los, sao os citados abaixo. A verificacao da nulidade dos
demais termos pode ser feita usando-se o mesmo procedimen-

to que sera empregado para estes dois termos.

+C
q —
/— 5 zpdx (5.36a)
T
4 -c
+C
q 3,=
2 z7dx (5.36b)
r4 p
-c

Introduzindo-se nessas integrais a funcao q e mu
dando~-se a variavel de integracao para a, tem-se:
“2
- [ m(xp—zptgu)+b}da (5.37a)

%1
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uz 2 2
- [mcos a(xp—zptgu)+bcos a]da (5.37b)
o
1
No limite, quando z tende para zero, ul e uz va
T (i . .
lem + 7 e - 77 respectivamente. Com isso, calculando-se os
limites das integrais acima, deduz-se que:
+c
] q_ =
ng +0 5 zpdx (mxp+b)ﬂ (5.38a)
P —-c r
+c
. q 3 _ s
21gﬁ+0 r4 zpdx (mxp+b) 2 (5.38b)
-c

Com esses resultados se conclui que os termos de

vido a descontinuidade sao:

-(1-2v)

a) w = INEEDYH (mxp+b)’ para os quadripolos q,; (5.39a)
b) u - (mx +b), para os quadripolos q_; (5.39b)
2G p s p X, .
1 .
c) v = - == (mx_+b), para os quadripolos q . (5.39¢)
2G P y
Foi admitido, para obtengcao dos resultados acima,
que a coordenada zp e positiva. No caso da coordenada z

ser negativa, conforme as expressoes 5.36a e 5.36b, as for

mulas resultantes diferem das ja deduzidas apenas em sinal.

5.4 - Aplicagao

Volta-se a tratar aqui do caso de uma fenda num
meio infinito, elastico-linear, submetido a uma tensao de

compressao constante na diregao do eixo Z (veja-se a figu-
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ra abaixo). Esse problema, na secao 2.5, foi resol
vido analiticamente, usando-se uma distribuicao eliptica de

quadripolos ao longo da descontinuidade.

Para resolugcao do problema via computador,adotam-
-se ¢ igual a 10cm, P, igual a 10N/cm e um contorno ficti-
cio tal que o comprimento da fenda seja pequeno relativamen
te as dimensoes do corpo definidas por esse contorno. Na
fig. 5.21 mostra-se o contorno usado para resolugao do pro-
blema, assim como a sua discretizacao e os vinculos wusados
na aproximacao do problema fisico. A descontinuidade, cujo
ponto médio € equidistantes dos lados verticais e horizon-
tais, esta ampliada(fig.5.21) e em escala diferente da usadanmno
contorno. O modulo de elasticidade longitudinal e o coefi-
ciente de Poisson, do material, usados valem 250.000,00N/cm2
e 0,25, respectivamente.

Segundo o caminho adotado mna resolucao de proble-
mas com descontinuidade, inicialmente sao determinados 0s
esforgcos e deslocamentos no corpo sem a fenda. No corpo

sem fenda, interessa, devido as caracteristicas do proble-

ma, S0 as tensoes e elas valem —10N/cm2(tamoescmnsUnwe)ibma
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Fi1G. 5.2

presenca da descontinuidade interessa tambéem obter os deslo
camentos sofridos pelos pontos do contorno da fenda (deslo-
camentos induzidos).

A descontinuidade foi discretizada em dois segmen
tos e o carregamento foi aplicado por meio de incrementos
constante, com valor de um decimo do total. Esse ultimo recur-
so usado nao e necessario, pois o problema & elastico-1i-
near. As condigoes de contorno usadas na descontinuidade sao:
tensoes normal e cisalhante 3 fenda nulas. Os pontos de ca-
da elemento da descontinuidade, onde sao referidas as condi
goes de contorno, distam da extremidade mais proxima do seg

mento de um quarto do seu comprimento.
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A tensao normal o resultante, apos a resolugao
do problema, no ponto distante 50cm do ponto medio da des-
continuidade, na horizontal, e 10,271N/cm2 e o valor exato
e 10,206N/cm2.

Os deslocamentos induzidos na superficie da fen-
da sao os mostrados na figura ampliada abaixo. Os valores
exatos destes deslocamentos sao O,73x10_3cm e 0,50x10—3cm,
respectivamente, nos pontos com coordenadas x iguais a 2,5cm

e 7,5cm (veja-se, por exemplo, MUSKHELISHVILI, 1953).

‘wu&um

X

7
//—' e ~

o 25 75 Xtem)
FIG. 5.22
5.5 - Modelagao do problema fisico

5.5.1 - Modelagao elasto-plastica

Os corpos usados em aplicagoes de engenharia e
que apresentam descontinuidade, em geral, nao sao perfei-
tamente elasticos-lineares e mais afastados dessa condicgao
estao, por exemplo, os meios em que se assentam barragem e
se constroem tuneis. A relacao linear entre tensao e defor
magao foi muito empregada no calculo de estruturas como bar
ragens e tuneis, tendo como principal razao a consideravel
facilidade de se obter a solugao desses problemas. Nos tem
pos atuais essa razao nao justifica o emprego da relagaoli
near, pois o advento de tecnicas numericas avancadas e o
surgimento de computadores mais rapidos tornam aqueles re-
sultados imprecisos. Os calculos sao agora efetuados adotan
do-se um comportamento mais realista e tambem & possivel

faze-los adotando-se carregamento gradual.
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A relagcao nao linear entre tensao e deformacao &

a que deve ser considerada para o solo e a rocha. Alem do

mais, a relagao tensao-deformacao depende da historia do
carregamento e a analise deve ser feita segundo a teoria
incremental. A primeira vista, para aqueles acostumados com
o emprego das teorias usuais de analise estrutural, que en
volvem o modelo elastico-linear, o desenvolvimento de mode
los nao lineares parece ser fruto de puro exercicio teori-
co. Entretanto, as estruturas atuais, do ponto de vista pra
tico, vem exigindo, por diversas razoes, um projeto mais
racional, implicando no emprego de tecnicas de analise mais
requintadas, que permitam prever seu comportamento nas fa-
ses de utilizagao e mesmo em regime de ruptura.

0 modelo elasto-plastico representado na figura
abaixo @ o modelo normalmente usado na resolugao de um pro
blema fisico. A plasticidade apresenta como caracteristica
principal o aparecimento de deformacoes residuais, nao re-
versiveis, numa etapa de descarga. Outra caracteristica re
lativa ao modelo abaixo e que as deformagoes plasticas apa
recem a partir de um determinado valor de tensao (tensao de

escoamento) .

€
FI1G. 5.23

Nessa figura esta ilustrado o comportamento pléi
tico perfeito, onde a tensao de escoamento coincide com a
tensao de colapso. No caso do material com encruamento, o
comportamento plastico e o mostrado a seguir. O encruamen-
to esta ligado ao fato de que o material aceita acrescimos

de tensao com acrescimos de deformagao plastica.
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FIG. 5.24

0 comportamento plastico perfeito e o admitido
nas descontinuidades com aberturas nulas. Para muitos materi-
ais as relacgoes tensao-deformagao sao nao lineares na re-
giao elastica, mas nesses casos se recorre ao tratamento
numérico incremental, pois apesar de que em alguns casos se
possa determinar com razoavel aproximagao, nao e o procedi
mento mais produtivo. Na abordagem incremental a relacao
tensao-deformagao & linear, nao havendo motivos para se a-
creditar que uma relagao entre incrementos seja nao linear.
E esse fato que possibilita a extensao da aplicagao de me-
todos numericos, na forma como foi formulado (problemas e-
lasticos-lineares), para a resolugao de problemas nao linea
res.

A resolucao de um problema onde parte da estrutu
ra permanece elastica e outra parte sofre escoamento re-
quer, assim, um critério de escoamento, indicando o nivel
de tensao para o qual ocorre plastificacao do material. A
filosofia comum de todas as teorias de resistencia e predi
zer que o comportamento do material para tensoes complexas
se baseia em evidencias experimentais, frequentemente obti
das na consideracao do estado uniaxial de tensao. A  mais
simples idealizacao do comportamento elasto-plastico e a
dada na fig. 5.23 (diagrama simétrico ao eixo € & suposto
para compressao). O nivel de tensao 0 para um material e-
lasto-plastico perfeito deve obedecer a desigualdade abai-

xo, onde 0 e a tensao de escoamento.
y
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o] - o | <0 (5.40)

No caso geral se deve introduzir um parametro,
por exemplo, k que leve em consideragao a possibilidade de

endurecimento ou amolecimento do material. O lado esquerdo

de 5.40 pode ser interpretado como uma funcao F(0,k) tal que:
F(o,k) < O (5.41)

Para materiais como o solo e a rocha, o criterio
de Mohr-Coulomb, ja apresentado na secao 5.2.1, e uma das
representacoes para separar as tensoes puramente elasticas
das tensoes plasticas e e o criterio usado na resolucao dos

problemas com comportamento elasto-plastico neste trabalho.

5.5.2 - Exemplo

Seja o corpo mostrado na figura abaixo, no qual
se supoe uma descontinuidade que vai de um contorno verti-
cal a outro, dividindo o corpo em duas partes iguais. O mo
dulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson,
do corpo, sao 1,0x107KN/m2 e 0,3, respectivamente. A

coesao do material do corpo @ 200,0KN/m2 e o coeficientede

atrito entre as superficies da descontinuidade e suposto
nulo.
X,
Y NV N /.
2cm
i
2cm
VAN NN NG USSR

# 4cm |

FI1G. 5.25
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Objetiva-se analisar o corpo quando se da um des
locamento relativo entre as superficies horizontais de 6,0x
10—4cm. Esse problema foi resolvido por VENTURINI, 1982, u
sando duas sub-regioes; na interface das sub-regioes foram
empregadas condicoes adequadas de compatibilidade e o cri-
terio de Mohr-Coulomb.

A discretizagao aqui usada para o contorno do cor
po (fig.5.26) e a mesma usada na resolucao do problema por
sub-regioes. A presenca de dois pontos caracterizando um
unico ponto nao significa o uso do conceito de no duplo,
pois durante a resolugao do problema sao usados pontos in-
ternos dos segmentos. A linha representativa da descontinui

dade e dividida em quatro segmentos iguais.

<4 ’ p
j//\\V//\\V/X\‘7 USTUNSIESUASLSN

F1G. 5.26

Calcularam-se, inicialmente, sem a presenga da
descontinuidade, os esforgos e deslocamentos em pontos do
corpo onde sao aplicadas as condicoes da descontinuidade.
Esses resultados foram divididos em dez partes iguais e a-
plicados incrementalmente. Na aplicacao de cada incremento,
as correcoes necessarias foram feitas iterativamente. Os
resultados finais obtidos sao os mostrados na fig.527a (des
locamento horizontal do corpo ao longo de uma reta verti-
cal) e na fig. 5.27b (tensao de cisalhamento ao longo da
descontinuidade). Estes resultados coincidem com os obti-

dos por Venturini, 1982.
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ALTURA {cm ) T. (kN/m?)
Xy

ot

0 4 5 6 dy10%tem o 2 3 4 Liom)
FIG. 5.27a FIG. 527D
5.5.3 - Modelagao elasto-viscoplastica

Os problemas em que partes do corpo sofrem defor-
magoes permanentes podem ainda ser resolvidos usando-se o
conceito de viscoplasticidade , tambem denominado relaxagao,
para o comportamento do material (variagao de tensdao ao longo
do tempo). Faz-se isso aplicando-se os esforgos obtidos mno
corpo sem descontinuidade de uma unica vez e em seguida u-
sando-se decrementos de tensoes ao longo do tempo, nos pon-
tos da descontinuidade, corrigem-se os esforcos e desloca-
mentos. Fsse procedimento termina quando as condicoes esta-
belecidas pela descontinuidade sao satisfeitas. Um diagrama
tipico de relaxagao & dado a seguir, para o caso de deforma
cao constante.

No presente trabalho s nos pontos da descontinul
dade com estados de tensao fora da regiao considerada segu-
ra pelo criterio de Mohr-Coulomb serao aplicados o conceito
de relaxacao. Cada uma das componentes de tensao na descon-
tinuidade tende, ao longo do tempo, para um valor a ser fi-
xado pelo criterio usado. Como nao ocorre deformagao visco-
plastica abaixo do valor da tensao fixado pela reta de

ae¥P

1)
de

Coulomb (tensao de escoamento), conclui-se que a taxa a-
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Y

FIG. 5.28

. . Vv - . . .
qul convencionada de Ei?’ e nula se for satisfeita a condi
cao 5.41, isto e, se F(o,k) < O.

Usando-se o conceito de potencial da teoria da

plasticidade (veja-se, por exemplo, OWEN & HINTON, 1980), a

taxa de deformacao viscoplastica @ escrita na seguinte forma:

eVl - < > 99
Eij Ve ¢(F/Fo) Y (5.42)
1]

0 parametro Yfé chamado parametro de fluidez (in
verso do coeficiente de viscosidade), o parametro g & uma
funcao dada em termos das componentes de tensao e FO deno-

ta um valor de referencia conveniente para F, conforme se

mostrara posteriormente. Quanto a notacao < > implica em:

< ¢(F/Fo) > ¢(F/FO) se F >0 (5.43a)

]
o

(5.43b)

N
o

< ¢(F/FO) > se F

De resultados obtidos experimentalmente, a fun-~
cao ¢(F/FO) pode ser representada na forma abaixo, confor-
me sugere PERZYNA, 1966.

¢(F/Fo) = (5.44)

L
F
o
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Os parametros F e FO representam geometricamente

aqui as medidas indicadas na figura a seguir.

{9

QY

Oy °

F16. 5.29

Dessa figura resultam as formulas abaixo, sendo

F1 = FO + F.
F1 = Tosec¢ (5.45a)
Fo = —Gosen¢+(c-ro)tg¢sen¢+csec¢ (5.45b)
A fungcao q é interpretada aqui como sendo Fl (ve
ja-se fig.5.29). Resultam, assim,
9q  _
i 0 e (5.46a)
o)
aq  _
BTO secd . | (5.46b)

Desses resultados se conclui que sO existe a ta-
xa de deformacao viscoplastica relativa a temsao cisalhan-
te. Determinando-se ¢(F/FO) e introduzindo-se essa fungao

e 5.46b em 5.42 resulta:

2
“vp T, sec o)

=Yf(—oosen¢+(C"To)tg¢sen¢+csec¢ secd) (5.47)

Sabendo-se que VP = G%v , resulta
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vp To sec2¢
T ='YfG (—6osen¢+(C“To)tg¢sen¢+csec¢ - secd)) ’ (5.48)
ou, ainda,
y Tosec2¢
At p=YfGAt(—Gosen¢+(c-To)tg¢sen¢+csec¢ sec) . (5.49)

A cada AT'P corresponde um AoV P dado, segundo a

fig. 5.30, por
rc'P = ATV Peed . (5.50)
VT

do,

o AO'VD

Ol TN

(¢}

QY

F16. 5.30

0 intervalo de tempo em 5.49 deve satisfazer 5.51,

estabelecida por Cormeau, onde T, € a tensao de escoamento.

Te

At < (5.51)

Y .G

I
Alternativamente o intervalo de tempo pode ser
limitado considerando-se que o correspondente decremento

da deformacao viscoplastica & menor ou igual a deformagao
total multiplicada por um fator K. Para os problemas aqui

levados em consideragao se diz que

At € K —— . (5.52)
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Desde que os pontos da descontinuidade, em geral,
tem diferentes niveis de tensao, o segundo membro de  5.52

da origem a diferentes valores. Recomenda-se que seja toma-
do o que de menor valor.

A teoria elasto-viscoplastica apresentada neste
subitem permite obter a solugao de problemas com descontinui

dade, com abertura nula. Essa solugcao é igual a obtida pela

- ~
teoria elasto-plastica, a menos de erro de aproximagao.

5.5.4 - Exemplo

Analisa-se aqui o problema do subitem5.5.2 empre-
gando-se o modelo elasto-viscoplastico. A constante K adota
da para a resolucao do problema e 0,1 e a tensao de escoa-
mento foi fixada pelo criterio de Mohr-Coulomb.

Inicialmente o problema foi resolvido sem descon-
tinuidade, como se fezna subsegao5.5.2, e em seguida os es-—
forgos foram aplicados de uma tnica vez no corpo com descon
tinuidade. Fazendo-se uso das formulas apresentadas no sub-
item anterior, os resultados finais obtidos, apos noventa e
tres iteracoes, sao praticamente iguais. Vale ressaltar que
a margem especificada como admissivel para o erro das ten-
soes nos pontos da descontinuidade (tensoes de calculo) re-
lativamente as fixadas pela descontinuidade & a mesma nos
dois casos, isto &, 0,00l. No quadro seguinte dao-se os va-
lores das tensoes cisalhantes horizontais,nos pontos dos e-
lementos da descontinuidade tomados na resolugcao do proble-
ma (fig.5.31), obtidas segundo as teorias elasto-plastica e

elasto-viscoplastica.
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QUADRO I

Tensoes cisalhantes(lOZKN/mz)

Ponto
Elasto-plastica Elasto-viscoplastica
1 2.00037 2.01837
2 2.00091 2.00999
3 2.00052 2.01882
4 2.00097 2.00821
5 2.00097 2.00821
6 2.00052 2.01882
7 2.00091 2.00999
8 2.00037 2.01837

N/ ANYARNYAD YA,

F1G. 5.31
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VI - RECOMENDAGOES PARA PROGRAMACAO

6.1 - Introdugao

As recomendacoes que serao fornecidas nos 1itens
seguintes sao para resolucao de problemas bidimensionais,
nos quais atua, alem das forgas de superficies, a forga de
vido a agao da gravidade. Nao serao consideradas as letras
q, Q, s e S, de carater explicativo, nas componentes de des
locamento e tensao.

Os corpos a serem considerados podem ter uma ﬁni
ca regiao homogénea ou varias sub-regides homogéneas. No
caso da presenga da descontinuidade, ela pode, num corpo
com varias sub-regices, pertencer a uma unica sub-regiao ou
a varias. Podem, tambem, existir no corpo varias desconti-
nuidades.

Nos problemas com dominio homogeneo sera dado en
fase a determinacao e localizagao dos elementos nas matri-
zes coeficientes dos vetores deslocamento e forga de su-
perficie. Quanto aos corpos com varias sub-regioces, o tra
tamento sera essencialmente matricial.

Para a determinagao dos parametros incdognitos se
apresentara dois caminhos. Num deles se utilizara o proces
so usual, que consiste na inversao da matriz. No outro se
utilizara quase que somente submatrizes nao nulas e nao se

invertera a matriz, sendo sua resolucao por blocos.
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Serao fornecidos, ainda, os principais passos na

resolucao de problemas nao elasticos.

6.2 - Corpos homogeneos

Os principais passospara a resolugao de problemas

com um Unico dominio homogeneo sao, neste item,fornecidos.

- . -~ . - .
Esses problemas, alem de sua importancia pratica, servem
de base para o estudo de corpos com varias sub-regioes. As
I3 . ~ . - ~ 3 .
definigoes ja apresentadas serao consideradas conhecidas e,
por isso, serao usadas sem qualquer explicagao.
Considera-se que atua no corpo, alem das forcas
de superficie, a forga de massa proveniente da agao da gra
vidade. O problema assim formulado e resolvido por meio da

equagao 4.11, que adaptada ao método numérico em uso toma

a forma de 4.56a.
Os parametros nodais, com respeito a fig. 6.1,te

rao a seguinte disposicdo nos vetores nodais:

2 (6.1a)

Py (6.1b)
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2u OUZp
~ ~ ll,‘,,l ou |p
X2 tn
2 r 1
0 X,
FIG. 6.1

Essa disposigao das componentes & conveniente pa
ra fornecimento de dados e interpretagao de resultados. As

. . L
matrizes p*¥ ¢ e u*d

escritas em conformidade com esses ve

tores sao:

’— s ala ol :‘\- T
Pi19  PIxP1  PT1%  PT%,
(6.2a)
; % % %
P10 PY0p  PEd P22¢2J
* % % %
U101 vTaf1 uTi% vip9,
(6.2b)
% % % %
R RS PR TY S T S PR
Seguindo a disposicao dos elementos em 6.la e
6.1b, os vetores globais ficam:
(1
41
1
Y2
2
Y1
2
U =3"u,f (6.3a)
N
“1
N
%2
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P=9"p, (6.3b)

Fica agora esclarecida a equagao 4.58a, lembran-
do, porém, que. a disposicao dos elementos em H e G nao &
a mesma usada nesta parte do trabalho. Com isso, &€ conve-

niente escrever novamente que

@]
s
I
|
L)
[ i
+
4]
[av]
+
sl

(6.4)

sendo que

B = b,y - (6.5)

A numeracao dos nos pode ser arbitraria, pois a
localizacao dos elementos nas matrizes E e G e feita atra
ves da identificagao do no em cada segmento. Para esclare-
cer o assunto, toma-se o segmento de nimero tres na figu-

ra 6.2. Os coeficientes de influencia, correspondentes aos
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nos 1 e 7, irao se localizar nas colunas 1 e 2, e 13 e 14,
respectivamente, de H e G (as linhas desses elementos sao

definidas pelo numero do ponto de carga).

FiG. 6.2

Quando um no nao pertence as extremidades do seg
mento, os coeficientes de influencia relativas a esse no,
obtidos por meio de 6.2a e 6.2b, sao os proprios elementos
das matrizes ﬁ e G. Ja no caso de um no comum a dois ele-
mentos (fig.6.3), os coeficientes de influencia correspon
dente a uma mesma componente, em elementos adjacentes, sao
adicionados algebricamente. Supondo-se que a.. e b.. repre

ij —
sentem os elementos das matrizes dos segmentos k e k+l,res

pectivamente, entao a matriz global relativa a esses seg-

mentos ée:

311 #pp @pgtbyy ap,tby, by by,
(6.6)
dy7 89  Ag3¥b,yya,,tb,, byg by,
3
1
X, ) (k+1)

ol X

Fi1G. 6.3
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Os elementos da matriz C devem ser adicionados aos

coeficientes de influencia dos correspondentes de deslocamen

to. Chamando os elementos das matrizes

respectivamente,

H e G de h.. e

e conveniente agora escrever, na forma

g

ij’
ex-—

plicita a equacao matricial 6.4, isto e,

- ) | 10
h teqy ﬁ12+°12 b, ﬁ“ ...... EI(ZN-I) EI(ZN) u
byrtcay  Byptey, 53 LPYRENNREEEE By (28-1) By 2m) Uy

fiyy B, fiygtesy Bygtegy roveer B3 (2n-1) By 2n) Y3 L
& X
far B4z Byuavesy  Bagteqy - Bpqanen B4 (28) %

Ron-1yr Bam-nz Ben-13 Bew-ns e B on-1) (28-1)*C (28-1) (28-1)F @v-1) ) S -1 @] |Yan-1
Byt Bian)2 Bany3 Bunn v Bomy an-ny teamy an-n Banem Ceman [ﬁ

e . 7/

[ & &2 g3 B4 cenens By (28-1) 8) (2N) 1 )

31 &2 €13 Bay  eennee & (an-1) 82 (2N) P,
31 832 833 Byg  eennen 83 (28-1) 83 (28) Py
g1 L 8.3 44 84(2N—1) &4 (2n) dPs s+
Boan-1)1  B(2§-1)2  B(2N-1)3  B(2N-1)4 ++--+- B(2n-1) (2N-1) B(2n-1) (2) Pan-1
L B(2m)1 B(2n)2 B(2n)3 B(aN)4  ceeeer BaN-1) (2K-1) gan) (2W) Poy
N . J \ J
¢ 3N
bl -
b,
by
+) h4 L (6.7)
byn-1
bow
LY o
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Segundo essa equagao, as componentes de um no de
- fnen b . . . . . . -
numero "1 possuem indices 2i-1 e 2i; o primeiro aqui e u-
sado para caracterizar a diregao de X1 e o outro para a di
recao de XZ. Os elementos da matriz no primeiro membro de
6.7 sao, de agora em diante, chamados de h...
1

Como sao fornecidos 2N parametros envolvendo si-

multaneamente componentes de deslocamento e forgca de super

ficie (método misto de resolugao do problema), precisa-se
reorganizar os elementos em 6.7 tal que as incognitas fi-
quem num unico vetor. Para se mostrar como se faz isso, to

ma-se como exemplo a equagao

— — - ~ — — r ~ r ~
1 0 4 X, 3 2 0 -1 10
0 -1 6 $s3 p=1]-1 =3 =7 X, P+ < =12 . (6.8)
0 -3 1 X 2 1 4 1 3

L _ N 3 L . L J L J

Se se deseja transferir o elemento X, para o lu-
gar de 3 e vice-versa, deve-se permutar entre si, com si-

nal trocado, as colunas de nimero dois. A equacao 6.8 fica,

entao:
- a4 N - 4 r N N
1 =2 4 X 3 0 0 -1 ( 10
0 3 6 sz = -1 1 -7 T 3 »r+ ¢-12 » (6.9)
0 -1 1 X4 2 3 4 1 3

Nessa forma, a equagao matricial & facilmente re
solvida. Convém observar que a troca de sinal nos elemen-
tos das segundas colunas & devido os termos da equacgao es-
tarem em membros diferentes. Deve-se observar, tambem, que
os termos envolvidos tem o mesmo sinal.

Supondo-se que as incognitas fiquem no vetor do
primeiro membro da equagao 6.7, o qual sera chamado de X,

pode-se colocar a equagao resultante na forma 6.10. A ma-
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triz A contem coeficientes das componentes de deslocamento e
de forgca de superficie; o vetor F € obtido pela adicao do
vetor devido a forga de massa ao vetor obtido pelo produto
da matriz dos coeficientes de parametros conhecidos pelo

seu respectivo vetor,.

L

X =F (6.10)

As componentes de deslocamento em pontos inter-

~ - ~ -
nos sao calculadas apos se resolver a equagao 6.10, porem,

recomenda-se que os elementos das matrizes H e G (equacao
4.58b) sejam calculados previamente, junto com H e G, Es-
quematicamente pode-se representar as matrizes dos coefi-

cientes de U e P pela figura abaixo.

/

Y PONTOS DE CONTORNO

/”

N\
IOI\\\\ 1®

H ou PONTOS INTERNOS
~,
i
FI1G. 6.4
As trocas de colunas entre matrizes, com sinal

trocado, devem ser estendidas aos elementos de H e G, pois
apesar das matrizes estarem num sO membro,os sinais de seus
termos nao sao iguais. Esse procedimento permite que se u-
se X no calculo das componentes de deslocamento em pontos
internos (nao se mistura num uUnico vetor valores prescri-
tos e incognitas). A formula de deslocamento para pontos in

-

ternos, por afinidade a forma 6.10, e
u = - A X+ F . (6.11)

As componentes de tensao em pontos internos do

corpo sao dadas por
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= BTG T . (6.12)

t t - .
Os produtos S¢ e D¢, atraves dos quais se de-

terminam, respectivamente, os elementos das matrizes H' e

9', em conformidade com 6.3a e 6.3b, sao:

S S S S

111¢1 112¢1 111¢2 112¢2

512121 S192%1  S191%  S199% (6.13a)
22191 S222%1 Sp21% Spp2%
D119 Diq0%q Dy11%, D179
D121 P122%1  DPi21%2  Dy22% (6.13b)

Dog1®1  Dogo®p  Dppi®y  Dyyndy

0 vetor forca de massa, determinado pelo Gltimo
termo do segundo membro de 6.12, possui, e claro, tres com
ponentes. Convém,no calculo das componentes de tensgo,agrg
par no primeiro vetor do segundo membro os parametros des-
conhecidos com trocas de colunas entre as matrizes coefi-
cientes de U e P, feitas de forma identica As anterio-

res. Pode-se, dessa maneira, obter:

= - + .
0= - AKX+ E, (6.14)
No caso do calculo de tensao em pontos de contor
no, o procedimento e similar, apenas deve-se multiplicar o
resultado obtido atravées de 6.12 por dois, conforme exige

a teoria (veja-se, por exemplo, item 5.3).
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6.3 - Corpos com sub-regioes
6.3.1 - Corpos com duas sub-regioes
A equacao 4.71 aplicada a cada uma das sub-re-

gioes, mostradas na fig. 6.5,da origem as seguintes equa-

goes matriciais:

H,U, = G2y + By (6.15a)
H,U, = G,P, + B, (6.15b)
FIG. 6.5

E conveniente, em fungao da forma de agrupamento
dos parametros e da tecnica de resolugao do sistema de e-
quacao a ser utilizado, colocar as equacoes 6.15a e 6.15b
na forma abaixo. O primeiro Indice indica a sub-regiao em
que se define a equagao; o segundo indice, asub-regiao ad-
jacente se for diferente do primeiro e o contorno externo

se for igual ao primeiro.

¥ * GpRyp v B (6.16a)

HoUsn v Bi0Y%0 7 G118

+

(sl

HopUpy + HoglUngy = 691891 * Go2Bys (6.16b)
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As condigaes suplementares que tornam o problema

determinado sao:
912 = 921 (6.17a)
P12 =7Pyy (6.17b)

As equagoes 6.l6a, 6.16b, 6.17a e 6.17b podem ser

compactadas numa unica equagao, isto é,

o T c
U1 11
H.. H. -G.. 0 G.. G.. 0 0 B
f1 212 82 Y U, 11 S12 20 2 P, °1
< > = > + < Y
0 H G.. H P12 0O 0 G. G Pi1 B
b =21 221 ~221 |7 < ~ <21 222 |7 ~2
Y22 \Ezzj {
(6.18)

Cuidado especial deve-se ter com respeito a loca
lizagao das componentes de deslocamento e forca de superfi
cie nos vetores da interface. As equagoes 6.l7a e 6.17b e-
xigem que as componentes de um ponto tenham as mesmas locali-
zagcoes nos vetores das sub-regioes adjacentes. Para melhor

esclarecer o assunto se toma o exemplo da fig. 6.6.

8 -,
1
5
2,
'O'I
Y I
2 3
FiG. 6.6
Os vetores das componentes de deslocamento, da

interface, para uso na equagao 6.18 sao:
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(e
1]
A

U2 % s (6.19a)

|
A
N ~=
v

U, (6.19b)

Com isso, 0s elementos da matriz H21 devem ser

dispostos em conformidade com 6.19b. O mesmo deve ser con-
iderado ao e a matriz .
s vetor 221 1 921

Quanto aos elementos dos vetores E e ?2, na e-
quacgao 6.18, eles nao mudam de posicao. Sao os termos inde
pendentes do sistema de equacoes e como os elementos nas
matrizes coeficientes nao mudam de linha, esses vetores per
manecem inalterados.

As formas representativas das matrizes coeficien
tes quando, alem dos pontos de contorno, se considera pon-
tos internos sao as mostradas nas figuras 6.7a e 6.7b. Con

vem observar nestas figuras que as linhas referentes aos

pontos internos sao as ultimas.

. g
H, /ﬂm -6, G, G,
v
yzn J21 yzz S,, S,
Bn Fm '92 §m/ /§m
Hoi {67 ‘Hao Gai " 822/ /]

F16.6.7a F1G.6.7b
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No caso do calculo das componentes de tensao, as
formas representativas das matrizes coeficientes sao as in-

dicadas nas figuras 6.8a e 6.8b.

] ' [] ] l/
Bu ~ 12 ‘gm gu §m
/
H 'Y 6 H. G':ZZ?é
~ell /Wl 2t wl ~22
o /
Fi1G. 6.8a F1G.6.8b
6.3.2 - Corpos com varias sub-regioes

Quando um corpo possui mais de duas sub-regioes,
como o mostrado na fig. 6.9, recomenda-se inicialmente mon-
tar, atraves da equacao de contorno, a seguinte equacao ma-

tricial:

Bip Hyo B3 0 9 9 9 2 0 Yis

==
1o
o
o
s
A4
]

~32
~33
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1O

Lo

G31

1O

39

FIG. 6.9

1O

1O

€33

~11

~11
~13
~21
~22
~23
~31
~32

~33

Introduzindo-se as condicoes de equilibrio

(6.20)

e de

compatibilidade, aplicadas nas interfaces entre dominios ad-

jacentes,

i,y By
0 Byt
0 0

resulta:
i3 €
Y G
Hyp 0

~12

21

1O

H

1O

22

211
Y12
Y13
P12
Y22
Y23
P31
£32

U
L~33/
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f11
- 5| E2 M
“11 S12 <13 S ~13 -1
P21

0 0 Pyoy + < §2$ (6.21)
Fa3
= 2 222 9 L3y G35 G331 B3 B3
P32
F33

RO
(@]
RO
o
o
(@]

[Xop}
1O
(e
o
o]
v

23

No caso do corpo mostrado na fig. 6.10, a matriz

-

coeficiente do primeiro membro da equagao matricial e:

Bip Hyp By =G0 O

1o
1O

(@]
1O

(]
1O
1O

0 H 0 G H H -G 0 0 0 0] 0
~ ~21 = ~21 <22 223 223 2 ~ ~ ~ ~ (6.22)
o 0o 0 0 0 Hy, Gy, Hyy Hyyp 0 =G5, O

o 9 Hy 000

1O
1O
(@]

O Hu3 Cup Gus Hyy

CX

FIG. 6.10

As matrizes globais das equagoes de deslocamento e
tensao, para corpos com pontos internos nas sub-regioes, sao
obtidos seguindo procedimento similar ao adotado para corpos

com duas sub-regioes.
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6.4 - Corpos com descontinuidade

6.4.1 - Corpos homogeneos

Serao analisados neste e no proximo subitem so-
mente os termos de 5.17a e 5.17b que envolvem quadripolos,

isto e,

KQ e (6.23a)
K'Q . (6.23b)
A determinacao dos elementos de K e K' & feita

seguindo procedimento numerico similar ao usado nas matri-
zes H, G, H' e G'. Cada um dos pontos fixados no corpo de-
fine duas linhas em K e tres linhas em K'. 0 numero de co-
lunas de K e K' & quatro vezes o numero de elementos que
aproxima a curva representativa da descontinuidade; cada
elemento, com duas distribuicao de quadripolos (qX e qz),
possul dois nos. Chamando-se os elementos de K e K' de k..

~ ~ 1]
e kij, respectivamente, pode-se escrever baseado na fig.

6.11 as igualdades abaixo:

[k, ki2 k)3 S VRREEEREREREE k) (2F-1) k12D 1 te,]

ko1 ka2 ka3 kg ereeees k) (2F-1) k2 (2®) 'q,

Ky, Kyp kg, K3y eeeeeeens k3 (2F-1) k3 (2) %q,
k41 k42 k43 D k4 (28-1) k4 (2l <2?z 8

L T E P SR :
kezw-1)1 ¥(2F-1)2 ¥ (2F-1)3 K (2F-1)4 "orrereee k(2F-1) (2F-1) *(2§-1) (2©) iqx
ka1 Femz  kemi kaebe e “em eF-1)  kenen | N, |

(6.24a)
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' ' ' ' v v T r 3
[ w1, PR P P S PP v k] 2y
1 1] t 1] I
k21 k22 k23 A RRRREIR > Y21 S k2 (2/) Uy
] . 1 ' ' [ - — 1
k) k), Ry - k3 e K3omo k3 (oM q,
1] 1] 1] 1 2
k41 k42 ki3 Kgo  reeeeeee KR k4 (2R Ay
1 t 1] ) 2
ks) k52 ks3 k54 ceeeeeere kgofog) ks (2f) 1,
[ ' [ ' ' ' .
29 k61 k62 kg3 o4 reereees KgoFo1) k6 (2i) T:7
- t L v [ _— L - ="
K(3F-2)1 *(3F-2)2 ¥(3F-2)3 B(2F-2)4 " vt K{aF-2) (2F-1) *(3F-2) (2F) Ya,
t ' r v L _ _ — N
KaN-11 ¥(aF-1)2 *(F-1)3 ¥{2F-1)4 **== "+ ®(3F-1) 2F-1) *(3F-1) (2F) Vo,
v v v v " - v -
Ko *emz  *uomhs  kome e BameR-l) Fem en | J
- \
(6.24Db)
1
2
N/2
FiG. 6. 11
No caso de se calcular deslocamentos em pontos

internos, convéem armazenar os elementos relativos a esses
pontos na matriz K, apds as linhas relativas aos pontos de
contorno do corpo. Recomenda-se no calculo das tensoes gue
sejam tomados primeiramente os pontos localizados na des-
continuidade. Quando o ponto & de contorno do corpo, 0Os e-
lementos da matriz K' relativos a esse ponto deve ser mul

tiplicado por dois.

6.4.2 - Corpos com sub-regioes

Numa sub-regiao generica Qi de um corpo tem-se,

da formula de deslocamento,as matrizes Ki e Ki relativas a
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pontos do contorno e internos, respectivamente. Agrupando-

-as numa uUnica matriz K, recomenda-se primeiramente armaze-
nar as matrizes relativas aos pontos do contorno de todas
as sub-regioes. A ordem do conjunto de linhas de cada sub-
-regiao dentro da matriz K obedece a numeracao da sub-re-

giao no corpo.

Da formula de tensao resultam K; e Ki referentes

a pontos na descontinuidade e fora da descontinuidade, res-
pectivamente. Recomenda-se que as primeiras linhas da  ma-
triz E' sejam as linhas de Ei, ficando as de gi por ultimo.

Suponha-se, por exemplo, um corpo com duas sub-re-
gioes e com uma descontinuidade (fig.6.12). Admitindo-se que,

alem dos pontos na descontinuidade, sejam tomados outros pon-

tos internos, resulta:

K1 0
9 Ko
K = (6.25&)
K1 0
L 9 152 -
r ' 7
Ky 0
1
0 Ly
K'= (6.25b)
K1
K1 0
bal]
0 =2
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FIG. 6.12

Quando a descontinuidade nao pertence a uma das

sub-regioes i, as matrizeg K. e K} gao nulag e cao descon-
sideradas. Tomando-se, para esclarecer o assunto, o corpo
na fig. 6.13, no qual se supoe que nao sejam considerados

pontos internos em ] e Q9, resulta:

Ky 0
9 K
K = (6.263)
K3 0
0 K4
., 7
K3 0
0o K
E'= (6.26b)
Tt
Ky 0
dl
0 K4




-172-

FiG. 6.13
6.5 — Determinacao dos parametros incognitos
6.5.1 - Corpos sem descontinuidade

Na resolugao de um problema sem descontinuidade,
deve-se observar se o corpo & constituido de uma Unica re-
giao homogenea ou de varias, pois & conveniente usar pro-
cessos diferentes para a resolugao de cada um dos sistemas
de equagoes. No primeiro caso se usou o0s processos de Gauss
e Gauss-Jordan e no outro se usou o proposto por CROTTY,
1982. Esses processos sao exatos, isto &, forneceriam a so
lugao exata, se nao fossem os erros de arredondamento, cau
sado por um nimero finito de operacoes. .

A matriz A (equagao 6.10), proveniente de corpos
homogeneos, & cheia (elementos nao nulos, so eventualmente
igilaggh
onde aij e um elemento de é). Pelo processo de Gauss, a ma

alguns o sao) e & diagonalmente dominante (|a.ﬂ >
i

triz do sistema & transformada numa matriz triangular supe
rior e mediante uma substituicao regressiva se obtém a so-
lugao do sistema. Enquanto pelo processo Gauss-Jordan, a
matriz do sistema € transformada numa matriz identidade e
a solugao do sistema se apresenta espontaneamente. Em am-
bos os processos deve ser feita uma redisposicao de linhas;

no processo de Gauss o elemento pivo na i-esima elimina-
cao & o de maior valor absoluto da coluna do pivo en-

tre as mn-i+l linhas seguintes as desse elemento, in-
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clusive a que contém o pivo., Esse procedimento tem tres fi-
nalidades: minimizar o erro de arredondamento, evitar a di-
visao por zero e testar a singularidade do sistema.

Neste trabalho se usou, para corpos homogeneos,
basicamente o processo de Gauss-Jordan. A matriz A e inver-
tida e o vetor X de termos desconhecidos, conforme a equa-
cao 6.10, vale:

X = é'lg (6.27)

Conhecido o vetor X, as componentes de deslocamen
to em pontos internos do corpo e as componentes de tensao
sao obtidas facilmente pelas formulas 6.11 e 6.14.

Nos corpos constituidos de partes homogeneas, a
matriz cujos elementos sao coeficientes de parametros des-
conhecidos, contem submatrizes nulas. A disposigao e o nime
ro dessas submatrizes na matriz global e de tal forma que &
possivel trabalhar quase que so com submatrizes nao nulas. O
processo desenvolvido por Crotty, € um dos processos que tra
ta matrizes com submatrizes nulas. As vantagens desse pro
cesso sobre os de eliminacao ou de iteracao sao ignorar mui-
tos dos grupos de zeros que ocorrem na resoluggo de proble-
mas de corpos com partes homogeneas e restringir o cresci-
mento de elementos nao nulos. A memoria requerida e o tempo
de computacao sao, portanto, reduzidos para problemas dessa
natureza,.

0 processo de eliminacao de Gauss & o principio
basico do processo desenvolvido por Crotty. A organizacao
dos elementos na matriz coeficiente do vetor X usada na se-
cao 6.3 @ a recomendada por LACHAT, 1975 (essa regra na pré
tica contribui para estabilidade da matriz). Os coeficien=-
tes de influencia das forgas de superficie sao inversamen
te proporcional ao modulo de elasticidade 1longitudi-=
nal e os dos deslocamentos mnao o sao, por 1isso, ~de-

ve-se multiplicar os primeiros por uma constante para que
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todos tenham uma mesma ordem de grandeza, Evita-se, com is
so, um mal condicionamento da matriz. A constante normal-
mente adotada e E/dmax, onde £ & o modulo de elasticidade
médio calculado entre os modulos de elasticidade das sub-
-regioes que compoe o corpo e dmglx e o maior comprimento
do segmento de reta entre os segmentos usados na aproxima—
cao dos contornos das sub-regioes. Os coeficientes de in-

~ . L
fluencia das forcas de superficies, relativo a cada elemen
to de contorno, sao diretamente proporcional a seu compri-

P ~ . . . -
mento, dal a razao de se dividir E por dméx'

Esse processo de resolucao e designado para pro-
blemas em que a matriz global e mesmo blocos individuais nao
cabem na memdoria do computador, ou ocupam grande parte da
memoria, nao deixando espaco para outras matrizes e veto-
res. Tres arquivos em disco, dois de acesso randomico e um
de acesso sequencial, sao usados para armazenar dados fora
da memoria do computador.

Seja, por exemplo, a matriz A e o vetor F, dados

a seguir.

r 7
al a4 a7 0 0 0 0
a2 a5 a8 0 0 0 0
a3 a6 a9 0 0 0 0
0 0 0 a a a a

A - 10 214 %18 222 (6.28a)

0 0 0 apy a;5 3y a,
O 0 0 aj, 315 35 3y,

000 ey Ay 8y A5
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s

=< £, 0 (6.28b)

Uma possivel divisao da matriz A em submatrizes
(blocos) e a dada abaixo. Cada um destes blocos pode ser
dividido em sub-blocos, porem, isso nao sera feito no pre-
sente trabalho. A divisao do vetor F mostrada abaixo, foi

feita em conformidade com a da matriz A.

al a4 a7 E 0 0 E 0 0
I |
a, a5 ag I 0 0 | 0 0
| |
|
a3 a6 a9 { 0 0 0 0
____________ Ii.___‘____.___.,____!_____.__
é = 0 0 0 } aig 314 ag as, (6.29a)
|
I [
|
0 0 0 | 211 alSI 819 423
| 1
|
0 0 O 1 312 316! %20 224
|
| !
00 0 Ay agy0 3y, 3,
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F=241¢, ¢ (6.29b)

Os blocos de elementos nao nulos, incluindo os
do vetor F, sao numerados em ordem crescente, na horizon-
tal, pelo proprio programa (veja-se a figura 6.14). Os
numeros correspondem a enderecos num determinado disco e
sao armazenados na forma unidimensional (vetores), seguin-

do a ordem dos Indices em 6.29a e 6.29b,

1 (o] o] 2
0 3 4 5
FI1G.6.14
6.5.2 - Corpos com descontinuidade

A formula 5.17a, para corpos homogeéneos com des-

continuidade, e a equagao 6.10 permitem que se escreva
AX=F+KQ, (6.30)

de onde se obtem:

X=A "F+ A KAQ (6.31)
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Usando-se as formulas 5.17b e 6.14 se deduz que

as componentes de tensao sao dadas por

= - A
g A X + F, + K'Q , (6.32)

1 1

Q
1]

(-A,A "F+F,) + (-A,AT"K+K')Q . (6.33)

As formulas 6.31 e 6.33 indicam aparentemente a
necessidade de inverter a matriz A, principalmente, para
determinar os efeitos de quadripolos. Usando-se, porem, o
recurso de calcular vetores solucoes do sistema de equa-
coes com vetores de termos independentes constituidos pelas
colunas da matriz K, obtem-se o produto é_lg. A ordem dos
vetores solugoes na matriz resultante € a mesma das colu-
nas da matriz K. Note-se que a determinagao dos vetores cor
respondentes ao primeiro termo de 6.31 e ao primeiro termo
entre parenteses de 6.33, nos segundos membros, & imediata.

0 uso do processo desenvolvido por Crotty, para
corpos com descontinuidade, & quase que natural, mesmo em
corpos homogeneos. O tempo de computagao usado aqui se cons

titui num parametro de grande importancia.

6.6 — Tecnica de solugao

Neste trabalho, os problemas envolvendo corpos

. I3 -~ » -~
sem e com descontinuidades sao resolvidos segundo o algorit

mo. abaixo. Inicialmente sac resolvidos considerando os cor

pos com comportamento elastico-linear.

Passo 1. Calculam-se todos os coeficientes dos

- - . . .
parametros deslocamentos e forgas de superficie (coeficien
tes de influencia), e o vetor correspondente a forca de mas
sa, quando essa e considerada, envolvidos na equagao de con

torno e na formula de deslocamento para pontos internos.,
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4
Passo 2. Organizam-se os elementos das matrizes
globais segundo a forma recomendada neste capitulo.
Passo 3. Introduzem-se as condigoes de contorno
‘ ~ ’ ]
e resolve-se o sistema de equacao, ficando, assim, deter-—
minado o vetor X. Se o problema nao exige que se calculem

outros parametros em pontos internos do corpo se vai para

o passo 11.

Passo 4. Calculam-se os coeficientes de influ-
encia e o vetor correspondente a forga de massa envolvi-
dos na formula de tensao, e organizam-se os elementos das

matrizes globais segundo a forma recomendada neste capitg
lo.

Passo 5. Introduzem-se novamente as condigoes de
contorno e calculam~se as componentes de tensao. Se o cor
po nao contem descontinuidade se vai para o passo 1ll.

Passo 6. Calculam-se as matrizes de influéencia
dos quadripolos (matrizes K e E') e a seguir calculam-se
os coeficientes do vetor Q em 6.31 e 6.33.

Passo 7. Se o corpo e elastico-linear e se a des
continuidade tem uma abertura tal que nao seja nula duran
te o processo de carregamento, aplica-se o carregamento
de Unica vez. Quando a modelacao do problema & a elasto-
plastica, aplica-se o carregamento de maneira incremental.
No caso da modelacao elasto-viscoplastica, aplica-se tam-
bém o carregamento de uma soO vez.

Passo 8. Comparam-se as tensoes de calculo na
descontinuidade com as fixadas pelo problema ou com as fi
xadas pelo criterio citado. Se estas sao iguais aquelas, nos
correspondentes pontos, dentro de uma certa tolerancia,
vai-se para o passo 1l ou outro incremento.

Passo 9. Calculam-se as componentes dos quadri-
polos (vetor Q) mediante uma das condigoes ditadas pelo
passo 7.

Passo 10. Calculam-se os esforgos e deslocamen-
tos provenientes dos quadripolos, adicionando-os algebri-
camente, em seguida, aos calculados anteriormente e vai-
-se para o passo 8.

Passo L1l. Imprimem-se os resultados.
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VII - APLICAGOES PRATICAS

7.1 - Introducgao

Nesta parte do trabalho sao feitas aplicacoes de
problemas geomecanicos, procurando-se mostrar a wutilidade
e a capacidade da formulacao apresentada anteriormente.

Inicialmente se tratara uma barragem sem des-
continuidade, ja calculada pelos Métodos dos Elementos Fi-
nitos e das Diferengas Finitas. Adotar-se-a primeiramente
uma forma geometrica para o sistema barragem-fundacao i-
gual a usada pelos outros metodos, possibilitando, dessa ma-
neira, uma melhor comparacao entre os trés métodos. No fi-
nal do item, que tratara desse exemplo, adotar-se-a, para re
solver o problema, a forma geometrica real, o que permiti-
ra fazer uma avaliagao entre os diversos resultados obti-
dos para O mesmo problema.

No item 7.3 se analisara a estabilidade do verte
douro da barragem de Agua Vermelha, construida em Sao Pau-
lo. 0 meio no qual esta assentada, apresenta, em face da
disposicao dos materiais que o compoe, uma descontinuidade,
em torno da qual se dara a analise do problema. O criterio
empregado na verificacao das tensoes ao longo da desconti-

nuidade € o de Mohr-Coulomb.
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A Ultima aplicacao tratada aqui se refere a uma
~ [ [ ’
escavacao num meio que apresenta uma descontinuidade hori-

zontal, localizada acima da superficie superior da escava-

cao.

7.2 - Exemplo comparativo

As comparacoes quantitativas entre o Metodo dos E
lementos de Contorno e outros metodos sao, em geral, obti-
das para cada problema especifico, e mesmo assim fixando
diretrizes na resolugao do problema. Todavia, esses resul-
tados, quando colhidos de varios problemas, permitem tirar
conclusoces sobre as vantagens e desvantagens entre metodos
numéricos para resolugao de problemas praticos.

Com a finalidade de se mostrar claramente as prin
cipais diferencas entre esses metodos numericos, analisa-se a bar
ragem de concreto, apoiada sobre rocha, mostrada na figura
7.1. Adotam-se, como dados relativos as propriedades dos

materiais, os seguintes valores:

a) modulo de elasticidade do concreto e da rocha 12GPa e

6GPa, respectivamente;

b) coeficiente de Poisson do concreto e da rocha 0,20 e

0,25, respectivamente;

c) peso especifico do concreto, da rocha e da agua 25KN /m3,

25KN/m3 e 10KN/m3, respectivamente.

Adota-se, para calculo dessa estrutura, o concei
to de estado plano de deformagao. As cargas consideradas
sao: acao d'agua e os pesos proprios do concreto e da ro-
cha.

0 problema sera resolvido considerando o meio no
qual esta assentada a barragem limitado por um contormno fic
ticio, aproximando o semi-infinito para um sdolido finito.

Esse procedimento nao da resultados aceitaveis em pontos
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proximos do contorno ficticio, porem a forma geometrica ad-
mitida na resolugao do problema permite a comparagao com ou
tros metodos numéricos.

Os esforgos e deslocamentos sao aqui determinados
admitindo-se os contornos da barragem e do meio no qual se

assenta discretizados como se mostra na figura 7.2. Nessa

figura, os pontos com as mesmas coordenadas nao devem ser
interpretados como nos, pois o programa desenvolvido parare
solugao do problema, usa, nessa situacao, elementos descon
tinuos ou mistos (veja-se, por exemplo, a segao 4.3). Os va
lores nodais devido a agao d'agua e de deslocamentos no con
torno sao nesses elementos calculados via computador, e em
funcao dos valores dados nos pontos da fig. 7.2. Para a so-
lugao do sistema de equagao, obtido pelo emprego do Metodo
dos Elementos de Contorno, foi usado o processo desenvolvi-
do por Crotty.

A selecao dos pontos internos mostrados na fig.
7.2 foi feita com base na resolucao desse problema efetuada
pelo Método dos Elementos Finitos. Objetiva-se com essa dis
posicao de pontos numa mesma vertical, avaliar a variagaoda
tensao e poder comparar com os valores obtidos pelos outros

metodos.
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As tensoes nos i pontos (i=1,11), obtidas com es-
sa discretizacao, apos se determinar os parametros incogni-

tos, sao dadas no quadro abaixo.

QUADRO I

Tensoes (MPa)

Ponto

9% 0z Txz

1 -0,327 -0,733 +0,208
2 -0,324 -0,712 +0,213
3 -0,320 -0,692 +0,218
4 -0,314 -0,673 +0,223
5 -0,318 -0,599 +0,236
6 -0,317 -0,585 +0,266
7 -0,314 -0,573 +0,273
8 -0,309 -0,561 +0,279
9 -0,302 -0,550 +0,282
10 -0,295 -0,537 +0,284
11 -0,286 -0,525 +0,285

Esse problema foi resolvido pelo Metodo dos Ele-
mentos Finitos (veja-se FREITAS NETO et al.,1973) com o uso
de elemento CSTG (Constant Strain Triangle Global), segundo
a discretizacao mostrada na fig. 7.3a. Foi empregado,na sua
resolucao, o sistema de linguagem orientada denominado STRUDL
(Structural Design Language) que se acha integrado num sis-
tema mais amplo de Engenharia Civil, chamado projeto ICES
(Integrated Civil Engineering System).

As cargas atuantes foram as mesmas usadas ante-
riormente, isto e, os pesos proprios da rocha e do cbncre—
to, comncentrando-os em todos os nos dos elementos triangu-
lares, e a acao da agua nos nos de contorno, conforme mos-—
tra a figura 7.3b. Foi considerado na cresolugao desse pro-

blema também o conceito de estado plano de deformagao.
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As tensoes obtidas pelo Método dos Elementos Fini

tos nos elementos 27 e 28 sao dadas no quadro abaixo.

QUADRO II

Tensoes (MPa)
Elemento

6] 6] T

X Z XZ
27 -0,316 0,601 +0,306
28 -0,271 ~0,558 +0,196

Recentemente MARTINS , 1986, analisou também esta
barragem de concreto, assentada em rocha, pelo Método das
Diferengas Finitas. Foram usadas malhas irregulares e poli-
nomios aproximadores incompletos do quarto grau. As cargas
consideradas foram as mesmas usadas na resolugao do proble-
ma pelos métodos anteriores, o estado plano tambéem & o mes-
mo e a rede de malhas empregada esta indicada na figura
7.4.

Resolvido o problema pelo Metodo das Diferencgas
Finitas, foi tomada a média aritmética dos valores de uma
mesma componente de tensao nos vertices de cada um dos ele-
mentos 1 e 2 (fig.7.4). Dao-se, no quadro abaixo, os valo-
res constantes das componentes de tensao nos citados elemen

tos.

QUADRO III

Tensoes (MPa)

Elemento

] o) T
X Z X2

1 0,236 -0,515 +0,298
2 -0,285 -0,572 +0,276
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0 fato de se discretizar somente o contorno do
corpo, no Metodo dos Elementos de Contorno, facilita a ela-
boracao dos dados geometricos, pois & muito mais cOmodo de-
terminar pontos no contorno do que no dominio. A geometria
do corpo, nesse metodo e no Méetodo dos Elementos Finitos,e
em geral aproximada no contorno (no caso da barragem de
concreto, a geometria usada representa a forma originai do
corpo) ,porém, nesse Ultimo método a discretizagao se da tam
bem no dominio. O peso proprio do corpo nos Metodos dos E-
lementos Finitos e das Diferengas Finitas e, em geral, a-
proximado no dominio do corpo, ja no método em uso neste
trabalho a aproximacao decorre quase que somente da tecni-

ca de integracgao.
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Os resultados obtidos (deslocamentos e esforgos)
na resolucao do problema da barragem, pelo dois Gltimos me
todos sao meramente ilustrativos nao tem nenhuma finalida-

de pratica. O numero de elementos em que foi discretizado
o corpo nao e suficiente para se obter bons resultados e
nem o numero de malhas usado na fig. 7.4. 0O que nao ocorre
com a resolugao do problema, por meio da discretizagao mos

trada na fig. 7.2; os resultados sao de utilidade pratica,
pois o metodo determina valores de tensao que depende da
localizacao de cada ponto no corpo. Poder-se-ia melhorar os

resultados obtidos pelos Metodos dos Elementos Finitos e
das Diferencgas Finitas, por exemplo, aumentando, respecti-
vamente, o numero de elementos triangulares e o numero de
malhas no corpo.

Do ponto de vista computacional, o Metodo dos E-
lementos de Contorno, nesse exemplo, sobrepuja os demais,
0 numero de dados de entrada e o numero de incognitas sao
menores, e com isso menor & o tempo de computagao na reso-
lucao do problema.

Na fig. 7.3a, os triangulos 27 (9mx8m) e 38 (9mx
5m60cm) tem dimensoes nao adequadas para determinacao das
tensoes pelo Método dos Elementos Finitos (tensoes constan
tes). No caso da Fig. 7.4, a rede de malha também nao e a-
dequada para obtencao de tensoes pelo Metodo das Diferen-
cas Finitas (vejam-se os valores medios no Quadro III). Os
valores das componentes de tensao, calculados pelo Metodo
dos Elementos de Contorno, nos i pontos da fig. 7.2, dao
uma idéia da variacao de tensao ao longo de uma vertical.

Admitem-se agora, para calculo das tensoes, uma
forma geométrica e uma situagao de carregamento que mais
se aproximem do problema fisico proposto. Como o meio no
qual se assenta a barragem e semi-infinito, uma boa norma
¢ considerar em sua superficie segmentos com comprimento ca
da vez maiores a medida que se afastam da barragem, como
se mostra mna fig. 7.5. Quanto ao carregamento, as ten

soes devido ao peso proprio da rocha sao superpos-



-188-

tas as provenientes do peso proprio do concreto e da agao
d'agua. Veja-se que estas decorrem da construcao da barra-
gem enquanto aquelas ja existiam (tensoes tectonicas). A
discretizacao do contorno da barragem e igual a usada na
fig. 7.2 e os pontos internos, tomados aqui, também sao os

mesmos usados anteriormente.

UNIDADE
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Considerando-se, na resolugcao do problema, essa

discretizacao, resultam as tensoes no quadro IV. O calculo

foi realizado adotando-se tambem o estado plano de defor-

magao.
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QUADRO IV

Tensoes (MPa)

Ponto
0x o, sz
1 -0,488 -0,795 0,218
2 -0,475 -0,772 0,229
3 -0,458 -0,753 0,240
4 -0,438 -0,734 0,252
5 -0,426 -0,587 0,297
6 -0,423 -0,578 0,312
7 -0,416 -0,371 0,324
8 0,406 ~0,564 0,332
9 -0,394 -0,557 0,338
10 -0,381 -0,550 0,341
11 -0,367 -0,542 0,342
7.3 - Analise da estabilidade de uma barragem

Faz-se aqui um estudo da estabilidade de um verte-
douro(fig.7.6), quanto ao deslizamento. Essa segao transversal @
a segao de um trecho da barragem de Agua Vermelha, localiza
da no rio Grande, Estado de Sao Paulo.

0 meio no qual se assenta essa secao da barragem
tem formacao estruturalmente complexa com pobres caracterii
ticas geoldgicas e mecanicas, mas que permite dividi-lo em
trés sub-regioces. Conforme a identificagao dada as sub-re-
gioes na fig. 7.6, pode-se dizer que predomina essencial-
mente: complexo basaltico na sub-regiao III, basalto vesicu-
lar e brecha basaltica na sub-regiao II, e rocha na sub-re-
gidao I. Ao longo da horizontal de cota 305m ha frequentemen
te areia e silte, que devido a sua baixa resistencia ao ci-
salhamento define uma regiao em que podera ocorrer desliza-

mento.
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A presencga de areia e de silte entre as sub-re-
gioes II e III define uma descontinuidade, a qual devido as
suas caracteristicas de formagao e tratada com abertura nu
la. Usa-se o criterio de Mohr-Coulomb para verificar se as
tensoes de calculo nos pontos da descontinuidade nao sao
maiores em modulo que as fixadas por esse criterio. No ca-
so de serem, as corregoes serao feitas segundo as recomen-—
dagoes dadas na segao 5.3.

No modelo matematico usado para a resolugao do
problema, cada um dos trés meios sao idealizados como elas
ticos e isotropos, enquanto que para a descontinuidade um
comportamento elasto-plastico e suposto.

Os carregamentos levados em consideragao sao: pe
so proprio da estrutura de concreto; a pressao hidrostati-

ca na face vertical esquerda, do vertedouro; subpressao d'a
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gua na estrutura de concreto segundo as recomendagoes da

Bureau of Reclamations. Aos efeitos desses carregamentos
sobre o meio no qual esta assentado o vertedouro foram su-
perpostos as tensoes devido ao peso proprio desse meio (ten

soes tectonicas).

A subpressao e determinada considerando-se a pre
gsenca de doig drenos (fig.7.6). Com isso, a linha piezome-
trica de subpressao e considerada estendendo-se linearmen-
te, desde o nivel d'agua de montante, na respectiva extre-
midade, até o correspondente dreno, onde onivel piezométri
co & adotado igual ao nivel d'Agua de jusante acrescido de
um tergo da diferenga entre os niveis d'agua de montante e
de jusante. Dai varia linearmente ate o dreno de jusante,
onde o nivel piezometrico e adotado igual ao nivel d'agua
da respectiva extremidade, cujo valor permanece constante
ate essa extremidade.

Os valores médios dos modulos de elasticidade, a
dotados para resolugao do problema, sao: 10GPa para o com-
plexo basaltico, 7GPa para o basalto vesicular e a brecha
basaltica, e 15GPa para a rocha. Na descontinuidade, o va-
lor médio do angulo de atrito & 28° e o valor da coesao e
nulo, pois o valor medio desse parametro e muito pequeno
(menor que 0,1MPa).

Adotou-se para o meio no qual se assenta o verte
douro um Gnico coeficiente de Poisson, igual a 0,3; o coe-
ficiente Poisson para o concreto adotado & o usual, isto

-

e, 0,2. Os pesos especificos sao:

a) lO,OKN/m3, para a agua;
b) lZ,OKN/m3, para o basalto da sub-regiao III;

c) 22,0KN/m3, para o concreto.

Como se objetiva analisar a estabilidade do ver-
tedouro quanto ao deslizamento, ao longo do plano definido

pela cota 305m, e aceitavel admitir que a sub-regiao I se-
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ja constituida do mesmo material da subregiao II (veja-se

que as tensoes devido a0 peso proprio do meio sao conside-
radas como tectonicas). Nao sera, assim, considerada a pre
senga da rocha e com isso se diminui o nimero de sub-re-
giges consideradas na resoluggo do problema.

A figura a seguir mostra a discretizagao usadana

resolucao do problema (veja-se que a sub-regiao I foi limi
tada por um contorno ficticio). Ainda, nesta figura, sao
representados os carregamentos proveniente da aggo d'agua,
isto &, subpressao e pressao d'agua na face esquerda do
vertedouro.

Os diagramas na fig. 7.8 representam as distri-
buigoes das tensoes normais e cisalhantes ao longo da des-
continuidade, obtidas para a situacao mostrada na figura
anterior. As notacoes usadas para as tensoes sao: O, ten-
sao normal; T, tensao cisalhante; Ty? tensao cisalhante ﬁl
tima.

A condigao T > Ty e satisfeita na maior parte da
descontinuidade. O trecho AB (fig.7.8) sofre plastificacao
devido as tensoes normais nessa regiao serem de baixa in-
tensidade. A margem de segurancga pode ser estimada compa-
rando as curvas T, & Ts por exemplo, a relacao Tu/T va-
ria de 1,0, na zona plastificada, a 4,3, no ponto distante
20m, aproximadamente, da extremidade esquerda da desconti-
nuidade.

Considerando-se agora a sub-regiao I (fig.7.6) e
tambem um contorno ficticio, conforme se mostra na fig.7.9,
serao determinados novamente os esforgcos e deslocamentos no
vertedouro da barragem. O carregamento a ser considerado a
tuando na estrutura e o mesmo usado na resolucao do proble
ma anterior, a menos de aproximacao. A discretizagao usada
nos contornos dos quatro dominios esta mostrada na figura

7.9.
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| TENSAO ( MPa )
0,8 — ——— SEM DESCONTINUIDADE
COM DESCONTINUIDADE
0,6
0,4
0,2 -
' B
o) 40m 80m 120m 160 m
FIG. 7.8
Os resultados obtidos, baseado nesta figura, fo-
ram praticamente iguais aos obtidos com base na fig. 7.7.

Conclui-se, assim, mais uma vez que nao ha necessidade de
se discretizar o contorno do corpo num numero elevado de
segmentos.

Com o angulo de atrito igual a 280, a regiao plas
tificada ao longo da descontinuidade & de aproximadamente
44m, a contar de sua extremidade direita. Com angulo de a-
trito de 20° e 150, a regiao plastificada passa para apro-
ximadamente 100m e 124m, respectivamente. Adotando-se um
dngulo de atrito de 12°, ndo & mais possivel o vertedouro

ficar em equilibrio.
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7.4 - Influéncia da descontinuidade numa escavagao
Num meio submetido a tensoes constante, o] =
X
-2,5MPa, Oy = -5,0MPa e Txy = 0,0, se faz uma escavacao

de 10m x 5m, proxima da qual se supoe uma descontinuidade

(fig. 7.10).

5,0

FIG. 7. 10

Neste problema se modela a execugao da escava-
vacao pelo relaxamento incremental das forgas de superfi-
cie no seu contorno. Supoe-se que o modulo de elasticida-
de do material & 10,0GPa e que o coeficiente de Poisson e
0,2. Os parametros que definem a reta de Coulomb na des-
continuidade sao: 30° (dngulo de atrito) e lOOKN/m2 (coe-
sao).

Foram tomados segmentos de 0,5m no contorno da
escavagao e de 2,5m na descontinuidade, conforme mostra a
fig. 7.11. O processo de escavagao foi simulado pelo rela
xamento das forcas de superficies do seu valor inicial pa

ra zero,em dez decrementos. O estado plano de deformagao

foi o considerado na resolugao do problema.
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FIG. 7. 11

0 comportamento do estado de tensao de um ponto
da descontinuidade no quinto elemento, contado da esquerda
para a direita, de um incremento para o proximo e mostrado
na fig. 7.12. Antes da escavagao e sem a descontinuidade
as tensoes Txy e 0y valem 0,0 e -5,0MPa, respectivamente,
Durante o primeiro incremento (primeiro passo), a tensao
Oy em modulo @& reduzida e a tensao Txy e aumentada. Essa
tendeéncia continua até ao passo oito, quando a condigao de
escoamento e atingida e ocorre escorregamento. A partir des

se passo o material encontra-se na fase plastica.

T(MPa)
62,5 cm
+—+
|—-——-‘———| _2
H
3 ") 3 2 3 o "o (MPa)

FIG. 7.12
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Na figura abaixo, mostram-se os valores de o, ao
longo da superficie superior da escavagao, com e sem a pre
senga da descontinuidade. Como a funcao representativa de
O ¢ simetrica em relagcao ao eixo de simetria vertical da
escavacao, fez-se o grafico apenas em uma metade, no caso,

o lado direito, com origem no ponto de simetria.

oy (MPa)

= e SEM DESCONTINUIDADE
COM DESCONTINUIDADE
-3

-4

-5

FIG. 7. 13

Esses resultados, conforme ja se mencionou, fo-
ram obtidos pelo relaxamento das forgas de superficie, no
contorno da escavaggo, em dez passos. Durante os sete pri-
meiros passos, todas as tensoes na descontinuidade ficaram
na regiao segura definida pelo criterio de Mohr-Coulomb.
Dos trés ultimos passos, apenas no ultimo surgiu tensoesde
traggo Oy’ na descontinuidade. Os resultados finais indica
ram que os pontos dos seus dois elementos intermediarios
(fig.7.12) estao submetidos a tensoes de tracgao oy e, por
isso, as superficies da descontinuidade tendem, nesses lo-

cais a se afastarem. No caso da coesao na descontinuidade
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ser nula, ocorre separacao entre essas superficies.
Conforme a fig. 7.13, a presenga da descontinui-
dade altera bastante os O obtidos sem sua presenga. A in-
fluencia da descontinuidade deve, nesse caso, ser conside-
rada no calculo da estrutura, principalmente porque o mate
rial tem baixa resistencia a tracao. E claro que em alguns

casos essa influencia, por ser pequena, e desprezada.
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VIII - ANALISE TRIDIMENSIONAL

8.1 - Introdugao

Apresentar-se-ao, nesta parte do trabalho, as dire
trizes para o tratamento de problemas tridimensionais com
e sem descontinuidades. Em geral, nao serao deduzidas as for
mulas a serem apresentadas, pois se supoe que as correspon-
dentes ja deduzidas no espaco bidimensional sao suficientes
para o entendimento.

Far-se-ao, inicialmente, consideracoes a respeito
de descontinuidades em corpos, tratados na sua real dimen-
sao. Apos essas consideracoes, serao apresentadas as formu-
las empregadas na resolucao de um problema tridimensional,
classificando-as em basicas, aqueles que sao as ferramentas
basicas para a formulagao do problema, e em integrais, aque
las que possibilitam a analise do corpo.

A modelagao da descontinuidade no espago tridimen
sional e conveniente que seja feita por meio de uma distri-
buicao de dipolos ao longo da superficie representativa da
descontinuidade. Os elementos usados na aproximagao da dis-
tribuicao de dipolos, assim como os usados na aproximacao da
descontinuidade, sao bidimensionais.

No final deste capitulo se darao recomendagoes pa-
ra programacao, que sao praticamente uma complementagao das
apresentadas no capitulo seis para os problemas bidimensio-

nais.
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8.2 - Consideracoes gerais

O tratamento de um corpo no espago bidimensional,
conforme os conceitos de estados planos (estado plano de ten
sao, estado plano de deformagao e estado plano completo de
deformagao), so & possivel em determinados tipos de estrutu
ras. Esses conceitos nao fornecem bons resultados quando a-
plicados em estruturas curvas, por exemplo, barragem com ei
X0 Curvo, e em estruturas com secoes transversais nao cons-
tante. Esses tipos de estruturas devem ser analisados no
verdadeiro espago em que elas se situam.

Elementos triangulares e retangulares sao, normal
mente, os usados para aproximar os contornos dos corpos. Em
pregando-se, por exemplo, elementos triangulares, o contor-
no do corpo mostrado na fig. 8.1 pode ser representado por

doze elementos, dois em cada face.

I -
/| 5
/
7 1
| -
|- L
/ // 7
X2 / —
oo
0 X
X3
FiG 8.1

As funcoes deslocamento e forca de superficie sao,
em geral, aproximadas por funcao constante ou por fungao do
primeiro grau (fungao linear). No caso do elemento usado ser
o triangular, toma-se o centro de gravidade do triangulo
(fig.8.2a) para no se a fungao for constante e tomam—-se Os
vertices do triangulo (fig.8.2b) para nos se a funcgao for

linear.
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FiG. 8.2a FIG.8.2b

A descontinuidade e representada por uma superfi-

cie e, por isso, os elementos usados na discretizagao sao
bidimensionais, em geral, triangulares e quadrangulares. A
aproximacao da forca ficticia, distribuigao de bipolos, e

recomendada que seja feita por funcao constante ou linear.
Na fig. 8.3 se mostra um muro de arrimo com a fa-
ce inclinada nao totalmente em contato como solo. Pode-se,
assim, observar que além das dificuldades decorrentes do tra
tamento da estrutura no espago, existe ainda a ser definida a des~
continuidade. Onde comega e termina a descontinuidade, se a
abertura nao se afasta muito da abertura media, sao pergun
tas nao muito faceis de se responder em obras que requerem

tratamento tridimensional.

N{VEL DO soLo

DESCONTINUI DADE\
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A anilise da presenga da descontinuidade & usual-
mente realizada quando a superficie que a caracteriza e pla
na. E o caso da estrutura mostrada na fig. 8.4, onde mnenhu
ma das dimensoes & muito menor do que as demais. Analise tri-
dimensional deveria ser comum em barragens, pois geralmente
a secao transversal nao & constante. Nesse caso, sao, em ge
ral, feitas varias analises, considerando-se os diversos tre

chos de secgoes constantes.

" N B
A / | ([ ___ [ __
7
s
/ /
/ /
4
-
/
/
0 X
X3
FiIG 8.4

Seguindo o procedimento usado na analise bidimen-
sional, inicialmente sao determinados os esforgos e desloca
mentos no corpo sem descontinuidade. A seguir,k corrigem-se
cs resultados obtidos modelando-se a descontinuidade por
meio de uma distribuicao de forgas ficticias. Vale ressal-
tar que os esforcos e deslocamentos no corpo sem desconti-
nuidade sao obtidos considerando-se o comportamento elasti-
co-linear para o material do corpo.

As condicoes impostas pela descontinuidade sao
tensoes normais e tangentes a sua superficie nulas, no caso
de abertura nao nula, ou que satisfacam determinado crite-
rio de resistencia, no caso de abertura nula. Recomenda-se,
para esse ultimo caso, os critérios de Mohr-Coulomb e de

Drucker-Prager (veja-se, por exemplo, OWEN & HINTON, 1980).
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8.3 ~ Formulacao do problema

8.3.1 - Formulas basicas
As formulas de deslocamento e tensao, no  espaco
t g ] ~ ~ . .
tridimensional, devido a aplicacao da forca unitaria num

meio infinito, homogeneo e isotropo, ja deduzidas no capitu
lo dois, sao abaixo reescritas. O parametro r sera o usado

aqui em substituigao a R, adotado nesse capitulo deste tra-

balho.

1

16ﬂ(1—v)Gr[(3_4v)61j+r,ir,j] (2.17) - repetida

Ufj(q,S) =

——p |
o%..(q, = 1-2v) (8. . -8, . -6, .
Qlj(q 5) 8T (1-v)r ( ) ( 1Jr,Q 1Qr,3 Jﬁr,l) *
- 3r ;T jr 2} (2.26) - repetida
1
p%.(q,s) (1-2v)¢6, +3r .r ]r -(1-2v).
21 8ﬂ(1—v)r2 {[ il ,i ,%) ,n
- (r oni"r inﬁ)} (2.28) - repetida

3 b

Os efeitos da descontinuidade, conforme conceitua
cao apresentada na secao 2.4, sao determinados por meio de
uma distribuicao de forgas ficticias ao longo da desconti-
nuidade, de modo que as condigoes na descontinuidade sejam
satisfeitas. A fig. 8.5 mostra duas forgas de intensidades
iguais e sentidos opostos (bipolo), atuando em pontos opos-
tos das superficies da descontinuidade. Conhecendo-se os
seus efeitos & possivel obter uma distribuicao de bipolos
para se corrigirem os esforgos e deslocamentos, calculados

sem a presenga da descontinuidade.
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F1G. 8.5

Conforme as expressoes 2.3la e 2.3lb, €& necessa-

rio calcular as derivadas de ufj(q,s) e 0%,,(q,s) em rela-
J

i

¢do a uma coordenada generica xm(q) para se obter os efei

tos do bipolo . Derivando-se 2.17 e 2.26 resultam:
TEL(‘T (uf; (a,8)) = - 2['(3'4"“ Sor 3w, e,k T
m 4 167 (1-V)Gr T S
+ r,lsmk+r,k6m2} (8.1a)
5;8(—) (O’p'j..(q,s)) = ——1——[—2(1—2\))1‘ (Sr Q +
w9 tJ 8 (Ll-v)r 11
- Giﬁr,j—éjzr,i) + (1_2V)(6ij6m2_6ijr,mr,g +
TSR LICN I TA T AL U LA

- 3r,ir,26mj - 3r,ir,j6m2 + 15r’ir’jr’£r’m]
(8.1b)
Chamando-se o bipolo, referente a fig. 8.5, de

q,> pode-se escrever que
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- _ 3
Oij(q,s) = q, gggzqy (Ogij(q,s)) e (8.2a)
Ei(q,S) =q, K%q_ (u%. (q,s)). (8.2b)

0 bipolo q, € o principal responsavel para que a
condigao relativa a componente g, seja satisfeita. Similar
mente pode-se definir bipolos relativos as componentes T
e sz. F possivel, assim, efetuarem-se as corregges nos es
forgos e deslocamentos obtidos num corpo sem descontinuida
de.

No espago tridimensional, o conceito de quadripo
lo empregado na modelacao da descontinuidade nao tem muito
significado. Conforme se viu no subitem 2.4.2, o bipolo nor
mal a direcao do bipolo q, e devido a deformacao que surge
na direcao danormal ao eixo Z. Aqui, como ocorre deformacgao
nas diregoes dos eixos X e Y, proveniente do bipolo qz,sao
necessarios, alem de q,, outros dois bipolos e, por isso,
nao se justifica o emprego do quadripolo. Por outro lado,
cada uma das componentes T,x © sz exigem, apenas, dois bi
polos. O uso de bipolos em problemas tridimensionais, dian

te dessa situagao, representa uma boa solucao.

8.3.2 - Formulas integrais

Utilizando-se os parametros [ e { para represen
tarem superficie e volume, respectivamente, as formulas que
fornecem as componentes de deslocamento e tensao deduzidas

no capitulo tres continuam validas. Sao elas:

g (@) = —f p#, (d4,8)u, (8)dT(8) +[ uf, (a,8)p, (8)dr(s) +
r r

+/;u§k(q,s)bk(s)d9(s) (8.3a)
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Oij(q) = - Sijk(q,s)uk(s)df(s) + Dijk
T T

(q,S)pk(S)dF(S) +
+ Dijk(q,s)bk(s)dﬂ(s) (8.3b)
Q

Os tensores Sijk(q’s) e Dijk(q’s) sao agora dados
pelas formulas abaixo, cujas dedugoes devem ser feitas se-
guindo o mesmo caminho usado no espaco bidimensional. A ex

ressao que defi ‘o .
P q efine Dle(q,S) deve ser empregada para Dle
(q,s), devendo-se apenas considerar que o ponto s & inter

no do corpo. Quanto a uik(q,s) e pﬁk(q,S) sao as solugoes

fundamentais tridimensionais dadas em 2.17 e 2.28.

2G
8mM(l-v)r

(q,8) 3{3r,n[}1—2V)6ijr,k+v(6. r 48, 1 )

S..
13k ik ,3 jk ,1

- 5r .r .r + 3¥n.r .r _+n.r .r ,) +
s 1, ’k} i,] ,k J .1 ,k

+ (1_2V)(3nkr,ir,j+nj6ik+ni6jk) - (l—4v)nk6ij}

(8.4a)

D,. (q,S) = —J———z[(l—zv)(aikr 48 .r =8

.. . ..T )+
ijk 8ﬂ(1—V)r s ] kJ s 1 ij Lk

+ 3 .r .r 8.4b
TLitLi ,k] ( )

A equacao de contorno deduzida na segao 4.2, pa-
ra o espago bidimensional, escrita a seguir, tambem pode
ser empregada no espago tridimensional (formula 8.5). Os
parametros envolvidos nesta equacao devem pertencer agora
ao novo espaco, isto e, [ e a superficie do solido e Q & o

seu volume.
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o (Qu (@ = =f pf (@, u (5)AT(8) + | uf, (Q,8)p, ($)dT(s) +
r I
fj[uﬁk(Q,s)bk(s)dQ(s) (8.5)
)8
Discretizando-se essa equacao e escrevendo-a na

forma matricial resulta

j=J j=J
e(QuQ) = - I | p*(Q,9)u(S)dr(8) + I | u*(Q,8)p(8)dl(8)+
3=, =,
] J
j=J
+ I b*(Q,S)bdT(S), (3.6)
i=1ljp,
J
onde
ru1*
u = u2 >, (8.7a)
!
,pl\
E=ﬂp2> s (8-7b)
Py
fbl\
b = { b L @ (8.7C)
~ L
by

R*=| P31 Pi, Py (8.74d)
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11 12 TS

B* = u%l u§2 u§3 (8.7e)
u5ug,  ul |
oy, b3, bl

b* = [bg by, by (8.75)
LRI

Os elementos de E(Q) apresentam, em geral, difi-
culdades para determina-los explicitamente. No espago tri-
dimensional, isso ocorre porque os angulos solidos em cu-
jos pontos comuns se localizam os Q praticamente inviabi-
lizam o calculo da integral na formula 4.28 (veja-se que
agora ' @ uma superficie). Para contornar esse problema, u
sa-se o conceito de deslocamento de corpo rigido, que apli
cado na equagao HU = GP da origem a formula 8.8. Dessa for
ma e possivel se determinar os elementos de c(Q), pois des
ta formula se conclui: o somatorio dos elementos de qual-

quer linha da matriz H e nula, em corpos finitos. Em cor-

pos infinitos esse somatorio vale um.
HU = 0 (8.8)

Nos corpos com descontinuidade, as componentes
de deslocamento e de tensao num ponto generico q, por afi-

nidade as formulas 5.11 e 5.12, sao dadas por

uz(q) = - pik(q,S)uk(S)dT(S) + uik(q,S)pk(S)dF(S) +
r r

+/u§k(q’s)bk(s)d9(s) +/_U§§(q,§)qk(§)dr(§) e
! ' (8.9a)
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cij(q) = —fsijk(q,s)uk(s)dl“(s) + Dijk(q,s)pk(s)dF(S) +
I r

+j[Dijk(q,s)bk(s)dQ(s) + _O%?k(q’g)qk<§)dr(§) .
Q r

(8.9b)

As funcoes ugﬁ(q,§) e Gf?k(q,g) sao os efeitos
provenientes de um bipolo de intensidade unitaria. Para o
emprego de 8.9a e 8.9b em pontos de contorno, deve-se efe-

tuar um estudo semelhante ao da secao 5.3.

8.4 - Recomendagoes para programacgao

As sugestaes apresentadas no capItulo seils sao
aqui aproveitadas em quase sua totalidade. Deve-se conside
rar agora que foi acrescido uma dimensao no espacgo de tra-
balho e, com isso, aumenta uma componente de deslocamento
e tres componentes de tensao, em cada ponto. Ficam, entao,
as matrizes He G com um numero de linhas igual a tres ve-
zes a soma do numero de nds e do numero de pontos internos.
No caso das matrizes E e §, o numero de linhas e igual a
seis vezes o numero de pontos em que se pretende calcular
as tensoes. O numero de colunas em ambos os casos & tres
vezes o nimero de nos.

O procedimento para montagem das matrizes coefi-
cientes deve ser o mesmo usado no capitulo seis, assim co-
mo o recurso usado na determinacao do vetor X. Os corpos
com sub-regioes deverao ser analisados conforme sugestoes
apresentadas na secao 6.3.

Os termos integrais que levam em consideragao a
descontinuidade, dao origem atmlvetorg (veja-se item 6.4)
com um numero de elementos trés vezes o numero de nos to-
mados na descontinuidade. As matrizes coeficientes desse ve
tor (vejam-se as expressoes 6.23a e 6.23b) tem, e claro,

numero de colunas igual ao numero de elementos do vetor Q.

-~
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Os numeros de linhas sao iguais, por exemplo, aog nimeros

das matrizes H e H'

Em corpos homogeneos, a determinacao dos parame-
tros incognitos de contorno, a partir do sistema de equa-
cao, deve ser feita por um dog seguinteg procesgost Causs,

Gauss-Jordan e Cholesky. Quanto aos corpos com sub-regioes,

recomenda-se o processo desenvolvido por Crotty, 1982,
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IX - CONSIDERAQGES FINAIS

Do estudo feito mneste trabalho se conclui que uma
grande quantidade de problemas praticos podem ser resolvi-
dos modelando-os de tal forma a pertencer a classe de pro-
blemas conhecido como problemas de contorno. A equacao dife
rencial parcial que governa o problema, para ser resolvida,
deve estar sujeita a certas condigaes que descreve o que a-
contece no contorno do corpo. Matematicamente se um corpo e
tratado no espago tridimensional, o contorno e uma superfi-
cie e uma linha se o corpo e considerado no espago bidimen-
sional. Com isso, os elementos usados na discretizacgao do
contorno sao bidimensionais (problemas tridimensionais) e
unidimensionais (problemas bidimensionais). O dominio do cor
po s0 e discretizado quando um dos termos integrais corres
pondente a tensao inicial e a forca de massa, ou ambos, nao
puder ser transformado numa integral de contorno.

No Metodo dos Elementos de Contorno, os parame-
tros incognitos sao relativos ao contorno do corpo. O empre
go das formulas de deslocamento e tensao, apos se determi-
nar as incognitas sao especificas para cada ponto do corpo,
isto e, nao se obtem deslocamentos e nem tensoes em pontos
onde nao interessa. As incognitas envolvidas na resolugao
de um problema sao os deslocamentos e as forcas de superfi-
cie, e, por isso, a tecnica de calculo denomina-se mista.

Nesse metodo a aproximacao é feita tanto na geometria do
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corpo (contorno) como nos parametros de contorno, sendo a

linear a empregada neste trabalho.
As solugoes numéricas sao atualmente as mais em-
pregadas e sao, basicamente, obtidas pelo uso de pontos do

dominio (Metodo das Diferencas Finitas), pela discretiza-
g;o do dominio (Metodo dos Elementos Finitos) e pela apro-
ximagao do contorno (Método dos Elementos de Contorno).
Quanto as solugoes analiticas so & possivel obté-las em al

guns tipos de problemas. O corpo,para isso, deve possuir
geometria simples e condigoes de contorno faceis de apli-
ca-las, alem de ser homogeneo. Na pratica, porem, as solu-
goes analiticas sao dificeis de serem encontradas, mesmo
quando a equagao diferencial parcial que governa o proble-
ma e linear. Em geral, o corpo nao e homogeneo, a geome-
tria e irregular e as condigGes impostas sao dificeis de
se descrever matematicamente.

No Metodo das Diferencas Finitas, as equagoes que
governam um problema, por exemplo, Vzu =0 (equagao de
Laplace), sao usadas nas suas formas originais. Definem~-
-se, nesse metodo, as derivadas parciais por meio de pon-
tos do dominio no problema em analise, sendo que em al-
guns casos usam-se pontos fora do dominio. A forma geome-
trica de um contorno e dificil de se representar, assim co
mo e dificil de se aplicar as condicoes impostas, pois e-
xigem malhas densas. A matriz global resultante e do tipo
diagonal.

Empregando-se o conceito de residuos ponderados,
pode-se definir e estabelecer comparagoes entre os tres mé
todos numéricos usuais. O uso da relagao entre residuos e
erros de contorno sem integragao por partes, utilizando-
-se pontos de dominio, caracteriza o Método das Diferencas
Finitas. No Metodo dos Elementos Finitos se faz uma inte-
gragao por partes e, com isso, nao se trabalha com a equa-
cao integral na forma original. Nesse método nao ha, em ge
ral, dificuldades para representagao de contornos irregula
res e nem para aplicacao das condicoes de contorno. A sua

matriz global e do tipo banda. Ja no Méetodo dos Elementos
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de Contorno a matriz global e cheia e para defini-lo faz-

-se uma segunda integragao por partes na equacgao basica
-
dos residuos ponderados.

0 Metodo dos Elementos de Contorno se desenvol-

veu em duas formulacoes diferentes, uma mais matematica e

a outra mais fisica. Nessa ultima formulacao, obtem-se,
primeiro, parametros que satisfazem as condigoes de contor
no especificadas e, entao, calculam-se os parametros res-
tantes em termos dessas solugoes. Por exigir normalmenteum

passo intermediario na resolucao do problema, esse procedi

mento é chamado Metodo dos Elementos de Contorno Indireto

ou, simplesmente, Metodo Indireto. Na primeira formulacao,
certos teoremas integrais sao usados para eliminar o passo
intermediario, criando, desse modo, um sistema de equacoes
relacionando diretamente as variaveis de contorno. Por is-
so, esse procedimento e chamado de Metodo dos Elementos de
Contorno Direto ou, simplesmente, Metodo Direto.

A qualidade dos resultados obtidos depende de u-
ma adequada aproximacao do contorno. Conforme se constatou
no presente trabalho, a quantidade de elementos usados na
aproximacao nao e grande relativamente a que se usaria no
Metodo dos Elementos Finitos. Convém lembrar a importancia
dos elementos descontinuos e mistos, empregados em locais
onde e necessaria a adogao de medidas especiais para con-
tornar problemas decorrentes de descontinuidades, nas fun-
coes de deslocamento e forgca de superficie.

A solugao de Kelvin, empregada como ponderador,
serve basicamente para toda classe de problemas que envol-
ve a equacao de equilibrio. As analises de corpos com com-
portamento elasto-plastico ou elasto-viscoplastica sao fei
tas admitindo-se essa solugao. No caso de problemas gover-
nados por equagoes que contenha o laplaciano, a solugao fun
damental obtida por meio da equacao de Laplace e a usada.
Essas solucoes sao tambem denominadas solugoes singulares
porque, matematicamente falando, elas sao bem comportadas
em toda parte do corpo, exceto no ponto de aplicagao da
perturbacao, onde ha uma anomalia matematica ou singulari-

dade.
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Atraves do Metodo dos Elementos de Contorno tam-

bem se analisou os problemas com dominios constituidos de

partes homogeneas. A aplicagao pratica desse tipo de proble
ma se da principalmente em estruturas em contatos com o so-

lo ou com a rocha, ou com ambos. £ caso, por exemplo, de ti
neis. 0 solo, aléem de ser um meio semi-infinito, & consti-
tuido por varias camadas, dificultando bastante a aplicacgao
dos outros métodos numericos. No metodo usado neste traba-
lho os meios infinitos e semi-infinitos sao modelados usan-
do segmentos cada vez maiores, a medida que esses se afas
tam da estrutura em analise. Quanto aos subdominios sao usa
dos somente elementos de contorno. Recomenda-se resolver o
sistema de equagao proveniente de problemas dessa mnatureza
pelo processo desenvolvido por Crotty. O uso de sub-regioes,
no Metodo dos Elementos de Contorno, so & recomendado para
dominios constituidos de subdominios com materiais diferen-
tes. Nos dominios homogeneos e isotropos, o uso de sub-re-
gioes da origem a submatrizes que ocupa menos memdria de
computador, mas, por outro lado, isso diminui a precisao dos
resultados, alem de acarretar outros inconvenientes como,
por exemplo, a quantidade de dados fornecida ao computador.
As possibilidades de escorregamento e separacao

entre as superficies de uma descontinuidade, assim como a
de continuidade, foram consideradas. O criterio empregado
para definir essas tres possibilidades foi o de Mohr-Coulomb.
As duas primeiras ocorrem quando as tensoes normais e tan-
gentes a descontinuidade definem pontos fora da regido con-
siderada segura pelo criterio. No caso dos pontos ficarem
na sub-regiao II, mostrada na fig. 5.9, ocorre deslizamento
entre as superficies da descontinuidade, e conforme ja foi
dito, o problema & essencialmente nao linear. O comportamen
to elasto-plastico para o material da fenda deve ser usado,
podendo, também, empregar-se o comportamento elasto-visco-
plastico, que possibilita o emprego das agoes totais na es-
trutura e posterior corregao dos esforgos e dos deslocamen-
tos em fungao do tempo. Na sub-regiao III (fig.5.9) se loca

lizam os pontos que definem estados de tensao capazes de
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produzir afastamento entre as superficies. Aos pontos da se
mi-reta e proximos que separa as sub-regioes II e III, esses
conceitos nao devem ser aplicados. Quanto aos pontos da des
continuidade que definem pontos na regiao segura (criterio

de Mohr-Coulomb), apenas se deve tomar cuidado com aquelec
que se situam proximos a reta de Coulomb,pois dependendo da
descontinuidade em relagao a estrutura, pode-se ter uma es-
trutura instavel,

Na resolugao dos sistemas de equacoes, obtidos du
rante as analises de corpos efetuada no presente trabalho,
foram usados os processos de Gauss-Jordan e o desenvolvido
por Crotty. Este ultimo torna-se quase que imprescindivel
para a resolugao de grandes sistemas de equacoes provenien
tes de estruturas formadas por varias sub-regioes. A sua e-
ficiencia comega pela drastica reducao no tempo de processa

mento e inclui tambem uma consideravel economia de memdria

de computador.
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