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RESUMO

Apresenta-se, neste trabalho, uma analise de efei
tos de segunda ordem em estruturas de edificios altos. Ini-

cialmente consideram-se as associacoes planas de paineis,se

guindo-se os nucleos estruturais contraventados ou njo por
lintéis e associacao tridimensional de paredes e porticos.
Admite-se para o material o comportamento elastico linear.

Em todos os casos, o carregamento constitui-se de
cargas laterais e verticais, uniformemente distribuidas ao
longo da vertical. Consideram-se as cargas verticais unifor
memente distribuidas ao longo dos eixos que passam pelos
centros de gravidade das secoes transversais dos elementos
que compSem as estruturas analisadas.

Utiliza-se, para o desenvolvimento tedrico,a "téc
nica do meio continuo", que consiste basicamente em conside
rarem-se os elementos de conexoes horizontais, lajes e lin-
teis, distribuidos ao longo da altura. Na analise dos nu-
cleos de segao aberta utiliza-se, também, a teoria de fle-
xo-torgao, admitindo-se que estes elementos comportam-se de
maneira analoga as barras de segao delgada.

As condigoes de equilibrio de cada modelo estrutu
ral sao analisadas dentro dos conceitos de calculo da teo-
ria de segunda ordem, uma vez que leva-se em conta a confi-
guracao deformada destes elementos.

0 comportamento dos modelos estruturais ficam ex-
pressos atraves de uma equacao diferencial (estruturas pla-
nas) ,ou de um sistema de tres equacgoes diferenciais (estru-
turas tridimensionais), todas nao homogéneas, de terceira
ordem, com coeficientes variaveis. As solugoes sao obtidas
atraves dos metodos numéricos: diferengas finitas e Stodo-
la-Vianello (em sua variante), com uso de computador.

No final de cada capitulo resolvem-se exemplos nu

mericos das estruturas analisadas.



ABSTRACT

This work presents an analysis of the second-order
effects for tall buildings structures. At first in-plane as-

sociations of panels are considered, followed by the analy-
sis of structural cores constrained or not by horizontal be-

amg and then a three=dimengsional association of shear walls
and frames, It is considered the elastic linear material be-
haviour.

In all cases the external loading consists of late
ral and vertical loads uniformly distributed along the hei-
ght. The vertical loads are assumed to be uniformly distri-
buted along the vertical axes passing through the centroids
of the structure's elements.

For the theoretical development, the continuous me
dium technique is utilized which consists of considering the
horizontal connection elements, beams and slabs, distributed
along the height of the building. In the analysis of struc-
tural cores of open section, the Vlassov's theory is also u-
sed, taking into account that these elements behave like
thin-walled beams.

The equilibrium conditions of each structural mo-
del are analized according to the second order theory since
the deflected configuration of the elements is considered.

The behavior of the structural models is expressed
by a non-homogeneous system of differential equations(a sin-
gle equation for plane structures) of third order with varia
ble coefficients. The solutions are found by the numerical
methods: finite differences and Stodola-Vianello (in its va-
riant) .

At the end of each chapter numerical examples are

solved for the studied structures.
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INTRODUCAO

Atualmente, nos grandes e medios centros urbanos,
0 grande aumento populacional e a carencia de espago fisico
exigem,dos arquitetos e engenheiros, projetos de edificios
cada vez mais altos como uma das solugoes para resolver es-
tes problemas. Surge, entao,a preocupagao do engenheiro es-
trutural com a seguranga de tais construcoes e muita aten-
¢ao & dada ao problema de instabilidade das estruturas des-
tes edificios.

Diversas contribuigoes tem sido fornecidas, por
parte dos pesquisadores, para melhor se compreender o com-
portamento das estruturas de edificios altos sob a agao do
vento, Dentre os varios trabalhos existentes sobre o assun-
to, citam-se, por exemplo, Cardan[Z], Stamato[14] e Manci-
ni[9].

Para a analise de instabilidade de edificios al-
tos, muitos pesquisadores colaboraram, citando-se, por exem
plo, dentre eles o trabalho de Gluck e Gellert[6], [7].

As analises das estruturas de edificios altos po~
dem ser feitas através da "Tecnica do meio contInuo", que &
um processo que conduz a uma equacao diferencial ou a um sis
tema de equagoes diferenciais cuja resolugao permite a ob-
tengao dos esforgos e deslocamentos em toda a estrutura.

Usualmente, os edificios altos possuem elementos
resistentes verticais, denominados de painéis de contraven-
tamento, conectados ao nivel dos andares por lajes supostas
equivalentes a diafragmas horizontais rigidos em seu plano,
porem completamente flexIveis transversalmente. Devido a
grande capacidade de absorver esforcos, e cada vez mais fre
quente o uso em edificios altos de niicleos de secao aberta
que servem geralmente para abrigar escadas, caixas de eleva
dores e outras areas comunitarias. Estes elementos estrutu-
rais podem ter a abertura de sua segao transversal parcial-
mente fechada por vigas (linteis) aos niveis das lajes, re-
sultando os chamados nucleos estruturais contraventados por

linteis.



0 processo da técnica do meio continuo consiste,
basicamente,em se substituir o sistema discreto de conexoes
horizontais, constituidos por lajes e vigas (linteis), por
um meio continuo de rigidez equivalente, distribuIdo ao lon
go da altura da estrutura. Os esforgcos transmitidos por es-
tes elementos ficam, assim, continuamente distribuildos na
vertical, Este processo tem sua aplicagao recomendada em e
dificios de caracteristicas elasto-geometricas regulares em
planta e em elevagao, o que pode ser encontrado com frequEE
cia nos edificios altos.

Atraves da tecnica do meio contInuo e tomando por
base o trabalho de Gluck e Gellert[6], Carvalho[B] estudou
a instabilidade de algumas estruturas de edificios altos,di
rigindo a sua analise para a determinagcao da carga critica
vertical destas estruturas. Complementando esta anElise,CaL
valho [4] determinou a carga critica vertical de associagoes
planas e tridimensionais de paineis.

A analise de efeitos de segunda ordem apresenta-
da neste trabalho e baseada nos trabalhos desenvolvidos por
Carvalho[B] e Carvalho[4]. Para o seu desenvolvimento e u-
tilizada a tecnica do meio continuo ficando o comportamento
de cada modelo estrutural expresso atraves de uma equagao
ou um sistema de equagoes, nao homogéeneas, de terceira or=-
dem, com coeficientes variaveis.

Considera-se que as estruturas de edificios al-
tos, analisados aqui, estejam submetidas a carregamentos
laterais e verticais, uniformemente distribuidos na direcgao
vertical. As condigoes de equilibrio de cada modelo estrutu
ral sao estabelecidas levando em consideragao a configura-
gao deformada dos elementos verticais, que compoem a estru-
tura, de acordo com os conceitos de calculo da teoria de se
gunda ordem. Desta maneira, surgem esforcos adicionais pro-
venientes da carga vertical, devidos a deformagEO daqueles
elementos, sendo este efeito conhecido como efeito de segun
da ordem,

Neste trabalho, a solucgao da equagao diferencial

P

ou g sistema de equacoes diferenciais, gerados pelo tratamen-



to continuo, foi obtida atraves da aplicacao do metodo das
diferencas finitas, com procedimento analogo ao apresentado
nos trabalhos de Mancini[9] e Barbosa[l], e do metodo de
Stodola-Vianello, em sua variante, cuja eficiencia foi cons
tatada no trabalho de Seixas{i3], justificando a sua utili-
zagao.,

Ao capitulo I, deste trabalho, reserva-se a anﬁli
se dos efeitos de segunda ordem em associacoes planas de
paineis, atraves da tecnica do meio continuo. 0 comportamen
to de cada modelo estrutural expressa-se atraves de uma e-
quagao diferencial cuja resolugao atraves dos metodos das
diferengas finitas e Stodola-Vianello, exige a utilizacao
de computador. Para isso desenvolveram-se dois programas em
linguagem Fortran, cujas listagens sao apresentadas no fi-
nal do capitulo.

No capitulo II, tambem utilizando a técnica do
meio continuo, analisam-se cinco modelos estruturais, sendo
eles: um nicleo estrutural de secao aberta sem e com contra
ventamento, uma associag¢ao tridimensional de paredes e por-
ticos e uma associagao de dois nucleos de segao aberta sem
e com contraventamento. O comportamento de cada um destes
modelos se expressa atraves de um sistema de tres equagoes
diferenciais. A solugao dos mesmos e obtida pelos dois me-
todos numericos citados anteriormente e dois programas em
linguagem Fortran foram elaborados, um para cada metodo, cu
jas listagens sao apresentadas no final deste capitulo.

No final de cada capitulo resolvem-se exemplos
numericos referentes a cada modelo estrutural apresentado.

No apendice A sao determinados alguns parametros
relativos as paredes e aos porticos, cujas dedugoes sao fei
tas segundo Mancini [9]. No apéndice B encontra-se um resu-
mo da teoria de flexo-torgao.

Finalmente,no capitulo III, expoem-se algumas con

sideracoes sobre o trabalho.



I. EFEITO DE SEGUNDA ORDEM EM PAINEIS PLANOS

1.1 - Introducao

Neste capitulo analisa-se o comportamento de pai-
neis planos submetidos a cargas lateral e vertical uniforme
mente distribuidas. Inicialmente,consideram-se os painéis@s
formaveis predominantemente i agao do momento fletor que sao
as paredes e os paineis deformaveis predominantemente 3 a-
¢ao da forga cortante que sao os porticos. Em seguida,consi
deram-se as associagoes entre esses paineis, que resultam
em estruturas denominadas paineis gerais, deformaveis tanto
d agao do momento fletor quanto 3 agao da forga cortante.

Desenvolve-se a analise dentro dos conceitos de
calculo da teoria de segunda ordem,onde as condicoes de e-
quilibrio de cada modelo estrutural sao estabelecidas levan
do-se em conta a sua posicao deformada. Isto conduz ao apa-
recimento de esforgos adicionais resultantes desta deforma-
g¢ao, devido a presencga da carga vertical, sendo este efeito
conhecido como efeito de segunda ordem.

0 comportamento de cada modelo estrutural se ex~-
pressa atraves de uma equagao diferencial de terceira ordem,
nao homogénea, com coeficientes variiveis. A solugao dessa
equagao fornece os deslocamentos horizontais da estrutura e
e obtida, neste trabalho, mediante a utilizacao de dois pro
cessos numericos: Diferengas Finitas e Stodola-Vianello, em
sua variante,

Tomando-se por base as expressoes obtidas com a
aplicagao dos processos numericos, desenvolveram-se dois pro
gramas, um para cada processo, em linguagem Fortran, para o
computador IBM-370/148. As listagens e respectivas explica-
goes para o uso desses programas sao fornecidas ainda neste
capitulo.

No final do capitulo apresentam-se exemplos nume-
ricos para cada tipo de associacao de paineis analisada, a-

1em de um conjunto de graficos que mostra a variagao dos



deslocamentos horizontais no topo das estruturas submetidas
a carregamentos uniformes, lateral e vertical, Para o traga
do dos graficos foram definidos trés parametros adimensio-

nais de maneira que, para um certo valor da rigidez relati-
va A de um painel geral, seja possivel se determinar um des
locamento U no topo do painel, em fungao da carga horizon-
tal, para cada valor da carga vertical P adotada. Os grafi-
cos comprovam que as estruturas submetidas a carregamentos

uniformes lateral e vertical, analisadas em teoria de segun
da ordem, correspondem a problemas de 22 especie onde o car
regamento critico & definido como o valor da carga que pro-

voca variagoes excessivamente grandes das fungoes desloca-

mentos, para uma variagao pequena do carregamento.

1.2 - Hipoteses e Consideracoes

Nas analises aqui desenvolvidas utiliza-se o tra-
tamento continuo, ou tecnica do meio continuo, que consiste
em substituir os elementos de conexoes horizontais,como lin
teis e barras biarticuladas, por um meio continuo de rigi-
dez equivalente, uniformemente distribuida ao longo da altu
ra. Os esforgos transmitidos por estes elementos ficam, as-
sim, continuamente distribuidos na vertical.

Em todos os casos analisados, as caracteristicas
elasticas e geometricas sao mantidas constantes ao longo da
altura, o que viabiliza o emprego da tecnica do meio conti-
nuo, devido ao nimero reduzido de pardmetros envolvidos.

Por linteis entende-se vigas engastadas nas duas
extremidades e indeformaveis axialmente.

Em cada modelo estrutural e definido um sistema
de eixos oxz, contido no plano do painel, com ox horizontal
de sentido positivo da esquerda para a direita e oz verti-

cal com sentido positivo da base para o topo,



1,3 - Painel Parede

Da-se o nome de parede ao painel plano, de eixo
vertical, secao constante ao longo da altura H, com rigi-
dez transversal nula e deformavel predominantemente 3 agao
do momento fletor.

Usa~-se o indice w (do ingleés wall) para identi-

ficar os esforgos e deslocamentos relativos ao painel pare

0 carregamento externo constitui-se de uma carga
horizontal q,,» uniformemente distribulda ao longo da altu-~
ra H do painel, e uma carga vertical 3 uniformemente dis
tribuida ao longo do eixo vertical que passa pelo centro
de gravidade de sua seg¢ao transversal. Indicam-se na figu-

ra (1.1), a notacao e os sentidos positivos para os esfor-

¢os ¢ deslocamentos,

L0
0

w w
A* — My+ dMy
F— &\pw a,, Qu+ dQy .
—— { e H-z
1 | I
- ‘ Pw dz ——a=
L | -
H { L.
- l Qw -
I \_/Mw b
X RS o uw7
(a)} (b)) {c)

Figura 1.1 - Painel Parede

O equilibrio do elemento infinitesimal de altura

dz (figura 1.1-b) fornece:

T = -Q (1.1)



Desprezando-se a deformacgao por forca cortante na

parede, a equagao da linha elastica expressa-se por:

M
"o
ul ot Ey (1.2)
W
onde;
u e o deslocamento da parede na direcgao ox

E @ o modulo de elasticidade longitudinal da pare
de

I, e o momento de ineércia da parede em relacao a
um eixo perpendicular ao plano da figura e que
passa pelo centro de gravidade da segZo trans-

versal.,

Combinando-se a equagao (1.1) com a equacgao (1.2),
derivada uma vez em relagao a z, obtem-se para a forga cor-

tante interna no painel a expresszo:
Q = =j ult (1.3)

onde

jw representa o produto de rigidez a flexao EJw

0 momento fletor,em uma segao generica distante 2z
da base do painel,e calculado levando-se em conta a agao si
multanea das cargas q, © P« Considerando-se a parede em
sua posigao deformada (figura l.l-c) e obedecendo-se a con-
vengcao para os esforgos (figura 1.1-b), o momento fletor na

referida secao e:



M o (nmuyag 4 g (B2 (1.4)
w,ext . L 1y 2 '

A derivada primeira da equagao (1.4) em relagao a

z fornece:

dM
LA - - ' - -
I3 p,n(2) p,(H-2)u’l + P,u, ~ 9,(H-2) (1.5)

A equaggo (1.5) expressa, de acordo com a equagEo
(1.1), a forga cortante externa no painel considerando que,
conforme a figura(l.l-c), na cota z, n(z) = u_ e utilizando

este valor na equagao (1.5), obtem-se:

Qw,ext = pw(H-z)u‘L + qw(H-z) (1.6)

0 equilibrio da estrutura e mantido quando os es-
q

forgos internos igualam-se aos esforgos externos. Desta ma-

neira, a igualdade entre as equacoes (1.3) e (1.6) conduz a:

-jwu;' = pw(H-z)u; + qw(H-z) (1.7)

ou,
i "y - ' = o -
J.u + p. (H=2)u q. (H=-2) (1.8)

As trés condigoes de contorno necessarias a reso-

lugao da equacgao (1.7) sao:

a) Supondo engastamento na base da parede
Uw(o) = 0 (1-9-3)

u;(o) =0 (1.,9-b)



b) Supondo a auséncia de momento fletor aplicado no topo

u' (1) = 0 (1.9-¢)

1.4 - Painel Portico

Da-se o nome de portico ao painel plano,vertical,
sem rigidez transversal, extremamente rigido a acao do mo-
mento fletor e deformavel pela agao da forca cortante.

Usa-se o Indice f (do inglés frame) para caracte-
rizar os esforgos e deslocamentos relativos ao painel por-
tico.

Considera-se um carregamento externo constituido
de uma carga horizontal Ags uniformemente distribuida ao
longo da altura H do painel, e de uma carga vertical afpf,
uniformemente distribuida, aplicada aos pilares do portico
(ao longo dos eixos verticais dos mesmos) e repartida entre
eles de acordo com o coeficiente de distribuigao a, (1 =
1, 2, ... n, onde n & o numero total de pilares).

Os sentidos positivos para os esforcos e desloca-
mentos coincidem com aqueles definidos anteriormente para o

painel parede (figura 1.1-b).

2 Qa, P a, py
_ z .

] 7l— /LINHA ELASTICA z
- Th f Pt
- Jﬁ
b u'

H ulf f
— 2 Uy
1 H-z)
- T qf( aspelH-Z)u'¢
- z i z Qg pgl H~2)
Lﬂf x f uf

a) b) ¢)

Figura 1.2 - Painel Portico
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A equacao da linha elastica, figura(l.2-b),expres

sa~-se, conforme Stamato[14], por:

= '
U ine = SfY¢ (1.10)
onde,
ug e o deslocamento na direcao do eixo Ox

S¢ e a rigidez do portico a forga cortante estima
da em diversos trabalhos tais como Mancini[g].

e Stamato[14].

Para os porticos aqui analisados, com vigas e pi-
lares de segoes uniformes ao longo da altura, considera-se
constante a rigidez Sge Desprezam-se as variagoes locais que
ocorrem na base (pela presenga do engastamento) e no topo
(pela ausencia dos tramos superiores dos pilares), que con=~
duzem a pequenos erros nos resultados obtidos nas proximi-
dades desses pontos. No calculo de s_ utiliza-se a expres

f
sao (1.11), cuja dedugao encontra-se no apendice A.

z K
_ 12E v.n
St " h I %% T X (1.11)
n.a b
b.n
onde:
E e o modulo de elasticidade longitudinal

h e o pe-direito do andar

K @ a relagao J/% do tramo da viga ou pilar consi

derado
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n.a e a somatoria estendida a todos os nos do an-

dar considerado

Kp o e a relagao J/% do pilar acima do no conside

rado

v.n e a somatoria estendida aos tramos de vigas

que concorrem no no

b.n e a somatoria estendida a todas as barras (2,

3 ou 4 barras) que concorrem no no

A forga cortante em uma segao, distante z da base
do painel (devido as cargas q; e pf), conforme indica-se na

figura (1.2-c), e dada por:

Q - Gfpf(H-Z)ug *+ q.(H-2) (1.12)

f,ext

onde,

a. = o, + O com ai sendo a parcela de carga ab-

1 2
sorvida pelo pilar 1i.

f

A condigao de equilibrio do portico a forca cor-
tante exige que os esforgos internos igualem-se aos esfor-
Gos externos. Em vista disso e das equagoes (1.10) e (1.12),

pode—-se escrever:
[sf afpf(H zﬂ ug qf(H z) (1.13)

Neste trabalho analisa-se o efeito de segunda or-
dem em porticos, apenas quando estao associados com paredes,

conforme se mostra no item a seguir.



-12-

1.5 - Painel Geral

Denomina~se painel geral ao painel de comportamen
to estrutural misto, ou seja, que apresenta deformabilidade
por momento fletor e forga cortante.

Nos itens 1.3 e 1.4 analisaram-se os paineis pare
de e portico isoladamente. A associacao entre estes paineis
resulta em uma estrutura de comportamento caracteristico de
um painel geral, contribuindo favoravelmente para a rigidez
lateral do conjunto e reduzindo a disparidade entre os es=-
forgos e deslocamentos da base ao topo.

Nos trabalhos de Mancini[9] e Stamato [14] encon-
tram-se, com detalhes, diversos casos de associagaes de pai
neis parede e portico, com carregamento externo constituido
apenas por cargas laterais. Neste item analisam-se tres ca-

sos de associagao de paineis:
a) Associacao de parede e portico por barras biarticuladas
b) Associacao de parede e portico por linteis
c) Associagao de paredes por linteis
Nos tres casos citados acima, considera-se um car

regamento aplicado constituido por cargas laterais e verti-

cais uniformemente distribuidas.

1.5.1 - Associacao de parede e portico por barras biarticu-

ladas

Indica-se, na figura(1.3) ,o0 painel formado por pa
rede e portico unidos por barras biarticuladas. Supoem-se
que estes elementos de ligagao possuam rigidez axial infini
ta e estejam distribuidos uniformemente ao longo da altura

H do painel, de acordo com o tratamento continuo.
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Figura 1.3 - Associagao de paineis por barras biarticuladas

0 carregamentc externo (figura 1.3-a) consta de u
ma carga horizontal q,uniformemente distribuida ao longo da
altura H do painel,e de uma carga vertical ap,uniformemente
distribuida ao longo dos eixos verticais que passam pelos
centros de gravidade das segoes transversais da parede e
dos pilares do portico, sendo @ p e 0.p as cargas na parede
e no portico, respectivamente, e af = § a., onde i correspon
de ao numero de pilares do portico.

A rigidez infinita das barras de ligagac garante
a igualdade dos deslocamentos horizontais da parede e do
portico (uw e uf),podendo-se, portanto, considerar uma uni-
ca linha elastica para o conjunto (figura 1.3-b), denominan

do-se os deslocamentos horizontais simplesmente por u.

A forga cortante interna na estrutura e obtida Pe

. . no
la soma das forgas cortantes Qw,lnt na parede e Qf,lnt
portico, ou seja:
= R + . 1014)
Qint Qw,lnt Qf,lnt (

ou, conforme as equagSes (1.3) e (1.10),
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'+ s_u!

Q £

o "
int = qu

(1.15)

Em uma cota z, da altura do painel, a forga cor-

tante externa total devido ao carregamento,
-se a estrutura em sua posigao deformada, sera obtida

soma das forgas cortantes na parede e no portico

considerando-
pela

provenien

tes dos quinhoes de cargas externas absorvidas por estes e-

lementos, ou seja:
Qext = Qw,ext * Qf,ext
onde:
Qw,ext - awp(H—z)u' * Qw,q
e
Qp lexe = @gP(H-2)u’ + Q.
com
Qw,q sendo a forga cortante
devido ao carregamento
Qf,q sendo a forga cortante
devido ao carregamento
Substituindo~se as equagoes
(1.16), resulta:
Vuye = ap(H-z)u' + q(H-2)

onde

(1.16)

(1.17)

recebida pela parede,

lateral.

recebida pelo portico,

lateral.

(1.17) na  equagao

(1.18)
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O =a + a (1.19)

Como a forga cortante proveniente das cargas ex-
ternas (equagao 1.18) e, em qualquer cota z, equilibrada pe
las forgas cortantes internas (equagao 1.15), e valida a

seguinte equagao:
jwu"' - [sf—ap(H—z)}u' = - q(H-2) (1.20)

Obtem-se os deslocamentos incognitos u resolven-
do a equagao diferencial (1.20) e utilizando as condigoes

de contorno:
u(o) =0 (1.21-a)
u'(o) = 0 (1.21-b)
no caso de engastamento na base da parede e,
u"(H) = 0 (1.21-¢)

por nao haver momento fletor aplicado no topo da mesma.

Observa-se atraves da equagao (1.20) que a asso-
ciagao entre uma parede e um portico, atraves de barras bi
articuladas, resulta em um painel que deforma-se por momen
to fletor e forga cortante. Expressa-se, portanto, o pai-

nel geral atraves da equagao:

jgu"' -[sg-ap(H-z)}u' = - q(H~2z) (1.22)

onde:



j corresponde ao parametro jw que indica o produ

to de rigidez a flexao da parede.

s _corresponde ao parametro s¢ que indica a rigi-

dez a forca cortante do portico.

1.5.2 - Associagao de parede e portico por linteis

Apresenta-se na figura (l.4) outro tipo de asso-
ciagao entre portico e parede, citado neste trabalho. Adota
~se 0 mesmo carregamento externo considerado no item 1.5.1
e indicado na figura(l.4~a).Na figura(l.4-b)mostra-se um e-
lemento de parede de altura dz e a convengao positiva para

os esforgos.

? Awp a,p A 2p
\
‘ t 1/ Awp _— MwtdMw
¢ | Sowa
l ; i - A ms
! 1 Y
H : ! — Y dz
* | N
| | — T
‘ i { Qw
. | h t¥j \_/MW
!
0 XL? T77777777277 /77"777 /77177
(a) (b)

Figura 1.4 - Associagao de paredes e porticos por linteis

Admite-se que os linteis sao rigidos axialmente,
garantindo a igualdade dos deslocamentos horizontais da pa-
rede e do portico (uw=uf), aqui designados por u.

A reagao do portico sobre a parede atraves dos
linteis consiste de momento distribuido m_, aplicado ao lon

go do eixo vertical da parede e forga distribuida vertical,
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tambem aplicada ao longo deste eixo. O efeito desta ultima
e o de uma forga normal na parede e sera desprezado devido
a suposigao de indeformabilidade axial da mesma.

0 equilibrio do elemento infinitesimal de parede
de altura dz, de acordo com a convengao positiva para os

esforgos (figura 1l.4-b) e com a equagZo (1.3), fornece:

Q = - jwu"' +m (1.23)

w,int s

Definindo-se ¢B e ¢s como os angulos de giro das
segSes da parede, devidos, respectivamente, ao momento fle
tor e a forga cortante, pode-se exprimir m, em fungao des—

tes angulos por:

m = K1¢B + K (1.24)

s 2¢s

onde os coeficientes K1 e K2 sao parametros de rigidez cal

culados no apendice A.

Chamando-se de ¢, que e igual a u', o angulo to-

tal de giro, tem-se:

¢ = ¢B + ¢ (1.25)

s
e adotando-se a expressao aproximada

3Qw int
B e le——— 1.26
¢s AE ¢ )

onde:
A e a area da segao transversal da parede .

o modulo de elasticidade longitudinal

=1
o
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obtem~-se:

3Q.. .
- ' _ w,int
m Klu + (K2 Kl) ———ii—— (1.27)

Substituindo-se a equagao (1.27) na equagao

(1.23) obtem-se para a forga cortante interna na parede, a

expressao:
i K
- - W o 1
Qw,int T u + T u (1.28)
onde:
3
Yy =1 - -A—E (Kz"'Kl) (1.29)

A forgca cortante interna no psrtico, obedecendo
a convengao positiva para os esforgos da figura(l.4-b),va-
le:

Qf,int = s,u' (1.30)

onde s e a rigidez a forga cortante, estimada no apendice

A, conforme Mancini[Q].

A soma das equagoes (1.28) e (1.30) conduz a e-

quagEo da forga cortante interna total, expressa por:
= j u"' + s u' (1.31)
Q g g

int

onde:
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onde:

(1.32)

. s (1.33)

A forga cortante externa total, calculada da mes-

ma forma mostrada no item (1,5.1) (equagao 1.18), vale:

Qext = ap(H-z)u' + q(H~z) (1.34)

As condigoes para o equilibrio de todas as forgas

internas e externas, agindo na estrutura, conduz a equagao:

Jgu" -[sg—ap(ﬂ—zﬂu = =~ q(H~-2) (1.35)

onde observa-se a equivalencia com a equagao (1.22), resul-
tante da associagao de uma parede com um portico, ligados

por barras biarticuladas.

As condigoes de contorno, utilizadas na obtengao

dos deslocamentos horizontais incognitas u, sao as mesmas

expressas pelas equagoes (1.21).

1.5.3 - Associacao de paredes por linteis

Em muitos edificios altos utilizam-se as paredes
como elementos verticais resistentes a agao das cargas late
rais. Se a ligacgao destes elementos se faz atraves das bar-
ras biarticuladas e facil concluir que o conjunto funciona

como uma unica parede de rigidez igual a soma da rigidez de
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cada parede. Consegue-se aumentar a rigidez do conjunto de
paredes, quando se unem esses elementos atraves de linteis.

Na figura (1.5) mostra-se a associacao de duas pa
redes atraves de linteis iguais, e espacados entre si de h.
0 carregamento indicado consta de carga horizontal q, > uni-
formemente distribulida ao longo da altura H do painel, e de
carga vertical a.Ps uniformemente distribuida ao longo dos
eixos verticais que passam pelos centros de gravidade de ca
da parede. Consideram-se positivos os sentidos dos esforgos

indicados nesta figura.

Qw Gw,D awzp
— l Mw My,
— ‘\NI Qw, +dQw // \ qWZ AN 2
L] e ———— 1 1 (. ) Q fvz+dez
[ 5 T« i ars
- Rl = WP — Qw,p
- ih — l — J
e l (”EE i ] - |
- - Qw Qw, =—————
™ d 1 2
z [ z \%/Mwl ¢ \/sz
=ty - '"c ~a— o= - e ——
] ! e, !
—= | T Wt T
0 X 777, 77 g 77 e

_’y._Lﬁa{L B + 22

_,L_, ¢ 'T’ . cZ;ﬂ!r_

tal (b) (c)

Figura 1.5 - Associagao de paredes por linteis

Os linteis sao perfeitamente engastados nas pare-
des e supoe-se que os centros de seus vaos sao pontos de mo
mento nulo. Nestes pontos aparecem forgas cortantes incogni

tas v distribuidas uniformemente ao longo do espagamento

L’
h, conforme a tecnica do meio continuo,

Denominam~se jw , jw ’ jL os produtos de rigidez
EJ . da parede 1, EJ dalparede 2 e EJL dos linteis, res-

1. 2
pectivamente,
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0 equilibrio do elemento generico de altura dz da

parede 1, indicado na figura (1.5-b), conduz a:

dM
w

+t Ve (1.36)

Qp =~ d  u"' + v e, (1.37)

Da mesma maneira, o equilibrio do elemento genéri
co de altura dz da parede 2, indicado na figura (1.5-c),jun

tamente com a equagzo (1.3), fornece:

= M ne
Qw i, u + v, (1.38)

Obtém~se a forga cortante interna da estrutura so
mando-se as forgas cortantes que atuam em cada elemento iso
ladamente. Desta soma, de acordo com as equagoes (1.37) e
(1.38), resulta:

Q = - jgu"' + (c (1.39)

. +cC
w,1inat

1*e) vy

onde:

i =1 + ] (1.40)

Para se determinar a forga cortante incognita Vi
considera-se um lintel seccionado no ponto de momento nulo
(centro de seu vao), de acordo com o indicado na figura
(L.6). Este ponto desloca~se diferentemente, conforme per-
tenga a uma ou a outra parede, devido: a deformacao do lin-

tel por flexao e forga cortante (figura l.6-a), a deforma-
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¢ao da parede por flexao (figura 1.6-b) e a deformagao da pa
rede por forga normal. Despreza-se esta ultima deformagao,

por supor-se as paredes indeformaveis axialmente., Consideram-

-se positivos os deslocamentos de sentido da base para o to-

pPo.

(b)

Figura 1.6 - Deslocamentos dos centros dos vaos dos linteis

A equagao de compatibilidade para tais deslocamen-

tos sera:

-8, + 8 =8, -3 (1.41)

onde:

61 e 52 sao os deslocamentos devidos as deformagSes
por flexao, relativos as paredes 1l e 2, respectivamente,e da-

dos por:

§, = c u (1.42)
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e
8§ e o deslocamento devido 3 deformagao dos lin-
teis por flexao e forga cortante exXpresso por:
v.ht, /23 v h(&_ /2)
L L L L
= 33 + Ty (1.43)
L L
onde:

G e o modulo de elasticidade transversal

A e a area da segao transversal do lintel

Py
o

o comprimento do vao do lintel.

Substituindo-se as equagoes (1.42) e (1.43) na e

quagao (l.41), resulta:

3 3 3
L ') hi £
e ut (Zﬁé L, Zgz Ly = c,u' - (Zz. L, Zgz Ly (1.44)
Iy L Iy L
Resolvendo-se a equagao (l.44) para VL, chega-se
a:
Sg
V., F a2 gy (1.45)
L (c1+c2)
onde:
(c1+c2)2
s = (1.46)
8 g3 g
h( L L )
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Substituindo-se a equagao (1.45) na equagao
(1.39), obtem~se a expressao para a forga cortante interna

no painel dada por:

Q = - jgu"' + sgu' (1.47)

w,int

A forga cortante externa total, devido ao carre-
gamento, sera obtida pela soma das forgas cortantes em ca-
da parede, provenientes dos quinhoes de cargas externas ab
sorvidas por estes elementos, que de acordo com a equagao
(1.6) valem:

Q ,ext “wlp(ﬂ-z)u' + le,q (1.48-3a)

= 0o p(H-z)u' + Q

sz’ext w W ’q (1'48-1))

onde:

. e a forga cortante recebida pela parede
1’ .
q 1 devido ao carregamento lateral.
Q. e a forga cortante recebida pela parede
2°q 2 devido ao carregamento lateral.

A soma das forgas cortantes le,ext e sz,ext
(equagoes 1.48) conduz a:
= - ! - .
Qoxe = 4 P(H-2)u' + q_(H~2) (1.49)

onde:
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e a forga cortante externa total em uma cota

Q

ext
2 da altura do painel.

Em qualquer cota z, a forga cortante externa e e-
quilibrada pela forga cortante interna. Portanto,igualando-
-se a equagao (1.47) 3 equagao (1.49), obtem-se a equagao

geral de equilibrio,

]

L _[sg-awp(u_z)] u' = - g (H-2) (1.50)

Nota-se novamente a equivalencia entre a equagao
(1.50) e a equagao (1.22) obtida para a associagao de um
portico com uma parede ligados por barras biarticuladas. Is
to indica que o painel analisado acima comporta-se como um
painel geral e que apesar das paredes deformarem~se apenas
a acao do momento fletor, a estrutura aporticada resultan-
te da associagao destes elementos verticais por linteis tor

na o conjunto sujeito a deformabilidade tambem por forga cor

tante.

As condigoes de contorno utilizadas na resolugao
da equagao (1.50) sao as mesmas expressas pelas equagoes
(1.21).

A estrutura da figura (1.5) pode ser generalizada
para o caso de n paredes unidas por linteis, conforme indi-
ca~-se na figura (1.7).

A forga cortante total no painel, constitulido de
n paredes e m conjunto de linteis, e calculada em qualquer
cota z, a partir da equagao (1.50), cujos parametros sao

fornecidos pelo seguinte conjunto de equagoes:
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Figura 1.7 - n paredes unidas por linteis

n
i o= I j (1.51-a)
& i1 Vi
2
m (cy:_1%c,.)
s = % I o— §1 1 ﬁl (1.52-b)
& i=1 L3 L.
(=== 1)
12j,,  GAp,
1 1
n
o = aw (1.51-¢)
i=1 i

1.6 - Metodos de Analise Numerica

Em 1.5 estudaram-se tres casos de associagao en-
tre paineis, que resultavam em estruturas de comportamento
caracteristico de um painel geral. Em 1.5.2 e 1.5.3 obser-
vou-se que o0 comportamento de cada painel resultante, sob
identicas condigoes de carregamento, ficava expresso atra-
ves da formulagao de equagoes diferenciais, nos deslocamen-
tos horizontais da associacao, equivalentes 3 equacgao obti-
da para a associagao de uma parede e um portico por barras

biarticuladas, analisada em 1.5.1. Conclui-se, entao, que
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os casos de associagoes entre paineis, citados acima, podem

ser representados pela equagao diferencial,

jgu”' -[sg—ap(ﬂ—z)]u' - q(H-2z) (1.52)

onde j e sg sao parametros caracteristicos de um painel ge
ral, calculados de acordo com os tipos de paineis associa-
dos (parede ou portico) e com o meio continuo de ligagao

(barras biarticuladas ou linteis).

A solugao exata da equagao (1.52) & inexequivel,
tornando~se, portanto, necessario, utilizar metodos de ana-
lise numerica que conduzem a uma solugao aproximada para os
deslocamentos horizontais em qualquer cota z.

Com a finalidade de se confrontarem os resultados,
utiliza-se neste trabalho o metodo das diferengas finitas e
uma variante do metodo de Stodola-Vianello. Ambos os proces
sos envolvem uma consideravel quantidade de trabalho numéri
co, tornando-se necessario o uso do computador. Por este mo
tivo desenvolveram~-se dois programas em linguagem Forrran,

para o computador IBM=-370/148, um para cada metodo.

1.6.1 - Metodo das diferencas finitas

A aplicagao do metodo das diferengas finitas a so
lugao de equagoes diferenciais, geradas pelo tratamento con
tinuo em edificios altos sob carga lateral, pode ser encon-
trada em diversos trabalhos como em Barbosa[l] e Mancini
[9]. Com base nestes trabalhos, desenvolvem-se aqui as ex-
pressoes algebricas necessarias a utilizagao desta tecnica
na solugao da equagao diferencial (1.52), procurando-se, de
maneira sucinta, explicar o desenvolvimento de tal processo.

0 metodo das diferengas finitas e uma tecnica nu-
merica para se obterem solugoes aproximadas de equagoes di-
ferenciais. Neste metodo, as derivadas da fungao desconheci

da f(z) sao aproximadas as derivadas de uma parabola de
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grau r (r > 3@ ordem da equagao diferencial) que intercepta
a fungao em r+l pontos igualmente espagados de h, sobre o
eixo dos z.

Com o proposito de se obterem operadores com nu-
mero simetrico de pontos, optou-se pela parabola de inter

polacao do quarto grau

p(z) = Az4 + Bzo + sz + Dz + E (1.53)

cujos valores nos pontos de interpolacao (i-2h, i-h,i,i+h,
i+2h) devem coincidir com os valores da funcao desconheci-

da f£(z), que de acordo com a figura (1,8) valem:

f(i-2h) = Fee

f(i-h) = Fe

£(1i) = Fi

f(i+h) = Fd

f(i+2h) = Fdd (1.54)

§
x= 1 {z)
N\ ———
/ \
‘\\\<rfu)

Fee Fe F Fq Fad

i+2h i-h i i+h i+2h

(-2h) (~h) (o) (h) (2h)

Figura 1,8 - Valores da fungao
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Passando-se a parabola p(z) pelos cinco pontos de
interpolagao e tomando-se a abscissa do ponto i como origem,

resulta o sistema de equacgoes:

(m®  —am?  em? - 1| oAl FeeT
n -1 h2 -h 1 B F,
0 0 0 0 1 c |= F, (1.55)
n h3 n? h 1 D Fq
_(2h)“ (2n)3 (2n) 2 e TP LE | Fae

. ~ [ - . -~
cuja solucao fornece os valores dos coeficientes do polind-

mio, expressos por:

ol |
A = ———I|F =4F +6F,-4F +F
24h4 ee e i d “dd
B = 1 3[-F + 2F - 2Fd + Fde
12h ee €
1 [ }
c = -F + 16F - 30F.+ 1l6F, - F
24h2 ee e 1 d dd
D = < F - 8F_ + 8F, + F
12h|" ee e d dd
E = F, (1.56)
i
Como a fungao f(z) e aproximada pelo polinomio

p(z) no intervalo (~2h,2h), podem-se obter todas as deriva-

das de f(z) neste intervalo. Para o ponto i as expressoes
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das derivadas sao denominadas de diferengas finitas centrais
e para os demais pontos do intervalo recebem o nome de dife-
rencas finitas assimetricas a esquerda ou a direita, confor-
me o ponto esteja a esquerda ou a direita do ponto central i.
Desta maneira, as expressoes para as terceiras, segundas e
primeiras derivadas de f(z) nos pontos em que z e igual a ze

ro, -h e h sao:

F;' = p"'(o) = 6B

Fg = p"(o) = 2C

Fi = p'(o) =D (1.57-a)
Fg' = p"'(~h) = - 24Ah+6B

FZ = p"(-h) = 12Ah2-6Bh+2c

F! = p'(-h) = - 4an>+3Bh’-2Ch+D (1.57-b)
Fi' = p"'(h) = 24Ah + 6B

Fg = p"(h) = 12Ah2 + 6Bh + 2C

Fy = p'(h) = 4Ah° + 3BhZ + 2¢h + D (1.57-¢)

ou, tendo em vista as expressoes (1.56), obtem-se:
a) Diferengas finitas centrais

1
ne = e | - -
Fy o3 Foet?F, 2Fd+Fdd]
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I - -
F. 12h2 Fee+16Fe 30F1+16Fd Fdd

1
' = - -
F! [Fee 8F +8F, Fdd]

12h (1.58-a)
b) Diferengas finitas assimetricas a esquerda
F"' = 1 |_3F +10F -12F,+6F -F
e 3 ee e i d “dd
2h
proo= 11F__-20F +6F.+4F -F
e 2 ee e i d "dd
12h
F' = —-—|-3F_ -10F +18F,=6F +F
e 12h ee e i d “dd
(1.58-b)
c) Diferencgas finitas assimetricas a direita
"e l - -
Fy —_§[Fee 6Fe+12Fi 10Fd+3Fdd]
2h
F' = -1 _|oF +4F +6F.-20F +11F
d 2 ee e i d dd
12h
F' = —|-F +6F ~18F,+10F +3F
d 12h ee e i d dd
(1.58=-¢)

Definindo-se como parametrus adimensionais os se-

guintes valores,

s 2
X = -8 & (1.59)
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3
p = 2pH_ (1.60)
J
g
_z

n = H (1061)
onde:
a) A e o parametro de rigidez relativa de um painel plano

constituido de parede e portico ou so de paredes.
b) P @ um parametro que expressa a carga vertical p
c) n expressa a ordenada de qualquer ponto da altura H do
painel,
a equacao (1.52) pode ser reescrita na forma
H4
a"' - [}\-P(l‘n)] u' = - .,._;1 (1-n) (1.62)
g

onde agora u = u(n) e tendo em conta que

dlu(n) _ i dlu(z)

== - gt SRz

i 1
dn dz
As condigSes de contorno, expressas pelas equa-

coes (1.21), passam a ser escritas como:

a) u{o) = 0
b) u'(o)= 0

¢) u"(1)= 0 (1.63)
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onde, n = 0 para z = 0 e n =1 para z = H.

Para a aplicagao do metodo das diferengas finitas

3 solugao da equagao (1.62), considera-se uma malha consti-

tuida de n pontos, igualmente espacados de h sobre o eixo

dos z, com n-3 pontos pertencentes a estrutura e tres pon-

tos exteriores denominados pontos ficticios, por nao perten

cerem ao sistema fisico, conforme indica-se na figura (1.9).
A aplicagao da equagao (1.62)

aos pontos 3 a n-1l e a imposi-

Tn ¢ao das tres condigoes de con-

LR S torno, expressas pelas equa-
n-2 goes (1.63), conduzem a um sis

n-3 tema de n equagoes ‘as n incog
nitas, correspondentes ao va-

1 " lor da fungao desconhecida u(n)

em cada um dos n pontos de sub

T 8 - divisao.
H h ) -
7 Indica-se por NS O numero de
subdivisoes que tera a estrutu
6 - -
ra de altura total H, apos a
S aplicagao da rede de pontos ,sen
4 do o seu valor obtido atraves
da expressao,
]
] )
X2
| 1 4
| -—
X1 NS % (1.64)

Figura 1.9 - Rede de pontos

Chama-se F(M) o deslocamento horizontal u do pai-
nel em um ponto generico M da malha de pontos. Utilizando-
~se a equagao (1.64) e os operadores de diferencas centrais
F;' e Fi, que envolvem dois pontos a direita e dois pontos
a esquerda do ponto de aplicacao ie sao dados pelas equa-
¢ao (1.58-a), escreve-se a equacao (1.62) em diferengas fi-

nitas, como:
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-[6 + li{x—P(l-n(M)ﬂ} F(M=-2) +[12 + §5[A-P(1-n(m)ﬂ] F(M-1) +

Ns Ns
-[12 + §5[X-P(1-n(M4] F(M+1) +[6 + lS[A-P(l-n(M))” F(M+2) =
NS Ns
12 qH4
== 3 . T—— (1=-n(M)) (1.65)
Ns g

onde n(M) exprime o valor da coordenada adimensional do pon

to M.

No ponto M = N-1, no topo do edificio, observa-se
que nao se pode aplicar a equagao (1,65), obtida com a uti=-
lizagao dos operadores centrais. Utilizam-se, entao, os ope
radores assimetricos a direita FS' e Fé,
goes (1.58-c), que aproximam as derivadas da fungao, no pon

deduzidas nas equa

to a direita do ponto central i, Ads derivadas do polinomio
de interpolagzo, envolvendo treés pontos a esquerda e um pon
to 3 direita do seu ponto de aplicagao d = N-1,

Entao, para o topo do edificio, a equagao (1.62)

escreve-se em diferengas finitas como:
{6 + if[X—P(l—n(N~1)J} F(N=-4) -[36 + §7[A—P(1-H(N-l)q]
s s

18
NZ
s

[A-P(l—n(N-l)ﬂ} F(N=-2) —[60 + l%-[x+

N
s

JF(N=-3) +{72 +

-P(1-n(N-1)4} F(N-1) +{18 - éi[x—p(l-n(N-l)ﬂ} F(N) =

N
]

4
- - L [1 - )\(N-l)] (1.66)
Jg

—
N

2
w W
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As condicoes de contorno u(o) = 0 e u'(o) = O,ten
do em vista as equagoes (1,58-a), sao expressas, respectiva

mente, por:

F(3) =0

F(1) - 8F(2) + 8F(4) - F(5) =0 (1.67)

A condicao de contormo u"(1l) = 0, no topo do edi-
ficio, sera escrita em diferencas finitas utilizando-se o
operador assimétrico 3 direita F'", que calcula a segunda de
rivada da funcao no ponto d = N-1, localizado a direita do
ponto central i, conforme indicado nas equacgoes (1.58-c) .Es
te operador envolve um ponto 3@ direita (ponto N) e tr€s pon
tos a esquerda (pontos N-4, N-3 e N-2) do ponto de aplica-
cao N-1.

Assim, a terceira das equagoes (1.63) escreve-se

como:

~F(N=-4)+4F(N=3)+6F(N-2)-20F(N-1)+11F(N)= 0 (1.68)

As equacoes (1.65), (1.66), (1.67) e (1.68) for-
mam um sistema de N equagoes que, apos ser resolvido, forne
ce os valores de F(1) a F(N) correspondentes aos deslocamen

tos horizontais u da estrutura nos pontos 1 a N.

1.6.2 - Metodo de Stodola-Vianello

0 metodo de Stodola-Vianell~ & um processo de in-
tegracao numerica de equagoes diferenciais resultando em ex
pressoes aproximadas para fungoes desconhecidas. Na sua for
mulagio classica, segundo Hildebrand[8] e Rogers [11], tal
método & um processo iterativo bastante flexivel, que permi

te variantes com consideragoes de interpolagao.
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A eficiencia de tal processo foi constatada por
Seixas [13], que utilizou tanto o processo classico, na ana-
lise de associagoes planas de portico e paredes, quanto a
variante do metodo com consideracoes de interpolagao,nas a-
nalises de associagoes planas e tridimensionais de porticos
e paredes. Em seu trabalho, Seixas[lB] concluiu que a va-
riante do método convergia mais rapidamente que o processo
classico, sendo por isso mais eficiente que este ultimo.

Tomando por base as conclusoes obtidas por Sei-
xas[l3], optou~se, neste trabalho, pela utilizagao da va-
riante do método com consideragoes de interpolacgao.

No caso de associagoes planas com carregamento la
teral e vertical, a equacgao diferencial que rege o seu com-
portamento e dada pela equagao (1.62)., Transpondo o termo
envolvendo u' para o lado direito daquela equagao e inte-
grando tres vezes em relacao a z, obtem-se, na forma inte-

gral, a equacao de recorrencia do método, expressa por:

u i//[i—i[xq ﬂﬁfl}u'— gl—g(H—z)}dz + € +C,z+C,y —;— (1.69)

onde, C;, C, e C, sao as constantes de integragao determina

das pelas condigoes de contorno:

u(o) =0
u'(0) =0
u"(4) =0 (1.70)

Observa-se que C1 e C2 resultam nulas com a impo-
sigao, respectivamente, das duas primeiras condigoes de con
torno dadas pelas equagoes (1.70) e C; sera determinada com
a aplicagao da terceira condigao, u"(H) = 0, desde que se

adote para u a aproximacao definida adiante em (1.71).
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0 processo consiste em se tomar como solucao apro
ximada para o deslocamento u, do lado direito da equagao

(1.69), um polinomio de grau finito em z, dado por:

_ 2 3 4 n
u(z) = Ajz7+A,z +A3z toootA 2 (1,71)

2 -1

que devera satisfazer as condigoes de contorno:

u(o) =0
u'(o) =0
u"(H) = 0 (1.72)

O0s coeficientes A 4 (i=2,n) constituem o conjunto
de incognitas, que sera determinado ao longo do desenvolvi-
mento do metodo.

Substituindo-se a equaggo (1.71) na equa§50(1.69),

apos as integracoes indicadas, obtem-se para u a expressao:

A i+2 i+2 . _i+3

n
- n - n - in
u iiz[(i+1)({+z) P(Zi+152i+§$ Zi+1$(i+2$ii+§5)

4 2.2
i qH 2, 2 n H
- A _qHT 4 253 n"(n"=4n) + C, 5 (1.73)
g
Impondo-se a condigao u"(z) = O,para z = H ou
n =1, 3 solugao u, obtem~se:

o i i qH

€3 = I _i["“P(l " '{TT)]Ai—IH tay TH
i=2 H g
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Levando-se a equagao (1.74) na equagao (1.73) re-

sulta:
n i+2 2 2 i+2 7,
3= I | At S NS I [1(1-n)+3])
$=2 (1+1) (i+2) 2 2(i+1) (1+1) (1+2) (143)7 |*
i qut 2 2
. Ai-1H + 373 n"(6-~4n+n") (1.75)
8
Os valores dos deslocamentos em qualquer cota,

fornecidos pela expressao de u (equagao 1.75), deverao ser

tao proximos quanto possiveis dos valores fornecidos pelo
. -~ » -~

polinomio u(z), o qual se expressa em fungao da cota n, con

forme as equagoes (1.61) e (1.71), como:

_ 2 2 3.3 n_n
u(n) = AjH ™M +A H N+, .44 H'n (1.76)

Caso a precisEo alcangada entre os valores de u(n)
e u(n) nao seja satisfatoria, toma-se um novo grau para o
polinomio u(z) e o processo e repetido.

Para a determinagao dos n-1 coeficientes
A 4 (i=2,n) dos polinomios torna-se necessario formar o
sistema das n~1 equagoes lineares cuja solugao fornecera os
valores destas incognitas.

Observa-se que as duas primeiras condicoes de con
torno, fornecidas pelas equagoes (1.72), sao obedecidas pe-
la equagao (1.76), para n = 0., Impondo-se a terceira condi-
¢ao, para n= 1, obtem-se a primeira equagao do sistema, da-

da por:

2 3
2A1H +3A2H +12A

H4+...+n(n-1)An it = 0 (1.77)

3 -1

ou, em forma de somatorio
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i(i-1)a;_;H" =0 (1.78)

De acordo com o que foi dito anteriormente, o me-
todo de Stodola-Vianello, em sua variante, consiste em apro
ximar os polindmios u(n) e u(n). Sucessivas estimativas, a
cada grau adotado para u(n), requerem que as funcoes u(n)
e u(n) concordem, tanto quanto possivel, em todas as cotas
n ao longo da altura H da estrutura. Um simples processo des
sas estimativas consiste em impor a condigcao de que a inte-
gral sobre o intervalo (n=0, n=1) da diferenga entre estas

fungoes seja nula, isto e:

1
J[ (u(n) - u(n))dn =0 (1.79)
[o]

ou,

1 1
jf u(n)dn = ][ u(n)dn (1.80)
J O [o]

Aplicando-se esta condigao obtem-se a segunda e-

quagao do sistema, dada por:

1
EEIETIIEETE) I

( 4 1
PO G (5D T 53D

)J. A _nt o= B (1.81)

Das n-1 equagOes necessarias, duas equagoes(1.78)
e (1.81) ja foram determinadas, resta agora determinar as

outras n-3 equagoes.
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X funcao u(n) impoe-se a condicao que concorde
com u{n) em certos pontos distintos ao longo da altura da
estrutura. Esses pontos definidos como pontos de interpola
950, sao tomados dentro do intervalo (n=0, n=1) e em nﬁme:
ro suficiente, de modo que a igualdade entre a(n) e u(n),

nestes pontos, gere as n-3 equagses restantes,
Considerando-se o conjunto de pontos de interpo-
~ Z 3
lagao [El, 52, 53.....£n_3} com Ej = ﬁl’ (j=1, n-3), tem-
-se, para um ponto generico

u(gy) = u(gy) (1.82)

Substituindo-se as equagoes (1.75) e (1.76) na e

quagzo (1.82) para n = Ek, obtem-se:

2 i i R
S S Ei” €i+2[1(1-£k)+3]
i=2[gk MRS TS N T )L ¢TIV R €LV IR ETED)
- 2 Do wh = | e2(6md4g 46D (1.83)
2(i+1) i-1 24jg ' 7k k "k *
Resolvendo-se o sistema formado pelas equagoes

(1.78), (1.81) e (1.83) para k = l1,...,0=3, obtem-se os va
lores das incognitas As g (i=2,n) que, substituidos nas e-
quagoes (1.75) e (1.76), possibilitam o calculo dos deslo-
camentos horizontais em todas as cotas ao longo da altura
H da associagao, com a utilizagao de uma ou outra equagao,

indistintamente.,

1.7 - Programas em linguagem Fortramn

Com base nas equagoes resultantes da aplicagao

dos dois metodos numericos, diferengas finitas (item 1.6.1)
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e Stodola-Vianello em sua variante (item 1.6.2), a solugao
da equagao diferencial (1.52), foram escritos dois progra-
mas em linguagem Fortran para o computador IBM-370/148, um
para cada metodo,

Apresenta-se a seguir uma descricao dos dados de
entrada, principais variaveis e impressao dos resultados

de cada programa, acompanhada das respectivas listagens.

1.7.1 - Programa para a resolucao, pelo metodo das diferen

cas finitas, da equacao diferencial resultante da

associacao plana de paineis.

a) Dados de entrada

Grupo 1:
PI - valor inicial da carga vertical uniformemente distri-
buida p.

formato de entrada - F10.0

ACREP - quantidade fixada para o incremento da carga verti
cal p.

formato de entrada - F10.0

PCRIT - carga critica de flambagem da associacgao.

formato de entrada - F10.0

NS - nimero de subdivisdao obtido com o langamento da rede
de pontos.

formato de entrada - 12

IND - & um inteiro que especifica que grupo de dados sera
escolhido para o prosseguimento da leitura, ou seja:
se IND=1, a leitura segue para o grupo 2
se IND#1, a leitura segue para o grupo 3

formato de entrada - I2
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Grupo 2:

LAMB - parametro adimensional, que indica a relacao entre
as rigidezes sg e jg de um painel geral e definido
por: LAMB=(SG*H**2) /]G

formato de entrada - F10.0

FQ - fator de carga horizontal tomado igual a um(1.0) (ob-
servagao: FQ = Q*H**4/JG)

formato de entrada - F10.0

FP - fator de carga vertical tomado igual a um (1.0) (ob-
servagao FP = ALFA*H**3/J()

formato de entrada - F10.0
Grupo 3:

SG - parametro de rigidez de um painel geral ig

formato de entrada - F10.0

JG - parametro de rigidez de um painel geral j

=
>

formato de entrada - F10.0

ALFA - somatdria dos coeficientes de distribuigao da carga
vertical p.

formato de entrada - F10.0

H - altura total do painel

formato de entrada - F10.0

Q - carga horizontal uniformemente distribuida por unidade
de comprimento.

formato de entrada - F10.0

b) Principais variaveis

NP - numero de pontos da malha .

Ei dos pon-

tos pertencentes ao dominio da altura do painel.

ETA -~ vetor contendo os valores das cotas ni
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GBAR - vetor de ordem NP contendo os termos independentes

do sistema de equacgoes.,

MC - matriz de ordem NP x NP constitulda dos coeficientes

das diferencas finitas.

PP - carga vertical uniformemente distribuida, inicializa~
da com o valor PI e acrescida do valor ACREP ate que
seja atingido o valor da carga critica de flambagenm,

especificado por PCRIT.

F - vetor de ordem NP cujos elementos, apos a resolucao do
sistema de equagoes, expressarao os deslocamentos hori

zontais u do painel, nos diversos pontos da rede.

As demais variaveis que constam do programa tem

a fungao de auxiliar no desenvolvimento do mesmo.

c¢) Subrotinas
c.l) Subrotina DECOM
Inicia o processo de eliminagao de Gauss, com pi

votamento parcial, decompondo a matriz do sistema em um

produto de duas matrizes triangulares, conforme Forsythe[SL

c.2) Subrotina SOQLVE

Utiliza a matriz decomposta em DECOM para encon-

trar a solucao do sistema de equagoes, conforme Fmvgvﬁh&[SL

c.3) Subrotina IMPRUV

Refina o resultado de SOLVE de acordo com o espe

cificado por Fmr%vthe[S].
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c.4) Subrotina SING

Imprime algumas chamadas de controle, conforme
F@r&yth&[ﬁ]@

d) Impressao dos resultados

Os valores dos deslocamentos em todos os pontos
da rede sao impressos, para cada valor da carga vertical p,

na forma u/(qHA/jg), se IND=1, ou na forma u, se IND#1,

e) Listagem do programa

(Ver paginas seguintes)
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1.7.2 - Programa para a resolucao, pela variante do metodo

de Stodola-Vianello, da equacao diferencial resul-

tante da associacao plana de paineis.

a) Dados de entrada
Grupo 1:

PI - valor inicial da carga vertical uniformemente distri-
buida p.
formato de entrada - F10.0

PCRIT - carga critica de flambagem da associacao

formato de entrada - F10,0

NA - numero de andares da estrutura

formato de entrada - I2

IGRAU - grau inicial para o polinomio aproximador u(z)

formato de entrada - I2

IGMAX

grau maximo que pode atingir o polinomio u(z)

formato de entrada - I2

IND - e um inteiro que especifica que grupo de dados sera
escolhido para o prosseguimento da leitura, ou seja:
se IND=1, a leitura segue para o grupo 2,
se IND#1, a leitura segue para o grupo 3.

formato de entrada - 12

GRUPO 2:

LAMB - parametro adimensional, que indica a relacao entre
as rigidezes sg e jg de um painel geral e definido
por: LAMB = (SG*H**2) /JG.

formato de entrada - F10.0

FQ - fator de carga horizontal tomado igual a um (1.0) (ob
servacao: FQ = Q*H**4/JG).

formato de entrada - F10.,0
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FP - fator de carga vertical considerado igual a um (1.0)
(observagao: FP = ALFA*H**3/JG).
formato de entrada - F10.0
Grupo 3:
SG - parametro de rigidez de um painel geral s,
formato de entrada - F10.0 '
JG - parametro de rigidez de um painel geral jg
formato de entrada - F1l0.0
ALFA - somatoria dos coeficientes de distribuigao da carga
vertical p.
formato de entrada - F10.0
H - altura total da estrutura

formato de entrada - F10,0

Q - carga horizontal uniformemente distribuida por unidade

de comprimento.

formato de entrada - F10.0

b) Principais variaveis

NC -

ETAl

MK -

QSII

CA -

numero de cotas onde serao calculados os deslocamen-

tos horizontais da estrutura.

-~ vetor de ordem NC contendo os valores das cotas

ordem da matriz dos coeficientes do sistema de equa-
coes.

- vetor de ordem (MK-2), contendo os pontos de inter-

z.
a = 2+
polagao Ei =g

vetor de ordem MK contendo os termos independentes do

sistema de equagoes.



PP -

MC -

UBAR
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carga vertical uniformemente distribuida, inicializada
com o valor PI e acrescida do valor ACREP ate que seja
atingido o valor da carga critica de flambagem, especi

ficado por PCRIT.

matriz de ordemMK x MK formada pelos coeficientes do

sistema de equagoes.

vetor de ordem MK contendo as incognitas do sistema de

equagoes.

vetor de ordem NC, contendo os deslocamentos do painel
nas diversas cotas N obtidos atraves do polinomio a-

proximador u(z),

= vetor de ordem NC, contendo os deslocamentos do pai-
nel nas diversas cotas ., obtidos atraves do polind
mio u(z), resultante das integracoes sucessivas da

equagzo diferencial (1.62),.

As outras variaveis que aparecem no programa tem

carater meramente auxiliar, sendo seu emprego facilmente com

preendido atraves de uma analise da listagem do programa.

c¢) Subrotinas

ra a

O programa principal utiliza quatro subrotinas,pa

resolugao do sistema de equagOes atravées da eliminacao

de Gauss com refinamento da solucao de acordo com Forsythe

[5],

c.l)

denominadas por:

DECOM

Inicia o processo de eliminagao de Gauss, com pi-

votamento parcial, decompondo a matriz do sistema em um pro

duto de duas matrizes triangulares.
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c.2) SOLVE

Utiliza a matriz decomposta em DECOM para encon-

trar a solugao do sistema de equacoes.

c.3) IMPRUV

Refina o resultado obtido atraves da subrotina
SOLVE.

c.4) SING

Imprime algumas chamadas de controle,

d) Impressao dos resultados
O0s valores dos deslocamentos nas diversas cotas,
ao longo da altura da estrutura, sao impressos para cada

valor da carga vertical p na forma G/(qHA/jg) e u/(qH4/jg),

se IND=1, ou na forma u e u, se IND#1,

e) Listagem do programa

(Ver paginas seguintes)
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SUBRCTINA PARA IMPRESSAU DEMENSAGENS NA SOLUCAD !

FORMAT (5%, TMATITZ COM LINHA AULA ')

FORMAT{5X, "MATRIZ SINGULAR,DIVISAQ POR ZERG EH SOLVE ')
FOKMAT (5X, *NAC HA CCNVERGENCIA EM IMPRUV L GUASE SINGY)
GO TC (142430 ¢1hHY

WRITE(IMP, 11}

GO 1C 10

WRITC(IVP,12)

GO 10 10

WE ITE (IMP,12)

RETURN
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1.8 - Exemplos numericos

Apresenta-se a seguir a analise dos efeitos de
segunda ordem em tres exemplos de associagao entre paineis
planos. Em 1.8.1 resolve-se uma associagao de parede e p5£
tico por barras biarticuladas e em 1.8.2 considera-se a
mesma associagao, porem substitui-se as barras biarticula-
das por linteis. Carvalho[4] analisou a instabilidade des~
tas estruturas e obteve a carga critica de flambagem de ca
da um delas. Em 1.8.3 considera-se uma associagao de tres
paredes por linteis, utilizada em Carvalho[3], como exem-
plo da analise de instabilidade em paineis planos desenvol

vida naquele trabalho.

1.8.1 - Exemplo 1 - Associacao de uma parede e um portico

por barras biarticuladas

Representa-se na figura (1.10) uma associacao
plana de uma parede e um portico atraves de barras biarti-
culadas. A estrutura tem 20 andares com pe-direito de 300

cm. O comprimento das barras biarticuladas e de 200cm.

q=04tf/m

N
e

!

r
:\Ll%
\l§
l
|
1
|

Q
N
©

BN

Pt

60 m

|

Ld L

R
3
N

i
[ L5m | 20m 40m

R

.

Figura 1.10 - Associagao de parede e portico por barras bi
articuladas.
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A parede e todos os pilares e vigas do portico
tem segao transversal constante, em toda a altura da estru
tura, medindo 150x20¢m, 40x40cm e 20x40cm, respectivamen-
te. O comprimento das vigas do portico e 400cm e para o mo
dulo de elasticidade toma-se o valor E = 2,Ox106tf/m2.

0 carregamento aplicado a estrutura consta de
carga lateral uniformemente distribuida, de valor q = 0,4
tf/m, e de carga vertical uniformemente distribuida p. Pa
ra o adota-se o valor 1,

Conforme Carvalho[é], o valor para a carga criti

ca de flambagem da associacao e p = 58,19tf/m. Pretende-se

obter os deslocamentos horizontais no topo da estrutura,pa

ra valores de p tomados dentro do intervalo (p = 0, P

perit).,

a) Determinacao de iy

3
0,20x1,5 -2 4
= 2T o2 =
3, 3 5,625x10° ¢ m
j_ =EJ_ = 1,125x105 tf.m2
w w
b) Determinagao de S¢
0,20x0,40° -3 4
J o= 22 Xt = 1,067x10 ° m
v 12
1,067x10° 3 -4 3
= A =
Kv 7,0 2,67x10 m
0,40x%0,40° -3 4
J = 22X = 2,13x10 " m
P 12
2,13x10"3 -4 3
K 2 7,11x10 m

p 3,
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De acordo com a equagao (1.11), obteém-se:

6 -4
sp = 12x§,gx10 [7’11x10-4 . z,fleo _4] < 2
’ 2,67x10 "+2x7,11x10
S¢ = 1798¢tf

¢) Equagdo diferencial

De acordo com a equacao (1.52) e considerando-se
que:

j = jw = 1,125x105tf.m2

s =s_. = 1798¢tf
g f

resulta:

112500 u"' -[1798-p(60-2)] u' = -0,4(60~2)

d) Na tabela(l.l) apresentam-se os valores dos deslocamen-
tos horizontais no topo da estrutura, para cada valor
considerado da carga vertical p. A equacao diferencial
acima foi resolvida pela variante do metodo de Stodola-
-Vianello e pelo metodo das diferencas finitas para re-

des de 24 pontos e de 44 pontos.
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Tabela 1.1

Deslocamento horizontal no topo (m)

p(t/m) Stodola-Vianello Diferengas Finitas

u u u(p/NS=20) {u(p/NS=40)
0 0,309 0,309 0,307 0,308
2,5 0,321 0,321 0,320 0,321
5,0 0,335 0,335 0,333 0,335
7,5 0,350 0,350 0,348 0,350
10,0 0,367 0,367 0,365 0,366
12,5 0,385 0,385 0,383 0,385
15,0 0,405 0,405 0,404 0,405
17,5 0,428 0,428 0,427 0,428
20,0 0,454 0,454 0,452 0,454
22,5 0,483 0,483 0,482 0,483
25,0 0,517 0,517 0,515 0,517
27,5 0,556 0,556 0,554 0,555
30,0 0,601 0,601 0,600 0,601
32,5 0,656 0,656 0,655 0,656
35,0 0,722 0,722 0,721 0,722
37,5 0,803 0,803 0,804 0,803
40,0 0,907 0,907 0,909 0,908
42,5 1,043 1,043 1,047 1,045
45,0 1,231 1,231 1,239 1,233
47,5 1,506 1,506 1,522 1,510
50,0 1,947 1,947 1,983 1,956
52,5 2,774 2,774 2,868 2,797
55,0 4,893 4,893 5,269 4,982
57,5 22,283 22,285 36,865 24,712
58,19 4759,273 | 4759,597 | -54,051 -170,521
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e) Na figura (1.11) representa-se, atraves de grafico, a va
riagao dos deslocamentos horizontais no topo da estrutu-

ra com a carga vertical p.

pl(tf/m)
Perit = 58,19 tf/m
55
50 -
45
-
35 +
30 +
25 4
20 ~
15
10 4
5 -
° 2 4 6 8 10 12 W 6 8 20 2

Figura 1,11 - Grafico pxu(H) para o exemplo 1

f) Na figura (1.12) representam-se em grafico os deslocamen

tos horizontais da estrutura para p = 0 e p = 10tf/m
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p=10tf/m

-
u(xiom)

Figura (1.12)

~ Deslocamentos horizontais (m)

4.0
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1.8.2 - Exemplo 2 - Associacao de parede e portico por lin-

[

teis

Neste exemplo pretende-se determinar os desloca-
mentos horizontais no topo de uma associacao de parede e

portico por linteis, representada na figura (1.13).

q\=0.4tf/m owPh C\J.D Qa,p
! */‘/ \‘ J/

L [ !
] N\j‘\\\\vbi ]_Jf:aom
. ~
] \ |
— T
— ; 777777 J7777 veses

L L 2,0m 4,0 m _i

r T ]

Figura 1.13 - Associagao de parede e portico por linteis

A estrutura tem as caracteristicas elasto-geomé-
tricas identicas as do exemplo 1 e os elementos de ligacao,
agora constituidos por linteis, teém tambem o comprimento de
200cm com secgao transversal de 20x40cm,

Aplica-se 3@ associagao um carregamento lateral e
vertical uniformemente distribuidos de maneira identica ao
do exemplo anterior. O valor da carga lateral q permanece o
mesmo, ou seja q = 0,4tf/m, e a carga vertical p impoe-se
um incremento de 10tf/m, a partir de zero,

De acordo com Carva1h0[4], a carga critica do con
junto tem valor p = 192,57tf/m, considerando-se para o o va

lor 1.
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a) Determinagao do coeficiente de rigidez s do portico e do
coeficiente Kl.
De acordo com a figura (A.2) do apencide A, pode-

-s€e escrever:

a; = 2,0m

b, = 1,5m

J =3 = 2,13x10 3n® K =K = 7,11x10 %>
Pp P2 Py P

J = 1,067x10 0% «x = 2,67x10 %n>
v v
1 1

J - 1,067x10 0%  k = 5,34x10 *n3
V2 V2

Calculam-se os valores O e ¢p utilizando-se as e-

quacoes (A.15) do apendice A, o que corresponde a:

-4 -4 -4
o o 4x2,67x10 +12x7,11x194 e4x5,34x107% o0
2%x2,67x10
e
12x7.11x10" %+4x2,67x10™%
P = > -Z 17,978
2x2,67x10

Substituindo os valores de 8 e @ nas equagoes

(A.16) obtem-se para w e B os valores:

4

4 3x1,5)l

[12(7,11x10““-7,11x10' x21,978)-2x5,34x10 "(1 + =5

W = -4 -4 [y
2x2,67x10° '-21,978(12x7,11x10 "+4x2,67x10 )
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® = 8,612x10" "

12x7,11x10'4-17,978[12x7,11x10'4-2x5,34x10'4(1+ 3§i§5)]

B = :
2%2,67x10"%=17,978(12x7,11x10 *+4x2,67x10™ *+4x5,34x10™ ")

B = 4,944x10 1

De acordo com as equagoes (A.19) os parametros de

rigidez dos pilares a forga cortante correspondem a:

6 -4
 12x2x10%x7,11x10 ) -1

s, = =4 (1-8,612x10™ 1)
s, = 789,49¢tf

e

12x2,0x10%%7,11x10™% -1
s. = : : (1-4,944x1071)
B 3.0

s. = 2875,85tf

Logo, de acordo com a equacao (A.20), a rigidez s do portico

vale:

789,49+2875,85

]
"

3665,34tf

[7>]
]

A equacao (A.22-b), do apendice A, fornece para o

coeficiente K1 o valor:
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2x10%%5,34x10”

- 1. 3x1,5
1 3,0

4
[4+2x4,944x10— + ——7——(2+4,944x10-1+ I'Sﬂ

R, = 4374,77tf

b) Determinagao do coeficiente K,

Conforme o apendice A e a equagao (A.25-b), o va-

lor para B passa a ser:

4 4

12%7,11x10"%=17,978(12x7,11x10" *=2x5,34x10~
2x2,67x10 - (12x7,11x10" %

)

B =
+4x5,34x10““+4x2,67x10“4)x17,978

B = 5,97x10

Atraves da equagao (A.30) e com o novo valor para 8,

calcula~-se K,, ou seja:

6 -4
Kz - 2x10 x§,34x10 [4+2x5’97x10_

1 3x1,5

(1 + 2x2

)

3x1,5
2

K., = 3128,26tf

2

¢) Determinagao dos parametros de rigidez jg e sg do painel,

De acordo com a equacao (1.29), tem-se:

3
y =1 - (3128,26-4374,77)

1,5x0,2x2x10

Yy = 1,0062
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Substituindo~se o valor de Y nas equagoes (1.32)

e (1,33) resulta:

1118O7tfm2

«
i

8013¢tf

0
]

d) Montagem da equagao diferencial do painel

Substituindo~se os resultados encontrados acima

na equagao (1.52) e lembrando-se que o valor para a foi to

mado igual a unidade, resulta:

111807 u"' -[8013-p(60-2)] u' = - 0,4(60~2)

e) Tabela de resultados

A solugao da equagao diferencial, indicada acima,
atraves dos processos numericos Stodola~Vianello, em sua
variante, e o metodo das diferengas finitas conduziram aos

resultados apresentados na tabela(l.2)
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Tabela 1,2

Deslocamentos horizontais no topo (m)

Stodola-Vianello Diferencas Finitas
p(t/m)
u u u(p/NS=20)|u(p/NS=40)
0 0,079 0,079 0,078 0,079
10 0,083 0,083 0,082 0,083
20 0,087 0,087 0,086 0,086
30 0,091 0,091 0,090 0,091
40 0,096 0,096 0,095 0,096
50 0,101 0,101 0,100 0,101
60 0,107 0,107 0,106 0,107
70 0,114 0,114 0,113 0,114
80 0,123 0,123 0,121 0,122
90 0,132 0,132 0,131 0,132
100 0,144 0,144 0,142 0,143
110 0,157 0,157 0,156 0,157
120 0,175 0,175 0,173 0,174
130 0,197 0,197 0,195 0,196
140 0,226 0,226 0,225 0,226
150 0,267 0,267 0,267 0,267
160 0,329 0,329 0,331 0,330
170 0,436 0,436 0,443 0,438
180 0,665 0,665 0,691 0,671
190 1,527 1,527 1,771 1,580
192,57 2,354 2,355 3,090 2,500
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f) Grafico p x u(H)

Na figura (1.14) representa-se atraves de grafi-
co a variagao dos deslocamentos horizontais no topo da es-

trutura com a carga vertical p.

p{tf/m)

Perit = 192,57 1f/m

190.

180.

170.

150.
140.
130.
120.
10. 4

100.

80.4
70.4
60.
50.
40.
304
20.4

0.4 02 0.3 0.4 05 0.6 07 08 09 1.0 1.1 .2 1.3

Figura 1.14 - Grafico p x u(H) para o exemplo 2

g) Graficos n x u

Na figura (1.15) representa-se em grafico os des
locamentos horizontais ao longo da altura da estrutura pa-

rap=20wep = 33tf/m.
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p= 33tf/m

u(x10'm)

0.2 04 0.6 0.8

Figura 1,15 - Deslocamentos

T Lol

horizontais (m)
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h) Graficos nNxu para as estruturas dos exemplos 1 e 2

Na figura (1.16), representam-se em graficos os
deslocamentos horizontais u, ao longo da altura, para os
valores p = 0 e p = 10tf/m., As curvas tracejadas represen-
tam os deslocamentos da associaggo de parede e portico por
barras biarticuladas e as curvas continuas representam os
deslocamentos da associagao, destes elementos verticais,

por linteis.

l z

H
10 pP=0.0 V.):IOtf/m p=00 l/p=l0tf/m

AN

ASSOCIAGAO DE PAREDE E PORTICO POR LINTEIS

~— —-—— ASSOCIAGAO DE PAREDE E PORTICO POR BARRAS
BIARTICULADAS.

ulxio")

T T T T 1 T b

1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0

Figura 1.16 - Deslocamentos horizontais u (m)
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1.8.3 - Exemplo 3 - Associacao de paredes por lintéis

Representa-se na figura (1.17) uma estrutura de
30 andares, com pe~direito medindo 3,0m, formada por tres

paredes ligadas por linteis.

q=0,361f/m
Qw,P AwP CwgP

v | T

\1\\{\

/

=90m

30x3

l/
N H

b
1

1/
BEEERERNEE f]ﬂ_l_l\
/___

3<’
=
1

/S ST v

AP@.P,,V,A-O_"‘,,,# ,*_+Jv°_"'.i.;,,,?ﬁ,!!_,+ L?J’%

Figura 1.17 ~ Associacao de paredes por lintéis

As segoes transversais das paredes e dos dois con
juntos de linteis sao constantes ao longo da altura e medem
respectivamente 20x60cm, 20x100cm, 20x150cm pdra as paredes
1, 2 e 3 e 20x30cm para os linteis. Os vaos do primeiro e
do segundo conjunto de linteis medem 300cm e 250cm, respec-—
tivamente.

Para os modulos de elasticidade longitudinal e

transversal adotam~se, respectivamente, os valores

E = 2,0x106tf/m2 e G = 8,0x105tf/m2
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Considera-se um carregamento lateral uniformemen
te distribuido de valor q = 0,36tf/m. A carga vertical ap s
uniformemente distribuida no plano do painel, e repartida
entre as paredes (wl), (wz) e (w3) segundo os quinhoes

a = 0,643, o = 1,983 e « = 0,54, respectivamente,.
Y1 V2 Y3
Carvalho[B] encontrou, para a carga critica de

flambagem da associagao, o valor p = 25,23tf/m. Pretende-
-se obter o deslocamento horizontal no topo da associagao
para cada valor de p variando de zero ate o valor da carga

critica.

a) Determinagao dos momentos de inercia das paredes

3

5, - o,zofg,so - 3. 6x10"
1
ou
i, = 2x10%%3,6x1073 = 7,2x10%tfm?
1
0,20x1,0° -2 4
Jw = —;Ti——?—— = 1,667x10 “m
2
ou
i, = 2x10°%x1,667x107% = 33,34x10°¢tfm?
2
0,20x1,5° -2 4
g 0= 9.20X1,57 . 5 6255107 %n
w 12 ’
3

ou
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= 2x10%%5,625x107% = 112,5x10° tfm?

b) Determinagao dos momentos de inercia dos linteis

ou

It

3

. _ 0,20x0,30°% _ -4 4

= JLZ T3 4,5%10 "m

= 5, = 2,0x10%4,5x107% = 9,0x10%¢£m?
2

0 painel @ constituido por 3 paredes e 2 conjun-

tos de linteis. Entao, de acordo com as equacoes (l,51-a)

e (1.51-b),

c) Parametro

d) Parametro

De

tem~se:

de rigidez jg

3
=z ] i o+ ] +
i=1 Yi Y Y V3
3 3.2
= (7,2+33,34+4112,5)x10> = 153,04x10 tfm

de rigidez sg

acordo com a figura (1.7), pode-se escrever:
= 1,8m

= 2,0m
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¢y = 1,75m
04 = 2,0m

2. = 3,0m
L

L. = 2,5m
Ly

Substituindo-se os valores acima na equacgao

(1.51-b) para m = 2 (nuimero de conjuntos de linteis), resul
ta:
2
= 1 (1.8+2,0)
s = . +
g 3,0 3 O3 3
2
( 7 + 5 )
12x9,0x10 8,0x107x0,2x0,3

(1,75+2,0) 2
3
NP 2,5 )
12x9,0x10%  8,0x10°x0, 2x0, 3

s, = 5005,793¢cf

d) Coeficiente o

o = 0,643+1,983+0,54

R
]
n~Mw

Q
|

3,166
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e) Montagem da equagao diferencial

Substituindo-se os valores encontrados acima na

equagao (1.50), obtem-se:

153040 u"' -[5005,793 - 3,166 p (90-z)]u'= - 0,36(90~2)

f) Tabela de resultados

Na tabela(l.3)apresentam-se o valor do desloca-
mento horizontal no topo da estrutura para cada valor da
carga vertical p. A equacao diferencial indicada acima foi
resolvida pela variante do método de Stodola-Vianello e pe

lo metodo das diferengas finitas.

Tabela 1.3
Deslocamentos horizontais no topo (m)
Stodola-Vianello Diferencas Finitas
p(t/m)
u u u(p/NS=30)| u(p/NS=60)
0 0,258 0,258 0,256 0,258
1 0,266 0,266 0,265 0,266
2 0,275 0,276 0,274 0,275
3 0,286 0,286 0,284 0,285
4 0,296 0,296 0,295 0,296
5 0,308 0,308 0,307 0,308
6 0,321 0,321 0,320 0,321
7 0,335 0,335 0,334 0,335
8 0,351 0,351 0,350 0,351
9 0,368 0,368 0,367 0,368
10 0,388 0,388 0,386 0,388

continua...
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Tabela 1.3 - Continuagao...
Deslocamentos horizontais no topo (m)
Stodola-Vianello Diferencas Finitas
p(t/m) —
u u u(p/NS=30) |u(p/NS=60)
11 0,409 0,410 0,408 0,409
12 0,434 0,434 0,433 0,434
13 0,462 0,463 0,461 0,462
14 0,495 0,495 0,494 0,495
15 0,534 0,534 0,532 0,533
16 0,579 0,580 0,578 0,579
17 0,635 0,635 0,633 0,635
18 0,704 0,704 0,703 0,704
19 0,792 0,792 0,791 0,792
20 0,909 0,909 0,909 0,909
21 1,072 1,073 1,075 1,073
22 1,318 1,319 1,325 1,320
23 1,734 1,734 1,753 1,738
24 2,593 | 2,594 2,655 2,609
25 5,482 5,483 5,890 5,578
25,23 7,483 7,485 8,335 7,678

g) CGrafico p x u

Na figura (1.18) representa-se em grafico a varia

gao dos deslocamentos horizontais no topo da estrutura

a carga vertical p.

com
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p(tf/m)

26 Pepiy * 25:23 tt/m

24

22 A

u{m)

0.4 08 1.2 1.6 20 2.4 2.8 3.2 3.6 4.0 4.4

Figura 1.18 - Grafico p x u(H) para o exemplo 3

h) Graficos n x u

Na figura (1.19) representam-se em grafico os des
locamentos horizontais ao longo da altura da estrutura para

p=0=ep= 5tf/m.
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z/n

p:=0 p=5tf/m

0.9 1

0.8
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0.6+
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0.4

0.3

0.2

u{m}

Figura 1.19 - Deslocamentos horizontais (m)

1.9 - Graficos para projeto

A analise dos efeitos de segunda ordem em paineis

de comportamento caracteristico de um painel geral,conduziu
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a equagao diferencial (1.52) cuja solugao foi obtida atra-
ves dos seguintes processos: Diferengas finitas e Stodola-
-Vianello, em sua variante.

Os resultados fornecidos pelo sistema formado pe
las equagoes (1.65 a 1.68) ou pelas expressoes (1.75) ou
(1.76) para os deslocamentos horizontais de qualquer pai-
nel geral, submetido a carregamentos uniformes lateral e
vertical, sao facilmente representaveis em graficos.

Nos graficos das figuras (120) a (1.22) apresen
tam-se curvas P X U, que fornecem os deslocamentos horizon
tais no topo de algumas estruturas planas correspondentes
a cada valor de carga vertical p, para um mesmo valor da
carga lateral q, aplicada a estrutura.

Os parametros indicados nos graficos sao defini-

dos por:

a) 0 parametro X indica, conforme define~se na equacgao
(1.59), a rigidez relativa entre o portico e a parede e
e equivalente ao parametro K definido em Stamato[lA]. A

relacao entre estes dois parametros e expressa por:

b
it
=
N
[}
l (%)
79
joiad
N

(1.84)

[
o

b) O parametro P &, de acordo com a equagao (1.60), expres
so em fungao da carga vertical e uniforme op aplicada
em um painel de altura H e produto de rigidez a flexao

3
. H
i, oup =22 |
g J
g
c) 0 parametro U corresponde aos deslocamentos horizontais

divididos pelo fator qHa/jg, ou seja:

U =____L2__ (1.85)
(qH /jg)

onde q, H e jg ja foram definidos anteriormente.
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Figura 1,20 - Graficos PxU para valores de A dentro do inter-
valo de 0 a 100.
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Figura 1.21 -Graficos PxU para valores de A dentro do inter-
valo de 0 a 16,
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Figura 1,22-Graficos PxU para valores de A dentro do inter-
valo de 0 a 16,
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Consideram-se estruturas planas com parametros de
rigidez relativa A dentro do intervalo de 0 a 100 (ou consi
derando o parametro K, dentro do intervalo de 0 a 10), con-
forme indica-se na figura (1,20). Nas figuras (1.,21) e
(1.22) consideram-se os valores de A dentro do intervalo de
0 a 16 (ou K dentro do intervalo de 0 a 4) para se ter uma
ideia melhor do comportamento destas estruturas. A diferen-
¢a entre estes dois conjuntos de graficos consiste apenas
no intervalo de variacao do parametro U.

0s graficos foram tracados utilizando-se os valo-
res obtidos atraves do programa em linguagem Fortran, elabo
rado para resolver as equagoes resultantes do metodo de Sto
dola-Vianello, em sua variante., Optou-se por este método por
convergir mais rapidamente que o metodo das diferencas fini
tas.

Observa-se que, atraves dos graficos, e imediata-
a determinacao do deslocamento horizontal no topo de qual-
quer estrutura plana, de rigidez relativa A dentro do inter
valo de valores citados anteriormente. Estas estruturas de-
vem estar submetidas a carregamento uniformemente distribui
do constituldo de carga lateral e carga vertical.

A seguir apresenta-se um exemplo numerico que es-

clarece a utilizagao dos graficos.

1.9.1 - Exemplo 4

Como exemplo de aplicacao dos graficos representa
dos nas figuras (1.20) a (1.22), considera-se a estrutura in
dicada na figura (1.10) do exemplo 1. Deseja-se determinar
o deslocamento horizontal no topo da estrutura submetida a

um carregamento lateral q = 0,4t/m e vertical p = 25t/m,

a) Calculo do parametro A

De acordo com o exemplo 1
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s = 1798¢tf

g
i, = 1,125x10°¢tf .m?
H = 60m

logo, conforme a equacao (1.84)

y - 1798 - x 602
1,125x10

57,536

b) Calculo do parametro P

De acordo com a equacao (1.60)

3
p = 1,0x25x60° _ o

1,125x10°

¢) Calculo do parametro U
Pelos graficos da figura (1.,20) observa-se que:

1

64 e P

"
]

c.1l) Para A 48, U = 0,0975x10"

1

49 e P 0,1425x10

c.2) Para X 48, U

entao, fazendo-se a interpolagZo linear

c.3) Para A = 57,536 e P = 48, U = 0,1169x10™ 1

d) Calculo do deslocamento horizontal
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De acordo com a equagao (1.85)

-1 4
= 0,1169x10 "x0,4x60" _ 0,539m

1,125x10°

Comparando-se este resultado com o valor indicado
na tabela (l1.1) do exemplo 1 , correspondente ao deslocamen
to horizontal u = 0,517m para uma carga vertical de 25t/m,
observa-se que o erro & pequeno e que os graficos podem ser

usados para fins praticos.
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IT. EFEITOS DE SEGUNDA ORDEM EM ESTRUTURAS TRIDIMENSIONAIS

2.1 - Introducao

Apresenta-se a seguir uma analise dos efeitos de
segunda ordem em estruturas tridimensionais de edificios al
tos. Analisam-se cinco modelos estruturais, sendo eles: um
nucleo estrutural de segao aberta sem e com contraventamen
to, associagao tridimensional de paredes e porticos e asso
ciagao de dois niicleos de segao aberta sem e com contraven
tamento.

O comportamento de cada modelo estrutural se ex-
pressa atraves de um sistema de trés equacoes diferenciais,
nao homogeéneas, de terceira ordem, com coeficientes varia-
veis. A solugao deste sistema de equagdes fornece os deslo
camentos horizontais u e v e o giro 8 dos diafragmas, em
relagao a um sistema de eixos global 0XYZ, definido em ca-
da estrutura considerada.

De maneira analoga ao procedido no capitulo an-
terior, escreveram—-se dois programas em linguagem Fortran
para o computador IBM-370/148, tomando-se por base as ex-
pressoes resultantes da aplicacao dos métodos numéricos das
diferencas finitas e Stodola-Vianello, em sua variante, a
solucao do sistema de equacoes diferenciais citado anterior
mente. Apds o desenvolvimento de cada método numérico, apre
senta-se a listagem do programa e respectivas explicagoes
para o uso.

No final do capitulo apresenta-se um exemplo nu-

merico de cada modelo estrutural analisado.

2,2 - Hipoteses e consideracoes

» - -
0s modelos estruturais, considerados neste capil-
~ . - P . . -
tulo, sao analisados atraves da tecnica do meio continuo,

que consiste em substituir o numero discreto de lajes e
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linteis por um meio continuo, de rigidez equivalente unifor
memente distribuida ao longo da altura das estruturas.

Consideram-se as lajes como equivalentes a diafrag
mas horizontais, de rigidez infinita no seu plano, mas sem
nenhuma rigidez transversal,

Consideram-se os linteis como vigas engastadas nas
extremidades e supoe-se que os pontos medios de seus vaos
sejam pontos de momento nulo.

Os nucleos estruturais, ou simplesmente paredes
de segao aberta, quando sujeitos a flexao simples, compor-
tam-se de maneira analoga as paredes planas (item 1.3). Con
sidera-se que os mesmos sao deformaveis a acao do momento
fletor e extremamente rigidos a forca cortante. Nas anali-
ses desenvolvidas leva-se em conta a hipotese basica da fle
xao simples, segundo a qual as secoes planas permanecem pla
nas depois de fletidas.

Devido a pequena espessura dos nucleos, admite-se
que 0S mesmos comportam-se a torgao de maneira analoga as
barras de segEo aberta de paredes finas, podendo-se, entao,
estuda-los atraves da teoria de flexo-torgao, utilizando as
mesmas formulagoes e convencoes desenvolvidas no apendice B.
Devido ao engastamento na base das estruturas, os nucleos te
rao al os seus empenamentos impedidos introduzindo, assim,
o efeito do bimomento,

A hipotese basica da teoria da flexo-torgao, se-
gundo a qual as secgoes transversais sao indeformaveis em
seus planos, e garantida pelo comportamento das lajes como
diafragmas.

Considera-se que as caracteristicas elasto-geome-
tricas dos elementos que compoem a estrutura permanecem cons

tantes ao longo da altura.
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2.3 - Edificios com um nicleo de secao aberta

2.3.1 - Niucleo de secao aberta sem contraventamento

12 Y
‘1}'“ 1 y
P
H l /_‘“"_Z‘“_—“\
| 0:ce
T 7777 0 7 7777, x
(a) (b)
Figura 2.1 - Nucleo de secao aberta sem contraventamento
Denomina-se nucleo (ou parede) de segcao aberta a
combinagao de paredes planas ligadas entre si, de modo a

formaruma estrutura continua de segao transversal aberta,
de espessuras muito menores que as outras dimensoes. Na fi
gura (2.1) mostra~se uma estrutura de altura total H, cons
tituida de um Unico nlicleo de segao aberta, que sera refe-

rido aos seguintes sistemas de eixos:

a) Sistema local oxyz, com a origem o na base do edificio
e coincidente com o centro de gravidade da secao trans-
versal; os eixos ox e oy sao os eixos principais de i-
nercia e o eixo longitudinal oz e orientado da base pa-

ra o topo do edificio.



b)

a)

b)

c)
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Sistema global 0XYZ, com origem O na base do edificio e
coincidente com o centro de torgao da segao transver-
sal; os eixos 0X e OY estao na direcao dos eixos princi
pais de inercia da secao e o eixo longitudinal 0Z & ori

entado da base para o topo do edificio.

Considera~se um carregamento constituido de:

Carga p vertical e uniformemente distribuido ao longo

do eixo oz, conforme indica-se na figura (2.1-a).

Cargas laterais dy © 4y uniformemente distribuidas ao
longo da altura do nucleo e na diregcao dos eixos glo-
bais 0OX e 0Y, respectivamente. Na figura (2.1-b) indi-

cam-se as resultantes R, e R, destas cargas, em uma co-

X Y
ta Z da altura da estrutura.

Momento torgor m, tambem uniformemente distribuido ao
longo do eixo OZ e positivo se de sentido horario para
um observador olhando na diregao positiva do referido
eixo, conforme indica-se na figura (2.1-b) atraves da
sua resultante R,, em uma cota generica Z da altura da

estrutura.

A hipotese basica da teoria das barras de secao

delgada, segundo a qual a segao transversal do nucleo nao

se deforma em seu plano, e garantida pelo comportamento das

lajes como diafragmas. Devido a isto os movimentos de qual

quer ponto dessa segao transversal ficam caracterizados pe

las seguintes fungoes de Z:

a)

b)

u - deslocamento do centro de torgao na diregao do eixo

global OX.

v - deslocamento do centro de torgao na direcao do eixo

global OY.
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c) 6 - giro de toda secao em torno do centro de torgao.

Devido a geometria de sua secao transversal, os
nicleos apresentam rigidez a flexao nas duas direcoes prin
cipais, alem da rigidez a torcao. Considerando-se que es-
tes elementos comportam~se a flexao simples como uma pare-
de plana, as equagoes que expressam as forcas cortantes in

ternas, de acordo com a equagao (1.3), escrevem-se como:
Qy = = EJ u"!'
X y

Qp = = EJxv"' (2.1)
onde:

a) QX e QY sao as forgas cortantes nas diregaes 0X e 0Y,
respectivamente, aplicadas no centro de torgao do nu-

cleo.

b) J e Jy sao os momentos de inercia da secao transversal

em relagao aos eixos principais de inércia 0x e Oy, res

pectivamente,
c) E @ o modulo de elasticidade longitudinal da estrutura.

De acordo com a teoria da flexo-torcao, uma bar-
ra de secao aberta, submetida a torgao, tem seu comporta-

mento expresso atraves da seguinte equacgao:

Mt = Mz + Mft (2.2)

onde M, e o momento torgor solicitante, M, € o momento de

torgao livre e M e o momento de flexo-torgao, dados pela

ft
teoria de flexo-torgao por:
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)
My = GJ.6 (2.3)
= - 6"' .
Mft EJw (2.4)
onde, G € o modulo de elasticidade transversal, I, e o mo-
mento de inércia 3 torgao da segao transversal, J, & momen
to setorial de ineércia da secao transversal e 6 & o giro

da secao transversal em torno do centro de torgao.

A convengao positiva para o momento torgor soli-
citante e para o giro esta indicada no apendice B e pa-
ra um melhor entendimento das equagoes e repetida na figu-
ra (2.2).

Figura 2.2 - Convencao de M, e 8 positivos

Substituindo~se as equagoes (2.3) e (2.4) na e-

quagao (2.2), resulta:

= w mne 1 .
M EJwG + GJtG (2.5)

As equacgoes (2.1) e (2.5) correspondenm, respecti

vamente, as forgas cortantes internas nas diregoes O0X e OY
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& 30 momento torgor interno, M§@ o qual passa a ser indica

do por Qin% g » “om a finalidade de homogeneizar-se a nota
gac adotada para os esforgos, frm forma matricial, este con

. - - -
juntoc de ecquagoes sera escerito comod

{Qinc] = - [JHU"'] + [KT]{U'} (2.6)

onde:

{Qint}=1 Qint,Y .

\Qint,e ]
_EJy 0 0o |
[J]= 0 EJ 0
| 0 0 EJwJ (2.7)
o 0 o
[KT}= 0 0 0
0 0 GJ, (2.8)
)

(2.9)

eu'
.
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B

8' (2.10)

~ 7

Em uma determinada cota generica Z da altura da
estrutura as forgas cortantes externas nas diregoes O0X e
0Y e o momento torgor externo, que se devem somente as car

gas laterais, sao dados por:

%,q T Rx
q,q " Ry
QZ,q - -RZ

ou,
QX,q = qy(HB-2)

Q o = 9y (H-2)

Q, ., = =m(H~2Z) (2.11)

Devido a agao do carregamento, um elemento de a-
rea dA da secao transversal da parede se deslocara, em re-

lagao aos eixos globais, das fungoes u, e v nas direcoes

>
0X e 0Y, respectivamente. Supondo posiéivosAos sentidos in
dicados na figura (2.3), podem-se relacionar estes desloca
mentos com os deslocamentos u e v, do centro de torgao nas
direcoes 0X e 0Y, respectivamente, e o giro 9, da secao em
torno do seu centro de torcao, expressando essa relagao a-

traves das seguintes equagoes:
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u, = u-(yD—y)G

vy = v+(xD—x)6 (2.12)

onde Xp € y, sao as coordenadas do centro de torgao em re-
lagao aos eixos oXyz e x e y sao as coordenadas do elemen-

to dA em relagao a este mesmo sistema de eixos.

_,f_gg
|

CG X

Figura 2.3 - Deslocamentos do centro de torgao e do elemen

to de area dA.

- *
Em uma cota generica z a forga normal que atua
na secao transversal do niicleo, proveniente de uma carga

vertical e uniformemente distribuida, e dada por:

FN = p(H-2) (2.13)

A secao transversal ficara submetida a tensoes
normais e um elemento de area dA, desta secao, tera uma

forga normal elementar dF expressa por:

N’
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dF.. = odA (2.14)

onde 0 & a tensao normal constante na area A da secgao trans

versal.

Observa-se, pela equagao (l1.6), que, numa parede
deslocada em relagao a sua posigao inicial devido a acao de
cargas uniformes lateral e vertical, a forca cortante prove
niente da acao da carga vertical, em uma secao de cota z, e
obtida pelo produto da forga normal que solicita a referida
secao pela derivada primeira do deslocamento na diregao con
siderada. Conclui-se, entao, que em um elemento de area dA
de uma secao transversal generica do nicleo, que desloca-se
de u, na diregao de OX e v

A A
tantes elementares devidas a agao da carga vertical sao es-

na diregao de 0Y, as forgas cor

critas como:

= '
dQX,p dFNuA

= ' 2
dQY,p dF (v, (2.15)

onde, dQX p e dQY P sao as forgcas cortantes no elemento ge-—
L] ?
nerico, devidas a carga vertical, nas direcoes 0X e 0Y, res

pectivamente.

Substituindo-se a equagao (2.14) na equagao(2.15),

resulta:

de p = odAuA (2.16)

k4

dQY p = GdAVA (2.17)
;]
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y Y
/_3 M¢>0
Xp — X
odAvp X
0:CT
Yo-y
TdAU
A
dA
X
02cCG -
Figura 2.4 - Forgas cortantes no elemento de area dA

Na figura (2.4) indicam-se os sentidos positivos
de dQX,p e dQY,p' Obedecendo-se a esta convengao obtem-se,

para o momento torgor externo, a seguinte equacgao:

dq, p = " OdAuA(yD-y) + GdAvA(x -x) (2.18)

D

Substituindo-se as equacoes (2.12) derivadas uma
vez em relagao a Z, nas equagoes (2,16) a (2.18) e integran
do-se as equagoes resultantes, na area A da segao transver

sal, resulta:
= LI - '
QX,p jlc [u (YD y)®© ]dA (2.19)

QY,p = jgo[v'+(xn—x)6']dA (2.20)

—_— fﬁ{-[u'-(yn'y)e'](YD'Y)+[V'+(XD‘X)9'] x4
A (2.21)
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Como os eixos 0X e oy sao eixos principais de iner

cia,valem as equagoes:

xsz = J ysz =7
y x
A A
/ ydA = 0 / xdA = 0
A A (2,.22)

A tensao 0, constante na area A da secao trans-

versal, de acordo com as equagoes (2.13) e (2.14), vale:

o = 25%131 _ (2.23)

Efetuando-se as operagoes e integracoces indicadas

nas equacoes (2.19) a (2.21) e tendo em vista as equagoes
(2.22) e (2.23), obtem-se:

Qy p

»

= p(H—z)(u'—yDG')

Qy . = p(H-z)(v'@xDG')

?

Q, = p(H-2) (u'y +v'x +i§e') (2.24)

s P D

onde:

a) Q y Q - sao as forcas cortantes externas segundo 0X
X,p’ Y,p

e e 0Y, devidas a carga p

b) Q,

p - e o momento torgor externo devido a carga p
3
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c) i, - & uma caracteristica geometrica da secao, definida

D
como raio de giragao polar em relagao a um eixo pas
sando pelo centro de torgao e calculada atraves da
equagao:
J +J
2 2 2 X 'y
i = x + + 2,25
D D~ Ip A ¢ )
As equacoes (2.11) e (2.24) correspondem, respec
tivamente, as forcas cortantes externas e momento torgor
externo, proveniente da agao da carga lateral e da carga

vertical, respectivamente, A soma desses esforgos nas dire
coes X, Y e Z conduz as equagaes das forgas cortantes ex-
ternas e momento torgor externo totais, em uma seggo gené-

rica de cota z do nucleo, que sao as seguintes:

Qext,x ~ p(H-2) (u'-y 6')+q, (H-2)
Quyp y = PH=2) (v'+x,8") +q, (H-2)
Qext,z = P(H-z)(-u'yD+v'xD+i§6')-m(H-z) (2.26)

Exprimindo as equacoes (2.26) em forma matricial,

resulta:

]

(2exe)

p(H-Z)[LT]{U'}+ (H-Z){Qq} (2.27)
onde:

ext,X

{Qext}= 1 Qext,Y ’

Vexte,z (2.28)
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“¥p X i (2.29)

-m (2.30)

6! (2.31)

. - . . .
Para que o equilibrio da estrutura seja mantido,
os esforgos internos devem ser iguais aos esforgos exter-

nos, ou seja:

{Qint]g[Qext} (2.32)

Substituindo~se as equagoes (2.6) e (2.7) na e-

quacao (2.32), obtem-se:

[l (o) - smnfu (1] anfo) o

A equacao (2.33) expressa o comportamento de uma
parede de seggo aberta sem contraventamento quando subme-

tida a um carregamento composto de cargas laterais, momen=-
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to torgor e carga vertical., Esta equagso, ap5s um rearran-

jo, pode ser escrita na forma:

[J][U"'}+(p(ﬂ-z)[LT]-[KA ){u'}= -(H-z)[qq}(z.34)

A solucao do sistema de equagoes diferenciais
(2.34) que fornece os deslocamentos u, v e o giro 8 do nu-
cleo em relagao ao sistema global 0XYZ, sera obtida median
te a utilizagao de dois meétodos numericos: Diferengas Fini
tas e Stodola-Vianello, em sua variante, da mesma forma des

crita no capitulo anterior. As condigoes de contorno neces

sarias as equagoes diferenciais sao:
a) Supondo engastamento na base da parede, vem
{uo)} = { 0}
{u' (o)} = { 0} (2.35)

b) Supondo que no topo do edificio nao se tem nem momento

fletor nem bimomento aplicados, segue:

{um )} = {o} (2.36)

2.3.2 - Nicleo de secao aberta contraventamento por linteis

Na figura (2.5) mostra-se uma estrutura formada
por um nicleo de segao aberta com um contraventamento con-
sistindo de linteéis, introduzidos ao nivel dos andares.

Os sistemas de eixos de referencia, indicados na
figura (2.5), sao os mesmos considerados no item anterior,

ou seja, eixos locais oxyz e eixos globais OXYZ.
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VAo addd g

(a) (b}

Figura 2.5 - Nucleo de segao aberta contraventamento por

linteis.

0 carregamento atuante na estrutura constitui-
-se de carga vertical, cargas laterais e momento torgor,
conforme descreve-se no item (2.3.1).

Admite-se que os linteis sao engastados na pare-
de e que os pontos medios de seus vaos sao pontos de mo=
mento nulo. Admite-~se tambem, que a presenca destes elemen
tos nao altera as caracteristicas geoméetricas da secao
transversal, como posicao dos centros de gravidade e de tor
c3o.

Conforme a tecnica continua, os linteis e os es-
forgos que transmitem sao suposto continuamente distribui-
dos ao longo da altura H,

Seccionando~se um lintel no ponto de momento nu-
lo, observa~se a presenca de forgas cortantes concentra-
das, correspondentes ao vinculo rompido. Estas forgas sao
de mesmo valor, em modulo, porem de sentidos opostos nao

produzindo nem momento fletor nem forga cortante nas pare-
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des, mas produzindo bimomento, cujo efeito e o de reduzir o
empenamento da secao transversal, aumentando assim a rigi-
dez a torgao dos nucleos de secdao aberta.

Como as cortantes nos linteis nao contribuem para
os momentos fletores do nucleo, as equagoes que exprimem as
forgcas cortantes internas, deduzidas no item (2.3.1), perma

- . .
necem validas, ou seja:

ant,X = = EJu™

Qint,Y = - EJ v"' (2.37)
onde:
a) Qint,x Qint,Y sao as forgas cortantes internas nas di-

regcoes OX e OY,respectivamente;

b) J, e Jy sao os momentos de inercia em relagao aos eixos

principais ox e oy, respectivamente;
c) E e o modulo de elasticidade transversal do niicleo;

d) u e v sao os deslocamentos do centro de torgao nas dire-

coes 0X e OY, respectivamente,

A equagao do momento torgor interno altera-se em
relagao a equagao obtida no item (2.3.1) (equacao 2.5), pe-
lo aparecimento de um momento de flexo-torgao, proveniente

da acao dos linteis e denominado de M Desta maneira,

ft,L"
acrescendo-se a equacgao (2.5) o efeito introduzido pelo lin

tel, obtem-se:

= - LR ] L
M EJwG + GJtB + M (2.38)

t ft,L
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Para a determinagao do momento de flexo-torgao,
Mft L? considera-se um elemento longitudinal dz do nicleo
?

seccionado nos pontos medios dos vaos dos linteis, confor-
me indica-se na figura (2.6).

<—r-<-,- - <

dz

.
© oo ©

z . B
44+- Q2 | W T

Figura 2.6 - Forgas cortantes nos linteis nos pontos de sec

cionamento.

As forgas cortantes, que aparecem nos pontos 1' e

2' dos linteis, de sentidos positivos indicados na

figura

(2.6) e consideradas distribuidas de acordo com a tecnica
continua, valem:
.V

v = (2.39)

onde:

V @ a forga cortante concentrada em um lintel

h @ o espacamento entre os linteis

De acordo com a teoria de flexo-torgao, estas for
gas distribuidas v produzem um acrescimo de bimomento dB no

elemento longitudinal dz dado por:

dB = vdzwl,— dewz, (2.40)
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onde, Wy e wz.sgo as areas setoriais dos pontos 1' e 2',res
pectivamente,

Pela teoria de flexo~torcao, sabe-se que o momen-
to de flexo-torgao e igual a derivada do bimomento em rela-

¢ao a z, com sinal trocado, isto e:

M [ (2.41)

Substituindo-se a equacao (2.40) na equagao(2.41)

e tendo-se em vista a equagao (2.39), resulta:
M = - L (w0, ) (2.42)
h 1' 2' d

Devido ao carregamento externo aplicado, a parede
ficara submetida a flexao nas duas direcoes principais, a-
lem da torgao. Observa-se que a flexao da parede nas dire-
goes X e Y nao produz deslocamentos verticais relativos nos
pontos de seccionamento dos linteis. Isto se deve ao fato
de que na flexao simples as segoes planas permanecem planas
depois de fletidas e a agao dos momentos fletores produz des
locamentos verticais nos pontos 1' e 2' na mesma diregao e
sentido. Portanto, o deslocamento vertical relativo no pon-
to de seccionamento do lintel deve~se apenas a agao de tor-
gao no nucleo e da flexao nos linteis. Como na estrutura
real os pontos sao coincidentes, sera valida a seguinte e-

quagao de compatibilizacao nestes deslocamentos verticais.

Wor + 61.= W

1 v + 621 (2.43)

2

onde:
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a) Wl.e wz.sgo os deslocamentos verticais dos pontos 1' e
2' devidos 3 torgao no nicleo. Na teoria da flexo-torgao
estes deslocamentos sao denominados de empenamentos e

calculados atraves das expressoes.,

' 1

2' '6 (2.44)

com W e W,ysendo as areas setoriais dos pontos 1' e 2',res

pectivamente, e 0 o giro da secao transversal. Na figura

W

(2.7) indica~se a ocorreéncia destes deslocamentos devido

presenca de um momento torgor positivo.

{72 [ [Z)

1

R

Figura 2.7 - Deslocamento de um lintel

b) 61,e 62.350 os deslocamentos dos pontos 1' e 2', respec-
tivamente, devidos a deformacao do lintel por momento fle
tor e forga cortante. Considerando-se positivos os deslo
camentos no sentido positivo do eixo o0z, de acordo com a

Resistencia dos Materiais, 61.e 62,valem:



onde:

quacao (2.43) e resolvendo-se, para a forga

Sy, s
2 [12EJ, ~ GA, |

_v[ e? . 2
2|T2ZET] © ©&, |

e o

e o

e o

e a

e o
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comprimento do vao do lintel
modulo de elasticidade longitudinal
momento de inercia do lintel
area da segao transversal do lintel

modulo de elasticidade transversal

(2.45)

Substituindo~se as equacoes (2.44) e (2.45) na e-

centrada V do lintel, resulta:

VvV =

((Ull"wzy)

[ e[
12EJL GAL

cortante

con-

(2.46)

Substituindo~-se a equagao (2.46) na equacao(2.42)

obtém-se, para o momento de flexo-torcao, a expressao:

M

ft,L

(wlg'wzt)z

3
h 2 . 2

12EJL GA

(2.47)



-107-

Sabe~se que para o tipo de segio aqui estudada a

diferenga entre as areas setoriais Ww,ve w,ye igual ao do-

1 2
bro da area interna ao esqueleto Ai’ ou seja:

wl'- w2-= 2Ai (2.48-a)

e definindo-~se

n?
K = 23 ; (2.48-b)
h +
12EJL GAL

pode-se escrever a equagao (2.47) como:

= '
Mft,L KLS (2.49)

A substituicao da equagao (2.49) na equacgao
(2.38), conduz a seguinte expressao para o momento torgor

interno:

FJ— ney 1
M = -EJ 6"' + (GI +K,)O (2.50)
As equacgoes (2.37) e (2.50), que expressam as
forgas cortantes internas na estrutura, sao escritas na

forma matricial como:

{Qint} - -[J]{U"'} + ([KT} + [KL]) {U'] (2.51)

onde:



o
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int,X

int,Y

int,

EJ

—

EJm (2.52-a)

t (2.52-b)

L (2.52-c)

(2.52-d)
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Como o carregamento aplicado a estrutura e igual
ao considerado no item anterior (item 2.3.1), as forgas

cortantes externas serao calculadas, a partir da equacao
(2.27), como:

[Qext]= p(H-z)[LT][U'}+ (H-z)[Qq] (2.53)

onde,[ LT] e {Qq} sao dadas pelas equagoes (2.29) e (2.30),

respectivamente.

Para o equilibrio da estrutura e necessario que
os esforgos internos sejam iguais aos esforgos externos.
Combinando-se as equagoes (2.51) e (2.53), pode-se escre-

ver:

[J]{U"'}+{p(H—z)[LT]- ([KT]+[KL])][IJ'}= —(H-z)[Qq] (2.51)

Nota-se que o sistema de equacoes diferenciais
que expressa o comportamento do niucleo de segao aberta com
contraventamento e analogo ao do nucleo de segao aberta
sem contraventamento. Desta maneira utilizam-se para a sua
solugao os mesmos processos numericos, ou seja, diferengas
finitas e a variante do metodo de Stodola-Vianello, perma-
necendo validas as condigoes de contorno fornecidas pelas
equagoes (2.35) e (2.36).

2.4 - Associacao Tridimensional de Paredes e Porticos

Na figura (2.8) representa~se em planta uma es-
trutura tridimensional constituida de paredes, porticos e
molas ligados atraves das lajes. Estes elementos de liga-
¢ao, de acordo com as hipoteses da tecnica do continuo,
sao distribuidos ao longo da altura H da estrutura, apre-
sentando rigidez infinita no seu plano e sem qualquer rigi

dez transversal.
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./

7 My .8>0
(m) / (f)
(w1 /
(f) Z/]b of !
.O* I
' Iw o
: 0
' /
/
. c
/ /
q

Figura 2.8 - Associacgao tridimensional em planta

A estrutura sera referida a um sistema global de
eixos tri-ortogonais OXYZ com origem O na base do edificio
e 0Z como o eixo vertical,

Em cada pdrtico ou parede plana define-se um sis
tema local de referencia, 0.x .z, sendo 0,2, vertical e
contido no plano do painel com origem 0. na base da estru
tura., No plano de cada parede ou portico convenciona-se um
vetor unitario que define a posicao destes elementos atra-
ves de suas componentes ai, bi (segundo os eixos 0X e 0OY
respectivamente) e ¢;» que e o momento deste versor em re-
lagao ao eixo 0Z, positivo no sentido horario. A letra i
corresponde aos indices w ou f conforme se trate de parede

ou portico, respectivamente.



-111~

No caso de existirem paredes de secao aberta,subs
tituem-se estas por duas paredes planas equivalentes e inde
pendentes, e uma mola (m) que s0 recebe torgcao. As paredes
planas, orientadas segundo os eixos principais de inercia
da segao e passando pelo centro de torgao, possuem coefici-
entes de rigidez a flexao EJx e EJy em relacao aos eixos
principais de inercia ox e oy, respectivamente, A mola de
torgao possui coeficientes de rigidez GJ e EJw’ de acordo
com Saint-Venant e a teoria de flexo-torcao, conforme indi-

ca-se na figura (2.9)

y
EJ
X
. ”
6J,., Edgy
CT X /] N
) 0:CG g E:::{> Ex / \ﬁ
EV
| ey y
|

—

Figura 2.9 - Parede de segao aberta
As cargas aplicadas a estrutura constituem-se de:

a) Carga q horizontal e uniformemente distribuida ao longo
da altura H da estrutura, atuando em um plano 7 vertical,
A posicao desta carga e dada pelas componentes a, b do
seu vetor unitario, segundo os eixos 0X e O0Y, respectiva
mente, e pela componente ¢ que € o momento deste versor

em relagao ao eixo 0Z, positivo no sentido horario;

b) Carga a.p vertical e uniformemente distribuida ao 1longo

do eixo vertical, que passa pelo centro de gravidade da
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secao transversal de cada parede e de cada um dos pila-
res do portico. A letra i corresponde aos indices w ou
f conforme se trate de parede ou portico, respectivamen

te.

Em relagao ao sistema global de referéncia, defi
nem-se, para os deslocamentos do diafragma generico, as se

guintes fungoes de Z:

u -~ deslocamento do ponto 0, no sentido de 0X

Z

v - deslocamento do ponto O, no sentido de OY

YA

8 - rotagao do diafragma em torno do eixo 0Z, po
sitiva se for no sentido horario.
com EZ sendo o ponto de interseccao do eixo OZ com o dia=-

fragma generico.

As forgas cortantes internas nas direcoes dos ei
x0s globais OX e OY e o momento em torno do eixo OZ (posi
tivo no sentido horario) sao obtidas, de acordo com Stama

to[lé], atraves das equagoes:

]
+
Hh ™M
2]

Qint,X z ww W
w

int,Y w WV W f£f

int,6 - ww W

onde:
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a) j_ e o produto de rigidez a flexao EJ de cada parede;

b) s¢ e a rigidez a forga cortante de cada portico, estima-

da no apendice Aj

c) Uy Ug sao os deslocamentos na diregao dos eixos locais

o Xy da parede e 0cX do portico, respectivamente;

d) Mt € o momento torgor resistido pela mola, expresso pela

equagao:

= o "t '
Mt EJwem + GJtem (2.53)

com em sendo o giro na mola de torgao.

Os indices w, f e m indicam que as somatdrias de-
vem ser estendidas a todas as paredes, porticos e molas de
torgcao do conjunto.

Os deslocamentos u., ug e Gm dos paineis e das mo

f
las sao expressos em funcao dos deslocamentos u, v e 0 do

diafragma generico, atraves das equagoes:

u = au+bv +c 8
w w w

U = acu + bfv + cfe

8 =6 (2.54)
m

Substituindo-se as equagoes (2.54) e (2.53) nas

equacoes (2.52), resulta:
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Qint,X= -i jw(awu"'+bwv"'+cw9"')aw+ i sf(afu'+bfv'+cfe')af
Qint,Y= -i jw(awu"'+bwv"'+cw6"')bw+ i sf(afu'+bfv'+cf9')bf
Qint,6= -2 J.w(awu"'H)w..rv"'“:we"')cw+ ? sf(afu'+bfv'+cf6')cf+
+ i (-jwe"' + jte') (2.55)

onde:
jw € o produto de rigidez 3 torgao EJ, (E sendo
o modulo de elasticidade longitudinal e Jw o

momento setorial de inercia).

€ o produto de rigidez GJ, (G sendo o modulo de
elasticidade transversal e Jt o momento de i-

nercia a torgao).

As equagoes (2.55) podem ser escritas em forma ma

tricial, como:

r 3 - -7 D o ]
"e 0 0 0
Qint,X Jaa Jab Jac u
[ = - T v i+l |0 0 o0 |+
T Une,y Iba Tob  Ibe v
‘ " 0 0 Ij
Qint,e Jca Jcb Jcc+zjw ® I
J L m A J L mo
_ IS
Saa Sab Sac u
S S S 1v' |

ba bb be

S s. S8 8' (2.56)
ca be cc . J
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onde:

h (2.57)

com g e h representando qualquer uma das coordenadas a, b

e C.

0 sistema de equagoes diferenciais (2.56) pode

ainda ser escrito na forma:

(ane= = [3){o )+ e e[splv] @

. e o vetor das forcas cortantes internas
int S

{U] e o vetor dos deslocamentos do diafragma ge-

nerico
[ ]
Jaa Jab Jac
[a]= |3 J J

ba bb bc

Jca Jcb Jcc+2jw

 S— m —

0 0 0
[%]-{c o o

0 0 ZJt

— m —
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Saa Sab Sac
[s]=|s,, Sbb She
_Sca Scb Scc_ (2.59)

As forgas cortantes externas na diregcao dos ei-
xos OX e OY e o momento em torno do eixo 0Z, de sentidos po
sitivos indicados na figura (2.10),serao calculados consi-
derando-se primeiramente a acao das cargas verticais atuan
tes na estrutura e somando-se, em seguida a estes esfor-

¢os, aqueles obtidos devido a acao da carga lateral.

v Mye©>0

| Qext.y

Qext,x
a Y o\ - -
} X

Qext, 0

Figura 2,10 ~ Convengao para os esforgos externos positivos

A contribuigao para as forgas cortantes externas
totais, devido 3 agao da carga vertical, sera calculada
considerando-se separadamente as contribuicoes das paredes
e porticos. A determinagao destes esforgos pode tambem ser

encontrada em Carvalho[4].
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Na figura (2.11-a) indica~se um elemento de pare-

de, de area dA, cuja posigao em relagao aos eixos globais

0OX e OY e dada pelas coordenadas (Xw e Yw)'

dA
Ywe

~ dA

(a) (b)

Figura 2,11 - Elemento de parede

Devido aos deslocamentos u, v e a rotacao 6 (figu-

ra 2.11-b), o elemento de parede se deslocara em relagzo ao

sistema global O0XYZ, ficando estes deslocamentos expressos

em funcao dos deslocamentos globais, atraves das seguintes

equagoes:

onde:

=1
(]

u +Y 86
w

v, =v - X8 (2.60)
w

u, e o deslocamento do elemento de parede na dire
cao OX

v, e o deslocamento do elemento de parede na dire

gzo 0y
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As forgas cortantes elementares externas nas di-
regoes OX e 0Y, figura (2.12), de um elemento de parede de
area dA, obedecendo ao mesmo raciocinio do item (2.3) e

com base nas equagoes (2.16) e (2.17), ficam exXpressos por:

| Y

k JdAv 'A
Xw
Od AUV’
da A
Yw
0 /4 "X
Qpy,+©

Figura 2,12 - Forgas cortantes no elemento de parede

d = gdA u!
pr,x A
= |}
de Y odA VA (2-61)
w
0 momento de torgao elementar, de acordo com o

sentido positivo indicado na figura (2.12), e dado por:

= ' - 4
de .0 odA u Yw OdA v Xw (2.62)

Substituindo-se as equagoes (2.60), derivadas u-
ma vez em relagao a Z, nas equacoes (2.61) e (2.62) e inte
grando-se, na area da seg¢ao transversal da parede, as equa

goes resultantes, obtém-se:
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= - | |
pr,x awp(H z) (u +YCG6 )
= - - ]
pr,Y awp(H z) (v XCGe )
Io
= - L. ' —— !
pr’e awp(H z)(YCGu XCGV + i eY) (2.63)

onde,

Io e o momento polar de inercia da parede em re-

lagao a origem dos eixos globais, 0.
A @ a area da secao transversal da parede.

X Y sao as coordenadas do centro de gravida

CG* "CG ~
de da segao transversal da parede em re

lagao aos eixos OX e OY.

Exprimindo as equagoes (2.63) em forma matricial,

resulta:

3 - T( )
Q 1 0 Y u
P, s X CG
= - - J
pr,Y L awp(H z) 0 1 XCG lv r
- 1
Qp 6 Yo X6 I /A 8 (2.64)
W
\ J L 4\ J

ou ainda,

{pr} = awp(H-z)[Lw]{U'} (2.65)
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onde:

[Qp ] e o vetor das forgas cortantes externas de

vido a carga vertical atuante na parede w.

™ N
1 0 YCG
[Lw]= 0 1 —XCG
i Yoo “Xcg IO/AJ (2.66-2a)
r 3\
u
{U}= S v 7

Para as paredes de segao aberta permanece valida
a equagao (2,65), pois no desenvolvimento do equacionamen-
to para as paredes planas nao foi feita nenhuma restricao
com relagao a forma da segiao transversal. Portanto , se e-

xistem n paredes pode-se escrever:

{QTPW} p(H-Z)[LTwJ v’ (2.67)

onde:

{ QTp } e o vetor das forgas cortantes externas
¥’ devido as cargas verticais aplicadas no

conjunto de paredes.

n
[LT ] = 7 aw[Lw] (2.68)
w
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De modo analogo ao feito para a parede obtem-se
as forgas cortantes que aparecem nas tres direcoes globais,
devidas ao carregamento vertical no portico plano.

A carga vertical app do portico plano distribui-
-se entre os seus pilares segundo os coeficientes aj, con-
forme ja explicado no item (l.4). Representa-se, na figura
(2.13), um portico plano generico, com Xj e Yj sendo as
coordenadas do pilar j em relagao ao sistema global de ei-

xos -

Ctj p(H-z)v'

x

Figura 2.13 - Forgas cortantes em um pilar de portico gene

rico.

Devido as translagoes u e v do diafragma nas di-
recoes 0X e 0Y, respectivamente, aparecem no pilar j, em u
ma cota Z, forgas cortantes nas tres direcoes dos eixos glo
bais. Obedecendo-se aos sentidos positivos indicados na fi
gura (2.13), estes esforcos sao expressos atraves das equa

goes:

Q = oa.p(H-Z)u'
ij,x Jp(
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Q = ajp(H-Z)v'

- _ _ ' ,
Q 0 ajp(H z)(Yju va ) (2.69)

Impondo~se aos diafragmas uma rotagao positiva 8,
observa~se (figura 2.14) que o pilar j desloca-se nas dire
coes 0X e OY de:

a) Yj8 na direcao do eixo 0X

b)-XjG na diregao do eixo OY

Y

X

0] X
Figura 2.14 - Deslocamentos devidos ao giro O

Isto conduz ao aparecimento de forgas cortantes
na diregao desses deslocamentos (figura 2.15), calculadas

a partir das equagoes:

3 = a.p(H-2)Y.0"
ij,X @;p(H=2)Y,
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Q = - o.p(H-2)X.0" 2.70~
ij,Y Jp( ) ; ( a)
Y
X a.plH-2)Y; 6"
— & ? j i
Yi > ajplH-z)X; e
/1
X
0 } T
6pj.e

Figura 2.15 - Forgas cortantes em um pilar de portico gene

rico.

0 momento de torgao, proveniente das forcas cor-

tantes Q x © Q v de acordo com o sentido positivo in-
P:o» P:»

J J
dicado na figura (2.15), e dado por:

= a.p(H-2) (X2+Y2)8" (2.70-b)
» 0 b} j

oOff

Pj

Somando-se os efeitos de segunda ordem para 0os
tres deslocamentos (equagoes (2.69) e (2.70)) e lembrando
que a analise foi desenvolvida para um pilar de portico,
tém~se as seguintes expressoes, para as forgcas cortantes de

vidas ao carregamento vertical do conjunto de porticos.

Q =1 ajp(H-Z)(u'+Yj6')

Pf:x j
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=X a.p(H=-Z 'ex.8!
pr,Y : Jp( ) (v 3 )
pr,e =1 ajp(H—Z)(Yju'—va'+d§6') (2.71)
]

- . . . . - '3
onde o indice j indica que a somatoria estende-se para to-

das as colunas de porticos e

d? = X. + Y° (2.72)

-se por:

[ R r qr 3
L
pr’x 1 0 Yj u
=7 o.p(H=- 0 -X. '
pr,Y ) j aJp( Z) 1 XJ g v
2
Y. -=X. d’ a' 2,73
pr,e i i i ¢ )
. / L 3\ J
ou
{Qp ] = p(H-z)[LfJ[U'J (2.74)
f
onde:

{Qp } e o vetor das forgas cortantes devido a car
f

ga vertical do conjunto de porticos.

] = 2 251
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com,
= ]
1 0 Y.
J
[Lp ]= 0 1 -X,
i J
Y, -x, 42 (2.76)
] J J
A forga cortante externa, proveniente das cargas
verticais nos porticos e paredes, e obtida somando-se as

contribuigoes de cada painel. Desta forma, a soma das equa

goes (2.67) e (2.74) conduz a:

OO B [ ey o e

ou

{Qp,ext}= p(H—Z)[LST][U'} (2.78)

onde

{Q } e o vetor das forcas cortantes externas
p,ext

devidas a carga vertical.

i) [

A forga cortante externa em uma cota Z devida so

mente a carga lateral q, e dada por:

Q = q(H=-Z) a

g,ext,X

Q = q(H=Z) b

qg,ext,Y
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Q = q(H-Z) ¢ (2.80)

q,ext,B

ou, em forma matricial

[Qq,ext]= (H-z){QQ] (2.81)
onde
{Q ] e o vetor das forgas cortantes devidas
qg,ext
a carga lateral

{Qq}= 1 9b ¢

qc (2.82)

Somando-se as equacoes (2.78) e (2.81), obtem-se

a forga cortante externa total na estrutura:

{Qexe) = P21 ]{v']s (-2){q| (2.83)
onde

ext, X

{Qext}= w Qext,Y (

| Qext,GJ

A condigao de equilibrio exige que os esforgos
internos igualem-se aos esforgos externos., Deste modo a i=-

gualdade entre as equacoes (2.58) e (2.83) conduz a:
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Ll el sh{w}= pa-n[ig] {w)s w-nfe]]

ou, em uma forma mais conveniente,

[J][U"'}+ (p(H—Z)[LST}- ([KT]+[S]))[U'}= -(H-Z){Qq} (2.84)

-

A solugao da equagido (2.84) & obtida atraves de

dois processos numericos: Diferencas Finitas e Stodola-Via

nello em sua variante. As condigoes de contorno utiliza-

das sao:

a) Supondo engastamento na base da estrutura, vem

{u()} = {o]
{vr (o)} = {o} (2.85-2)

b) Supondo que nao existem momentos aplicados no topo da

estrutura.
{U"(H)} = {0} (2.85-b)

2.5 - Edificios com Dois Nucleos de Secdo Aberta

2.5.1 - Nucleos sem contraventamento

Na figura (2.16) representam-se em planta dois
nucleos de segao aberta, ligados entre si atraves das la-
jes. A analise desta estrutura & analoga a desenvolvida no
item 2.3.1, quando se considerou apenas um nucleo de secao

aberta,
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Figura 2.16 - Nucleos de secao aberta sem contraventamento

A estrutura tem altura total H e e definida geo-

metricamente atraves dos seguintes sistemas de eixos:

a) Sistema global de eixos O0XYZ com origem na base do edi-
ficio. Os eixos OX e OY s3o eixos horizontais e 0Z & o

eixo vertical, orientado da base para o topo,

. . x 0k x %
b) Sistema local de eixos o, x. y. z,.
% % * % i i1
do o0.X. e 0.y, os eixos horizontais paralelos aos eixos
i%i i’ * %
principais de inercia e 0;,z; © eixo orientado da base pa

em cada nucleo, sen-

* - . [
ra o topo da estrutura. A origem oi do sistema e coinci

dente com o centro de torgao do niicleo.

A localizacao do centro de torcao e do centro de

gravidade de cada nicleo, em relacao aos eixos globais, e
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definida atraves das coordenadas (XCT

» Yep,) e (Koo ¥ )y
1 1 1

respectivamente, Definem-se ainda Cy. & ¢, como as coordena
i i

das da origem global 0 em relacao ao sistema de eixos

x %X k% - - . * %
0., X, VY. z;. Supoe~se tambem que o eixo local o, X% forma um

i 7171
angulo ¢, com o eixo global 0X. O indice i refere-se aos pa-
rametros associados as paredes 1 ou 2.

0 carregamento constitui-se de carga lateral q, uni
formemente distribuida ao longo da altura da estrutura,atuan
do em um plano 7 vertical. A posigao desta carga e definida
pelas componentes a, b do seu vetor unitario, segundo os ei-
X0s OX e 0Y, e pela componente C que e o momento deste ver-
sor em relagao ao eixo 0Z, positivo no sentido horario. Além
desta carga lateral, atuam na estrutura cargas verticais O, P
uniformemente distribuidas ao longo dos eixos verticais que
passam pelos centros de gravidade dos nucleos.

Em relagao ao sistema global, os deslocamentos dos
diafragmas ficam caracterizados pelas seguintes fungoes de

Z:
u - deslocamento na direcao do eixo 0OX
v - deslocamento na direcgao do eixo OY

8 - rotagao em torno do eixo 0Z, positiva se con-
cordante com o sentido indicado na figura
(2.16).

No item (2.3.1) observou-se que um nicleo de segao
aberta apresenta rigidez a flexao nas duas direcoes princi-
pais, alem de rigidez a torgao. Pode-se, entao, escrever, pa
ra a estrutura em analise, que as forgas cortantes internas
no nucleo i (figura 2.17), expressam-se, de acordo com as e-

quagoes (2.1) e (2.5), por:
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= - "y
Q EJx vi

= - EJy 6;' + GJ_ 6

N (2.86)
i

[N

x. * Q sao as forgas cortantes internas apli-
cadas ao centro de torgso nas diregses
) * ok x % .
dos eixos 0, x, e 0, Vi respectivamen

te;

Qe € o momento de torgao em relagao ao eixo
i * %
0. z.3
1 1
J ’ Jy sao os momentos de inercia em relacao

aos eixos principais;

I, € o momento setorial de inércia da secao

transversal da parede 1ij;

J, & o momento de inércia 3 torgao;
i

E,G sao os modulos de elasticidade longitudinal

e transversal, respectivamente;

u., v, sao os deslocamentos do centro de torgao
1 1 . - X % * % .
nas diregoes 0; X; e o, y,, respectivamen

te;

ei € a rotacgao de toda secao transversal da pare
de i em relagao ao seu proprio centro de tor-

¢ao.
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Figura 2.17 - Convengao para as forgas cortantes internas

positivas.

Exprimindo-se as equagoes (2.86) na forma matri-

cial, resulta:

\
Q EJ 0 0 ull' 0 0 0 u!
X Y i i
{ = -1 0 EJ 0 vi'l + 10 0 0 v!
Qyi f i * ]t f
Qg 0 0 EJ, oy 0 0 GJ, 0!
. 1) L O o J L e o J
ou,

{Qi} - -[Ji}{ug'}+ [KTJ [U{} (2.87)

onde:
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[Qi] e o vetor das forgas cortantes internas da

parede i nas direcoes de seus eixos princi-

pais;
EJ 0 0
Vi
[J.] =| 0 EJ 0
1 X,
i
0 0 EJw.
— 1._
0 0 0
[KT.]= 0 0 0
i
0 0 GJt.
L 1—
r N
u,
i
{U.]=4 veob
i i
8. (2.88)
. l/
Os deslocamentos dos niucleos nas diregoes dos

seus respectivos sistemas de eixos, sao escritos, em fun-
¢ao dos deslocamentos das lajes nas direcoes dos eixos glo

bais 0XYZ, como:

u., = u cos ¢i + v sen ¢i - c 6

Yi

<
]

-usen ¢, + v cos ¢. + c_ 6O
i i xs
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ou, em forma matricial

()
u, cos¢i sen¢i _Cy. u
i
1 vy = -sen¢i cosd>i ce Yy v
i
9. 0 0 1 )
\ 1, — —J \ J
ou ainda:
o (12,0
i
onde:
[U} € o vetor dos deslocamentos das lajes nas di
regoes 0XYZ
e
F cos(bi sen¢i —cy.
i
[LE,]= —sen¢i cosd)i .
i i
i 0 0 1 (2.90)

com as coordenadas c, ec da origem global 0 em relagao

. ® % x Llx
aos eixos o, x. e o0, y,
i i i7i

ra (2.16), pelas equagoes:

Vi
calculadas, como observa-se na figu

<. CTi cos¢i + YCTi send)i

-C = _XCT. sen(bi + YCT. cos¢i (2,91)

i 1 1
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Produzindo-se uma rotacao ¢i no sistema de eixos
X ok k% - .
0. X, VY. Z:s de modo a torna~lo paralelo ao sistema global

i 7171
de eixos OXYZ, obtem-se, para as forgas cortantes internas
aplicadas no centro de torgao do nicleo i, as seguintes ex

pressoes:

Y
Qy.
L Ken [ i
ety 0 Qy;
Q l
9i ]
|
Yo,
Qinty | | eTi
“>0mne l
l
- l -
0 X
Qint, X

Figura 2.18 - Rotacao do vetor [Qi}

U, = Qg cosé; = Q send,
i i i

Q = Q_ send¢. + Q coso,

Q= 2,92

Qg, = Qg (2.92)
i i

onde:
Q s Q s Q sao os esforcos internos no cen
X s Gi =

~ - .
tro de torgao do nucleo i, nas
diregoes paralelas aos eixos

globais 0XYZ.
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t i . e Q.
As forgas cortantes internas ant,x ant,Y

sao obtidos, respectivamente,
nt,0

e o
momento torgor total Qi
somando-se as forgas cortantes nas diregoes 0X e 0OY e 0s
momentos em torno do eixo 0Z, provenientes de cada nicleo.
Obedecendo-se aos sentidos positivos dos esforgos indica-
dos na figura (2.18) e considerando-se uma estrutura cons-

tituida de n nucleos, obtém-se:

n
. = I Q
ant,X i=1 Qxi
n —
Q. I Q
1nt,Y i=1 Vi
n — — ——
Qint,e 'El (Qx.YCT. - Qy.XCT. + Qe.) (2.93)
= 1 1 1 b 1

Substituindo-se as equagoes (2.92) nas equagoes

(2.93) e tendo em vista as equacoes (2.91), resulta:

n
Une,x = I (0 cost; - q send,)
’ i=1 i Vi
n
Q. = 1 (Q_ seng, + Q_ cos¢,)
int,Y i=1 X, 1 Y 1
n
Q. = I (-Q_ ¢ + Q ¢ + Q. ) (2.94)
int,® o0 Xy vy vy % U8y
ou, em forma matricial
4 3\ - - ' N
Qint,x cosd)i -send)i 0 Qxi
T L
1 Q. r = I send, cosé, 0 {1 Q
int,Y i=1 yi
Q -c c 1 Qe
| 1nt,8J s x. i
- - \ P
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ou,

s ] (o, ] (2.95)

onde

[Qint} e o vetor das forgas cortantes internas

da estrutura nas direcoes globais.

Substituindo~se a equacao (2.87) e (2.89) na e-
quagzo (2.95) obtem-se:

ou, definindo-se

a2, (] [ ] o] (2.96)

resulta:

{Qint}= -[J] {U"'}+[KT]{U'] (2.97)

Em relagao a um sistema global de eixos OXYZ, as
forgas cortantes externas atuantes na estrutura, proveni=-
entes das cargas verticais e da carga lateral, sao obtidas

seguindo raciocinio analogo ao utilizado no item (2.4).
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Devido as cargas verticais atuantes em cada nu-
cleo, as forgas cortantes externas, numa cota Z e nas dire-

¢oes globais, sao obtidas utilizando-se a equacao (2.67),o0u

seja:
= - '
{og, ] = pcn 2 [r, |{v'] (2.98)
onde:
[QTp] e o vetor das forgas cortantes externas de
vidas d@s cargas verticais nas paredes.
n
[L ]= L a.[L.] (2.99)
w . 1 1
i=1
com
1 0 YCG.
i
L.|= -
[ 1] 0 1 Xea,
i
YCGi X6, Io’i/Ai (2.100)

I0 i sendo o momento polar de inercia da parede i em rela-
»
gao a origem global 0 e Ai sendo a area da segao transver-

sal da parede i.

Devido a carga lateral q, as forgas cortantes nas
direcoes globais, em uma cota Z, sao expressas pela equacao
(2.81), isto e:

{Qq,ext}= (H‘Z){Qq} (2.101)
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onde:

——
~

fal

-

o

»

rr

[ —
o\

o vetor das forcas cortantes devidas

carga lateral

(1)

dc (2.102)

Conclui~se, entao, que as forcas cortantes exter

nas totais, atuantes na estrutura nas diregoes OXYZ s3o ob

tidas somando-se as equagoes (2.98) e (2.101), ou seja:
= -~ t -
{Qext] p(H Z)[Lw]{U }+ (8 z){Qq] (2.103)
onde

ext X

{Qext}= ) Qext,Y {

Qext,e (2.104)
. J

Para que haja o equilibrio na estrutura & neces-
sario que os esforgos internos (equagao 2.97) igualem-se

aos esforgos externos (equacao 2.101), logo:

“LHe ] ()= peea ] {v} s amnfag)

ou,
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8 e ) P [ R 1y R

A solugao do sistema de equagoes diferenciais
(2.105) & obtida atraves de dois processos numericos: dife
rencas finitas e Stodola-Vianello, em sua variante, utili-

zando-se as seguintes condigoes de contorno:
a) Supondo engastamento na base da estrutura vem,
{v(o)} = {o]}

{vr (o)} = {0} (2.106-a)

b) Supondo que nao existem bimomentos nem momentos fleto-

res aplicados no topo das paredes,

{vman} = {o} (2.106-b)
2,5.2 - Nucleos contraventados por linteis
A figura (2.19) representa em planta um edifi-

cio de altura total H formado por dois nicleos contraventa
dos por linteis, ao nivel dos andares, e submetido ao mes-
mo carregamento descrito no item (2.5.1), isto e, carga ho
rizontal q uniformemente distribuida atuando em um plano 7
e carga O.p uniformemente distribulidas aplicadas ao longo
dos eixos verticais que passam pelos centros de gravidade

-
de cada nucleo.
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o)
ﬁx

Figura 2,19 - Nucleos contraventados por linteis

A estrutura sera referenciada aos seguintes siste

mas de eixos:

a)

b)

c)

Sistema global de eixos 0XYZ sendo OX e OY eixos horizon

tais na base da estrutura e 0Z o eixo vertical.

; %; em cada nucleo, sen-

do o, X; e o, y. oOs eixos principais de inercia e o ei-

Sistema de eixos locais o, X, ¥,

X0 o. z, vertical. Posiciona-se a origem o. na base da
estrutura, coincidindo com o centro de gravidade da se-

gao transversal do niicleo i.

Sistema local oxyz com ox sendo o eixo na direcao longi-
tudinal dos linteis, oz sendo o eixo vertical passando
atraves dos pontos medios dos lintéis e oy o eixo no pla
no horizontal perpendicular ao eixo ox, conforme figura

(2.19). 0 ponto o & o ponto medio do lintel da base.
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As posicoes do centro de gravidade e do centro de
definidas atraves das coordenadas (X
respectivamente, e a posigao da

torgao do nicleo i, em relacao ao sistema global 0XYZ,ficam
te mesmo sistema de eixos, fica

cG, YCGi) € (XCTi Yer,)
origem o, em relacao a es-
definida atraves das coorde
nadas (X;, Y;). Supoe-se que os eixos 0;x. e ox formam, com
o eixo global 0X, os angulos ¢i e ¢, respectivamente, o que
equivale a supor, conforme indica-se na figura (2.20),
0os eixos o.x, formam com o eixo ox, um angulo Bi’
Bi = ¢i -0

que
que vale:

(2.107)

X
| .

[ CT2

i Y2
€,
L
"X
Figura 2.20 - Coordenadas dos pontos CTi e CG, em relacao
ao sistema de eixos oxyz.
De acordo com a figura (2,20), definem-se:
Ki, e,
te,

- distancias do centro de gravidade do nu-

cleo i aos eixos oy e ox, respectivamen-
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L. , e, - distancias da origem o aos eixos o.y; e
0;%X:H respectivamente,

Xi5 ¥ - distancias do centro de torgao do nu-

cleo i aos eixos oy e ox, respectivamen

te.
2 - comprimento do vao do lintel.

Admite-se que os linteis sao engastados nas pare-
des e que os pontos medios de seus vaos sao pontos de momen
to nulo.

Considerando-se um corte ao longo dos pontos me-
dios dos linteis, observa-se o aparecimento de forgas cor-
tantes incognitas de mesmo valor e sentidos opostos, produ-
zindo momentos fletores e bimomentos nas paredes 1 e 2, Por
se utilizar a tecnica do meio continuo consideram-se estas
forgcas como continuamente distribuidas ao longo da altura H

da estrutura, conforme indica-se na figura (2,21)

Y
1,
/ X.: L
€6, c6,
/'/ °2 N

Figura 2.21 - Seccionamento de um elemento dz da estrutura

ao longo dos pontos medios dos linteis.
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Definem-se, ainda, os seguintes deslocamentos da

estrutura, em uma cota generica Z:

a)

b)

c)

Deslocamentos dos diafragmas nas diregoes globais 0X,0Y

denominados de u e v, respectivamente, e rotacao 6 des-

tes elementos em torno do eixo 0Z;

Deslocamentos do centro de torcao do niucleo i (i=1,2)

nas direcoes dos eixos principais 0,X; e 0.y, denomina-~
dos de u. e v., respectivamente, e giro Gi de toda se-
¢ao transversal do niicleo i em torno do seu centro de

torgao;
Deslocamentos das lajes nas direcoes ox e oy, denomina-
dos de u e v, respectivamente, e giro O destes elemen-

tos em relagcao ao eixo oz.

As forgas cortantes internas que atuam em cada

nucleo isoladamente, sao obtidas fazendo-se o equilibrio de

momento, dos seus respectivos elementos genericos de altu-

ra dz, em tormno dos eixos o,x;, e o.y.. Obedecendo-se aos

sentidos positivos indicados na figura (2.22), resulta:

a)

Forgas cortantes internas aplicadas no centro de torgao
do nicleo 1 e nas diregoes o;x; e o,y,, de acordo com
as figuras (2.22-a) e (2,22-b).

= - mo o,V
Qxl EJyl up' o+ g 21
= - me _ Y
Q EJ vy T e (2.108)



~144~

My|+dMy| MX|+dMX|
R N\
1T I Qx, +d0y, — Qy, +dQy,
[ G
fi Vg, N g, |
l h h I
d ! [ QI e
Z} | — ———j
l“.____—— Qy, -~ Oy,
My, Mx,
0 JElemento do nucleo 1 b) elemento_ do nucleo 1
na diregdo O, x, na dire¢do O, vy,
My, +dM /\Mx;deZ
> sz+dong—~~ : Qyz+dey2
C%z ¢e2
' |
\ [
v l 2 l r Vgl e |
hdzl 1 E : h |

e —— sz [ B ————— Qyz

Y, X2
c) Elemento do nidcleo 2 d) Elemento do nucleo 2
na diregGo O,x, na dire¢do 0, Y,

Figura 2.22 - Elementos genéricos dos niucleos

b) Forgas cortantes internas aplicadas no centro de torgao
do nicleo 2 e nas direcoes OyX, € 0,¥,, de acordo com as
figuras (2.22-c) e (2,.22-4d)

(2.109)

onde:
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V e a forga cortante incognita que aparece nos

pontos medios dos vaos dos linteis seccionados;

h @ a altura dos andares.

As forgas cortantes distribuidas v/h que agem ao
longo dos pontos médios dos lintéis,produzem tambem bimo-
mentos nos nucleos 1l e 2. Observando-se o elemento longitu
dinal dz da estrutura, representado na figura (2,.21) e con
siderando-se que, na convencao adotada para a teoria da
flexo-torgao, os bimomentos produzidos por forcas de tra-
¢ao sao positivos e por forcas de compressao sao negativos,
conclui-se que os acrescimos de bimomento dBi em cada ele-
mento longitudinal dz de niicleo, produzidos pelas acoes dos

linteis, sao dados por:

dB =--§ d zu (2.110)

onde, w, e w, sao respectivamente as areas setoriais nos
pontos 1 e 2, pontos de aplicacao das forgas V/h,indicados

na figura (2,21).

De acordo com a convengao adotada para a teoria
de flexo-torgao, o momento de flexo-torcao & igual 3 deri-
vada do bimomento em relacao a z, com o sinal trocado. Em
vista disto e das equagoes (2.109), as expressoes para os
momentos torgores internos totais nos nicleos 1 e 2 sao

dados por:

v
M, = - EJ, 67" + GJ_6) - = w
t) n t, 1 hl
v
= - "ne ' - .
M, EJ, 85" + GJ, 62 t e, (2.111)

2 2 2
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Comparando~se as equagoes (2.108), (2.109) e
(2.111) com as equagoes (2.86), conclui-se que os linteis
introduzem nos nicleos 1 e 2 forgas cortantes na direcao
dos eixos O;Xx; e o.,y. e momento de torgao em relagao ao
centro de torgao de cada niicleo, conforme indica-se na fi-

gura (2.23). Os valores destes esforgos sao dados pelas e-

quacgoes:

Figura 2.23 - Momentos de torgcao e forcas cortantes devi-

dos a forca cortante distribuida V/h.

a) Para o nucleo 1

= . Vv -
4 = -3 (2.112-a)
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b) Para o nucleo 2

_ Vv
qx2 " h 22

=Y .
qy2 h "2

=Y (2.112-b)
%, " w2 .

Na direcao paralela ao sistema de eixos oXyz,mas
ainda no centro de torgao de cada nicleo, conforme figura

(2.23) as equagoes (2.112) s3o escritas da seguinte forma:

a) Para o nucleo 1

qXl = qxlcosB1 - qylsenB1

ayl = qxlsenB1 + q 1cosB1

Eel= %, (2.113-a)
b) Para o nucleo 2

Exz = qxzcosB2 - q 2senB2

19 = 44 (2.113-b)
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onde, 9, » 4 sao as forgas cortantes em cada nicleo nas
i Vi
diregoes ox e oy, respectivamente, conforme indica-se na

figura (2.23) e ae , € o momento de torcao aplicado ao seu
i

centro de torgao, CTi'

Obtem-se as forgas cortantes resultantes e o mo-
mento de torcao resultante, devidos aos esforcos, introdu-
zidos pelos linteis, em relagao aos eixos 32;2, somando-se
as contribuicoes dos nicleos l e 2. Obedecendo-se os senti

dos positivos indicados na figura (2.23), resulta:

96 7 9, Y1ty ¥1*dp *d )2 %y, 2", (2.114)

onde 93, q;, a3 sao as forgas cortantes internas introduzi

das na estrutura pelos linteis.

Substituindo-se as equagoes (2.113) nas equagoes
(2.114) e levando-se em conta os valores (Ei’ Ei) expres-—

sOs em fungEo dos valores (li, ei), dados pelas equagaes:

|

1= QlcosB1 + elsenB1

e, = e1c0581 - leensl (2.115~a)
22 = chosBz - ezsenB2
e, = Sl,zsenB2 + e2c0s82 (2.115-b)
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resulta:

-y -
g = g (7w (2.116)

onde:

+ e X, - W (2.117)

Determina-se o valor da forga cortante incognita
V, compatibilizando os deslocamentos dos pontos medios dos
vaos dos lintéis.

Considerando-se o seccionamento ao longo dos pon
tos medios dos linteis, figura (2,21), se cada nucleo de-
formar-se independentemente existira um deslocamento verti
cal 3 esquerda e a direita do corte imaginario. Os desloca
mentos verticais devidos a flexao do niicleo i nas diregodes
0;X; e o,y sao obtidos como o produto da inclinagao na se
gao considerada pela dist3ncia do ponto o aos respectivos
eixos principais, Os deslocamentos verticais devidos a tor
¢ao do nicleo i s3dao iguais ao produto do empenamento da se
¢ao considerada pela area setorial w no ponto o. Alem dis-
so, surgem deslocamentos verticais no ponto o devidos 3 de
formagao dos linteis por momento fletor e forga cortante.

Na figura (2.24) representam-se graficamente os
deslocamentos verticais a esquerda do corte imaginario de=-
vidos @ flexao e torgao nos nicleos e as deformagdes dos

linteéis por momento fletor e forga cortante.



-150-

b} Flexdo na diregdo o y;

/1
i |
[ e

¢) Tor¢do no nucleo i d) Deformagdo do lintel

Figura 2.24 - Deslocamentos dos pontos de seccionamento dos

linteis.

Obedecendo-se a convengao de sinais que considera
os deslocamentos na direcao do eixo oz positivos, obtém-se,
para os deslocamentos dos pontos 1 e 2, as seguintes equa-

goes:

22 + v'e2 + w?é (2.118)

A deformacao § dos linteis, provocada pelas for-
gas cortantes V, de acordo com a Resistencia dos Materiais,

€ expressa por:
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\'2 Ve

6 = + (20119)
24EJL 2ALG

onde:
J. e o momento de inércia do lintel;

E, G sao os modulos de elasticidade longitudinal

e transversal, respectivamente;
A, & a 3rea da secao transversal do lintel.
Para satisfazer as condigoes de compatibilidade

de deslocamento nos pontos 1 e 2 do corte imaginirio, e ne-

cessario que:

A, +8 =4, -6 (2.120)

Substituindo-se as equagses (2.118) e (2.119) na
equagao (2.120), resulta:

Produzindo-se uma rotacgao Bi no vetor dos desloca
mentos do centro de torgao do niucleo i, de componentes ug,

v, e Gi, resultam as expressoes:

u, = uicosBi + visenBi
vi = - uisenBi + vicosBi
6. = 0. (2.122)
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onde:

u, e v, sao os deslocamentos do centro de torgao
do nucleo i nas direcoes ox e oy, respec
tivamente,

Gi € o giro de toda a segao do niucleo i em rela-

Gao ao seu centro de torgao,
Derivando-se uma vez as equagoes (2,122), com re
lagao a z:, € substituindo-se as equacoes resultantes na
equacao (2.121), considerando-se que o indice i assume o

valor 1 para os deslocamentos do nucleo 1 e o valor 2 para

os deslocamentos do nucleoc 2, resulta:

- Gi (21c0381+e1sen81) + Gi(elcossl—ﬂlsensl) *wy @i + 8 =
= ot - i ] 8 o
u2(22c0582 ezsenBZ) + vz(lzsen82+e2c0582) + w, 62 )
(2.123)

ou, tendo-se em vista as equacoes (2.115),

L. + vle, + w, 8! =~ & (2.124)

Os deslocamentos dos nicleos 1 e 2 nas direcoes

paralelas aos eixos oxyz sao escritos em funcao dos deslo

camentos dos diafragmas referenciados ao sistema oxyz como:

a) Para o nucleo 1:

u; = u o+ §1§
v1 = v + X16
8, =8 (2.125-a)
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b) Para o nucleo 2

fer]

6, = 8 (2.125-b)

Substituindo-se as equagoes (2.125) e a equagao

(2.119) na equagao (2.124) resulta:

23 %

+ )(2.126)
12EJL ALG

- (zl+zz>av - (22-21)3' - (51—52)6' = V(

onde 51 e 52 sao dados pelas equacoes (2.117)

0 valor da forga cortante V, aplicada no ponto m§

dio do lintel seccionado, de acordo com a equagao (2.126),e:
= l 72 +0 Yul! a me Yo! e -v]
\Y f[(21+22)u + (e2 el)v + (w1 mz)e (2.127)

onde:

L

Levando-se o valor de V, fornecido pela expressao

(2.127), nas equagoes (2.116), obtem-se:

5, (@i EY]
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(e ,~e
a3 i.fl [(21*22)5' + (eymeIv! + (wl'wz)ed
(w,-w.) _ - - - -
9 = “‘%T?E—[(11+22)“' vo(epmedvt o+ (wl—wz)e']

(2.129)

Em forma matricial as equagoes (2,129) sao repre-

sentadas como:

’ 3 — - - Y
a3 (£1+22) 0 0 (21+£2)(e2—e1)(w1—w2) u
R O - —= 7 43 PO 0 -ig {3
‘qy il 0 (e2 el) 0 (21+22)(e2 el)(w1 wz) v
az 0 0 (w,~w.,)| [(Z,+2.) (e, —e.) (0, -w.)| | B
L6 i Nl NN Rt AR Ahs S Ut X N O
ou,

{a}=[x]{t"] (2.130)

onde:
_ 1T o T
(21+22) 0 0 (Rl+£2) (ez—el) (wl—wz)
x 1 - - - - - - - -
(k) 5 0 (3,3 O (Z,+3,) (5,-2)) (@,-d,)
i 0 0 (GI-GZZ _(11+E2)((32-E1) (ml—mz)_i
- N
%
{a}=1 95 ¢
L5




=155~

e
SR
u
{ﬁ}:i \-] >
8 (2.131)
~ 4
Indicam-se na figura (2.25) as coordenadas da ori
~ ) * k Kk k ———— )
gem global 0 em relacao aos eixos 0.x.y.z. e oxyz (o siste-
- ok ok % _ 17171741
ma local de eixos, 0,X;y.2Z., © paralelo ao sistema de eixos
*

0;X.y;2., com origem of posicionada na base da estrutura e

coincidente com o centro de torgao do nucleo i). De acordo
com as equagoes (2.91) estas coordenadas podem ser escritas
em fungao das coordenadas do CT, (X

N i‘~cr,’ Ycri
das da origem o (XB’ YS) em relagcao aos eiXos globais, como:

) e das coordena

X2 €72

Figura 2.25 - Coordenadas da origem global 0 em relagao os
X Kk k k ————

eiX0s 0.X.y.Z. € OXyz.
i7i71%1
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- cx. = XCTi COs(bi + YCTi sencbi

T Sy, T °Xcrise“¢i * Yop, cosd; (2.132-2)

-ex o= XB cos¢ + Y; sen¢

- c; = -Xasen¢ + Y; cos¢ (2.132-b)

Os deslocamentos dos diafragmas, relativos aos ei

Xos oxyz, sao referenciados aos eixos globais 0XYZ atraves

da seguinte equagao:

)-{2) o}

onde:

[ﬁ} e o vetor dos deslocamentos dos diafragmas em

relacao aos eixos oxyz,

{U] e o vetor dos deslocamentos dos diafragmas em

relagao ao sistema global de eixos OXYZ.

cosd end -c-

9 send -

[LE]= -send cosd c;
0 0 1 (2,134)

com cg e co calculados atraves das equacgoes (2.132-b).
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A equagao matricial das forcas cortantes internas,
referenciada ao sistema global 0XYZ, sem levar em conta o e-

feito dos linteis, e dada, conforme a equagao (2.97), por:

Qine)= Lol {o ]+ [ra] {v] (2.133)

onde:
[ T T
=leg ] (o[ ]+ (e ) [9,)e ]
El 1 E1 E2 2 E2
[KT]=[KT ] + [KT ] (2.136)
1 2
com:
cos¢1 send)1 -cy
1
L ]= -send cos¢ c
[ E1 1 1 xl
0 0 1 (2.137-a)
cos¢2 sen¢2 -cy2
L ]= -send cosd c
[ E2 2 2 X,
i 0 0 1 (2.137-b)
EJ 0 0
71
[J1]= 0 EJ 0
1
0 0 EJ, (2.137-¢)
1
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EJ 0 0
Yo
J ]= 0 EJ 0
7 )
0 0 EJ, (2.137-d)
| 2]
o 0 o |
[KTJ= 0 0 0
0 0 cJ (2.137-e)
t
| 1
o 0 o |
K ]= 0 0 0
¥,
0 0 GJ (2.137~f)
)

As coordenadas (cx s C_ ) e (cx s € ) da origem global 0

y
em relagcao ao eixis o i* *2¥ ezo*x* ¥, r ectivamente
" s s 1°1Y1%1 © 22%2¥2%p> TESP ’
sao calculadas atraves das equagoes (2.132-a).

0 vetor qq ts relativo aos linteis, referenciado

ao sistema global OXYZ e expresso por:

{qL}=[KL]{U'] (2.138)

onde
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[KL]=[L§]T[K:][L§] (2.139)

Conclui-se, entao, que as forgas cortantes inter
nas na estrutura nas diregoes globais sao obtidas somando-

-se as equagoes (2,135) e (2.138), ou seja:

[92i0e) ™ {%0df * {o]
int

Em relacao ao sistema de eixos globais 0XYZ, as
forgas cortantes externas atuantes na estrutura, em uma co
ta Z, provenientes das cargas verticais e da carga lateral
sao obtidas da mesma maneira que no item (2.5.1). De acor=-

do com as equagoes (2.98) e (2.101), resulta:

]
= - ] -
(Qexe) = p-2[ 1 ][ {ur}+ -2 {o, ] (2.141)
onde:
{Qext] € o vetor das forcas cortantes externas
nas diregoes globais.
[Lw]= “1[L1]+ “2[L2} (2.142)
com:
1 0 Y ]
CG1
[L1]= 0 1 'chl
YCGl XCGl 10’1/A1 (2.142-a)
L_ and
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1 0 Y
CG2
L ]= 0 1 -X
[ 2 CG,
YCGZ -XCG IO,Z/AZ (2.142-Db)
. 2 —
r qa [N
= b
{Qq] ¢ q }
ch (2.142-¢)

0 equilibrio da estrutura e mantido igualando~se
os esforgos internos (equacao 2.140) aos esforgos externos

(equagao 2.141), resultando em:

[J]{U"'}+[p(H-Z)[Lw]- ([KT]+[KL])]{U'} - - (u-z>{q4<2.143)

-

A resolugao da equagao (2.143) & obtida atraves
de dois processos numericos: Diferencas Finitas e Stodola-
-Vianello, em sua variante, utilizando-se as seguintes con

digoes de contorno:

a) Supondo engastamento dos nucleos na base do edificio

(vco)} = {o]

{ur (o)} = {0} (2.144-a)
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b) Supondo nao existir bimomentos e momentos fletores apli-

cados no topo dos nucleos

{vmm)} = {0} (2.144-b)

2.6 - Resumo das Equacoes

Para os modelos estruturais analisados nos itens
anteriores deste capitulo, chegou-se aos seguintes sistemas

de equagoes diferenciais:

19) Nicleo sem contraventamento:
[sllode ewenfn g (v)- - oo,

29) Nicleo de segio aberta contraventado por lintdis

L foea fua) e o[ ] {or} - a-n{o)

39) Associagao tridimensional de paredes e porticos
Ll felen 1] o] o[sp] (o] = - o]

49) Nucleos de segao aberta sem contraventamento

)} men(s e o(s]- - aen o)

50) Nucleos de segao aberta contraventados por lintais

Lo slpeen i) e o[, D] (v} - @]
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As condigoes de contorno utilizadas para a resolu

¢ao das equagoes diferenciais citadas acima sao:

a) Supondo engastamento na base do edificio vem:
(veo} = {o]

(vt} = {0} (2.145-2)

b) Supondo nao existir bimomentos e momentos fletores apli-

cados no topo da estrutura segue:
{uvr)} = {0} (2.145-b)

Observa-se que as equacoes diferenciais sao de um
mesmo tipo, podendo-se,entao, exprimi-las de uma forma ge=

ral como:

[a]{um}+lel{u'} = - -2) {q] (2.146)
onde:
[6)= pcu-2)[1 ]- ([ Ry )+[K ] (2.146-a)

com:

P
[LT] para o (19) e (29) modelos estrutu-

rais
[LG]=‘ [LST]para o (39) modelo estrutural

[Lw} para o (49) e (59) modelos estrutu-

rais
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[0] para o (19) e (49) modelos estrutu-
rais
[KGJ=< [KL] para o (2?9) e (59) modelos estrutu-
rais
[S] para o (39) modelo estrutural

[Qq} e o vetor constituido das componentes da car
ga lateral nas tres diregoes do sistema glo
bal.,

2.7 - Metodos de Analise Numerica

0 sistema de equagoes diferenciais (2.146) descre
ve o comportamento das estruturac tridimensionais submeti
das a carregamentos laterais e verticais, analisadas neste
capitulo atraves das hipoteses da técnica do meio continuo.
A solugao deste sistema fornece os deslocamentos ueyv e
as rotacoes 6 dos diafragmas, ao longo da altura da estru-
tura, em relacao a um sistema global de eixos. Da mesma ma
neira que no capitulo anterior, obtém-se esta solucao atra
ves de dois metodos da analise numeérica, possibilitando
confrontar os resultados obtidos com cada metodo isolada-
mente.

Serao utilizados os metodos das diferencas fini
tas e de Stodola-Vianello, em sua variante, com considera-
goes de interpolagao, cujas formulacoes e hipoteses ja fo-

ram explicadas no item (1.6).
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2.7.1 - Metodo das diferencas finitas

Para a aplicacao do metodo das diferencas finitas
a solugao da equagdo matricial (2.146) considera-se uma ma-
lha constituida de n pontos igualmente espacados de h, con-

forme indica-se na figura (1.9), onde sao definidos os des-

locamentos u, v e 8, Os pontos 1, 2 e n sao considerados pon

tos ficticios por nao pertencerem ao sistema fisico,

0 sistema de equagoes diferenciais (2.146) pode

ser escrito como:

[ 1] '\

31,1 3(1,2) 3¢1,3) ][ u [6(1,1) o(1,2) e(1,3)|[u"

"

J(2,1) J(2,2) J3(2,3)

<
+

G(2,1) 6(2,2) ¢(2,3)

A
<

-
-
L]

e

J(3,1) J(3,2) J(3,3) \6"' G(3,1) G6(3,2) G(3,3)|| 8"

Q(1)

(H=-2Z) { Q(2)

Q(3) (2.147)

Efetuando~se as operagoes matriciais indicadas em
(2.147), resulta:

+
+

J(1,1)u"! G(l,1)u’ J(1,2)v"" + G(1,2)v' + J(1,3)0""' +

(]

+ 6(1,3)98' - (H-2)Q(1)

+

J(2,)u"' + G(2,1)u’ J(2,2)v"" + G(2,2)v"' + J(2,3)0"" +

+ G(2,3)8' - (H-2)Q(2)

+
+

J(3,1)u" + G(3,1)u' + J(3,2)v"" + G(3,2)v' + J(3,3)0"" +

+ G(3,3)8' = - (H-Z)Q(3) (2.148)
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Note-se que as equacgoes (2,.148) podem ser escri-

tas em uma notagao simplificada, como:

=J(I,Du"' + G(I,Du' + J(I,2)v"' + G(I,2)v' + J(I,3)6"" +

+ G(1,3)8"' = - (H-2)Q(I) (2.149)

onde I assume os valores 1, 2 e 3 referentes 3 primeira, a

segunda e 3 terceira linha do sistema de equagoes (2.147).

Considerando-se N como o nimero total de pontos
da malha, definem-se F(M), F(M+N) e F(M+2N) como os valo-
res dos deslocamentos u, v e 6, respectivamente, em um pon
to generico M da malha.

De acordo com o item (1.6), deve-se aplicar a e-
quagao (2.149) aos pontos M = 3, 4, 5,..., N-2, utilizando-
~se os operadores de diferengas finitas centrais expressos
pelas equacoes (1,58-a). Desta maneira obtem-se, para cada
valor da variavel I (I=1,2 e 3), um conjunto de tres equa

goes dadas por:

[~6J(I,l) + G(I,l)hz]F(M—Z) +[12J(I-l) - 8G(I,1)h2]F(M-1)+
[ 2 2
#1-123(1,1) + 8¢(I,1h ]F(M+1) +[6J(1,1) - c(1,1)h.]F(M+zy
2
+[-6J(I,2) + G(I,2)h ]F(M+N—2) +[12J(I,2) .
2 2
-8G(I,2)nh ]F(M+N-1) +[-12J(I,2) + 8G(I,2)n ]F(M+N+1) +
[ 2
+|63(1,2) - c(1,2)n ]F(M+N+z) . [—6J(1,3) .
2 2
+G(I,3)h }F(M+N-2) +[12J(I,1) ~ 8G(I,1)h ]F(M+2N-1) +
[ 2
+=-123(1,1) + 8G(I,1)h JF(M+2N+1) +[6J(I,1) +

~6(1, 0% |F(Me2ne2) = - 12h3[u-z(mﬂ Q(1) (2.150)
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A equagao (2,.150) pode ser escrita na forma:

3

L {[-6J(1,K) ' G(I,K)hZ]F(M+(K-1)N-2) "
K=1

+[12J<1,1) - 8G(I,1)h2J F(M+(K-1)N-1) +[-12J(I,1) +
+ SG(I,l)hz]F(M+(K-1)N+1) +[6J(I,1) +

- G(I,l)hz]F(M+(K-1)N+2)]-= - 12h3[H-Z(Mﬂ Q(1) (2.151)

No ponto M = N-1, no topo da estrutura, observa-
-se que nao & possivel aplicar a equacao (2.151), obtida
com a utilizagao dos operadores centrais. E necessario, en
tao, usar os operadores que envolvem apenas um ponto a di-
reita do ponto de aplicagao, expressos pelas equacgoes
(1.58-c). Dessa forma, a equagao (2.149) para o topo do e-

dificio escreve-se, em diferengas finitas, como:

o~ w

{[6J(I,K) - G(I,K)hﬂ F(K.N-4) +[-36J(I,K) . 6G(I,K)h1x

K=1

x F(K.N-3) +[72J(I,K) - 18G(I,K)h2]F(K.N~2) +[-6OJ(I,K) +
2 2
+ 10G(I,K)h ]F(K.N—l) +[18J(I,K) + 3G(I,K)h }F(K.Nﬂ =

- - 12h3[H-Z(N-1)]Q(I) (2.152)

onde I assume os valores 1, 2 e 3 referentes a primeira, a

segunda e 3@ terceira linha do sistema de equagoes (2.147).

As condigoes de contorno (2.145-a), {U(Oﬂ = {0}

e {U'(0)] = [0}, s3o impostas pelas equagdes:
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a) Para [U(Oﬂ = {0]:
F(3) =0
F(N+3) =0

F(2N+3) = 0 (2.,153-a)

b) Para [U'(Oﬂ = {0}:

F(1) - 8F(2) + 8F(4) - F(5) =0
F(N+1) - 8F(N+2) + 8F(N+4) - F(N+5) = 0

F(2N+1) - 8F(2N+2) + 8F(2N+4) =~ F(2N+5) = 0 (2.153-b)

A condicao de contornmo (2.145-b), [U"(H)}= [0},
no topo do edificio sera escrita em diferengas finitas uti
lizando-se o operador assimetrico que de acordo com as e-
quagoes (1,58-c), envolve um ponto a direita e tres pontos
a esquerda do ponto de aplicagao N-1, Dessa maneira resul-

ta:
- F(N-4) + 4F(N=-3) + 6F(N-2) ~ 20F(N-1) + 11F(N) =0
- F(2N-4) + 4F(2N-3) + 6F(2N-2) - 20F(2N-1) + 11F(2N) = 0

- F(3N-4) + 4F(3N-3) + 6F(3N-2) - 20F(3N-1) + 11F(3N) =0

(2.,153-¢c)

As equagoes (2,151), (2.152) e (2.153) formam um
sistema de 3N equagoes lineares, cuja solugao fornece os

deslocamentos u, v e 6 dos diafragmas nos N pontos da ma-
lha.
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2.7.2 - Metodo de Stodola-Vianello

A equagao de recorréencia do metodo na forma inte
gral expressa-se, de acordo com a equagao matricial(2.146),
de maneira analoga 3 equacao (1.69) do item (1.6), ou se-

ja:

{ﬁ}'*/[ﬁJ]-l -[[G]{U'} - (H-2) [Q]] az +{E}+{E}z +[E) _Z?:
(2.154)

= — -~ »
onde {E},[E] e {E] sao os vetores constituidos por cons-
tantes de integragao determinadas pelas condigoes de con-

torno descritas abaixo:

{o]
{0}

a) {T(0))

(]

b) T}

c) {T"m)} = {o) (2.155)

Observa-se que os vetores {E] e [E} resultam nu-
los com a imposigao, respectivamente, das duas condigoes de
contorno dadas pelas equagoes (2.155) e o vetor {E] sera
determinado com a aplicagao da terceira condigao [U"(HH =
{0}, quando se adotam as aproximagoes da equacao (2.160)
adiante,

Substituindo-se o valor da matriz [G], dado pela
equacao (2.146-a), na equagao (2.154) e lembrando que os

vetores (E] e {E} sao nulos, obtém-se:

[ﬁ]i[UqJ]‘l[(_p(H—Z)[LG] +[KT]+[KG])[U'}- (H~Z){Q}]dz +

22
+ (B} (2.156)
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Definindo-se

com

» 1
qal ~qa
*
[@")= | abn  -qb
qcH -qc (2.157)

pode-se escrever a equagao (2,.156) na seguinte forma matri

cial:

{ ) =///([§] + [ Ploy{vt}az - [D]//ﬁZ}dz + [ E) %-E (2.158)

onde:

(Z} =

Z (2.159)

De acordo com o desenvolvimento do método, des-
crito no item (1.6) do capitulo anterior, toma-se, para so
lugao aproximada dos deslocamentos u, v e 9, componentes

do vetor [U], polinomios de grau finito em Z expressos por:
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_ 2 3 4 N
u = Alz + Azz + A3Z + ce. + AN-IZ
_ 2 3 4 N
v = BIZ + BZZ + B3Z + L., + BN-IZ
2 3 4 N
6 Clz + sz + C3Z + ...t CN_IZ
ou, em forma matricial,
{v} = [v@){c] (2.160)
onde:
u
{u}= v
4]
z%/m% o o z3m3 o 0 ....z2¥mV o
N
lvezd)] = o  z%/m% o o z3md o ... o zVm
0 o z%m? o o z3md .... o 0
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rAIHZ )
B1H2
Cle
AH>
B, 17
(c) =4 c,u’
A;_IHN
BB
\CN_lﬁi (2.161)

com:

N sendo o grau adotado para os polinomios u(Z),
v(zZ) e 68(2).

;» By, C; sendo os coeficientes dos polino-

mios, que serao determinados ao lon-

go do desenvolvimento do método.

A equagao matricial (2.160) devera satisfazer as

seguintes condigoes de contorno:
{u(o) = {o}

{vr (o} = {o]

{um(m)} = {o} (2.162)
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Substituindo-se a equacao (2.160) na equacao

(2.158) e efetuando as integragoes indicadas resulta:

= - 2
(8] = (®] vy @] +[2][v,@] ) {c} - [n)fFc2) +[e}E=  (2.169)
onde:
[ 2} P A 0 0 T
:—7§—z 0 0 =T 0 0 ST
4 5 L
Lo 0 leg—a 0 0 i’i%_s 0 0 R eo s
s ,
Lz 0 0
Yo - 0 ﬁzz:) o 0
1 2z’ o 1__.—————-—"2'\“3 —
0 ° FJ?; ¢ = (x+1)<m2)(.\u)_
23 |
2.3
[N(2)) =
4
2%‘? (2.164)
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Como foi dito anteriormente, determina-se o vetor

das constantes de integracao {E] impondo-se a equacao

(2,.164) a terceira das equagses (2.155), ou seja:

(%

onde:

—
<
N
———
]

1 0
0 1
1 0
2
3 0
2
0 3
0 0
H
1272

W ro

1 0 0
0 1 (4]
0 0 1
ER
0 % 0
0 0

oooooo

oooooo

oooooo

)= ((F)[vy) +[B].r v, {c)-[p](N) +[E) =

1 o o]
o 1 0
0o 0 1
-I\_Ilj-—l_ 0O o0
0 FI}T 0
O

0 valor do vetor [E} , de acordo com a

(2.165), e expresso por:

{E]

= ([B)[vy]) 4

P

] H[w,]) {c)+[D] {Ny]

{0} (2.165)

(2.166)

equacao

(2.167)
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Substituindo-se a equacao (2.167) na equagao
(2.163), resulta:

[B)- [l v, @] - (5,]. £ +[Fldv,@) - 222 (o)) (o)
+[D]([N1}%3 - N(2)) (2.168)

Definindo-se;

(2.169)

=
#
=

e expressando-se a equagao (2,168) em funcao da cota n ob-

tem-se, para o vetor deslocamento [U}, a seguinte expressao:

(0} = [5] + [&]D (c] + [0] (§,) (2.170)
onde:

(5] =[?][5,] (2.171-a)

[&] = [?][R,] (2.171-b)

(5] =[v ()] - [v,]- iﬂ%lf (2.171-c¢)
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(1+812 (N (Z#N) (1+8) - cea btT o975y £ _§*v'g 0
( q - q ) 0 0 ( ) 0 0 ( ) 0
~Fz m.z; Ncm ow NcN mc~
a7 _ (E+8) (20%) (1+2) viTo_ 96y
0 ( ﬂuz - ) 0 0 g = *ug ) 0 0
H4 z 9
L ° 0 0 o ELoLEnL o
z 9
‘no
4 Z [4 1
(P-1.1°2) M- o H - (W) =Y
(nu) -
[4
— -
- A 0 0 e 0 0 0
4 (T+N) z S
"o (£ - ), 0 . o % - %D 0 o E£-tH 0 g ..Tm _
z (T+8) . T z S 4 k4 .
0 0 (L. L0, o 0 L -5h 0 0 £ -rhH
Tz (T+N) : : z < z v ]

‘no
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e
{ﬁn}= {Nl} iﬂ%li - [ﬁ(nn)] (2.171-e)
ou,
(53 - %?g).u3

N
£~

(%— - S0 ) .H

N

A equagao matricial (2.160), que fornece o valor
do vetor dos deslocamentos [U}, pode ser escrita em fungao

da cota n (equagao 1.69) da seguinte maneira:

(v} = [wm]{c) (2.172)
onde
[ 3 N )
n O 0 n 0 0 o o 0 n 0 O (2.173)
[v(m)]=] 0 Y o o " 0 .... 0 oo
0 o n? o 0 n....0 o | (2.173)
- .
Os valores dos deslocamentos, em qualquer cota,
fornecidos pela equagao matricial (2.170), devem ser tao

proximos quanto possivel dos valores fornecidos pela equa-
cao (2.172). Se a precisao alcangada entre os valores
t(n) e U(n) nao for satisfatoria, toma-se um novo grau
para os polinomios e o processo se repete.

A montagem do sistema de equacoes cuja solugEoqu

nece o valor do vetor {C} obedece ao mesmo procedimento uti
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lizado no item (1.6) do capitulo anterior. Observa-se que
o vetor incdgnito {C} & constituido pelos coeficientes A,
Bi e Ci dos polinomios adotados para os deslocamentos u, v
e B, respectivamente, o que corresponde a um numero de
3(N-1) coeficientes.

As tres primeiras das 3(N-1) equacgoes do sistema
de equagoes sao obtidas quando se impoem as condigoes de
contorno (2.162) 3 equagao (2.172). Observa-se que as duas
condigoes [U(O)}= [0] e {U'(O)]= {0} para n = 0 (ou 2=0)

sao satisfeitas na equacao (2.172). Impondo-se a terceira

condigao {U"(H)}= {O} ou [U"(l)}= [O], considerando-se que
n =1 para z = H, resulta:
[4,](c) = {o] (2.174)
onde:
2 0 0 6 0 0 .... N(N+1) 0 0 ]
[My]= |0 2 0 0 6 0 .... 0 N(N+1) 0
0 0 2 0 0 6 .... 0 0 N(N+1)| (2.,175)
A condigao de que os valores dos deslocamentos

{ﬁ }e {U} concordem, tanto quanto possivel, ao longo da al
tura H da estrutura e expressa, conforme equagao (1.80),

por:

1 1
/ [T(m} dn =/ {u(n)} dn
0 0 (2.176)

esta condigao conduz a outras tres equagoes do sistema, es

critas como:

[M,]{c} = [D]{Ny} (2.177)
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onde:
( L 1y 43 )
6  2.3.47°
[ﬁl}* (
i (%7 - 573%?73)'H41 (2.178)
2] = [os] o 5]+ ]
3] -[#]z)]
[E ] = [5][§1] (2.179)
com:
—1/3 0 0 1/4 0 0 ...1/(N+1) o |

[vs]= |0 13 0o 0 14 0. 0 /D o

0 0 1/3 0 0 1/4... 0 1/(N+1)

(2.179-a)
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(°=-6L41°2)

# Anq+zVAm+zva~+zVA~+zv
N

(9-6L1°27)

(1+0) 9, 0 0 RN
N
{7+ (E+N) (Z+N) (T+N) _ (T+N)9 0 s
« < )
0 (IR (E4R) (Z4R) (T+0) - (1¥M)9, . ..
N N
e ) (1) 9
( 1 - dv 0 0 ...Am.q.m
1
0 LEN) (Z4N) (T+N)
( ) 0 0
0 0 AhhH&NMMHMNMMHhN - Wv... o

9°¢°y" ¢
z

9°€

"

(

9°G6°%°¢
4

o uﬁﬂm_

9°¢

o~

| oH uﬁﬂm_
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As 3(n-3) equagcoes restantes sao obtidas impondo-
-se a condicao de que os vetores das funcoes deslocamentos
[ﬁ(n)} e [U(n)} concordem em certos pontos distintos ao lon
go da altura da estrutura. Estes pontos de interpolacao, de

finidos por

Z,
g, = ﬁ-i , com i =1, 2, 3,..., K,..., n=3(2.180)
devem ser tomados dentro do dominio da estrutura (n = 0 e
n = 1) e em nimero suficiente para que a igualdade entre

(T} e {um], nestes pontos, fornega as equagoes necessa

rias.

De acordo com a equagao (1.82), do item 1.6, para

um ponto generico n = €k » €5Creve-se:
[ﬁ(gk>} = [u(gk)] (2.181)

Nota-se que para cada ponto do conjunto de pontos
£y obtem-se um grupo de trés equagbes. Por exemplo: para o

ponto generico £ » tem-se:

[Mgk]{c} = [Dl{ﬁgk] (2.182)

onde:

EAR R GO U B
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2 3
(EK - E.L) H3
2 2.37 ¢
ﬁ = < >
AR
k k 2
\ (T m) . H (2.183-b)

As matrizes [W(Ek)], [§E ] e [ﬁg } sao obtidas
k k

fazendo~se nas equagaes (2.171) e (2,173) n = €k. Desse mo

do obtem-se:

[w(ik)]= 0 £ 0 0 £ 0 ...0 £ 0

(0 0 £ 0 0 & 0 0 Ek_ (2.184-a)
EANUI
[ﬁgk] =[?H§1£ ] (2.184-c)

com:
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(@-%81°2)

IA:iCN _ %m,fz:m,fzvﬁ,fzv .z ey
Moy Moy 0 o Am_l _gntey o 0
z (£+8) ET AN T
4 S
0 407 (€+R8) (Z+X) (1+X) : N
o T ) 0 0 rm|m - qu £ 0
z (£ an) 7N 27t 3t
<
0 o AT (M) @0 (19K) 5. o 0 £ siv'e
9N xuz A b
B z (£+N) 23t 3t
(P-%81°7) [ - am L |
- . 2 _ (ZH+N) (1N e
4 fu . ) 0 0 T T
z (T +8) 4 Y
T _ (24N (1+K) -t
0 Ew Ty 0 o TR 0
z (Z+N) Z ki
0 0 flm _ AN,'zv:“zJ .. 0 0 fl~. - %v
z (z+0)? 7 e
|
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As equagoes matriciais (2.174), (2,177) e as
(N-3) equagoes (2.182) formam um sistema de 3(N-1) equagoes

a 3(N-1) incognitas expresso por:

[M]{c} = {oN} (2.185)

onde:

[M] e a matriz do sistema de equagoes de ordem

3(N-1) x 3(N-1), constituida das matrizes

(M), [M,], [Mgl},..., [Mgk ],..., [MEN_S},tg

das de ordem 3x3(N-3), na forma:

. ___|linha 3 _
]
. ___|linha 6
]
[,
linha 9

[Mc] = [Mgk]

linha 3(N=1) (2.186)
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{c} @ o vetor de ordem 3(N-1)x1 constituidos das
incognitas, que sao os coeficientes dos poli
nomios (u(Z), v(Z) e 6(Z), conforme indica-

-se na equagao (2.161),

[DN} @ o vetor de ordem 3(N-1)x1 constituido pe-

lo vetor nulo.

{O] e os produtos matriciais[D]{ﬁl},[D]{ﬁgl},“.,

[D]{ﬁg }, todos de ordem 3xl, na forma:
N-3

___ _____ | linha 6
__[D_]iﬁ_g_l_}“ﬁ_li_ﬂlgﬁ____
(ox) = | [D][ﬁgk} | linha 3(k+2)

e e e el e

A solugao do sistema de equacgoes (2.185) fornece

o valor do vetor {C} que, substituido nas equagoes (2.170)
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ou (2,172), possibilita o calculo dos deslocamentos dos dia-

fragmas em qualquer cota da altura H da estrutura analisada.

2.8 - Programas em linguagem Fortran

No item (2.7) utilizaram-se dois metodos de anali-
se numerica para obter-se a solugao da equacgao matricial
(2.146), que fornece os deslocamentos u, v e 8 dos diafrag-
mas ao longo da altura das estruturas analisadas. O desenvol
vimento de cada metodo deu origem a uma série de expressoes
e com base nelas escreveram-se dois programas, um para cada
metodo, em linguagem Fortran para o computador IBM 370/148,

Apresenta-se a seguir uma descrigao dos dados de
entrada, principais variaveis e impressao dos resultados de

cada programa, acompanhada das respectivas listagens.

2.8.1 - Programa em linguagem Fortraan que resolve pelo meto-

do das diferencas finitas o sistema de equacoes dife

renciais, que expressa o comportamento das estrutu-

ras tridimensionais analisadas nos itens (2.3) a
(2.5).

a) Dados de entrada:

PI - valor inicial da carga vertical uniformemente distribui
da p.

formato de entrada - F10,0

ACREP - valor do incremento da carga vertical uniformemente
distribuida p.
formato de entrada - F10.0

PCRIT - carga critica de flambagem da estrutura

formato de entrada - F10.0

HT - altura total da estrutura

formato de entrada - F10.0
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NS - niumero de subdivisGes obtido com o lancamento da rede

de pontos.

formato de entrada - I2

[Q} - vetor de ordem 3xl, constituido das componentes da

carga externa lateral q nas tres diregoes dos eixos
globais.
formato de entrada - 3F10.0 (leitura dos tres elemen

tos em uma linha).

[JJ] - matriz de rigidez das paredes, de ordem 3x3

[kT] -

[Le] -

formato de entrada - 3F10,0 (leitura para cada 1li-

nha da matriz).

matriz de rigidez a torgao livre, de ordem 3x3
formato de entrada - 3F10.0 (leitura para cada 1li-

nha da matriz).

matriz dos esforgos externos devidos a carga verti-

cal p. Esta matriz de ordem 3x3 sera definida como:

1) [LT] - para o caso de estruturas constituidas por
um nicleo contraventado ou nao por lin-
teis.

2) [LST]- para o caso de uma associacao tridimensio
nal de paredes e porticos.

3) [LW] - para o caso de estruturas constituidas
por dois nucleos contraventados ou nao por
linteis.

formato de entrada - 3F10,0 (leitura para cada 1li-

nha da matriz).

matriz de rigidez, de ordem 3x3, que de acordo com
o tipo da estrutura sera definida como:

1) [s] - matriz de rigidez do conjunto de porticos
2) [Ky)
formato de entrada - 3F10,0 (leitura para cada 1li-

- matriz de rigidez imposta pelos linteis

nha da matriz,
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b) Principais variaveis

H - espagamento entre os pontos da malha

NP -

MK -
{cu)

[mMc ]

numero de pontos da malha

ordem da matriz dos coeficientes das diferencas fini-

tas.

vetor de ordem MK contendo os termos independentes

do sistema de equagoes das diferencas finitas.

matriz de ordem MKxMK constituida dos coeficientes

das diferengas finitas.

carga vertical, uniformemente distribuida,inicializa-
da com o valor PI e acrescida do valor ACREP ate que
seja atingido o valor da carga critica de flambagen,

especificado por PCRIT.

[G] - matriz de ordem 3x3 calculada para cada valor da car

{r} -

ga vertical p, de acordo com a equagao (2.146-a) do
item (2.6).

vetor de ordem MK cujos elementos, apos a resolucao
do sistema de equagoes das diferencas finitas,expres
sam os deslocamentos u, v e 8 dos diafragmas nos pon

tos 1 a NP da malha.

As demais variaveis que constam do programa tém

a fungao de auxiliar no desenvolvimento do mesmo.

c) Subrotinas:

tinas

O programa principal utiliza as seguintes subro-

c.l) DECOM ~ inicia o processo de eliminacao de Gauss, com

pivotamento parcial, decompondo a matriz do
sistema em um produto de duas matrizes trian-

gulares, conforme Forsythe [5].
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c.2) SOLVE - utiliza a matriz decomposta em DECOM para en-

contrar a solugao do sistema de equacoes, con

forme Forsythe [5].

c.3) IMPRUV - refina o resultado da SOLVE, conforme Forsy-
the [5].

c.4) SING - imprime algumas chamadas de controle, conforme
Forsythe [5].

d) Impressao dos resultados

Os valores dos deslocamentos u, v e 0 dos dia-
fragmas para os pontos 1 a NP da malha, sao impressos para

cada valor, considerado, da carga vertical p.

e) Listagem do programa

(Ver paginas seguintes)
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2.8.2 - Programa em linguagem Fortran que resolve pelo me-

todo de Stodola-Vianello, em sua variante, o siste

ma de equacoes diferenciais, que expressa o compor

tamento das estruturas tridimensionais analisadas

nos itens (2.3) a (2.5).

a) Dados de entrada

PI - valor inicial da carga vertical uniformemente distri-
buida p.

formato de entrada - F10.,0

ACREP ~ valor do incremento da carga vertical uniformemen
te distribuida p.

formato de entrada - F10.0

PCRIT - carga critica de flambagem da estrutura

formato de entrada - F¥10.0

H - altura total da estrutura

formato de entrada - F10.0

HA - altura do andar

formato de entrada - F10.0

NA - numero de andares da estrutura

formato de entrada - 12

IGRAU ~ grau inicial para os polinomios aproximadores ado-
tados para as fungoes deslocamentos u(Z), v(Z) e
6(z).

formato de entrada - 12

IGMAX - grau maximo que pode atingir os polindmios u(Zz),
v(Z) e 6(2).

formato de entrada - I2

{Q}- vetor de ordem 3x1l constituido das componentes da car
ga externa lateral q, nas tres direcoes globais.
formato de entrada - 3F10.0 (leitura dos tres elemen-

tos em uma linha).



~194~

{JJ] - matriz de rigidez das paredes, de ordem 3x3
formato de entrada - 3F10.0 (leitura para cada linha

da matriz.

[KT] - matriz de rigidez 3 torcao livre, de ordem 3x3
formato de entrada - 3F10,0 (leitura para cada

linha da matriz).

[LG] - matriz dos esforgos externos devidos a carga verti-
cal p. Esta matriz de ordem 3x3 sera definida como:

1) [LT] - para o caso de estruturas constituidas por
um nicleo contraventado ou nao por linteis

2) [LST]- para o caso de uma associagao tridimensio-
nal de paredes e porticos.

3) [Lw] - para o caso de estruturas constituidas por
dois nicleos contraventados ou nao por lin
teis.

formato de entrada - 3F10.0 (leitura para cada li-

nha da matriz).

[KG] - matriz de rigidez, de ordem 3x3, que de acordo com
o tipo de estrutura sera definida como:
1) [s] - matriz de rigidez do conjunto de pdrticos
2) [K.]- matriz de rigidez imposta pelos linteis
formato de entrada - 3F10.0 (leitura para

cada linha da matriz).

b) Descricao das principais variaveis

[QA] - matriz de ordem 3x2 contendo os esforgos externos pro
venientes da carga lateral q (corresponde a matriz
* -~ .
[Q ] definida pela equagao (2.157) do item (2.7)).

NC - numero de cotas onde sao calculados os deslocamentos.

{ETAl} - vetor de ordem NC contendo os valores das cotas
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{QSII} - vetor de ordem (IGRAU-3) contendo os valores dos
Z.
pontos de interpolacao, Ei = ﬁi'
MKK =~ ordem da matriz dos coeficientes do sistema de equa

goes do metodo de Stodola-Vianello.

[CA} - vetor de ordem MKK contendo os termos independentes
do sistema de equagoes do metodo de Stodola-Vianello
(corresponde ao vetor {DN] definido pela equacgao
(2.187) do item (2.7)).

P - carga vertical e uniformemente distribuida, inicializa
da com o valor PI e acrescida do valor ACREP ate que
seja atingido o valor da carga critica de flambagem,

especificado por PCRIT.

[MC] -~ matriz de ordem MKK x MKK formada pelos coeficien-

tes do sistema de equagao do metodo de Stodola-Via-

nello.,

{C} -~ vetor de ordem MKK, contendo as incognitas do sistema

de equagoes do méetodo de Stodola~Vianello.

{U},{V},[W] - vetores de ordem NC, cujos componentes expres
sam os deslocamentos dos diafragmas, nas dire
goes globais (u,v,8), nas cotas n; da altura

da estrutura.

{UBAR],{VBAR],{WBAR} - vetores de ordem NC contendo os des-
locamentos dos diafragmas, nas dire-
coes globais (u,v,8), nas cotas n;
da altura da estrutura,.

As demais variaveis que aparecem no programa tem

carater meramente auxiliar sendo seu emprego facilmente com

preendido atraves de uma analise da listagem.

c) Subrotinas

0 programa principal utiliza as seguintes subro-

tinas.
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DECOM

SOLVE

IMPRUV~
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executa a inversao de uma matriz pelo método

de Gauss-Jordan,

inicia o processo de eliminagao de Gauss, com
pivotamento parcial, decompondo a matriz do
sistema em um produto de duas matrizes trian-

gulares, conforme Forsythe[ﬂ.

utiliza a matriz decomposta em DECOM para en-

contrar a solugao do sistema de equagoes, con

forme Forsythe[S}.

refina o resultado da SOLVE, conforme Forsy-
the [5].

SING - imprime algumas chamadas de controle, conforme

Forsythe[S].

d) Impressao dos resultados

Os

valores dos deslocamentos u, v e 6 dos dia-

fragmas, nas diversas cotas ao longo da altura da estrutu-

ra, sao impressos para cada valor considerado da carga ver

tical p.

e) Listagem do programa

(Ver paginas seguintes)
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2,9 - Exemplos numericos

Apresentam-se, a seguir, exemplos numericos de
aplicagao dos metodos diferencas finitas e Stodola=-Vianello,
em sua variante, atraves dos programas em linguagem FOR-
TRAN desenvolvidos no item (2.8). Obtem-se as solucoes dos
sistemas de equagoes diferenciais que expressam o comporta
mento das estruturas tridimensionais analisadas anterior-

mente, atraves da tecnica do meio continuo.

2.9.1 - Exemplo 1

Na figura (2.26) representa-se em planta uma es
trutura de 30 andares, formada por um Unico nicleo de se-
¢ao aberta, de caracterIsticas elasto-geométricas constan-
tes com a altura,

Considera-se que a altura do pe~direito e 3,0m
e que os modulos de elasticidade longitudinal e transver-

sal tem valores E = 2,0x106tf/m2 e G = 8,0x105

tf/mz, res-
pectivamente. As dimensoes do nucleo estao indicadas na
figura (2.26).

0 carregamento constitui-se de carga vertical u-
niformemente distribuida, ao longo do eixo vertical que pas
sa pelo centro de gravidade da secao transversal do nucleo,
e carga lateral, tambem uniforme. Em relacao a esta ultima

carga foram analisados tres casos:

Caso A - carga na direcao do eixo OY de valor q = 0,96tf/m
Caso B - carga na direcao do eixo OX de valor q = 0,96tf/m
Caso C - carga atuando em um plano que passa pelo ponto o',

(centro geometrico da secao), fazendo um angulo

de 45° com o eixo 0X, de valor q = 1,36tf/m.
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‘ cT - I
d
#_ i— ______________ 1 p0 — 1
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q=0,96 tf/m } q- I.36tf/m; qu 0,96 }
{caso B) | | 0 47 09% :
£ | (casoC) | Yea
| 1t:0,25m
S 1 | foe———
] l I
Lo |
A |L=== =1 -

@= LOom | QJS.Om | C=1,0m,

\ T T -
q:0,96 tf/m
{caso A)

Figura 2.26 - Exemplo de um edificio com um niicleo de se-

gao aberta.

Considera-se para esta analise duas estruturas,
sendo a primeira constituida de um nGcleo sem contraventa-
mento e a segunda um nucleo contraventado ao nivel dos an-
dares por linteis, com 3,0m de vao e secdao transversal de
dimensoces 25x30cm.

Em ambas as estruturas pretende-se determinar os
deslocamentos horizontais u e v e a rotagao 8 no topo, pa-

ra cada valor da carga vertical p assumido.

a) Caracteristicas geometricas da secao transversal

a.,l) Centro de gravidade

Como ox e eixo de simetria da sec¢ao transversal,

xcG = 0
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5,0x0,25x5,0+2(5,0x0,25x2,5)

Yoo = T,0%0,25+2,0%5,0x0,25+2,0%1,0x0,25 ~ 2»%4m
a.2) Momentos de inercia
5= 2|025x5,0° o 5,0(2,94-2,5) % + 1,0%0,25°
X 12 ] X ’ ] 9 12
2 5,0x0,25° 2
+0,25x1,0(2,94) | + 2225022 4 0, 25x5,0x(5,0-2,94)
J_ = 15,32m*
X
5,0%0,25° 2 0,25x1,0°
= » 2 ’ >
Jy 2 =+ 0,25x5,0x2,5" + g+

3
+ 0,25x1,0x2,02 + 243%%249~

J = 20,28n"

a.3) Centro de torgao

Sendo o eixo 0Y, eixo de simetria da segao trans

ou
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onde,

d = - _];_ w x dS = .1__ . E[Bbza + 2b3 - 12(31)"%)]
J p J 12
yJSs ‘o y

d = 20?28 X O’ngs’o[3x5,02x5,0+2,0x5,03-3,02(3x5,0-3,0)]
d = 2,65m
logo,

yp = 2,65 + 2,06 = 4,71m

a.4) Diagrama de area setorial

6,625 + \\,6,625
+
AN
N
! ~
] ~
zl
5|] ~ 13,52
+
I -~
— - e 5,875
5,875 13,525 ll
+
| 25
N |
AN |
AN
N
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a.5) Momento setorial de inercia, I,

J = 2,0x0,25{%x6,625x6,625x2,5+%[(2x6,625-5,875)6,625+
+(6,625+2,0x1,0(—5,875))x—5,874 x5,0+% (2x13,525+
+5,875)x13,525+(13,525+2x5,875)x5,875]xl,O]

J = 100,67m®

a.6) Momento de inercia a torgao, J.

J, = % X 0,253(3x5,0+2,0x1,0) = 8,85x10'2m4

a.7) Area da segao transversal

A= 0,25 x (3x5,0+2x1,0) = 4,25m2
a.8) Raio de giracao polar
De acordo com a equagao (2.25),
204+ 4,4 15’2f;§°428
i2 < 30,55n°
b) Em relagao ao sistema de eixos global 0XYZ, as

tes da carga lateral sao:

componen-
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n
o

Caso A - qy = 0 ; qy = 0,96tf/m ; m

Caso B =~ dy 0,96tf/m ; dy = 4,944t fm/m

]
o
=

]

]

Caso C - 9y = 0,96tf/m ; 0,96tf/m 3 m = 4,944tfm/m

dy

2.9.1.1 - Nucleo de sec3o aberta sem contraventamento

a) Calculo das matrizes

Utilizando as equagoes (2.7), (2.8) e (2.29), ob-
tem~se para as matrizes: de rigidez a flexo-torgao, matriz
[J]; de rigidez 3 torcao livre, matriz [KT] ; e dos esfor-
¢0s externos provenientes da carga vertical, matriz [P], os

seguintes valores:

40,56 0 0
6
[J]= 0 30,64 0 x 10
0 0 201,34
o 0 0
[KT]= 0 0 0 x 103
0 0 70,8
_ _
1 0 -4,71
[LT]= 0 1 0
-4,71 0 30,55
_ B
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b) Sistema de equagoes diferenciais

Pela equagao (2.34), resulta:

~ - § _ -
40,56 0 0 | 1 0 -4,71
o 30,66 o |x10%0 vvrlal pco0-zy] 0 1 o e
0 0 201,34 gn ~4,71 0 30,55
L -t \ J e -
(0 0o o | (ut) '
u Uy
3 vl =
o 0 o <107 vt b= = (90-2) { q
o o0 70,8 o -m
L - . / \
Observa-se que a equagao de equilibrio a forga

cortante, na diregcao 0Y, & independente da equagao de equi
librio & forga cortante, na direcao 0X, e da equagao de e-
quilibrio ao momento torgor. Na procura da carga critica,
considerando o problema de 12 especie (sistema homogéneo),
Carvalho [3] executou dois calculos, sendo o primeiro de
instabilidade por flambagem tipo Euler ou flexao pura no
plano YZ, expresso pela segunda das equagSes do sistema, e
o segundo, de instabilidade lateral, isto e, flambagem por
torgao e flexao, expresso pelas duas equacoes restantes. A
carga critica e entao o menor dos dois valores obtidos.

A segunda equagao diferencial forneceu o valor,

Popie = 329,40tf/m

A solugao simultanea das outras duas equagoes,

do sistema homogeneo, forneceu o valor,

Porip = 114,27tf/m
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Admitiu-se, entao, que a carga critica seria o

menor dos dois valores, ou seja:

Popjr = 114,27tf/m

c) Caso A de carga lateral

c.1l) Tabela de resultados

Na tabela (2.1) apresentam-se os resultados for-
necidos pelos programas Fo~#~rar dJos metodos: diferengas fi
nitas e Stodola-Vianello, em sua variante. Observa-se que
apenas ocorrem deslocamentos na diregcao OY. Isto se expli-
ca devido ao fato de que, sendo a origem dos eixos globais
coincidente com o centro de torgao do nicleo, a carga late
ral so apresenta, em relacao a esse sistema de eixos, ape-
nas a componente qy (na direcao de 0Y) ocorrendo no nicleo
apenas flexao, no plano YZ, ficando, consequentemente, os

deslocamentos restritos a esse plano.

Tabela 2,1
Nucleo sem contraventamento - Caso A de carga lateral
(qx = 0; qy = 0,96tf/m; m = 0)
Deslocamentos horizontais: u e v (m) e rotagao (rad) no
topo
Stodola-Vianello Diferengas Finitas
p(tf/m)— _ _
u u v v 8 8 u v 0
0 - -10,257(0,257 - - - 10,257 -
- -10,261{0,261 - - - 10,261 -
10 - -10,265/0,265 - - - 10,265 -
15 - -10,269(0,269 - - - 10,269 -

(continua)
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Tabela (2.1) (continuagao)

Nucleo sem contraventamento - Caso A de carga lateral

(qX = 03 qy = 0,96tf/m; m = 0)

Deslocamentos horizontais: u e v (m) e rotagao (rad) no

topo
Stodola-Vianello Diferengas Finitas

p(tf/m}— - -
u u v v 3] 5] u v 6
20 - - 10,274 0,274 - - -10,274 | -
25 - -10,278| 0,278 - - -10,278| -
30 - -10,28310,283| - - -10,283 | -
35 - -10,288| 0,288 - - -10,288 ] -
40 - -10,293]0,293| - - -10,293 | -
45 - -10,298 (0,298 - - -10,298 | -
50 - -10,303 0,303 - - - 10,303 | -
55 - -10,309|0,309| - - -10,309 | -
60 - -10,315| 0,315 | - - - 10,315 | -
65 - -10,321},0,321| - - - 10,321 | -
70 - - 10,327 ]0,327| - - -10,327 | -
75 - -10,333 0,333 ~ - - 10,333 | -
80 - - 10,340 | 0,340 | - - - 10,340 | -
85 - - 10,347 | 0,347 | - - - 10,347 | -
90 - - 10,354 | 0,354 | - - - 10,355 | -
95 - -10,362(0,362| - - -10,362 | -
100 - -10,370 | 0,370 | - - - 10,370 | -
105 - -10,378{0,378| - - -10,378 | -
110 - -10,387 | 0,387 | - - -10,387 |~
114,27 | - -10,395{0,395| - - - 10,395 | -
120 - - 10,405 ]| 0,405 | - - - 10,406 | -
130 - - 0,426 | 0,426 | - - - 10,426 | -
140 - - 10,448 {0,448 | - - - 0,448 | -
150 - - 10,474 | 0,474 | - - - 10,474 | -
160 - -10,502|0,502| - - - 10,503 | -
170 - -10,533 10,533 - - - 10,535 | -
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Tabela (2.1) (continuagao)

Nucleo sem contraventamento - Caso A de carga lateral

(qX = 0; qy = 0,96tf/m; m = 0)

Deslocamentos horizontais: u e v (m) e rotagao (rad) no

topo
Stodola-Vianello Diferengas Finitas

p(tf/m) — . T
u u v v ) e u v 8
180 - -| 0,569 0,569 | - - -1 0,571 | -
190 - -/ 0,610{ 0,610 | - - -1 0,612 | -
200 - -1 0,657| 0,657 | - - -| 0,660 | -
210 - -l 0,713| 0,713 | - - -] 0,716 | -
220 - - 0,778 0,778 | - - - 0,782 | =
230 - -| o0,857| 0,857 |- - -1 0,861 | -
240 - - 0,953| 0,953 |~ - -1 0,959 | -
250 - - 1,073| 1,073 |- - -]/ 1,081 | -
260 - -l 1,228| 1,228 |- - -1 1,239 | -
270 - - 1,435 1,435 | = - -| 1,451 | =
280 - - 1,726| 1,726 |- - -1 1,750 | -
290 - -1 2,165} 2,165 |~ - -1 2,204 | -
300 - -] 2,902| 2,902 |- - -1 2,975 | -
310 - -l 4,400 4,400 |- - -] 4,575 | -
320 - -/ 9,081} 9,081 |- - -19,889 | -
329,40 |- -115727,25{15727,16| - - - (108,537 | -

c.2) Graficos

Apresenta-se na figura (2.27) a variacao dos deslo
camentos horizontais v(H), no topo da estrutura, com a carga
vertical p. Observa~-se que, neste caso, os deslocamentos co-
megam a crescer acentuadamente quando o valor da carga p a-~
proxima-se do valor da carga critica de flambagem de Euler,
citado anteriormente, ou seja, quando p aproxima-se do valor

Pepje = 329,40tf/m.
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Perit © 329,40 tf/m

320

200
2804
260
240
220

200+ Ay * 0.0

Qy 0,96 tf/m
180 ~

m = 0.0
160 -
140

120 4

100 4

vim)

Figura 2.27 -~ Grafico pxv(H) para o nicleo sem contraventa-

mento ~ Caso A de carga lateral,

d) Caso B de carga lateral

d.l) Tabela de resultados

Neste caso, a carga lateral tem componentes Ay
na diregao do eixo 0X, e m, momento em torno do eixo verti-

cal 0Z, produzindo na estrutura torgzo e flexao no plano XZ.
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Os resultados fornecidos pelos programas Fortran indicam a
ocorrencia apenas de deslocamentos horizontais u e do giro
6, sendo nulos os deslocamentos horizontais v, conforme a-
presenta-se na tabela (2.2). Observa~se que agora a insta-
bilidade da estrutura ocorre quando a carga p vertical a-
proxima-se do valor da carga critica de flexo-torggo, ou

seja pecrit = 114,27tf /m,

Tabela (2.,2)

Nicleo sem contraventamento - Caso B de carga lateral

(qX = 0,96tf/m ; 9y = 0,0 3 m = 4,944tfm/m)

Deslocamentos u e v {m) e rotagao 6 (rad) no tapo

Stodola-Vianello Diferengas Finitas
p(tf/m -
u u v v [} ] u v 8

0 0,194 0,194 - - -0,097 -0,097 0,194 - -0,097

5 0,202 0,202 - - -0,102 ~0,102 0,202 - -0,102
10 0,211 0,211 - - -0,107 -0,107 0,211 - -0,107
15 0,221 0,221 - - -0,113 -0,113 0,221 - -0,113
20 0,231 0,231 - - -0,119 -0,119 0,231 - -0,119
25 0,243 0,243 - - -0,126 -0,126 0,243 - -0,126
30 0,257 0,257 - - ~0,133 -0,133 0,257 - ~0,133
35 0,272 0,272 - - -0,142 -0,142 0,272 - ~-0,142
40 0,289 0,289 - - -0,152 -0,152 0,289 - -0,152
45 0,309 0,309 - - -0,163 -0,163 0,309 - -0,163
50 0,331 0,331 - - -0,176 -0,176 0,332 - -0,177
55 0,358 0,358 - - ~-0,192 -0,192 0,358 - ~0,192
60 0,389 0,389 - - -0,210 -0,210 0,390 - -0,210
65 0,426 0,426 - - -0,232 -0,232 0,427 - -0,232
70 0,473 0,473 - - -0,258 -0,258 0,474 - -0,259
75 0,530 0,530 - - -0,292 -0,292 0,532 - -0,293
80 0,605 0,605 - - -0,335 -0,335 0,608 - -0,336
85 0,706 0,706 - - -0,393 -0,393 0,710 - -0,395
90 0,847 0,847 - - ~0,475 -0,475 0,853 - -0,478
95 1,062 1,062 - - ~0,599 -0,599 1,073 - -0,605
100 1,428 1,428 - - -0,811 -0,811 1,449 - -0,823
105 2,189 2,189 - - -1,251 -1,251 2,240 - -1,281
110 4,730 4,730 - - -2,722 -2,722 4,992 - -2,873
114,27{914,638|9014,582] =~ - -5217,438 -5217,382{-86,358 - 49,981
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d.2) Graficos: carga vertical x deslocamento

Nas figuras (2.28) e (2.29) representa-se em gra-
fico a variagao dos deslocamentos e rotagoes, no topo da es

trutura, com a carga vertical p.

P(tf/m) -
pcrn-||4.27tf/m
10~
100 4
%
80 qx=Q96tﬁm
Qy =0,0
o m = 4,944 tfm/m
60
50
40—
w—
204
10
u{m)
T T T ] T T T | T ¥ 1 L
04 08 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48
Figura 2.28 - Grafico pxu(H) para o nicleo sem contraventa-

mento - Caso B de carga lateral,
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p(tf/m)

p._.,: 114,27 tf/m

crit

110

gy =0.96 tf/m
qy=00 - 70
m=4.944 tfm/m

26 2.2 1.8 1.4 ) 06 o2 ©Oirad)

Figura 2.29 - Grafico px8(H) para o nicleo sem contraventa-

mento -~ Caso B de carga lateral,

e) Caso C de carga lateral

e, 1) Tabela de resultados

Na tabela (2.3) apresentam-se os deslocamentos ho
rizontais u e v e a rotagao 6, no topo da estrutura, obti-
dos atraves dos metodos: diferencas finitas e Stodola-Vianel
lo, em sua variante. Os programas em linguagem jortran for-
neceram para cada valor da carga vertical p, assumido a par
tir de zero ate o valor da carga critica de flexo~-torcao

(pcrit = 114,27tf/m), os seguintes valores:
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Tabela (2.3)

Nicleo sem contraventamento - Caso C de carga lateral
(qx = 0,96tf/m ; g = 0,96tf/m ;3 m = 4,944tfm/m)
Deslocamentos: u e v(m) e rotagao 8 (rad) no topo
Stodola-Vianello Diferengas Finitas
pl(tf/m) - - -
u u v v 8 5} u v 7 8
0 0,194 0,194 |0,257]0,257 ~0,097 -0,097 0,194 [0,257 | -0,097
5 0,202 0,202 |0,261}0,261 -0,102 -0,102 0,202 0,261 | -0,102
10 0,211 0,211 |0,265|0,265 -0,107 -0,107 0,211 |0,265 | -0,107
15 0,221 0,221 |0,269(0,269 -0,113 -0,113 0,221 {0,269 | -0,113
20 0,231 0,231 |0,274]0,274 -0,119 -0,119 0,231 |0,274 | -0,119
25 0,243 0,243 [0,278(0,278 -0,126 -0,126 0,243 0,278 | -0,126
30 0,257 0,257 |0,283|0,283 -0,133 -0,133 0,257 |0,283 | -0,133
35 0,272 0,272 |o,288|0,288 -0,142 -0,142 0,272 {0,288 | -0,142
40 0,289 0,289 0,293]0,293 -0,152 -0,152 0,289 10,293 -0,152
45 0,309 | 0,309 [0,298|0,298 -0,163 -0,163 0,309 |0,298 | -0,163
50 0,331 0,331 {0,303]0,303 -0,176 -0,176 0,332 |0,303 | -0,177
55 0,358 0,358 0,30910,309 -0,192 -0,192 0,358 |0,309 -0,192
60 0,389 0,389 |0,315/0,315 -0,210 -0,210 0,390 |0,315 | -0,210
65 0,426 0,426 |0,321(0,321 -0,232 -0,232 0,427 |o0,321 | -0,232
70 0,473 0,473 |0,327(0,327 -0,258 -0,258 0,474 |0,327 | -0,259
75 0,530 0,530 |0,333[/0,333 -0,292 -0,292 0,532 |0,333 | -0,293
80 0,605 0,605 |0,340{0,340 -0,335 -0,335 0,608 |0,340 | -0,336
85 0,706 0,706 10,347[0,347 -0,393 -0,393 0,710 |0,347 | -0,395
90 0,847 0,847 |0,354{0,354 -0,475 -0,475 0,853 |0,354 | -0,478
95 1,062 1,062 |0,362]0,362 -0,599 -0,599 1,073 |0,362 | 0,605
100 1,428 1,428 [0,370{0,370 -0,811 -0,811 1,449 |0,370 | -0,823
105 2,189 2,189 |0,378]0,378 -1,251 -1,251 2,240 (0,378 | -1,281
110 4,730 4,730 |0,387|0,387 -2,722 -2,722 4,992 (0,387 | -2,873
114,27/9014,638(9014,582/0,395[{0,395 | -5217,438 -5217,382| ~86,3580,395 49,980

e.2) Graficos: carga vertical x deslocamento

Atraves de uma analise nas tabelas (2.1) a (2.3),
observa~se que os valores dos deslocamentos v nas tabelas
(2.1) e (2.3) e os deslocamentos u e g nas tabelas (2.2) e
(2.3) sao iguais. Isto justifica-se pelo fato de que o caso
C de cargas lateral corresponder a uma aplicagao simultanea
a estrutura do caso A e do caso B de carga lateral, sendo a
equagao de equilibrio a forga cortante, na diregao 0Y, inde
pendente das outras duas equagoes de equilibrio. Em vista
disso, os graficos p x u e p x 6 das figuras (2.28) e (2.29),
respectivamente, expressam tambem a variacao dos deslocamen
tos para este caso de cargas, analisado., Na figura (2.30) re

presenta-se a curva dos deslocamentos v ate o valor da car-
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ga critica de flambagem por flexo-torgao, o que corresponde

ao trecho inicial do grafico da figura (2.27).

p(tf/m)
Perit® 114.27 t/m
10~
100 -
90
80
qQ, -~ 0.96 tf/m
70
qy :0.96 tf/m
m = 4.944tfnvm
w—
w—
40-
30
20
104
ulm)
Ll 1 1 I ! bl
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Figura 2.30 - Grafico p x v(H) para o niucleo sem

contraventamento - Caso C de carga

lateral.
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e.3) Graficos dos deslocamentos ao longo da altura do nucleo

sem contraventamento

Nas figuras (2.31) a (2.35), representam-se em gra
fico os deslocamentos da estrutura ao longo da altura do nu-

cleo, para os valores p = 0 e p = 15tf/m.

x|~

0.9 H

0.8

0.7 4

0.6

q, 0.96 tf/m

qy=096tﬁm
mz=4944 tfm/m

0.5+

0.4

0.3 4

0.2

u(m)

Figura 2.31 - Deslocamento horizontal u



1.0 4

0.9

0.8+

Q74

064

0.54

044

024

0.1+

::IN
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g, = 096tf/m
qy :096tf/m

m :4.944tfm/m

vim)

Ql

Figura 2.32 - Deslocamento

horizontal v
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-z
H
- 1.0
0.9
0.8
- 0.7
Qy = 0.96 tf/m | 0.6

qy=0.96 tf/m
m=4.944 tfm/m
L 0.5
0.4
Lo.3
+o.2
0.1
-
©{x10rad)

T 1 —

Figura 2.33 - Rotagao §
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2.9.1.2 - Nucleo de sec3o aberta contraventado por lintéis

ao nivel dos andares

a) Parametros geométricos dos lintéis:

a.l) Area da secdo transversal

A, = 0,25 x 0,30 = 7,5 x 10"2 n?

a.2) Momento de inercia

_0,25x0,3° _

L 12

5,625x10‘4m4

a.3) Parametro KL
De acordo com a equacgao (2.48-a) Ai’ area inter-
na ao esqueleto, vale:
1T 25425 2

Ay = > = 22522 = 25,00m

Substituindo-se os valores de A J, e Ai na equa

L’ "L
gao (2.48-b), resulta:

4%25,00°

3,0° . 3,0
g 5

3,0x 3 - —
12x2,0x10 "x5,625x10 8,0x107x7,5x10

2

= 406,504x10°tfm?

Da equagao (2.52-c), tem-se:
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0 0 o |
K. |=1|0 0 0 x10°
L

0 0 406,504

O sistema de equagoes (2.51) @ escrito, entao,

como:
. ] ¢ 3 ’ r T
40,56 O 0 u! 1 0 =~4,71
0 30,64 0 |x10%0 v s jp(s0-2)| o 1 0 +
0 0 201,34 6"'J -4,71 0 30,55
— = ~ L - -l
o 0 0 0 0 o 1our)
3 3 '
-ljo o o x10° + |0 0 0 x107[38 v} =
0 0 70,8 0 0 406,504 8’
- - L -J 7 \ /
r ~N
Ix
= - -7) ¢ >
(90-2) § qy
-m
\ J
b) Resultados
De acordo com Carvalho [3], quando analisou o

a - - - 0
problema de 1- especie, para os nucleos com um plano de si
metria e carga axial no centro de gravidade, existem duas

possibilidades de flambagem:

1) por flexao na diregao do plano de simetria, que corres

ponde no caso a:
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Perit = 329,40tf /m

2) por flexao e torgao, que corresponde, devido a contribui

gao favoravel do lintel 3 estrutura, a:

Perit = 247 ,81tf /m

0 menor dos dois valores, ou seja, a carga refe-
rente a flambagem por flexo-torgao, e tomado como carga cri
tica da estrutura.

A solugao do sistema de equacoes, indicado acima,
foi obtida pelos metodos: diferencas finitas e Stodola-Via-

nello, em sua variante,

b.1) Caso A de carga lateral

Observa-se que, para este caso, o vetor de carga
lateral so tem componente na direcao 0Y, aplicada no centro

de torgao, indicando a ocorrencia de flexao somente no pla-

no YZ. Processaram-se, entao, os programas Foriran com a
carga vertical assumindo valores a partir de zero ate as
proximidades da carga critica de flambagem por flexao, ou
seja, Perit = 329,40tf/m. Os resultados correspondentes pa-

ra os deslocamentos horizontais v, no topo da estrutura,sao
apresentados na tabela (2.4). Os deslocamentos horizontais

u e a rotagcao 6, neste caso, sao nulos.

b.1.1) Tabela de resultados
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Tabela 2.4

Nucleo com contraventamento - Caso A de carga lateral
(qX = 0,0 ; 4y = 0,96tf/m 3 m = 0,0)

Deslocamentos: u e v (m) e rotagao 6 (rad) no topo

Stodola~Vianello Diferengas Finitas
p(tf/m)— - -

u u v v 6 S u v 6

0 - -10,257| 0,257 =~ - - 0,257 -

- -10,261] 0,261} - - - 0,261 -

10 - -10,265}| 0,265 - - - 0,265 -
15 - -10,269| 0,269 - - - 0,269 -
20 - -10,274 | 0,274| - - - | 0,274 | -
25 - -10,278| 0,278 =~ - - 0,278 -
30 - -10,283 1| 0,283} - - - 0,283 -
35 - -]0,288| 0,288 - - - | 0,288 | -
40 - -10,293| 0,293 - - - 0,293 -
45 - -10,298| 0,298 =~ - - 0,298 -
50 - -10,303{0,303]| - - - 0,303 -
55 - -10,3090,309| - - - 0,309 -
60 - -10,315}0,315| = - - 0,315 -
65 - -10,321 0,321 | =~ - - 0,321 -
70 - - 10,327 {0,327} - - - 0,327 -
75 - - 10,333 0,333 ~ - - 0,333 -
80 - - 10,340 | 0,340 -~ - - 0,340 -
85 - - 10,347 | 0,347} - - - 0,347 -
90 - - 10,354 | 0,354} ~ - - 0,355 -
95 - - 10,362 |0,362]| - - - 0,362 -
100 - - 10,3701} 0,370 - - - 0,370 -
105 - -~ 10,378 10,378 - - - 0,378 -
110 - - 10,387 | 0,387 - - - 0,387 -
120 - - 10,405 |0,405]| - - - | 0,406 | -
130 - - 10,426 | 0,426} - - - 0,426 -
140 - - | 0,448 | 0,448 | - - - 0,449 -
150 - - | 0,474 | 0,474 | - - - 0,474 -

(continua)
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Tabela 2.4 (continuacao)

Nicleo com contraventamento - Caso A de carga lateral
(qX = 0,0 ; qy = 0,96tf/m ;3 m = 0,0)

Deslocamentos: u e v (m) e rotagao 6 (rad) no topo

Stodola-Vianello Diferengas Finitas

p(tf/m)[— - -
u u v v S 8 u v 6
160 | - -| 0,502 | 0,502 |- | - | - 0,503 -
170 | - -1 0,533 | 0,533 |- | - | =~ 0,535 -
180 | - -/ 0,569 | 0,569 |- | - | - 0,571 -
190 - -1 0,610 0,610 |- - - 0,612 -
200 | - -1 0,657 | 0,657 |- | - | = 0,660 -
210 | - -{ 0,713 | 0,713 |- | - | - 0,716 -
220 | - -1 0,778 | 0,778 |- | - | - 0,782 -
230 | - -1 0,857 | 0,857 |- | = | = 0,861 -
240 - -] 0,953 0,953 |- | - | - 0,959 -
247,81 | - -1 1,044 | 1,044 |- | - | = 1,052 -
250 | - -1 1,073 | 1,073 |- | - | - 1,081 -
260 | - -1 1,228 | 1,228 |- | - | - 1,239 -
270 | - -1 1,435 | 1,435 |- | - | - 1,451 -
280 | - -1 1,726 | 1,726 |- | - | - 1,750 -
290 | - -1 2,165 | 2,165 |- | - | - 2,204 -
300 |- -1 2,902 | 2,902 (- | - | - 2,975 -
310 |- -| 4,400 | 4,400 |- | - | - 4,575 -
320 | - -/ 9,081} 9,081 |- | - | - 9,889 -
329,4 | - -11527,25|1527,16|- | - | - | -108,537 | -

Comparando-se as tabelas (2.1) e (2.4), observa-
-se que os valores dos deslocamentos horizontais,indicados
nestas tabelas, sao iguais para cada valor da carga verti-
cal p considerado. Isto comprova que os linteis nao contri
buem para a rigidez a flexao deste nucleo, sendo iguais as
equagoes de equilibrio 3 forga cortante na diregao 0Y, pa-

ra os nﬁcleos com e sem contraventamento,
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b.2) Caso B de carga lateral

b.2.1) Tabelas de resultados

Na tabela (2.5) apresentam-se os resultados obti-

dos, dos deslocamentos horizontais u e da rotagao & no topo

da estrutura, para cada valor da carga p assumido. Os deslo

camentos horizontais v, da mesma maneira que na analise fei

- Ed
ta para o nucleo sem contraventamento, sao nulos para este
caso de carga lateral. Observa-se que a presenca dos lin-
- . - - .
tels na estrutura produz um acrescimo na carga cr'l'.tlca, re~
ferente a flambagem por flexo-torgcao, em relacao ao valor
obtido para o nucleo sem contraventamento.
Tabela 2.5
Nicleo com contraventamento = Caso B de carjga lateral
(qx = 0,%tf/m ; qy " 0,0 ; m = &,%44tfm/m)
Deslocamentos: u e v {m) e rotagao 6 (rad) no topo
Stodola-Vianello Diferengas Finitas
p - _ _
u u v v 8 8 u v 3]
(tf/m) (m) (m) - - (xlo-lrad) (xlO-lrad) (m) - (xlO-lrad)
0 0,194 0,194 - - -0,271 -0,271 0,194 - -0,270
5 0,198 0,198 -0,276 -0,276 0,198 - -0,276
10 0,202 0,202 - -0,282 -0,282 0,202 - -0,282
15 0,206 0,206 - - -0,288 -0,288 0,206 - -0,288
20 0,211 0,211 - - -0,295 -0,295 0,211 - -0,295
25 0,216 0,216 - - -0,302 ~0,302 0,216 - ~0,302
30 0,221 0,221 - - -0,309 -0,309 0,221 - -0,308
35 0,226 0,226 - - -0,316 -0,316 0,226 - -0,316
40 0,231 0,231 - - -0,324 -0,324 0,231 - -0,324
4«5 0,237 0,237 - - -0,332 -0,332 0,237 - -0,332
50 0,243 0,243 - - -0,340 -0,340 0,243 - -0,340
55 0,249 0,249 - - -0,349 -0,349 0,249 - -0,349
60 0,256 0,256 - - -0,359 -0,359 0,256 - -0,349
65 0,262 0,262 - - -0,369 -0,369 0,263 - -0,369
70 0,270 0,270 - - -0,379 -0,379 0,270 - -0,379
75 0,278 0,278 - - -0,390 -0,390 0,278 - -0,390
80 0,286 0,286 - - -0,402 -0,402 0,286 - -0,402
85 0,295 0,295 - - -0,415 . ~0,6415 0,295 - -0,415
90 0,304 0,304 - - -0,428 ~0,428 0,304 - -0,428
95 0,314 0,314 - - -0,442 -0,442 0,314 - -0,442
100 0,324 0,324 - -0,457 -0,457 0,325 - -0,458
105 0,336 0,336 - - -0,474 -0,474 0,336 - -0,474
110 0,348 0,348 - - -0,491 -0,491 0,348 - -0,491
120 0,375 0,375 -0,530 -0, 530 0,375 - -0,530
130 0,407 0,407 - -0,575 -0,575 0,407 - -0,575
140 0,446 0,444 - - -0,629 -0,629 0,445 - -0,630
150 0,490 0,490 - - -0,6%4 -0,694 0,491 - -0,695
160 0,546 0,546 - - -0,774 -0,774 0,547 - -0,775
170 0,616 0,616 - - -0,874 -0,874 0,618 - -0,877
180 0,707 0,707 - - -1,000 -1,00¢ 0,710 - -1,010
190 0,829 0,829 - - -1,180 ~1,18¢ 0,836 - -1,180
200 1,003 1,003 - - -1,430 -1,43¢ 1,010 - -1,430
210 1,269 1,269 - - -1,800 -1,80¢C 1,281 - -1,820
220 1,726 1,726 - - -2,460 -2,46C 1,750 - -2,490
230 2,696 2,696 - - -3,840 ~3,84C 2,761 - -3,930
240 6,156 6,156 - - -8,770 -8,770 6,527 - -9,290
247,81(~4802,025}-4801,994 - - 6838,62¢ 6838,420 -101,844 - 144,960
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Quando analisou-se o nucleo sem contraventamento,

considerando-~se o caso B de carga lateral (com componentes

em relagao aos eixos globais de valores qy = 0,96tf/m; dy
0,0; m = 4,944tfm/m), foram obtidos os resultados indicados
na tabela (2.2). Comparando-se estes valores com aqueles a-
presentados na tabela (2,5), obtidos para o niicleo com con-
traventamento, observa-se uma alteracao nos deslocamentos
u em relagao a tabela (2.2). Sabe-se que os lintéis nao al~
teram a rigidez 3 flexao da estrutura, e sim a rigidez a
torgcao, pela introdugao de momentos de flexo-torg¢ao no nu-
cleo. Isto justifica a diferenca entre os valores das rota-
¢Oes entre os nicleos sem e com contraventamento.

A diferenga entre os deslocamentos horizontais u
das tabelas (2.2) e (2.5) ocorre devido ao efeito de segun-
da ordem. De acordo com a equagao (2.24), a forga cortante
externa, proveniente da carga vertical, na direcao X & tam-
bem fungao da rotacao 6, que tem seu valor modificado pela
introdugao dos linteis.

Para tornar clara a contribuicao do efeito de se=-
gunda ordem, apresenta-se na tabela (2.6) os valores dos des
locamentos u e da rotacgao 6 ao longo da altura do nicleo pa
ra os casos de carga vertical p = 0 e p = 15tf/m. Chama-se
a atengao para a igualdade dos deslocamentos u do nucleo sem

e com contraventamento quando p = 0, isto E, quando atua na

estrutura so a carga lateral q.
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Tabela 2,6

(qx = 0,96tf/m ; ay = 0,0

Deslocamento u (m) e rotagao 6 (rad) no topo - Caso B de Carga lateral

i1 mo= 4,9kétfm/m)

~ resultados obtidos atraves do método S.Vianello

Nicleo sem contraventamenfc Nicleo com contraventamento

cots P = 0,0 P = 15,0tf/m P =0,0 P =~ 15,0tf/m
Z(m) u [:] u [:] u 8 u 8

0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

3,0 [0,422x107> |-0,284x107> J0,469x1072 | -0,316x1073] 0, 422x1073| -0, 149x10"2 |0, 44 5x10™3 -0,156x10"3

6,0 [0,165%x1072 |-0,110x1072 f0,184x1072|-0,123x10"2{0,165x10"2| 0, 561x10"> 0,174x10"2|-0,586x10"3
9,010,363x107% |-0,238x107% |0,405x107 2| -0, 268x107 2| 0, 363x10" 2| 0, 119x 10" 2 0,383x10"2[-0,124x10"2
12,0 [0,631x107% |-0,410x10"2 o.7osx10‘2 -0,461x10"2/0,631x1072|-0,198x10" 2 |0,667x107 2|0, 208x10" 2
15,0 [0,964x107% |-0,619x107% |0, 108x1071 =0, 698x1072] 0, 964x1072| =0, 202¢10" 2 0,102x10"1]-0,307x1072
18,0 (0,136x107} —0,861x10'2 0,152x107 1 -0,974x1072]0,136x1071{ -0,397x1072|0,143x10" 1| -0, 418x10" 2
21,0 [0,180x107! }-0,113x107} Jo,203x107 [-0,128x107 |0, 180x107}| -0, 509x10"2 0,191x10" -0, 537x1072
24,0 ]0,230x107! 1-0,143x107} 0,259x107 1 -0, 162x10" 2|0, 230x107 1| -0, 627x10"2 0,244x10" %] -0,662x10"2
27,0 Jo,285x107! |-0,175x207} J0,321x107 1| -0, 199x107 | 0, 285x107 | -0, 749x 102 0,302x10"1]-0,792x10"2
30,0 [0,344x107% |-0,209x107 1 |0,387x1071 | -0, 238x107 | 0, 344x10" | -0 ,873x1072{0,364x10"1|-0,924x10"2
33,0 10,406x107 " 1-0,244x107 [0,458x1071|-0,278x1071{ 0, 406x10"1| 0, 998x10"2 0,431x10" %] -0,106x107}
36,0 10,472x107" -0, 280x107 0, 533x107! | =0,321x107 [ 0,472x107 2] =0, 112x10" |0, 50120} -0,119x1071
39,0 |0,541x10"1 -o,:nsxlo“1 0,611x107 1} -0,364x107 [ 0, 541x1071| -0, 124x107 1 [0, 574x107 1 [=0,132x10"}
42,00,613x10"} |-0,356x107!{0,693x10" 1| -0, 408x10" 1| 0,613x10"} ~0,136x10" 0, 651x10" [ -0,145x107}
45,0 0,687x10  {-0,395x10" " [0,778x1071] -0,454x10" 1] 0,687x107}] =0, 148x 20"} 0,730x10" ] -0,157x10"}
48,0 0,764x107" |0, 4351071 [0, 865x10}|-0,499x10""] 0, 764x10"" -0,159x10" 0, 812x20" <0, 169x10"}
51,0 0,842x107 1 |-0,474x107} |0,954x207 1| -0, 546x1071[ 0,842x1071| 0, 170x10" 1 |0, 89 5% 10"} -0,181x10"!
s4,010,922x107% [-0,514x10" 1 |0, 104 -0,592x107! 0,922x107] -0,181x10"1{0,980x107 | -0, 192x10"}
57,010,100 -0,554x10" 10,114 -0,638x10 {0,100 -0,190x10" {0,107 -0,203x10"1
60,010,109 -0,594x10"1 {0,123 -0,684x10" 1 0,100 -0,200x10" 0,115 -0,213x107!
63,0 0,117 -0,633x10" 1 {0,133 -0,730x10" Y 0,117 -0,209x10" {0,124 -0,223x10" !
66,000,125 -0,672x10" 110,142 -0,776x10"1 0,125 -0,218x10" 0,133 -0,232x10"}
69,0(0,134 -0,711,‘10"1 0,152 -0,821x10"! 0,134 -0,226x10" ! 0,142 -0,240x10"1
72,0(0,142 -0,749x10" 10,162 -0,866x10" 10,142 -0,233x10" 0,151 -0,248x10"!
75,000,151 -0,787x10" 10,172 -0,910x10" Y 0,151 -0,240x10" Y] 0,161 -0,256x10"!
78,010,160 -0,825x10" 10,181 -0,954x10"1 0,160 -0,247x10" 1 0,170 -0,263x1071
81,0(0,168 -0,863x10" 10,191 -0,998x10"Y 0,168 -0,253x10" 0,179 -0,270x107}
84,0[0,177 0,900x10" |0, 201 -0,104 0,177 -0,259x10" 10,188 -0,276x10"}
87,0/0,185 -0,937x10" {0,211 ~0,108 0,185 -0,265x10" 10,197 -0,282x10"}
90,010,194 -0,974x10" 10,221 -0,113 0,194 -0,271x10" Y 0, 206 -0,288x107}

b.2.2) Graficos

Nas figuras (2.34) e (2.35) representam-se as cur

vas pxu(H) e px8(H), respectivamente, onde consideram-se os

3 - .
valores da carga vertical p desde zero ate a carga critica

de flambagem por flexo-torgao, ou seja, p = 247,81tf/m
u(H) e 6(H) indicam o deslocamento horizontal e a

respectivamente,

no topo do nucleo.

e

rotagao,
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pltf/m) p_..:247.81tf/m
crit

240 1

2204
200

1907 qy =0.96 tf/m

160 qy 0.0

m = 4,944 tfm/m
140

120

100

60
40 H

20

u(m)

Figura 2.34 - Grafico pxu(H) para o Nucleo com contraventa-

mento - Caso B de carga lateral
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J
Perit” 247.81tf/m p(tf/m)

| 240

220

- 200
q,:096tf/m

a, 0.0
m =4.944 tfm/m [ 1s0

- 140
120
100
- 80
- 60
- 40

- 20
6 (rad)

0.9 0.6 03

Figura 2.35 - Grafico px6(H) para o Nicleo com contraventa-

mento - Caso B de carga lateral,.

b.3) Caso C de carga lateral

b.3.1) Tabelas de resultados

Na tabela (2.7) apresentam-se os deslocamentos ho
rizontais u e v e o giro 9, no topo do nicleo, obtidos atra
ves dos metodos diferengas finitas e Stodola-Vianello, em
sua variante. Os programas em linguagem ¥uctran forneceram,
para cada valor da carga vertical p, assumido a partir de
zero até o valor da carga critica de flexo-torcao (pcrit =
247,81tf/m), os seguintes valores.
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Tabela 2.7

Nucleo com contraventamento -~ Caso C de carpa lateral

(qx = 0,96¢ctf/m ; qy

= 0,96tf/m

s m o= 4,944tfm/m)

Deslocamentostu e v (m) e rotagao & (rad) no topo

Stodola~Vianello Diferengas Finitas
p(tf/m) _ _ =

u u v v 0 0 u v 6
0 0,194 0,194 0,257 p,257|-0,271x10" % =0,271x2071 | 0,194 |0,257]-0,270x10"}
5 0,198 0,198 [0,261 D,261|-0,276x1071 -0,276x10" | 0,198 |0,261|-0,276x10"!
10 0,202 0,202 {0,265 p,265|-0,282x10" 1] -0,282x10"L | 0,202 |0,265|-0,282x10"}
15 0,206 0,206 0,269 P,269|-0,288x10" 1| -0,288x10"% | 0,206 |0,269|-0,288x10" "
20 0,211 0,211 0,274 p,2740-0,295x107}] -0,295x107% | 0,211 lo,274}-0,295x10""
25 0,216 0,216 0,278 p,278|-0,302x10" Y} -0,302x10" | 0,216 |0,278[-0,301x10"}
30 0,221 0,221 0,283 p,283|-0,309x107}| ~0,309x107Y | 0,221 |0,283[-0,308x10"}
3s 0,226 0,226 (0,288 [0,288|-0,316x10" 1| -0,316x10"} | 0,226 |0,288[-0,316x10""
40 0,231 0,231 [0,293 0,293|-0,324x10" % ~0,324x10"1 | 0,231 {0,293)-0,324x10"}
45 0,237 0,237 [0,298(0,298-0,332x10" 1| -0,332x10"} | 0,237 [0,298}-0,332x10"}
50 0,243 0,243 {0,303 j0,303]-0,340x107 !} —0,340x1071 | 0,243 |0,303]-0,340x10"}
55 0,249 0,249 0,309 /0,309]-0,349x10"%|-0,349x20"1 | 0,249 |0,300]-0,349x107"
60 0,255 0,255 (0,3150,315[-0,359x107%(-0,359x10"! | 0,256 {0,315[-0,359x10"}
65 0,262 0,262 0,321 [0,321]|-0,369x10"*{-0,369x10"* | 0,263 }0,321]-0,369x20"1
70 0,270 0,270 {0,327 {0,327}-0,379x10" 1| -0,379x10"1 | 0,270 |0,327]|-0,370x10"}
75 0,278 0,278 10,333 l0,333]-0,390x107}|-0,390x107} | 0,278 |0,333|-0,390x107}
80 0,286 0,286 [0,340 |0,340|-0,402x10" | -0,402x107 | 0,286 |0,340[-0,402x10""
85 0,295 0,295 (0,347 (0,347[-0,415x107 <0 ,415x107! | 0,295 |0,347|-0,415x1c7!
90 0,304 0,304 [0,354 (0,354]-0,428x10"1(-0,428x10"1 | 0,304 |0,355]|-0,428x10"}
95 0,314 0,314 10,362(0,362{-0,442x10" | -0,442x20"Y | 0,314 |0,362|-0,442x10"}
100 0,324 0,324 10,3700,370(-0,457x107 ] -0,457x10"1 | 0,325 {0,370]-0,458x10"}
105 0,336 0,336 |0,378(0,378|-0,474x10"%|-0,474x20"! | 0,336 [0,378]-0,474x10"}
110 0,348 0,348 |0,387 (0,387 -0,49lx10-l -0,491x10" 1 0,348 |0,387]-0,491x10"!
120 0,375 0,375 [0,405(0,405{~0,530x10" -0, 530x10"Y | 0,375 |0,406|-0,530x10"}
130 0,407 0,407 ]0,4260,426}-0,575x10"1|-0,575x10"! | 0,407 |0,426]{-0,575x10"}
140 0,444 0,644 10,448(0,4481-0,629x10" |0, 629x10"1 | 0,445 |0,449]-0,630x10"}
150 0,490 0,490 [0,4740,474(-0,694x107 |0, 694x10"1| 0,491 [0,474]-0,695x107}
160 0,546 0,546 [0,502(0,502|-0,774x107 | -0,774x10"1 ] 0,547 |0,503|-0,775x10"}
170 0,616 0,616 |0,5330,533]-0,874x10"}-0,874x10"1| 0,618 jo,535|-0,877x107]
180 0,707 0,707 |0,569]0,569|-0,100 -0,100 0,710 |o,571|-0,101x107 "

190 0,829 0,829 |0,610{0,610(|-0,118 -0,118 0,834 10,612{-0,118

200 1,003 1,003 |o,657]0,657|-0,143 -0,143 1,010 [0,660]-0,143

210 1,269 1,269 |0,713]0,713|-0,180 -0,180 1,281 |0,716]-0,182

220 1,726 1,726 [0,778]0,778]-0,246 -0,246 1,750 [0,782|-0,249

230 2,696 2,696 |0,857]0,857{-0,384 -0,384 2,761 |0,861)-0,393

240 6,156 6,156 |0,953]0,953{-0,877 -0,877 6,527 |0,959|-0,929

247,81|-4802,025[-4801,994] 1,044{1,044| 683,862 683,842 |-101,844 [1,052{14,496
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b.3.2) Graficos

Na figura (2.36) representa-se o grafico p x v pa
ra os valores de p e v fornecidos pela tabela (2.7). Os gré
ficos pxu(H) e px6(H), para este caso de carga lateral, sao
ideénticos aos graficos do caso B de carga lateral, represen
tados nas figuras (2.34) e (2.35), conforme pode-se consta-

tar comparando-se os valores de u e 6 nas tabelas (2.5) e
(2.7).

p(tf/m) }
Perit’ 247.8] tf/m

240
230
220
210
200 —

190

180
170 — qy :0.96 tf/m

160 1 ay, 096 tf/m
150 ~

m = 4944 tfm/m
140

130
120
110 —
100
90
80
70
60
50

40

20—

10

Q2 0.4 0.6 o8 1.0

Figura 2.36 - Grafico pxv(H) para o Niucleo com contraventa-

mento - Caso C de carga lateral.
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b.3.3 - Graficos dos deslocamentos ao longo da altura

Nas figuras (2.37) e (2.38), representam-se em
grafico os deslocamentos uea rotagao g, respectivamente,
ao longo da altura da estrutura,para os valores p = 0 e p=
15tf/m. As curvas continuas representam os deslocamentos
do niicleo contraventado e as curvas tracejadas representam
os deslocamentos do nucleo nao contraventado.

Como foi observado anteriormente, os deslocamen-
tos horizontais v sdao iguais para o caso do nicleo com con
traventamento e sem contraventamento. Desta maneira a cur-
va destes deslocamentos para p = 0 e p = 15tf/m, das duas
estruturas, corresponde exatamente a curva da figura (2.24).

Na figura (2.37) a curva continua para p = 0 re-
presenta, de acordo com a tabela (2.6), os deslocamentos
horizontais u dos niicleos com e sem contraventamento, ana-

lisados.
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z
H &
«)
\6k \."\6\
1.04 Y \(°/
Nyid
7/
0.9
0.8+
07-

Qy=0.96tf/m
Gy =0.96 tfm
m =4944tfm/m

0.6

0.54

0.44

NUCLEO CONTRAVENTADO

————NUCLEO NAO CONTRAVENTADO
0.3

0.2 1

ui{m)

Figura 2.37 - Deslocamento horizontal u (m)
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Figura 2.38 - Rotacao 6 (rad)
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2.9.2 - Exemplo 2

Na figura (2.39), representa-se em planta a es-
trutura de um edificio constituido de paredes e pbrticos,
com 10 andares de pe-direito h = 3,0m, Os nUmeros inscri-
tos em circulos identificam os painéis e os inscritos em
quadrados identificam os pilares dos porticos.

As caracteristicas elasto-geometricas dos elemen
tos que compoem a estrutura, mantém-se constante ao longo
da altura e para o modulo de elasticidade admite-se o va-
lor E = 2,0x106tf/m2.

As paredes 5 e 6 tem segao transversal de dimen-
soes 25x200cm e a parede 7 tem secao 25x250cm. Os pilares
dos pdorticos tém seg¢do transversal medindo 40x40cm e as vi
gas sao iguais, com secoes transversais de 20x50cm.

0 carregamento constitui-se de carga horizontal
e uniformemente distribuida q = 1,3tf/m e carga vertical to
tal ap, aplicada a cada um dos paineis que compoem a estru
tura de acordo com o item (2.4). Considera-se que os valo-
res de ai’ para os pilares dos porticos e para as paredes,

correspondem a:

@, = 0,125 a, = 0,292
o, = 0,094 e = 0,1875
a, = 0,042 a, = 0,1875
@, = 0,072

De acordo com o programa elaborado por Carvalho
[3], o valor da carga critica de flambagem & p=205,04tf/m.
Pretende-se determinar os deslocamentos horizontais, u e
v, e a rotacgao ® no topo da estrutura para cada valor da

carga vertical p assumido.
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III 20 x 40¢cm 2 @ q
ﬁ — |
F @ Y 25 x 200¢cm E'
o
4l [0 “
°© o i =
% 3
Q
o
25 x250 cm 1
- 1 T 4ﬁ
@ &) q:=13t/m ()
! !
} 40m _‘,,,,1.,,,,,2,.9!!1 ... 40m [ 20m

Figura 2.39 - Associacao Tridimensional de Paredes e Porti

cos.

a) Calculo dos momentos de inercia das paredes

a.l) Paredes 5 e 6

3
a - 0,25x%2,07_ 4

JS = J6 ————1—2—-—-—- 0,167m
ou,

. . 5 2

Jg = Jg = 3,34x107tfm
a.2) Parede 7

0,25x2 53 4
J, = —222%% 2 - 0. 326m
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ou,

;= 6,52x10°tfm?

b) Calculo dos parametros de rigidez dos porticos

b.1) Momentos de inercia dos pilares

3
g = 0,40x0,40" 2,134x1o'3m4
P 12
J -3
= P - 2,134%10 - -4 3
b.2) Momento de inercia das vigas
0,20x0 53 -3 4
Joo= 2% - 2 083x10 °nm
v 12
J -3
. v _ 2,083x107° _ -4 3
K, = g = 20— = 5,20x10""n

De acordo com a equagao (A.6) do apéndice A

6 4

12x2,0x10

- 4 5,20x10"
St 3,0

7,10x10" =7 -
2x7,10x10 "+5,20x10

2 = 3040¢tf

7 X

d) Caracteristicas dos paingis

Obedecendo os sentidos positivos dos vetores unita
rios de cada painel, indicados pelas setas na figura (2.39),
obtem~se, em relacao ao sistema de eixos OXYZ, os seguintes

dados da estrutura:
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d.1) Caracteristicas das paredes

Painel a b c i
w w w w
5
5 0 1 0 |3,34x10
6 1 0 2,0 |3,34x10°
7 1 0 -2,0 |6,52x10°

d.2) Caracteristicas dos porticos

Painel ag bf Cs Sg
1 0 1 6,0 3040
2 1 0 2,0 3040
3 0 1 2,0 3040

d.3) Componentes do vetor unitario da carga lateral

a=20,0 b = 1,0 c = 0,0

e) Calculo das matrizes

Utilizando as equagoes (2.57) obtem-se para as ma
trizes de rigidez 3 flexdo, matriz [J], e de rigidez & for-

¢a cortante, matriz [S], os seguintes valores:
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| 986 0 -636ﬁ

[1]= 0 334 o |x 10°
| -636 0 3944 |
3040 0 6080 |

[s]= 0 6080 24320
| 6080 24320 133760 |

d) Calculo das matrizes de localizacao dos pilares em rela-

cao ao sistema de eixos OXYZ

Pela equagao (2.76),

1 0 2 1 0 2
L 1=| 0 1 6 L 1=| 0 1 2
Py )
2 6 40 2 2 SJ
I~ = r "'
1 0 -2 1 0o -2
L 1=| 0 1 2 L 1=| 0 1 6
[ P3 [ P4]
-2 2 8 -2 6 40

e de acordo com a equagao (2,75), resulta:
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[Lf}= 0,125[1,p ]+ 0,094[Lp }+ 0,042[Lp ]+ 0,072[Lp ]
1 2 3 4
ou,
_0,333 0 0,21 i
[Lf}= 0 - 0,333 1,454
| 0,21 1,454 8,968 |

e) Calculo das matrizes de localizacao das paredes em rela-

cao aos eixos OXYZ

Pela equagao (2.66-a), obtem-se

1 0 0 1 0 2,0 |
[L5]= 0 1 0 [Le]— 0 1 -3,0
0 0 0,334 2,0 -3,0 13,34
g 0 -2,0
[L7]= 0 1 -2,75
-2,0 -2,75 12,10

e de acordo com a equacgao (2.68), resulta:

[LT ]= 0,292[L¢]+ 0,1875[L ]+ 0,1875[L,]

w
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ou,

0,667 0 0
[LT ]= 0 0,667 -1,078
w
0 -1,078 4,868

f) Montagem do sistema de equacoes diferenciais

Pela equacao (2.79)

1 0 0,21
[LST]= 0 1 0,376
0,21 0,376 13,836
L -~

e conforme a equagao (2.84), o sistema de equacoes e o se-

guinte:
986 0 -636 u? 1 0 0,21
0 334 0 xlO3 v'"'L 4+ | p(30-2)] O 1 0,376
-636 0 3944J gm? 0,21 0,376 13,836
_ _ \ )
3040 0 6080 (‘u' 0
-1 0 6080 24320 ] v! , = - (30—2)W 1,3r
6080 24320 133760 G'J 0
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g) Tabela de resultados

Na tabela (2.8) apresentam-se os resultados, for-
necidos pelos programas Foriiau dos metodos: diferengas fi-
nitas e Stodola~Vianello, para os deslocamentos u, v e 9 no

topo da estrutura,

Tabela 2.8
Associagao Tridimensional de Paredes e Porticos
Componentes do vetor de carga lateral: (0,0; 1,3; 0,0)
Deslocamentos:u e v (m) e rotagao 6 (rad) no topo
Siodola~Vianello Diferengas Finitas

? " u v v ] 8 u v 9
(ef/m) | (x10”tm) [ (x107 1) (m) (m  [(x107 rad)| (x107 T radN(x10" m) | (m) Kx10"lrad)

0,0 0,155 0,155 0,135 0,135 - 0,224 | - 0,224 0,155 | 0,135 - 0,223
10,0 0,166 0,166 0,142 0,142 - 0,237 | - 0,237 0,166 | 0,141 |- 0,237
20,0 0,178 0,178 0,149 0,149 - 0,251 - 0,251 0,179 | 0,149 - 0,252
30,0 0,191 0,191 0,157 0,157 - 0,268 - 0,268 0,193 0,157 | - 0,268
40,0 0,207 0,207 0,166 0,166 -~ 0,286 | - 0,286 0,209 | 0,166 |- 0,287
50,0 0,224 0,224 0,177 0,177 - 0,307 | - 0,307 0,227 { 0,177 |- 0,308
60,0 0,244 0,244 0,188 0,188 - 0,330 | - 0,330 0,247 | 0,188 |- 0,332
70,0 0,268 0,268 0,201 0,201 ~ 0,358 | - 0,358 0,272 | 0,202~ 0,361
80,0 0,295 0,295 0,217 0,217 - 0,389 | - 0,389 0,300 | 0,218 |- 0,393
90,0 0,327 0,327 0,235 0,235 - 0,427 ] - 0,427 0,334 | 0,237 |- 0,432
100,0 0,366 0,366 0,256 0,256 - 0,471 | - 0,471 0,375 | 0,259 |- 0,478
110,0 0,413 0,413 0,282 0,282 - 0,525 | - 0,525 0,425 | 0,287 |-- 0,535
120,0 0,472 0,472 | 0,314 0,314 - 0,592 - 0,592 0,488 | 0,321 |- 0,606
130,0 0,547 0,547 0,355 0,355 - 0,676 ] - 0,676 0,570 { 0,364~ 0,697
140,0 0,646 0,646 0,408 0,408 - 0,787 | - 0,787 0,678 | 0,422 |- 0,817
150,0 0,782 0,782 0,481 0,481 - 0,938 | - 0,938 0,830 | 0,502 - 0,985
160,0 0,980 0,980 0,585 0,585 - 1,157 | - 1,157 1,057 | 0,621 |- 1,234
170,0 1,291 1,291 0,749 0,749 - 1,501 | - 1,501 1,430 | 0,816 | - 1,642
180,0 1,855 1,855 1,044 1,044 - 2,121 - 2,121 2,155 1,192} ~ 2,433
190,0 3,173 3,173 1,733 1,733 - 3,567 | - 3,567 4,163 | 2,232 |- 4,618
200,0 9,776 9,776 5,172 5,172 -10,797 | -10,797 | 35,710 [ 18,536 | -38,896
205,04]-1401,235|~1401,235|-729,368|-729,368| 1533,533 | 1533,533 [-13,412 | -6,846 | 14,471

h) Graficos

h.1) Graficos p x deslocamentos no topo

Apresenta~-se nas figuras (2.40) a (2.42) a varia-
cao dos deslocamentos e rotagao, no topo da estrutura, com a

carga vertical p, de acordo com os valores fornecidos na ta-
bela (2.8).
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p(tf/m)

pcrit = 205.04 tf/m

200 -

190 ~

180

170 o

160

150

140

130 4,=00

120 qy =1.3tf/m
110 m =0.0

100
90
80 —
70
60
50
40
30 S
20

10 A -1
ulxiom

T T T T T T T T -—
1.0 20 30 40 50 6.0 7.0 8.0

Figura 2.40 - Grafico pxu(H)
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- 20

O (x ld:'od)

4.0 3.0 2.0

Figura 2,41 - Grafico p x 6(H)
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p{tf/m)

p._..z 205.04 tf/m

crit

200

190
180
170
160

150 4
140 a, =00
1304 qy =1.3tf/m

120 mz= 0.0

110

vim)

Figura 2,42 - Grafico p x v(H)
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h.2) Graficos dos deslocamentos ao longo da altura da estru

tura

Nas figuras (2.43) a (2.45), representa-se em gré
fico os deslocamentos da estrutura ao longo da altura da es

trutura, para os valores p = 0 e p = 20tf/m.

Figura 2.43 - Deslocamento horizontal u(m)
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=1
v (xl0m)

Figura 2,44 - Deslocamento horizontal v(m)
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5 IlN

- 0.8

0.6

0.2

-2
©(xiOrad)

2.5

2.0 1.5 [Ke]

Figura 2.45 - Rotacao 8 (rad)
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2.9.3 - Exemplo 3

Na figura (2.46) representa-se em planta uma estru
tura de 15 andares constituida de dois nicleos de secao aber

- . - »
ta de caracteristicas elasto-geometricas constantes com a al

byy22.0 m

By/p= 2.0 M

tura,
d et
Bt e
N — )
| >
LY My e >0
Yl Y ' ex d
2
| Tt
: b T -
| , dy =0.96 tf/m V|| vy
1.02m |
| T |
|
[ -
* - — A . q,:072tf/m i
ﬂr°n*°ﬁ x* ; ozce, X, 1(324m © X {
| - ° X Joeem ||
| | 0,:¢6; 1 X2 0,z ¢T,
| l
I 1,76 y
| m y |
[ !
| [
| |
1 [ I
- Pl ] 0! s *lp, -
e @SmM ,Léim,44.,ﬁL2§ELg,kmhpz=L§m_,_
Figura 2.46 - Edificio com dois niicleos de secao aberta
A altura do pe-direito e 3,0m e os modulos de elas
ticidade longitudinal e transversal tem valores E = 2,0x10
tf/m2 e G = 8,Ox105tf/m2. As dimensoes dos niucleos estao in-

dicados na figura (2.46).

0 carregamento externo constitui-se de cargas ver
ticais, uniformemente distribuidas ao longo dos eixos verti-
cais que passam pelos centros de gravidade dos ntucleos, de
valores 2,5p para o nucleo 1 e 1,0p para o nicleo 2. Admite-
-se tambem um carregamento lateral atuando em um plano que
passa pelo ponto 0', cujas componentes nas direcoes 0X e OY
tem valor qy = 0,72tf/m e qy = 0,96tf/m, conforme indica-se
na figura (2.46).

—

bz: 30m
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Consideram-se para esta analise duas estruturas,
sendo a primeira constituida de dois nicleos de secao aber
ta sem contraventamento e a segunda, constitulda de dois
nicleos com um contraventamento, ao nivel dos andares, por
linteis com vaos de 2,5m e secao transversal medindo 0,20x
0,30m,

Em ambas as estruturas determinam~se os desloca-

mentos no topo, atraves dos metodos diferencas finitas e
Stodola~Vianello, em sua variante, para cada valor da car-

ga vertical p assumido.

Observa-se que o sistema global de eixos 0XYZ e
locado com a origem 0 coincidindo com o centro elastico do

conjunto dos dois nicleos, sem o contraventamento.,

a) Caracteristicas geometricas da secao transversal do nu-

cleo 1
a.l) Centro de gravidade

. _ _2(1,5x0,20x0,75)
1 2x1,5x0,20+4,0%0, 20

0,321m

a.2) Momento de inercia em relacao ao eixo 0.x

171
0,20x4,0° 1,5x%0,20° 2 4
J = X80 oy o2 2XWet” 40,20 x 1,5 x 2,0 = 3,468m
X 12 12

a,3) Momento de inercia em relagao ao eixo Oly1

4,0%0,23 0,20x1,5°

J o= 2t 4,0x0,ZOX(O,BZf[———Tj‘*—“ *
¥, 12

4
+ O,20x1,5x0,4292] = 0,307m
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a.4) Centro de torgao

Sendo o eixo lel eixo de simetria da segao trans-

versal do ntucleo 1,

com

logo,

xy ==(0,519+0,32)=-0,839m
1
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a.5) Diagrama de area setorial (mz)

1,038

1,962

1,038 1,962
+
4,462
a.6) Momento setorial de inercia Jw
1

Conforme o diagrama de area setorial, tem-se:

3, = 2x0,2x{(%x1,038x1,038x2,0) N %[(-2x1,968+1,038) X

x -1,962 + (-1,962+2x1,038)x1,038]x 1,5}= 0,865m°

a.7) Momento de inercia 3 torcao, J,
1

1 3
J--:;Zts-

1

x 0,203 (2x1,5+4,0) = 1,86x10  2m®

Wf
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a.8) Area da segao transversal

Ay = 0,20(4,0+2x1,5) = 1,4n

a.9) Coordenadas do centro de gravidade em relagao aos ei-
xos globais 0XYZ

XCG = -1,409m

YCG = 0,24m

a.1l0) Momento polar de inercia em relacao a origem global 0

I, , = (1,0469%40,24%)x1,4+3,468+0,307 = 6,635n"

a.l1) Coordenadas do centro de torcao em relacao aos eixos

globais 0OXYZ

tad
L

cr. = —2,249m

"
L]

CT 0,24m

a.12) Angulo ¢,» entre os eixos olxj e O0X

*
1

— %

¢, =0
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a.13) Coordenadas da origem global 0 em relacao aos eixos
x % *x X
lel e Oly1

De acordo com a equacgao (2.91)

(o]
L]

2,249m

]
|

= ~0,24m

b) Caracteristicas geometricas da secao transversal do ni-

cleo 2

b.1) Centro de gravidade

% _ _ 2(0,2x1,5x0,75)
2 2x0,2x1,5+3,0x0,2

= 0,375m

b.2) Momento de inércia em relagdao ao eixo 0,x

272

3 3
I = iDL o e2Xe? 0,201, 5x1,5%) = 1,8020"
X, 12 12

b.3) Momento de inercia em relacao ao eixo 0,5,

3 3
- 3,0x0,27 + 3,0x0,2x(0,375)2+2(94295142— +

Yo 12 12

—
[

+ 0,20x1,5x0,3752)

4

(&N
|

= 0,283m
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b.4) Centro de torgao

Sendo 0,x, eixo de simetria da secao transversal

do nucleo 2,

e, para este tipo de secao, tem-se:

xD2 = xpo * d2
2
com
2 2
a’.b 2 . 2
ot 2:P2 0,20 1,5%.3,0% _
dy =3 - 3 1.802 ° 7 0,562m
X
2
logo,

xp, = 0,375 + 0,562 = 0,937m

b.5) Diagrama de area setorial (mz)

3,282

1
\<<-Oﬁ43
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b.6) Momento setorial de ineércia, Iy
2

3, - 2x0,2{% x 0,843x0,843x1,5 + %[(2x1,407—0,843)x1,407+

+(1,407-2x0,843)x'0,843]xl,S] = O,443m6

b.7) Momento de inercia a torgao, Je
2

J, =3 x 0,20°(2x1,5+3,0) = 0,016m"

b.8) Area da segao transversal

2

A, = 0,2(2x1,5+3,0) = 1,2m

2

b.9) Coordenadas do centro de gravidade em relacao aos ei-

xos globais 0XYZ

Xeg = 3,395m

YCG = ~0,26m

b.10) Momento polar de inercia em relagao a origem global 0
I, , = (3,395%40,26%)x1,2+1,802 4
0’2 ’ ’ Xly,Z+41, +0,283 = 15,997m

b.11) Coordenadas do centro de torgao em relacao aos eixos

globais

XCT = 4,332m
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YCT ==0,26m

b.12) Angulo ¢2 entre os eixos O;x; e 0X

¢, =0

b.13) Coordenadas da origem global 0 em relagao aos eixos

* % * %
02X2 e 02y2

-4,332m

¢}
i

0,26m

0
{

2.9.3.1 - Nucleos sem contraventamento

a) Matrizes referentes ao niucleo 1
a.l) Matrizes [LEl] e [Ll]

De acordo com as equagSes (2.90) e (2.100)

1,0 0 0,24 1,0 0 0,24
[L ] =| 0 1,0 2,249 [L ] =] o0 1,0 1,409
E, 1
0 0 1,0 0,24 1,409 4,739
L _ L 4

a.2) Matrizes [Jl] e [KTl]

De acordo com as equagoes (2.88), tem-se:



0,614

[Jl] =1 0

_
0 0
6,936 0
0 1,73
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x106 [K ]= 0
T

b) Matrizes referentes ao nucleo 2

b.1) Matrizes [LEZ] e [LZ]

1,0

[LEz] "0

b.2) Matrizes

0,566

[Jz] = 0

0

1,0

0 0
3,604 0
0 0,886

—

_0,26

- 4,332

0
1,0
[LZ] =| 0
-0,26
[
xlO6 [KT ]=
2

1,0

-3,395

0 12,8

c) Montagem do sistema de equacoes diferenciais

c.l) Matrizes do sistema

De acordo com as equagoes (2.96) e (2.,99)

-0,26

-3,395

13,331

—

x10




(3] =
]
5] -
] -
como a, = 2,5 e

0,34

1,0,

-26

3,5

0,127

=

0 0
, 54 0
0 105,40

0 x10

resulta:

0,34

0,1275

5 25,1785

c.2) Componentes do vetor de carga lateral

ga = 0,72tf/m

qb

= 0,96tf/m

x10

gc = =-0,8064tfm/m
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c.3) Sistema de equagoes diferenciais

De acordo com a equagao (2.105), obtem-se

1,180 0 0 u"'T
0 10,54 0 x10%0 vy
|0 0 105,40 A
— - — - "
3,5 0 0,34 0 0 0 u'
p(45-2) © 3,5 0,1275| - 0 0 0 x10° ﬁ v'y =
0,34 0,1275 25,1785 0O 0 27,68 6"
- . L ) N
e 3
0,72
= -~ (45-2) 0,96
|~0,8064
J

d) Resultados

Obtem-se a solugio do sistema acima, que correspon
de aos deslocamentos u, v e O dos diafragmas, atraves dos
programas desenvolvidos para o metodo das diferencas finitas
e do metodo de Stodola-Vianello, em sua variante. Na tabela
(2.9) apresentam-se os deslocamentos no topo da estrutura,
para cada valor considerado da carga vertical p.

De acordo com o programa elaborado por Carvalho

[3], o valor da carga critica de flambagem e p = 28,99tf/m.



-262~

Tabela 2.9

Nucleos sem contraventamento

Componentes da carga lateral: = 0,72tf/m ; 9y = 0,96tf/m ; m = 0,8064tfm/m

x

Deslocamentos: u e v (m) e rotagao 6 (rad)

Stodola~Vianello Diferengas Finitas
P u u v v [ -] u v 0
(ct/md|  (m) (m) (x107 ) | (x107 1) |(x10” %rad) | (x107%rad)|  (m) [x107'm)| (x10”%rad)
o {0,313 | 0,313 |o0,667 0,467 | =0,3254 | -0,3254 0,313 {0,467 | -0,3252
1 | o324 | o0,324 | 0,469 0,469 | -0,3251 | -0,3251 0,324 0,469 [ -0,3249
2 | 0,336 | 0,336 | 0,470 0,470 | -0,3247 | -0,3247 0,336 0,470 | -0,3245
3 | 0,349 | 0,349 | 0,472 0,472 | -0,3242 | -0,3242 0,349 0,472 | -0,3240
4 | 0,363 | 0,363 | 0,474 0,474 | -0,3236 | -0,3236 0,364 |0,474 | -0,3234
s | 0,378 | 0,378 |o0,476 0,476 | -0,3230 | -0,3230 0,379 {0,476 | -0,3228
6 0,395 0,395 0,478 0,478 | -0,3221 -0,3221 0,396 {0,478 -0,3219
7 0,613 0,413 0,480 0,480 | -0,3212 -0,3212 0,414 | 0,480 -0,3210
8 | 0,433 | 0,433 | 0,482 0,482 | -0,3201 | -0,3201 0,434 [0,482 | -0,3198
9 | 0,456 | 0,454 | 0,484 0,484 | -0,3188 | -0,3188 0,456 | 0,484 | -0,3185
10 0,479 0,479 0,456 0,486 | -0,3173 -0,3173 0,481 | 0,486 -0,3170
11 0,505 0,505 0,488 0,488 | -0,3155 -0,3155 0,508 | 0,488 -0,3151
12 | v,535 | 0,535 | 0,490 0,490 | -0,3134 | -0,3134 0,539 | 0,490 | -0,3130
13 | 0,569 | 0,567 | 0,492 0,492 | -0,3110 | -0,3110 0,573 {0,492 | -0,3105
14 0,607 0,607 0,494 0,494 -0,3082 -0,3082 0,612 {0,494 -0,3076
1s 0,650 0,650 0,496 0,496 | -0,3048 -0,3048 0,657 | 0,496 -0,3041
16 0,701 0,701 0,498 0,498 | -0,3008 ~0,3008 0,709 | 0,498 -0,2999
17 | 0,759 | 0,759 | 0,500 0,500 | -0,2959 | -0,2959 0,770 | 0,500 | -0,2949
18 0,829 0,829 0,502 0,502 | -0,2901 -0,2901 0,842 {0,502 -0,2888
1y 0,912 0,912 0,504 0,504 | -0,2829 -0,2829 0,929 | 0,504 -0,2813
20 1,013 1,013 0,506 0,506 | -0,2739 -0,2739 1,035 | 0,506 -0,2718
2t | 1,141 | 1,141 | 0,508 0,508 | -0,2625 | -0,2625 1,170 | 0,509 | -0,2597
22 | 1,304 | 1,306 | 0,510 0,510 | -0,2476 | -0,2476 1,344 | 0,511 | -o0,2437
23 1,522 1,522 0,513 0,513 | -0,2274 -0,2274 1,580 | 0,513 -0,2219
24 1,628 1,828 0,515 0,515 | -0,1988 -0,1988 1,916 | 0,515 -0,1904
25 | 2,286 | 2,286 | v,517 0,517 | -0,1555 | -0,1555 2,432 {0,518 | -0,1416
26 | 3,051 | 3,051 | 0,519 0,519 | -0,0827 | -0,0827 3,327 1 0,520 | -0,0561
27 4,582 4,582 0,523 0,523 +0,0641 -0,0641 5,266 | 0,522 +0,1298
28 9,196 9,196 0,524 0,524 +0,5079 -0,5079 12,609 | 0,525 +0,8363
28,99| 2410,890] 2410,876| 0,6333 | 0,6333] 2,3200 2,3200 |-33,240 0,526 | -3,s82

e) Graficos

e.1l) Graficos p x deslocamentos

Apresenta-se nas figuras (2.47) a (2.49) a varia-
cao dos deslocamentos e rotagso, no topo da estrutura, com

a carga vertical p, de acordo com os valores fornecidos na
tabela (2.9).
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\ pl(t/m)
pcr“ =28.99 tf/m

244

Ay 2072 tf/m

qy = 0.96 tf/m
20+

m = 08064 tfm/m

16+

u(m)

1.2 24 36 4.8 6.0 T2 84 96

Figura 2.47 - Grafico p x u(H)
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p(tf/m)
pcrit: 28.99tf/m
q,:=072tf/m
Qy =096 tf/m
m =0.8064 tfm/m
8 -
4-
-2
0{xl0rad}
0.3 o.:s 0 o.lns c;.s o.ol.s i

Figura 2,48 - Grafico p x 6(H)
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| p(tf/m)
Perit =28.99tf/m

284
24 -
204

q, - 072tf/m

qy : 0.96 tf/m
16

m = 0.8064 tfm/m
12
B-
e

vixIi0'm)
5 Y T T | >
0.2 0.4 06 08

Figura 2.49 - Grafico p x v(H)
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e.2) Graficos dos deslocamentos ao longo da altura da estru

tura

Nas figuras (2.50) a (2.52), representam-se em
grafico os deslocamentos da estrutura ao longo de sua altu-

ra, para os valores p = 0 e p = 10tf/m

Z/H

0.8+

0.6

q,:0.72tf/m

qy=096tf/m

m=08064tfm/m
0.4

u(x10'm)

T T T T T LI hl

0.7 1.4 2.1 28 3.5 4.2

Figura 2.50 - Deslocamento horizontal u (m)
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\Z/H

0.8

064

ay=072 tf/m

qy = 096 tf/m
m = 0.8064 tfm/m

0 4+

0.24

vixi0'm)

Figura 2.51 - Deslocamento horizontal v (m)
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£
H
L Lo
o\
~4
(e
o .
oA %,
. - O.8
L 06
q, =072 tf/m
Gy 7092 t'E/m
N 0.4
m=08064 tftm/m
Loz
0].3 e.|'5 8ix ldgmd }

Figura 2.52 < Rotacao 0 (rad)
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2.9.3.2 - Nucleos com contraventamento

a) Parametros geometricos dos linteis:
a.l) Area da secao transversal

A, = 0,20%0,30 = 0,06m?>

a.2) Momento de inercia, I

4 4

3
- 0,20%0,307 _ o 074y

L 12

a.3) Angulo entre o eixo ox'e 0X

a.4) Angulos entre os eixos 0,X; @ 0,%X, com o eixo ox

a.5) Parametro f

De acordo com a equagao (2.128)

£ = = 1,498x10 °m/tf

(2,5)3 . 2,5
A

12x2,ox1o6x4,5x10’ 0,06x8x105
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a.6) Distancias do centro de gravidade do niicleo 1 aos ei-

X0S O0OXyz

!
n

2,43m

e, = 2,0m

a.7) Distancias do centro de gravidade do niicleo 2 em rela

ao aos eixos O0xyz
y

)
]
()
-
w
~
w
=

a.8) Distancias do centro de torgiao do niicleo 1 em relacao

aos eixos Oxyz

>
L

3,269m

i
I

2,000m

a.9) Distdncias do centro de torgao do niicleo 2 em relagio

aos eixos o0xyz

pat
]

3,312m

<1
L]

1,5m



b) Calculo dos parametros ®
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1 ¢ %

De acordo com as equagoes (2.117), tem-se

€1
t

2,43%2,0-2,0x3,269-4,462 = - 6,14m?

o
o
i

, = =2,375x1,5+1,5x3,312+3,282 = 4,687 5m>

- . *
¢) Calculo da matriz [KLJ

De acordo com as equagoes (2,131), tem-se:

5137,522 -534,601 -11576,265
[K:]= -534,601 55,629 1204,606
-11576,265 1204,606 26084,541

d) Coordenadas da origem o em relacao aos eixos globais

X- = 1,02m
o

Y- = =1,76m
0

e) Coordenadas da origem global 0 em relagao aos eixos oxyz

De acordo com as equagSes (2.132-b)

c- = -1,02m

c- = 1,76m
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f) Calculo da matriz[LE]

De acordo com a equagao (1.34)

_1,0 0,0 ~1,76W
[LE]= 0,0 1,0  -1,02
10,0 0,0 1,0 |

g) Calculo da matriz{KI]

De acordo com a equagao (2.139)

ou,
5137,522 -534,601
{KL}= -534,601 55,629
-20073,011 2088,7622

h) Sistema de equacoes diferenciais

-20073,011

2088,7622

78428,031

De acordo com a equagao (2.143), obtem-se:

_ . .
1,180 0,0 0,0 u"?
6 LA §

0,0 10,54 0,0 |x10°] v +
0,0 0,0 105,40 g"!
L - L)
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+{p(45-2)|0,0 3,5  0,1275 | - |0,0 0,0 0,0 | x10° +

0,34 0,1275 25,1785 0,0 0,0 27,68

5137,522 -534,601 -20073,011 u' 0,72

+| -534,601 55,629  2088,7622 | |{ { v'} = -(45-2) {4 0,96 ;

_-20073,011 2088,7622 78428,031 |/ k8' | ~0,8064

i) Resultados

Obtem-se a solugZo do sistema acima, que correspon
de aos deslocamentos u, v e O dos diafragmas, atraves dos
programas desenvolvidos para os metodos das diferengas fini-
tas e do metodo de Stodola-Vianello, em sua variante. Na ta-
bela (2.10) apresentam-se os deslocamentos no topo da estru-
tura, para diversos valores da carga vertical p.

De acordo com o programa elaborado por Carvalho[B],

o valor da carga critica de flambagem &€ Pori 83,02tf/m.

it
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Tabela 2,10

Nicleos com contraventamento

Componentes da carga lateral: 9y " 0,72tf/m ; 9y " 0,96tf/m ; m = 0,8064tfm/m

Deslocamentos: u e v e rotagao 6 no topo
Stodola-Vianello Diferengas Finitas
p - - -
u u v v [} [} u v ]
(et fa) | (x107 ) | (x107 ) [x107 m) [ (x207 ) [(x107 Zrad) [ (x10- 2rad) | x10-Ta) l(x10" Ty (x10"*rad)
o | 0,938 0,938 [ 0,492 [ 0,492 0,465 0,465 0,936 0,492 0,465
1 | 0,950 0,950 | 0,495 | 0,495 0,475 0,475 0,948 0,495 0,475
2 | 0,962 0,962 | 0,497 | 0,497 0,485 0,485 0,959 0,497 0,486
3 | u,974 0,974 | 0,499 | 0,499 0,495 0,495 0,972 0,499 0,496
4 | 0,986 0,966 | 0,501 | 0,501 0,506 0,506 0,984 0,501 0,507
5 | 0,999 0,999 | 0,504 | 0,504 0,517 0,517 0,997 0,504 0,518
6 | 1,012 1,012 | 0,506 | 0,506 0,528 0,528 1,010 0,506 0,529
7 | 1,025 1,025 | 0,508 | 0,508 0,540 0,540 1,023 0,508 0,541
8 | 1,039 1,039 | 0,511 | 0,511 0,552 0,552 1,037 0,511 0,553
3 | 1,053 1,053 | 0,513 | 0,513 0,564 0,564 1,051 0,513 0,565
10 | 1,067 1,067 | 0,515 | 0,515 0,577 0,577 1,066 0,516 0,578
11 1,082 1,082 | 0,518 | 0,518 0,590 0,590 1,081 0,518 0,591
12 1,097 1,097 | 0,520 | 0,520 0,603 0,603 1,096 0,521 0,605
13 | 1,113 1,113 | 0,523 | 0,523 0,617 0,617 1,112 0,523 0,619
14 | 1,129 1,129 | 0,526 | 0,526 0,631 0,631 1,128 0,526 0,633
15 | 1,146 1,146 | 0,528 | 0,528 0,646 0,646 1,145 0,528 0,648
16 | 1,163 1,163 | 0,531 | 0,531 0,661 0,661 1,162 0,531 0,663
17 1,181 1,181 | 0,533 | 0,533 0,677 0,677 1,180 0,534 0,679
18 1,199 1,199 | 0,536 | 0,536 0,693 0,693 1,198 0,537 0,695
19 1,218 1,218 | 0,539 | 0,539 0,710 0,710 1,217 0,539 0,712
20 1,237 1,237 | 0,542 | 0,542 0,727 0,727 1,237 0,542 0,730
21 1,257 1,257 0,545 0,545 0,745 0,745 1,257 0,545 0,748
22 | 1,218 1,278 | 0,547 | 0,547 0,763 0,763 1,278 0,548 0,766
23 1,299 1,299 0,550 0,550 0,782 0,782 1,300 0,551 G,786
24 1,321 1,321 | 0,553 | 0,553 0,802 0,802 1,322 0,554 0,805
25 1,344 1,344 | 0,556 | 0,556 0,822 0,822 1,345 0,557 0,826
26 | 1,368 1,368 | 0,559 | 0,559 0,844 0,844 1,369 0,560 0,848
27 | 1,392 1,392 | 0,562 | 0,562 0,866 0,866 1,394 0,563 0,870
28 | 1,418 1,418 | 0,566 | 0,566 0,888 0,888 1,419 0,566 0,893
29 1,444 1,444 | 0,569 | 0,569 0,912 0,912 1,446 0,570 0,917
30 | 1,4m 1,470 | 0,572 | 0,572 0,937 0,937 1,474 0,573 0,942
34 | 1,592 1,592 | 0,586 | 0,586 1,046 1,046 1,596 0,587 1,053
38 | 1,734 1,734 | 0,600 | 0,600 1,175 1,175 1,741 0,602 1,184
42 | 1,904 1,904 | 0,616 | 0,616 1,330 1,330 1,914 0,618 1,342
a6 | 2,111 2,111 | 0,634 | 0,634 1,519 1,519 2,125 0,636 1,536
s0 | 2,368 2,368 | 0,654 | 0,654 1,756 1,756 2,389 0,657 1,779
54 2,696 2,696 0,677 0,677 2,058 2,058 2,727 0,680 2,092
58 3,129 3,129 0,705 0,705 2,459 2,459 3,176 0,708 2,509
62 3,727 3,727 | 0,738 | 0,738 3,015 3,015 3,802 0,743 3,091
66 | 4,606 4,606 | 0,783 | 0,783 3,835 3,835 4,733 0,790 1,961
70 | 6,026 6,026 | 0,847 | 0,847 5,160 5,160 6,267 0,859 5,395
74 8,706 8,706 | 0,958 | 0,958 7,667 7,667 9,265 0,981 8,203
78 115,655 | 15,655 | 1,224 | 1,224 | 14,180 14,180 | 17,733 1,303 1,614
82 16,961 76,960 3,460 3,460 71,631 71,631 201,908 8,008 18,300
83,02 27519,16 27518,76| 997,795 997,792 25793,34‘ 25793,25|-122,1752 -3,780 -11,572
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j) Graficos

j.1) Graficos p x deslocamentos

Apresenta-se nas figuras (2.53) a (2.55) a varia-
cao dos deslocamentos e rotagao, no topo da estrutura, com

a carga vertical p, de acordo com os valores fornecidos na
tabela (2.10),

plt/m) -
| Perit® 83.02 tf/m
60
70
- a7 0.72 tf/m
qy= 096 tf/m
50- m =0.8064 tfm/m
401
30-
20
10+
M
u(x 10 m)
L] L) ¥ 1 L] L] L] -
7’.4 14.8 22.2 29.6 370 44 .4 51.8 59.2
Figura 2.53 - Grafico p x u(H) para os niucleos com contraven

tamento.
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tf/m) -
WP Perit 2 83.02 ti/m

80
704
60 a, =072tf/m

Qy * og6tf/m

m =0.8064 tfm/m
5OJ
404
304
20
10

v(x10'm)

0.4 12 20 28 3.6 44

Figura 2.54 - Grafico p x v(H) para os nucleos com contra-

ventamento,
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| pl(tf/m)
pcm =83.02 tf/m
80-
70-
60+
a, = 0.72 tf/m
qy 0.96tf/m
50 -
m =08064tfm/m
40-
30 -
m-
10 <
.2
© (xi0 rad)
T T T T T 1 T -
8 16 24 32 40 48 56
Figura 2,55 - Grafico px8(H) para os nicleos com contraven-

tamento.



-278-

j+2) Graficos dos deslocamentos ao longo da altura da estru-

tura

Nas figuras (2.56) a (2.58), representam-se em gra
fico os deslocamentos ao longo da altura da estrutura, para
os valores p = 0 e p = 10tf/m. As curvas continuas represen-
tam os deslocamentos do nucleos contraventados e as curvas

tracejadas representam os deslocamentos dos ntucleos nao con-

traventados,

| 2/H
// //
/ /
/ s
/ i
/ s,
O/ Ve
’ W/
Q// \&\6\/
/ 0
/ ',\ s
/ Q//
/ s
/ s/
/ //
s
s
s
7
7
Vd
/
/
s
s
s
ay =072 tf/m
qy 2096 tf/m
m = 08064 tfm/m
NUCLEOS CONTRAVENTADOS
———— NUCLEOS NAO CONTRAVENTADOS
uuldmﬂ
T T T -
2.1 28 35 4.2

Figura 2.56 - Deslocamento horizontal u
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0.72 tf/m

0.96tf/m

Fal
-l
"

m =0.8064 tfm/m

——— NUCLEOS CONTRAVENTADOS
————- NUCLEOS NAO CONTRAVENTADOS

vix IO.'m)

P

1 1 L T Ll Bl

0.l 0.2 03 04 05

Figura 2.57 - Deslocamento horizontal v
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Z_
H
\\ p- IOtf/m 1.0+ &K\é\
\!
\\
p=QO\\
A\
N
A\
N\ 0.8
A\
A\
N\
0.6
4, :0.72tf/m
3\ gy =0.96tf/m
\
A m =0.8064 tfm/m
\
\\ 0.4
\
\ NUCLEOS CONTRAVENTADOS
\ ——ww NUCLEOS NAO CONTRAVENTADOS
3\
\
\\ ]
-2
6 (xI0 rad)
03 ol ol 0.2 03 04 os o

Figura 2.58 - Rotagao 0
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III. CONSIDERAGCOES FINAIS

A analise dos efeitos de segunda ordem em estru-
turas de edificios altos, conduz a uma equagao ou a um sis-
tema de equagoes diferenciais, n3o homogéneas, de terceira
ordem com coeficientes variaveis. A solugao aproximada, ob-
tida atraves dos metodos diferengas finitas e Stodola-Via-
nello, em sua variante, leva a resultados considerados de
boa precisao.

Atraves dos exemplos numéricos observa-se que a
variante do metodo de Stodola-Vianello apresenta, neste tra
balho, vantagens sobre o metodo das diferengas finitas,pois
alem de propiciar uma sequéncia de calculo facilmente pro-
gramavel em computadores, apresenta uma convergencia rapida
dos resultados. Nos exemplos numericos do primeiro capitulo
chega~-se a bons resultados com o metodo de Stodola-Vianello,
em sua variante, utilizando-se um polin6mio aproximador do
129 grau. No segundo capitulo obtiveram~se bons resultados
com esse metodo utilizando-se, em todos os exemplos, um po-
lindmio aproximador do 89 grau.

No primeiro capitulo foi possivel transformar os
coeficientes da equagao diferencial, que rege o comportamen
to de um painel geral, em parametros adimencionais e com is
so tragar graficos para projeto, em funcao destes parametros.
Os graficos comprovam que as estruturas submetidas a carre-
gamentos uniformes lateral e vertical, analisadas em teoria
de segunda ordem, segundo as hipoteses da tecnica do meio
continuo, correspondem a problemas de 28 especie, onde o car
regamento critico e definido como o valor da carga que pro-
voca variagoes excessivamente grandes das funcoes desloca-
mentos, para uma variagao pequena do carregamento vertical,
Em todos os exemplos numericos pode-se observar que o resul
tado obtido, com a aplicacao do processo de series de potEE
cias, para o valor da carga critica de flambagem, atraves
do programa elaborado por Carvalho[B], corresponde, neste
trabalho, ao valor da carga que provoca variacoes excessi=-

vas das fungoes deslocamentos. Isto comprova tambem a boa
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precisao alcangada com a utilizacao do metodo das diferen-

¢as finitas e em especial com o metodo de Stodola-Vianello,
em sua variante,

Pelo estudo dos exemplos numericos apresentados
nos capitulos I e II, observa-se que analisa-se neste tra-
balho a influencia da carga vertical, que atua juntamente
com cargas laterais, nos deslocamentos dos modelos estrutu
rais considerados.

Nos graficos da figura (1.16) nota-se que o pai-
nel constituido por parede e portico associados por barras
biarticuladas apresenta deslocamentos horizontais maiores
do que o painel composto por parede e portico ligados por
linteis. Isto ocorre porque aumenta-se a rigidez do painel
quando introduz-se, ao nivel dos andares um contraventamen
to por linteis. Este enrijecimento deve-se 3 acao de fle-
xao destes elementos. Chama-se a atengdo, tambem, que esti
mando-se um valor de 10tf/m para a carga vertical p, nota-
-se, atraves de analise da figura (1.16), que o efeito des
sa carga e mais pronunciado no painel menos rigido,isto e,
na associagao de parede e portico por barras biarticuladas.

Nos exemplos numericos que consideram os nicleos
estruturais, pode-se verificar tambem a contribuigao favo-
ravel do contraventamento introduzido pelos linteis. No ca
so da estrutura constituida por apenas um niicleo observa-
-se que a rigidez a flexao nao se altera com a introdugao
dos linteis, e sim a rigidez 3 torcao, havendo uma diferen
¢a dos valores dos deslocamentos horizontais, na diregao
do eixo global 0X, entre o nucleo contraventamento e o nu-
cleo nao contraventado quando ha a consideragao do efeito
de segunda ordem, conforme se esclarece no referido exem-
plo. Pode-se tambem claramente observar este efeito atra-
ves dos graficos tracados na figura (2.37). Deve-se obser-
var, ainda neste exemplo, a reducao da rotacao maxima do
nucleo contraventado a 27,87 do valor maximo obtido para o
nicleo sem contraventamento, quando so0 atuam nas estrutu-

ras cargas laterais (p=0). E imaginando-se que atua no nu-
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cleo uma carga vertical de valor igual a 15t/m, que poderia
corresponder a soma do peso proprio da estrutura e sobre
cargas, nota-se uma redugao da rotacao maxima do niucleo con
traventado a 25,57 do valor maximo obtido para o niicleo sem
contraventamento, com 0 mesmo carregamento. Neste exemplo o
efeito do contraventamento & mais efetivo quando atuam con-
juntamente as cargas lateral e vertical. Isto também & cla-
ramente observado nos graficos da figura (2.38).

No capitulo II analisa-se tambem, atraves do se-
gundo exemplo numérico, uma associacao tridmensional de pa-
redes e porticos. Supondo-se que atua nessa estrutura alem
de uma carga lateral, uma carga vertical de valor estimado
correspondente a 107 do valor da carga critica de flambagem
da estrutura, observa-se que em decorrencia da consideracao
desta carga os valores maximos dos deslocamentos u, v e 6
sao acrescidos de 14,8%; 10,47 e 12,07, respectivamente, em
relagao aos correspondentes valores maximos destes desloca-
mentos, quando s0 atua a carga lateral (p=0) na estrutura.,
Este fato pode ser verificado atraves dos graficos das figu
ras (2.43) a (2.45).

Finalmente, no ultimo exemplo, examina-se uma es-
trutura constituida por dois niicleos contraventados e nao
contraventados por linteis. Pelos graficos das figuras(2.56)
a (2.58) observa-se, tambem, o aumento da rigidez da estru-
tura com a introdugado doslintéis conduzindo a uma sensivel
alteragao dos deslocamentos na estrutura. Nota-se que o e-
feito da carga vertical e mais pronunciado na rotacgao da es
trutura sem contraventamento. Neste caso, a presengca desta

carga tende a diminuir o valor da rotacgao.
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APENDICE A

Determinagao dos coeficientes: s s, K, e K

f,

1. Rigidez de um pdrtico a forga cortante - coeficiente S¢

Nos porticos regulares sujeitos a cargas lateral
e vertical, supoem-se proximas as rotagoes de todos os nos
da viga do andar e tambem as rotacoes de nos consecutivos
de uma mesma prumada de pilar. Isto equivale a afirmar que
os centros dos vaos das barras sao pontos de momentos nu-

los.

Figura A.l1 - Rigidez de porticos

A figura (A.l) mostra tres nos consecutivos A, B
e C da viga e D, B e E do pilar. Indicam-se por ¢ e a a dis

torgao do andar e a rotagao do no B, respectivamente. Expri
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mindo os parametros de rigidez das barras pela relacao Ki =
Ji/}li e considerando os momentos que as barras aplicam ao

no B positivos no sentido horario, resulta:

MBE = 6EKE(¢-a)

MBD = 6EKD(¢-a)

MBA = -6EKAa

My = -6EK,a (A.1)

Pelo equilibrio do ndo B segue:

K_+K
E D

) (A.2)
Ky +K +K+K

a=

Como a forga cortante no pilar B & dada por:

2M
_ BE
W = —; (A.3)

segue pelas equagoes A.l e A.2 que:

%
v

Q@ =1 Kgvr ¢ (A.4)
b

onde os Indices v e b nos somatorios indicam serem estes es
tendidos so as vigas ou a totalidade das barras que concor-

rem no no B, respectivamente.
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Designando por sg © parametro de rigidez do pilar
B 3 forga cortante e tendo em vista a equacao A.4, conclui-

~se que:

I K
_ 12 v
s " n EXprx (4.5)
b

Somando-se as contribuigoes dos pilares ao nivel
do andar considerado, calculadas atraves da equagao (A.5),
obtem-se o coeficiente de rigidez do portico 3 forga cortan

te expresso por:

) K
12E V.n
Sf = T z Kp.n K (A.6)
n.a
ben

onde:

[e5]
]

o modulo de elasticidade longitudinal
h @ o pe-direito do andar

K @ a relagao J/% do tramo de viga ou pilar consi

derado

n.a e a somatoria estendida a todos os nos do an-

dar considerado

K e a relagao J/% do pilar acima do nd conside

rado

v.n e a somatoria estendida aos tramos de vigas

que concorrem no n5.
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b.n e a somatoria estendida a todas as barras

(2, 3 ou 4 barras) que concorrem no no.

2. Porticos e paredes ligados por linteis - coeficientes:

s, K, e K

1 2

2.1 - Coeficientes s e K1

Na figura (A.2) representa~se a deformacao de um
andar generico do painel, correspondente ao giro ¢B da pa-
rede, devido a flexao,

A reagao do portico sobre a parede constitui-se
de uma forga vertical distribulda q, (positiva se produz
compressao na parede) e de um momento distribuldo m aplica
do ao longo do eixo vertical da parede, considerado positi
vo no sentido anti-horario. Expressa-se este ultimo como u

ma fungzo de ¢B atraves da equaggo:

m = K, ¢g (A.7)

b
422 g Dis2 <

Figura A.2 - Deformacao do painel devido a g
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Designam-se por a e b as rotagSes dos nos A e B,
respectivamente, e por K e K as relacoes J_ /%, e J_ /2.
P v, p. i v, "1
i i i i
dos pilares e vigas, respectivamente. Para os pilares que pos
suem diferentes relacoes Jp /li, abaixo e acima do andar con
. i =, ~
slderado, toma-se para K a media destas relagoes.
i
Atraves de uma analise na figura (A.2) conclui-se

facilmente que:

_ MprtMip
Q% = — T (A.8)
1
e
M b
- IB 1
m = =+ q 5 (A.9)

Os momentos que as barras aplicam ao no A, admitin
do-se positivo o sentido horario e iguais rotacoes dos tres

nos consecutivos do pilar A, sao:

MAC = 6EKpl (¢B-a)

=
]

6EKp (¢B-a)

AD 1

=
L]

-4EK a ~ 2EK b (A.10)
v v

AB 1 1

e pelo equilibrio do no segue:

(12K + 4K Ja + 2K b = 12K ¢ (A.11)
Py V1 V1 Py
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Da mesma maneira, supondo-se iguais as rotagoes
dos nos B, E e F do pilar B e positivos os momentos de sen-

tido horario aplicados ao nd B, obtem-se:

b
1
M,, = - 4EK_ b - 2EK_ ¢, - 6EK (¢, . )
BI v, v, B v, B Za1
MBA = - 4EKv b - ZEKv a
1 1
MBE = 6EKp2(¢B—b)
Mpp = 6EKPZ(¢B-b) (A.12)
e pelo equilibrio do nd resulta:
3b1
2K a + (4K_ +12K_ +4K_ )b =|12K_ =-2K_(1l+ )| ¢ (A.13)
vy vy Py v, Py v, 231 B

A solugao do sistema formado pelas equagoes A.1ll

e A,13 fornece:

= W
a ¢B

o
[

B¢B (A.14)

com

4K +12K +4K
v v

e = 2K (A.ls—a)
v
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12K +4K
@ P Y
V1
vem
3b1
w = |[12(K_ ~K_ 8) - 2K (1+ =—=) /12K =6(12K +4K
{ P2 Py V2 22, V1 Py Vl)
(A.16~a)
e
3b1
B = {IZK - [IZK -2K_ (1+ ———JJ} [ZK -@(12K_  +4K_ +4K }
U s PR | T P A
(A.16-b)
As forgas cortantes nos pilares A e B sao dadas
respectivamente, por:
2M
AC
Q = (A.17-a)
e
2M
Qp = = (A.17-b)

ou, tendo em vista as equagoes A.10, A.12 e A.l4,

12EK

_ P
Q = —p— (1—w)¢B (A.18-a)
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12EK
_ P2
QB = (1-5)¢B (A.18-b)

Desprezando-se o efeito do giro ¢S da parede devi
do a forga cortante, que e considerado pequeno quando compa
rado com ¢B’ tem~se o giro total ¢ = ¢B e, de acordo com as
equacgoes (A.18), obtem~se, para os parametros de rigidez dos

pilares a forgca cortante, as seguintes expressaes:

12EK
Py o
S, = (1-w) (A.19-23)
12EK
Py
sg = T (1-B) (A.19-b)

A rigidez total do portico a forga cortante resul

ta da soma

s = s, + sy = l%f: K, (1-0) + K (1-B) (A.20)

1 2
Considerando-se a expressao

b
1
Mg = 4EKv2¢B + 2EKv2b + 6EKVZ¢B 7;; (A.21)

e as equagoes (A.9), (A.12) e (A.l4), obtem-se:

v 3b b
z 1 1]“’3 (A.22-2)

m = 4 + 2B 4 —— (24B+ —
2 21
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Comparando-se as equacoes (A.7) e (A.22) conclui-

-se que:

EKv2 3b, b,
K. = b + 2B + —= (2 + B + —) (A.22-b)
1 h a1 al

2.2 - Coeficiente KZ

Considerando-se somente a deformacao por forca
cortante, a parede tera uma rotacao ¢, conforme indica-se

na figura (A.3).

Figura A.3 - Deformagao do painel devido a ¢

0 momento m distribuido ao longo do eixo da pare-

de e dado por:

m = K,¢ (A.23)
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Admitindo-se iguais rotagoes em trés nos consecu-

. . - 03 - 3
tivos de um mesmo pilar encontram-se, atraves do equilibrio
dos nos A e B, os seguintes valores para as rotacoes a e b

dos respectivos nos:

=
[

RO (A.24)

com

12(K =K 8)-2K
Py Py A 25-2)
W= 2K, -(12K__+4K_ )0 (A.25-a

1 PV

12k ~-p(12K  -2K )

B = P1 2 2 (A.25-b)
2K, -(12K_ +4K +4Kv P
V1 P V2 1
e 0 e v dados pelas equagoes (A.15).
Tendo-se em vistas as expressoes
Myg = 4EK_ ¢s + 2EK_ b (A.26)
2 2
M b
. _IB _1 27
m T + q . 2 (A- )
e
M, +M
IB "BI
= T .28
q ) (A )
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e as equagoes (A.25), resulta:

m = 442B(1 + 5—) + — ¢ (A.29)

Comparando-se as equacoes (A.23) e (A.29) obtém-

-se ara K, a expressao:
P 2 P

442B(1 + 52 ) + —= (A.30)
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APENDICE B

Resumo da teoria de flexo-torgao

B.1 - Introducao

Apresenta-se neste apendice um resumo da teoria
de flexo-torgao, ou teoria das barras de segao delgadas,to
mando-se por base os trabalhos desenvolvidos por Rachid[lO]
e Schie1[12]. Esta teoria e utilizada na solugao de estru-
turas de edificios altos contendo paredes de secao aberta.

Na figura (B.1) indica-se uma barra de segcao a-
berta de paredes finas e define-se um sistema local de ei-
X0s oxyz com origem no centro de gravidade da segZo trans-
versal, sendo oz longitudinal e ox e oy eixos principais
de inercia. Define-se ainda uma coordenada s na linha do
esqueleto (linha que divide a espessura t ao meio) da se-

ggo transversal, de origem 0S convenientemente escolhida.

ESQUELETO
==l
1 i x
< “~ % s I
|
'z y Cc6
f I
T |

[
L. ,ﬁ/b £

Figura B.1l - Sistemas de eixos em uma barra de segao aber-

ta de paredes finas.
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A espessura t pode variar com s e o elemento de

area e dado por:
dS = tds (B.1)
Sao feitas as seguintes suposicoes:

a) A barra e de paredes finas, ou seja, a espessura t e bem
K3 -~ - .
menor que as outras dimensoes caracteristicas do esquele

to e essas bem menores que o comprimento £ da barra.

b) As dimensoes da segao transversal nao variam ao longo

do eixo oz,

c) A segao transversal @ indeformavel no seu plano (xy)

B.2 - Centro de torcao ou de cisalhamento

Define-se como centro de torgcao o ponto do plano
da segao transversal pelo qual deve passar o plano de apli
cagao das cargas transversais de modo que nao ocorra tor-
cao, e sim, apenas flexao.

Da Resistencia dos Materiais sabe-se que as ten-
soes de cisalhamento provocadas por uma forga cortante Q

sao dadas por:

QMS
= 3 B.2
T tJ ( )
onde o momento estatico M_ e o momento de inercia J sao to

mados em relacao ao eixo apropriado.

Para um carregamento paralelo ao plano xz, deve=-

~-se fazer em (B.2)
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S
MS= jr x dS (B.3)
51

A condigao que fornece um dos lugares geometricos
do centro de torgao D, e que a resultante dos momentos das
tensoes Tg » supostas uniformemente distribuidas na espessu

X ~ ~ .
ra t (figura B.2-a), em relagao ao centro de torcao seja nu

la. Tem-se entao:

jf (T dS)n = 0 (B.4)
S Qx

onde n e a distancia do centro de torgao D, a tangente ao

esqueleto, conforme indica-se na figura (B.2).

b)
(a) (

Figura B.2 - Centro de torgao e area setorial

Substituindo-se as equagoes (B.2) e (B.3) na equa

¢ao (B.4) obtem-se:
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82 S
/ / x dS |nds = 0 (B.5)
S S

1 1

Efetuando~se a integragao por partes e consideran
do-se que o momento estatico e nulo nos pontos extremos da

segao, resulta:

S s
f 2[[ nds]x ds = 0 (B.6)
ey

S Sl

Um segundo estudo, analogo a este, para cargas pa

ralelas ao plano (yz) fornece a seguinte condicao:

s, s
jf j[ n ds|{y dS = 0 (B.7)
s s

Define~se como area setorial, w, a seguinte ca-

- - - -
racteristica geometrica:

w = jf n ds (B.8)

Observa-se que o elemento de area setorial dw re-

presenta, conforme a figura B.2-b, o dobro da area do se-

tor determinado pelo comprimento ds do elemento e o polo D.
Substituindo-se a equacao (B.8) nas equagoes(B.6)

e (B.7) resultam as duas condicoes que definem a posigao

do centro de torgao, ou seja:
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Jf wx dS = 0
S

f wy dS = 0 (B.9)
S

A posigao da origem da coordenada s nao influe
nas condigoes (B.9) pois deslocando-se a origem aparecera

um acréscimo constante na fung3o w cuja contribuigdo 3s in-
tegrais (B.9) sera nula, por ser nulo o momento estatico
quando se considera a secao inteira.

Para simplificagoes futuras, determina-se a posi-

¢ao da origem O, de maneira a satisfazer a condigao:

f w dS = 0 (B.10)
S

Caso se tenha a area setorial w com origem arbi-
traria e se queira a area setorial w, satisfazendo (B.10),

basta fazer:

w=w - C (B.11)

c =§1-/ 5 ds (B.12)
S

B.3 - Formulas para as coordenadas do centro de torcgao

As equagoes (B,9), que definem a posicao do cen-
tro de cisalhamento D, apresentam-se em uma forma que impe-
de aplicacoes diretas na determinagao das coordenadas de D.
Uma interpretacao geometrica da area setorial w fornecera

expressoes, nestas coordenadas, de facil utilizagao.
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A figura (B.3) mostra um trecho do esqueleto com
origem Os(xo, yo) e um ponto generico Q (x,y). Pelos pontos
D (xD, yD) (centro de cisalhamento), 0s e Q, sao tracadas
retas paralelas aos eixos principais de inercia o, e Oy.
Sendo A a area do tri3ngulo DNO_ (ou DMOS), por geometria

conclui-se que:

K Q{x,y)
| . \
\<\\\\\\ ik\\
. ‘\;\ SN ]
\\E\\® L —
OO N
\\\\ \,\\ N \\ N / \> —
SO \yyﬁfm‘“i:
M ) \ o i;;;,,‘:
Oslxowyol — —
6. X - ]
Dixguyp) N L

Figura B.3 - Propriedades da area setorial

2A+A+B=(%+B+A).2 (B.13)

onde A e B sao as areas hachuradas da figura (B.3) e w e a

area setorial com polo D.

Da equagao (B.13) resulta:

w = A - B (B.14)

0 sinal da fungao W e positivo quando o raio ve-
tor tracado de D gira, a partir de Os para um ponto Q, no
sentido horario, para um observador olhando no sentido posi
tivo do eixo oz.

Para obterem-se finalmente as formulas procuradas

escolhe~se arbitrariamente um polo provisorio p(xp, yp) e
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indica~se por wp a area setorial com este polo, conforme
observa-se na figura (B.4). Aplicando-se a propriedade
(B.14) da area setorial 3 disposicao indicada na figura

(B.4), pode-se escrever:

K Q(x,y)
:
y |
y-voi
\
|
i
x
—— — e
c6. Y:-Yp
P (XD Wy p) '
’ - X - X
Figura B.4 - Area setorial com polo arbitrario

wp = [A+(y-yo)(xD—xp)]-{B+(x—xo)(yD-yp) (B.15)

Rearranjando-se a equacao (B.15) e utilizando-se

(B.14), chega-se a:

w = wp + (x-xo)(yD—yp) - (y—yo)(xD—xp) (B.16)

Como os eixos oX e Oy sao eixos principais de i-

nercia, valem as equagoes:

J[ xzdS = J
y
S
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2 -
j[ y~ dS = Jx
S
j[ x d§ = j[ y dS = jf xy dS = 0 (B.17)
S S S

Substituindo-se a equagao (B.16) nas equacoes
(B.9) e utilizando-se (B.17), obtém-se as formulas para as
coordenadas do centro de torgao em relacdao a um sistema de
eixos no centro de gravidade da secao com X e y eixos prin-

cipais de inercia:

1
= - — [ .
Yo yp 3 jf px ds (B.18)
Y Js
B.4 - Torgao uniforme ou torgao livre ou torcao de Saint~
-Venant

B.4.1 - Condicoes para a torgao livre

As condicoes para que uma barra fique solicitada
a torgao livre sao:
a) A secgao transversal da barra é constante com z.

b) A barra nao possui vinculos que impegcam deslocamentos lon

gitudinais.

c) O momento torgor solicitante M, deve ser constante com z.
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No caso de nao serem satisfeitas estas condigoes

tem-se solicitagao 3@ flexo-torgao.
Da Resistencia dos Materiais sabe-se que o angu-

lo de giro, na torcao livre e dado por:

' - ————————
¢ X (B.19)
onde

G e o modulo de elasticidade transversal

T e o momento de inércia 3 torcao expresso por:

1 3
. = 3/ t7ds (B.20)
s

com t sendo a espessura da parede da secao da barra.

Convenciona-se, neste estudo, que o momento tor-
gor M, e positivo quando solicita um parafuso direito no
sentido de aperta-lo e a rotacao ¢ sera positiva quando pa
ra um observador sobre o eixo z e olhando no seu sentido
positivo for no sentido anti-horario, conforme indica-se na
figura (B.5).

Mt

N
et

Figura B.,5 - Convencao para Mt e ¢ positivos
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B.4,2 - Deslocamento longitudinal

Consideram-se agora os seguintes deslocamentos:

w - deslocamento na diregao de z

v - deslocamento na diregao da ordenada s

Quando a seggo sofre um giro em torno do centro
de torgao, um ponto generico Q do esqueleto executa. um des

locamento QQ', conforme indica-se na figura (B.6).

Y
RAIO VETOR
POSITIVO
X \\
ROTAGZO
POSITIVA
Z
A
Figura B.6 - Deslocamento de um ponto do esqueleto
Para pequenas rotagoes pode-se escrever:
QQ' = ¢r (B.21)
onde r e o comprimento do raio vetor tracado do centro de

torcao ao ponto generico Q do esqueleto,
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A projegzo de 66' sobre a tangente ao esqueleto

fornece o deslocamento v, ou seja:

- v = no (B.22)

onde n e a dist3ancia da tangente i linha do esqueleto em Q

ao centro de torcgao D.

A razao do sinal negativo na equacao (B.22) & de-
vido as convengoes de sinais para ¢ (positivo no sentido an
ti~horario para um observador olhando no sentido positivo do
eixo z) e para a coordenada s (positiva se o raio vetor gi-
rar no sentido horario para um observador posicionado em =z
e olhando no seu sentido positivo).

Pela Teoria da Elasticidade um elemento ds.dz do

esqueleto sofre uma deformacao transversal (distorgao) Y da

da por:

‘Y =5_£+—a? (3023)

Na linha esqueleto a tensao tangencial T, @ nula
e por Hooke conclui-se que a distorcao tambem o sera. Desta
maneira, substituindo~se a equagao (B.22), derivada uma vez

em relagao a z, na equagao (B.23), para y = 0, obtéem-se:

- né' + ¥ .
n¢ + TS 0

ou,

-— = no' (B.24)
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Na torcao livre o deslocamento longitudinal w nao
e funcao de z e, integrando-se a equagao (B.24) em s, desde

a origem O_, ate o ponto generico Q, obtam-se:

s

wo=0¢' /[ n ds (B.25)

51

Usando-se a definicao de area setorial dada pela

equagao (B.8), resulta:
w = we' (B.26)

Os deslocamentos longitudinais w, denominados em-
penamentos, sao contados a partir da origem O0g e considera-
dos positivos quando concordantes com o sentido positivo do

eixo Oz.

B.5 - Torgao nao uniforme ou flexo-torcgao

B.5.1 - Hipoteses de calculo

Como estao sendo consideradas somente barras de
segao constante, a ocorrencia de flexo-torgao ficara restri
ta aos casos em que o momento torgor nao é constante ou &-
quelas em que ha vinculos que impecam os deslocamentos lon-
gitudinais.

A suposicgao basica para a resolucao do problema de
flexo-torgao & que a equagio (B.26) continua valida, agora
com a particularidade de que a derivada do angulo de giro ¢,

nao € mais constante com z, como no caso da torgao livre,
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B.5.2 -~ Tensao normal de flexo-torcao

Serao desprezadas as tensoces normais, com excecao
daquelas em cortes transversais. Indicam-se c, € €, como a
tensao normal e a deformagao longitudinal, respectivamente,

Pela lei de Hooke e pela Teoria da Elasticidade escreve-se:

Uz = Eez
- ow
EZ -a—z (B.27)

onde E e o modulo de elasticidade longitudinal.

Combinando-se as equagoes (B.26) e (B.27) chega-

-se a:

o, = E wo" (B.28)

A proporcionalidade entre 0, e w chama atencao pa
ra o fato que a tensao g, nao tem resultante, nem forga nor
mal e nem momento fletor, como se verifica pelas equacgoes
(B.10) e (B.9). O efeito das tensoes o, sera de um novo es-
forgo solicitante, chamado bimomento, definido adiante.

Consideram-se positivas as tensoes longitudinais

o, de tracao.

B.5.3 - Tensao tangencial de flexo-torcao

Na figura (B.7-a) indica-se um elemento de compri
mento dz limitado pelas coordenadas s, e s do esqueleto. Ob

serva-se que devido a variacao das tensoes normais O, 0 e=
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quilibrio neste elemento s5 sera mantido com a presenca de
tensoes de cisalhamento. Estas tensoes sao denominados de

tensoes tangenciais de flexo~torgao e indicadas por T

ft*

b)

Figura B.7 - Tensoes tangenciais de flexo-torgao

Sendo R0 a resultante das tensoes Oz na face da

coordenada z, obtem-se:

R = E¢" f w ds (B.29)
S

Pelo equilibrio do elemento considerado na dire-~

gao z e usando a equacao (B.29), chega-se a:
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"y s
T, = Ei Jf w ds (B.30)
51

B.5.4 - Momento de flexo-torcao

As tensoes Tee sao suficientemente pequenas para
nao ameagarem as bases de calculo, ou seja nulidade da dis-
torgao no esqueleto. Porem, sua contribuigao para o momento

torgor & consideravel. Denomina-se M momento de flexo-

ft?
~torgao, a contribuigao destas tensoes.

Conforme indica-se na figura (B.7-b), onde n re-
presenta o brago das tensoes tangenciais Tey oM relagcao ao

centro de torgao D, o momento M resulta em:

ft

)
Mo, = Jf T .d5.n (B.31)
51

Substituindo-se a equacao (B.30) na equacao(B.31)

e usando-se a equacao (B.l), obtem-se:

S2 S
Mft = E¢"! jr J[ w dS|n ds (B.32)
51 751

Integrando-se a equagao (B.32) por partes, e usan

do-se as equagoes (B.8) e (B.10), chega~se a:

M, = - Eo" jf w? 4s (B.33)
s

Definindo-se:
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a) Momento setorial de inércia, J

w
7= 2 4s B.34)
w w (8.
S
b) Momento estatico setorial, Sw
s
Sw = Jf w ds (B.35)
!

a equagao (B.33) pode ser escrita como:
= - "ne
M, EJ ¢ (B.36)

Substituindo-se as equagoes (B.36) e (B.35) na e-

quagao (B.30), obtem-se:

_ Mft w

ft = 3 (B.37)

B.5.5 - Equacao diferencial da flexo-torcao

0 momento torgor total Mt sera obtido com a con-

tribuicao das tensdes de cisalhamento da flexo-torcao, Tees

e das tensoes de cisalhamento da torcao livre, Toe Desta
maneira, pode~se escrever:

= + B.38

Moo= Mg o+ M. ( )

onde, M., e o momento torgor da flexo-torgao e My e o mo-

mento torgor da torgao livre que, de acordo com a equacao

(B.19) & expresso por:
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M, = GJt¢' (B.39)

Substituindo-se as equagoes (B.39) e (B.36) na e-

quagao (B.38), resulta:

= - " ]
M, EJw¢ + GJt¢ (B.40)

A equacao acima quando solucionada fornece a ex-
pressao para o angulo de giro ¢ possibilitando-se encontrar,
a partir desta solugao, todas as grandezas envolvidas no

problema da flexo-torgao.

Pode-se representar a equagao (B.40) em fungao do

momento torgor distribuido m, ou seja:

=
[}

ME = - EJw¢mt + GJt¢n (B.41)

Indica~se na figura (B.8) a convencgao positiva pa

ram e Mt'

Figura B-8 - Convencgao para os momentos torgores positivos
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B.5.6 - Introducao do Bimomento

Vlassov [15] introduziu uma nova grandezachamada

de bimomento e definida por:

B = J[ o, w ds (B.42)
S

Substituindo~se as equagaes (B.28) e (B.34) na e-

quagao acima, obtém-se:
B = EJw¢" (Bo43)

Combinando-se as equagaes (B.28) e (B.43), obtem-
-Se uma expressao para o, analoga a da flexao simples e da-

da por:

o =54 (B.44)
z J
)

Derivando-se uma vez a equagao (B.43) e comparan-

do-se com (B.36), resulta:

Me, = - B! (B.45)

Comparando-se a equagao (B.45) com a equagao
(B.37), obtem~se:

T = (B.46)
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No caso das cargas axiais Pi’ positivas de tragao,
aplicadas na extremidade de uma viga em pontos de areas seto

riais w.,, o bimomento & calculado por:

; (B.47)
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