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RESUMDO

Atraves da "técnica do meio continuo", apresenta-
. ~ - - .

-se, neste trabalho, a determinagao dos parametros elasticos
e geometricos que permitem indicar por valores bem defini-
dos, o tipo de modelo estatico mais adequado e preciso, en-
tre "pilares~paredes" e "pilares de portico" no tratamento
dos elementos verticais dos painéis de contraventamento de
edificios altos.

-

Procurar—-se—a resolver os casos mais simples e
passar gradativamente 3s analises mais complexas. Desta for
ma, sao estudados painéis de um, dois e tres pilares,respec
tivamente, com o objetivo de encontrar os parametros deseja
dos em cada caso.

Sao analisadas tres situacoes diferentes:

a) Analise desprezando a deformacao axial dos pi-
lares e considerando-se porticos de ndos com trechos de rigi
dez infinita,

b) Analise considerando-se porticos com nos pun-
tuais.

c) An3dlise considerando-se a deformacao axial dos

pilares.

Finalmente elaboram~se graficos para projeto com

a finalidade de utilizagao pratica dos resultados obtidos.



ABSTRACT

Through the "continuous medium technique" we pre-
sent in this work the determination of the elastic and geo-
metric parameters which permit us to indicate, through well-
-defined values, the most adequate and accurate type of the
static model between "shear-walls" and "pillars of the fra-
mes" in the treatment of the vertical elements of the coun-
terwind panels of tall buildings.

We will try to solve the simplest cases and then
to go gradually to the most complex analyses. In this way,
panels of one, two and three pillars will be studied respec
tively with the objective of coming to the wished parameters
in each case.

Three different situations are analysed:

a) An analysis disregarding the axial deformation of the
pillars and regarding the joint frames with full rigidi-

ty pieces.
b) An analysis regarding frames with punctual joints.

c) An analysis regarding the axial deformation of the pil-

lars.

Finally graphs for project are elaborated in order

to have a practical use of the obtained results,
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1. INTRODUCAO

Da moradia primitiva, as formas arquitetonicas e~

gipcias, helenicas, romanas, goticas, barrocas, ate as for-
mas estruturais modernas o homem atraves de progressos na
pesquisa e na engenharia alterou conceitos e tecnologias.

A escolha de metodos de construgao, o conceito e
disposicao de formas e espacos, a procura do belo, do fun-
cional e do seguro, marcaram a evolucao das construgoes re-
fletindo-se o nivel de conhecimentos, desenvolvimento e cul
tura da sociedade.

A construcao industrializada com seus gigantes-
cos edificios e sofisticados conjuntos habitacionais, & um
fenomeno atual que surgiu com as grandes alteracoes proces-
sadas neste século, como: o crescimento demografico, a con-
centracao urbana e a integracao de parcelas significativas
da populagEo nos mercados de consumo, alem da pequena dis-
ponibilidade de terrenos adequados e de custos acessiveis.
Os edificios altos se caracterizam pela relacao entre para-
metros de altura, de largura e profundidade e englobam cons
trucoes com ate mais de cem (100) andares.

A titulo de ilustragao, citam-se edificios com
tais caracteristicas como: "The World Trade Center", em No-
va Iorque, "The John Hancock Building", em Chicago e "The
Sears Tower", tambem em Chicago, todos com 110 andares. A
tendeéncia atual indica para o futuro a construcao de edifi-
cios cada vez maiores, cuja atengao a seguranca dos mesmos
contra a agSo de cargas laterais (por exemplo: ventos, aggo
sismica, etc.), deve ser de cuidadosa importancia para os
calculistas ou profissionais da area, pois os deslocamen-
tos originados atraves destas, podem trazer problemas nos
materiais de acabamento e desconforto aos usuarios, quando
sao perceptiveis,

Deste modo, o engenheiro estrutural devera enten-
der o melhor possivel destas forcas e acoes, assim como de

elementos estruturais e da propria analise estrutural, para



construir edificios seguros e adequados aos fins a que se
propoem.

Os "PAINEIS DE CONTRAVENTAMENTO", que aliviam es
tes deslocamentos podem ser "PAREDES" ou "PORTICOS",ou com
binagao destes; caracterizando-se por determinadas cons-
tantes de rigidez, que traduzem aproximadamente seus com-
portamentos elasticos.

Neste trabalho apresenta-se um estudo que deter-
mina os parametros caracteristicos para a definicao do ti-
po de modelo estatico para os elementos verticais em cada
"painel de contraventamento".

Utilizam-se para isto os processos continuos nos
quais, conforme STAMATO(7), "os elementos horizontais que
ligam os elementos resistentes verticais, sao substituidos
por um meio continuo de rigidez equivalente, continuamente
distribuidos ao longo da altura dos edificios".

Nos casos tratados, mantem-se iguais nos pai-

néeis a serem analisados, os seguintes parametros:

a) Larguras (B) e espessuras (ep) em todos os pilares.
b) Alturas (Hl) em todos os andares,
c) Comprimentos(D) ¢ (CV) em todas as vigas e linteis,

d) Alturas (AV) e espessuras (ev) em todas as vigas ou lin

teis.

Na PARTE 2 deste trabalho consideram-se paineis
de um, dois e de treés pilares, respectivamente; pilares es
tes, inicialmente analisados como pilares-paredes e depois
como pilares de porticos sem levar em conta a deformacgao a
xial dos mesmos e supondo porticos com nos de rigidez infi
nita na regiao de intersecao de vigas e pilares.

Resolvem-se as respectivas equacgoes diferenciais
de cada modelo estatico, pelo método analitico ou exato,
para carga concentrada no topo e para carga uniformemente
distribuida. Nesta parte sao utilizados os trabalhos de
COELHO (4) e FERREIRA (5),.



Para um painel particular de dois pilares, na PAR
TE 3 deste trabalho, por meio dos programas para computador

No. 1 e No. 2, estuda-se o comportamento das flechas no to-
Po, supondo os pilares comportando-se como pilares-paredes
e depois como pilares de portico. Variam-se as larguras B
dos pilares deste exemplo e consideram-se carga lateral con
centrada no topo e carga lateral uniformemente distribulda.
Obtem-se entao, a diferenga absoluta entre as flechas calcu
ladas conforme um ou outro modelo estatico, para cada largu
ra B dos pilares considerada, determinando-se a seguir a
porcentagem relativa da diferenca. Deste modo considerando-
~se o minimo valor desta porcentagem atraves dos respecti-
vos graficos, determina-se a largura limite ou de referen-
cia para a definicao do modelo estatico a ser utilizado.

Os programas para computador No. 3 e No. 4, permi
tem determinar as larguras B de referéncia em painéis de um,
dois e tres pilares, com carga lateral concentrada no topo
e com carga lateral uniformemente distribuida. Verificam-se
tambem os momentos nos pilares para valores em torno das lar
guras B de referencia determinadas anteriormente, atraves
do programa para computador No. 5.

A seguir, estuda-se o comportamento das flechas e
das larguras B de referencia nos mesmos casos, consideran-
de-se desta vez, porticos de nos puntuais por meio do pro-
grama para computador No. 6.

Com a comparagZo de resultados, determina-se o ca
so mais critico entre os analisados e desenvolve-se para es
te, uma analise adimensional, sendo que atraves do progra-
ma para computador No. 7, sao obtidos os respectivos params
tros agora adimensionais, atraves de graficos de uso me-—
nos trabalhoso e mais eficiente,

Na PARTE 4 deste trabalho, repete-se o estudo fei
to nos capitulos anteriores levando-se em conta desta vez
a deformagao axial dos pilares segundo consideracces de AL-

BIGES e GOULET (1) .



Finalmente, com o uso do programa para computador
No. 8, obtem~se valores adimensionais que comparados com os
do programa para computador No., 7, determinam e recomendam
o caso que devera ser considerado na definicao do modelo es
tatico ("painel de pilares-paredes" ou "painel de pilares
de portico"),

Na PARTE 5, sao feitas as consideracoes e conclu-

soes finais alem de recomendagaes para pesquisadores inte-

ressados na continuagao no desenvolvimento desta pesquisa,



2. COMPORTAMENTO ESTATICO DE PAINEIS PLANOS SEM A CONSIDE-
RACAO DA DEFORMACAO AXIAL DOS PILARES

2.1 - Pilar-Parede

Considera~se "PAREDE", o painel plano, continuo,
sem rigidez transversal, deformavel predominantemente por
momento fletor, suposto extremamente rigido a forga cortan

te.

L1 )

E utilizado o Indice "w", do ingl@s "wall", para
caracterizar todos os parametros e grandezas relativas as

"PAREDES".

A notacao e sentidos positivos para esforcgos e

deslocamentos, sao os indicados na figura (2.1):

(a) (b) (c)
PW .
// )

" 8
LINHA dz
ELASTICA
—
L Gy Qw

\JMW

( l177777707 7777177 u

Fig. 2.1 - Pilar-Parede

Pelo equilibrio do elemento infinitesimal da figu

ra (2.1-¢c) tem-se:

de
..d_z__. = -Q (2.1)



dQ
W
iz - 79, (2.2)
dzMw
= q (2.3)
d22 w

A equacao da elastica, com as hipoteses admitidas

dzuw Mw
= "= X
5 ug <3 (2.4)
dz W
onde jw’ representa o produto de rigidez a flexao (E'Jw)’

. ~ 2 - . . .,
com dimensao (F.L7) e Jw e 0 respectivo momento de 1inercia

do pilar.

Derivando-se uma vez a equaggo (2.4) e combinan-
do-a com a equagao (2.1), resulta a equacao da forga cortan

te no painel a uma cota generica z.

Q = -j _.u"! (2.5)

A equagao (2.5), em conjunto com as condigoes de
contorno permite determinar todos os deslocamentos e esfor

g¢os do painel,

2,2 - Paineis com Pilares~Paredes

Frequentemente existem edificios com paineis cu-
jos uUnicos elementos verticais resistentes as cargas late-
rais, sao os "PILARES-PAREDES".

Como modelo estatico, estes elementos podem ser

'3 » - I3 I3 - -
ligados entre si atraves de barras bi-articuladas indeforma



veis axialmente. Desta forma a estrutura se comporta como
se existisse uma unica parede equivalente solicitada pelas
cargas externas, com momento de inércia a flexao igual a
soma dos momentos de inércia de cada pilar-parede.
Utilizando~se um arranjo estrutural mais eficien
te, (quanto a rigidez as cargas laterais) estes painéis Po
dem ser ligados atraves de "LINTEIS", que s3ao vigas hori-

zontais submetidas a flexao e engastadas nas paredes.

2.2,1 - Painel com um pilar-parede e lintéis simplesmente

apoiados na outra extremidade

Inicialmente estuda-se um painel formado por um
pilar-parede e lintéis simplesmente apoiados na outra ex-

tremidade e igualmente espacados de H

1 L]
{a) (b) (e)
Ru Pw >
% { ~
< M,, + dM,,
l s
™ 77N gd0
G —_— v
. 3 ¢ =
// 7
iy G 7
H 1 ™ H = 7 @ m
- m g dz
- T s
S
> piY Q .
— [ m i Z{/ L7
s I z C/ q Q
i g '// w \_/AMW
Y &
i o
THITT710 s T ITT71717477
w B8 | & J [
t t I Qw
il D |
! T
Fig. 2.2 - Painel com um pilar-parede e lintéis simples~-

mente apoiados na outra extremidade



tem-se:

= —Q + m (206)

onde m, momento distribuido por unidade de comprimento ver-

tical, e a reagao elastica dos linteis apoiados sobre a pa-

rede, conforme a figura (2.2).

Da equagao (2.6), combinada com a equacao da elas

tica (2.4), obtem-se a forga cortante na parede:
Q ="j .un|+m (2.7)

Desprezando-se a deformacao axial do pilar-parede,
a configuragao deformada de um elemento do painel e a esque
matizada na figura (2.3), onde e suposto que o angulo reto
existente entre o lintel e a face da parede, permanece reto
apos a deformacao CARDAN (3).

{a) {(b)

A

Fig. 2.3 - Configuracao deformada do andar



0 gngulo 8 da figura (2.3), o momento e forga cor

tante nas extremidades dos linteis, sao respectivamente:

oV + % B
0= (—2). u! = (s B,y (2.8)
cv 2CV v
B
Mo = 3.E.K. .0 = 3,E.K, . (1 + —), u' (2.9)
AB L L 2TV w
M 3.E.K
vy =22 e —— L e By (2.10)
cV cvV 2CV

onde, chamando J; o momento de inércia do lintel a flexao:

J
K, = - (2.11)
cv
Desta forma, 0s momentos (Hl.m) concentrados ao
nivel de cada andar sao dados por:
H,..m = M + V (E) (2.12~a)
1° AB A ° 2 ¢

e substituindo nesta expressao as formulas de (2.9) e
(2.10), resulta:

= ' L
m r.uw (2012 b)

que & a expressao de CARDAN (3), para momentos distribuidos

na parede, desprezando a deformacao axial do pilar e onde:

ro= 3LEKL( o+ 22 (2.13)
2TV
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IIK
[

sendo: K (2.14)

A expressao anterior da a rigidez do lintel por
unidade de comprimento, ou seja, a rigidez do meio continuo
equivalente. Neste caso, em que so existe um pilar-parede,

tem-se como parametros gerais para o painel:

(2.15-a)

B
1 2.CV

)2 (2.15-b)

Uma vez que a forga cortante externa Q, se escre~

ve como:

Q=Q=-j.u;'+s.u' (2.16)

2.2.2 - Painel com dois pilares-paredes unidos por linteis

(a) (b)
Fw Pw.

N\

S——

.
\ 2

|
I 7777057717777 % / Vool / T7rITIT
[ e & e : ol
q 4 D ji W, 2
* -+

Fig. 2.4 - Painel com dois pilares-paredes unidos por lin-

teis
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Trabalha-se neste caso particular, com um painel
de dois pilares-paredes de largura B cada um, unidos por
1 (figura 2.4),

Como o elemento genérico de parede dz a ser estu

linteis igualmente espagados de H

dado, & semelhante ao da figura (2.2-c), entao para cada
pilar-parede, sao validas as equacgoes (2.6) e (2.7), obti-

das na analise anterior.

(a) (b)

Fig. 2.5 - Configuracao deformada do andar

A configuracao deformada de um elemento do pai
nel e agora, mostrada na figura acima, na qual o angulo 6,
assim como os momentos e forgas cortantes nas extremidades

dos linteéis sao respectivamente:

B = (C=2) .l = 1+ L (2.17)
CcV CV
B '
= = = 6.E.K. . -—). 2.18
M, o Moo 6.E.KL.6 6.E K (1 + W) u' ( )
M, +M 12.E.K
VA - VB - AB "BA - L .(1 + B: u' (2.19)
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Assim, os momentos concentrados ao nivel de cada

andar H,.m. , onde i = 1 ou 2; sao os seguintes:
171 ’
Para a parede (1):

= M + VvV, . () (2.20)

o] o

Com as expressoes (2.18) e (2.19) em (2.20),tem-

-se:

m, = r. ., u' (2.21)

onde r, = 6.E.X (1 + 13--—)2 (2.22)

e EL e dado pela expressao (2.14)

Como a parede (2) & igual a parede (l); tem-se

que:

I, =41

m, = my b (2.23)
i, =

Yy "1J

Desta forma, tem-se como parametros gerais para

este painel:
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Iy = J’w1 + Ta,
. (2.24)
12.E.KL
Sg =T, +r, = ] . (1 + %g) J

Uma vez que por equilfbrio, a forca cortante ex-
terna Q, e:

Q =20Q + Q = =3 «u" +5s ., u' (2.25)

2.2.3 - Painel com tres pilares-paredes unidos por linteis

Considere-se a figura (2.6), a qual representa
tres pilares-paredes iguais de largura B cada um, com produ

tos de rigidez a flexao J respectivamente; e

-

T TN
3 . . .
ligados dois a dois atraves de %1nte1s iguais de comprimen-

to CV e igualmente espacados de H1

S

4
+

-

b ol
o 2l
-

+ @

B B
+ ° %

Fig., 2,6 - Painel com tres pilares-paredes unidos por lin-

teis
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Como no caso anterior, sendo qualquer a ri
gidez dos linteis em comparagao com as rigidezes dos pila-
res-paredes admitem-se os centros dos vaos horizontais co-
mo pontos de momento nulo, sendo incognitas as forcas cor-
tantes correspondentes,

Conforme a "técnica do meio continuo", a rigidez
e a forga cortante em cada lintel, sao supostas distribul-

das ao longo do espagamento H

1 .
My T dM, Mo+ dM,, Mys+ dMys
Qu* 4Qu, ——Qy, +4Q,, Qus +dQy;

747 ZIh
/j‘gf/ B2 BZZ

Gy W N—" w2 w2 N _A”M
w1

w3 w3 \/MWS

Fig. 2.7 - Elementos genéricos das paredes e convengoes de

esforcos positivos

Sejam a convencao de esforcos positivos e os ele-
mentos da figura (2.7). Pelo equilibrio 3 rotagcao de cada e
lemento obtem-se expressoes semelhantes is equagoes (2.2) e
(2.6) em cada parede. Deste modo, utilizando-se a equacao
da elastica (2.4) em cada uma destas expressoes, tem~se:

Para a parede (1):

LA

Q = - j . uw + ml (2-26)

Q = - j cou't s m, (2.27)
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Para a parede (3):

Q = - j . u;' + m3 (2.28)

A configuracao deformada de um elemento do painel

€ a mostrada na figura (2.8):

Fig, 2.8 - Configuracao deformada do andar

Da figura (2.8), obtem-se as mesmas expressoes
(2.17), (2.18) e (2.19), calculadas para o angulo 0, momen
tos e forgcas cortantes nas extremidades dos linteis, respec

tivamente. Portanto os momentos concentrados ao nivel de ca

s

da andar 1°m; onde i =1, 2 ou 3 ; sdo:

1
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Para a parede (1):

B
H oomy Mg * Yy - 3) (2.29)
- 1
my ry . oug (2.30)
r, = 6.E.K .1+ B2 (2.31)
cv
Analogamente, para a parede (2), tem-se:
Hoemy, = M, + V..(2) + M.+ v .8 (2.32)
1772 BA B® 2 CcDh c* 2 *
= )
m2 r2 . uw (2033)
B 2
r, = 12.E.K .(1+ =) (2.34)
cv

Como a parede (3) tem as mesmas condigoes da pare

de (1), segue entao:

r = Y
1
(2.35)

Desta forma, tem-se como parametros gerais para

este painel:

g =iy * iy v
w w
2 3
(2.36)
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Finalmente por equilibrio global da estrutura a

forga cortante externa Q se escreve como:

2.3 - Paineis com pilares de portico

Dar-se-a o nome "PORTICO" ao painel plano, sem ri
gidez transversal, elasticamente equivalente,para cargas ho
rizontais, a um consolo deformavel apenas a forca cortante,
e extremamente rigido ao momento fletor.

E utilizado o Indice "f", (do ingl@s "frame"),pa-
ra caracterizar os esforcos e deslocamentos relativos aos
porticos.

Observe-se que a hipotese de indeformabilidade do
portico ao momento fletor, nao deve ser confundida com a
indeformabilidade das vigas e pilares do sistema discreto,
sendo que aqueles elementos (vigas e pilares), deformam-se
essencialmente por flexao, conforme FERREIRA (5).

Em alguns casos & admitida uma rigidez bastante e
levada na regiao de ligacao de vigas e pilares., Neste caso,
supoe-se a existencia nesta regiao de nos com rigidez infi=-

nita, como e mostrado a seguir.

2.3.1 - Painel com um pilar de portico e vigas simplesmente

apoiadas na outra extremidade

Como primeiro exemplo, estude-se o painel repre-
sentado na figura (2.9), a seguir, onde esta representado
um pilar de portico e vigas igualmente espagadas de Hl’ sim
plesmente apoiadas na outra extremidade.

A regiao de intersegao de vigas e pilares & supos

ta com rigidez infinita.
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P 0] o
.y
N .
L B
{ ! 41ipw
\ N
\' .’x mr H
J RIGIDEZ INFINITA
% ™
z
I
A
Lz
gk —t
N D
T A

Fig. 2.9 - Painel com um pilar de portico e vigas simples-

mente apoiadas na outra extremidade

Tendo~se a mesma convengao para OS esforgos posi
tivos da figura (2.1-c), as equacoes de equilibrio para um
elemento dz do portico sao semelhantes as expressoes(2.1),
(2.2) e (2.3), por independerem do comportamento elastico

da estrutura:

dM
dz = Qf

(2.38)

(2.39)

— = g (2.40)

Lad - - - ~ -
A equagao da elastica, tambem equagao caracteris

tica dos porticos, pode ser escrita como:
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Qf = Sf . ug (2.41)

onde Sf € a rigidez do portico a forga cortante, cuja esti

mativa € apresentada a seguir.

A equacao (2.41), em conjunto com as condigoes
de contorno, permite determinar todos os deslocamentos e

esforgos do painel,

Analisando-se agora o painel em questao, na sua

configuragao deformada (figura 2.10), tem-se:

7777

.

A
-/ D
Y

Fig. 2.10 - Configuragao deformada do andar

As rotagoes de tres nos consecutivos do pilar,
ou seja dos nos A, A' e A", foram supostas iguais e desig-
nadas por "a" e as rigidezes K, = Ji/SLi das barras estao
indicadas em circulo na figura (2.10).

Os momentos nas barras que concorrem no ndo A (po
sitivos se aplicados ao no no sentido horario), estao cal=-
culados no APENDICE I (itens A e B). Aséim, pelo equili~

brio do no A tem-se:

poptn * My =0 (2.42)
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Substituindo-se os respectivos valores, tem-se:
' - - =
2.Kp.(4kp+2np)(u £ a) 3.Kv.kv.a 0 (2.43)

A partir da equacao de equilibrio anterior, encon

tra-se:
= e '
a ap . ug (2.44)
_ K_.(8Xx_+4n )
onde a_ = P P_P (2.45)
P K_.(8X _+4n )+3K_.A
p P p v v

sendo que os coeficientes Av’ Ap e np estao tambem determi-
nados no APENDICE I.

A forga cortante no pilar, no andar considerado e

dada por:

Q = = (2.46)

Substituindo o valor encontrado para MA-A' no A-
PENDICE I, junto com a expressao (2.44), segue:
2.E.K _
= e, (4) _+2 . (1= . ul (2.47)
% = T (4x*2n) . (1=3) . u}

Portanto, para este painel com um pilar, a rigi-

dez total a forga cortante & expressa:

- -3 .
S . (4Ap+2np) . (1 ap) (2.48)
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2.3.2 - Painel com dois pilares de portico unidos por vigas

A figura (2.11), representa um painel formado por
dois pilares de portico iguais de largura B cada um e liga-
dos por vigas de altura AV, de comprimento D e igualmente es

pacadas de HI:

Pt [ [2]
I i
| H |
| |
H jA_v H
:Jiﬁ: ,_?-:
1 = Z
=] | |

[ Ja}

% T D i

oo

T

Fig. 2.11 - Painel com dois pilares de portico unidos por

vigas

Observe~se nesta figura, que as partes hachuradas
nas ligagoes viga-pilar, representam nos com rigidez infini
ta.

Procedendo-se, entao como no caso anterior, e le-
vando-se em conta a mesma convencao de esforgos positivos
da figura (2,1-C) chega-se para cada pilar deste painel-por
tico, as mesmas equacoes (2.38), (2.39), (2.40) e (2.41).

Supondo iguais as rotagoes dos nos consecutivos
A, A', A" e B, B' e B", tém-se em consequencia como configu
ragcao deformada do andar genérico a mostrada na figura(2.12).
Na qual pelo fato de ter-se admitido igualdade de rota-
coes em todos os nos consecutivos, tomam-se como pontos de

momentos nulos, os centros de vaos de vigas e pilares.
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Fig. 2.12 - Configuracao deformada do andar

Os momentos que ocorrem nos pilares, sao determi-
nados no APENDICE I (item B). Por ter-se condicoes diferen-
tes de extremidade no caso das vigas, os momentos que ocor
rem nas mesmas foram determinados no item C do mesmo APENDL
CE 1.

Portanto, tomando-se os momentos aplicados pelas
barras que concorrem no no A (positivos se aplicados ao no

no sentido horario) e pelo respectivo equilibrio, tem-se:
My_ar ¥ My jn + M, o =0 (2.49)
Substituindo-se os respectivos valores,
L - t ) = 2. 0
2.E.Kp.(4xp+2np)(uf a)-E.K_.(4A +2n ).a= 0 (2.50)

Da equagao anterior segue:

a=0a . u (2.51)
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onde:
K .(8X +4n )
a, = L. P (2.52)
L '
Kp.(8Ap+4np)+Kv.(4Av+2nv)
sendo que os coeficientes Ap, np estao determinados no i-

tem B, enquanto que os coeficientes A', n', estao determina
v v -

dos no item C, do APENDICE 1I.

Por ter-se condigoes iguais nos pilares (1) e (2),

a forca cortante em ambos pilares, e dada por:

2.M,
Q, = Q, = —t (2.53)
1

Substituindo~-se o valor de M do APENDICE I,

A-A"
unto com a expressao (2.51), o valor encontrado em (2.53)

J
e

2,E.K

= = -—————_P.. —- '
Q1 Q2 Hl .(4Ap+2np)(1 ap).uf (2.54)

Desta forma, a rigidez a forga cortante S;; para

cada pilar e dada por:

2.E.Kp _
sfl = sz = ——ﬁz~—.(4kp+2np).(1-ap) (2.55)

Para encontrar a rigidez total do painel portico,

deve-se somar as contribuicoes de ambos pilares.

Portanto:

4.E.K
= = — P -
Sg = Sgq *+ Sgy ) .(4Ap+2np).(1 ap) (2.56)
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2.3.3 - Painel com tres pilares de pdrtico unidos por vigas

Para a analise deste painel, considera-se a figu-
ra (2.13), e admite-~se tambem rigidez infinita nos nos de
uniao de vigas e pilares, como nos casos anteriores. Su-
poem-se tambem, pilares iguais de largura B e vigas de altu

ras AV, comprimento D e espagadas de Hl'

i
D — —
H, |
L H
E I~
y T
4
,é -
+4-
D D l
+-
Fig. 2.13 - Painel com tres pilares de portico unidos por
vigas

Como no caso anterior, continuam validas as equa-
goes (2.38), (2.39), (2.40) e (2.41).

A figura (2.14) mostra a configuracao deformada de
um elemento do painel portico sujeito ao deslocamento uc.
Nesta figura serao chamadas a, b e a, as rotacgoes dos nos
A, B e C, respectivamente, e sao admitidas iguais as rota-
goes de tres nos consecutivos de um mesmo pilar. As rigide-

-~ * 3 - .
zes Ki das barras, estao indicadas em circulo na mesma figu

ra.
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Fig. 2.14 - Configuragao deformada do andar

Como os pilares da figura (2.14) sao iguais aos
da figura (2.10) e as vigas sao as mesmas da figura (2.12),
os coeficientes Ap, np, sao os determinados no item B do A-
PENDICE I, enquanto que A;, n;, sao os calculados no item
C, do mesmo apendice.

De acordo com isto, os momentos aplicados ao no A

(positivos no sentido horario) sao expressos por:

= L
MA—A' E.Kp.(lo}\p+2np).(uf a)
= ' -
= - \J - ]
My g 4.E.K .Al.a=2.E.K_.n'.b |

Pelo equilibrio do nd tem-se:

A-at T Mppn My p =0 (2.58)
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Substituindo (2.57) em (2.58) segue:

LI ' '
Kp.(4>\p+2np).uf Kp.(4)\p+2np)+2.Kv.>\v .a+Kv.nv.b (2.59)

Os momentos aplicados ao no B (positivos no senti

do horario) sao os seguintes:

= L.
-— '-
MB-B" E.Kp.(ékp+2np)(uf b)
( (2.60)
= - . I '
Mp_a 4.E.K .A!.b=2.E.K_.n'.a
= - Ll - [}
MB-C 4.E.Kv.kv.b 2.E.Kv.nv.a J
Pelo equilibrio do no B, tem-se:
MB-B' + MB~B" + MB-A + MB—C = 0 (2.61)

Substituindo (2.60) em (2.61) segue:

K .(4) +2 .ul =R .(4) +2 +4K A'}.b+2K .n'.a (2.62)
> ( Ap np) ug > ( > np) oy v Ny

Como o no C, € analogo ao no A, os momentos apli-

cados neste no, serao:

M = M = M

c-c" A-A'
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A partir das equagoes de equilibrio (2.59) e
(2.62), tem-se:

com

segue que:

QI
1

™l
]

Fazendo:

K .(4X +2n )+2K 1!
p P P vV

K
D

L
Kvonv

43 +2
( p+ np)

K .(4)1 +2 +4K A"
p ( P np) v v

L
Kv.nv

2K_.n’

v v
¢
1-2.9 1
(1—w.¢) 2
(¢1-¢-ap)
K 3\
P
K
v

f.(éAp+2np) J

(2.63)

(2.64)

( (2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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Substituindo (2.65) em (2.66) e (2.67) e rearran-

jando com as expressoes (2.68), tem-se:

— R
AFl.(nv 4Av AFl)

o = (2.69)
p 1 2_ 12 _— e
2.nV 8.Av AFl.(6kv+AF1)
_ AF.-(2.)'+AF,).q
B, - 1 —~ 1P (2.70)

v

A forga cortante nos pilares 1 e 3, por serem i~

guais sao dadas por:

2.M
_ - "TA-A"
U = (2.71)
1
e no pilar 2 ; por
2.M
*B-B'
Q2 = ——EI__— (2.72)

Tendo em conta as expressoes (2.57), (2.60),
(2.63) e (2.64), resultam:

2.E.K
= = ___.._-_E. - ' .
Q, = Qq e (042D (16 ug (2.73)
2.E.K
= .__..._E_ -2 ? .
Q, E (e ) (1) g (2.74)

Assim, a rigidez S¢; de cada pilar a forca cortan

te, sera:
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Sg1 = Sgg = -———E.(axp+znp).(1-&p) (2.75)

S¢gp = __EI—B,(AAP+2np).(1-§p) (2.76)

Portanto, com uso das expressces (2.75) e (2.76),

a rigidez total do painel-portico a forga cortante sera:

2.E.K
Sg = SpytSpp*S a= ——ﬁI-B.(4xp+znp). 2.(1-a )+ (1-B ) | (2.77)

2.4 - Resolucao das equacoes diferenciais

2.4.1 - Para paineis com pilares-paredes

Nas analises correspondentes aos painéis com pila
res-paredes foram obtidas as equagoes (2.16), (2.25) e
(2.37).

Compare-se e observe~se que sao formalmente iden-
ticas. Apresenta-se a seguir a solugso pelo metodo exato

desta equacao diferencial.

Chamando:

2 S
kK° = -J.—g- (2.78)
g

e substituindo esta formula nas expressoes (2.16),(2.25) ou

(2.37) e rearranjando, tem-se:

u"' - kS L u = - O (2.79)



por carga

creve:

pondentes
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Para o caso do carregamento ser constituido apenas

concentrada no topo Pw, vem

Q =P (2.80)

u - k7 ,u' =0 (2.81)

Em termos de operadores a expressao (2.81),se es-

p (p%-k?) =0 (2.81-2)

As raizes do polinomio caracterIstico e as corres-

fungoes - solugcao da equagao sao:

n1 = ( -> eoz = 1
n, = +k > etk? > (2.81-b)
n3 = =k -> e—kz

e +C, . e (2.82)
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Para obter uma solugao particular da equagao com-

pleta substitui-se (2.80) em (2.79) obtendo:

P
u"' - kT, u! =~ ¥ (2,83)

u = A ., 2z (2.84-3a)

e derivando-~se sucessivamente a expressao (2.84-a), tem-se:

u' = A

wvp

" =0 (2.84=b)
wp >

u"l = O

wp J

Substituindo (2.84~b) em (2.83), tem-se:

A = (2.84=-¢c)

Logo, para solucao particular da equacao completa

pode ser tomado:

u o= (—2—).z (2.85)
wp 3 .k2
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Usando as seguintes

z = (%) (variavel

K = k.H (variavel
e dai

K.Z = k,z

e usando—-as nas

tivamente:

- +KZ
Yur C1 * CZ - ¢
PW.H3
uwp = (T——-E)'(Kz)
j_.K
g

Somando-se as expressoes (2.87) e (2.88),

expressoes (2,

notagoes auxiliares:

adimensional)

adimensional) (2.86)

82) e (2.85), tem-se, respec-

-se a solugao geral da equacao diferencial (2.79)

Na formula anterior as constantes Cl’ CZ’ C3

+ C3 . € (2.87)
(2.88)
obtem=-

e+Kz+C3.e-KZ+KZ (2.89)

sao

adimensionais e determinadas a partir das condicoes de con-

torno mostradas a seguir,

As condigoes de contorno sao:

a) Na Base (Z=0)
a-1) uw(o) = 0

a-2) u;(o) =0

(Devido ao engastamento da parede

na base).
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b) No Topo (Z=1)

b-1) u; (1.0) = 0 (Momentos fletores das paredes

nos topos sao nulos).

Como Z = z/H vem dZ = dz/H

Desta forma, derivando-se sucessivamente a expres

sao (2.89) em relagao a z, tem-se:

2 )
du P H
v o_ W +KZ _ -KZ
iz - ('."__2')'[02‘3 Cyee ¥ 1}
J _.K
g
¢ (2.90)
2
d"u P .H
w - (2 K).{Cz.e+KZ + C3.e Kz }
dz Jg'
J

As expressoes (2.89) e (2.90), junto com as condi
goes de contorno, levam as seguintes expressoes validas pa-

ra as constantes C C C

1°? 2 73°
C1 + 02 + 03 = 0
C2 - C3 + 1 =0 \ (2,91)
+K -K ~
C2.e + C3.e = (

Resolvido o sistema de equagoes lineares anterior,

tem—-se:
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%) f (2.92)

1

—_—)
l+e 2K

Cy = (

Substituindo-se as constantes da formula (2.92)

em (2.89), e fazendo-se o respectivo rearranjo, obtem-se:

3
P .H -2K 2K(Z-1) =KZ
u o= (| (1t (1-e € ) + K2z (2.93)
w . 3 -2K
j K l+e
g
Para o caso de carregamento constituido apenas

por carga uniformemente distribuida q,» tem-se:

Q = q.(H-2) (2.94)

A solugao da equagao homog€nea & anialoga 3 expres
sao (2.87).
Para a obtengao de uma solugao particular da equa

c¢ao completa substitui-se (2.94) em (2.79), resultando:

q .(H=-2z)
I A s A (2.95)
W w 3,

Tomando-se como solugao; uma funcao polinomial do

tipo

= A.z" + B.z (2.96-a)

As derivadas primeira, segunda e terceira podem

ser escritas:



u' = 2A , z + B

(2.96-b)

u"l - O

wp J

Fazendo-se as devidas substituicoes e usando-se
as notacoes auxiliares da expressao (2.86), tem-se como so-

lugao particular da equagido completa (2.95) a seguinte fun-

cao:
qw.H4 ZZ
j_.K
g
Somando as expressoes (2.87) e (2.97), obtem-se

a solugao geral da equagiao (2.79):

+KZ -KZ 2
w : 4). Cl+02.e +C3.e +K

Z.(1~ -i-) (2.98)

As condicoes de contorno sao as mesmas que as do
caso anterior e permitem calcular as constantes Ci’ da equa

¢ao (2.98). Desta forma chega-se a:

K+2.e- -K.e-ZK )
C1 ( -2K )
1+e
- -2K
-K.e
C = (e oo ¢ (2.99)
2 1-'-e-'2K
-K
K+e
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Substituindo~se os valores de (2.99) em (2.98) e
arranjando chega-se finalmente aos deslocamentos u_ para

carga uniformemente distribuida.

2.4.2 - Para painéis com pilares de portico

Conforme pode-se observar nos tres painéis-porti
cos analisados anteriormente, e valida a equacao diferen-
cial da expressao (2.41), cuja solucao & mostrada a seguir.,

Desta expressao tem-se:

u' = & ’ (2-100)

Para o caso de carregamento constituido por ape-

nas carga concentrada no topo Pf, vem
Q = Pf (2.101)
Seja a equacao homogéenea
u! =90 (2.102)

u = C (2.103)

Para a obtencao de uma solucao particular substi

tui-se a equacao (2.101) em (2.100), resultando:

P

f
f Sf

(2.104)



entao

(2.86) na
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Tomando-se uma solugao do tipo:

ufp = A,z (2.105-a)
' = -
ufp A (2.105-b)

Substituindo-se (2.105-b) em (2.104), tem-se

>
]
l"u
Hh

(2.105=-¢)

7]
+h

Desta forma, a expressao (2.105-a) fica:

la~]
Hh

u

£p (2.106-2a)

7]
.

]
N

h

Utilizando-se as notacoes auxiliares das formulas

expressao (2.106-a) tem-se:

u = . Z (2.106-b)

Somando-se as expressoes (2.103) e (2.106-b), ob-

tem-se a solucao geral da equacao diferencial (2.100). Apli

cando-se agora a condicao de contorno na base (uf(o) = 0),

anula-se a constante C1 encontrada em (2,.103).

te:

Assim, a solugao da equagao (2,100) & simplesmen-~

Z (2.107)
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Para o carregamento constituido por apenas carga

uniformemente distribuida qg, vem:

Q = q.(H-z2) (2.108)

A solugao da equagao homogénea & dada pela expres
sao (2.103),
Para obter uma solucao particular da equacao com-

pleta substitui-se a expressao (2.108) em (2.100) obtendo:

qf(H-Z)

u' B e —— (2.109)
f Sf

Tomando-se agora uma solucao do tipo polinomial:

— 2 -
ufp = Az” + Bz (2.110-2a)

e derivando~se uma vez, tem-se:
ugs = 2 Az + B (2.110-b)

Procedendo-se as devidas substituigcoes e usando
as notacoes auxiliares da expressao (2.86), junto com a con
dicao de contorno na base (uf(o)=0), tem~se como solucao ge

ral da equagao (2.100) a fungao:

u, = . (1- %). z (2.111)
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3. PROGRAMAS PARA COMPUTADOR E RESULTADOS

3.1 -~ Larguras limites B de pilares sem considerar a defor-
macao axial dos mesmos

Considera-se como largura limite de pilares em
paineis de contraventamento, a largura B de referencia aqui
utilizada para enquadrar estes elementos verticais, como pi

lares-paredes ou como pilares de portico.

A analise & feita para o trabalho em conjunto de
vigas e pilares de um painel,

B Y/ //B 7
| D |
T e

Fig. 3.1 - Painel formado por dois pilares
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Como exemplo para a determinagso destas larguras
limites apresenta-se o painel formado por dois pilares da
figura (3.1), cuja altura total H & de 30m, com pée-direito
dos andares H1 igual a 3,00m, vigas com 6,00m de comprimen
to D e altura das vigas AV de 0,30m, Para este painel, va-
ria-se progressivamente a largura B dos pilares e para ca-
da um destes valores, calculam-se os deslocamentos no topo
como painel de pilares-paredes (uw) e tambéem como painel
de pilares de portico (ug). A analise e feita para carga
concentrada no topo e depois para carga uniformemente dis
tribuida ao longo da altura.

E calculada a diferenca absoluta entre os dois

deslocamentos:

(3.1)

[+
"

[~
I

=

Determina-se entao a porcentagem relativa da di-

ferenga da expressao (3.1):

; para 1 ou f (3.2)

|
W 1E]
]
A

Da equacao (3.2), tira-se que

—— uf
PU = (=) -1 (3.3-a)
w u
w
PUf = 1] - (-l;—f— (3.3"b)

(=) = PO+ 1 (3.3-¢)
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Usando-se a inversa da equagao (3.3-c) em (3.3-b),

tem-se a relacao entre (§ﬁf) e (Fﬁw), como mostra-se a se-
guir
. Fﬁw
PUf = R (3.4-3)
PU +1
w
ou
— 1
PU, = ——— (3.4-b)
1+(—)
PU
w

O estudo deste exemplo & feito atraves do progra-
ma para computador No. 1, que considera o painel com carga
lateral concentrada no topo e atraves do programa para com-

putador No. 2 que analisa o painel com carga uniformemente

distribuida.
0 cartao de dados e igual em ambos programas,

fornecido na ordem e formato a seguir:

Altura total da estrutura

Formato (F3.0)

Numero de andares

Formato (I2)

Nimero de pilares

Formato (12)

Modulo de elasticidade

Formato (F10.0)

Parametro de largura

Formato (F5.2)
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Comprimento da viga

Formato (F5.2)

Altura da viga

Formato (F5.2)

Espessura da viga

Formato (F5.2)

Espessura do pilar

Formato (F5.2)
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LISTAGEM DO PROGRAMA NO 1
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3.2 - Resultados para carga concentrada no topo do painel

Observando-se os valores numéricos obtidos utili=-
zando o programa para computador No. 1 para o exemplo em es
tudo, tendo em vista os graficos das figuras (3.2-a) e -
(3.2-b) e as expressoes (3.3-a), (3.3-b) e (3.4-b), extrai-

ram-se as seguintes conclusoes:

a) Para u, << ug > Fﬁw =
ou DU = ug > ?ﬁf = 100Z
b) Para u_ = (41%)u + PU_ = 1447 @& maximo
w f w
Fﬁf = 597 e maximo
c) Para u, = (SOZ)uf > PUw = 100%
PUf = 507
d) Para u_ = (752)u + PU_ = 337
w f w
PU,. = 252

17.87Z e minimo

n

(85%Z)u + PU

n

e) Para u
w

15.167 & minimo

la-]
o]
]

Analisando a seqHEncia dos passos acima por serem
de grande utilidade ao nosso estudo, nota-se que a porcenta
gem relativa da diferenga de flechas Fﬁi,(onde i =wou f),
vai diminuindo gradativamente, a medida que o valor da fle-
cha u, se aproxima do valor da flecha ug.

Ve-se, entao, que ocorre uma "transicao" entre am
bos modelos de comportamento no ponto em que e obtido o mi-

nimo valor da porcentagem relativa da diferenca entre as fle



-53~

chas. Deve-se observar que esta "transicao" foi detectada va
riando-se progressivamente a largura B dos pilares do painel
analisado. De modo que o valor da largura dos pilares em que
ocorre tal mundanga de comportamento, representa a 'largura
limite ou de referencia dos pilares", ou seja a largura do
pilar que determina nos painéis em estudo, o tipo de modelo
estatico mais preciso e adequado ao caso considerado.

0 programa para computador No. 1, para este exem-
plo, com carga concentrada no topo, fornece a "largura limi-

te" em torno de 0,48m.

3.3 - Analise da simetria no grafico da diferenca relativa

entre as flechas apresentado na figura (3.2-b)

Tomando-~se dois pontos simetricos quaisquer deste

grafico e efetuando-se os calculos respectivos (passo a pas-
so) atraves do programa para computador No. 1, verifica-se
que em ambos os pontos escolhidos, tem-se valores iguais pa-

ra:

a) A relacao: y = £
J
g
- S
b) A relacao: k = |-&
Jg

¢) 0 valor adimensional: K = k.H

d) A relacgao: ap

Da expressao (2.93) para flecha na parede tem-se

P,-H e-ZK-1+(1-e

j WK l+e

-2K(Z~-1)
2K

-K.z

).e ) + K.Z
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Chamando
P LH> -2K -2K(z-1) K.Z
* . -1(1- T ).e
u, = (). | (G {1-e —% ):e ) + K.Z (3.5-a)
K l1+e
A expressac anterior fornmece o mesmo valor para

3 & e
ambos os pontos e substituida na expressao (2.93), resulta:

v o= ¥ (3.5-Db)

Analogamente, chamando

N P . H.Z
Y¢ T TIE - (3.6-a)
(=—). A +2n ). (1-0 )
Hy PP P

onde esta expressao tambem fornece o mesmo valor para ambos

0s pontos e substituida na expressao (2.107) resulta:

u
up = oL (3.6-b)

K = v.j (3.7-a)

uf = f; (3.7-b)
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Considerando-se agora, as expressoes (3.3-a) e
(3.3-b), correspondentes as porcentagens relativas da dife-

renca de flechas e fazendo-se as respectivas substituicoes,

tem-se

uf U:
PU = (=) -1 = (—=) -1 (3.8)
A4 Y.u
*
- uw Y.uw
PUf=1—(-‘3-f-)=1-(*) (3.9)
u

Desta maneira e pelas expressoes (3.5-a), (3.6-a)
e satisfazendo o item a) para ambos os pontos os valores das

expressoes (3.8) e (3.9) serao iguais no grafico.

3.4 - Resultados para carga uniformemente distribuida no

Eainel

Considerando-se agora o programa para computador
n® 2, os resultados numericos, os graficos (3.3-a) e(3.3-b)
e as expressoes (3.3-a), (3.3-b) e (3.4-b) e procedendo - se
analogamente ao caso anterior, observa-se que a regiao de
transig;o, para este exemplo com carga uniformemente distri
buida, consegue-se para larguras dos pilares em torno de
0,42n,

A analise da simetria no grafico (3.3-b) e analo~-
ga tambem ao caso de carga concentrada no topo, descrita

anteriormente.
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3.5 - Outros exemplos

De acordo com a analise feita no primeiro exemplo
numeérico e comentada anteriormente, foram elaborados os pro
gramas para computador No. 3, para carga concentrada no to
po, e No. 4, para carga uniformemente distribuida, que de-
terminam diretamente as "larguras limites" em painéis de
um, dois e tres pilares respectivamente.

Os referidos programas, fazem uso de duas subro-

tinas:

RIGl - Calculo da rigidez em painel de um pilar.

RIG2 - Calculo da rigidez em paineis de dois ou trés pila

res.

O cartao de dados em cada um destes programas e
fornecido na mesma ordem e formato que nos programas No. 1

e No. 2.

Com finaiidade ilustrativa, apresentam-se na TA-
BELA 1, dimensoes para paineis de um, dois ou tres pilares

que serao aproveitados na aplicacao destes programas.
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Tabela 1

EXEMPLO H Hl D
(m) (m) (m)

1 30 3,0 6,0

2 30 3,0 4,5

3 30 3,75 6,0

4 40 3,08 6,0

5 40 3,08 4,5

6 40 4,0 6,0

onde H, H1 e D sao as dimensces ja definidas ao longo deste

trabalho.
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LISTAGEM DO PROGRAMA NO 4
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As TABELAS 2, 3 e 4, apresentadas a seguir, mos-
tram as larguras limites correspondentes as dimensoes da
TABELA 1, para cada tipo de painel e para diferentes altu-

ras de vigas AV, onde:

B indica largura limite correspondente a carga concentra-
: g

da no topo.

* - .
B indica largura limite correspondente a carga uniformemen

te distribuida.

Tabela 2

PAINEL DE UM PILAR

EXEMPLO 1|EXEMPLO 2|EXEMPLO 3|EXEMPLO 4|EXEMPLO 5|EXEMPLO 6

AV . * x * * * %
(m) B B B B B B B B B B B B

0,150,18/0,18(0,22|0,18|0,18/0,18{0,18{0,18/0,22|0,18/0,18{0,18

0,30/0,36/0,30{0,40{0,36|0,36/0,30|0,36/0,36|0,45|0,36|0,42|0, 36

0,50|0,60|0,480,63/0,58(0,60|0,54]0,60|0,540,72]0,63(0,66|0,60

0,70{0,78/0,66[0,90|0,76 |0,84]0,72 |0,84|0,720,990,81|0,90/0,78

0,90/0,96|0,841,12|0,94[1,02{0,90{1,02{0,90(1,21{1,03{1,14|0,96

1,10(1,14{0,96 |1,30(1,12 |1,26|1,08 |1,20|1,02 |1,44|1,21]1,38]1,20
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Tabela 3

PAINEL DE DOIS PILARES

AV
(m)

EXEMPLO 1

EXEMPLO 2

EXEMPLO 3} EXEMPLO 4| EXEMPLO 5

EXEMPLO 6

*
B B

*
B B

* * %
B B B B B B

*
B B

0,15

0,240,18

0,27, 0,22

0,24]0,24/0,24{0,24] 0,27/ 0,27

0,24(0,24

0,30

0,480, 42

0,54| 0,45

0,48(0,42]0,54|0,42{0,58|0,49

0,54(0,48

0,50

0,78/0,66

0,99/ 0,81

0,840,72(0,90/0,7211,08/0,90

0,90(0,78

0,70

1,14:0,96

1,53|1,21

1,20(1,02|1,26(1,0211,84]1,35

1,38(1,14

0,90

1,50(1,20

2,25{1,75

1,68|1,38|1,68|1,38(2,25|2,25

1,92|1,56

1,10

1,86]1,50

2,25|2,25

2,22(1,68(2,16|1,68|2,25|2,25

3,00{1,98

Tabela 4

PAINEL DE TRES PILARES

AV
(m)

EXEMPLO 1

EXEMPLO 2

EXEMPLO 3|EXEMPLO 4|EXEMPLO 5

EXEMPLO 6

*
B

*
B

* * *

B B B

*
B

0,15

0,24]0,24

0,31/0,27

0,30/0,24|0,30|0,24(0,31|0,27

0,30/0,24

0,30

0,54(0,48

0,63/ 0,54

0,54/0,48]0,60{0,48{0,67]0,58

0,60|0,54

0,50

0,90({0,78

1,17]0,94

0,96{0,84/1,02{0,84|1,26|1,03

1,08]0,90

0,70

1,32(1,14

1,931,48

1,44(1,20(1,50{1,20(2,16|1,71

1,62(1,32

0,90

1,741, 44

2,25(2,16

2,1011,62]1,80|1,62(2,25(2,25

2,28|1,86

1,10

2,281, 80

2,25]2,25

2,8212,16(2,64|2,04(2,25(2,25

3,00(2,64
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Os resultados numericos apresentados pelos progra
mas No. 1 e No. 2, mostraram que as "larguras limites" sao
menores para carga uniformemente distribuida que para carga
concentrada no topo. Igualmente, notam~se nas TABELAS 2, 3
e 4, procedentes dos programas N? 3 e N? 4, que os valores
das larguras limites B correspondentes a carga concentrada
no topo sao maiores ou iguais que os valores das larguras li
mites B* correspondentes a carga uniformemente distribuida.

A fim de evitar repeticoes e tornar este assunto
uma leitura menos exaustiva, doravante serao considerados so
mente casos com carga lateral concentrada no topo.

Atraves do estudo feito até o momento determina-
ram-se '"provaveis larguras limites" para diferentes tipos
de paineis.

A seguir verificam~se os momentos fletores, obser
vando o comportamento dos graficos, antes e apos um interva

lo em torno destas provaveis larguras criticas.

3.6 - Verificacao do diagrama de momentos fletores

3.6.1 - Momentos fletores na parede

O momento fletor na parede Mw e expresso por uma

funcao continua, conforme expressao (2.4), isto o:

M =3 . u" (3.10-a)

" w e*KZ+C -KZ

(3.10-b)
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Substituindo as expressoes correspondentes as
constantes C, e C,, dadas na equagao (2.92) em (3.10-b) e

levando em (3.10-a) segue

PoH [ =KZ_ K.(2-2)

M =3 (= ).
W w Jg.K l+e 2K

(3.11)

3.6.2 - Momentos fletores no portico

Para painel-portico, mantem-se a hipotese de pon
- « - . >
tos de momentos nulos a meia altura do pe~direito, confor-

me figura (3.4).

LAJE(N) == — — —~ -
Hl
LAJE(M)— ——=—
H, 5
T, T, 2 m
-— A = e e o
HI
2

LAJE(L )—— — — — —t r
7

Fig. 3.4 - Forcas cortantes nos pilares do portico

A forga cortante Qf total, em todos os tramos de
pilares do andar m (imediatamente abaixo da laje m) e cal-

culada por:

uf(Em)—uf(ER)

iy

~

S, . (3.12)

Qe (m) = S¢

A forga cortante no tramo m de cada pilar sera

dada por:
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S;
T; = 5, Qf (m)

(3.13-a)

onde S. & a rigidez 3 forca cortante do pilar i

Substituindo a expressao (3.12) em (3.13-a) tem-

~se.:

S.
T, = ﬁi. ug(z ) = u (zy) (3.13-b)
1

Para cada andar, obtem~se 0 momento fletor maxi-
mo, mediante a multiplicacao do valor da expressao (3.13-b)

pela meia altura do pe-direito. Portanto:

S,
i - -
Mfi = 7-'{uf(zm) - uf(zg)} (3.14-a)

Da expressao (2.107) em (3.14~a) tem-se:

s, P, ) )
Mfi = §; i H'[Z(m) - Z(z)} (3.14-b)
Como z = H.Z , entao resulta
S P_.H
1 f 1

Portanto, para painel com um unico pilar, em que

Si = Sf tem-se:

(3.16-a)
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Para painel com dois pilares §; = Sf/2 , vem

(3.16~-b)

Para painel com treés pilares as expressoes de S;

encontram-se nas equagoes (2.75) e (2.76),

Portanto:

Mep = Mgy ={ (1-(1?) } Pf;Hl
2.(1—ap)+(1-8p)
¢+ (3.16-¢)
" i (1-Bp) Pf.Hl
£f2 ° 2

2.(1-ap)+(1-8p)

Para ilustrar, foram escolhidas as dimensoes do
exemplo N? 1, da TABELA 1, em painel de dois pilares com
vigas de 0,15m de altura, variando-se a largura B dos pila
res em torno do seu valor limite.

Para cada largura B e apresentado o respectivo
grafico do Momento Fletor Mw ao longo da altura do pilar.

Observe-se o comportamento de cada grafico e com
parem-se com o valor de Mfi da expressao (3.16-b) para pai
nel de dois pilares, o qual e de 0,75tf.m para todos os an

dares, quando se toma Pf = 1tf.
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LISTAGEM DO PROGRAMA NO 5
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iz

1,0

0,9

-0, 8

L 0,7

- 0,6

-0,5

-0,4

- 0,3

- 0,2

M w
_—— 1 1 ] 1
tf.m 5,0 40 3,0 2,0 1,0

Fig. 3.5.1 - Momentos fletores Mw
(B = 0,18m).
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- 0,9

- 0,8

0,7

- 0,5

04

-0,3

- O, 1

My

-

tf.m

1 i 1 1 ]

5,0 4,0 3,0 2,0 1,0

Fig. 3.5.2 - Momentos fletores Mw
(B = 0,24m).
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Mw 1 L

-0,5

-0,3

Ja— 1 1 [l
tt.m 50 40 3,0 2,0 1,0

Fig. 3.5.3 - Momentos fletores M
(B = 0,30m).
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] 1 1 i ]

- 1,0

- 0,9

L 0,4

-0,3

-0, |

tftm

5,0 4,0 3,0 20 1,0

Fig. 3.5.4 - Momentos fletores M
(B = 0,36m).
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w 1 1 i 1 1

- 0,8

_0'7

-0,4

0,3

0,2

=z

m 50 4,0 30 2,0 1,0

Fig. 3.5.5 - Momentos fletores Mw

(B = 0,42m).
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| 0,9
0,8
0,7

- 0,6

- 0,3

- 0,2

M.

w 1 1 1 t 1

ttm 50 40 30 20 1,0

Fig. 3.5.6 ~ Momentos fletores Mv
(B = 0,48m),
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Observando-se os graficos das figuras (3.5), em
que foi mantida constante de 0,15m a altura das vigas, no-
ta-se que o comportamento dos paineis e mais proximo do
comportamento do painel de pilares-paredes para valores de
larguras B acima da respectiva largura limite calculada na
TABELA 3.

Variando agora as alturas das vigas, alem das
larguras dos pilares, apresenta-se na TABELA 5, valores de
momentos fletores na parede calculados na base com o obje-

tivo de maior esclarecimento da questao.



Tabela 5

~ MOMENTOS NA PAREDE (tf.m)
@ VALORES NA BASE
X o n
%QE ALTURAS DE VIGAS (m)
A 0,15 0,30 0,50 | 0,70 0,90 1,10
0,06
0,12
0,18 1,088
0,24 1,649
0,30 2,268
0,36 2,934 | 1,038
0,42 3,637 | 1,287
0,48 4,365 | 1,547
0,54 1,816
0,60 2,091
0,66 1,103
0,72 1,235
0,78 7,890 | 2,946 | 1,369
0,84 1,504
0,90 1,639
0,96
1,02 1,152
1,08 1,232
1,14 1,312"
1,20 2,304 | 1,391
1,26 1,469
1,32
1,38 11,840 | 5,709 | 2,683 | 1,620 | 1,111
1,44 1,161
1,50 12,230 | 6,183 | 2,923 | 1,764 | 1,210

* Valores para as respectivas larguras limites.




Tabela 5 (continuacao)

2 MOMENTOS NA PAREDE (tf.m)
2 = VALORES NA BASE
o < ALTURAS DE VIGAS (m)
"R 0,15 0,30 | 0,50 0,70 0,90 1,10
1,56 1,258
1,62 1,902 | 1,304
1,68
1,74 1,031
1,80 1,062
1,86 1,091
1,92 1,513 | 1,120
1,98 1,550 | 1,147
2,04 1,585
2,10 | 13,280 7,945 | 3,903 | 2,358 | 1,618 | 1,197
2,16
2,22
2,28
2,34 . 1,280
2,40 8,456 | 4,226 | 2,555 | 1,753 | 1,297
2,46 1,313
2,52
2,58
2,64 1,349
2,70 | 13,620 8,750 | 4,422 | 2,676 | 1,836 | 1,358
2,76
2,82
2,88
2,94
3,00 | 13,660 8,846 | 4,489 | 2,716 | 1,863 | 1,379

* Valores para as respectivas larguras limites,
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Dos resultados da TABELA 5 , nota-se que aumentan
do a largura dos pilares, aumentam também os valores do Mo-
mento Fletor Mw na base,

Observa-se tambem que aumentando a altura das vi-
gas AV, diminui o respectivo Momento Fletor Mw na base dos
pilares.

Desta forma, vigas mais rigidas, levam os elemen
tos verticais a se comportarem como pilares de pSrtico,atrg
ves da diminuigao dos momentos fletores M na base.Conclui-
-se também que o aumento dos momentos fletores Mw na base
nao e ainda mais acentuado quando se aumenta a largura dos
pilares, pois igualmente diminui o comprimento entre as fa-
ces internas dos mesmos, enrijecendo mais as respectivas vi
gas, explicando~se assim o comportamento dos graficos das

figuras (3.5) mostrados anteriormente.

3.7 - Analise das larguras limites em painéis com pilares

de portico de nds puntuais

Com a analise seguinte pretende~se comparar os re
sultados com os obtidos para painel com pilares de portico
de nos com trechos rigidos.

Para tal estudo sera calculada a nova rigidez Sf
para porticos de um, dois e tres pilares, respectivamente,e
onde os parametros restantes continuam sendo os mesmos do

caso anterior.

3.7.1 - Painel com um pilar de portico e vigas simplesmente

apoiadas na outra extremidade

Do APENDICE II (itens A e B), segue

M = 3.E.K_.a
v
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H
—_— B
H, "
2 ()
A
2 "
T
+ D
<
Fig. 3.6 - Andar deformado
Pelo equilibrio do no tem-se
L. - =
12.E.Kp.(uf a) 3.E.Kv.a 0 (3.17)

Com a equacao de equilibrio anterior segue
a=qa_ ., u! (3.18)

onde:

4,.K

&p = TRTe (3.19)
P v

Fazendo as devidas substituigoes, a forga cortan

te do pilar no andar considerado e dada por:

12'E.K

Q = 0

- . (1-ap) . u! (3.20)

f
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Portanto, a rigidez do painel a forga cortante é&:

12.E.K _
S, = — P | (1-ap) (3.21)

f H1

3.7.2 - Painel com dois pilares de portico unidos por vigas

A \ ¢
a
M
2
H
2 (i} "
—.,—A B
-/ D /
Y4 4

Fig. 3.7 - Andar deformado
Do APENDICE II (itens B e C), segue

= '-
6.E.Kp.(uf a)

Pelo equilibrio do no A, tem-se:

12,E.K .(u'-a) - 6,E.K .a =0 (3.22)
p f v
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Da equacao de equilibrio anterior segue

a =0 . ug (3.23)

onde

2.K

&p = -(T_K—_-'-_E—T (3.24)
* p v

Por ter-se condigoes semelhantes em ambos os pila

res a forga cortante no andar considerado é:

Q = Q, = ———ﬁ——B.(l-Ep).u% (3.25)

Desta forma, a rigidez a forca cortante 8¢ para
cada pilar e dada por: t
12.E.K _
S, =8, =———=  (1-a) (3.26)
f1 f2 H1 P

Para encontrar a rigidez total do painel a forga
cortante, somam-se as contribuicoces de ambos pilares. Por-

tanto:

S, = =Lt | (1-a ) (3.27)
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3.7.3 - Painel com treés pilares de portico unidos por vigas

4 : c'
JIY
H| 0,4
T b al ¢
Hl
2
H,
2
——‘D——A“ BI' ﬂ CII
/ D D /
7 7 7

Fig. 3.8 - Andar deformado

Para o painel da figura (3.8) tem-se:

- = = = 1.
MA-A' MA-A" MC—C' MC—C" 6.E.Kp.(uf a)
MA—B = MC-B = 4.E.Kv.a + 2‘E.Kv.b

(3.28)
>

= = '—
MB-B' MB-B" 6.E.Kp.(uf b)
My, = Mp_o = 4.E.K .b + 2.E.K .a

Pelo equilibrio do no A tem-se:

6.K = (Z.Kv+6.Kp).a + Kv'b (3.29)

)
p-uf
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Pelo equilibrio do no B tem-se:
' =
6.Kp.uf (4.Kv+6.Kp).b+2.Kv.a (3.30)

Com a solugao do sistema de equacoes formado pe-

las expressoes (3.29) e (3.30),segue

= '
a ap . ug (3.31)
= R '
b BP . ug (3.32)
com
Z.Kv+6.K
o = X
v
6.Kp
¢,= <% . (3.33)
v
2.Kv+3.K
w= K
v
/
Segue que:
¢
- _ ,1=-2.¢ o1
Bp = (¢1-¢.ap) (3.35)
Seja
Kp 6
= i .3
£ =z (3.36)
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Substituindo (3.33) em (3.34) e (3.35) e rearran-
jando com (3.36), tem-se:

S - _3.f.(1+2f) (3.37)
P 6.f.(1+£)+1
Bp = 6.f.(1-ap) - 2.ap (3.38)

As forgas cortantes nos pilares 1 e 3, por serem

iguais sao dadas por:

12.E.K )
Q]. = Q3 = Hl . (1-ap) . uf (3.39)

Para o pilar 2, a forga cortante &

12.E.K
Q, = ——EI-—E - (=B . oug (3.40)

Desta forma, as rigidezes dos pilares a forga cor

tante sao dadas por:

12.E.K _
S =S e, (1-a ) (3.41)
£, i3 Hy P
12.E.Kp -
sz = T . (1-Bp) (3.42)

Com o uso das duas expressoes anteriores, a rigi-

dez total do painel a forga cortante @&
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12,E.K

= o P - -8
S¢ i 2.1 ap) + (1 Bp) (3.43)

O programa para computador N9 6, apresentado a se
guir, foi elaborado com a substituicao desta nova rigidez
Sf em lugar daquela do caso anterior para um, dois ou tres

pilares, determinando-se em cada caso, a respectiva largura
limite.
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LISTAGEM DO PROGRAMA N¢ 6
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Com a finalidade de comparar resultados com os ob
tidos nas TABELAS 2, 3 e 4, foram estudados todos os exem-
plos da TABELA 1, em paineis de um, dois e tres pilares,res
pectivamente, com altura de viga constante de 0,30m.

Os resultados sao apresentados na TABELA 6, seguig

te.
Tabela 6
ALTURA DE VIGA DE 0,30 m
EXEMPLO 1| EXEMPLO 2 |EXEMPLO 3 |EXEMPLO 4 |EXEMPLO 5|EXEMPLO 6
B B B B B B
PAINEL 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36
COM UM
0,36 0,40 0,36

PILAR ( ) ( ) (0,36) (0,36) (0,45) (0,42)
PAINEL | 4 3¢ 0,40 0,42 0,42 0,40 0,42
COM DOTS

oriares | (0-48) | (0,54) | (0,48) | (0,54) | (0,58) | (0,54)
PAINEL | 4 3¢ 0,45 0,42 0,42 0,45 0,48
COM TRES

priages | (0554) | (0,63) | (0,54) | (0,60) | (0,67) | (0,60)

Comparando-se estes resultados com os anteriores

(mostrados entre parenteses) nota-se que as larguras limi-
tes em painéis com nos de trechos rigidos sao maiores ou i-
guais que as larguras limites em paineis com nos puntuais.
Para maior correcao, a analise devera ser feita
considerando paineis com pilares de portico com nos de tre-

chos rigidos.



-108-

A seguir, toma-se este caso e desenvolve-se uma
analise adimensional tornando a aplicacao pratica mais efi

ciente e menos trabalhosa.

3.8 - Analise adimensional

3.8.1 - Painel com um pilar e vigas simplesmente apoiadas

na outra extremidade

A

(H, -AV) K,

A_\7 4

T7IT I T, RS

4F\

4F§ﬁ+_

|
t

Fig. 3.9 - Painel com um pilar e vigas simplesmente apoia-

das na outra extremidade.

a) Determinacao do deslocamento u,_como painel de pilares

de portico

Com ajuda das expressoes (4), (8), (13), (17) e
(22) do APENDICE I, para a figura (3.9), tem-se:
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0,75.(1§5)2+1,5.(l§5)+1 |
0Lv =X . 1-x 2
((==2)+1)
’ (3.44)
y = L
v o J
v
1-r.2 1-r
Lo [0,75.(—?—) +1,5. (= )+1]
. - 2
P (A=Xy+1)
r
[1,5.(155)2+3,0.(l%£)+1 ]
Y =71 . -
P (EEy+1)?
> (3.45)
3.ap
A —
P 2 2
4,07~
( p Yp)
y
n_ = EE . A
P > p J
(- 2
x = i : (3.46-a)
Hl-KV
r ( 5 ) (3.46=-b)
1

Com as expressoes (3.46-a) e (3.46-b), seguem

B = (1-x).2D (3.47-2a)

V = (1-r).H1 (3.47-b)
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Desta maneira, a relacao entre as rigidezes da vi

ga e do pilar, escreve-se como:

1-r.3 H14

KV v 1
T (z—).(T:;) 5. 3 (3.48)
P
e AV
onde: e, = espessura da viga e KV = 17D
ep.B3
ep = espessura do pilar e Kp= 12.H1
e
Fazendo: M, = —
1 e
p
9 (3.49)
N = .}.{_]:.
1 )
A expressao (2.45) transforma-se em:
- (8.1 _+4.n )
%p ° Sty (3.50)
(8.Ap+4.np)+(§).M1.[T:;] N

Substituindo as formulas (3.47-a) e (3.49) na ex-

pressao da rigidez do pilar, segue:

) (3.51)

Portanto, substituindo a expressao anterior na e-

quacao (2.48), tem-se:
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4.E.ev.H1

1-
S, = . (
£ 3.M1 N1

x.3 -
) .(4.Xp+2.np).(1—ap) (3.52)

Finalmente, substituindo esta expressao na equa-

cao (2.107), tem-se na forma adimensional:

E.e 3.M1.C.ﬁ.Z.Ni
o (5—) = 3 - (3.53)
f 4,.(1=-x) .40 +2.n ). (1-a )
p P P
onde: C = géﬁ (3.54)
NR
para: NAN = Numero qualquer de andares

= Numero referencial de andares

=z
=
[

b) Determinacao do deslocamento u_como painel de pilares-

-paredes

Usando as formulas (2.15-a) e (2.15-b) e rearran

jando com as expressoes (3.47-a), (3.47-b) e (3.48), segue

A} Al

g _ |3 Sy 1l
ke E e J AU R AR (3.33)

g p 1

Usando as expressoes de (3.49), a variavel adimen

sional K da expressao (2.86), transforma-se em
K = A.C.NR (3.56)

onde:
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- 1| 1l-r |3 4
A =3 [x.(l_x)} Ny (3.57)

w
j = Z.E.e . ( 1_x ) (3.58)
v

Substituindo (3.56) e (3.58) na expressao (2.93),

tem~se na forma adimensional:

3

E. * L ] I— - - -
. ev) _ 3 Ml.{Nl C NR} {((e 2K_1)+(1_e2K(Z 1)).e KZ) .
w Pw 2 (1-x).K 1+e-2K

+ KZ } (3.59)
No topo (Z=1), a expressao anterior transforma-

-se em:

E.e 3.M, [N, .C.FR] -2K ]

v 117 e -1

u . ( ) = { — } .[(—-*:*—) + K (3.60)
w P 2 (1-x).K 1+e- 2K J

3.8.2 -~ Painel com dois pilares unidos por vigas

a) Determinacao do deslocamento ug_como painel de pilares de

portico

Com a figura (3.10), as expressoes de (25), (28)
e (31) do APENDICE I, transformam-se em
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i . __IZI\.A::
——w——
AV L
- H
(W—EV) H,
A—V - -
z
7 ////1/// 7777 D I T J‘
T
JEan :
{D- B)
Fig. 3.10 - Painel com dois pilares unidos por vigas

' ' [0,75.(——r—l;x')2+1,5.(—.———1;x')+1}
o' = x', o
(EFen?

.
v

1,5. (2% 243,0. (15X y
Y'=x'[ X X

(X +1)?

3,a'
Al o=
v 2__ 12
(A.av Yo )
.Y|
T - Vv '
v Tar Ay
onde:
1 = D-B
X D

|

» (3.61)

(3.62)
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Com a expressao anterior tem-se agora que:

B = (1-x").D (3.63)

Como os pilares sao semelhantes aos do caso ante=-
rior (3.8.1), entao continuam validas as expressoes (3.45),
(3.46-b) e (3.47-b). Com isto, a relacao de rigidezes entre

vigas e pilares, escreve-se como:

oYy -y L3 Nt (3.64)
E; S R | .

onde M1 e Nl sao as mesmas variaveis adimensionais da e-

quacao (3.49).

Desta maneira a expressao (2.52), transforma=-se

em

8.0 +4,
(pnp)

Qi
]

P l1-r 13 4 ' '
(8.)\p+4.np)+M1.[—1—_?-r] .Nl.(4.>\v+2.ﬂv)
(3.65)

Subétituindo as formulas (3.49) e (3.63) na ex=-

pressao da rigidez do pilar, segue

e H2
_ vt 1-x'.3
Kp = 12.M1 I ¢ Nl ) (3.66)
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Levando agora a expressao anterior em (2.107),

tem-se na forma adimensional:

E.e 3.M1.C.ﬁﬁ.Z.Ni
uf.( 5 ) = 3 — (3.68)
f (1-x") . (4A +2n ). (1-0 )
P p P

onde C e dado pela expressao (3.54).

b) Determinacao do deslocamento u,_como painel de pilares-

—paredes

Usando as formulas de (2.24), junto com as expres
soes (3.47-b), (3.63) e (3.64), segue

s 3
g _ l1-1T 4 1
/ 3, / 6'M1'[x c(1-x } RS o (3.69)

Fazendo

3
A = 6.M1.[mry:‘ . Nl (3.70)

Com as expressoes (3.69), (3.70), a variavel adi-

mensional K da expressao (2.86), transforma-se em

K=A.C.N (3.71)
Para:
P .H3 6.Pw.M1 Nl'N N 3
] T "E.e - ( 1-x"' ) (3.72)
g v
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Substituindo (3.71) e (3.72) na expressao (2.93)

calculada no topo (Z=1), tem-se na forma adimensional:

E.e N,.C.NR > o~ 2K,
Uw-( Pw ) 6.M1.{m} . [(I‘::—Z—'K‘)"'K} (3.73)

3.8.3 - Painel com tres pilares unidos por vigas

A A1 [ R B
- «er —— T
AV
(H-AV)|  H,
AV
Ve TIITITITI70 7 Vo
D | D |
\ T +
B B 1B
(b-B) (D-B)

Fig. 3.11 - Painel com tres pilares unidos por

a) Determinacao do deslocamento u

g_como painel

vigas

de pilares

de portico

Para a figura (3.11), valem as expressoes (3.45),

(3.46-b), (3.47-b), (3.61), (3.62) e (3.63) dos casos

(3.8.1) e (3.8.2), respectivamente
Com isto, as expressoes

transformam-se em:

(2.68), (2.69) e  (2.70)
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(4x +2n )
i - P D
1 M l1-r 13 N4
1'[1-x'} 1
— P
_ AFl.(nv 4Av AFI) '
ap = = e — (3.74)
= _ R -
;. AF1 (ZAV+AF1).ap
P ng

Substituindo a expressao (3.66) por ser valida nes

te caso, na expressao (2.77), tem-se:

E.ev.H1 (l-x

f 6.M1 N1

3 - -
) .(4Ap+2np).[2.(1-ap) + (1-8) (3.75)

Com a expressao anterior em (2.107), tem-se na for

ma adimensional

E.e 6.M1.C.W.Z.Ni
ug. () = —3 = - (3.76)
£ (1-x") °(‘*’\p*2”p)-[2'(1‘%)*(1'81,)}

b) Determinacao do deslocamento u__como painel de pilares-

—-paredes

Usando as formulas (2.36), (3.47-b) e (3.63), a-

cha-se:

I w
oo

3
l-r } . N* %— (3.77)

Cae
QQ
]
(o]
=
Pt
L]
—
b
~~|
[y
|
b
|
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Fazendo:

3 1
] 1-1 4
A = /8.M1.[§TTTT:§T7} . N1 (3.78)

Com as expressoes (3.77) e (3.78), a variavel adi

mensional K, da expressao (2.86) transforma-se em

K=A.C.QNR (3.79)
Para:
3 —
Pw’H 4.PW.M1 Nl.NAN 3
jg T TE.e - 1-x' ) (3.80)

Substituindo (3.79) e (3.80) na expressao (2.93)

calculada no topo (Z=1,0), tem-se na forma adimensional):

Uw-( Pw ) = 4.M1.[m} . [(m)'ﬂ(} (3.81)

De forma analoga ao que foi feito nas analises an
teriores, apresenta-se a seguir um programa para computador
para calculo adimensional que varia a relacao entre parame-
tros B/D para cada relagao entre parametros HI/XV.

No cartao de dados para este programa, deve-se es
pecificar primeiramente o numero de pilares do painel que
vai ser analisado, no formato (I2).

Além disto, neste mesmo cartao & necessario en-
trar com duas variaveis adimensionais, cuja definicao , or-

dem e formato e a seguinte:

C & a relagao entre numero de andares do painel (NAN) e )

nimero referencial de andares (NR=10); com formato (F6.4).
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N1 e a relagao entre altura dos andares H1 e o comprimento

das vigas D; com formato (F6.4).

3.8.4 - Exemplo numérico e aplicacoes

Como exemplo da determinacao das relagoes % limi
H

tes para cada relacao :é , analisaram~se, paineis com 10
andares e vigas cujo c%%primento e o dobro da altura dos
andares. Desta forma, os valores adimensionais, 1impressos
na saida do programa N9 7, permitem o levantamento de gra-
ficos, cujas curvas determinam, se os elementos verticais
dos respectivos painéis sao "PILARES-PAREDES" ou "PILARES
DE PORTICO",

Com finalidade apenas ilustrativa, mostram-se os
valores numéricos resultantes em paineis de dois pilares.

Para proporcionar maior clareza e entendimento,
apresentam-se tambem no final desta PARTE 3, os graficos

adimensionais obtidos em paineis com 10, 15 e 20 andares
H
e valores de N =(—l) variando entre 0,5; 0,75; 1,00; 1,50

1 D
e 2,00,
Para mostrar a aplicagao dos graficos suponha-se

um painel cujas dimensoes de ante-projeto sao:

NAN = 10 andares Numero de andares

H1 = 3,5m = Altura dos andares
AV = 0,50m = Altura das vigas
D = 7,0m = Comprimento das vigas
B = 0,80m = Largura dos pilares
Pede-se:
Determinar se os elementos verticais sao pila-

res-paredes ou pilares de portico em paineis de um, dois e

tres pilares.
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Solucao:

|

=z
o
=2

C=T-6-—=1’O
H
N .
Nl- = = 0,5
H
:é =7
AV

Desta forma entra-se em tais graficos com o valor

calculado e encontra-se:

2l

a) Em painel com um unico pilar

% = 0,085 »+ B(LIMITE) =(0,085.7,0)= 0,60m

Como B foi inicialmente fixado em 0,80m, conclui-

-se que 0s elementos verticais trabalham como pilares-pare-

des.

b) Em painel com dois pilares

oo

= 0,115 =+ B(LIMITE) = 0,805m

Assim, os elementos verticais podem ser considera

dos como pilares-paredes ou como pilares de portico.
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¢) Em painel com tres pilares

B -
% = 0,1275 > B(LIMITE) = 0,90m

Desta maneira os elementos verticais comportam-se
como pilares de portico.

Portanto, com o uso destes graficos, uma simples
mudanca nos parametros geometricos no pre-dimensionamento
dos painéis, podera alterar completamente o comportamento es
tatico dos mesmos, ou seja, paineis de pilares de portico
poderao mudar para paineis de pilares-paredes ou vice-versa.
Por exemplo mudando-se a altura de viga para 0,70m, o ele-
mento vertical no painel de um pilar, anteriormente analisa
do, passara a ser pilar de portico.

Da mesma forma, alterando-se a largura B, para
1,0m, os elementos verticais no painel de tres pilares pas~
sarao a ser considerados pilares-paredes..

Note-se assim, que a utilizacao destes graficos
representa uma ferramenta de grande importancia na analise

estrutural e cujo uso e bastante pratico.
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GRAFICOS DOS ADIMENSIONAIS LIMITES

SEM CONSIDERAR A DEFORMACAO AXIAL DOS PILARES
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Fig. 3.12 - Painéis com um dnico pilar
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Fig. 3.13 - Paineis com dois pilares
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Fig. 3.14 - Paineis com tres pilares
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com um unico pilar
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Fig. 3.17 - Paineis com tres pilares
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4. COMPORTAMENTO ESTATICO DE PAINEIS PLANOS CONSIDERANDO A
DEFORMAQKO AXIAL DOS PILARES

4.1 - Introducao

Consideram-se novamente, os paineis de pilares de
portico e os painéis de pilares-paredes, analisados anterior
mente, tendo-se agora como objetivo, avaliar a influencia

das deformacoes dos pilares por forca normal.

4,2 - Paineis com pilares de portico

4.2.1 - Painel com um pilar de portico e vigas simplesmente

apoiadas na outra extremidade

Utilizando~-se o portico da figura (4.1) e 1levan-
do em conta as deformacoes do pilar por forca normal, o des
locamento total do andar genérico do portico & composto ago
ra, pela distorgcao do andar devido a flexao do pilar e viga
acrescida da deformagao causada pelo deslocamento axial Va

do pilar, conforme BATHAUS (2)

Fig. 4.1 - Deformacao do andar generico
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onde: § = a - ¢

(4.1)
Ya
D

S
fl

Considerando-se as expressoes dos itens A e B do
APENDICE I, os momentos aplicados pelas barras ao no A (po-

sitivos no sentido horario) sao agora:

= L
My_pr = E.K L(4h %2n0) . (u}-a)
MA-A" MA-A'
(4.2)
My_p = 3.E.K_.A .8
\Y
- - A
= 3.E.Kv.lv.(a 5 ) )

onde a notagao utilizada e ja definida ao longo deste traba

lho.

Pelo equilibrio do no A, segue:

v —8) =
2.K . (42 _+2n )ul [2.Kp.(4Ap+2np)+3xvxv].a+3.KV.Av.(D ) =0
(4.3)

A partir da equacao de equilibrio anterior, encon

tra-se:

- - Vv
a = g u' + B . <1—)A) (4.4-a)

onde:



onde:

~-se

nulo a meia altura dos pilares, a forga cortante Q

K .(8\ +4n ]
S = pr(BApriny)

P K_.(8X +4n )+3K A

P P P Vv

3K A
g = v v
v K .(8\ +4n )+3K X
P P P v v
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Substituindo a expressao (4.4

My_jr E.Kp.(4Ap+2np){(1-ap)

Substituindo a expressao ante

(4.4-b)

-a) em (4.2), segue

A
.u%-gv.(ﬁé)} (4.5-a)
(4.5-=b)

rior em (4.5-a),tem-

\Y
= - (<].E -
My E.xp.(axp+znp)[uf )-B, (4.5-c)
Analogamente, acha-se
vA
= '—_
My 3.E.xv.xv.[uf (5 )}-“p (4.6)

Conforme a hipotese de se ter

pontos de momento

-
no por-

tico, ao nivel do andar, tem por expressao:

2.M, s
Q=
1

(4.7)



~142-

Substituindo a expressao (4.5-c) em (4.7), segue:

= ' —
Q Fy o« ug Ry « Vu (4.8)
onde:
2.E.K B, |
Rl = _—-}_I-I—-— . (4>\p+2np) . ﬁ—-
¢ (4.8-a)
Fl = R1 . D J
Observe-se que F, na expressao anterior e o pro-
prio S¢ da equacao (2.48),
Admitindo a forga cortante nas vigas horizontais
concentrada ao nivel dos andares, distribuida ao longo da

altura do portico, segue

Mas
AL A8
( A
.

1Cle|
il D l
T i

Fig. 4.2 - Convengao de esforcos positivos nas vigas

Com os esforgos positivos da figura (4.2), tem-
~-se:
M
AB
= 4.9
1 H D (4.9)

Substituindo a equacao (4.6) em (4.9), tem-se:



Fazendo
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. - 3.E.K .2 [u'—(VA)} -
H).D "L f D p
3.E.K_. a
d, = v Zp
1 H D )

(4.9-2a)

(4.9-b)

Substituindo na equacao anterior a expressao de

&p dada por (4.4-b) segue

e pondo

- 3
2.E.K (4) +2n B
. = A v
1 H,.D )]
1
>
C1 = d1 . D
J
= L. J
q Cl'uf dl.\A
’NA+dNA

Fig. 4.3 - Elemento generico do pilar A

(4,9-¢)

(4.10)
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Pelo equilibrio do elemento generico da figura an

terior ao esforco normal;

- - " a (4.11)

Pela Lei de Hooke, pode-se expressar a deformacgao

do pilar devida a forga normal, como:

resulta

onde

V! = = (4.12)

Pela equagao anterior segue

NA = E.S.VA (4.12-a)

Derivando esta equagao e substituindo-a em (4.11)

E.S,.V" = - ¢ (4.13)

S, = e . B (4.13-a)

€ a area do pilar.

Repete-se a seguir, para maior clareza, o conjun-

to de equagaes que resolve o problema

Q =F, . u% - R .V, (4.8)
¢ =C, . u% -d; .V, (4.10)
E.S, .Vl = - ¢ (4.13)
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Nestas expressoes, observa-se que para obter a
forga cortante no painel, alem dos deslocamentos horizontais
no plano do mesmo & necessario considerarem-se tambem os des
locamentos axiais dos pilares, cuja importancia aumenta com
a altura do painel, conforme MANCINI (6).

As condigses de contorno para o conjunto de equa-

coes sao
a) No painel

uf(z=0) = 0 (o deslocamento horizontal na base e

nulo)

b) Nos pilares

b.1) VA(z=O) = 0

it

ES,.V!(z=H) = 0

b.2) NA(z=H) ON

Da expressao (4.8),segue:

R
ul = LV (4.14)
1 1

Substituindo esta expressao em (4.10) e a expres-

sao resultante em (4.13) vem

R
"o Q_ - L
E.S,.V} Cy- P + (d1 c, - Fl).vA (4.15)

Das expressoes (4.8-a) e (4.9-c), tem-se que:

®1
F

) =0 (4.15-a)
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dal a expressao (4.15), transforma-se em:

=t
9
<
1]
i
o
VD

(4.16)

Para o caso de carregamento constituido por ape-

nas carga concentrada no topo Pf,vem imediatamente

Q =P (4.17)

Com isto, a expressao (4.16) escreve-se

1
E.SA.VA F

(]
1

(4.17-a)

Integrando a expressao anterior duas vezes e apli

cando-se as respectivas condigoes de contorno, resulta

(=2) .[z - ZH] (4.18)

Pelas expressoes (4.8-a) e (4.9-c), tem~se que:

Cl
F— = (4.18"3)
1

o -

Substituindo a expressao anterior em (4.18),segue

Vy(2) = = g .{z - ZH] (4.19)
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Substituindo agora (4.17), (4.19) em (4.14), tem-

-se.

Pf R1 Pf.z
T A ) S S .[ZH-—Z] (4.20)
f F1 F1 2.E.SA.D

Integrando a expressao anterior e aplicando a con

digao de contorno correspondente, segue

P_..z R P_.z
f 1 £° 2
uf(z) = Fl + (f—) S S .[3H.Z"Z } (4.21)
1 A
Conforme (4.8-a)
R
1 1
FI =z (4.21-2a)

dal a expressao (4.21) fica

u (z) = + .[3Hz—22] (4.22)

Substituindo as expressoes (4.8-a) e as notacoes

(3.47-a), (3.49) e (3.54) tem-se em forma adimensional

E.ev 3.M1.C.NR.Z.N§ Ml.Zz.(C.NR.N1)3
u_.( ) = + .
f P 3 - 12,(1-x%x)
f 4,(1~ . A 2 . -
(1-x)".(4 p+ np) (1 ap)
. [B-Z} (4.23)

O primeiro termo do membro da direita na equacao
anterior e a flecha devida a flexao de viga e pilar e o se~-
gundo & a flecha devida a deformagao axial dos pilares.

Para o carregamento constituido por carga unifor-

memente distribuida no painel qp, vem:
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Q = qg(H-2) (4.24)

Substituindo (4,18-a) e (4.24) em (4.16), segue

- : qf.(H-z)
. A.VA = - —— (4.25)

Com consideracoes analogas ao caso de carga concen

trada no topo do painel encontra-se

if-2 2.2
VA(Z) = - E-.T‘_—._S:—D- . [3H.Z-Z -3H ] (4.26)

Substituindo (4.21-a) e (4.26) em (4.14), segue

q.(H-2z) Qe 2
wp = S s brteatoan | (4.27)

Integrando a equacao anterior e aplicando a res-
pectiva condigao de contorno, segue a expressao do desloca-

mento horizontal

q .z
up(z) = £ .@- §]+ £ 2.[6H22+z3—4H.zz] (4.28)
) 24.E.SA.D

Utilizando a forma adimensional a expressao ante-

rior pode ser escrita:

u

E.e 3.M,.C.FR.N2
v 1 1 Z
£ G " 3 —- (- 3z +
£°0 4 (1-x). (41 _+2n ) (1- &
(1-x)7.( p ﬂp)( p)

2 — 3
Ml.Z .(C.NR.Nl)

2
* 28. (1=%) [e-az+z ] (4.29)
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4.2.2 - Painel com dois pilares de portico unidos por vigas

?

8

-
°Jr\/

a
92 I /
A ( )
V, -V
§ =N A e
/l Ve
ﬂ
BI|
D /
§
Fig. 4.4 - Deformacao do andar generico do portico
Na figura anterior ve-se que
§ = a -~ ¢
t (4.30)
v, -V
_ ,'A""B
o = (2D |

Utilizando expressoes dos itens B e C do APENDICE
I, os momentos aplicados pelas barras ao no A (positivos no

sentido horario) sao:

- = '
(4.31)
v, -V
N i} veantya- (A2 |
Myp = Mpop= E.K . (411+2n7)] a- (25B)
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Pelo equilibrio do no A, segue

2K . (47 +2 ' - A ! '
D ( . np)uf [2Kp(4 p+2np) + KV(AAV+2nV)]. a +

-
V VB

D

+ KV(AA;+2n;) . ( ) =0 (4.32)

Usando a equagao de equilibrio anterior, encontra-

-se:
- - vV -V
a=a . up+ B . AL (4.33-a)
onde:
- K (8A +4n ) 3
5 = P p D
Y ' '
Kp(skp+4np)+Kv.(4Av+2nv)
f (4.33-b)
¥ ]
3 - KV(AAV+2nV)
v

L L
Kp(8lp+4np)+Kv(41V+2nv)

Substituindo as expressoes anteriores, em (4.31)

e arranjando, tem~se

v,-V

= = ' A B B
My_pr = Mppe = EeK (A a0 fup-(S5)) LB, (4.34)
Va™¥8.1 -
= = ] ' ' _
Mg = Mg, E.Kv.(4xv+2nv).[uf (-5 )}.ap (4.35)

Por ter-se por hipotese, pontos de momento nulo a
meia altura dos pilares, a forca cortante Q do portico, ao

nivel do andar tem por expressao:



onde:
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_ 2
Q = _I‘I-—l_ . (MA_A'+MB_B') (4.36)

Substituindo a expressao (4.34) em (4.36), segue

= ' - -
Q Fl . uf Rl R (VA VB) (4.37)
GaELK BV
Rl = ——EI—— . (4lp+2np) -
> (4.37-2a)
Fl = Rl . D
J

Observe~se que F, desta expressao e o proprio S

da equacao (2.56),

Considerando que se admite a forca cortante nas

vigas horizontais, concentrada ao nivel dos andares,distri-

buida ao longo da altura do portico e adotando-se a conven-

¢ao de esforgos positivos da figura (4.5), segue

Mag
(A'w /77/)8)
Mg,
q.H, :

1 D |
T T

q = D! (4.38)

Substituindo (4.35) em (4.38), tem-se:
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2,E.K_. (42 +2 v,-v
) T )],

= '— oy
4 H, .D £~ (5 (4.38-a)
Chamando
4.E.K_.(4) +2n ) R
d. = D % P v
1 HI'D D
C1 = d1 . D

a expressao da cortante distribuida nas vigas pode~se escre

ver

- d; . (V,=-V)) (4.39)

A B

Considerando agora um elemento genérico do pilar
A, com seu respectivo carregamento q, estuda-se a seguir o

seu respectivo equilibrio a forga normal, conforme a figura
(4.6)

'q dz

Fig. 4.6 - Elemento genérico do pilar A

Pelo equilibrio do elemento tem-se:



~153~

= = - q (4.40)

Como a forga normal do pilar A & dada por

N, = E.SA.VA (4.41)

derivando esta equacao e substituindo-a em (4.40), segue

E.SA.VX = - ¢ (4.42)

Analogamente pelo equilibrio do pilar B, obtem-se

” —
E.SB.VB = q (4.43)
Admite-se aqui SA = SB =8 = ep . B (4.44)
0 conjunto de equacoes que resolve o problema e

mostrado abaixo

Q =F, . u% - R, . (VA—VB) (4.37)
9 =Cp . up=-d; . (V,-V)) (4.39)
E.S.Vx = - q (4.42)
E.S.Vg = q (4.43)

As condicoes de contorno a serem obedecidas sao
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a) No painel

uf(z=0) = 0

b) Nos pilares

b.1) VA(z=O)

[
o

b.2) VB(z=O)

I
o

b.3) NA(z=H) ESA'VA(H) =0

b.4) NB(z=H) ES .Vé(H) =0

B

Da expressao (4,37) segue imediatamente

ul = -3— + Fl- L V,=Vy) (4.45-2)
1 1
ou
V. -V
up = %— + (A_By (4.45-b)

Substituindo agora esta expressao em (4.39) e
(4.42), segue

C
wo_ Q . -
E.S.VA = Cl' F1 + (d1 5 ) (VA VB) (4.46)
C1 N
Valendo (d1 —-B—) = 0
i
1.1
F D
1 J
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resultam, substituindo em (4.46) e procedendo-se analogamen

te para o pilar B

"o
E.S.VA

oo

(46.47)

E.S.VB = (4.48)

o

Para o caso de carregamento constituido por ape-
nas carga concentrada no topo Pf, procedendo de modo analo-

go ao do item (4.2.1) deste trabalho, resulta

P_..z

£
V,(z) = = o——c-=|2-2H
AL? 2.E.SA.D[Z }
(4.49)
Ve(z) = - v, (2)

Substituindo estas expressoes em (4.45-b), segue

P
.
£ F

Va
1 )]

+ 2 (4.50)

u

Integrando a equacgao anterior e utilizando a cor-

respondente condigao de contorno, acha-se:

P_.z P..z
u (z) = ; s £ 2.[3.H.z-22] (4.51)
1 3.E.S.D

Utilizando a forma adimensional o "deslocamentolg

teral" escreve-se

L.e 3.M..C.NR.Z.N> M. .z2.(C.FR.N.)3
v 1 1 1 1
ug(5—) = 3 - * 3. (1-x") 3=z
f (1-x") (4Ap+2np)(1—ap)

(4.52)
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* -
Para carregamento constituido por apenas carga u-
niformemente distribuida no painel, de maneira analoga ao

caso de carga concentrada no topo, obtem-se

Qe 2
6.E.S.D

VA(Z) =z - 2

.[3H2—22-3H
(4.53)

VB(Z) = - VA(Z)

Substituindo estas expressoes em (4.45-b) e proce

dendo~se como no caso anterior, acha-se:

qf.z

2.[6H22-4sz+z3 (4.54)
12.E.5.D

Na forma adimensional, fica-se com

E.e 3.M,.C.NR.N3
v 1 1 {1 _

) = .
qg-H <1-x')3<4xp+2np)<1-ap)

Z
uf( i .}Z +

Ml.zz.(c.ﬁi.N1)3 9
+ .[6-az+z ] (4.55)

12.(1-%x")

4.3 - Paineis com pilares-paredes

Como em ALBIGES e GOULET (1), nesta analise serao

admitidas as seguintes hipoteses basicas:

a) O edificio e alto com andares de altura H1
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b) Os linteis que ligam os pilares-paredes tem as mesmas ca
racteristicas geométricas e sua rigidez transversal & pe

quena comparada com a rigidez dos pilares.
. - . - . -
c) Os pilares apresentam caracteristicas geometricas e meca

nicas constantes ao longo da altura e sao engastados na

base,

4.3.1 - Painel com um pilar-parede e lintéis simplesmente a

poiados na outra extremidade

A figura (4.7) mostra a secdo transversal e a
configuraggo deformada deste painel, considera-se a deforma

¢ao axial do pilar além da deformacao por flexao.

(7 :te\ﬁ ep

Fig. 4.7 - Configuracao deformada do conjunto e secao trans

versal.
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Pela figura anterior, segue que

f1 = f2 + fé (4.56)

- . - . -~ .
f1 e a distancia da secao transversal do pilar a
pos a deformagao do apoio fixo sem considerar

a deformagao axial devida ao esforco normal N,

f2 e a distancia referida acima levando-se em con

ta a deformacao axial do pilar.

€ a deformagao axial do pilar.

[FS3 3

Da figura (4.7), tem-se ainda:

f=(§+c>.u'=n.u' (4.57)

Para estabelecer uma relacao entre f2 e a cortan-

te no lintel QL, mostra-se na figura (4.8) as acoes do pi-

lar sobre o lintel:

Onde:

ML B
N e
ls
QL

| Y |
T T

Fig. 4.8 - Acoes no lintel
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« - 3EJL . \
L 672 2
(4.58)
. ML _ 3.E.JL.f2

QL = —3

cv Ccv
Das expressoes anteriores, segue:

QL.W3
f2 = _Tﬁ_j_— (4.59)

onde J. & o momento de indrcia da secao transversal dos lin

teis.

A deformagao axial do pilar devida a forca normal

N, expressa-se por

1 z
! | e———
f3 TS _[ N dz (4.60)
(o]
onde S = (ep.B) € a area da secao transversal do pilar.

Levando as expressoes (4.57), (4.59), (4.60) em
(4.56), tem-se:

QL°C 1 z
' =
Doul = e - “L N dz (4.61)

Derivando duas vezes a equacao anterior, segue

3
L
D.u" AoV N (4.61-2)
*Tw 3EJ E.e .B
L P
QE.E‘\T?’ N
D.u! - (4.61~b)
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N +dN
My +dM,
;Qw+de
4 '
10,
|
dz : - %L-dz
| !
4 |
|
o
z Z/ w My
qw
N
1 (B/2) CcV
I 1 f
Fig. 4.9 - Esforgos positivos no elemento genérico de parede
Pelo equilibrio do elemento da figura anterior, se
gue
0
dN ‘L
v = ———— - - At
N 15 = (4.62)
1
Pelo equilibrio das forcas horizontais, acha-se:
dqQ
T v _ -
Q dz 9y (4.63)

Atraves do equilibrio de momentos em relacao

ponto 1 da figura (4.9),

Como o comportamento

expressao (2.4), isto e:

ao

encontra-se:

(4.64)

da parede e definido conforme
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M =3 . u" (4.65)

Da equacao anterior segue; apos derivacgao

v - "
Mw j.. . u (4.66)

e substituindo esta expressao em (4.64), vem

L A (4.67)
Jy * Yy w H1 2 *
Usando a notacao
Jg =1y

(4.67-a)

—_— B

Introduzindo as expressoes anteriores em (4.67),

tem-se:
" 9
1
onde Q = Qw e a forca cortante do carregamento externo.

Arranjando devidamente a Gltima expressao, segue:

Hy
o s ] -

e derivando esta equacao duas vezes, tem-se:
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v
w

!
Q] = 3—.[jg.u + Q"} (4.70)

Substituindo (4.69) em (4.62) e levando o resulta

do, juntamente com (4.70) em (4.61-b), tem-se

Hl.CV3 v 1
ny  _ : w| _ :
D.uj 353275.[Jg.uw + Q J Efzgjﬁjﬁ.{38.03'+ Q] (4.71)

Fazendo entao:

H .TV.e .B
a = 3 P (4.71-2)
J
L
i = E.e .B.DZ 4 j (4.71-b)
c » p. L] Jg -

e agrupando convenientemente o0s termos da expressao (4.71)

e usando-se (4.71-a) e (4.71-b), acha-se:

Q = a.jg.u: - jc.u;' + a,.Q" (4.72)

4.3.2 - Painel com dois pilares-paredes unidos por lintéis

Na figura (4.10) que representa a secao transver-

sal e configuracao deformada deste painel, nota-se que alem

da deformacao axial fé do pilar 1, existe uma deformacao a-

xial f3

no pilar 2, causada pela forca normal N.

Desta figura, ve-se que:

f, = f, + f (4.73)

(4.73-a)

(o}
]
Hh
+
Hh
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Pilar 2

Fig. 4.10 - Configuracao deformada do conjunto e secao trans

versal,

onde:

f, & a soma das deformagoes axiais dos dois pila-

res causadas pelas forgcas normais N.

Da mesma figura, tem—-se ainda

f1 = (B+CV).u;7 = D.uv'] (4.74)

A relagao entre f, e a cortante no lintel Q, e de

terminada na seguinte figura:
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Onde:
6.EJ
L
M= .f
L EVZ 2
¢ (4.75)
ZML 12.E.JL
Q === —— . 1,
cv Cv J

Com as expressoes anteriores, obtem-se:

-3
QL.CV

f2 = __—____.__.12.E‘JL (4.76)

A soma das deformacoes axiais dos pilares e ex-

pressa como:

h

[
] =
~~~

=) . ]' N dz (4.77)
1 2 fo)

Onde S1 e 82 sao as areas transversais dos pilares 1 e 2,

respectivamente e por serem aqui iguais; tem-se:

S, =S, =S =e , B (4.77-a)
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Assim:

(4.77-b)

Substituindo esta expressao em (4.77), e junto com (4.76) e

(4.74) em (4.73), acha-se:

Q, .TV’ ) z
D.uw T EF Tt E - Jf N dz (4.78)
. L) L . p. 0
Da equacao anterior vem, por derivacao
=3
Q) .CV
w oo L 2N -
Pevy T TET, Y Ee B (4.78-a)
L p
=3
Q".CV .
ne _ L 2N _
Pty T T7ET T Y Foe oB (4.78-b)
N +dN
My, + dMy,
> QWl+dQWI
©
l
dZ ! { QL L] dz
H,
l
|
‘ M
le wi
z a,
N —
| (B/2) 1 (cw2)
T

) 1

Fig. 4.12 - Esforgos positivos no elemento genérico de pare

de.
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Pelo equilibrio a translacio vertical do elemento

infinitesimal da figura anterior, segue

Q
v 24N _ L
N' = e i (4.79)

dQ
1 wl
= = - .80
le dz Iy (4 )
Pelo equilibrio a momento em relagao ao ponto 1
da figura anterior:
aM Q —
v wl o L B+CV
M . 1z le + o (=) (4.81)

-se:

Q —
Jw.u;' = - Qw + ﬁé . (B;CV) (4.82)
1 1

Encontra-se expressao semelhante para a parede 2

e somando-se ambas as expressoes, acha-se:

Q
: : ny  _ __I_, —
(G q*ig v’ = (Q1+Q,,) + i (B+CV) (4.83)

Onde, agora:

(4.83-a)
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a expressao (4.83), transforma-se em:

. ny  _ _ +QL D 4 4
Jg'uw = Q T - (4.84)
1
onde Q =(le + sz) € a forga cortante do carregamento ex-
terno.

Procedendo~-se agora, como no item (4.3.1), acha-

-se:
Q = G.J?.U: - jc.u$'+ a.Q" (4.85)
HI.EV3.e .B
onde: o = 553 P (4.85-a)
L
E.e .B.D2
jc=—12’—————+ i, (4.85-b)

Desta forma, restam agora resolver as expressoes
(4.72) e (4.85), que por serem formalmente identicas,sao so

lucionadas conjuntamente.,

4.3.3 - Resolucao das equacoes diferenciais

Para o caso de carregamento constituido por ape-

nas carga concentrada no topo Pw’ vem

Q =P = cte

Q' = 0 (4.86)




e (4.85),
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Com as formulas anteriores, as expressoes (4.72)

transformam-se emn

P = anj .u - j lu"' (4O87)

As condigoes de contorno sao:

a) na base (z=0)
a-1) uw(O) = 0

a-2) u;(O) = 0

Aplicando a condigao a-2) nas expressoes (4.61) e

(4.78) segue:

cha-se:

a-3) Q,(0) =0

Substituindo, agora a expressao a-3) em (4.69),a-

P

- mne N e e—
a-4) u (0) ;

g

b) no topo (z=H)

b~1) u"(H) = 0

Aplicando a condigao anterior nas expressoes

(4.61-a) e (4.78-a), segue

b=-2) Qi(H) =0
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e derivando uma vez a expressao (4.69) e aplicando a expres

sao anterior, acha-se:

Iv
b-3) u (H) =0

A expressao (4.87) pode ser posta na forma

P
uV - kzu"' = kL (4.88)
W w a.j

24
onde
. h]
k2 = ¢ (4.88-a)
a.Jg

w -k L unt = (4.89)

Em termos de operadores a expressao anterior, se

escreve:

D3(D2—k2)

(]
()]

(4.89-a)

As raizes do polinomio caracteristico e as corres

pondentes fungoes - solucao da equagao sao:
3
n, =0 =+ %% =1
n, = 0 > z.e%'?% = 2
n, = 0 > zz.eo'z= 22 (4.89-b)
n, = k- e+kz
n., = -k - e”kz J




o\
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Desta forma a solugao geral da equacao homogénea

_ 2 +kz -kz
u g = Co+z.C1+z .C2+C3.e +C4.e (4.90)

Para obter uma solucao particular da equacao com=-

pleta (4.88), toma-se uma funcao polinomial do tipo:

u = A,z (4.91)

as derivadas primeira, segunda, terceira, quarta e quinta,

$a0:

segue:

u' = 3A22
wp
u" = 6Az
wp
r (4.91<-a)
u''' = 64
wp
uV = 0
wp .

Substituindo as expressoes anteriores em (4.88),

P
A= - — i (4.91-b)
6k .a.jg

Logo, para solugio particular da equacao completa

pode ser tomado:

u = 23 (4.92)
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Assim, a solucao geral da equacao diferencial
(4.88), e

P .z3
w
2 .
6.k".0.,
Jg

u, = C_+Cj.z+C .z24c. e tEZ g LekZ

w 1 2 3 4 (4.93)

Derivando sucessivamente a equagao anterior e a-

plicando as respectivas condigoes de contorno, acham-se:

P .(kza-l) -2kH ]
C = - W .[1~e ]
° ks.a.j 1+e” 2KH
P . (k%a-1)
c, = WS - .k
k™.0,]
k Jg
2
P (k“a-1) 3
¢, = ¥ { k éH } ( (4.94)
k™ .a.j 2.(k"a-1)

P (kzu-l) -2kH
-
3 ks.d.J ].+e-2kH

2
; Pw(k a=-1) [ 1 ]
4 kSQ.J 1+e-2kH

Substituindo as constantes da formula anterior na

equacao (4.93), segue:

2

P (k"a-1) - -2k H 3 -2kH, 2

u = —ET_—“~_—. ~-l+e 2kH+k.(1+e 2kH).z+ —E-éﬂ—-—.(1+e k oz +
Yo k0. 2(k“0-1)
g
2kH  +k Kk 1 Pw'z3
- Zie K% - 4,95
e e te =7k1 7 ( )
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Com o emprego das expressoes auxiliares (2.86) e
(4.88-a) e para o caso de flecha calculada no topo do pai-

nel (Z=1), a expressao (4.95), transforma-se em:

3
P UH . (5 =3 ) [o_.. =2K P .H
u (H) = ki c 8 |Kolve  (1+4K) ]+ - (4.96)

3, . * -2K
K .(JC.Jg) l+e

Utilizando as formulas (3.47-a), (3.47-b),(3.49),
(3.54) e (3.63) da PARTE 3 e as formulas (4.71-a), (4.71-b),
(4.85-a) e (4.85-b) da PARTE 4 do mesmo, tem-se que na for

ma adimensional a expressao anterior, escreve-se:

a) Para painel com um pilar-parede e linteis simplesmente

apoiados na outra extremidade

— 3
(E.ev) i M, . (C.NR.N,) [9 [K_1+e—2K(1+K) }+
Yo VT T T3 3 R —7K
w 2K” . (1=x) ", [ 3+ (1-x) 7] l+e
+ (l—x)z.KB} (4.97)
onde:
4
M, N 3
1°1 —_—2 2 (1-1) ]
K = 3 . (C.NR) .[3+(1'—X) }.l:m (4.98)

b) Para painel com dois pilares-paredes unidos por lintéis

—_ 3
E.e i 2.M1.(C.NR.N1) [9 [K-1+e-2K(1+K) ]+
)

v w K3.(1—x')3.[3+(1—x')2 1+e.2k

+ (1-x')2.x3} (4.99)
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onde:

1

3
- 4 N 2 [ 2 (1"‘1‘)
K = Z.Ml.Nl.(C.NR) .[3+(1—X ) }.[;TTTT:;TT} (4.100)

Para o caso de carregamento constituldo por ape-

nas carga uniformemente distribuida no painel, vem

Q = q (H-2)

Q'= q_ _ (4.101)
Q"= 0 )

Procedendo-se analogamente ao caso anterior, as

expressoes (4.72) e (4.85) transformam-se em:
qw(H-z) = a'Jg'uw - j_ .u (4.102)

Com isto, as condicoes de contorno agora, sao:

a) na Base (z=0)

a-1) uw(O) =0
a=2) u'(0) =0
W
w.H
a-3) v (0) = - |
g

b) no topo (z=H)

b-1) u;(H) =0
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o

IV _ W
b‘Z) uw (H) = -

o9

Para a expressao (4.102), tem-se

\Y 2 qw.(H-Z)

uw -k .uw = a.jg (4-103)

onde k2 tem o mesmo valor da expressao (4,88-a).

A solugao da equacao homogéeénea & a mesma da ex-

pressao (4.90).

Para obter uma solucao particular da equacao com-

pleta, pode~se tomar uma funcao polinomial do tipo:

u = A,z + B.z (4.104)

e as derivadas primeira, segunda, terceira, quarta e quinta,

u' = 4 Az3 + 3 Bz

wp

" 2
u = 12 Az + 6 Bz

wp

>

un| = 24 Az + 6 B (4.104—3)
wp

\
u = 0

wp

Substituindo as expressoes anteriores em (4.103),

segue:
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, (4.104-b)

2
6k aj
Jg

Logo, para solugzo particular da equaggo completa

pode ser tomado:

q
u o= ———%———.[24—4Hz3] (4.105)
P 24k%aj

Assim, a soluggo geral da equagzo diferencial
(4.103) e

_ q
u = C +C..z+C..z%4+C..e* K%Z,c o7kZ, —v . [2%um. 23
w o "1 2 3 4 7 .
24k 0]
8 (4.106)

Derivando sucessivamente a equacao anterior e u-

sando as respectivas condigoes de contorno, acham-se:

2
¢ - q,(k a=1) [Ze-ZkH+kH_(1_e-2kH)]
o k6aj 1+e-2kH
g
q, (k%a-1) )
Cl = 6 - k IH
ko Oj
g
(kZ0-1) 4 2 2
Ty k*.H k |
k .aj 4(k“g~1)
(k%a-1) KH - 2kH
c. = qw [e kH.e }
3 k.o L+~ 2KH
g
o qw(k%x-1) [kH+e—kH J
4 k6.G.J 1+<-3—ZkH J
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Substituindo as constantes da equacao anterior na

expressao (4.106), segue:

2
q (k".a=1) _ _ _
u_ = w6 .[—Ze kH-kH.(l-e 2kH) + sz.(1+e 2kH).z
k™ .0.]
g
4 2 2
. kz.H C(1ee”2KHy 2 g_ (1+e~2KHy 2,
4(k".,0=-1)
+ e_kH.e+kz—kH.e-'ZkH.e."kz+kH.e—kz +
-kH =~-kz 1 q
+ e .e . St 2w .[24—411.231
(1+e D) 24k .a.jg J
(4.108)

Com o emprego das expressoes auxiliares de (2.86)
e (4.88-a) e para o caso de flecha calculada no topo do pai

nel, a expressao (4.108), transforma-se em:

q,.H .(Jc-Jg) [l_ze-K_K+e—2K_(1+K+0,5K2)+o,51(2J .

1 + e-ZK

(4.109)

Procedendo-se como no caso anterior, tem-se que

na forma adimensional, a expressao anterior fica:

a) Para painel com um pilar e linteis simplesmente apoiados

na outra extremidade:
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= 3
. .(E.ev) } 3.M1.(C.NR.N1) ‘
Voo 16K4(1-x)3.[3+(1-x)2]

-K . -2K 2 2
.{24.[1 Ze -Kte " (14K+0,5K)+0,5K°| () . 2.4
|+ o~ 2K

(4.110)
onde K & dado pela expressao (4.98).

b) Para painel com dois pilares-paredes unidos por lintéeis

== 3
E.ev ~ 3M1(C.NR.N1)
) = — 3 27"
w 4K (L=x") 7. [3+(1-x") "]

[ [1-2e’K~K+e'2K(1+K+o 5K2)+0 SKZ}
. 24. 3 3 +
—7K
1 + e

+ (1-x")2 ., K4J (4.111)
onde K & dado pela expressao (4.100).

0 programa para computador N9 8, mostrado a se~
guir, determina a relagio B/D para cada relagSo HI/KV, con-
siderando-se a deformagao axial dos pilares.,

0 cartao de dados & anialogo ao do programa para
computador NQ 7.

As TABELAS 7 e 8, seguintes, mostram e comparam
as larguras limites correspondentes as dimensoes da TABELA
1 em paineis de um e dois pilares, onde:

B,, indica larguras limites sem a consideracao da deforma-

cao axial dos pilares e obtidas jia nas TABELAS 2 e 3.

B., indica larguras limites levando em conta a deformacao
axial dos pilares e obtidas atraves do programa para

computador NQ 8.

Note-se que os calculos foram realizados apenas
para carga concentrada no topo dos paineis, sendo que para

carga uniformemente distribuida a analise e semelhante.
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Tabela

7

PILAR

AV
(m)

EXEMPLO 1

EXEMPLO 2

EXEMPLO 3

EXEMPLO 4

EXEMPLO 5

EXEMPLO 6

B
sa

B
ca

B
sa

B
ca

B
sa

B
ca

B
sa

B
ca

B
sa

B
ca

B
sa

B
ca

0,15

0,18(0,18

0,22(0,19

0,18(0,18

0,18(0,18

0,220,22

0,18/0,18

0,30

0,36 (0,36

0,40[0,38

0,36/0,36

0,36 0,36

0,45/0,43

0,42 (0,41

0,50

0,60(0,57

0,63]0,62

0,600,57

0,60 (0,60

0,72]0,68

0,6610,63

0,70

0,78(0,75

0,90(0,87

0,84]0,82

0,84 0,80

0,99 (0,90

0,90/0,87

0,90

0,960,90

1,12]1,03

1,021,00

1,021]0,96

1,21[1,08

1,14 1,11

1,10

1,14|1,05

1,3011,16

1,26(1,17

1,20(1,14

1,44]1,21

1,38]1,29

PAINEL

Tabela

8

DE DOIS PILARES

AV
(m)

EXEMPLO 1

EXEMPLO 2

EXEMPLO 3

EXEMPLO 4

EXEMPLO 5

EXEMPLO 6

B

sa B

ca

B

sa B

ca

B

sa B

ca

B
sa

B
ca

B

sa

B
ca

B
sa

B
ca

0,15

0,24]0,24

0,27(0,27

0,2410,24

0,24 (0,24

0,270,27

0,24(0,24

0,30

0,48(0,47

0,54|0,52

0,48(0,48

0,54 (0,47

0,58]0,54

0,540,564

0,50

0,78/0,73

0,990, 84

0,8410,78

0,90 /0,80

1,080, 84

0,900, 84

0,70

1,14]0,96

1,53(1,04

1,20(1,07

1,26 |1,02

1,84 |1,04

1,38(1,16

0,90

1,50]1,14

2,2511,13

1,68]1,32

1,68|1,16

2,251,06

1,92)1,35

1,10

1,86(1,23

2,25|1,13

2,22|1,49

2,16 1,23

2,25(1,06

3,00(1,47
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Tomando como referencia os exemplos 1 e 4 na TA-
BELA 8, com altura de viga de 0,50m e fazendo-se os respec
tivos calculos, tem-se que no primeiro destes exemplos a
deformagao axial provocou um decréscimo na largura limite
de 6,4%, enquanto que no segundo foi de 11,117,

Da mesma forma para altura de viga de 1,10m,o de
crescimo agora do primeiro exemplo e de 51,227, enquanto
que do segundo exemplo foi de 75,617%; comprovando-se assim
que a deformacao axial dos pilares influi mais a medida que

aumenta a altura total H do edificio.

4.3.4 - Exemplo numérico e aplicacoes

Para comparar outros resultados e tirar conclu-
soes, estuda-se o mesmo exemplo analisado pelo programa pa
ra computador N? 7, e apresentado na PARTE 3, deste traba-
lho.

Mostram-se tambem com finalidade ilustrativa, os
valores impressos na saida do programa para computador N9
8, para painel de dois pilares.

Igualmente sao apresentados os graficos adimen=-
sionais correspondentes a painéis de um e dois pilares,res
pectivamente, sendo que a aplicacao destes graficos, sera
feita sobre paineis com as mesmas dimensoes de ante-proje-
to do item (3.8.4) deste trabalho, obtendo-se assim, os se

guintes resultados:

a) Em painel de um pilar

2 = 0,0825 + B(LIMITE) = 0,5775m

Desta forma, o elemento vertical continua sendo

pilar-parede, pois B(CALCULO) = 0,80m
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b) Em painel de dois pilares

Ol =

= 0,1075 -+ B(LIMITE) = 0,7525m

Consequentemente os elementos verticais deste pai
nel funcionarao agora so como pilares-paredes.

Com estes resultados e com os obtidos das TABELAS
7 e 8, observa-se que as larguras limites diminuem em rela-
cao ao calculo sem a deformacao axial dos pilares a medida
que aumenta a altura total do edificio e assim sendo, nota-
-se que levando em conta a influencia desta deformacao, e]
comportamento estatico dos elementos verticais, aproxima-se
mais de parede.

Como a deformagao axial dos elementos verticais
por forca normal esta presente na deformagao real da estru-
tura, a definicao do modelo estiatico a ser considerado, se-
ra melhor feita através de graficos semelhantes aos resul-
tantes deste ultimo programa para computador e mostrados no
final desta PARTE 4.

Igualmente, deverao ser observadas as mesmas con-
clusoes levantadas para os resultados do programa para com-

putador N? 7, pois continuam validas para o presente caso.
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LISTAGEM DO PROGRAMA N©¢ 8
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GRAFICOS DOS ADIMENSIONAIS LIMITES

LEVANDO EM CONTA A DEFORMAQKO AXTAL DOS PILARES
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Fig. 4.13 - Paineis com um unico pilar
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Fig. 4.14 - Paineis com um unico pilar
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Fig. 4.15 - Pain€is com um Unico pilar
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Fig. 4,16 - Paineis com

um unico pilar
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Fig. 4.17 - Paineis com um unico pilar
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Fig. 4.18 - Painéis com dois pilares
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5. CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

No desenvolvimento deste trabalho, mesmo tendo-se
casos de calculo sumamente ideais, procurou-se apresentar
pontos de discussao cujo objetivo foi aprimorar resultados
de maneira a classificar sempre os melhores e mais coeren-
tes com o real comportamento das estruturas. De acordo com
este espirito de investigacao, comparando-se os resultados
numéricos e os graficos dos programas NO 7 e N? 8,observa-
-se que levando-se em conta a deformacao axial dos pilares

por forca normal, tem-se:

a) Maiores valores adimensionais das flechas na parede u, e

no portico Uy para um mesmo painel.

. . . . . B
rguals valores adimensionais = para uma mesma

b) Menores 5

relacao —,

De maneira que, por estas e outras observacoes
feitas neste trabalho, conclui-se que na determinacao dos
parametros caracteristicos para a definigcao do modelo esta-
tico deve ser considerada a deformacao axial dos seus ele-
mentos verticais, sendo que, esta consideragao e mais impor
tante a medida que aumenta a altura total H do painel.

Neste trabalho, o modelo estatico foi indicado a-
tendendo-se preferentemente a uma relagao adimensional de
larguras B/D. Como considera-se o trabalho em conjunto dos
membros que constituem um painel e nao somente os elementos
verticais (pilares) trabalhando individualmente, entao qual
quer mudanca na relacao adimensional de alturas HI/KV, al-
tera tambem a definicao do modelo estatico.

Como o estudo realizado neste trabalho pretende
oferecer subsidios a outros pesquisadores, para contribuir
ao aprofundamento e aperfeicoamento das pesquisas nesta a-
rea, em exemplos de paineis com mais pilares, aconselha-se
estender o procedimento aqui mostrado, sem que isto repre-

sente qualquer complicacao dos respectivos calculos.
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Aos pesquisadores que pretendam dar prosseguimen-
to ao trabalho apresentado, sugere-se que considerem ini-
cialmente as mesmas estruturas, alterando-se os seguintes i

tens gradativamente:
a) Trabalhar com larguras Bi diferentes em cada pilar

b) Trabalhar com comprimentos Di diferentes em paineis com
mais de dois pilares
¢) Considerar o efeito de 22 ordem
Desta maneira, se permitira o estudo dos parame-
tros que definem o modelo estatico mais adequado e preciso,
em estruturas constituidas por combinacoes de dimensoes que
comumente sao observados nas formas arquitetonicas dos atu-

ais edificios altos.
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APENDICE I

Determinacao dos coeficientes A, Ap’ Np» A, n!
e dos momentos nas barras com trechos rigidos.

A) Viga com um trecho rigido 3 esquerda

(B/2) | cv

J—

M= 1

A8
\ {
g F

2.0V
{2.CV+B}

Fig. A.I-1 - Fatores de forma para viga com trecho rigido a

esquerda.

A.1) Calculo dos fatores de forma

Se m, € o diagrama de momento devido ao carrega-
mento da figura (A.I-1), pelo Principio dos Trabalhos Virtu

ais, acha-se:

(B/2+TV) —

2 J
m * 2
' = _a ' = ¢ ¢
g = ECQJC / EJ.dX 3.EJ c(t__
B/2

(1)
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Arranjando a expressao anterior e factorizando em

termos de (267)2 segue:

Dl
g' = - . (& . - (2)
(1 + =)
2CV
onde
Ec'Jc
1 -
D —55 - D (3)
chamando
OLv - =2 B 2 (4)
D.(1+ __)
2CV

substituindo esta expressao em (2), segue

g=3—.a (5)

A.2) Coeficientes de propagacao

MA
__,0
A B
Fig. A.I-2 - Coeficientes de propagacao

Para o caso da figura (A.I-2) em que o "outro a-

poio" e tambem articulado

a = q =90 (6)
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A.3) Rigidez da barra a rotacao no apoio A

Fig. A.I-3 - Rigidez da barra a rotacao no apoio A

Como a figura anterior tem o apoio B tambéem arti-

culado segue

= 1

bA =7 (7)
chamando

_ 1
A = — (8)

3
By = Fr . A (9)

A.4) Momento no extremo A da viga

Tendo em vista casos com deslocamentos reais, a

expressao (3) escreve-se

v =D _ _1_ 0
D EJ EK (10)
v v
[s]

—_—— — —

Fig., A.,I-4 - Rotacao do no A
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Pela figura anterior e substituindo a expressao

(10) em (9), vem

MAB = BA . a = 3.E.kv.k .a (11)
onde a & a rotacao do no A
B) Pilar com trechos rigidos nas duas extremidades
\ Mg-p =1 !
A
& [f 0
~ -4
2—0— ” F d 9
-
2+AH
AV + AH
HI AR
v
2
AV + AH
T ' F
VI FE 8
2 }
- =
A
o/ ”
M = b
a) A-A

Fig. A.I-5 - Fatores de forma para o pilar

B.1) Calculo dos fatores de forma

Para o carregamento da figura (A.I-5), e para os

diagramas de momentos My € 17y pelo Principio dos Trabalhos

Virtuais, tem-se



onde

AV | —
(T*' H)/ﬂf1
- _a
g ECJC JC_ 53 dx
AV
2
(%X + AH) mﬁ
g = EJ. J[_ Ty 9%
v
2
(%X + AH)
7 7,
F = Ech jt_ ] dx
Iy
2

o]
L]
jac
|
Z|

Fatorizando em termos de Kﬁz

o, 75AN %, s AN
_ AE AT AR
C(.p - H_"o —
LoEe?
AT
s sy
Y AR AR
Yp = q —
Loz e’
AT
E_J,
' =
iy =7 - 1

e chamando

(12.a)

(12.b)

(13)

Resolvendo-se as integrais da expressao (l12.a) e

usando as expressoes de (13), vem
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= om— . Q
g 3 p
g = g' g (14)
H'
-1
F=g oY,

B.2) Coeficientes de propagacao

Fig. A.I-6 - Coeficientes de propagacao

Para o caso da figura (A.I-6) em que o "outro a-

poio" e engastado

Gypr = Opr_, = § = 0,5, ER (15)
P

B.3) Rigidez a rotacao nos apoios A e A'

No Apoio A:

B,

1777777

A

¢

Fig. A.I-7 ~ Rigidez a rotagcao no apoio A



gue

chamando

jando com

gue

-209~

Como o apoio A' & engastado, da figura (A.I-7),se

B, = —& (16)
A (g.g'-Fz)
3.ap
A= (17)
P 2_ 2
(4ap Yp)

Substituindo as expressoes (l14) em (16) e arran-
(17), vem

_ 4
BA_'}T{'A (18)

4
BA' = ii—r . )\ (19)
Para deslocamentos reais

H
JS S
i EJ T IK) (20)
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B.4) Momentos nos extremos A e A' do pilar

‘*(u;-u)

Fig. A.I-8 - Rotacoes dos extremos A e A'

Da figura anterior, vem

= ' 1.
MA-A' BA(uf a) + aA'—A'BA"(uf a)

chamando

= P A
nP a P

o

Substituindo (15), (18) e (20) e (22) em (21), se

gue

—3 o v -
M EKP(4AP+2np) (uf a)
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C) Viga com trechos rigidos nas duas extremidades

D D
|B/2 oV | B/2 | _|B/2 ] [ |B/2 |
I T T T T i I
A B A B
J->0 J—+m J >0 J =+ N
Mpg =1 BA
A d ) L
g F F g
/72/0 ' 7
b
[ Bz 1
B &y % B _
2 2 =+ CV
il — 2
(B+CV ) (B+CV) (B+ V) (a+c_ )
Fig. A.I-9 - Fatores de forma para uma viga com trechos ri-

gidos nas duas exrremidades.

C.1) Calculo dos fatores de forma

Pelo Principio dos Trabalhos Virtuais,encontra-se

B —
= H 2
'' = F J (2+CV)”Z,__3. dx W
& Ve EJ °
B
7
E 2
g=Ech.[2 L ax ‘ (24)
B
)
(§-+EV) 7
F=EJ 2 a7 dx
c’e EJ ° . J
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Fatorizando em termos de 6_2 e chamando

0,752 %41, 5 )41 |

o' = SV CcV Cv
v D (gz + 1)2

cv

1 (25)
1,539 %3¢

y' = &V { CV cV }
M b (B:' + 1)2 J

cv

resolvem-se as integrais das equacoes (24) e usando as ex-

pressoes (25) e (3), vem

L

Dl
g _3_00'

1
\Y%

B = 8 (26)

...D' '
F—_6_...YV )

C.2) Coeficientes de propagacao

»
L

Fig. A.I-10- Coeficientes de propagacao
Para este caso em que o '"outro apoio" @ engastado

‘ Y!
a = o =E.9,5 . (27)
g C!v
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C.3) Rigidez a rotagao nos apoios A e B

No apoio A:

Fig. A.I-11 - Rigidez a rotacao no apoio A

chamando

3a;
At s —
212
(4av Yy )

e substituindo as expressoes

segue

Por simetria, BB = BA

C.4) Momentos nos extremos A e B da viga

(26) em (16),

junto com

Fig. A.I-12 - Rotacoes dos extremos A e B

(28)

(28),

(29)



chamando

-Se
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Da figura anterior, vem

My_p = Bpra vy , . Br.a
t
n' =YV At
v &z‘ v

(30)

(31)

Substituindo (27), (29), (10) e (31) em (30),tem~

= ' v
MA-B EKV(4AV+2nV).a

Por simetria, M = M

(32)
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APENDICE II

DETERMINAQXO DOS MOMENTOS NAS BARRAS COM NOS PUNTUAIS

A B A B
_ Mas= |
MAB-1 BA

Y L 1 4 )
”, ) X 7
a b
1 /AN
X L x' \ X i x' l
r T 1 T
(a) (b)

Fig. A.II-1 - Fatores de forma em barras comn nos puntuais

Calculo dos Fatores de Forma

Para a figura (A.II-1), pelo Principio dos Traba-

lhos Virtuais, tem-se:

[i52]

aQ
fl

%

2
f E—b [ (1)
o

o

Resolvendo as integrais da expressao anterior, se
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' D'
g =g = 3
(2)
D'
F o= o=
A) Para a viga
- Rigidez a rotacao do no A
B,
(gg\zl , //ﬁ?
-
\\\\ ///
Fig. A,II-2 -~ Rigidez da barra a rotacao no apoio A
com a figura anterior, tira-se
1 3
BA = e TDT T 3EKV (3)

- Momento na extremidade A (o no A tem uma rota-

cao a)

a = 3EK .a (4)
v
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B) Para o pilar: (rotacoes (u%-a) nas duas extremidades

de sentidos opostos, conforme figura A.II-3)

Fig., A.II-4 - Rotacoes dos extremos A e B

MA-B = 6EKv.a

Por simetria, MB-A = MA-B

e

(5)

(6)
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