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RESUMO

Este trabalho & dedicado a formulacdo do méto-
do dos elementos de contorno a resolucdo de problemas de
flexao de placas e ds suas aplicacdes na analise de problemas
praticos de engenharia. O algoritmo numérico desenvolvido
possibilita a modelagem de interagdes de placas com outros
elementos estruturais, tais como vigas e pilares, permitin

do assim a analise de estruturas de edificios.

Inicialmente a obtencdo da representacgdo inte-
gral dos deslocamentos em placas €& obtida considerando as
aproximagoes de Kirchhoff. Apds a montagem do sistema algé
brico de equacgOes, obtido com a discretizacio do contorno
das placas, solugdes numéricas para diversos casos de car-—
regamento, condig¢oes de contorno, discretizacdo e posicao
do no singular sao estudadas para verificar o desempenho do

programa elaborado.

A extencdo do método dos elementos de contorno,
para a analise de estruturas formadas por placas, vigas e
pilares, e também mostrada. Os elementos de vigas e pila-
res sao equacionados pelo método dos deslocamentos, sendo
as respectivas relag¢des, juntamente com as condigdes de e-
quilibrio e compatibilidade de deslocamento, introduzidas

no sistema de equagdes do método dos elementos de contorno.

Finalmente sao feitas aplicacfes usando o algo
ritmo numérico desenvolvido para mostrar como o programa
funciona em casos praticos. Os exemplos resolvidos mostram
a eficiencia da formulagdo proposta para modelar estrutu-

ras mails complexas.



ABSTRACT

This work is concerned with the formulation of
the boundary element method for plate bending problems and
its applications for practical engineering analysis. The
numerical algorithm developed includes cases of modelling
single plates and also interactions of plates with other
structural elements such as beams and columns in order to

allow analysis of building structures.

Initially the derivation of the plate integral
displacement representation is shown within the context of
Kirchhoff theory. After showing the algebraic system of
equations obtained by discretizing the plate boundary, nume
rical solutions of plates including many cases of domain
loads, boundary conditions, discretizations and position
of singular nodes are studied in order to verify the algo-

rithm performance.

The extension of the boundary element method
to model composed structures formed by plates, columns and
beams is proposed. Beam and column element influences are
represented by usual stiffness method relations, now intro-
duced into the boundary element system, which together with
equilibrium and displacement compatibility conditions,

give the final set of equations.

Finally practical analysis of plates problems
are carried out using the numerical algorithm developed
in order to show how the code works for engineering analy -
sis. The examples pointed out the efficiency of the boun-

dary formulation to model more complex structures.
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CAPITULO I

I. INTRODUCAQ

O método dos elementos de contorno teve seu de
senvolvimento depois que os chamados métodos de dominio,
diferencas finitas e elementos finitos, ja tinham suas for-
mulacgoes consclidadas e com vasto campce de aplicacgées. Ao
contraric dos métodos de dominio, gue tém incdgnitas em
pontos do dominioc e do contorno, o método dos elementos de
contorno tém incognitas apenas em pontos do contorno. Suas
principais caracteristicas, mostradas desde as primeiras
formulagoes, sao: a redugao das aproximacoes envolvidas em
qualquer analise numérica, a diminuicdo da ordem dos siste
mas de equag¢des lineares a serem resolvidos e a redugao
e simplificacdao dos dados de entrada. Todas essas caracte-
risticas sd3o basicamente decorrentes da diminuicao da di-
mensao do problema. Por exemplo, num problema tridimensio-
nal, a analise recaira no estudo de sua superficie.

A primeira das formulacgdes dos chamados méto-
dos de contorno foi proposta por KUPRADZE {1] que utilizou
a teécnica indireta para o equacionamento de problemas de e
lastostatica. A partir dessa técnica,RIzZz0 [2] formulou o
chamado método das equagdes integrais de contorno em sua
forma direta - BIEM. A partir dessa, outras formulagoes,
dentro do campo da elastostatica, foram elaboradas, dentre
as quais podem-se destacar: CRUZE [3,4,5], WATSON [6,71,
LACHAT [8], e outros.

A denominacdo "Método dos Elementos de Contor-



no” & sugerida apenas a partir de 1978, juntamente com no-
vas bases matematicas [9]. A partir da técnica dos resi-
duos ponderados, obteve-se uma maior generalizacdo da for-

mulacao, sendo permitida sua associagdo com outras técni-
cas numéricas. As pesquisas intensificaram-se e considera-
vel progresso foi obtido na elaboracado de novas formula-
¢Oes com aplicagbes no campo da engenharia. Destacam-se
agul as foraulacgoes, ainda no campo da elasticidade linear,
que utilizam solugoes fundamentails proprias para a conside
ragao de superficie livre, que sdo muito versateis na solu
cdao de problemas que envolvem analisé de tensdes proximas
a uma borda livre {[10,11]. Diversas formulacdes nao linea-
res, de grande interesse para a solucgao de problemas em en
genharia, foram desenvolvidas. Em particular, para meics
continuos planos, formulagbes que levam em conta comporta-
mentos pléstico, viscoeldstico, viscoplastico e outros ja
foram cbjetc de estudo de varios pesquisadores [12,13, 14,
15]. Nesse campo, VENTURINI [16,17,18,19] deu sua colabora
¢ao com a formulagac de algoritmos para a simulacac de ma-
teriais nao resistentes & tracic e descontinuidade. Uma
monografia com outros estudos [20] mostra, também, de ma-
neira resumida, a evolugaoc do método até o momento.

O descrito acima relata apenas o progressc do
método guanto a analise de meios continuos tri e bidimen-
sionais. Com relagao a aplicacaoc do método na resolucdo de
placas, o seu desenvolvimento tem sido mais lento, com pou
cas formulacoes e respectivas aplicagdes conhecidas. Nesse
campo de aplicacao, o desenvolvimento do método tem como
marco inicial o trabalho de JASWON et alii [21] gue propos
a solugao, via equacao integral, de equacdo biharmdonica e
subseqﬁentemente aplicando-a a solugac de placas. Nessa
formulacac, a equagao biharmdnica é decomposta em duas e-
quagoes harménicas que sao resolvidas por equagdes inte-
grais.

Posteriormente HANSEN [22] propds uma formula-

¢ao direta para a analise de placas infinitas com furos de



contorno nao carregado. Neste trabalho s3o utilizadas duas

equagoes integrais, correspondentes ds expressdes do deslo

camento transversal e de sua derivada em relacao a uma di-
regao qualquer. BEZINI (23] e STERN [24] desenvolveram a
formulacao direta para a analise de placas finitas com
guaisquer condicgoes de contorno. Posteriormente, BEZINI [25]
propos a substituicao da segunda equagdo integral, que a-
presenta singularidades do tipo 1/r?, por outra obtida pe-
la aplicac¢do do principio da semelhancga.

A formulacgao indireta também e possivel desta-
cando-se, neste campo, o trabalho de WU e ALTIERO [26] no
qual uma placa circular engastada no contorno, de solucgao
conhecida, € utilizada como contorno auxiliar.

Outros trabalhos foram sendo Subseqﬁentemente
desenvolvidos para a analise dos mais diversos problemas
de placas, destacando-se o de BEZINT [27], gue propdbs uma
formulacao mista, envolvendo o contorno e dominio, para a
analise de vibracgoes e o de KAMIYA et alii [28], onde o mé
todo é aplicado na analise do efeito da temperatura. TANA-
Ka [29] e KAMIYA [30] desenvelveram ainda uma formulacao
para a analise de placas com grandes deslocamentos. VANDER
WEEEN [31] propos uma formulacao para a analise de placas
grossas, baseada na teoria de REISSNER [32]. Nesta formula
¢dao sao utilizadas trés equacOes integrais para cada nd do
contorno. Placas sobre fundacao elastica foram objeto de
estudo de COSTA ([33] gue propos, também, uma formulac¢ao para
a analise da instabilidade de placas. Dentre outros auto-
res que estudaram estes ultimos problemas destacam-se BE-
ZINI [34] gue estudou a flambagem de placas com fundacao
elastica unilateral e KATSIKADELIS [35] que analisou pla-
cas apoiadas em fundagac elastica bi-lateral. A formulacao
para a analise da nao linearidade fisica foi desenvolvida
por MORJARIA [36]. No gue se refere a formulag¢do para a a-
nalise de placas com condigdes de contorno em seu dominio,
0 passo 1inicial foi dado por BEZINE [37], sendoc gue as a-

plicagbes de sua formulacdo foram voltadas para o problema

- o N . - -



0 objetivo deste trabalho e desenvolver uma
formulagao do método dos elementos de contorno para a reso

lucao dos problemas usuais da engenharia e que represente
uma alternativa confiavel para os métodos ja existentes,
metodo dos elementos finitos e método das diferencgas fini-
tas.

Na formulagao proposta, mesmo para a analise
de placas 1isoladas, principalmente agquelas com borda livre,
a facilidade com que e feita a imposicdo das condigoes de
contorno, principalmente com relagdo a forga cortante equi
valente, torna o método muito mais eficiente na modelagem
do contorno do gue o método dos elementos finitos onde as
condi¢oes de contorno relativas a forga cortante eguivalen
te e, em alguns elementos finitos, relativas ao momento
fletor,nao podem ser impostas.

No caso especifico de placas apoiadas direta-
mente em pilares, denominadas lajes cogumelo, sua modela-
gem pelo método dos elementos finitos pode conduzir a valo
res irreails para os esfor¢os em pontos da interface placa-
-pilar. Com a formula¢do proposta, esse problema e facil-
mente modelado obtendo-se os esforgos anteriormente referi
dos com grande precisao, alem de ser possivel o estudo das
diversas possibilidades de ligacao entre a placa e o0s pila
res. Esta ligag¢do pode ser rigida ou flexivel tanto para o
deslocamento vertical guanto para as rotacdes da face do
pilar em contacto com a placa.

Ja no estudo da associacao da placa com elemen
tos de viga, embora nao seja possivel determinar os esfor-
gos nos pontos considerados comc os de ligagao entre as
duas estruturas, o método permite gque se obtenham Gtimos
resultados para outros pontos o que torna possivel gue, por
interpolacgao, se obtenham bons resultados para os esforg¢os
nos pontos da interface. Se, neste estudo, pretende-se con-
siderar vigas de rigidez infinita, os problemas acima men-
cionados nao ocorrem e os esforgos na interface sao obti-

dos com grande precisao.



Inicialmente, o problema tedrico da formulagao dos
elementos de contorno foi desenvolvido nos capitulos iniciais
incluindo também um resumo da teoria de KIRCHHOFF [38] para
placas. Apds a elaboracdo teorica do problema, passa-se, nos
capitulos finais, ao estudo numérico da formulagdo, mostrando-
se ilnumeros casos praticos de aplicacdo da mesma em problemas
de engenharia. Assim, no Capitulo TI é feita uma revisao da teo
ria de placas delgadas e sao obtidas as expressdes dos esfor -
¢os em funcao do deslocamento w, tanto em coordenadas cartesia
nas como em coordenadas polares. E determinada também a solu -
¢ao fundamental de placas, ou seja, a funcao deslocamento para
uma placa infinita submetida a um carregamento transversal de-
finido pela funcdo Delta de Dirac.

No Capitulo III, sao obtidas as equacgoes integrais
de placas, correspondentes ao deslocamento transversal e suade
rivada direcional, para pontos do dominio. Em sequida, sdao ob-
tidas as correspondentes equacgdes integrais para ponto de con-
torno. A integral de dominioc correspondente & contribuicao do
carregamento transversal & também transformada em integral so-
bre seu contorno.

No Capitulo IV, as equagOes integrais obtidas no
capitulo anterior sao transformadas em equacdes algébricas 1i-
neares mediante a escolha de fungOes aproximadoras para os des
locamentos e esfor¢os em subdominios do contorno gque sao denomina-
dos elementos de contorno. Escrevendo-se as equacOes integrais
para todos 0s nds associados aos elementos de contorno, obtém-
se um sistema de equagOes lineares que, apds a imposicao das
condicdes de contorno e de sua resolugdo, fornece os valores
incognitos do contorno em fun¢do dos quais s3o determinados os
deslocamentos e esforc¢os em gualquer ponto do dominic.Este sis
tema de equacdes pode ser obtido utilizando-se apenas a eqgua -
¢ao integral referente ao deslocamento, caso gque exige a defi-
nicao de pontos de carregamento fora do dominio da placa, ou u

tilizando-se duas equacOes integrais referentes ao deslocamento



transversal e sua derivada direcional. Nesta ultima formu-
lacao sao definidos apenas pontos de carregamento no con-
torno da placa. Em sequida, sao apresentados os resultados

obtidos da analise de diversas placas isoladas com as for-
mulagoes propostas. E feito tambem um estudo  comparativo

da eficiencia das formulacOes anteriormente citadas.

No Capitulo V, as equacgoes integrais obtidas

no Capltulo III sao modificadas para prever pontos com con
digoes de contorno no dominico da placa. Como primeira apli
cacao € obtida a formulacdo para a analise de lajes cogu-
melo considerando-se a ligacgao elastica entre a placa e os
pilares. Mediante a manipulac¢ao das constantes elasticas
do pilar, pode ser simulada a ligacgao total ou parcialmen-
te rigida entre os elementos estruturais. Em seguida, ¢ ob
tida a formulacac para a interacao entre a placa e uma es-—
trutura qualguer e sua aplicacdao para o caso da interagao

da placa com a grelha. Varios exemplos sao analisados.



CAPITULO I1

FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS

2.1 - INTRODUCAO

Dentre os elementos estruturais de superficie
a placa € um dos mais utilizados nas estruturas usuais. Es
se elemento estrutural & usualmente definido como sendo um
corpo limitado por duas superficies planas, sendo admissi-
vels casos de pequena curvatura. Uma de suas caracteristi-
cas &€ que a distancia entre as duas superficies, chamada
espessura, € peguena gquando comparada com as demais dimen-—
soes do corpo. 0 plano equidistante as duas superficies que
definem a placa & denominado superficie média da placa. O
carregamento & sempre transversal ao plano médio, podendo
ou nao estar combinado com outro carregamento contido no
planc medio.

Dependendo das propriedades do material que
constitui a placa, essa pode ser: anisotropa -~ com proprie
dades diferentes em qualquer direcao; ortdotropa - com pro-
priedades diferentes em duas dire¢des ortogonais; ou iso-
tropa - se as propriedades sao iguails em todas diregdes. A
placa, de acordo com a espessura,pode ser classificada co
mo: muito delgada, delgada e espessa.

Neste trabalho, sera considerada apenas a pla-
ca delgada e isotropa submetida a carregamento transversal
e ortogonal aoc planc médio e, na eventualidade da existén-
cia de um carregamento contido no plano médio, seu efeito

devera ser analisadoc pela teoria de estado plano de ten-



2.2 - HIPOTESES BASICAS

Definindo-se o elemento estrutural como descri

to no item 2.1, as sequintes hipdteses sdo necessarias pa-
ra se escreverem as equacoes diferenciais basicas das pla-

cas delgadas:
- o0 material de que e feito a placa & elastico-linear;

- 0s deslocamentos transversais sao pequenos quando com

parados com a espessura +t da placa;
-~ nao ha deformacio do plano médio da placa;

- 0s pontos situados inicialmente em uma normal ao pla-
no médio da placa permanecem, depois da flexdo, em u-
ma normal a sua superficie elastica, que é o plano mé

dio deformado;

- as tensoes normais na direcgdo transversal & placa sao

despreziveis.

2,3 - RELACOES BASICAS PARA PLACAS ISOTROPAS

Considere-se o elemento de placa da figura
2.1l.a, onde estao indicados seu estado de tensdo juntamen-
te com um carregamento transversal g distribuido em sua a-
rea. As resultantes dessas componentes de tensao, figura
2.1.b, m,, My, Myye Ay © dys sao dadas, como € usual, pe-

las seqguintes integrais sobre a altura do elemento:

+t/2

m,= J UX:zdz ceee (2.1.2)
-t/2
+t/2

my = J oy_zdz ... {2.1.0)

-t/2



+t/2
mxy = Txy:zdz cee- (2.1.0)
-t/2
+t/2
m = T z dz ees. (2.1.4d)
yX J ¥X
-t/2
+t/2
Ay = Txz 92 cee. (2.1.€)
-t/2
+t/2
= T dz eee. (2.1.%)
dy J yz
-t/2
Qy
my
S : I:\ myx
I
y
S N ™ 7 7
g Oy ///// //
X Z 24 W AR l P A+ O g
9 Tty |7 myy A 7T I x
__________ Y/, k Ve Am
Ty Ty //// ! /// Mxy T XY dx
t)‘x /// )Z}_ d a3 ax
//‘l Txz /L/Jﬁ__ 7 '\\__qq/ Gyt Qxd
Cl‘y X
Br—rbd — Y% 4
Y y y \ ay ¥
CIy'faQ d
ay y
gl b)
FIG. 2.1 - Tensces e esforcos em um elemento de placa.

Do equilibrio de forgas verticais e de momento

em torno dos eix0s X e y, obtem-se as sequintes equagoes:

qu 3
W+J3y + g =0 cee. (2.2)



_.]_O_

Bmx amyx
— T 9 = 0 seea (203)
oI am

dy T y

Eliminando-se q, e q, nas equagdes (2.2),(2.3)
e (2.4) e considerando-se a simetria do tensor dos momen-

t = SM-Se :
0s (me myx), obtem-se:

3%m BZme Bzmy
5x2 ¥ 2 oxay T Ayt - 9 : reee (209)

Consideremn—-se agora as posicoes inicial e final
de um elemento de placa abcd, paralelo ao plano medio
da placa e cujos lados ab e ad sdo, respectivamente, para-

lelos aos eixos x e y, e estao situados a uma distancia =z

do plano medio (ver figura 2.2).

[ deslocamento v }
Y

dx
dy !
|
[ Na
Tt T "3
| Ve
sld e
<A s
Mfe— o — e — ] b
g VR
I
R b
ra
X
al b) {deslocamento u )
FIG. 2.2 - PosigOes inicial e final da lamina

de placa abcd.

Admitindo-se que, durante a flex3o da placa, ©s
pontos a, b, ¢ e d sofrem pequenos deslocamentos, passando

para as posicoes a', b', ¢' e d'. e denpominando—ce 11. e V.
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a5 componentes de'deslocamento do ponto a nas direcdes

e y, respectivamente, o deslocamento do ponto b na diregdo

>
(o]}

Assim, a variacao de comprimento do lado dx,

sequndo x é:

Adx = %E dx
X

e, portante, a deformacao relativa na diregao x fica dada

por:

o)
-

£ = 4 . (2.6)

b
[
s

Pode-se, analogamente, escrever a deformacgao

relativa na direcdo y:

e = %% e (2.7)

e a variacao do angulo reto formado pelos segmentos ab e
ad:

y = du , 3v cee. (2.8)

Na fiqura 2.3 estao representadas as posigoes i
nicial e final de uma seccgdo da placa, paralela ao planc
X2, passando pelos pontos a, b, n, e n, (ver figura 2.2.a).

A rotacao do elemento anjy, inicialmente coloca
do em uma posigdo vertical, & igual a 3w/9x. Assim, o des-
locamento, na direcao x, do pento a situado a uma distan-

cia z da superficie média é:

u = -z :w ce.. (2.9)
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FIG. 2.3 — Posicoes inicial e final do elemento

de placa abny n,.

Analogamente, o deslocamento do ponto a na di-

recao y e:

= ow
v = -z 3y ce.. (2.10)

Substituindc-se em {(2.6), (2.7) e (2.8) u e v

por suas expressoes, {(2.9) e (2.10), encontram—-se as compo

nentes de deformacgdo escritas em funcao do deslocamento
transversal w,
€x T 7% 2;‘3’ ce.. (2.11)
€, = <2 g;‘f cee. (2.12)
Yy = -2 zé%%% cees (2.13)

Conhecidas as deformacoes em um ponto da pla-

ca, as tensoes correspondentes podem ser determinadas a
partir da Lei de Hooke, dadas a seguir:
£ (2.14)

Tx T Tz (Bt Ey)
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oy = l_vz(ey-kv‘ex) .. (2.19)
xy = G ny “ .. (2.16)
Onde:

E : modulo de elasticidade longitudinal;

Vv : coeficlente de Poisson:

G : modulo de elastidade transversal;

_ F
G = 2(1+v) e (2.17)

Substituindo~se, nas expressces das componen-
tes de tensao, (2.14), (2.15) e (2.16), as componentes de

deformagao €0 B, € Y, (2.11), (2.12) e (2.13), obtém-se:

y y’
___E 52w 32w
% TT{mvT G TV yye) 2 cee. (2.18)
E R 32
o, = - 1—v2‘ay?'*“ ax‘;f}z cee. (2.19)
_ 3%w
TXY - - ZGEIX—a}; Z « e = 8 (2-20)

Substituindo-se, em (2.1l.a}, (2.1.b) e (2.1.cC)

os valores das componentes de tensao Ox’ UY e Txy, por
suas expressoes, (2.18), (2.19) e (2.20), deduz-se:

_ 32w 3%w

m = -D (8x2 + v ayz) e... (2.21)
_ oy (2w 92w

my = D(ay2 + v axz) .. (2-22)

Cm = D (1-v) W (2.23)

Xy VX X9y Tt :
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A expfesséo (2.5) pode ainda ser modificada in

troduzindo-se os valores dem_ , m_e m__, (2.21), (2.22) e
X Y xy

(2.23), obtendo-se a conhecida equacao diferencial de pla-

cas:
dtw 3w 3w g
e + 2 T%7ay7 + wE oD cea. (2.24)
Esta ultima equag¢aoc & geralmente escrita em
sua forma implicita:
raw = 2 eee. (2.25)
D
onde:
3” 3%
A =agxz* 3y ? seee (2.26)
Substituindo-se, em (2.3) e (2.4), as expres-
soes de m_ my e mxy' (2.21), (2.22) e (2.23), obtem-se qx
e qy em funcao do deslocamento w,
3 ,8’w 32x
a = D 5y Gz Ay cee. (2.27)
9 (9°w | 3w
= -p -2 + ce.- (2.28
Iy D3y Gxz * aye! ( )
ou:
3
qX:_D Eﬂw (2.29)
q,, = -D iiilw ce.. (2.30)
Y dy
As componentes de momento, inicialmente refe-
ridas as direc¢oes x e y, podem agora ser reescritas em

relagao a um sistema genérico de coordenadas n e s. Consi-—
dere-se um elemento de placa abc (fig. 2.4.a), paralelo

ao plano médio e a uma distancia z desse plano, com as res



-15-

FIG. 2.4 - Componentes de tensao no elemento de placa
abc e respectivos esforgos resultantes.
As componentes de tensao G, € TQS, respectiva-
mente tensodes normal e tangencial ao lado ab {ver figura

2.4.b), estao relacionadas com as componentes de tenséo<§x,

g e T atraves de:
Y Xy

e (2.31)

0_=0_Ccos?a+0 sen2a+2 1 sena cosa
n X Y Xy

= - 2 — 2y e .32
L (oy ox)senucosa-kay(cos a - sen?a) (2.32)

Utilizando-se as defini¢oes dadas em (2.1), po

dem ser obtidos os momentos fletor e volvente referidos as

direcoes n e s (ver fig. 2.4.c),
e (2.33)

m = m_ cos2a +m_ sen2c+ 2m sena cosa
n X 3% Xy

= - 2 _ 2‘1 .
mo (my mx)sena.cosai—mxy(cos o — sen? i) ... 2.34)
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A componente de momento m_ pode ser obtida a

partir de (2.33), considerando

{1*:%*“01 ee.. (2.35)
assim:
mS:mx sen2u+mycos?-a—2mxy senw coso cees (2.36)

Pode-se tambem estabelecer uma relacio entre as
cortantes'qX e qy € a cortante q, na direcao normal ac la-
do ab. Considere-se o equilibrio de forgas verticais no e-
lemento de placa da figura 2.4.a, conforme indica a figura

2.5.

FIG. 2.5 - Forc¢as cortantes atuantes no elemento

de placa abc.

Da condigao de equilibrio de forcas verticais

pode-se escrever:
ds =g _ ds cosa +g __ ds sena
9, % 1y Ss

au

9, = 9, cosa+ qy sena el (2.37)

Procedendo-se de forma analoga ao caso do mo-

mento m_, obtem-se:
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q. = —qxsena-qucosa e... (2.38)

Na resolugao da equagdao diferencial de placas
€ necessario impor condig¢des de contorno com relacao ao

deslocamento w, a sua derivada, 3w/dn, e aos esforcos m

r

fll {(ver fiquras 2.4.c e 2.5). KIRCHHOFF [38], entre-

ns ¢ 49n
tanto, demonstrou que as condigoes de contorno relativas a
cortante, q,, € ao momento volvente, Mmoo podem ser agrupa
das em uma unica. Considere-se uma placa de contorno curvo
para o gqual se define, em um ponto genérico, P, um sistema
de referéncia cartesiano, na direc¢do normal e tangencial a

este contorno (fiqura 2.6}.

5 s
—-— bk} ] -
D' #mns

FIG. 2.6 - Momento volvente no contorno.

O momento volvente resultante em umelemento de
comprimento ds do contorno vale mnsds (figura 2.6.b). Esse
momento pode ser interpretado como o resultante de um bina
rio de forgas de intensidade m. . aplicadas nas extremida-
des do elemento ds (fig. 2.6.c¢). Na figura 2.6.d & mostra-
da a justaposicac de dois elementos de comprimento ds e oOs
respectivos momentos volventes interpretados como binarios.
A resultante das forcas aplicadas na juncao dos dois ele-
mentos & (amns/as)ds. Esta forca, somada a resultante da

forga cortante, qnds, resulta em um esforgo denominado cor
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tante equivalente, cuja intensidade por unidade de compri-

mento ée:

ans
V.= + e .
n qn a5 (2.39)

Para o caso particular de n coincidindo com x

ou y, obtém-se:

om
= XY
V. = g, *+ 55 cee. (2.40)
amx i
Vy = qy + _3§Z ce-. (2.41)

2.4 - EQUA?@ES DE PLACAS EM COORDENADAS POLARES

Certos problemas de analigse estrutural sdo mais
facilmente analisados guando a equacgao diferencial de pla-
cas esta referida a um sistema de coordenadas polares. Con
siderem-se os sistemas de coordenadas cartesianase polares

indicados na figura 2.7.

0 »— %
=]
r r = OP
Pix,y)
Y
FIG. 2.7 - Sistemas de coordenadas cartesianas

e polares.

O ponto P de coordenadas (x,y) pode ser defi
nido em fung¢ao de r e 8§, respectivamente, distdncia desse
ponto a origem do sistema de coordenadas e angulo entre a
primeira variavel e o semi-eixo positivo de x. Assim, po
de-se escrever as seguintes relagOes entre as coordenadas

dos sistemas cartesiano e polar:
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r cos8

b
H

-e.. {(2.42)

r senf

<
Il

Para se obter as relagoes entre as  derivadas
das coordenadas dos dois sistemas escrevem-se, inicialmen-

te, as seguintes expressoces, obtidas a partir de (2.42)

rZ = XZ + yz - ... (2.43)
8 = arc tg‘;g - cee. {(2.44)
Com as relacoes diretas e inversas entre oS

sistemas cartesianos e polar,definidos em (2.42), (2.43) e

(2.44) ,podem-se agora obter as relagoes derivadas:

%§ = % = cos¥9 ---. (2.45)
or _ Yy _ g

5 =% =sen ce-.. (2.46)

98 _ _ ¥y _ _ senb

=~ = £~ = - el (2.47)

96 _ x _ cosb ee.. (2.48)
Y r? r

Sendo os deslocamentos transversals, w, da pla

ca dados em funcao de X e y, escreve-se:

dw _ dw dr , dw 30
ax or 99X 06 9x

ou
aw _ oW senb odw
3x - 988 5 - T 3p ceee (2.49)

Obtém-se,analogamente:
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W _ ow , cosb Jw
a_y = sena ar + T ﬁ - (2.50)

Pode-se escrever ainda:

& = 8 (COSS M _ Sene ﬂ
ax2 Ix or r af

que, apos as derivagoesg, fica:

13w 1 92w 1 dw
r3r rzaez}--ZSenecose———(rae)

... {2.51)

32w _ 92w
dxz  ©OS ar2

Obtem-se, analogamente:

02w _ an 02W 1low 1 02w a8 1w
5y2 - Sen 057z tCos?0 (Z50 72 g2’ T 2 senfcost s (T +7)
cee. (2.52)
e
2w _ 1dw , 1 392w _ 32w 2 2ay 0 1 0w
IXIy Senecose(r 5r ' rZ 562 Br2)+—(cos b-sen28) Br(r a0

=)

e... {2.53)

Somando-se (2.51) e (2.52), obtém-se a expres-—
sdao do operador diferencial de Laplace em coordenadas po-
lares:

92 32 32 1 3 1 32

O r e T I LA peee (2054)

(

ficando, portanto, a equacao diferencial da placa, (2.25),

em coordenadas polares, dada por:

artrzaez) Gz v Y TE unE

2 2 2
; 1l 2 d2w 1 Bw_+_%78 Wy oo % e, (2.55)
Substituindo-se, em (2.21), as curvaturas por

suas expressoes em coordenadas polares, (2.51) e (2.52),
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d%w aw d2w
m =-D [ ppe 2(c0529+\)sen29)+(iar+r2aez)(sen 6 +vcos26)+
-2 senb cosb (1-v) BI'(i gg :] ---. (2.586)
Analogamente:
2 2
my = =D [grz(senze+\)c0529)+0%%%¥+§% gef)(cosze+usen28)+
+ 2sens cos® (1-v) 5= (= 5%) J ean (2.57)
e
My, = D(1-V) [sene cost (£ 2% + L &W 20 (cos26 +
- senzg) gt % gg}] cees (2.58)

Do mesmo modo, as expressoes (2.29) e (2.30),
que representam as cortantes q, € qy, sdo também escritas

em coordenadas polares e suas formas finais sao dadas por:

_ d _ senb 3

q, = —D [cose e Aw Yy Aw:} cee. (2.59)
_ d cosf 3

qy = =D [sene ——BrAw = 95 Aw:] se.. (2.60)

Conhecidas as expressoes, em coordenadas pola-

res, de m _, m 49, © 49, podem ser deduzidas, nesse

r m r

Y Xy Y 5
mesmo sistema de coordenadas, as expressoes de mo, Mmoo e
V, em um ponto P genérico do contorno, onde n e s sdo veto
res normal e tangente ao contorno e de origem em P (ver fi
gura 2.8).

Considerando-se (n,s) um sistema de coordena-
das cartesianas, pode-se escrever a relacgdo entre suas co-

ordenadas e as do sistema (x,vy):
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- CONTORNO DA PLACA

FIG. 2.8 - Ponto P do contorno da placa e os

respectivos vetores n e s.

X = X, + n cos(8+R) ~ s sen(9H+R)
cee. {(2.61)
Y = Yp t n sen(9+8) +s cos(6+8)
ou, em sua forma inversa:
no=ong + X cos{B+B) + y sen(68+R)
cev. (2.62)
s =s_ - X sen(9+8) + y cos(6+B)

onde (XP, yP) e (no, so) sao, respectivamente, as coordena
das dos pontos P e o.
A expressao do momento fletor m, no ponto P fi

ca (ver expressao 2.33):

= 2 2
m m, cos (6+RB) +n3’sen (6+R) +2r%qrsen(8+8)cos(e+s)
(2.63.a)
Substituindo-se, em (2.63.d,as expressies de
m . my e mXy em coordenadas polares, (2.56), {(2.57) e (2.58),
obtém-se:
d2w 1l ow
= — 2 2 2 2 = -
m D [(cos B+ v sen B) 53 + (sen?B + v cos BY (Z 5%
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Analogamente:
3w 13
m, = lj(sen28+\)c0528) + (cos?B+vsen2p) (= ¥ 4
S r or
+ *l— 2w)——2 (1-v) senp cosB~§—(llaw) (2.64)
r® 392 3r 'Y 36 T )
e
_ B low 1 52w _ 33w
m.. = -D(1-v) [senBcosB(rar-i-rzae2 arz)+(c0525+
- sen32f) 5@_ % gg} J c... (2.65)

Para se escrever a expressao da forga cortante
equivalente, Vn' em coordenadas polares, considere-se ini-
cialmente sua expressao, (2.39), no sistema de coordenadas
cartesiano (n,sj):

dm

_ ns
vV, = q, * TS eea. (2.39)

onde d, pode ser escrita em funcgao de q, € qy a partir de

(2.37), como se segue:

9, = 9, cos{0+8) + qy sen (6+8) ... (2.66)
Substituindc-se, em (2.66), as expressoes de
q, e qy em coordenadas polares, (2.59) e (2.60), obtém-se:
q_ = —-D FE—AVICOSB—Fl ji'AhrsenB) . (2.67)

n ar r 56 -t

Sendo m. . uma fungac de r, 6§ e R, sua derivada
em relacao a coordenada s & escrita da seguinte forma:

amns _ amns or 8mns 38 8mns 3B (2.68)

s 9r 3s T 98 3s v TIE 7s

Na expressao acima, & necessario determinar os

valores das derivadas das coordenadas do sistema polar em
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relacac a coordenada s do contorno. Assim, escreve-se ini-

cialmente:

dr _ dr 9x _ or dy (2.69)

o = oAl ms toas

Substituindo~se, em {(2.69), o©os valores de
or/9x e or/dy, (2.45) e (2.46), e de ox/9s e 0dy/ds por ex-

pressoes obtidas a partir de (2.61), deduz-se:

%:—senﬁ : cee. (2.70)
Procedendo-se de maneira analoga, obtém-se tam-
bém:
29 =1 coss el (2.71)
Sabe-se ainda que:
g—2=%—&fs .. (2.72)
onde R & o raio de curvatura do contorno no ponto P (ver
figura 2.8).
Substituindo-se, em (2.68), o0os valores de
dr/ds, 0939/9s e 38/3s, conforme as expressoes (2.70),

(2.71)y e (2.72), deduz-se:

dm Jm am dm
ns _ ns 1 ns 1l cosB ns
5s T T 3 senf "%E 3D coshB + (R r ) 38 (2.73)

Introduzindo-se, na expressao da forga cortan-
te equivalente Vn’ {2.39), os valores de = e de ans/as
em coordenadas polares, (2.67) e (2.73), chega-se finalmen

te a:
am am
_ o0 1l "ns _ 13 n
V. = (-D== Aw + YcosB (DT_gaﬁwa— g

S
n ar r o8 )senf +

am

h| ] o —
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2.5 - SOLUCAO FUNDAMENTAL DE PLACAS

Para qualquer trabalho que tem como base o uso
de equag¢Oes integrais, € sempre necessario o estudo das so-
lucoes fundamentais. Entende-se como solucdo fundamental a
resposta em um ponto genérico p de um dominio (em geral in-

finito), denominado dominio fundamental, devido a aplicacdo
de uma carga unitaria em outro ponto gq deste dominio. No ca

so particular de placas, a solucao fundamental & o desloca
mento transversal, w, em um ponto p qualquer, de coordena -
das [x(p),y(p)], denominado ponto de deslocamento devido a
uma carga unitaria aplicada em (x(gq),y(g)], denominado pon-
to de carregamento. Esta solucao fundamental & obtida a par

tir da seguinte equag¢do (ver figura 2.9):

Adw* = §[x{p)-x(q),y{p)-y(q)] -ve. (2.75)

onde &8 [x-x(qg),y-v{g)] & a funcdo delta de Dirac, cujas

propriedades dao:

S[x{p)-x(q) ,y(p)-v(q)]=0 para x(p)l#x(g) ou y(p)#y(g) (2.76)
S [x(p)-x(q),y(p)-y(g)]l== para x(p)l=x{(qg) e yv(p)=ylq) (2.77)
e

+m +oo
J [Glx(p)—x(q},y(p)—y(q}] ¢ (x,y)dxdy=¢ [x(qg),y(g)] (2.78}

A partir de (2.78) pode-se escrever:

4% 4o
J Jﬁ[x(p)—x(q),y(p)—y(q)] dxdy =1 (2.79)

— 00 oD

ou seja, a resultante do carregamento transversal aplicado
sobre o dominio fundamental é uma forca unitaria aplicada

no ponto [x(g),v(q)].

A solucgao fundamental de placas & obtida pela

resolucao da equacao diferencial (2.75) para todos pontos
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a[xtal.ytql

FIG. 2.9 - Pontos de carregamento (g} e de

deslocamento (p}.

do dominio fundamental, com excecido do ponto de carregamen-—
to [x(g),y(g)]. Nestas condicoes,

a eguacao diferencial
{(2.75) fica:

Law®x = 0 c--. (2.80)

Considerando-se um sistema de coordenadas

po-
lares de origem em g (ver fiqura 2.9) e também a simetria
existente, a equacgao (2.80) pode ser escrita na seguinte
forma (ver equacao 2.55):
d?2 1 d d2w* 1 dw* B

(drz + i dr) {drz ; dr ) = 0 PR (2.81)
onde o diferencial agora é total, pois w & fungao apenas
de r.

Reescrevendo~se (2.8l) em uma forma mais con-

veniente para sua solucgdo, obtéem-se:

1 d d 1l 4 dw* _
T a}'{r ar [E a;'(r 7;;)]} =0 ce.. (2.82)

Por integracoes sucessivas, chega-se a solucao
geral decsta equacio-
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C .
Ww* = —r2inr+{c —cl) %; + c3 Rnr+c4 v (2.83)

Considerando-se a condicdo de simetria em rela
¢ao ao ponto q (fig. 2.9), pode-se escrever:

*
g% =0 para r = 0

0 que leva a

c, =0 7 cee. (2.84)

A constante de integracao ¢y e obtida a partir
da condigao de equilibrio das forcas verticais atuantes em
um circulo de raio r, cujo centro & o ponto de aplicacio

da carga unitaria {(ver figura 2.10).

a} bl

FIG. 2.10 - Forgas verticails atuantes no circulo de

raio r e centro [x{(qg),y(q)].

A cortante egquivalente, Vn’ em um pontc p gqual
quer da circunferencia, necessario para equilibrar a carga

unitaria, é:

—

(2.85)

V. = - .

A expressao de V_ & obtida a partir de (2.74),
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sendo apenas funcdo de r e B=0 para todos os pontos da

circunferéncia, o que resulta em:

- -p &
Vy = <D g bWk -... (2.86)

De (2.85) e (2.86), obtém-se:

_D_EAW*:_ : ee-. (2.87)

Expressando—-se o Laplaceano em coordenadas po-

lares, deduz-se:

d d2w* 1 dw*, _ 1
Par e Y a) T 7 ce.. (2.88)

Substituindo-se em (2.88)w* por sua expressio,

(2.83), obtém-se:

. = 1 ... (2.89)

Utilizando-se os valores de Cq» {2.89) e Cqr

(2.84), em (2.83), chega-se a:

1 r2 1
x = 2 -
w r2finr + 7 (c2 31D

FER {2.50)

+c ..
) *ey

Para uma solucaoc de placa qualquer, as cons-—
tantes c, e ¢y, seriam definidas a partir de condigdes so-
bre seu contorno. No caso da placa fundamental aqui anali-
sada, de raio infinito, estes valores podem ser quaisquer.

STERN [24] e BEZINI {23] adotam:

c, = 1 e c, =0
2 27D 4
portanto:
1
W = r2 ¢nr cv.. (2.91)

8D



...29_

De acordo com DANSON [39] é valido utilizar:

obtendo-se, para a solucao fundamental,a sequinte expressao:
X = 2 1
w¥ = —— r2 (4nr - 5) cees (2.92)

A partir de (2.92) obtém-se as expressoes dos
deslocamentos e esforgos em um ponto, p, genérico do domi-
nio fundamental. Em particular, as cbmponentes de momento,
a derivada do deslocamento e a forga cortante equivalente
referidas a um sistema de coordenadas (n,s) gqualquer loca-
lizado no ponto p, sao obtidas a partir de (2.92), (2.63),

(2.65} e (2.74) e suas expressoes sao (ver figura 2.9):

BW* _ T )

5n _ 4op ‘T cosB el (2.93)

m;_; = - *%: |:(l+\)) fcnr + (1-—\)) COSZB + \):| . (2.94)
1-v

* =

s gw sen2B ce.. (2.95)

+ _ cosB [, . an -V

Vo T Tanr Lz(l v) sen?g 3+v] + g=cos28  .... (2.96)

onde:

r = {[x(p) - x(q) ]2 + [y(p) —y(q)]z} z cee. (2.97)

Também tém especial interesse as derivadas dos
deslocamentos e esforgos fundamentails em relacao a coorde-
nada m do sistema de eixos cartesianos (m,u) de origem no
ponto de deslocamento p (ver figura 2.11).

Para a avalia¢ao dessas derivadas considere-se

inicialmente a expressido da derivada de r em relacgao a x:



FIG. 2.11 - Sistema de coordenadas {(m,u) e (n,s) de

origem no pontc de deslocamento p.

r, = =% el (2.98)

bid ax (p)

Substituindo-se em (2.98) a expressao de r,
{2.97), obtém-se:
r, _ x(p) - x(gq) . (2.99)
X r
Pode-se, analogamente, escrever:
r, = Ypl-ylqd) ee-. (2.100)
v r
A partir de (2.99) e (2.100), obtém-se as se-
guintes expressoes:
Br,x l-rfx
ax(p) = r . . .- (2-101)
ar, r,xr,
= - —= 7 eee. (2.102)
0x (p) r
Br,x LR o
= - = X eea. (2.103)
3y (p) r
ar, l-r?
y - Y ee.. (2.104)
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Pretehde—se agora obter a expressao da deriva-
da de V:, (2.96), em relacao a coordenada m  (ver figura
2.11). Pode-se escrever, a partir dos sistemas de coordena

das indicados na figqura 2.11, que:
cosf = n.r --.. {2.105)

senB = -s.r ce.. (2.1086)

> . >
cnde r & um versor associado ao vetor pq.
Substituindo-se na expressao de Vn’ (2.96), as

expressoes de cos8 e senf, (2.105) e (2.106), obtém-se:

ey
jzv}

4rr bl

vk = 2oL (2(1—\)) (E.E)z—3+v]+l‘v [1—2 (E?-_:EHJ

ee.. (2.107)

Chamando-se de (n, ; n, ) e (s, ; s, ), respec
. . X Y X -> Y—)-
tivamente, os cossenos diretores dos vetores n e s em rela
- . ~ *
cao ac sistema de coordenadas (x,y), a exXpressao de Vh po

de ser reescrita:

+nryrry) [z(l_v)(s'xr’x+s'yr’y}2 +
-3+ [+X Y 1oo(s, r, +s, r, )2 (2.108)
4 1R fx T 'x fy Ty Tt °

A derivada de V; em relacao a m pode ser escri

ta na seguinte forma:

SV EAVA CAAd
no_ n_ 3x(p) , n_ 3y(p) (2.109)
= TETeT e VT on N

sendo (ver figura 2.11):

X(B) = cosd = m, ceo. (2.110)

am X
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AR o gang = m, cee. {2.111)
o Y
onde m, e m,Y si3o os cossenos diretores de m em relacao
ao sistema de coordenadas {(x,y). A expressao da derivada,

(2.109), fica:

* * *
BVn SVn aVn

m,

+ m, vee. (2.112)
X 5y (p) y

sm 3x(p)

As expressotes de gVi/3x(p) e pvX/3y (p) sao’ ob-

tidas a partir de (2.108), (2.101), (2.102), (2.103) e
{(2,104). Substituindo-se essas expressoes em (2.112), ob-

tém~se a expressao final de BVE/Bm:

av*
an?z 4er2{2(1—\))(5 r) |:(s r)(m-n)+2(n-r)(m-s) +
g - —L+_1 - - -+ > &> >
-4{s.r) (m-r) (n-r) i* (3—v)’ —(m-n) + 2(m-r) (n r)]} +
+nl£¥g'—f[‘(ﬁ-§)+($-‘f)(“§-%)J eee. {2.113)
Com procedimento semelhante, obteém-se:
dw* r -+ =
= - .o 2.114
am arp ™ F inr ( 14)
* - > -+ - 5 >
g% (ixl} = E%B [(m. r){n-r)+m-n an'] e... (2.115)
am*
n 1 > » > -> > - - -
=T T At {(l+v)m- r-2(1-v) (n - r)[(m- r)(n.-xr}+
m dr7r
- (EE.I—Z)M ce.. (2.116)
amns 1-v > O > > [ > > I 3 o+
m - Anr [Z{m-r)(n-r)(s-r)—-(m-n){s-r)-—(m.s)(n-r)_

i 1% 7)
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CAPITULO TT1TI

FQUACOES INTEGRALS DE PLACAS

3.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo, com a aplicacao dos teoremas
de Betti e de Green e utilizando-se as equagdes e expres-—
soes obtidas no capitulo anterior, obtém-se uma eguagio in
tegral gque relaciona o deslocamento, w(g), de um ponto
qualquer do dominio da placa com os deslocamentos e esfor-
$0s no contorno.

A equacgac que relaciona a derivada do desloca-
mento de um ponto do dominioc da placa, em relacao a uma co

g
com os deslocamentos e esforg¢os do ceontorno, tambem é deter

ordenada mq de um sistema cartesiano qualguer, 3w(g)/3m_,
minada. Esta equacao integral & também importante para a
definicdo do sistema de equacdes algébricas que governam o
metodo dos elementos de contorno em uma das formulagoOes

propostas neste trabalho.

3.2 ~ EQUACAO INTEGRAL DE UM PONTO DO DOMINIO DA PLACA

Seja uma placa isOtropa qualguer de contorno T
e dominio 2, submetida a um carregamento distribuido g em
uma area Qg conforme indicado na figura 3.l.a. Esta placa
esta contida em uma placa infinita da qual é a-

penas um subdominio, conforme indica a figura 3.1.b.
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SO K

FIG. 3.1 - Placa de dimensoes finitas contida

em uma placa infinita.

Considerando-se a placa da figura 3.1.b subme-

tida a dois carregamentos nao simultdneos g e g* com as su

perficies elasticas a eles associadas dadas por w e w* e

sendo o.. e €., as tensoes e deformagOes associadas a g,
U;j e E;; aquelas assocliadas a g*, pode-se escrever o teo-
rema de Betti utilizando-se a sequinte expressao:

* = ‘ * ) 1 =
L'I Oij Eij dv = X jij Eij dv i,1=1,2,3 -e-. (3.1)

O termo da direita da expressao (3.1), denomi-
nado agui de U, pode ser escrito, com o uso da notagao

classica, na seguinte forma:

(
U = Voo..e¥. av = [o eEX+o e¥*+o0 eF 4+ vE
ij7ij XX yy -z z Xy Xy
v %
T Y* +1 y* dv .. (3.2)
xz'xz ' yz'yz |

Desprezando-se as tensdes relativas a direcgao
normal ao plano da placa, a expressao (3.2) pode ser rees-

crita:

U = (OXE*-+U e* 41 * ) dv ve.. (3.3)
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Substituindo em (3.3) ¢ , O e T , conforme

) x" Ty xy
as expressoes (2.18), (2.19) e (2.20); e E;, E; e Y;y por
(2.11), (2.12) e (2.13), obtém-se:
3 E 92w, 92w, 02w* E 02w d2w, 92w*
v = [1—\)2 Gxz tVayr) oxe 2T T Tovs Gyr FVwe) gy 2t
02w 02w*
—_— e 72
+£IGaxay axayz ]dv ce.. (3.4)

Apbs a integracado ao longo da espessura da pla

ca, chega-se a: _

_ d2w d2w, d2w* J2w d2w, d2w*
U = J [D(szi-vayz) %2 4—D(BY244)8X2) 3y 2

02w 0d2w*
+ 2D(l—\)} Wmildﬂ - (3.5)

De {3.5), (2.21}), (2.22) e (2.23} pode-se es-

crever:

_ _ o 02w* g2w* 32w*
U ﬁJ I: M xz Ty ayE 2mxy Bxay] dfl oo (3.6)
S

Para obtengao das equacOes necessarias a formu
lacao transforma-se agora esta integral de dominio em uma
integral de contornc. Chamando-se a primeira das parcelas

de (3.6) de u, e, considerando-se que, para duas fungodes

1
diferenciaveis f(x,y) e g(x,y}, & valida a relacaoc dada a
seguir:
dg_ _, 3f L 3
fid=-g X +== (£9q) cee- (3.7)

pode~se escrever:

am
_ 9 Sw*. dw¥ X
u; = J [5; m, ax) vl } an ee.. (3.8)
9]

Do teorema geral de Gauss tem-se (ver fig. 3.2):
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Y
FIG. 3.2 - Sistema de coordenadas (n,s) normal e
tangente ao contorno-T.

3

HNdxdy = | Ncosa dar .o {3.9.a)
%) r

d
§§quxdy = | Nsenadrl ce-- (3.9.b)
f) T

grando de (3.8), obtem-se para u

Aplicando-se (3.9) a primeira parcela do inte-

l:

ax 39X

om
* *
91 :"me%‘g{cosadr +Jal——x as e (3.10)
r 52

Com o emprego da regra de derivacao, definida

em (3.7), a segunda parcela de (3.10), a expressaoc de uy

fica:

dw¥* 2 Bmx 82mx
- m, 5y Cosa dar + [g;(w*—ggﬁ-—w* X2 ] df
r Y
(3.11)

Apos a aplicacado do teorema de Gauss, chega-se

Iw* am_ Bzmx
- * - _
(-m, -~ cosa +w 5y cosa) dTl w¥ —— all (3.12)
r §
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Chamando-se de u, a segunda parcela de (3.6) e

fazendo-se transformacoes analogas as mostradas para u,,

deduz-se:
- am azmy
= - * - *
u, { My, Ty sena + w —ggisena) ar Qw e dan (3.13)
T

O desenvolvimento da terceira parcela de (3.6),
denominado Us, exige o desmembramento em duas outras parce

las assim definidas:

N 32wk Y2k
uy = —J mxy 3X3y df mey —axay df2 c--. (3.14)
52 5
As duas parcelas de (3.14) sado tratadas da mes

ma forma que u; e u,, sendo que uma & decomposta em deriva

das em relacao a X , e a outra, em relacdo a y. Assim,

om
_ 9 ow¥*, _ ow* Xy _ 9 ow*
Y3 T T { [8x (mxy By) 3y 9x :]dQ J [By'(mxy ax
& §
9 *amx
- S =X | ag cee. (3.15)

9x 9y

Utilizando-se novamente o teorema de Gauss,

(3.9), deduz-se:

am
_ Aw* dJw* dw¥* Xy
Uy = J (mxy—§§-cosa-mey—gg—sena)dF4[(—§§ Freaaliy
r Q
aw* amxz
R y df --.. (3.16)

ax 3y

Da aplicacdo da regra de derivacdo (3.7) na in
tegral de dominio de (3.16) e, posteriormente, do teorema

de Gauss (3.9), chega-se & seguinte expressao:
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ow¥ * amxz
u., = - cosa — m ~— sena + w* seno +
3 Xy oy Xy o aX
Bmx Bzmx
+-w*-7;;zcosa) ar - 2 wr —— Y dg e (3.17)
Y 0Xdy
{2

Com os valores de ul, u2 e u3, a expressao de

U, (3.6), pode agora ser reescrita na sequinte forma:

* * *
U= - {m aqicosa +m ow sena +m ow cosa +
X ©X Yy oy Xy 3y
r

- . Bmx amx
+ mxy P senu) dI' + | w cosy (—aX +—Xay ) +
T

om Bmx Bzmx Bzmxy azmy
—_ * — %
+ sena(fﬁg-%*ggx) dar w (aXZ + 2 X3y + Byz) as.
Q

«... (3.18)

A partir de (3.18), (2.3),

(2.4), (2.5) e (2.37),
pode-se escrever:

e e
g = - m 2 cosa +m N gena+m N cosa +
_ X oX y 9y Xy 9y
r
ow « Y
+mxy axsena]dF+J W qndI‘-I- J g w ng ce. (3.19)
T Qg

Da relacdo entre os dois sistemas de coordena-
das (x,y) e (n,s), (2.61),

e fazendo a =6+ B, deduz-se
(ver figuras 2.8 e 3.2):
IWw* Jw* , dw*
W = 3n cOos O - 3s sen o (3.20)
Jw¥ sw¥ Jw*
3y~ n sena + 55 Cos o (3.21)

Substituindo-se, em (3.19), dw*/dx e aw* /oy

por suas expressoes, (3.20) e (3.21), obtém-se:
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dw* dw* Awx
U- ’:mx cosQ (B_rl coso — s sena) +my seno ( o seng +
r
dw* ow* dw*
+ 3s cos) erxy cosa | o Sena +T§;“ cosa) +

* *
+m__ sena (iw—cosa—gv—l—sena) dl + | g w*dl +
Xy an ds n
)
+ gw*ng ce.. (3.22)
£

g
- ApOs convenientes operacdes, a expressao (3.22)

pode ser reescrita na seguinte forma:

aw*
U = - —(m. cos?2a +m_ sen2a+2m sena cosoa) +
an X Y Xy
r

dw*x
oy l:mxy {cos2a — senZa) + (my—mx) sena Cosa]} ar +

+I qnw*dF+ng*ng oo (3.23)
r Q

De (3.23), (2.33) e (2.34), obtém-se:

_ aw* aw* % %
U = J(mn TR Gy qnw)dF+ng ng c... (3.24)
T

0
g

Integrando-se, por partes, o segundo termo da

integral de contorno de (3.24), obtém-se:

FZ ans
—_ *
5 ¥ ar ee.. (3.25)
r

onde Fl e FZ sao as coordenadas dos extremos do contorno
onde esta sendo realizada a integracido. Para o caso de um
contorno fechado, cuja representacao paramétrica e a res-
pectiva derivada sejam continuas, a primeira parcela de

(3.25) se anula. Para o caso de contorno com angulosidades
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{(cantos) isto nao ocorre e a expressio (3.25) pode ser re-

escrita da seguinte forma:

dw* Ne ans
= - * — *
m . g al D R, WX 5o whdrl cee. (3.26)
i=1 “1 1
[ I
onde:

R . =m'  -m ee. {3.27)
Cl ns; nsy

+ - i 7 -
sendo We s mHSi' Mg respectivamente, os valores do des
locamento e do momento volvente posterior e anterior ao can
to 1 da placa, Ne o numero total de cantos do contorno con
siderado (ver figura 3.3). Re: pode também ser interpreta -

do como a reacao de canto da placa.

~Jrss s Mns,
"‘j7fﬁﬂ}r__ i
a4

Mns;

FIG. 3.3 - Canto 1 da placa e os momentos volventes

anterior e posterior a este canto.

A partir de (3.24} e de (3.26), pode-se escre-

ver:
dw* amns Ne
= * - T * * *
U (qnw m, ot Tg W }y ar + i_X_l Rciwci +lgw ng
h Q

r
..?; (3.28)
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De (3.28) e (2.39) obtém-se:

N
U = (V_w¥*-m gﬂt)dF+ Xc R.. wX + | gw* 4l (3.29)
n n sn .z Cy €31 g " "
r 1=l Q
g
O termo da esquerda da expressao (3.1), apos

tratamento analogo ao visto anteriormente para o termo da

direita, fica:

* _ *
z(ﬁj_gijdv = |[(Viw-m

ce-. (3.30)

Assim, a expressao final do teorema de Betti

aplicado as placas fica dado por:

Ne
(V;w—m;%) ar + Ré.wci+ g* wdQ =
iz ©i Ci
r 2
NC
= (vowrem 2 ar 4§ R wh, 4 w* dQ
a n n an Lo TC e g g
r 1=1 2
g
cea- (3.31)

Supondo-se que o carregamento g* seja uma car-
ga concentrada unitaria aplicada em um ponto g do dominio
da placa e cuja representagao matematica e uma funcao Del-
ta de Dirac, (2.76), (2.77) e (2.78), os deslocamentos e
esforcos a ele associados sao fungoes do ponto de carrega-
mento, g, e do ponto de deslocamento, P definido no domi-
nio { ousobre o contornoT. 0s deslocamentos e esforgos cor
respondentes ao carregamento distribuido g sao funcgbes ape
nas do ponto onde os efeitos de g sao determinados, ou seja,
do ponto de deslocamento, uma vez que a posicao deste car-

regamento esta previamente fixada.

Escrevendo-se cada variavel da equacao (3.31)

em funcao de dois pontos, quando se tratar de solucido fun-
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damental, e de apenas um ponto em caso contrario, obtém-

se:

g*(g,p) wip) dfd (p} + [V;(q,P)w(P}+
Q r
3w (P) Ne
W
- mr’;(qrp) n ]dF(P) + —Z-

R* {q,P) w_ (P) =
l—l Cl C

1

- J [v (P) w*(q,P) —m_(P) 2% ¢ P)]dF(P) +
n q n an _q’
r

Ne
‘g
Aplicando-se a propriedade (2.78) & integral

de dominio do termo da esquerda de (3.32), obtém-se:

J g*(g,p) w(p) dii(p) = w(xq,yq) = wiq) ceoe (3.33)
52
e, portanto, a expressao do teorema de Betti pode ser es-

crita na seguinte forma:

wig) +J [V;(q,P) w(P) - m*(q,P) a‘g—r(lP)JdT(P) +
r

Ne
* P: *
-+i£lRCi{q'P)wa ) L [Vn(P)w (q,P) +

Ne

ow*
- m () S qq,p) Jare) + ) R

(P) w*(g,P) +
i=1 71 C1i

+ J g(p) w* (g, p) ng(p) e... {3.34)
g
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3.3 - EQUACAO INTEGRAL DE UM PONTO DO CONTORNO

A equacao (3.34) & valida para um ponto q qual
quer do dominio; entretanto, para a formulacdo do problema
pelo método dos elementos de contorno é necessario obter-
-se a equacgao integral para um ponto Q do contorno. Para
isso, considere-se a placa da fiqura 3.4, onde o contorno
inicial foi acrescido de um contorno circular Q; de raio £

- + -
e A e A s3o cantos do novo contorno da placa.

al b}

FIG. 3.4 - Contorno circular acrescido a um canto de placa.

Considerando-se a modificacao do contorno [, a
equacao integral (3.34) para o ponto Q do contorno da pla-

ca, e agora pertencente ao dominio modificado, é:

w(Q) +‘ ] [v;_;(Q,P)w(P) - m# (0, P) S—‘;(P)}dr(m +
r=r

+{ [v;(Q,P)w(P) - m* (0, P) g—‘;(P)JdFE (P) +
I

&



- .
vl RE (Q.Phw, (B) +RE (0,P)w, (P +

* —_—
+RZ L(0,P) W  (P) = J ) [vn(P)w*(Q,P)-+
r

*
- mn(P) %‘%(Q,P)]df(P) +{ [Vn(P)W*(Q,P) +

g
s Nao-1
—Inn(Pljﬁ;(Q,P)JdTE(P)-Fizl RCi(P)wgi(Q,P) +
+ C>\+(P)W"‘}\ (Q,P)+-RCX_(P)wéX_(Q,P) +
+ glplw*(Q,p) dﬂg(p) ... (3.
)Qg

44~

35)

A medida que { se aproxima de zero, o ponto Q

se aproxima do contorno e, na condig¢dao limite, tem-se que:

w(Q) +]T_i1;1 { [V*(Q P)w(P) - m*(Q,P) —-(P):|dT P} +

" limj I:V;(Q'p)w(P) —ml'fl(Q,P) g—‘;(P):IdFE (P) +

£+0
I
No-1 1
* iIm
+ .{ﬂ_Rci(Q’P)wci‘P)+g+o [R;A+(Q,P)WCR+(P) +

_ lim
+ Rér (Q,P) wcl_ (P)J = F+OJ ) [VH(P)W*_(Q,P) +
. I‘_
-m (P) ——(Q P):]dF(P) +E 0 I I:Vn(P)w*(Q,P) +
I'g
Ne-1

-m_(P) ¥, p) AT, (P) + T R (P) w® (Q,P) +
"n an =<' £ i8y Cd ci
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1im l * *

A+E+O [RCA+(P)WCA+(Q,P)"FRCA_(P)WCX_(Q,P) J +

+ J' g(P)W*(QrP) ng(p) st (3‘36)
Iq

Os limites das integrais sobre r-T indicadas

em (3.36),por definicao, representam o valor principal das

mesmas. Assim:
lim
I'-+0

-

—In*(Q P)~“—(P)](1F(P .-.. (3.37)

[V*(Q P)w(P) - m*(Q,P)7, (P{]dFUH—J [V*(Q P)w(P) +
T

il

1i dw*
) J [vn(p}w*(g,p) ~m_(P) —%(Q,P):IdF(PFJ [Vn(P’W*‘Q'P”
r-T '

-m (P)———(Q P) ]dF(P) ... (3.38)

Passa-se agora ao estudo da parcela de (3.36},
referente a integral sobre o trecho FE' cujo integrando,

para facilidade de entendimento, & indicado por 9(£):

lim _lim
r r

& £
—In (Q,P) 8 (P):]dFE(P) e... {3.39)
Aplicando-se a propriedade referente a inte-
gral de uma soma de fungoes, a expressao (3.39) pode ser

reccerita na sedquinte forma -
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lim  lim

o | o) an (@)= [v;;(Q,P) [w(m —w(Q):|+
I b;

3 3
- m*(Q,P) [3—;’(13) -{;"(Q)]} al (P) +
+ 2 ye 0, pyw(g) ar(p) - M| w0, p) (o) an (P)
£+>0 n' =’ £ £>0 n-*’ on g
L T

5 ce.. (3.40)

Supondo que & valida a céndigi3o de H5LDER[40]:

[w(P) - w(Q)| < ¢ r% (P,Q) ee.. (3.4D)

I%T“I(P) _g—z(Q) I = Czro‘?- (P,Q) eee. (3.42)

onde Cl e C2 sdo constantes e
0 <a. <1, i=1, 2

a primeira integral de (3.40) se anula. Como w(Q) e
Iw(Q) /9n sdo valores do dominio, a expressio (3.40) pode

ser reescrita da sequinte forma:

lim _ lim
Ié J¥

aw(Q) lim
an £+0

{ m;(Q,P)d%(P) e (3.43)
J%

Substituindo-se em (3.43), vi(Q,P} e m*(Q,P) ,
segundo (2.96) e (2.94), e considerando-se ainda que

cosB =1 e r =& (ver fiqura 3.4), obtém-se:
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Iim - L lim ( 1
J ¢>(;)dT£(P) =w(Q} E‘*OJ 2nE dl'p (P) +
[;

£+0
: f
oW lim 1
o (Q) E+0J Ve, E1+v)2n€+l]dFE(P) cee. (3.44)
fg
Como
d% (P) = £d¢ c... (3.45)
a expressdo (3.44) fica reescrita na segquinte forma:
ZW_BC
lim _ lim | _ 1
£+0 Lﬁb(i)dfg(P) = w(Q) £+0 I E £dd +
o
ZW—BC
dw(Q) lim 1 .
+_7ﬂT&_E+O J P [(l+v)2n£+—l]gdc e-.. (3.46)
s
onde B, € o angulo do canto da placa (ver figura 3.4). In-
tegrando-se e calculando-se o limite indicado, obtém-se:
LR ar () = - o (o) (3.47)
£+0 A e U
I}

£

As demais integrais sobre I% indicadas em

{(3.36) sao determinadas de forma semelhante e conduzem a

0 mesmo ocorrende com os limites sobre as
de canto Rc' Portanto, a

valores nulos,

parcelas gue envolvem as reacgoes

equacao integral para um ponto do contorno fica:

K(Q)w(Q) + [ ‘V*(Q P)w(P) - mr(Q, P)hﬂ(P}_JdF(P} +
r -

NC —
+ i£l R;i(Q,P) wCi(P) =( ‘ v (P) w*(Q,P) +
r
NC

{P)——*(Q P)]dT(P)+ L R_ (P)w* (Q,P) +
i=1 €i ci
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+ g(p)w*(Q;p)ng(p) cee- (3.48)
9]
g
onde :
§
K(Q) =2—§ oo, (3.49)

Para o caso particular de pontos do contorno

com uma unica tangente,

1
K{(Q} =3 --.. (3.50)
As variaveis da equacdo (3.48) s3o os desloca-
mentos w{P) e 9w(P)/dn e os esforcos mq(P) @ Vn(P). Em fun

¢ao da vinculagdo do contorno da placa, alguns valores sao
conhecidos e outros nao. Como sera visto no Capitulo 4, uma
das alternativas possivels para a determinacao dos valores
desconhecidos €& escrever também & equacdo integral corres
pondente a derivada do deslocamento w(gq) em relacido 3 coor

denada mq de um sistema de coordenadas cartesianas genéri-

co (mq, uq) e de origem em g {ver figura 2.11). Esta equa-
cao e obtida a partir de (3.34) e é dada por:
aw BVE Bm; W
W -2 ow T
Sm (@) [ sm (4, P)W(P) - == (q, P} BH(P)]d (P) +
q r q
Ne  3Rgx.
C Ak
+1 5 (q,P)w_ (P) = [v (P) =2—(q,P) +
l=l m Cl n om
q T 9
Ne dw¥ .
8 * - C
- mn(P)m— dai(qu))]dr(lj) + ) Rci(P) = l(qu) +
g & 1=1 ¢ q
a *
+ J g(p) 77— (q,p) A2_(p) ce.. (3.51)
mq g
§2

g
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Na equacgao (3.51) aparecem derivadas da solugdo
fundamental no ponto de carregamento gq. Estas derivadas sdo
obtidas com procedimento analogo ao utilizado na deducio das
expressoes (2.113), {2.114), (2.115), (2.116) e (2.117) e sio

dadas por:

awk 3 3
F(q,P) = - 7= (m.T) nr e (3.52)
—| 2 (’q,P)] - - 5 L(E-E) (R-T) + (m-n) Enr:l e (3.53)
q'- :
am; 1 > > > > [+ + + & 3
am (P} = [(l+v) (m-r)=2(1-v} (n.r) L(m-r) (n-r)—m-n)]}
(3.54)
am;s l—\)_~+—> + & -+ -+ - - 5> > > > >
am {q,P) :-4WrL2(m-r)(n-r)(s-r)—(m-n)(s-r)-—(m-s)(n-ri]
9
(3.55)
BV; 1 > > I 5 5 > > [EVS > >
ga—(q,P) = "Iz 2(l—v)(s-r)[_(s-r)(m-n}+—2(n-r)(m.s}+

—4(5-T) (m-r) (E.‘r*)}(:;—v) [—(In*.ﬁn 2 (M- 1) (S.‘r’)]} +

1-v > = > > -+ > > > |
- 1TRr(s-r)[—(m-s)«l—(m-r){s-r)J c... (3.58)

A equacao (3.51) & referente a um ponto do domi
nio. A correspondente representacdo para pontos do contorno
é formulada de modo anidlogo ao da equacdo (3.34). Conside
rando-se o contorno da placa ¢ o acrécimo circular do mesmo,
ind cados na figura 3.4, a equacio para a derivada de w no

ponto QO pode ser escrita a partir da equacao (3.51), isto é:

W BVE Bm; ow B
gaﬁ(Q) + ['E{—(QrP)W(P)"55—(Q,P)'§H(P) dar (p) +
q F_I_* g q -

m
d

B BVS amn - -
T

Iy
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Ne—1 3Rx, BR:*

+ Cl .
i£1 o (0,P)w, (P) 4= s (0, P o (P)+

3 dw
my () g [ 550 P) [} aree s
9

Iw¥
[vn(P) T (0,P) +
I‘E 4

-1

' Bw*. ,P +

..mn(P)am [an(Q,P)]} ng(Py+ gl RCi(P)ﬁﬁjl(Q } 7
BWZA_

+RCA-(P) amq  (QEU+—RCH;(p)

*
BWC)\-F

Q,P) +

Bm_

+[ g(p) " (©. p) a_(p)
0 Ty

... (3.57)
g

O ponto Q, inicialmente de dominio, sera ponto
do contorno guando se calcularem os limites indicados a se

guir:

S lim BVk am*
gﬁ“(Q) T+0 ™ (Q P)W(P)—EET'(Q P)——'(P) dr(e) +
r-T 9 q
av am*
+ lmJ [ 2(Q,P)w(P) - —2¢(Q,P) 8W(P)]dr (p) +
£->0 om am
r g Mg
£
Ne-1 BR* . aR* _
lim cX
+ i=21 n, (0, P)w l(P) +£+0 [am (Q,P) w (P) +
3R&
cyh
+ Bm)\ (Q/P) v, + (P)] m[ [v (2) 2% (o,p) +
am
q l"_'f‘ q
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d éw* lim dw*
-mn(P)§E;‘;§Eﬁ(Q,P)]}dT(P)+ £+0[ [Vn(P)gﬁg(Q,P)+

g
; ; Ne-1 Bwk
3 g w* 1
m (P) 5 [a (Q, P)]} alg(P) + ] R, (P) 5=(Q,P) +
q q 1=] 71
8w* p) *
lim X wC}\+
e im [:R (F) ——"= (Q,B)+ Ry, (P) 5 (0,P)
q
+ J'q(p)gﬁi(Q,p)dQ(p) ] -e-. (3.58)
o q
Lembrando que os limites das integrais sobre

I-I' sdo, por definicdo, os valores principais das integrais

sobre ', obtém-se:

I ( ( av* am*
29 1 Lo, pyw(e) - 2o, P) —(P)]drtp) ¥
m J m Jm
a =4 i
lim | [2VA omp 3w
+ 50 [aT (Q,PYW(P) = 5= (Q,P) 5 (P )]dTg(P) +
I "q
Ne—1 5RE, . 3RS
1 lim X )
LD el (<2 Ci(P’+£+0[ m (Q/plw, _ (P) +
IR:, +
- (Q,P)WCA+(P)] = {v (2) 2% (Q,P) +
q r q

- m(p) - [ (g, P)]} ar(e) + ;30 J{VH(P)%%i(Q,P) +
al - q

*

N1 IV .

d Bw i
- m_(P) (Q, P)]]df (P) + )} R_ (P) (Q,P) +
n qu B £ i81 Ci qu

. w w
lim Cx CHt ]
a -
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ow

* g(p) om

(Q p) ng(p) --.. (3.59)

Para remover a singularidade que esta equagao
apresenta quando £+0, € conveniente dar a placa um desloca
mento vertical de corpo rigido iqual a -w(Q). Como todas
as derivadas permanecem inalteradas, a equacao (3.59) fica

agora expressa ha seguinte forma:

—

N _ ( av* - 3m*
—E*(Q)f {—B—HT—{Q,P} w(P) —W(Q)J —=2(0,P) n (P)} dar(pe) +
q q

1im ( BV; B ] Bm*
e
Ne-1 5 - . IR
+ 1 === (Q,P) [:W(P) ~w (Q) +éf§[ —(o, P)[ _(P) +
i=1 q d

aRéﬁ—
—w(Q):I+ amq (0, P} [WC#{P)- W(Q):” =

_ ow* 3 dw*
= J [Vn(P’EET*Q'P’"mn(P)SET'[Ti?(Q'P)]] dr (pj} +
r q q

lim ow* 3 dw*
+g+0J {VH(P)EET(QrP}*-mn(P)gﬁ— gﬁ—(Q,P)J} dFE(P)+
L gq g 9
£
Ne-1 dw* ywk
Ci lim C
= g9 q
+Rc)\+(P) (Q P)] [ g(p) 3 —q(Q P} ng(p).. {3.60)
O limite da primeira integral sobre Fg, cujo
integrando passa a ser denominado ¢'(£)}, pode ser conve-

nientemente reescrito:
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lim : oy 1im av*
grp | O EMTE(R) = [WH(Q,P) [:w{P) —W(Q):’ +
Te ret g
£
am* {Q, P)
n-’ aw ow
I Fe— [gE(P)"sg(Q)]}Cﬂé (P) +
q
_lim[ am; Yo
E+0 Jr 3= (Q,P) 57 (Q) ATy (P) ce-. (3.61)
£
Supondo que €& valida a condicao de Holder,
(3.41) e (3.42), o segundo termo da primeira integral de

(3.61) se anula e, portanto:

lim{ srieyan, ) = ML o [uer-wio Jan +
£+0 3 = ev0 | m £
JI‘ T g -
£ £
SW gy lim Em—;f‘( P)}al. (p) (3.62)
an £>0 qu Q. £ cer )
T

£

Considere-se agora a figura 3.5, onde estao in

dicados os pontos Q e P e seus respectivos deslocamentos:

St
™
"
—

v}
o4
(@]

FIG. 3.5 - Deslocamentos verticais do ponto do dominio Q

e do ponto do contorno circular P.
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Quando. £+0 o conceito de derivada de uma fun-
¢d0 permite que se escreva a seguinte relacio (ver figura
3.5):

w(P) - w(Q) = §37(Q) e (3.63)

n

Considerando-se que, para qualquer ponto do

-+ >
contorno FE' n=r, deduz-se que:

> > > >
m-n = m-r ce-. (3.64)
Substituindo-se, em (3.62), BVK(Q,P)/qu,
Bm;(Q,P)/qu e w(P}) - w{Q) por seus valores, (3.56), (3.54)
e (3.63), e fazendo-se a mudanca de variaveis indicada em

{3.45), obtém-se:

lim ' _ lim [ 1 | Ow —
£+0 J o' (&) d% (P} = 50 { - J A (@) (m-r) d¢}..(3.65)
Fg )

Considere-se agora a figura 3.6,Chamando-se de
Y o angulo entre os eixos dos sistemas de coordenadas carte

sianas (nl, Sl) e (mq, uq), pode-se escrever, para qual-

gquer ponto de Fg:

= sen{(g¢-v) ce.. (3.686)

R+

-+
m -

L

FIG. 3.6 - Sistemas de coordenadas no ponto Q e no

contorno.
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As relacgoOes entre as derivadas de w(Q) nos sis

temas de coordenadas (n, s} e (mq, uq) 530:

W wo My e, Mg

an(Q) = ga*(Q) o T _E—(Q) n cee. (3.67)
q g

EE( ) = Bw( ) ETH ow EEH

R LTI T = -o- (3-68)

A relacao entre os doils sistemas de coordena-
das {n, s)ea(mq, uq) & obtida a partir de (2.61) fazendo
C+8 =T/2-¢ +y.

ng = mg--# nsen(d-Y) +5 cos(3-Y) e (3.69)
u, = ug - n cos(d-y) + s sen(d-Y) ee.. (3.70)
A partir de (3.67), (3.69) e (3.70) pode-se

escrevear :
M(0) = sen(4~Y) = (0) - cos (8-Y) 5o (0) el (3.7D)
Substituindo-se, em (3.65), dw(Q)/9dn e ﬁ- ;

por suas expressoes, {(3.71) e (3.66), obtem-se:

ZH_BC
Iim , _1lim 1 Iw
Eag J o (L) Al (P) = ;5 {-ﬂ [ [Senz(fb-w) a_m;(Q) +

o]

[N

sen 2 (¢-Y)§T""(Q)] dq)] el (3.72)
g9

Integrando-se e calculando-se o limite final,

deduz-se:

0 J(b'(a)dl"g - - @ {I““lﬂ‘?%} teen2 (Y+B.) +

1

dm

_-' :} Ty r- j g T.T ]
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Pretende-se agora estudar a parcela de (3.60)

referente a aRér (Q,P)/amq, que passa a ser denominada H(&},

podendo-se escrever:

lim H(E) = lim [BR;x
E+0 E_:_”O _aHT—_ (QIP) ch_ (P) - W(Q)]+
q
*
RCF
+~—T§€;—(Q;Iﬁ [WCA+(P)-W(Q)}} c--- {3.74)

sendo a expressao de BR;(Q,P)/qu obtida a partir de (3.27}:

BRé Bmgs + Bm;S -
qu(Q'P) T {Q,P) = (Q,P) | ... (3.75)

com o valor de Bm;S(Q,P)/qu definidoc em (3.55).

Na figura 3.7, estdo representados os cantos
»" e At do contorno indicado na figura 3.4 e os sistemas

de coordenadas cartesianas a eles associados.

FIG. 3.7 — Sistemas de coordenadas associados aos

pontos anterior e posterior aos cantos.
AT oe At
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Para o ponto do contorno anterior ao canto A~

pode-se escrever, a partir de (3.55), a seguinte expressio:

omp
S - > >
2lig,py = - ¥ a.g .. (3.76)

om TE 1

Obtem-se, analogamente, para o ponto posterior

ao canto A

mAys sy 1-v »
(Q,P) = m- s, el (3.77)

1=

=

o
nd

2m
g

A partir de (3.63), pode-se escrever:

we  (P) = wiQ) = & 5=~ (0) cee. (3.78)

ga-se a
smx
Nn+s
3°3 1-v = =
am (Q,P) ant m - S, (3.79)
Bmg
454 o 1l=v > >
m (¢,p) = an m-n, ... (3.80)
e
_ SW
WCA+(P) -w(Q) = ¢ EH;(Q) -... {3.81)
Substituindo-se as parcelas de (3.74) por suas
expressoes, (3.76) a (3.8l}, e considerando~se ainda que
- _ - _ -+ bié .
ny = s, en, =-5s,, obtém-se:
lim 1= | > aw o W
g_,_o H(g) - 2-”- [(m‘sz)anz (Q) ( m - 53) 31’!3 (Q)i' (3-82)

A partir da figura 3.7, as seguintes relacgOes

Nnodem coavr Ao itboc .
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> > :
m-s2 = COS Y _ ... (3.83)
mes, = (Y+B 3.84
m-s3—cos Y c)_ cee. (3.84)
ow _ oW oW
W(Q) = —seny W(Q) ~ cosy W(Q) .... (3.85)
2 q q
e
oW _ _ 3w
En_(Q)_ sen(y+g_) am . (0) cos {y+g_) a (Q) .... (3.86})
d q
Substituindo-se, em (3.82), os valores de
E- 32, ; -g3, Bw(Q)/Bn2 e Bw(Q)/an3 por suas expressoes,

(3.83), (3.84), (3.85) e (3.86}), deduz-se:

éig H{f) = %;: {— [sen 2y - sen2(y+B )] ~——(Q) +
q
+ [—coleY + cos 2 {y+8B )]-ﬁ——(Qq co.. (3.87)

q

As outras parcelas de (3.60) dependentes de £
sao calculadas de forma semelhante e sdo igualis a zero. As
sim, ap0s a substituicao de (3.73) e (3.87) em (3.60), ob-
tém-se, para a derivada da equacdo integral em um canto

do contorno, a seguinte expressao:

BV;
l o (Q)+K2a (Q)+[ {EE;—(QrP) W(P}"W(Q{]

g q Ji g

Bm* Ne aRé_
- (Q,P) = (P)} ar (P) + )}  —z (Q,P) [w (P) +

i= g i
_ aw*
- W(Q):| —J [V (P) (Q P) -m, (P) . a—n(Q’P)}} dr (P) +
r g "q

Ne owWX |
+ ] Re (B) 3o20,P) + | gip) %20, plang (P).. (3.88)

3 A m

°)
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onde :
K, = Jiqkii sen 2Y - sen 2 {Y+8 ) (3.89)
1 27 41 C Tttt -
K, = i%‘[cos 2y - cos 2(y+8c)] -... (3.90)

Nas somatorias indicadas em (3.88), referentes
as contribuigoes dos cantos, devem ser eliminadas as parce

las do proprio canto a que se refere a equagao.

Pode-se demonstrar que a-derivada da solucao
fundamental & outra solucao fundamental, agora para um mo-
mento unitario aplicado no ponto Q [411- Assim, BVﬁ(Q,P)/
/amq e BR* (Q, P}/am sdo, respectivamente, a cortante equi
valente e as reagoes de canto da placa para um momento uni
tario aplicado no ponto Q. Da condicao de equilibrio ver-

tical, pode-se escrever:

—Z(o,prar(e) + 7§ = L(g,p) =0 cee. (3.91)

avx Ne aR*
am
r

g i=1

A partir de (3.88) e (3.91) e, considerando-se
que w(Q) & um deslocamento de corpo rigido, portanto, uma
constante, obtém-se a seguinte expressdao para a derivada

da egquagao integral:

Bv*
lam (Q)*‘K2§——(Q)+1 gg_(Q P) w(P} +

am* Ne

—(0,p) oY J ar(e) + § 9% CHQ Pru_ (7) =

i=1 3m :
3 q Cq

_ dwT -
j{v ) 20,51 - my 2 5 [ 0,21 ar o) +
T q g

Np Bwf
+ ) (P)

{ wk
1 (o, P)+J g(p) 22=(0,p) an_(p) (3.92)
9
Qg
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Pretende-se reescrever a equacao {(3.92) Como
uma fung¢ao apenas das derivadas no sentido normal ac con-
torno da placa. Considere-se a figura 3.8, onde estdo indi
cados um canto placa e 0s sistemas de coordenadas (nl, sl)

e (n2, 52) associados aos seus lados.

FIG. 3.8 - Sistemas de coordenadas associados ao

canto da placa.

A parcela de (3.92), que passa a ser denomina-
da de K,, referente a contribuigdo do canto para o qual se

escreve a derivada da equacao integral, ¢ definida por:

_ dw aw
K, = Ky gaw(Q) + K, 56—(Q) .. (3.93)
q
> > _ .
Para m = Ny, O valor de ¥ e zero e os coefi-
cientes K, e K,, (3.89) e (3.90), assumem os seguintes va-
lores:
k- fe v (3.94)
1 = 5% 4 sen o e .
K, = o (1 28 (3.95)
2 7 4w Teos c) Tt )
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e,portanto, a expressao (3.93) pode ser reescrita na se-

guinte forma:

8.

Kw = (5? 4W

sen 2 BC) (Q) vﬂ-(l— cos 2 Bc)gasil(Q)

--.- (3.96)

Pretende-se agora escrever Bw(Q)/le como fun-
cao das derivadas normais aos lados do canto da placa, ou

seja, em funcao de Bw(Q)/Bnl e Bw(Q)/an

Escrevendo-se as relacdoes entre as derivadas
do deslocamento w({Q)} em relacioc aos dois sistemas de coor-

denadas, obtém-se:

W _ ow Iw
——(Q) = -'COSBC'ggz(Q)'+Sen8c"§§I(Q) cee. (3.97)

... {(3.98)

2(Q) ——-sensC 8 (Q)-—cosB

3s n

A partir de (3.97), pode-se escrever:

oW -~ 1
SEI(Q) = EEEE;‘ Bn (Q)+-cosec Bn (Q) ] vees (3.99)

Substituindo-se o valor de Bw(Q)/le, (3.99),
em (3.96), deduz-se:

Bc ow

- v ow
Ke = 27 Bnl(Q) tom senBc BnZ(Q) -eee (3.100)
Obtem-se, analogamente, para m = ;2,
K - % Bw(}JrEE_aW() (3.101)
w  om SenB. Bnl Q 2n an Q Tt :

Assim,para cada canto da placa, pode-se escre-
ver duas equag¢des integrais para as derivadas do desloca-
mento em relagdo as duas normais ao contorno que podem ser

definidas. Sendo cada uma dessas equacOes escrita para o0s
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pontos posterior e anterior ao canto, tais equac¢des ficam

dadas por:

Bc ow 0w BVE
LT (Q) +——‘sen8 T —(Q) + {:é?r'(Q,P) w(P) +
2 r 1
Bm* Ne BR*
(Q P) - (P)JdF(P)+ Y =20, P)w. _(P) =
i=1 1 €1
_ 3 dwW*
“fr _[v (P) a (Q P) ~m_(P) ‘a*fq [:~a—n(Q,P):” ar(p) +
N 3Wéi ;
+ 1 R (P) 5% (g, p)+ | g(p) 3% (g, p)d2 (p) ..(3.102)
i=1 1 o ny
g
e
v ow 8c ow B BVS
27 58P 510 Q)+ 5T S (0) + a5 (Q.P) w(P) +
1 2 . 2
Bm* S Ne BRC
" T, (0, P) E(P)]dr(m + L o lep) v, (P) =
i=1 2 i
= [V (P)EBL-(Q P)-In (P)—— [———(Q P)]} dl {p)
oy 3“
r
Ne ow*
+ ] R, (P) (0, P) +Jg(p) (Q,p)di_{p) (3.103)
i=1 1 2 Q n,
g

Para o caso particular de pontos do contorno
com uma unica tangente, isto &, com uma unica normal, o va
lor de B e igual a m e, portanto, as equacdes (3.102) e

(3.103) se reduzem a uma Gnica equacaoc dada por:

_av* am*
%SV{C)(Q) + { l (Q P)w(P) -———~(Q P)F—(P)‘J dar(p)y +
ny J | 8n,
r
Ne aRg;

T
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5 o Wk Ne 'dwé..
s} - 1
—I%JMEEI[BH(Q,Pq}dIW)zél %HKP) arll(Q,P) +
dw¥
+ g(p)r (Q,p) da_(p) cees (3.1049)
ny g
Q
g

3.4 - TRANSFORMACOES DAS INTEGRAIS DE DOMINIO

, As integrais de dominio nas equacoes ({3.34),
{(3.48), (3.51), (3.102), (3.103} e-(3.104), que correspon
dem as influéncias do carregamento distribuido,na area {ig
nos deslocamentos e em suas derivadas, podem ser calcula-
das supondo varias cargas concentradas egquivalentes. Embo
ra essa soluc¢ao conduza a bons resultados no contorno da pla
ca, ela nao permite o calculoc direto dos esfor¢os nos pon
tos de aplicacdo dessas cargas. Para se evitar esse pro-
blema, as integrais de dominio,devido ao carregamento dis
tribuido, sdo transformadas em integrais sobre o contorno
de & .
9
Considere-se a placa da figura 3.9, submetida
a um carregamento g aplicado em uma area Qq e sendo g ©
ponto singular, isto &, o ponto de aplicacao do carregamen
to unitario g*.

X

dng: rdrdd
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Admitindo-se que o carregamento g varie linear-
mente sobre a area Qg’ a integral que da a influéncia do

carregamento distribuido em w(Q) pode ser expressa da se-

guinte forma:

gfp) w*(Q,p) dﬂg(P) = [Ax(pH By(p)+C] w* (Q,p} rdrd®

Q Q
9 J9 ee.. (3.105)

ou

R
[[ [Ax(p)rl-BY(p) +

J g(p) w*(Q,p) ng(P) :J
194 9 o

g

-
+C—Jw*(Q,p) rdr} ae ....(3.106)

onde R & o valor de r em um ponto qualgquer do contorno de

Qg. Denominando-se de F* a sequinte parcela de (3.106):

R
F* = J [AX(P) + By(P) + C:l w*{(Q,p) rdr -+ .. (3.107)
@

pode-se escrever:

J g(p) w*(Q,p) dﬂg(p) =J F* 4o .e...{3.108)
Qg S}
Utilizando-se os vetores E e ; indicados na fi-

gura 3.9, pode-se efetuar uma mudan¢a de wvariavel, obten

do-se a seguinte relacio:

,5+
s

do

Ii

dr «--.1{3.109)
g

el

e, portanto, a expressic (3.108) torna-se



_65._.

*(0,p) dD = n.
g(p) w*(Q,p} d q(p) g n-T ng (3.110)

g
g Fg

Substituindo-se, em (3.110), o valor de F* de-

vidamente integrado para o valor de w*, (2.92), obtém-se:

] g(p)w*(Q,p}ng(p) = o [ R? (20 in R-17) LAx{p)+
Y P

g g

+ By(p) {n-rdl + —— | R®(44nR-3) 1.2 dl
yip - T g 1281D - n - r g
1

9 . (3.111)

Pode-se analogamente, obter:

[ - _
J g (p) ;T""q(cg,p) at (p) = 45775 J “Ax(p) +
Yq 'y

+ By(p) ][ R? (20 2n R-17) I’-*(I'_[)'l- r)-2(m- ) (K.'E}J +

16R? (m- 1) (n - }’)} + R? (20 &n R-7) [:Aml +

B h.Tdar 4-—i Am, +Bm,) R® (4 Ln- 3)n-r
I g " 1287D {( 17EM &

r
g

+ [ AX(p) + By (P) +C ] [Rz(tl!ln R-3) [-m-n - 2{(m-7) (n-1) ] +

- 4 R2 (E.é)(ﬁ,}’)]drg . ..(3.112)

Portanto, substituindo-se (3.111) e (3.112), res-
pectivamente nas equacgdes (3.34) e {(3.51), o equacionamento
dos deslocamentos para pontos do dominio fica dado apenas
por integrais sobre o contorno. O mesmo é valido para pon-
tos do contorno, quando (3.111) e (3.112) s3oc substituidas

em (3.48), (3.102), (3.103) e (3,104).

+
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CAPITULO IV

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

4,1 - INTRODUCAO

Neste capitulo apresenta-se uma formulagdo nu
mérica para a resolucdo aproximada das equagdes integrais

de placas, (3,48) e (3.92).

Como & impossivel obter-se a solucdo exata das
equacoes acima mencionadas para a maioria dos casos de in-
teresse pratico, a alternativa é resolvé-las numericamente,
transformando-as em eguagoes algébricas. Essa transforma-
¢do envolve a discretizacdo do contorno da placa em segmen
tos, ditos "elementos de contorno”, sobre os quais desloca-
mentos e esforgos sao aproximados por fungGes previamente

escolhidas,

As equacoes algébricas resultantes das trans-
formagoes das equacOes integrais constituem um sistema de
equac¢oes lineares onde as incognitas s3o deslocamentos e
esforcos em pontos definidos sobre o contorno. Apds a impo
sicao das condig¢Ges de contorno e a resolucdo final do sis
tema de equagoOes resultante, valores do dominio podem ser

obtidos a partir de (3.34).

Sao apresentadas, finalmente, algumas aplica-
coes praticas das formulacdes desenvolvidas e, gquando pos-—
sivel, os resultados obtidos s3o comparados com os da solu

cao exata da equacdo diferencial de placas e com os obti-
dos por cutras técnicas numéricas.



_6 7_

4,2 - TIPOS DE ELEMENTOS DE CONTORNO

Considere-se a fiqura 4.1 onde o contorno da
placa esta aproximado por uma série de segmentos I'; chama-
dos "elementos de contorno". Caso o contorno seja curvo, e
le é aproximado por uma série de elementos cujo numero e

forma sao escolhidos para representa-lo adequadamente.

FIG. 4.1 - Contorno de uma placa dividida em

elementos de contorno.

A cada elemento de contorno associam-s& um ouU
mais pontos denominados "nos" ou "pontos nodais" e os valo
res das variaveis a eles associados sao denominados "valo-
res nodais". Os deslocamentos e esforgos ao longo de cada
elemento serao agora aproximados por funcoes polinomiais
em fungdo das quais & definido o numero de pontos nodais
do elemento. As fungdes geralmente utilizadas sao a cons-
tante, a linear e a quadratica, o gue implica elementos
com um, dois e tres pontos nodais, respectivamente. Na fi-
gura 4.2 esta indicada a aproximag¢dao do deslocamento w so-

bre um elemento utilizando as fun¢oes ja mencionadas.

No elemento constante, como € necessario ape-
nas um parametro para definir a funcao aproximadora, o pon

to nodal &, geralmente, escolhido no meioc do elemento. No
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FIG. 4.7 - Aproximacgao da variavel de contorno w por

func¢des polinomiais.
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elemento linear ja € necessaria a definicac de dois pontos

nodais, que podem ser fixados nas extremidades do elemen
to caracterizando o elemento linear continuo. Caso algum

desses pontos nodails seja definido no interior do elemento,
fica caracterizado o elemento linear descontinuo {figura
4.2.b e 4.2.c). No elemento quadratico, sa0 necessarios
tres nos, pois sao trés os parametros que definemuma funcgio
quadratica. No elemento quadratico continuo, esses pontos
sao definidos nas extremidades e no meio do elemento e a
descontinuidade pode, neste casoc, também ser utilizada bas
tando para issc detfinir pontos nodais fora das extremida-

des do elemento (figuras 4.2.d e 4.2.e).

De um modo geral, o deslocamento sobre um ele-
mento de contorno K pode ter sua aproximacao dada pela se

guinte expressao:

w= [¢.] {w.} ... (4.1)

onde {¢;] € a matriz das funcbes aproximadoras e {Wi}fk é

0 vetor dos deslocamentos nodais.

Assim, para o elemento linear continuo, a ex-

pressao (4.1) é escrita da segqguinte forma:

Wi
w = |:¢1 ¢2:l . (4.2)

W .
]
onde:
¢, = = (1-¢) el (4.3)
1 2
b, = = (1+E) e (4.4)
2 2
As fun¢des aproximadoras para © elemento 1li-

near descontinuo sao:
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1 '

¢l =3 - £ , ce-. (4.95)
1

b =3 % ¢ ce.. {4.6)

e, para o elemento quadratico continuc, sio:

b, = 3 £(E-1) e (4.7
¢2 = (1-&)(1+£&} eee. (4.8}
o, = lg(gu) ’ (4.9)
L= 3 .. (a.

Quaisquer valores do deslocamento w para pon-
tos do elemento distintos dos nds sao obtidos a partir de

(4.2).

Analogamente a expressao (4.1), pode-se escre
ver:
aw ] aw
— = | ¢. [(%).} e (4.10)
on i on’ i
1 T}
m = ¢i [mn-]F vees (4.11)
- - 1 k
V. = ¢ . {V } ce-. (4.12)

onde, {(ow/an)i}rk, {mni}rk e {Vni}rk, a exemplo de {wi}Fﬁ
sao os valores nodais dos deslocamentos e esforcos. Expres-
soes analogas podem ser escritas para os elementos constan

te e quadratico

4,3 - SISTEMA DE EQUACOES LINEARES: METODO USUAL

A equacao integral, para um ponto genérico Q do

contorno, & agora transformada em uma equacgdo algébrica, da
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da em funcao dos barémetros nodais, como se segue.

Para cada ponto substituem-se em sua equacgao
integral correspondente ao deslocamento transversal, (3.48),
os valores de w, dw/3n, Vn e m_, por suas aproximacoes so-
bre os elementos do contorno da placa, dadas em (4.1),
(4.10), (4.11) e (4.12), obtendo-se:

m
K(QIw(Q) + ] [[MP):I tw, o V*(Q,P) +
k=1 ry k
NC
- [¢(P):| (9.1, m;;(Q,P)} ar (e) +i£l RE (Q,P)w, (P) =

m |
= kglJ {D(P)]{vmi}rk w*(Q,P) +
Tk
NC

B dw*
- _¢(P)] {mni%k_jﬁT(Q,P{}dF(P)-Fizlw;i(Q,P)RCi(P}+

+ q(p)w*(Q,p)dﬂg(p) eee. (4.13)
Sig

onde m &€ 0 numero total de elementos de contorno e Nc e o

nuomero de cantos da placa.

Como os valores nodais sdo independentes de T,
apds o calculo das integrais indicadas em (4.13), a equa-

¢ao integral se transforma em uma equacdo algébrica do tipo:

a. i¥s + b. (an 1.=cﬁhvni+-din%i-kaRck-¥p ce.. (4.14)

i=1, npn; k = 1,N

onde a repeticao de indices indica somatoria, npn € o nume
ro de pontos nodais do contorno e N € o numero de cantos

da placa.

Fazendo-se as mesmas transformacdes para a e-

quagao (3.102) ou (3.103), se for um pontc do canto, ou
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(3.104),em caso contrario, obtém-se outra equacgio algebri-

ca referente ao ponto genérico Q do contorno:

=c!V +dim +f'R_+p' cee. (4.15)

| WL
ajw; T by )i 1 ni “iny “kicg

1 1°3n

1i=1, npn; k=1, N,

Assim, apbs as transformagoes realizadas, 0s

deslocamentos w e 3w/an do ponto O, que inicialmente esta-
vam relacionados com todos os deslocamentos e esforcos do
contorno étravés de (3.48), (3.102),°(3.103) e (3.104), de
pendendo de Q ser ponto do canto ou nao, passaram a se rela-
cionar apenas com os valores nodais do contorno da placa a

través de (4.14} e (4.15).

Transformando-se as equagdes integrais referen
tes a todos pontos nodais em equagdes algébricas, obtém-se
0 seguinte sistema cujo numero de equacOes & igual a duas

vezes o numero de nos do contorno.

ow, _

ce.. {4.16-3a)

al. w. +b! && =c;.V__+di.m_  +f R_+p!

17 73 1j'en’ j ij n5 ij “nj k cy 1
cve. 14.16-Db)

i,j=1,npn ; k=1, NC;
Este sistema de equagGes pode ser escrito na
forma matricial:

Ca 1w} = [e] vt + [F] {rR_} + {p} cee. (4.17)

onde {RC} & o vetor das reacdes de canto da placa; {P} é o
vetor calculado a partir do carregamento transversal; {WF}
e {VF} sao, respectivamente, os vetores dos deslocamentos

e esforgos nos pontos nodais conforme indicado a sequir:
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oW

T _ B ow ow
br o= [Wl (an')l ¥y {an)2 Wnpn (Bn)npn} -+ (4.18)

{WF
{v.} = [V v ..V J e (4.
P} nlmnl n2mn2 nnpnmnnpn (4.19)

4.4 - CONDIGCOES DE CONTORNO

Ao sistema de equacgces (4.17) devem ser impos-
tas as condic¢oes de contorno da placa. Para cada nd exis-—
tem quatro variaveis: w, °ow/dn, Vn a m o, duas das quais sao
sempre conhecidas. De ummodo geral, gquando um deslocamento
(w ou 9w/9n) €& conhecido, o esforco correspondente (Vn ou
mn) & desconhecido e vice-versa. No caso das vinculacoes
classicas de placas — apoio, engaste e borda livre — tém-

—5e:

- Borda simplesmente apoiada

ow .
Vn e =, desconhecidos

— Borda engastada

V_ e mn desconhecidos

- Borda livre

w e é%% desconhecidos
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Portanto, apos a imposicao das condigdes de
contorno, tém-se em cada né duas equacdes e duas incégni-
tas, exceto nos ndos dos cantos, onde aparece tambeém, como

incognita, a reagdo de canto da placa Rc'

4.5 - EQUAC@ES MATRICIAIS PARA 0OS ELEMENTOS CONSTANTE E

LINEAR
O sistema de equagoes lineares, (4.17), devera
ainda ser acrescido de equagoes adicionais, em funcgdo do
tipo de elemento adotado, para que possa ser resolvido. A

seqguir, serao mostrados os procedimentos usuais para a mon
tagem do sistema final de equagoes algébricas para as apro

ximagbes constante e linear dos valores de contorno.

4.5.1 - Elemento constante

Neste caso, os deslocamentos e esforgos sao
considerados constantes ao longo de cada elemento de con-
torno e iguais a seu valor nodal. Nesta formulac¢do, o pon-
to nodal do elemento constante & escolhido no ponto médio
do elemento (ver figura 4.3). Neste caso o valor da varia-
vel esta associada, na realidade, ao elemento. O nd sera
utilizade apenas como ponto de carregamento para se escre-
ver as correspondentes representacgoes do deslocamento e de

sua deriwvada.

Na figura 4.3 esta representado o elemento cons
tante, sendo que u. representa qualguer um dos valores no-

dais ja descritos: Wi (awlan)i, Vn; € Mp -

Considerando-se gue, no ponto medio do elemen=-
to, existe apenas uma tangente ao contorno, as equacdes in
tegrais para o no genérico Q, (3.48) e (3.104), apos a dis

cretizagaoc do contorno da placa, ficam:
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g

Uzug
FIG. 4.3 -~ Elemento de contorno constante.
L) + I{n ' V*(Q,P) dF ow *
k Ik
m {
+ R* ( IP P = Vv * ,P T
i£l &; (@R w, (P) kzl[ ni | w*(Q,P) dT, (P) +
"k
- m J aw* Ne
n (Q,P)dr + * sP) R P +
k r, 3n, Q,P) k} i£1 wE, () R, (P)
+ J g(p) w*(Q,p) A2 _(p) ce.. (4.20)
Q

g

[ * *
1 aw T Vh aw an
3 “gr—l(Q) + Xl{wa H(Q,P) dFk(P) _(ﬁ)k —BF(Q,P)dFk(P)}'*'

I’k Fk
N BRéi m —_-
+1£1 5o (Q,P)wCi(P) =k£l{vnk ’F W(Q,P)dFk(P) +
k
92w¥* Ne Jw*
-mnk Lka—n‘énbk(Q,P)dFk(P)] +i£l W(Q,P) Rci(P) +

*
e [ o~ 1 M o Y Ty f e N
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Nestas equacoes, alem das incégnitas dos nds dos
elementos, aparecem ainda as do canto, que podem ser os
deslocamentos verticais, wCi, ou as reagoes de canto aeles
associadas. Assim, o numero de equagoes obtidas, apos a a-

plicacao das equagdes integrais para os nds dos elementos
de todo o contorno ndo e suficiente e novas equagdes, em
numero igual ao numero de cantos da placa, precisam ser ob
tidas. Para isso, define-se um ndé em cada canto da placa e

escrevem-se as equacoes integrais relativas aos deslocamen

tos verticais desses nés, obtendo-se:

[

& I )
- y > W *
5. wcj(Q) +k,;l Wy 1 V;(Q,P)dIk(P}H_‘n)k ( mi(Q,P)dly (P)p +
]k Jlk
Ne m
+ R* P P) = ; {dv % {Q,P)dar, (P) +
l;l & (@B v (P) = D gV, | et prar,

 Z
0

dw* : :
- mnk ank (Qrp)dlk(P) “{Fl%l RCL(P) wél(QrP) +
' =
+ g(p) w*(Q,p)dS‘ag(p) el (4.22)
g

onde j = 1, N
c

Assim, o numero de equacdes se torna igual ao

numero de incognitas e o sistema de eguacdes final,em nota

¢ao matricial & dado por:

_ A - vr
Loct)! "l =Jcr] ] " {+ {p: cee. (4.23)
- W - R
~C ~C
onde o simbolo "~" & usado para indicar sub-matrizes e sub-

-vetores e wc e RC sao, respectivamente, os sub-vetores dos
deslocamentos verticais dos cantos e das reagdes a eles as

sociadas, 1isto é:
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o -~
We = w T = R ]
c . C1 C7 Nc
: ce.. (4.24)
T
R-={R) =| R ,R ... R
~C C L C1 C2 CNc

Apos a imposicdo das condigdes de contorno, o
sistema de equacoes (4.23) pode ser reescrito levando-se
todos os valores incognitos para o primeiro membro, obten

do-se:
[Aa] {x} = {b} . -e.. (4.25)

onde {x} & o vetor formado pelos valores nodais desconheci
dos.

ApOs a resolucdo do sistema de equacdes, indica-
coem (4.25), todos ¢s valores nodais sao conhecidos e, a par
tir deles, deslocamentos e curvaturas, em gualquer ponto
q do dominio,podem ser obtidos a partir de (3.34) e suas
expressoes tem a seguinte forma, apds a discretizacdo do

contorno da placa:

m
wiqg) + L [wk [ V;(q,P)dF(P)— L%%h{l-m;(q,P)dF(P)} +
&

kz
A i
N m
* =
+ __Z RCi (q,P) w_ (P) _Z_ { ny w* (q,P}dr, (p) +
i=1 k=1 Iy

N
- m Wt g, pyar, (e + }? R_ (P) w*_ {(q,P) +
nyk on, ' d- k i ci ci -
r

k =1
k
+ l g({p} W*(q,p)dﬂg(p) ce.. (4.28)
g
e
m aZV*
32w (q) + E {wk ! ____Q_(q,P)di(P) +
om*3u* k=1 dm* su*
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a azm; NC 2%
x
iy ———(q,P)dr(p)] ] —Ch(g,Plu (p) =
Iy Jm* 3 u* i=1 gm*yu* 1
m 2
= [vn 2 (q,p)ar, (B) +
k=1 k I,kam*au"‘
_ 82 [awXq,p) ] J
m e ar. (pP)r+
Nk Bm*au*'— om ] Tk
K
Ne azwé. ! 92wk
t L R (P)——=H(q,P) + | g(p) ——— (q,p) A% (p)
i=1 1 Jm*3u* Jo om¥*gu*
9 el (4.27)

onde (m*,u*) € o sistema de coordenadas cartesianas, de ori
gem em g, em relacac ac gual serdo calculadas as curvatu-
ras. Os deslocamentos transversais e curvaturas dos pontos
do dominio em func3o dos pardmetros nodais podem ser escri

tos em forma matricial:

- L Yr
[WD}:—( H' c':| {" }+ |_G' F‘] [" ] + { P} (4.28)
- - W - - R
m ~C ~C
onde {WD} & o vetor dos deslocamentos transversais e das

curvaturas dos pontos internos a partir dos guais os momen

tos fletores e volvente serdo obtidos.

A forga cortante em pontos do dominio pode ser

obtida de forma analoga.

4.5.2 - Elemento Linear

Neste caso, considera-se que os deslocanmentos
e esforgos variem linearmente ac longo de cada elemento cu
jos noés podem ou nao estar definidos em suas extremidades
Os valores para quaisquer outros pontos sobre o elemento
sao obtidos a partir dos valores nodais com o uso das fun-

¢Oes aproximadoras.
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co= (1 = 1_
e - L - e = 1

FIG. 4.4 - Elementos de contorno linear

continuo e descontinuo.

No elemento linear continuo, a definicdo de um
unico né associado a um canto de placa ndo permite que as
descontinuidades dos esfor¢os, guando existentes, como,
por exemplo, no caso de um canto formade por um lado engas
tado e outro livre, sejam determinadas. Para permitir a re
presentacao destas descontinuidades,uma das possibilidades
e associar a cada canto dois nds, um anterior e outro pos-
terior e ambos com as mesmas coordenadas, o que torna inde
pendentes os valores nodais anterior e posterior aoc c¢anto

(ver figura 4.5). Esse conjunto de nos associados ao canto

é usualmente denominado de "né duplo”.

nos je k

. no £
no t a)
FIG. 4.5 - NO duplo em cantc de placa.
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As eqﬁa_cées integrals para pontos do contorno
fora dos cantos, (3.48) e (3.104), ja considerando a dis-

cretizacao do contorno em elementos lineares, sao dadas por:

6, (P) VX(Q,P)dr, () +

Jw
+WjJ ¢2{P) V;(Q,P) drk{P)_(Wk)iJ ¢1(P)m1‘f‘](Q,P)dFk(P) +
I

'k I'k
. Ng
LN 6. (P) m*(Q,P)dl (P)} + ) R* =
ankj 2 mn Qr k Q_l Cﬁ’(Q'P)wCR(P) -
I -
If f
= v ¢ (P) w*(Q,P)dl' (P) +
kzl[ nj ) ] k
'k
. dw*
+an wz(P)W*(Q,P}dFk(P) —mniJ fbl(P) %;(Q,P)di(P) +
Ik I'k
NC
- p) JW* ar T owk P)R_ (P) +
mnj ¢2( )—SH_(QIP) k(P) + WCR(Q; ) co
i k 2=1
k
+J q(p)w*(Q,p)ng(P) ce.. (4.29)
fig
e
1 ow m [ ovE
= = Yo
- ir
k
IV* N Bml’fl
; . n _ W &, (P)—==—(0Q,P)dl, {(P)+
+wj I @2([-’) TS (Q,P)dFk(P) (ank)iJ b, (PY—=-(Q,P)dl, (P)
Tk Iy
dm* Ne gRX
Jw n <R
- {x—). ¢, (P) —(Q,P)ar (P)} + —(Q,Plw_ (P} =
ank ] JF 2 an k Rzl dn Cy
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2

(C,P) +

+ J g(P) (Q p)dﬂ (p)
0

cee. (4.30)
g

onde 1 e J s3ac 0s nds associados ao elemento

de contorno
genérico K, e n

X & o vetor normal a este elemento

Para pontos do canto,
da figura 4.5,

e (3.102},

por exemplo, para o no j

as eguacoes integrais correspondentes, {(3.48)
sdo expressas da seguinte forma:

C
57 w(Q) +k£l { Wy [ 03 (P) VX (Q,P)dl, (P) +
I'k

f
ow
+ Wj 1 ¢2(P) V;(Q,P)drk(P)—(ﬁ——J.f ¢l(EU m;(Q,P)di(P)+
r I

onk
k k
i N
_(_BW -
- 30,3 } ¢, {P) m’r‘;(Q.P)dFk{P)} +££lRéﬁ(Q,P) Ve, (F)
'k
m f
= kzl {Vﬂi ¢, (P) w*(Q,P)dFk(P)-Fan[ 4, (PYw* (Q,P)AT (P) +
I

Mk k

—m | 0P a (Q P)ar, (p) —man
Tk I

dw*
¢2(P)§E;(Q,P)dfk(P)}+
'k
Ne

+ L w (Q,P)RCR(P)+{
&

(p)w*{Q,p)df_{(p) ...
L=1 ©¢ ? 2%y

(4.31)
g
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e
B av*
TC aw v
FETR (0) + 5 SenBC an (Q) +k21[ 5 cpl(P) (Q P)dL (P} +
k
BV* . am;
t Wy ¢, (P) m— (Q P}dr, (P)- (B_rlk)i (bl(P)a—nl(Q,P)drk(PH
2w m> Ne 3RA
5;1;] ¢2(P) (Q P)df (P)} +1E1 QP w (P) =
j =
B
m [ [
::kzl[ ¢1(P) (Q P)dﬁ<(P)*'V ¢2(P) (Q P)dq<(P)+
I I
Ir azw*
_mnil 91 (P) ankanl(Q,P)dFk{P) +
gt
X
Ne WA
d2w Cy
-m., ¢(P)—————4Q,P)dF(P%+ b} R (P) (Q,P)+
HJI; 2 ankanl k o1 ©w 1
k
+ g(p) " (q, p)de  (p) ceo. (4.32)
0 i
g9
Escrevendo-se as equacdes integrais para todos
os pontos do contorno obtem-se o sistema de equacgoOes, ja

definido em (4.17}, cujo numero de incognitas, apds a im-
posigao das condig¢Ges de contorno, pode ser superior ao na
mero de equac¢oes. Estas incOgnitas adicionais, quando exis
tentes, sao as reag¢Oes de canto da placa. Uma das alterna
tivas para elimina-las & escrevé-las, aproximadamente, em

funcdo dos valores nodais dos nos vizinhos.

Considere-se o canto da placa, ja dividida em
elementos de contorno, da figura 4.6 onde s, © sp sao ei-
x0os de coordenadas lineares de origens nos néos h e i, res

pectivamente.
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FIG. 4.6 - Nos vizinhos ao canto da placa.

A derivada nc¢ sentido normal ao contorno, nas
proximidades do canto, pode ser aproximada por uma funcao
quadratica, ou seja, para o lado posterior ao canto pode-

—-5e escrever:

+ K,5_ + K cee- (4.33)

As constantes K K e K3 podem ser escritas

1’ 2
em fun¢do dos parametros nodais (dw/3n) dos nos i, j e K.

Para isso impbe-se que:

- para s, = 0 %w= (g—‘r‘l’i ceo. (4.32)
- ow _ 9w
~ para sp = Sj T (Bn : ee.. (4.35)
P
= ow 9w
- para sp = Sy 3n ~ (Bn)k ee.. (4.36})

obtendo~-se ©s seguintes valores para as constantes Kl’ K2

e K3:

ow aw
[(gﬁ)j - Fgﬁ i

1 sjsk(sj-sk)

ow ow
1 Sk-'[(gﬁ)k'-(ga)ilsj

cee. (4.37)
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W 2
P [(anl (5mk)s2
K, = P P coo. (4.38)
37k7) Tk

9w
K3 = (3n)i cea. (4.39)

Pode-se, analogamente, escrever para o lado an

terior ao canto:

ow 3
aTa *KSSa+K6Sa+K7 e... (4.490)
onde:
oW dw
_Tee)g- an ‘pl s “an £~ Gn'nl 5q
K5 = s s (S - ) e (44D
g°f 'S¢ T ¢
3w ow
L an)h]SZ_ (G g~ Gr'nl 5 (4.42)
6 - (S -5 ) T )
®g %t '®g f
_ (oW
K7 _ (an)h ee.. (4.43)

A parcela da equacao integral correspondente a
reacao de canto, denominada aqui de V, escrita para o nod

duple indicado na figura 4.6, & dada por:

). - P—————ﬂ ] wé(Q,P) c... (4.44)

an as i an as

Y —-D(l—v)[(
P

As derivadas indicadas em (4.44) podem ser ob-

tidas a partir de (4.33) e (4.40) e, portanto, pode-se es-

crever:
= — - —_— — * .
% D(1l \”[Kz 2K s ¢ K6:| w* (Q,P) cee. (4.45)
Substituindo-se, em (4.45}, K2 e K6 por suas
expressoes, (4.38) e (4.42), obtém-se:
aw oW Iw
— - — b3 2w s (T * -
v D{l-v) |:K1(an i+K*(an j-+K3(an)k4—K4{an)f +

— ~ b |
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onde:
Sk + S.
Ky = - =3 cee. {8.47)
k 73
s
k
* =
KZ s.(s.—sk) ---. (4.48)
¥
K% = ee.. (4.49)
3 sk(s Sk)
s =-12s
* — _ g f
K% R _ .... (4.50)
S
£
K% — - ce.. (4.51)
5 sg(sg-—sf)
S, S¢
KE:—L ee.. {(4.52)
sqsf

Assim, apoOs a substituicao,nas equagbes inte-
grais,das parcelas relativas a contribuig¢do das reac¢des de
canto por suas expressoes em fun¢do das derivadas normais
a seus lados, obtidas a partir de (4.46), o numero de in-
cognitas fica igual ao de equagbes e o sistema pode ser es

crito, matricialmente, da seguinte forma:
[(H*] {wpg = [G] {Vp}+ {P} <. (4.53)

A imposicao das condigdes de contorno e a reso
lugao do sistema final de equacOGes, bem como a obtencgao de
deslocamentos e curvaturas parapontos do dominio, sao fei-
tas de forma analoga a ja mostrada para o elemento constan

te (ver expressoes (4.25) e (4.28)).

Uma outra alternativa para a montagem do siste
ma de equac¢des, sem 0 uso das expressoes algébricas de R_,
e gque pode ser adotada, consiste na analise individual das
condicoes de contorno de cada canto. Para exemplificar exa
mina-se agora o caso de placa com dois lados adjacentes a-

poiados. Neste caso a reagac de canto & nula gquando o angu
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lo do canto é diferente de n/2 e 31/2 e & diferente de ze-
ro para os demais valores, acontecendo o contrario com a

forcga cortante equivalente, V Assim, no canto simplesmen

nf
te apoiado, o numero de incognitas e igual ao numero de e-
quacoes obtidas a partir de (3.48) e (3.92), o que torna,

neste canto, desnecessario escrever Rc' aproximadamente, em

funcao dos valores nodais dos nds vizinhos.

4.6 - SISTEMA DE EQUAC@ES LINEARES: FORMULACAO ALTERNATIVA

No item 4.3 e nos seguintes foi apresentada a
formulacdo usual do Método dos Elementos de Contorne, que
consiste em escrever, para cada nd, duas equacgoes inte-
grais, referentes ao deslocamento transversal e sua deri-
vada na dire¢do ncrmal ao contorno. O emprego de duas equa
¢oes para cada né visa estabelecer um numeroc de equacoes

igual ao de incognitas nodais.

Uma alternativa para esse procedimento € utili
zar apenas a representag¢do integral do deslocamento transver-
sal, (3.48), aplicando-a um namero suficiente de vezes, tal que

0 sistema de equacoes obtido possa ser resolvido.

Considere-se a figura 4.7, onde esta indicada
uma placa cujo contorno ja estd discretizado. Para cada no
definido no contorno escreve-se a equacao algéebrica cor
respondente a representac¢ao integral do deslocamento trans
versal deste ponto, obtendo-se, portanto, um sistema de e-
quacdes algébricas cujo nimero de incognitas & igual ao do
bro do numero de equagoes. Para completar o sistema escre
vem-se equacdes adicionais relativas a representa¢do inte
gral dos deslocamentos transversals de pontos externos. Es
tas equacgdes adicionais devem ser em numero igual ao nume-
ro de pontos nodais,

A equacao integral em funcao dos carregamentos

transversais g e g¥, (3.32), utilizada anteriormente para
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} .

A Y
N,

NG DO CONT \ PONTOS FORA DO DOMINIO
A CONTORNO DA PLACA

Q 1! .I

a

FIG. 4.7 - Placa dividida em elementos de contorno com

pontos definidos fora de seu dominio.

se escrever os deslocamentos de pontos interncs, € agora

empregada para um ponto generico externo a (ver figura 4.7}).

{ g*(a,p}w(a)dﬂ(p)+J-LVE(a,P)w(P)-m;(a,P)%%(P)JdT(P)+
Q

r
NC
+i£1 Réi(a,P) wCi(P) = J I:Vn(P) w*{a,P) +
r
W Ne
W
- mn(P) W(a,P) ar (p) + izl RCi(P) wéi(a,P) +

+ g(P)W*(a,p)ng(p)

{(4.54)

g

Considerando-se que o carregamento g* é uma
carga unitaria representada pela funcdo Delta de Dirac,
(2.76), (2.77) e (2.78), e, considerando-se ainda que O

ponto a esta fora do dominio da placa, pode-se escrever:

[ g*{a,p) wip) dit(p) = 0 (4.55)
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Assim, a equacao integral correspondente ao
ponto a, fora do dominio da placa, fica dada por:

¢
‘ [V;{a,P)w(P)—Hg {a, P)“ﬁ(P)]dT(P)+ Z P* (a, P)w (P):
r

= [vn(p) w¥(a,P) - m_ (p) 3¥* (a p)]dr(p) +
T
Ne
+ ) R, (P) wé.(a,P)+{ glp) w*{a,p)d? _(p) .. (4.56)
i=1 “1 i N 9
g

Substituindo-se, nessa equacgao, os deslocamen-
tos e esfor¢os do contorno por suas aproximag¢des em fungao
dos parametros nodais, obtém-se uma equacao algebrica seme
lhante as obtidas anteriormente. Por exemplo, para o ele-

mento linear, essa equacgao fica:

I
k;l [Wi-J ¢1(P)V;(afp)drk(P)4'Wj [ ¢2(P)V;(a;9)drk(P)+
- I' JI‘k

an

_(Jﬂihl ¢, (PYm* (a,P}dl (p)--(an HJ ¢2(P)m;(a,P)dFk(Pq +
1" r

k
c [

+ | RX (a,P)w_ (P)= {V_
g =1 4 et k=1l "i

Il =23

¢1(P) w*(a,P)dFk(P) +

Ik
[

j ¢.,(P) w*(a,P)dr, (P) -mniJ 6, (P Ww*(a,P)dFk(P) +
Iy

*
(a,P)dFk(P)} + ) RCQ(P)W* (a,p) +

Iw
—man 92 (P 3 Co
r

Dy
k

+J g(p)W*(a,p)ng(p) we.. (4.57)
g
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Pode-se notar gque a equacgao (4.57), embora seme
lhante a equagao (4.31), ndo se trata da mesma equacio,

pols elas foram escritas para pontos distintos.

Portanto, escrevendo-se a equagao (4.31) para
todos os nos do contorno e (4.57) para um igual numero de
pontos fora do dominio da placa, obtém-se um sistema de e-
quagoes semelhante ao definido em (4.17). Ap0s a elimina-

¢ao das incognitas adicionais dos cantos, conforme explica
do em (4.5.2), obtém-se um sistema de equa¢des lineares ana
logo ao dado por (4.53). Os deslocamentos e curvaturas pa-
ra pontos internos sao obtidos de fo£ma semelhante a mos-
trada antericrmente para o elemento constante (ver expres-

sao (4.28)).

4,7 - MONTAGEM DAS MATRIZES [H] E [G]
4.7.]1 - Integrals numéricas e singulares

Nos 1tens anteriores, fol mostrada a obtencgao
do sistema de equagces lineares, (4.23} e (4.53), para oOs
elementos constante e linear, gue relacicna esforgos e des
locamentos dos nos do contorno. Embora as matrizes envolvi
das nestas equagOes estejam bem definidas, a determinacgao

de cada termo precisa ser analisada.

Para se obter esses valores deve-se calcular,

para cada elementc de contorne, integrais do tipo:

I = ¢(P)®*(Q,P)drk(P) c... {4.58)
'k

onde ¢ (P) & a funcao aproximadora dos deslocamentos e es-
forcos no contornoe ¢*(Q,P) e a sclugao fundamental. Nesta in
tegracac podem ocorrer duas situacfes distintas. Considere-se

a figura 4.8, onde estao indicados o elemento de contorno 1li-
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near continuo, K, sobre o qual se esta calculando a inte-
gral, e as possiveis posigdes do ponto de carregamento,

coincidente ou nao com um dos nos do elemento.

ELEMENTO K ELEMENTO K

/
r

£

(o} (b}

FIG. 4.8 - PosicOes possivels para o ponto Q:
a} fora do elemento;

bl coincidente com um dos ncs do elemento.

Para o caso do ponto Q ndo pertencer ao elemen
to K (figura 4.3.a), nao existem singularidades e, portan-
to, as integrais podem ser calculadas, numericamente ou
nao, no sentido usual de integracdao. O mesmo nao ocorre
quando o ponto P coincide com um dos nos do elemento, pois
aparecem singularidades do tipo 1/r e 1/r2? e, apenas no
sentido de valor principal de Cauchy, essas integrais po-
dem ser calculadas. Para os dois casos, a integral pode ser
calculada analitica ou numericamente; entretanto, do ponto
de vista da automatizacgao de calculo, & conveniente que as
integrais nao singulares sejam calculadas numericamente e as
singulares, analiticamente. 0O calculo numérico geral-

[42].

mente & feito usando-se Quadratura de Gauss
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4.7.2 - Propriédades da matriz [H]

Considere-se a placa, ja dividida em elementos

de contorno, indicada na figura 4.9.

_.-—EIX0 ARBITRARIO DE ROTAGAO
DE CORPO RIGIDO .

FIG. 4.9 - Placa com carregamento transversal nulo.

Admitindo-se que o0 carregamento transversal é&
nulo, todos os esfor¢os do contorno também o sao e, portan

to, o sistema (4.53) pode ser reescrito:

[ H] {wr}={0} ce.. (4.59)

Este sistema de equacgoes admite solugdes nao
triviais, correspondentes aos movimentos de corpo rigido,
isto &, deslocamento vertical e rotacio em torno de um ei
X0 arbiltrario.

O deslocamento de corpo rigido W,r COrrespon-

dente ao movimento vertical & dadoc pelo seguinte vetor:
Pro=[w_ 0w 0w_ 0 ... w_ 0] ce.. (4.80)

que, uma vez substituido no sistema (4.59) permite que se
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escreva a segulnte propriedade:

npn

By 29-1 7 0 cee. (4.61)

.
Il e~

1

Para se definir a rotagado de corpo rigido con

- . > 0 . -
sidere-se a figura 4.9, onde E representa um eixo arbitra-
rio de rotacao, R, e a distancia do nd genérico, K, a esse

- + - h
e1xo e rk e 0 versor associado a Rk'

Considerando-se um giro de corpo rigido &, no

. - Ll - >
sentido indicado pelo eixo E, o vetor deslocamento corres-—

pondente é dado por:

T - > > > -+ > > >
{WF} = al, [Iﬁ_nlrl Ry, n,ry, ... R, mr, ... R, nnrnJ
c--. (4.62)
que, uma vez substituido em (4.59), fornece a sequinte pro
priedade para os elementos da matriz [H]:
npn . N
. . s R.+h. ,. n..r.) = cee. (4.63)
jil(h1,23-1 37,23 My Eyl =0

Essas propriedades podem ser utilizadas tanto
para conferir a matriz [H] como para obter os elementos da
diagonal principal, correspondentes &s integrais com singu
laridades, guando o calculo das integrais sobre os elemen-

tos adjacentes for evitado.

4,8 - CONDICOFS DE CONTORNO ADICIONAIS NOS CANTOS DE
PLACA

Devido a utilizacio de nds duplos, a imposigao
das condigoes de contorno destes nds pode conduzir, em cer
tos casos, a sinqularidades na matriz [A] do sistema de e-

quacoes (4.25). Portanto, €& necessidrio determinar uma con-
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dicao de contorno adicional que, aplicada a esses cantos,
elimine tais singularidades. Essa condicao de contorno e
obtida partindo-se da hipotese de unicidade do tensor de
tensOes em um meio continuo qualquer.

Considerem-se o canto de placa e 0s respecti-

vos momentos fletores e volventes, anteriores e posterio-

res ao canto, indicados na figura 4.10.

Mnas, mn, s,

FIG. 4.10 - Canto de placa com os momentos fletores e

volventes aplicados.

Chamando-se de o o giro relativo entre os sis-

temas de coordenadas (x,y) e (nl,sl), pode-se escrever:
m = m_ cos2a +m _ sen?d + Zm send coso c... (4.64)
nj x Y Xy
m = m__ {cos?a -sen?a) + (m -m ) senc cosa .... (4.65)
nysj Xy Yy X

Analogamente, chamando de ¢ o giro relativo en

tre 0s sistemas (x,y) e (nz,sz), obtém-se:

= 2 2
mn2 m COs ¢‘Pmysen ¢4-2mxysen¢cos¢ vee. (4.66)

— 24 2 -
mn252 mxy(cos ¢ - sen ¢)4-(my mx)sen$cos¢ ... (4.867)
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Colocando-se as expressdes anteriores em notacao

matricial, deduz-se:

B cos?n senza 2senccosa | [ m [ m 1
X n
1
~Senicosit sendcosa cos?t—-senza m
n.,s
1 ) 171
m r= r
cos?p sen2d 2sendcosd Y m
2
-sendcosd send¢cosd cos2¢-senzo m m
— . - ~ XYJ = 282 J
c--. (4.68)

Para que esse sistema de equactes tenha uma uni-

ca solugdo € necessario que as caracteristicas da matriz
completa e incompleta sejam iguais a trés; portanto, a se-

guinte relacao deve ser obedecida:

cos2a senz2a Z2senucosa mn
1
-Senicoss sentcosd cos20-sen?n m
Dy Sy
= 0
cos2¢ sen2d¢ Z2sen¢cosd mn2
-senvcosd send¢cosd cos2¢-sen?d mn252
ce.. (4.69)
0 gue resulta em:
- 2 - - _ =
2sen? (¢ G)(mnzsjkmnlsl)_k(mnz mnl)sen2(¢ o) 0
ce.. (4.70)
COmo :
¢-a=ﬂ—Bc vl (4.71)

a expressao (4.70) pode ser reescrita:
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(

m + m )'senB + {m -m_ ) cosB_ =0 .... (4.72)
nlsl D282 C n2 Hl C

que é a equacao adicional a ser utilizada, quando necessa-
rio, nos cantos da placa para eliminar possiveis singula-

ridades.

4,9 - AVALIACAO NUMERICA DA FORMULACAQ PROPOSTA

As formulagdes desenvolvidas nos itens anterio
res sao utilizadas na analise de diversos exemplos de pla-
cas usuais e os resultados s3o comparados, quando possivel,
com os obtidos a partir de solucOes exatas e, Caso contra-
rio, com os obtidos por outros processos numéricos, como,
por exemplo, diferengas finitas e métodos dos elementos fi

nitos.

Em diversos exemplos analisados o elemento li-
near se mostrou mails eficiente gue o consgtante. Os exem-
plos aqui apresentados foram estudados com o elemento li-

near.

Em todos os exemplos analisados, a contribui-
cdo do carregamento distribuido & calculada a partir das
integrais sobre o seu contorno, utilizando-se, para isso,

as formulas desenvolvidas no item 3.4.

Na comparacao dos resultados obtidos pelas for
mulagdes propostas com os obtidos por outros métodos nume
ricos foi adotado ¢ seguinte critério: em primeiro lugar,
procurou-se comparar os resultados obtidos com a solugao e
xata do problema recorrendo-se, para isto, as solugoes ana-

liticas de diversos problemas, que se encontram em TIMO-
[43]

SHENKO . Na ausencia destas, os resultados foram compa-
rados com as tabelas organizadas por‘BARES[44], cujos resul
tados, em sua grande maioria, foram obtidos pelo metodo

das diferencas finitas. Entretanto, para alguns exemplos,
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os resultados fornecidos pelas tabelas de Bares sao incom-
pletos e, nestes casos, os resultados fornecidos pelas for

mulacOes propostas foram comparados com os obtidos pelo me
todo dos elementos finitos utilizando-se, para isto, malhas
bem refinadas gue, aliadas a precisdo do elemento finito
triangular de 18 parametros nodais, forneceram resultados
mais confiaveis para esta comparacioc. O método dos elemen-
tos finitos também foi utilizado nos exemplos para 0s quais

nao se dispunham de outros resultados para comparagao.

4.9.1 - Analise de placas utilizando-se as equagotes

integrais de w e 3w/2m

Sao apresentados a seguir varios exemplos ana-
lisados pela formulagao usual do método dos elementos de
contornc, ou seja, utilizando-se as representacoes inte-
grais de w e >w/dm para cada ponto do contorno. Em todos
0s exemplos apresentados, sao utilizadas malhas relativa-
mente finas, garantindo uma boa precisac do método, embora
em varios casos analisados, malhas mais simples levaram a
resultados aceitaveis para problemas usuais da engenharia

civil.

4.9.1.1 - Exemplo 1: Placa gquadrada unifor-

memente carregada

Neste exemplo, analisa-se uma placa quadrada
simplesmente apoiada no contorno com carregamento uniforme
mente distribuido, conforme indica a figura 4.11. Nas figu
ras 4.12 a 4.15, estao representadas, respectivamente, as
variacoes do deslocamento transversal e dos momentos fle-
tores m, e my ao longo do eixo de simetria e a forga cor-
tante eguivalente ao longo do lado da placa. Os valores ob
tidos com esta rormulagao, quando comparados com a solugao

[43]

exata » dapresentaram erros inferiores a 0,5% para o des
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locamento e momentos fletores maximos, e erro inferior a
1% para a cortante equivalente maxima. Tais resultados nao
se modificaram consideravelmente para malhas mals refina-

das. Com relagao a reagao de canto da placa, o valor obti-

do, 0,06534qga?, e 0,52% superior ao valor exato.

N -9
J3 IREERENREEES! ﬁi

+ ‘ Z v - >4

- - -

| N N T
| L q ‘\\\ s
| 4 NG DUPLO i
I N
| -
y -
iy 4
a V0.3 - — NG
LA T . ELEMENTO
; 1 P _/°  DE CONTYORNO
: N -
! A
7 C
/ y
L f# 1 a .
7 7777 v 7 7 A ““@
]
| o 1
1 T
al b
FIG. 4.11 - a) placa simplesmente apoiada no contorno;

b} particao adotada para analise.
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FIG. 4.12 - Deslocamento transversal ao longo do eixo de
simetria.
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FIG. 4.13 - Momento fletor m, a0 longo do eixo de simetria.
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FIG. 4.15 - Cortante equivalente Vy ac longo do eixo X.
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A mesma precisao de resultados & obtida na ana
lise da placa guadrada engastada no contorno e uniformemen
te carregada (ver figura 4.16). Embora a solugao exata do
problema permita que se obtenha resultados para gualquer

ponto da placa, aqui os resultados numericcs sao compara-

dos apenas com 0s maximos valores teoricos do deslocamento

[43]

e esforgos » que ocorrem no centro da placa e no melo

do lado. Neste estudo o contorno foi dividido em 40 elemeﬂ

tos iguais e,na tabela 1,estaco indicados os valores obti-

dos para os pontos A e B da figura 4.16 juntamente com os

valores exatos.

L N g

RN NN

e O KKK NN NN W ’,///
> x B S
o | .2

0/2 I .

A =z 3 v -
3 V=03 =

. ; -

- - >{ .A ( :
> g —
b —

a/2 4 [~ —4-1'

] 3

. >< & -

|

+ v v TSR
|
T a/2 + a7z T

FIG. 4.16 - Placa guadrada engastada no contorno e

uniformemente carregada.

A existencia de ceondigoes de contorne diferen-
tes para os diversos lados da placa nao resultou em varia-
¢ao significativa da precisido dos resultados obtidos com a
formulagaoc proposta. Para a placa guadrada engastada em
dois lados e apciada nos outros dois (ver figura 4.17), os
resultados obtidos com a divisao do contorno em 4C¢ elemen-
tos iguals apresentaram diferencas da ordem de 2% quando

comparados com os Obtidos a partir da solugao exata. Es-

- - - . o o - o



TABELA 1 - Deslocamentos e esforc¢os para a placa
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quadrada

engastada no contorno obtidos pelo metodo dos e

lementos de contorno e pela solucao da equacao

; ) 4
dlferenc1al[ 3].
W My My
PONTO MEC TIMOSHENKO MEC TIMOSHENKG MEC TIMOSHENKO
{43] [43] [43]

A 0,006126(0,00126 00,0229 | 00,0231 0,0229 0,0231
B 0 0 -0,0155 —0,6154 -0,0518 |-0,0513
Fator: ga'/D Fator: ga? Fator: ga?z

Q
RN RER RN .
_‘,7”%7\/ ~ ,\5 4
X B _—
3 A=
7 _—
é L Ld V=03
- .A -
3] S
z| ] 1]
| L.
—, l wayx'x‘\)/ ‘1/ radsd
v G T a t
) 2
FIG. 4.17 - Placa gquadrada engastada em dois lados

opostos e apolados nos outros dois.




TABELA 2 - Deslocamentos e esforcos, analiticos

{43]
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e nume

ricos, para a placa indicada na figura 4.17.

w My My

PONTO MEC T_T‘-‘LO'SL\H}E]I‘\'KO MEC TIM([;?;?NKO MEC TIM({)E[;I]SNKO
B 0 0 -0,0210| -0,0209 | -0,0701 {-0,0697
A 0,00191} 0,00192 | 00,0237 0,0244 0,0338 0,0332

4.9.1.2 - Exemplo 2 - Placa quadrada com carre-

gamento linearmente distribuido.

Em diversas estruturas como, por exemplo, si-

- . " ~ . -
los e reservatorios, freguentemente sao utilizadas placas

submetidas a carregamentos linearmente distribuidos, tor-

nando este tipo de carga importante no estude aqui desen-

volvido. Na formulagdc proposta, a contribuig¢aco desse car-

regamento & calculada a partir de integrais sobre seu con-

torno,

Considere-se, inicialmente, uma placa simples-

mente apoiada no contornoe e submetida a carregamento trans

versal linearmente distribuido,conforme indica a figura 4.18.

As variacgoes do deslocamento transversal e dos

momentos fletores, ao longo do eixo de simetria e da forcga

cortante eguivalente ao longo do lado, estao representadas

maximes valores, as

nas figuras 4.19 a 4.22. Nos pontos de

diferengas entre os resultados obtidos pela formulagao pro

posta e a solugao exata[43] sao 1inferiores a 0,5%. Estes
resultados foram obtidos com o contorno dividido em 40 ele

mentecs lineares.

Da mesma forma gue no exemplo anterior, o tipo
de vinculac¢ao do contorno nao teve influencia significati-

va sobre a precisao dos resultados. Assim, para a placa
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D:E[l [ I tqo
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" v=03
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| A
] P H
T 4 —<
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FIG. 4.18 - Placa simplesmente apoiada no contorno e comn

carregamento linearmente distribuido.
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w 0.0010 4
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0.0005 -

FIG. 4.19 - Deslocamento transversal ao longo do

eixo X.
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FIG. 4.20 - Momento fletor m,, ao longo do eixo X.
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FIG. 4.21 - Momento fletor m, ao longo do eixo x.
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q0
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o [~ >
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Q.1 0.2 03 0.4 05 0.6 or 08 0.9 LO
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FIG. 4.22 - Forga cortante equivalente Vy ao

longo do eixo x.

quadrada engastada no contorno e submetida a carregamento
linearmente distribuido — figura 4.23 — a maxima diferenca
entre os valores obtidos com a formulagao proposta, para u
ma divisao do contorno em 40 elementos iguais entre si, e
os valores disponiveis obtidos a partir da solugao e-

43 - . , - . .
xata{ ], e inferior a 1%. Esses valores estao indicados

na tabela 3.

No caso de placas quadradas com condicoes de
contorno diferentes para cada lado, embora a solucaoc exa-
ta seja mais dificil de ser obtida, o metodo dos elementos
de contorno semostroumuito eficaz . Na tabela 4, estdo in-
dicados os valores obtidos com a formulacao propostae os da
solugao exata[43] para uma placa engastada em dois lados e
apoiada nos outros dois, e submetida a carregamento trans-
versal linearmente distribuidc, conforme indica a figura
4.24. Na solucdo numérica, o contorno foi dividido em 40 e

lementos de iqual tamanho.
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0
' q +
ﬂF_ P ONNGS OO RAE 60 /?j//
i <
X L
a/2 ;'V |
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——Q 4 Se 2 4 ]
a/2 -
[
e ; P ]
{xxxxxyﬁyyyyy S SRR
A
T a/2 i as2
4.23 - Placa engastada no contorno com carregamento
linearmente distribuido.
TABELA 3 - Deslocamentos e esforg¢os, analiticos[43] e nume

ricos, para a placa quadrada engastada no

con-

torno e com carregamento linearmente distribuido.

w mx my
PONTO
TIMOSHENKO TIMOSHENKD TIMOSHENKO
upc | [43] MEC (43] MEC 3]
1 - - -0,0077|-0,0077 |-0,0259(-0,0257
2 - - -0,0338}-0,0334 |-0,0101{-0,0100
3 - - -0,0077|~0,0077 |-0,0259|-0,0257
4 - - -0,0181|-0,0179 }-0,0054| 0,0054
5 0,00063 | 0,00063{ 0,0115| 00,0115 0,0115| 0,0115
Fator Mul
tiplica-" qa“/D ga? gaz
tivo




-107-

%
BEE'D.0.0.0'00'070.59'4 A4 Lesldts
/ ”
A x e
g g
¥
jﬂ f ] v=0,3
/ —
a A B L ]
/] . . e
A P
g s
a/2 y ; ]
y A
+— C D ‘C AN
] { 1
a/2 T a/a Va7

FIG. 4.24 - Placa engastada emdois lados opostos e
apoiada nos outros dois e com carrega-
mento linearmente distribuido.

TABELA 4 - Momentos fletores para a placa engastada emdois
lados opostos e apoiada nos outros dolis com car
regamento linearmente distribuido obtidos pela
solucao da equagao diferencial[43] e pelo meto-
do dos elementos de centorno (M.E.C.)

My My
PONTO MEC TIMOSHENKO MEC TIMOSHENKO
[43] [43]

A 0,012 0,013 0,017 0,017

B 0,016 0,017 0,016 0,015

C -0,0105 -0,0105 -0,035 -0,035

D -0,0105 -0,0105 -0,035 -0,035

Fator de
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Para se testar a eficiéncia do método para ou-

tras combinagées de vinculacgio, foi analisada uma  placa
quadrada engastada em um lado e apoiada nos outros trds e
submetida a dois tipos de carregamento, conforme indica a
figura 4.25. Na tabela 5, estdo indicados 0s valores obti-

3]

dos a partir da solucao exata[4 e 0s resultados da anali
se numérica, obtidos com uma divisac do contorno em 40 ele
mentos iguais. Como a diferenca entre as duas solugoes, teo
rica e numérica, é& inferior a 0,5%, fica tambeém neste caso

comprovada a eficacia da formulacio proposta.

§
3

_ s v , - e
le — * 5
-_— 4
4 j,

y =
lj o4 Yy v=0,3 Dé
G z

i =t P<
* ¢ S

- A C- = A C
G? [ ] {§ _’.I A L ] 1)<
e = X
4 <L P

Y B | 9

—-— B{K ~—-I BY
b
0 < b
EI < b
7 j:&

LA Yyl }‘/ 7 A 7 Ve

ﬁ | . | o |

i a/2 i o/? IR i al?2 T a/2 1

a) b)

FIG: 4.25 - Placa quadrada engastada em um lado e
apoiada nos outros trés e com carrega

mento linearmente distribuido.
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TABELA 5 - Deslocamento e esforgos exatos[43] e obtidos pe
lo metodo dos elementos de contorno para a pla-
ca quadrada engastada em um lado e apoiada nos
outros tres e com carregamentos linearmente dis
tribuidos (figura 4.25}.

CARREGAMENTO a CARREGAMENTO b
VALORES MEC TIMOSHENKO MEC TIMOSHENKO
[43] [43]
wa/qa“/D 0,0013 0,0013 00,0014 -
mxA/qa2 0,019 0,019 0,0167 -
1 —
mYA/qaz 0,016 ¢,016 0,0197
mxB/qa2 -0,038 - -0,025 -0,025
m_~/ga? -0,048 -0,048 -0,042 ~0,042
M, /g2 ~0,038 - -0,040 -0,040

A formulacdo proposta mostrou-se eficiente tam
bém na analise de placas com borda livre. Como seus para-
metros nodais sao deslocamentos e esforgos & possivel, ao

contrario do método dos elementos finitos, representar fa-

cilmente as condicdes de contorno existentes nessas bordas,

ou seja, momento fletor e forga cortante equivalente nu-

las na direcg¢ao normal ac contorno.

Na figura 4.26, estad indicada uma placa quadra

nos cutros

da engastada em dois lados adjacentes e livre
dois e que foil analisada pela formulagao proposta. Os re-

sultados obtidos pelo métoedo dos eiementos de contorno, pa-
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ra uma divisao em 40 elementos iguais,e os obtidos pelo
método dos elementos finitos,para uma divisdo do dominio
em 144 elementos triangulares de seis pardmetros por nd,

(T-18) ,estao indicados na tabela 6.

/ — .
Al 4 i Tiliiii]a
1 to _i
o/ ]
4+ e . L]
a/6 —
O/B»— 2 «7 - |2 : V02
N O .i3 N
a/6 =
i S— 4 5 o4 el el? ™
a/s| X [
- 5 10 =13 :
a/6 %/W Lo
T RS X KKK | 7
! |
To/e © as3 ! a/2 !

FIG. 4.26 - Placa quadrada engastada em dois
lados adjacentes e livre nos ou-

tros dois.
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Resultados obtidos pelo metodo dos elementos

TABELA 6 -
de contorno (M.E.C.) e pelo método dos elemen-
tos finitos (M.E.F.) para a placa da figura 4.26.
M.E.C M.E.F FATOR
Wig 0,0458 0,0407
N
Wi 0,0171 40,0156 qa’/D
Wi5 0,0131 0,9121
m -0,2630 -0,2409
%1
m -0,1944 -0,1824
X2
m -0,1318 -0,1268
x3
m -0,0707 -0,0700
x4
m -0,0170 -¢,0196
X5
M6 -0,1185 -0,1123
m, - -0,0941 -0,0883
m -0,0652 -0,0608
x8
N - B, . ,
my6 0,0162 60,0230 q a
m
y7 -0,0204 -0,0177
rnylo ~0,0141 -0,0130
myl4 -0,0229 -0,0191
mylS -0,0652 -0,0608
mylG -0,0318 -0,0269
mY17 -0,0418 -0,0337
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4.9.1.3 - Exemplo 3 - Placa quadrada par-

cialmente carregada

E muito frequente ocorrerem, na pratica, pla-
cas parcialmente carregadas, como, por exemplo, em paredes
de reservatérios, o que torna necessario o desenvolvimento
de formulagoes que possam mcdelar corretamente tais carre-

gamentos. Na formulagao proposta, a contribuigao do carre-
mento transversal & calculada, como ja foi dito, atraves
de integrais sobre seu contorno, que pode estar em qual-
quer parte do dominio ou coincidir com o contorno da pla-
ca. No caso do contorno do carregamento nao coincidir com
o da placa, & também necessario dividi-lo em elementos pa-
ra que a integracao possa ser feita. Embora sejam defini-
dos nds em pontos do dominio correspondentes ao contorno
do carregamento, isso nio implica num aumento do numero de
incdégnitas que continuam sendo apenas as do contorno da
placa. A divisdo em elementos para a integragao da carga
pode ser menos refinada que a divisao do contorno, © que

s60 vai introduzir erros na avaliacac do vetor de cargas.

A placa guadrada simplesmente apciada no con-
torno e parcialmente carregada, conforme indicado na figu-
ra 4.27, foi calculada com seu contorno dividido em 40 ele
mentos e com o contorno do carregamento dividido em 30 seg
mentos. Os resultados obtidos por essa formulagao e por di

ferencas finitas estdo indicados na tabela 7.

Com o objetivo de avaliar a formulacao propos-
ta para placas com outras condig¢des de contorno, foi anali
sada a placa gquadrada engastada em dois lados adjacentes e
livre nos outros dois e parcialmente carregada, conforme
indica a figura 4.28. Neste caso, como ja foi visto, a for
mulagdo proposta permite a imposicao de todas as condigoes
de contorno existentes nas bordas livres, proporcionando
uma moldagem mais realistica do problema. Na tabela 8, es-

tao indicados os resultados obtidos com 0s contornos da

- o = I R . S L . (e (St [ S U T L~ Ty AN
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e 30 elementos iguais eos obtidos pelo Metodo dos Elementos
Finitos para uma divisao da placa em 144 elementos triangu

lares {(T-18).

! =
IR
| s YD .
1 e L ’ <§
0/4i j I
l 4 3
—+— e
B | a g )
+— .2 4
o/8 -
0/81_ _____ D 5 -
i v %
0/8}
-+ +5
| A
4 5
o/ ' V=015 #
: P 7 7 rFavd %
' q
t : o] ..
1 e 1 =75 l partigac adotadoe
FIG. 4.27 - a) Placa simplesmente apoiada no centorno

parcialmente carregada.

b) Particao adotada.

TABELA 7 - Esforcos obtidos na analise da placa da figura

4.27, pelo Método dos Elementos de Contorno

(M.E.C.) e por diferengas finitas[44].
D. FINITAS
VALORES M.E.C. BARES [44]
My q 0,0038 0,0039
My 0,0009 | 0,0011
 m,y 0,0072 0,0073
o my3 I o0,0060 0,0059
 my, 0,0085 0,0084
- myy ~ 0,0108 0,0103
T _Eggmghfﬁ 10,0079 | 70,0080
***** ﬁ;g' ~ 7 “o,0138 | 0,0135 |
FATOR qoa2
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FIG. 4.28 - Placa gquadrada engastada em dois lados
adjacentes e livre nos outros dois e

parcialmente carregada.
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TABELA 8 - Deslocamentos e esforc¢os, obtidos pelo Método

dos Elementos de Contorno (M.E.C.) e pelo Méto-

to dos Elementos Finitos (M.E.F.) para a placa

da fiqura 4.28.

VALORES M.E.C. M.E.F FATOR
w6 0,0009 0,0009
W, 0,0009 0,0009
W14 0,0059 0,0054 40
- - D
Wis 0,0041 0,0039
Wi, 0,002¢ 0,0024
W1 0,0154 0,0137
m -0,0836 -0,0772
x]1 -
m -0,0825 -0,0784
x2
~0,0762 -0,0732
X3
m -0,0518 -0,0512
x4
[ m -0,0181 -0,0188
x5
m_ -0,0422 -0,0409
X6
m 4 -0,0354 -0,0337 ga?
m g -0,0252 -0,0238
m -0,0146 -0,0138
X9
Mmoo 0,0126 0,0137
m 0,0187 0,0200
g 0,0066 0,0081
mo)s -0,0265 ~0,0244
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4.9.1.4 - Exemplo 4: Placa quadrada apoia-

da nos quatro cantos

As placas apoiadas diretamente sobre os pila-
res constituem uma interessante opgao para o projetista de
estruturas, principalmente pela facilidade e rapidez na

construgao que tais estruturas proporcionam.

Para analisar esses elementos estruturais
pelo método dos elementos de contorno, devem ser introduzi
das modificagbes na formulacdo para prever a existencia
de vinculos discretos, uma vez que apenas os continuos es-
tdo previstos na formulagaoc usual do método. Para o caso
de placas com tais vinculos no contorno, a modificagaoc con
siste em escrever as equag¢oes integralis prevendo a a-
¢do de forgas concentradas incognitas nos pontos de vincu-
lagao, ac mesmo tempo em que se admite que as forgas cor-
tantes equivalentes nesses pontos sao nulas. Assim, as in-
cognitas finais desses pontos, que inicialmente eram as
forgas cortantes, passam a ser as reacoes dos vinculos. 0]
desenvolvimento posterior destas equacdes integrais & seme
lhante ao ja visto e, apds a resolucao do sistema de egua-
gbes algébricas, obtém-se as rea¢oes nos vinculos do con-
torno. As transformagoes para prever a existéncia de a-
poios, discretos ou ndao, no dominio da placa, serao vistas

no capitulo 5.

Na bibliografia usual, existem varios exemplos
tabelados de placas com apoiocs discretos; entretanto, ape-
nas o caso de placas retangulares apoiadas nos quatro can-
tos e uniformemente carregadas, pode ser resolvido anali

ticamente[43].

Na tabela 9,estdo indicados os valores analiti
cos e os obtidos pela formulacadao proposta para a placa qua
drada (ver figura 4.29). Na solucdo numérica, o contorno

foli dividido em 24 e em 40 elementos de igual tamanho.
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FIG. 4.29 - a) Placa quadrada simplesmente apoiada nos

gquatro cantos;
b) contorno da placa discretizado em 24 e-
lementos;

c} contorno discretizado em 40 elementos.
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TABELA 9 - Valores, dos deslocamentos e esforgos obtidos pe

(43

elemen-

tos de contorno para a placa da figura 4.29.

VALORES |y, o evenos io sLamintos|  L43]
wB/qa‘*/D 0,0229 0,0246 0,0249

M _p/ga? 0,109 0,110 0,109

M, p/da 0,109 0,110 | 0,109
wA/qa“/D 0,0147 o,oié3 -

m ,/qa? “ o,i;;bh _o_ 1404—““ o ;404

4.9.1.5 - Exemplo 5 - Placa gquadrada com
carregamento distribuido ao lon

go de uma linha

Em pavimentos de edificios e outros tipos u-
suais de estruturas de obras civis, o carregamento +trans-
versal resultante de paredes esta distribuido ac longo de

linhas e & importante que as formulacgGes desenvolvidas para

analise dessas estruturas possam prever tais carregamentos.

Na formulagaoc proposta, a contribuigao das 1i-

nhas de carga é& calculada da mesma forma que a do carrega-

mento parcialmente distribuido devendo-se observar que,

nesse caso, as integrais correspondentes ao . carregamento

transversal sao calculadas ao longo de uma linha.

Para se testar a formulagao, foi analisada a

placa quadrada simplesmente apoiada no contorno e com uma

linha de carga, conforme indica a figura 4.30.
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4.30 - Placa gquadrada simplesmente apoiada no
contorno e com carregamento distribuido
ao longo de uma linha.
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4.31 - Deslcocamento transversal sob a linha de

carga.
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FIG. 4.33 - Momento fletor m. sob a linha de

carga.
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Nas fiquras 4.31 a 4.33, estdo indicados os re
sultados obtidos com a solugdo numérica para uma divisdo
do contorno da placa em 40 elementos iquais juntamente com
0s fornecidos pela solucac exata do problema[43] - A contri
buig¢ao do carregamento transversal para o vetor de cargas
foi avaliada adotando-se uma divis3o da linha de carga em

10 segmentos de iqual tamanho. C)erronnéximoc:bservadoxu)pog
to centraléckz0,3%parac)deslocamentotransversale de 0,8%

para os momentos m e my.

4.9.1.6 - Exemplo 6 - Placa triangular e-

quilatera

Exemplos com a utilizacaoc da placa triangular
aparecem com freguéncia em textos basicos sobre teoria de
placas. Assim, a avaliagdo da formulacdo dos elementos de
conterno na modelagem deste elemento estrutural & conve-
niente para ressaltar sua eficiéncia em um tipo de placa
menos usual que a retangular. Dentre todas as placas trian
gulares, poucas sac as gue possuem solucgdo analitica e,
dentre elas, destaca-se a placa triangular equildtera sim-
plesmente azpoiada no contorno e com carregamento transver-
sal uniformemente distribuido[43], indicada na figura 4.34.
A solucao analitica desta placa é dada por uma funcao poli
nomial, o que torna possivel a elaboracao dos graficos re-
presentativos das variag¢Oes dos deslocamentos e esforgos
em qualquer eixo escolhido. Nas figuras 4.35 a 4.37 estao
indicadas, respectivamente, as variacdes do deslocamento
transversal, w, e dos momentos fletores, m, e my, ao longo
do eixoc de simetria para as solucdes analitica e numérica,
esta Ultima obtida com o contorno dividido em 30 elementos
lguais,

Para placas triangulares com outras condiges
de contorno, so estao disponiveis os resultados obtidos por
outros processos numericos, como, por exemplo, diferencgas

(44]

finitas Este ¢ 0 caso da placa indicada na figura
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FIG. 4.34 - Placa triangular equilatera simplesmente
apoiada no contorno e com carregamento
transversal uniformemente distribuido.
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F1IG. 4.35 - Deslocamento transversal ao longo do

eixo v.
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4.38, submetida a tres tipos de carregamento. A  analise
desta placa pelo método dos elementos de contorno forneceu

resultados proximos dos disponiveis na bibliografia, e es-
tes resultados nao se modificaram significativamente com o
aumento do nimero de elementos de contorno; e & possivel
que a diferenca entre estes resultados e os fornecidos por
diferencas finitas seja conseqﬁéncia da malha adotada para
a analise por diferencas finitas. Na tabela 10 estdo indi-
cados os resultados obtidos com a formulagao proposta,para

o contorno da placa dividido em 30 elementos iguais, e o0s

obtidos por diferencas finitas.

ya /q
H
jo.

A

;‘_‘ V=0.16
ST Vrrorard
q

| a) b) c

a/2 ‘ a/2

FIG. 4.38 - Placa triangular equilatera engastada
no contorno e submetida a carregamen-

tos uniforme e linearmente distribul-

do.



~-125-

TABELA 10 - Deslocamentos e esforcos obtidos pelo método

dos elementos de contorno e por diferencas fi

(44]

nitas para a placa trianqgular indicada na

figura 4.38.

CARREGAMENTO A | CARREGAMENTO B | CARRECAMENTO C
VALORES BARES BARES BARES |FATOR
M.E.C. M.E.C. M.E.C.
[44] [44] [44]
u 0,1506 | 0,2087 | 0,0458 1 0,0627 | 0,1047 | 0,1460 .
B . ‘ B B —333_ b
10 B H
W 0,1168 | 0,1677 | 0,0476 | 0,0700 | 0,0692 | 0,0980
n_, 0,5664| 0,6448 | 0,1801 | 0,2028| 0,3862 | 0,4420
m 0,7215| 0,8037 | 0,1754 | 0,1929| 0,5461 | 0,6108
___'mx3 1 0,7694] 0,8429 | 0,3314 | 0,3668] 0,4380 | 0.4761
‘mo. | 0,2475] 0,3239 ] 0,1532 | 0,1958| 0.0943 | 0,1281
- __.y_3 R S S e 1(}'2qa2
n, 0,2925| 0,3265 | 0,1880 | 0,2236| 0,1045 | 0,1029
i my;" ~0,2099) -0,1958|-0,0710.| -0,0387| -0,1388 | —0,1570
B ﬁ;;w" 1-1,989 | -1,786 | 0,477 | —0,452| -1,513 | -1.335
- nD' | -1,989 { -1,786 | -0,756 | -0,681| -1,233 | -1.119

Completando o estudo sobre a eficiéncia da for
mulacao proposta na analise de placas triangulares, foi a-
nalisada a placa engastada em dois lados e apolada no ter-
celro, como indicado na figura 4.39. Este exemplo visa tes
tar a formulagao para placas triangulares com condigbes de
contorno diferentes para cada um dos lados. Os maximos va-

lores dos momentos fletores, m, e m obtidos pela formula

X v
¢do proposta, com o contorno dividido em 30 elementos i-

guais,e os obtidos por diferencas finitas[43] estao indi-

cados na tabela 11.
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20
V3
FIG. 4.3% - Placa triangular equilatera engastada em
dois lados e apoiada no terceiro.

TARELA 11 - Resultados obtidos pelo metodo dos elementos
de contorno e por diferencas finitas[43] na
andlise da placa triangular indicada na figu
ra 4.39.

CARREGAMENTO A CARREGAMENTO B

VALORES M.E.C. TIMOSHENKO | YA ou M.E.C. TIMOSHENKO Yp ©UY

f43] YB [43] VB
m 0,0135 0,0126 0,35 0,0048 0,0053 0,475
moa 10,0140 | ©0,0147 0,20 0,0033 | 0,0035 | 0,333
m, | -0.0318 | -0.0285 | 0,44 |-0,011 To,010 | 0,562
FATOR qa a q, 2 a
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~4.9.1.7 - Exemplo 7 - Placa trapezoidal

As placas trapezoidais sao elementos estruturais

que podem estar presentes em estruturas de silos de base
poligonal, sendo importante, portanto, que possam ser con-

venientemente analisadas pela formulacio proposta.

Neste exemplo, analisa-se uma placa trapezoidal i-
sosceles apoiada nas duas bases e engastada nos dois lados
nao paralelos e uniformemente carregada, conforme indica a

figura 4.40. Na tabela 12 estdo indicados os resultados ob

tidos com a divisdo do contorno em 4d'elementos e os obti-
[44]

dos por diferencas finitas

rj§
7 a . _3
1 a, 8
-
72

FIG. 4.40 - Placa trapezoidal isbésceles engastada em

dois lados e apoiada nas bases e unifor-

mente carregada.
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TABELA 12 - Valorés dos esforcos da placa trapezoidal (fi-
gura 4.40), obtidos pelo método dos elementos

de contorno e por diferencas finitas[44].

(__ VALORES M.E.C. BARES [44]
moy -0,005802 -0,004468
It - -
n2 0,016069 0,013576
. -0,02366 -0,020370
Ma -0,02660 ~-0,020583
mXS 0,008962 0,009233
myS 0,010077 0,011522
mX6 0,0074936 0,007392
mY6 0,0032924 0,004538
FATOR ga?2
4.9.2 - Analise de placas utilizando apenas a

equacao integral do deslocamento

Como ja foi visto, é possivel analisar placas
pelo método dos elementos de contorno utilizando-se apenas
a4 equacao integral do deslocamento transversal, bastando
para isso definir fora do dominio um numero de pontos i-

gual ao numero de nés do contorno.

Em varios exemplos analisados, cujas solugodes
exatas sao conhecidas, esta formulacao mostrou-se superior
aquela que utiliza tambén a equacao integral da derivada

do deslocamento.

Nos resultados obtidos pelas duas formulacdes
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observa-se que, para uma mesma divisao do contorno, a for-
mulagao alternativa fornece resultados mals precisos que a

formulacao usual.

Entretanto, deve-se observar que, na grande
maioria dos casos, essa diferenga € pouce significativa,
pois os resultados obtidos com as duas formulacgoes apresen

tam erros pequenos quando comparados com 0s valores — exa-

tos.

A partir de um certo numero de elementos de
contorno nao ha mais diferenga entre os resultados obtidos

com as duas formulagodes.

4.9.2.1 - Exemplo 8 - Placa quadrada sim-
plesmente apoliada no contorno

e uniformemente carregada

A placa guadrada simplesmente apoiada nc con-
torno e uniformemente carregada (ver figura 4.11) foi anal:i
sada com as duas formulacbes propostas para diversas divi-
stes do contorno. As diferencas percentuais entre os valores
do deslocamento transversal e esforc¢os nco centro da placa

e os exatos — estes ultimos obtidos com 100 termos da sé-

rie de duplo senc da solucac de Navier — estdo representa-
das, respectivamente, nas figuras 4.41 e 4.42 em funcdo
do nimerc de elementos de contorno. Na figura 4.43, estao

indicadas a divisao do contornc em 40 elementos e os pon-

tos fora do dominic utilizados na formulacgao alternativa.
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g(%)
1,00 —————s EQUACOES W e dW/dm
~— - S0 EQUAGAO DE W
Q75 1
\
0,50
0,25
\
N\
0,0 N .
- T Ay — T T ol
10 N30 30 40 n
0,25 NL]MERD DE ELEMENTOS DE "CONTORNOC
FIG. 4.41 - Variacido do deslocamento transversal no cen-
tro da placa em fungao do numero de elemen-
tos de contorno.
g(o/o) %
\ -
\ —rrrr— EQUACOES W & dW/dm
\\ ————— 50 EQUAGAD DE W
2_.
1
10 20 30 40 n
NL.JMERD DE ELEMENTOS DE CONTORKNO
FIG. 4.42 - Variacao dos momentos m e my no centro da

placa em funcdo do numero de elementos do

contorno.
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i
FIG. 4.43 - Pontos de carregamento definidos no

contorno e fora do dominio da placa.

4.9.2.2 - Exemplo 9 - Placa retangular
engastada em um lado e livre

nos outros trés

Um exemplo que mostra claramente a superiorida
de da formulacao que utiliza apenas a equa¢ac integral do
deslocamento & a placa retangular engastada em um lado e
livre nos outros tres e uniformemente carregada, conforme
indicado na figura 4.44. Neste problema, mesmo para uma
particao refinada do contorno, os resultados das duas for-
mulacoes sao bem diferentes, com a evidente superioridade

da formulacdo alternativa.

Na tabela 13 estao indicados os valores medios
dos esforcos no lado engastado e o0 deslocamento transver-
sal do lado oposto, obtidos com as duas formulagdes, para
uma divisao do conteorno em 40 elementos de igual tamanho,e
também os valores exatos, obtidos a partir da teoria de

viga.
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3 | q
CATITaTI A
1!l B
v =00
o B
S
a) )
b}

FIG. 4.44 - a)

Placa retangular engastada em um lado e 1i-
vre nos outros trés;

Divisao do contorno para a analise com a
formulacao usual;

divisdao do contorno e definicac de pontos
fora do dominio para a analise com a formu-
lacao alternativa.
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TABELA 13 - Valores analiticos e numéricos para a placa in

dicada na figura 4.44.

VALORES FORMULACAO |FORMULACAOQ VALORES FATOR
MEDIOS USUAL ALTERNATIVA EXATOS
m

Xa_n 0,431 0,489 0,5 gl?
Vx 0,828 1,0117 1,0

A-A ' ' r gk
Wi _n 0,0976 0,1220 0,1250 gl*/EJ

4.9.2.3 - Exemplo 10 - Placa esconsa

As placas esconsas sao elementos estruturais
muito utilizados em pontes e, atualmente, em edificios. Es
sas placas geralmente estac vinculadas nos quatro lados ou

em dois lados opostos, enquanto os outros dois sao livres.

A analise destes elementos estruturais nao re-
presenta maiores problemas para o método dos elementos de
contorno uma vez que € o contorno , nao importando sua geo
metria, que & discretizado. No caso de placas esconsas
com bordas livres, ja foi vista a facilidade com que as

condigoes de contorno nestes lados podem ser impostas.

Considere-se a placa esconsa apoiada em dois
lados opostos e livres nos outros dois e uniformemente car
regada, conforme indica a figura 4.45. Este exemplo também
foi analisado numericamente utilizando-se as duas formula-
¢oes propostas, isto &, considerando-se duas equacoOes para
cada no do contorno e apenas a equacido do deslocamento pa-
ra ndos do contorno e pontos fora do dominio da placa. Con
sideram-se também duas discretizagdes do contorno, figuras
4.46 a 4.49, e os resultados foram comparados com os obti-

dos pelo método dos elementos finitos (elemento T-18) para
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duas malhas distihtas{45], figuras 4.50 e 4.51, e os obti-
dos por diferencgas finitas[43] . Estes resultados estao in-
dicados na tabela 14.

N } s 2LLLEL L

V=02

carregamento uniformemente
distribuido = g

2a P :30°

FI1IG. 4.45 - Placa esconsa apoiada em dois lados

opostos e livre nos outros dois.
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/

/
//////Poru;ao I

FIG. 4.46 - Contorno da placa esconsa dividida em 32

elementos para a analise pela formulacao

usual.

s

PartigGo 2

FIG. 4.47 - Contorno da placa esconsa dividida em 44
elementos para a analise pela formulacgio

usual.
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a/5
A -
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;!.
/
/
i
/ |
. . Particdo 3
FIG. 4.48 - Contorno da placa esconsa dividida em 32

elementos e os pontos definidos fora do
dominio para a analise pela formulacao
alternativa.

Particao 4

FIG. 4.49 - Contorno da placa escorsa dividido em 44
elementos e os pontos definidos fora do
dominic para a analise pela formulacao
alternativa.



-137-

L
AYAVAVAVAVAV

/@%@%/

FIG. 4.50 - Dominio da placa esconsa dividida em 120

elementeos finitos triangulares.

AWA(A()(A(
VAAVAVAY
WWAVAY

FIG. 4.51 - Dominio da placa esconsa dividida em 184

elementos finitos triangulares.
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CAPITULO V

PLACAS GOM CONDIGOES DE VINCULACAO

EM SEU DOMINIO

©.1 - INTRODUCAO

O sistema de equacgdes lineares (4.17), obtido a
partir das equacOes integrais (3.48) e (3.92), tem como in
cognitas os esforcos e os deslocamentos no contornoc da pla-
ca e, portanto, nd3o permite a analise de placas com condi-
¢oes de vinculagdo em seu dominio, como & o caso das lajes

continuas e lajes cogumelo usuais em projetos de edificios.

Neste capitulo, as equacOes (3.48) e (3.92}) sao
modificadas para prever a existéncia de pontos do dominio
com carregamentos ou deslocamentos prescritos,permitindo a
analise das placas anteriormente referidas. Com esta modi-
ficagao, sdo introduzidas novas incégnitas e, portanto, no
vas equacgoes devem ser obtidas para que o sistema possa
ser resolvido. Essas novas equa¢bes sao obtidas escreven-—
do-se, para cada ponto do dominio, as eguagodes integrais

referentes aos deslocamentos prescritos.

Inicialmente, & apresentada a formulagao para
a analise de placas continuas e lajes cogumelo supondo-se,
neste ultimo caso, gue apenas os deslocamentos verticais
dos pontos da interface placa-pilar estdao impedidos, des-

prezando-se, portanto, a rigidez a flexdo dos pilares. Pos
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teriormente, € desenvolvida uma formulacgio geral para a a-
nalise da associacdo da placa com uma estrutura genérica.

Em seguida, sao feitas as particularizacgdes da formulacgao
geral para a analise da associacdo placa-pilar, consideran
do a rigidez do pilar a compressiao e a flexio, ¢ da asso-

ciagao placa-grelha.

Finalmente, sao apresentados varios exemplos

de placas analisadas com a formulacao proposta e a compara
¢ado dos resultados com os obtidos por outros processos nu-

méricos.

5.2 - EQUACOES INTEGRAIS PARA PLACAS COM CONDICOES DE
VINCULACAO EM SEU DOMINIO

As equacOes integrais (3.48) e (3.92) podem
ser modificadas para incluir a influéncia de cargas distri
buidas ao longo das linhas SVi ou em sub-regides Sp; do do
minio @ (figura 5.1), podendo ser interpretadas tanto como
carregamentos prescritos ou reacdes incdgnitas da interface
placa-viga e placa-pilar, respectivamente.

X

FIG. 5.1 - Placa com linhas de carga e sub-regicdes

carregadas.
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Nesse caso, as equacoes integrails, para um
ponto qualquer do contorno, flcam expressas na sequinte

forma:

K(Q)w(Q) +J [ (Q,P)w(P) - m_ *(Q,P) 3 2 (p) ] ar(pe) +
r

Ne _
k3 . *
+ 121 Rci(Q,P) wci(P) = [ Lvn(P) w*(Q,P) +
r
_Ne
—m(P)—(Q P}]dT(P)+ Z R, (P)w (Q P) +
i=1
nV p
t L) g wr@PIas  + ]| g wH(Q,P) dS ; +
i=1 =1
S5 . S .
Vi p1
+ J gl{p) w*(Q,p) dﬂg(p) ... (5.1)
Qg

ow Iw BV* Bm*
KlB_rn—(Q)+ sz(Q) + l: (Q P)W(P)— (Q P)a (P)]dF(P) +
g q T q

q
N¢ BR* ~ ok
+ ] = (Q,P) we JPY = VL (B g (QR)
i=1 q T q
- Ne dwWy,
-m (P)Em— W(Q'P)J] dar(P)+ ) R, (P) aml(Q,P)-l-
q i=1 Tt g
dw¥*
* J 9, 2i(Q.p) dS,; + J Iy Fu (Q/PIAS ;¥
S, S .
vi pi
+{ q(p) = (Q,p) sty (p) cee. (5.2)
0 q

g
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onde:
n_ = numero de sub-regides com carregamento gp ou

numero de apoios discretos;

n_ = numero de linhas de carga g, ou numero de ele-

mentos nos quais foi dividido o apoio continuo;

gp.=:carga uniformemente distribuida na area Spy7
1

9y;~ carga uniformemente distribuida na linha 8,1

Essas equac¢oes integrais, apdés a discretizacio
do contorno, resultam no sistema de eéquacgoes lineares ana-

logo ao ja mostrado no capitulo 3:

(] Wo) = [e] {vp) + [s] {p} + [F] tr.} + (P}
e (5.3
onde
fp.}to = [gvl 9yt Ty 9oy Gp, * an_] «-... (5.4}
0 vetor {PQ} contém os valores dos carregamentos
nas linhas de carga e sub-areas que podem ou nio ser pres-—
critos. No caso de valor ndo prescrito, os carregamentos
sao interpretados como as rea¢des nos apoios continuo e dis
creto.
Com a equagoes (5.1) e (5.2), & possivel anali-

sar placas com linhas de carga, g e com cargas distri-

Vi’
buidas em uma pequena area, Ipj - Entretanto, se os desloca
mentos sob 9vi © Ipy forem valores conhecidos, por exemplo,
nulos, como & o caso das placas continuas e das lajes cogu
melo, nas quais se considera rigidez infinita para vigas e
pilares, tais carregamentos passam a ser incodgnitas nas e-
guacgoes integrais. Portanto, novas equagoes precisam ser
escritas para que, apds a discretizacgio do contorno, se te
nha igual numero de equa¢des e incognitas. Estas equacdes
adicionais sao obtidas escrevendo-se a equacdc integral re

ferente ao deslocamento transversal, (3.34), para os pon-
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tos centrais de Sﬁi e Spi' considerando-se tambéem, o efei-

to das cargas lineares e discretas aplicadas no dominio.
Assim, sendo s; o ponto central de Syi ou de Spi' pode-se

escrever:

(

oW, .
* —m* —
W(Si) + [Vn(si,P)w(P) mn(si,P) Bn(P}J alr{p) +
r
+ .Eeréi(si,P)WCi(P} = J [VH(P)W*(si,P) +
T r
N
(P) (S P)] dT(P)+—X lRCi(P)wé;si,P) +
Ny ng |
+i£l f gvi_W*(Si,p) dSVi4;£l J Ipi w*(si,p)dspi+
Svi 55
i
f
+ Jg(P}W*(S . P) dQ {(p) v--. {5.3)
JQg

Essas equacoes, apds a discretizag¢ao do contorno
em elementos e a integragdo sobre os mesmos, podem ser es-—

critas em forma matricial:

e twpd + (1] twl = [ tved + [s7]ip,} +

) [ ]
+[F] (r P+ (P} ce-- {5.6)
onde {WQ} & o vetor dos deslocamentos dos pontos internos,
$;, € [I] € a matriz identidade.
Os dois sistemas de equacgoes, (5.3) e (5.6), a-

pos a eliminagdo das incognitas adicionais dos cantos, con
forme explicado em (4.2), podem ser agrupados em um unico

sistema de equacgoes, dado por:
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H O (¥ G S Vi P
= + cev. (5.7)
H' I Wy G' s’ Pq P!

Se os deslocamentos Wo sao prescritos, o sistema
de equagoes é rearranjado passando-se 0s valores das rea-

goes internas para o primeiro membro,

g -5 T ¢ 9 Vr F
| = +
o= Fa ¢ I e k
cee. (5.8)

A resolucao desse sistema fornece os valores das
reagcoes nas vigas e nos pilares, alem dos valores de con-
torno. Com tais parametros,os deslocamentos e curvaturas
de pontos internos podem ser obtidos considerando-se agora
os esforgos da interface como carregamento transversal ao

plano médio da placa.

v
fwyb = - [exJiw: + [g* g*:l Tlegery LolL (5.9
P
~Q

5.3 - ASSOCIACAO DA PLACA COM UMA ESTRUTURA QUALQUER

Pretende-se analisar a associagac da placa com
uma estrutura gqualgquer. Para 1sso, considera-se gue 0s no-
vos elementos estruturais estejam ligados a pontos discre-
tos da placa, atraves dos quais e feita a interagac entre

as duas estruturas (figqura 5.4).

Interpretando-se os esforgos da interface entre
as estruturas como um carregamento externo aplicado a pla-

ca, obtém-se o seguinte sistema de equacgoOes:

Cu] (w.r = (6] (v} + [[65] (py}+{p} .- (5.10)
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o) placa b) estrutura generica

FIG. 5.2 - Assoclacgao da placa com uma estrutura

qualguer.

onde {PQ} & o vetor dos esforcos da interface, isto &, rea
cOoes e momentos fletores necessarios ao equilibric. Note-se
que os esforc¢os paralelos ao plano da placa nac estao sen-
do considerados ja que esta analise nao inclul os esforgos

de membrana.

. e m,. da estrutura genéerica
i Yi
se relacionam com os deslocamentos correspondentes atraves

de:

0s esforcgos Pi' m

[:Kg] {wg} = {p,} Coe.. (5.11)

onde |:Kg] & a matriz de rigidez desta estrutura, e {Wg}séo
os deslocamentos nodais correspondentes. Como os deslocamen
tos da interface sao 0s mesmos para as duas estruturas, a

equacdo (5.11) pode ser reescrita:
[Kg] fw,t = (p} cee. {5.12)

Substituindo-se em (5.10), {P.} por sua expres-

sao, (5.12), obteéem-se:

[I:I—gﬂifq] = 6] (vt + (gl e (5013

W
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Escrevendo-se as equagoes integrais referentes
aos deslocamentos {WQ} obtem-se, apos a discretizacao do

contorno:
Wy
[H 1] ( = [ J{v.) + [ (p ) + {p7] ..(5.19)
Mq

Com a substituicado, em (5.14) de Pooe (5.12),

obtém-se:

W
T ) T -~ F — r T
CHr I-64 gg,] = [er] vl = P} Ll (5.15)
W
-8
Finalmente, agrupando-se (5.13) e (5.15) em um

unico sistema de equagdes, obtém-se:

7 =G Ky wr ¢ z
= vl +
' — ' '
B I-CGo % Wq ¢ P
cevee (5.16)

A solucao do sistema acima, (5.16),fornece os des
locamentos {wy! da interface e os respectivos 'esforgos sdo
obtidos a partir de (5.12). A estrutura genérica, quando
necessario, pode ser analisada considerando-se os esforcgos
da interface como carregamento externc aplicado, o que per
mitira a obtencao de deslocamentos e esforgos em pontos in
ternos da mesma. Deslocamentos e curvaturas de pontos in-
ternos da placa sao dados por (5.9), onde os esforgos da

interface sao considerados carregamentos transversais.

5.4 - ASSOCIACAO PLACA-PILAR

Pretende-se, neste item, particularizar a formu-

lagdo genérica, desenvolvida no item 5.3, para o estudo
da associacao da placa com o pilar. Neste estudo conside
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ra-se, COmO hipétése, que a seccgao do pilar, em contato com
a placa permanece plana apos a deformacgao do conjunto e,
conseq&entemente, a tensao atuante no pilar varia linear-
mente. Definindo um sistema local de coordenadas cartesia-
nas (x,y), relativas as direcdes principais de inércia da
seccao transversal do pilar (figura 5.3), a tens3o atuante

nesta secgao & dada pela seguinte expressac:

Ny

FIG. 5.3 - Sistema de coordenadas cartesianas
coincidente com as direcgOes princi-

pais de inéercia da secg¢do do pilar.

M}—{ _ M= _
O, = =— vy + Y x4 g c--. (5.17)
P IP_ IP_ o
X Y
onde:
Op = tensdo no pilar na seccido da interface;
M; M; = momentos fletores no pilar;
r
T,_,I _ = momentos principais de inercia;
2 |
Y
OO = tensao devida ao esforgo normal atuante no pilar.
Na figura 5.4 esta indicado o conjunto placa-
-pilar nas posi¢des inicial e defcrmada. 0O deslocamento

transversal wp e suas derivadas, awp/ai e Swp/ay, que ocor
rem na placa, sao 0s mesmos para a correspondente face do

pilar. Uma vez que a posicdo deformada da interface esta



-148-

sendo considerada plana, deslocamentos em gqualquer outro
ponto da interface ficam dados por esses parametros, isto

e, w dw /8% e 3w /3v.
" Tp! p/ p/ Y

~ ~ ‘ Wp !
N - Ow ~ ! Ow
~ ™~ ;g o - / N /
/ > \< bi ﬂ'/ OE
i, \\ N ;
{ S I
| Y
L \
\ .
\\ \ Y
Y ) \ <
S AA77 Vrrorrsramms
;
j?
a , b ]
FIG. 5.4 - Conjunto placa-pilar nas posigOes inicial e
deformada.

Os momentos fletores resultantes das tensdes a
plicadas no pilar se relacionam com as derivadas da elasti

ca através de (fiqura 5.4.b}:

M- = - 2R PX_P ee.. (5.18)
X
p dy
e
KETI - ow
wo - - R PRY P el (5.19)
Y p ax
onde :
Ep = mdodulo de elasticidade do pilar
Rp = comprimento do pilar
e
4 para o pilar engastado na base;
K =
P

3 para o pilar articulado na base.
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A relagéo entre a tensao 00 e o deslocamento ver
tical W, do centro de gravidade da face do pilar em conta-

to com a placa e:

E
- _ _P
00 Rp wp ... (5.20)

Substituindo-se em (5.17} os valores de M; e M-

y
e O, (5.18), (5.19) e (5.20), obtém-se:

K_E W K _E TwW E
g = —-—E—B X —f? - —5—9 v _T?"Eﬁ'wp ee.. (5.21)
P p 0X P 3Y P

Interpretando-se Op como carregamento externoc a-
plicado a placa, a equagdo integral do deslocamento de um

ponto, Q, do contorno, é:

K(Q)w(Q) +J V*(Q,P)w(P) - m*(Q,P) g—‘;wﬂ ar(e) +

A i
r

[VH(P)W*(Q,P) +

Ne
+ R* (Q,P}w__ (P} =
iél Ci Ci

I

(P)wx (Q,P) +

Buw* e

W

-m (P) S~ (Q,P)j| r(e) + | R..
i=1 i

Yj

l -
Pi 9% Pj. i

np K .E . dw_. K _.E_. dw_,
i T __pipig “"pi_Cpipig _pi,
7 ; i Y.
Spj

_ i . , )
QP- wPi:]w (Q,p)dspi-+lg(p)w (Q,p) Qg(p)
* Q

E .. {5.22)

onde np & o numero de interfaces.

Como a secgao do pilar permanece plana apos a de
£ 3 /9%, V. a -
ormacao, os valores awpllaxl, Bwpifayl e wPi fao constan
tes para cada interface e, portanto, a expressao {(5.22) po

de ser reescrita:
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K(Q)w(Q) + J [v;(Q,P) w(P) - mX(Q,P) <x(P) ] ar(e) +
r

+ ) Réi(Q,P) wCi(p) +

Np K sEL; ewos |
+ 7 LPRP PL 1 x. w*(Q,p)ds_. +
e . = 1 Pi
Pi
'iEpl Wi f _
+ pjz, _ _p J ¥y w* (Q,p} dspi +
Pi
Epi‘
+ 7 - Wh, w*(Q,p) dSPi] = [VH(P)W*(Q,P) +
Pi S r
Pi
Ne
- m, (P) (Q P):IdF(P)Jr ) R, (PywZ (Q,P) +
i=1 1 X
+J g(p)w* (Q,p)da _(p) ---- (5.23)
i)

g

Obtem-se, analogamente, para a equac¢ao da deri

vada de w, a seguinte representacac integral:

X aw IV arnﬁ‘
Ky ,a“" (Q) + Ky 55— (0) +J[ % g, P)w(P) - — (0, P}—{P):]dF(PH
q q T q q
Ny -K .E .,
i=1 Py )—( i Bm Q.p pl+
1°8
Pi
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ERE aw* %s aRéi
+ W —(Q,p)ds :]+ (Q,P)w_ (P) =
‘p; Pi Js g id 551 g ci
Pi
!
82
= [ (P)a (Q P) -m (P)a (Q, P)]dF(P) +
T g
Ne dw} .
+ ] R,.(P) L (Q,P)+! g(p) —— a LAREY p)d@ (p)

. 1 m
i=1 q Q !
g . (5.24)
Essas equag¢oes, apos a discretizacdo do contor
no e eliminagao das eventuais incognitas adicionais dos
cantos, se transformam no seguinte sistema de equagoes li-

neares:
(] tw.b+ [Hy ] {wgt = [6] (v} +{p} ... {5.25)

onde {Wg} & o vetor dos deslocamentos W Swp/ai e 8wp/d§

de todas interfaces.

No sistema de equacoes (5.25) existem 3np incog
nitas a mais que o nimero de equagoes, € que sao os deslo-
camentos transversais das interfaces e suas derivadas, o)
gue exige igual nimero de equacgdes adicionais. Estas equa-
¢Oes sao obtidas a partir das expressées integrais de Y
sw/3x e 3w/dy para todas interfaces placa-pilar, e que sao,

para um pilar genérico 7j:

w(qj) +l ng(qj,P)w(P) —mr’;(q . B) T {P)]dT(P) +
r

Np KpiEpi Bwpi _
+.z [ 7 - xirw*(qj,p)dS .+
S

i=1 pPi Bxi b1
Pi
K iEos dw i _
*‘Pg—& 5= y; w*{d5.p) as,. +
p; 9y g =
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“pi v
+ w_ | w¥(g.,p)dS _]+ R* (q.,P) w_ (p) =
‘p; Pi 93P %y izl S Ci )
S,.
Pi

aw*

LVD(P) w*(qj,P -m (P) —(q P)]dF(P) +
r

Ne

"L

R P) w* ., P *(g.,
. cs (P) w l(q] ) +L gip) w (g] p) ng(p)

g e.-- (5.26)

1

w SV* am*
—(g.) + ~*(q P} w(P) ~—"(q.,P) —{P} dr(p) +
. J - 30X, ax. ]

1 T i 1

= 2 = 1.z 1 - Pi

n

p ~K .E_. aw_. _ <

+ 3 ( EP= pl[ x. (g, ,p) @s_ +
- "pi Xy g

K .E ., 3w . _ *
+ _pipi _le 7. oW ,p) ds_ |+
i
)

L. i - J 8]
Pl 3yy o9y
pl
N *
E e 3RE
+ 2w (28 (g . p) as ]+ ] ——*(g,p) w, (P) =
pi -t g Pid g1 3%, 73 %
Pi
32w -
= [Vn(P) —— (g.,P) - m_{(P) { ,P)J dr(p) +
- aX. ] onox
1 1
N *
p=1 ©% X J - ax. el
g * ee.. (5.27)
ow "BVI"_‘I Bm*
——(q) + — (g, ,P) w (P) - ~——(q ,p)-——(p) ar(e) +
Ay. J -3 ]
i T Y ay
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Kpifpi Wpi| - awx
+ . 2¥ (q.,p) ds. +
Syl —— (a5.,pr dS,

7.
pi 9y Jg = dyj '
pPL

N *

E_. x C 9Ra

z
+§P—lwp.[ a%(qj,p)dsp.}i — (qy,P)w, (P) =

Pi Tt Vi 1) =1 8y, 2

Pi

dw* 3 *wk
l:Vn(Pl — (qj.P) -n_(P) {qj,P)J dlf (p) +

. 3y onadyi
N *
C dw
C - *
1 R (P) —E (g, + | g(p) (a;,p) d2_(P)

g ... (5.28)

Escrevendo-se essas equagOes para todos os pila

res obtém-se o seguinte sistema de equacgCes lineares:

(e} Wl + [HS] {wfﬂ} = [G"] {VF} + {p'} ce..(5.29)

Os dois sistemas de equacgdes, (5.25) e (5.29),

podem ser agrupados, obtendo-se:

H H

1
=
!
=~
e
d

_ vol + .e..(5.30)

A solugao do sistema global, (5.30), fornece, a-
lém dos valores nodais, os deslocamentos da interface pla
ca-pilar, a partir dos quais sao calculados os esforgos a-
tuantes no pilar através de (5.18), {(5.19) e (5.20). Deslo-
camentos e curvaturas em pontos do dominio, usualmente ne-
cessarios na analise completa da estrutura, sao obtidos a-

traves de:

« 1T
{WD}—*[H* I_iQ] +rex1 fvp b+ {p*)
= -..-{5.31)
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5.5 - ASSOCIACAO PLACA-GRELHA

Nas estruturas usuais de edificios, a placa es-
ta associada com elementos lineares trabalhando & flexdo,
cujo conjunto define uma grelha. A ligacdo entre os elemen-
tos estruturais & monolitjca e a analise deste comportamen-

to da associacdo das duas estruturas sé é possivel conside
rando-as como uma unica estrutura tridimensional. Na inter-
pretacdo do pavimento como estrutura bidimensional, o que
torna mais simples a analise, consideram-se as duas estrutu-
ras 1interagindo entre si em pontos previamente definidos no
dominio da placa. Na formulacdo desenvolvida neste item con
sidera-se que os esforg¢os de interacdo sdo forcgas verticais,

conforme indica a figura 5.5.

= LY

‘ !

‘ / /

FIG. 5.5 - Esforcos da interacao placa-grelha.

Considerando-se os esforc¢os de interacgao entre
as duas estruturas como carregamento externo, as eguagoes
integrais referentes ao deslocamento de um ponto do contor-
no e de sua derivada na direcao normal podem ser escritas
e, nestas equagodes, o0s valores das forcas de interacgao, Pn’
aparecem como incognitas. Estendendo-se essas equagoes a to
dos 0s pontos nodais, o seguinte sistema de equacgOes linea-

res & obtido apos a discretizacdo do contorno da placa:

[H] {Wr} = [G] {VF} + [8] {PQ} + {P} ... (5.32)

onde {PQ} & o vetor dos esforcos da interface.
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Neste sistema existem n, incognitas adicionais,
onde n, e o numero de pontos de ligacao entre a placa e a
grelha. As equacgoes adicionais sao obtidas escrevendo-se a

equacao integral para o deslocamento transversal destes pon

tos, as quais fornecem, apos a discretizacao do contorno,

o sistema de equacodes:
(') {w. b + (T3 {w,} = (6'1{v.) + [s']{p,} +{p}
«ee-(5.33)

O vetor {P,} pode ser escrito em funcdo dos des

locamentos transversais dos nos da grelha e suas respecti-

vas rotag¢Oes a partir do processc dos deslocamentos [46]
Rov  Boo v Pa
= -.-.{(5.34)
Rov  Roo ° o ]

onde {v} & o vetor dos deslocamentos transversais e 0 é o
vetor das rotacgodes exi’ @Yi de todos os nos da grelha. Como
a placa e a grelha, nos pontos de ligacao entre elas, tém o
mesmo deslocamento vertical, ou seja, v = {WQ}, 0 sistema

(5.34) pode ser reescrito:

va Bv@ WQ P

= -...{5.35)

t @
o

Roy Rap

O sistema de equagCes (5.35) pode ser decompos-—

to em dois outros sistemas de equagdes:

e ,
[®ew  Ruo | o= ey e (5.36)
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[5@; 5&)]‘ =l [0] -e - (5.37)

1O

Substituindo-se, em (5.32) e (5.33), o valor de
{PQ}, (5.36), e reunindo-se tais equagoes em um unico siste
ma, obtem-se:

—— W ™
H - - ~
~ § VY § ~vO I _C_:’ E
Wo = {VF} +
,E.I E_gtgvv _§l£{V® e 9 P

-...(5.38)

Observe-se que em (5.38) existem incdgnitas adi
cionais, isto &, os giros dos nds da grelha, e portanto, no
vas equagoes sdo necessarias. As equacgdes adicionais utili-
zadas sao as definidas por (5.37) e que, apds serem inclui-
das em (5.38}, fornecem o sistema final de equacoes algébri

cas a ser resolvido:

_ _ = s N - ] R
i H S gvv S BV@ Wr G ( P
' —Ct _at — 1 '
H i-5 Rov S Roo 1 Yo} G {:VF}-+ ¢ P
0 Rov Rag © 0 0
— -4 L J — - L J
... (5.39)
Apos a imposicdo das condicdes de contorno, a

resolucgdo do sistema (5.39) fornece, além dos parametros no
dais, os deslocamentos e rotacdes dos nés da grelha. Assim,
os esforgos nas barras da grelha podem ser obtidos a partir
da condicdo de equilibrio de cada elemento, ou seja:

[K]b {6}b = {P}b ....(5.40)

onde [K]b € a matriz de rigidez da barra; {6}b & o vetor
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dos deslocamentos e rotacdes dos nés da barra e {P}b & o ve

tor dos esforgos solicitantes.

0Os deslocamentos e curvaturas de pontos do domi

nio da placa sao obtidos a partir de (5.9).

5.6 - AVALIACAQ DAS FORMULACOES PROPOSTAS PARA ANALISE DA

ASSOCIACAO DA PLACA COM OQUTROS ELEMENTOS ESTRUTURAIS

A seguir, as formulacoes desenvolvidas nos itens
anteriores sdo utilizadas na analise de diversos exemplos

de pavimentos de edificios.

Embora as formulagoes possam ser desenvolvidas
utilizando-se uma ou duas equagoes integrais para cada pon-
to do contorno, apenas a formulag¢do gue utiliza duas egqua-
¢oes foi usada na resolucao dos exemplos aqui apresentados
e os elementos de contorno utilizados foram o linear,conti
nuo e descontinuo, e o constante. 0Os resultados obtidos sao
comparados, quando possivel, com os fornecidos por solugdes
exatas e, caso contrario, com os obtidos por outros proces-
SOs numéricos como, por exemplo, diferencas finitas e ele-

mentos finitos.

Na analise dos pavimentos pelo método dos ele-
mentos finitos, ¢ elemento utilizado fol o triangular com
18 parametros nodais (T-18) associado com o elemento de bar
ra de 6 parametros nodais. Nesta analise foram adotadas ma-
lhas de elementos finitos bem refinadas para ndo haver duvi

das sobre a precisdo dos resultados obtidos.
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5.6.1 -~ Exemplo 1l: Placa quadrada apoiada no

contorno e em pontos de seu dominio

Neste exemplo, analisa-se uma placa quadrada sim
plesmente apoiada no contorno e, em seu dominio, apoiada em
quatro pilares, conforme indica a figura 5.6. O carregamen-

to transversal & uniformemente distribuido.

Embora as dimensoes deste exemplo ndo sejam u-
suals, o interesse em analisa-lo se justifica pelo fato de
que sua solugao exata & conhecida, permitindo estudos compa

rativos mais completos.

Como uma placa retangular simplesmente apoiada
no contorno tem solugao exata conhecida, a solugdo da placa
da figura 5.6 pode ser facilmente obtida pelo processo dos
esforgos, compatibilizando-se os deslocamentos transversais
e suas derivadas, nas direcoes x e y, nos pontos da interfa

ce placa—pilar[43}’[47].

Considere-se inicialmente o caso em que a rigi-
dez axial dos pilares e infinita e que a rigidez ao giro
nas direcdes x e y &€ nula. Os resultados obtidos com uma di
visdao do contorno em 24 elementos iguais, estdo indicados
na tabela 15, juntamente com os valores tedricos calculados
com 50 termos da série. Sao apresentados também os erros
observados em cada um dos seis pontos indicados na figura

5.6.

Considere-se agora a ligacg¢ao elastica entre a
placa e os pilares, admitindo-se que estes Ultimos estejam
engastados em sua extremidade inferior. Adota-se também 0
comprimento do lado da placa igqual a 12m e a altura dos pi
lares, 3m. Na figura 5.6.b estdo indicados também os valo-
res dos momentos de inércia nas diregSes x, e y; de cada pi

lar.

A resolucgao deste exemplo possibilita a compara

cao entre os resultados feornecidos pelo método dos elementos
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JI}HHHLHHI
L T L /} &
a6 ¢ 1 uzvzanz
-—w—-'{/ " L 23 - | \I':I/G
a6 Ras . -+ E =1500.000 tm?
—- A v (sl 5 /C\-* t-0,5m
y T asl tm?
/3 B't- e e ——a— LR
. 1 2 3 A
v A
a/3 . AN
g 2 :—
—T - i R / Ve S / _qj$
_, .a/3 ,fJ/3____+§.{64g§;.

al

— pilares engastodos na base
— alturo dos pilares: 3m

~ Ep=2.100000 tf/m?

- I!D : 008333 m*,

- Iyp=0.08333 m*,

b}

FIG. 5.6 - Placa apoiada no contorno e em pontos

do dominio.
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de contorno e os valores obtidos com 17 termos da serie da

solucao exata[47]..

Os resultados fornecidos pela formulacao propos
ta, com uma divisao do contorno em 40 elementos de igual
comprimento, estdo indicados nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9. Fo
ram representados os momentos m e my e tambem os desloca-
mentos transversais ao longo da linha dos pilares (A-A) e ao
longo da linha central e paralela ao lado da placa (B-B).
Nos deslocamentos, os valores obtidos estdo praticamente i-
guais aos fornecidos pela solucao exata. Para os valores
dos momentos, fol observada uma diferénga proxima de 2% gue
esta dentro do erro esperado, uma vez que a solucdo analiti
4 [47]

c foi obtida com apenas 17 termos da série.

Lw(cm)

: z 3 4 5 s x{m)

FIG. 5.7 - Deslocamentos transversais ao longo

de A-A e B-B.
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my mx
tfm/m
2.0+
my
1.0
] ol
|
1.0
2.0
30 -

FIG. 5.8 - Momentos m, e my ac longo de A-A.

my + mx

tfm/m
20 |

1 T T T T T bl
1 : s N s s x(m)

FIG. 5.9 - Momentos m, e my ao longo de B-B.
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5.6.2 - Exemplo 2: Placa quadrada com apoio

continuo

Neste exemplo, analisa-se uma placa quadrada a-
poiada no contorno e com um apoio continuo em seu dominio,

conforme indica a figura 5.10.

|
4 a : 0.3
- - <§ Y
I -
/ -
| 7 [
a _—
! APO10 :
! /CONTTNUO | _§
[
|7 -
| -
a E I —
- =
. ﬁ
—-T__ /;'A/// R L —H{%
.20 R

FIG. 5.10 - Placa gquadrada simplesmente apoiada no
contorno e com apoio continuo em seu

dominio.

Nesta analise foi utilizado o elemento de con-
torno com aproximacgaoc constante para forcas e deslocamentos
e, tanto o contorno como o apoio continuo foram discretiza
dos em segmentos de comprimento igual a a/6. Admitiu-se que
a reagao no apoio continuo & constante ao longo de cada ele
mento e apenas 0s deslocamentos nos centros dos segmentos
internos foram tomados iguais a zero, sendo que as deriva-
das dos deslocamentos transversais na direcdo do apoio nao

tiveram restricgoes.

Os valores numéricos obtidos para deslocamentos

- . . : - [43]
e momentos sao praticamente 1guals aos valores teoricos '
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com erro maximo para os momentos igual a 0,09% no centro da
placa. Na fiqura 5.11 esta representada a variacao dos mo-
mentos fletores ao longo do apoio interno e, na mesma figu-
ra, € também indicada a solucdo exata, que foi obtida empre

gando-se 100 termos da serie.

a
0.125+ A
1 x
x
E‘ Q.1 y
o SOLUGAO EXATA
uz.| . M. E.C.
3 2
9 my: aqa
0,05
T T T T T T T T T | B
0.1 0.2 0.3 04 Q.5 06 0.7 08 .9 i X
)
FIG. 5.11 - Valores numéricos e tedricos dos momentos
sobre o apoio continuo.
5.6.3 - Exemplo 3: Placa quadrada apoiada em vigas

elasticas

Geralmente, no calculo de pavimentos de edifi-
cios, as vigas sdo consideradas de rigidez infinita e cada
placa, definida pelas vigas do pavimento, é calculada isola
damente fazendo-se, posteriormente, uma compensacao dos mo-
mentos na juncao dessas placas. Tal procedimento se justifi
ca pela dificuldade de se obter a solucao exata da associa-
¢cao da placa com a viga eldstica, o que s6 é possivel em ca
sos particulares. Assim, apenas pelos processos numéricos,
0 estudo da maioria dos problemas envolvendo a associacgao

destes dois elementos estruturais & possivel.
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Nos iﬁens anteriores, foram mostradas as modifi-
cacoes que devem ser introduzidas no método dos elementos
de contorno para que tais problemas possam ser analisados .
Como aplicacao da formulagdo proposta,considere-se a placa
quadrada apolada, em seu contorno, em vigas elasticas de Mo

mentos de Inércia I I, e 14 e rigidamente apoiada em

17 T 1y
seus cantos, conforme indica a figura 5.12.

APOIO I, APOIO

- RiGIDO ~RIGIDO _
e
viga v,
I, I,.I,eI,: momentos
de inércia dos vigas
a Iq viga v, viga VZ IZ Ev: mOdulQ de elastici-
dade das vigas
v:=073
viga vs
- — . APOIO
APOIO I, . RIGIDO
RIGIDO

— - R -

FIG. 5.12 - Placa quadrada apoiada em vigas elasticas.

Considere-se, inicialmente, o caso em gue as vi

gas vy e v, sao completamente rigidas e gque:

Nas figuras de numeros 5.13 a 5.18 estao indica
dos os deslocamentos e esforcgos ao longo dos eixos de sime-
tria da placa, obtidos pela formulagdo proposta, e os da SO

(43]

lucao tedrica, obtidos com 50 termos da série Nesta a-

nalise, os lados da placa e as vigas foram divididos em 10

elementos iguais. Para os deslocamentos, a diferenga entre
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0s maximos valores obtidos pelas duas solugbes foi de 3,238

e, para os momentos fletores, 3,7%.

FIG.

FIG.

|
.f. I,=I,4=6aD
- M x [v2 Ev
o Q) -
S
w s4d 1V
o
-9 $_l 0* -
e
x
a
= —_
5 3+ SOLUGCAOQ EXATA
3
3 . M. E.C.
|
w24
w
[=]
|
x/a
I I 1 T T Bl
o 0.2 a.3 c.4 05
5.13 - Valores tedricos e numéricos para os deslocamen
tos ao longo do eixo de simetria, X.
. I;°0,=690
T 27 hat o2
i
54 -
o~ 4 -
hud —
7 SOLUCAC
fred EXATA
< 37
c M.E.C.
2 2
z
w
-3
o
F U7
x/a
| 1 T T T L
ot Q.2 0.3 Q4 0.5
5.14 - Momento fletor m obtido pelo método dos ele-

XJ’
mentos de contorno e pela solucgao exata, ao lon

go do eixo X.
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o
L-]
o
~
o SOLUGAD EXATA
~
Ed
: M.E.C
o
=
-
i
x
o
-3
x/a

IF'IG. 5.15 - Momento fletor my, obtido analitica e

numericamente, ao longo do eixo X.

w
“ } Tp=Iszgap o — ——— SOLUGAO ANALITICA
: * Ev ——= M.E.C.

— qa v

ofo M ly |
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e

z

[T}

=

-~

2

o]

-

w

w

a

y/a
] T T T T T v
O. c.2 03 0.4 0.5 0.6
FIG. 5.16 - Valores tedricos e numéricos para os deslocamen

tos ao longo do eixo de simetria, v.
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mente, ao longo do eixo y.
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Considere-se agora que todas as vigas sio flexi

vels com

i=1,...,4

Na tabela 16 estao indicados os valores do des-
locamento e momentos fletores no centro da placa, obtidos
a partir da solugao exata, considerando-se 4 termos nio nu-—

143] e 0s obtidos pela formulacao proposta com

los da série
uma divisdo do contorno e das vigas igual a do exemplo ante

rior. ' -

TABELA 16 - Valores tedricos e numéricos para a placa com

vigas elasticas em seu contorno.

SOLUCEO | ERRO

M-E.C. EXATA %)

0,560 0,519 -7,8

0,534 0,494 -8,0

y 0,534 0,494 -8,0

A diferencga entre os valores tedricos (calcula-
dos por série) e os numéricos possivelmente se explica pe-
lo reduzido nimero de termos da série utilizado na solugdo
analitica. Se os valores tedricos fossem obtidos com um na-
mero maior de termos da série, a diferenca entre ag duas 50

lugcoes provavelmente seria menor.

Considere-se, finalmente, que as vigas sao com-
pletamente rigidas. Neste caso, o problema recai naquele de
uma placa simplesmente apoiada no contorno (ver exemplo 1).
Os valores do deslocamento e momentos fletores no centro da
placa, obtidos pela formulacio proposta, apresentam diferen

¢a da ordem de 3% dos valores exatos[43].
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5.6.4 - Exemplo 4: Analise do piso de um edificio

Neste exemplo, é analisado un piso de edificio
Ja projetado e construido. O piso é constituldo pela asso-
ciacao de uma placa quadrada de 9 x 9m?, com uma grelha for-
mada por 24 elementos lineares e por 4 pilares sobre 0s
quais estao apoiados os cantos do pavimento. As secgoOes
transversais adotadas para os elementos lineares do contor-

no da grelha e para os elementos interiores s3o 0,3x0,8m2
e 0,2x0,8m?, respectivamente. A sec¢do transversal das co-

lunas e de 0,3x0,3m2, a altura & de 4m e a espessura da

placa € 8cm. Este pavimento esta indicado na figura 5.19.

FIG. 5.19 - Pavimento de edificio analisado.

Na figura 5.20,esta indicada a discretizacio a-

dotada para o contorno da placa e para a grelha.

Na analise dos resultados obtidos por esta for-
mulagcao, deve-se considerar que, como os esforcos de intera

¢3c entre a placa e a grelha sdo forcgas concentradas, nao e
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FIG. 5.20 - Discretizagao do contorno da placa e da

grelha.

possivel calcular os momentos fletores da placa nos pontos
de ligacado das duas estruturas, pois estes pontos sao singu

lares com relacao a esses esforcos.

Analogamente ao que e feito na analise de tais
problemas pelo método dos elementos finitos, pode-se estabe
lecer um critério para o arredondamento dos valores dos mo-
mentos fletores da placa nos pontos de ligacaoc das duas es-
truturas. Este critério consiste em obter numericamente os
valores dos esfor¢os em pontos da placa correspondentes as
faces laterais da viga e, a partir deles, estabelecer valo-
res aproximados para os esfor¢os nos pontos de interacao
placa-grelha. Uma primeira aproximacdo, gue pode ser adota-

da, € a média aritmética desses valores. Outra aproximacdo,
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ja mais rigorosa, éonsiste em atribuir aos pontos da inter-
face os valores obtidos a partir de uma interpolagdo, por
funcdo parabdlica, dos esforcos ao longo da larqgura da viga,
conforme indica a figura 5.21. Nesta parabola, a flecha e
estimada tomando-se por base a reagdo nesse ponto da in-

terface. ]

gproximagdo parabalica

FIG. 5.21 - Aproximagao parabdlica nos pontos de

indeterminac¢ao dos momentos da placa.

Nas figuras %.22, 5.23 e 5.24, estdc indicados,
respectivamente, 0s valores do deslocamento e momentos fle-
tores ao longo de A-A, obtidos por esta formulacao e pelo
método dos elementos finitos, considerando-se uma malha de

592 elementos triangulares (T-18).

Os resultados obtidos ao longo de B-B estao in-
dicados nas figuras 5.25, 5.26 e 5.27, onde apenas os deslo
camentos sdo comparados com os obtidos pelo método dos ele-
mentos finitos. No caso dos momentos fletores, os resulta-
dos se mostraram bem diferentes, inclusive com inversido de
sinal. Nos graficos destes esforgos, foram adotadas aproxima
cOes parabdélicas para se eliminar as singularidades no cru-
zamento de duas barras da grelha (no ponto de ordenada X =

= 0,332).
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FIG. 5.22 - Deslocamento w ao longo de A-A.

m, {tfm/m] e« M.E.F.

2
1 -
[

T T T T T i

Gl 0.2 0.3 0.4 0.5 X
, 4
2 ml

'

3_
4

FIG. 5.23 - Momento m,. ao longo de A-A.
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FIG. 5.25 — Deslocamento w ao longo de B-B.
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FIG. 5.26 - Momento fletor m, ao longo de B-B.
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FIG. 5.27 - Momento my ac longe de B-B.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho era apresentar uma for-
mulacdo para a analise de problemas usuais de engenharia,
como placas cogumelo e placas enrigecidas por vigas, aléem
de placas isoladas com qualquer geometria e guaisquer condi
¢Oes de contorno.

No capitulo III, foi desenvolvida a formulacao pa
ra a analise de placas vinculadas em seu contorno. Os diver
sos exemplos apresentados mostraram a eficiéncia da formula
cdo na modelagem dos mais diversos tipos de placa no que
diz respeito ao contorno, as vinculacgdes e ao carregamento
que pode ser distribuido em um subdominio da placa ou ao
longo de uma linha. Cargas concentradas podem ser, com van-
tagem, simuladas como carregamentos distribuidos em uma pe-
quena area. Os resultados obtidos estdo de acordo com os
fornecidos por outras formulacdes e com a solugdo exata,
quando existente.

Deve~se ressaltar a facilidade com que placas
apoiadas em pontos discretos do contorno podem ser modela-
das, polis apenas a divisdao do contorno deve ser tal que um
de seus nds coincida com os apoios. Neste estudo, nao & ne-
cessario dividir o contorno proximo aoc apoio em grande nume
ro de elementos, pois, mesmo com uma divisao regular, os re
sultados obtidos sao praticamente os valores exatos. As con

di¢des de contorno ao longo das bordas livres sdo também
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facilmente impostas, uma vez que a forga cortante equivalen
te v e o momento fletor m sao parametros nodais.

Na analise da associacao da placa com outros ele-
mentos estruturais, os resultados obtidos se mostraram de
acordo com os fornecidos pela solugao exata da equacgao di-
ferencial e pelo método dos elementos finitos.

Na associag¢do da placa com o pilar os valores dos
momentos fletores e volventes na juncao da placa com o pi-
lar sio obtidos com grande precisao, o mesmo ocorrendo em
gualquer ponto do dominio da placa evidenciando a eficacia

da formula¢éo proposta. Embora o programa, de computador,

desenvolvido preveja o caso da ligagao elastica entre as
duas estruturas, outras condictes de vinculacgao podem ser
simuladas mediante a manipulagao das constantes elasticas

do pilar. Assim, podem ser simuladas, por exemplo, a liga-
cdo totalmente rigida entre a placa e os pilares, atribuin-
do-se valor infinito aoc modulo de elasticidade do pilar e a
ligacao rigida apenas para os deslocamentos verticais e 1li-
vre para suas derivadas, atribuindo-se zero ao valor da
constante kp da equagao 5.21.

No estudo da associacao da placa com © elemento
de viga, embora nao seja possivel avaliar os momentos nos
pontos de ligagdo entre as duas estruturas, pode-se determi
nar estes esforgos com grande precisdo em pontos proximos o
gque permite gue se obtenha, por interpolacgao, os valores
dos esfor¢os nos pontos da interface. Este procedimento
conduz a resultados coerentes com o obtidos por outros pro-

Cessos.
Assim, a formulacac desenvolvida neste trabalho se

mostrou eficaz na analise dos mais diversos problemas de en
genharia transformando-se em uma valiosa ferramenta de cal-
culo no estudo destes problemas.

Como sugestdes para a continuidade deste trabalho
cita-se o desenvolvimento de formulagdes para a analise de
placas com espessura variavel discreta ou ndo. Para varia-

cao discreta de espessura a técnica recomendada seria a di-
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visdo do dominio em sub-regioes correspondentes as varias
espessuras do pavimento e para a variacdo continua da espes
sura a sugestao seria a formulacdo do problema  utilizando

[48]. Também devem ser de-

o conceito da reciprocidade dual
senvolvidas formulacdes para a analise da combinacdo pla-
ca-grelha onde seja possivel o calculo dos esforgos nos pon

tos de ligagao entre as duas estruturas.
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