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SUMARIO

Trata-se da resolugao de reservatdorios metalicos
ou de concreto, de parede cilindrica, com ou sem cobertura,
cujo fundo & uma placa circular apoiada em base rigida ou
elastica. A cobertura pode ter a forma de uma calota esfoe-
rica ou de uma casca conica. A parede & composta de um ou
mais segmentos de casca cilindrica circular de espessura
constante, E usado o metodo dos deslocamentos, compatibili
zando-se as deformagoes nas juntas entre dois elementos,
com base na teoria linear das cascas de revolugao, conside
rando-se a solucao exata (casca curta) para o cilindro e a
aproximagéo de Geckeler para a cobertura. Para a placa de
fundo sobre base rigida & adotada a aproximacio de Girkmann.
Os calculos sao realizados automaticamente por computador,
atraves de um programa em linguagem FORTRAN, para computa
dor IBM/370. Para comparacoes de resultados, sao resolvi-
dos alguns exemplos disponiveis na literatura. O problema
€ resolvido para os carregamentos de peso proprio, sobre-
cargas usuais e efeitos do peso e da pressao interna exer-
cida pela coluna liquida sobre a estrutura. Sio dadas ain-
da indicagoes para a consideragao dos efeitos da variacao
de temperatura e da carga de vento, bem como uma breve a-
presentagao dos problemas de flambagem dos elementos que
compoem 0 reservatorio. Finalmente, e discutida a validade

da formulagao adotada.



ABSTRACT

Circular cylindrical tanks for liquid - storage
either in concrete or in steel with elastic roof and bottom
are solved by means of the stiffness method. The tank can
combine a roof which is a spherical dome or a conical shell
and a bottom plate on elastic or on rigid foundation. The
cylindrical wall is assembled of various circular cylindri-
cal shells of different thickness. The solutions are taken
off the linear shell theory, in wich the exact solution of
a short cylinder is combined with the Geckeler approximation
for the spherical or conical roof. For the bottom. plate
laying on a rigid foundation, is used the simplified analysis
proposed by Girkmann. The calculations are carried on by
a IBM/370 computer and the results are compared with those
encountered in the literature. Dead and live loads plus the
weight and hydrostatic pressure of the filling liquid are
considered. A short discussion of thermal stresses, wind
loads and buckling problems is also added. Finally, the

limitations of the accomplished analysis are pointed out.
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CAPITULO I

INTRODUCAD

1. CONSIDERACOES GERAIS

A grande expansao das usinas de dlcool e as  ne-
cessidades crescentes das indUstrias petroliferas guanto
ao armazenamento de liquidos, conduziram 3 execucdo de tan-
ques de grandes volumes.,

Para isto utilizam-se geralmente os reservato-
rios cilindricos circulares de grande difmetro, pois devi-
do a simetria de revolucgao tanto da estrutura como dos car
regamentos a que ela fica submetida, apresentam uma melhor
distribuigio de esforgos quando comparados, por exemplo, a
outra forma de reservatorio, também utilizada, que & a re-
tangular,

Para atingir volumes elevados (maiores que 5 000
m3) € também mais econdmico aumentar-se o diametro do re-
servatdorio e nao a altura. Por isso sao freqiientemente exe
cutados tanques com diametro de 40 a 80 metros e altura de
12 a 20 metros, com relagao didmetro/altura variando de 2
a 4, Como consequencia disso os métodos de cilculo e de cons
trugao foram radicalmente revolucionados, exigindo a ado-
¢ao de modelos tedricos de calculo mais elaborados. Solu-
coes mais exatas estao sendo buscadas e a fonte, como nao
poderia deixar de ser, &€ a teoria das cascas.

Devido as equagoes da teoria exata serem muito




trabalhosas e na maioria das wvezes impraticaveis de serem
resolvidas manualmente, quase sempre se calcula, por exem-
plo, a parede cilindrica como casca longa, admitindo-se
que nae haja influ€ncia dos esforcos de uma borda maoutra.
Com o advento dos computadores essa dificuldade pode ser e
liminada, usando-se a formulagao exata e automatizando ~'se
os calculos., ‘

Distinguem-se nos reservatorios cilindricos, tr@s

elementos estruturais principais:

- a cobertura ou teto
= a parede ou corpo cilindrico do reservatdrio

= o fundo.

A cobertura, que serve para proteger o produto ar
mazenado, pode ser executada na forma de uma calota esféri
ca, ou de uma casca cOnica. Sao tambéem comuns os tetos em
umbrela (superficie poliédrica com vigamento de suporte se
melhante a estrutura de um guarda-chuva) e a cobertura flu.
tuante. Em reservatdrios de agua, onde nao ha formacao de
gases acima da coluna liquida, usa-se ainda uma placa cir-
cular para fazer o fechamento superior da estrutura.

0 corpo do reservatorio pode ser constituido de
um Unico elemento cilindrico, de espessura constante, ou
variavel, ou'qomposto de varios segmentos cilindricos, ten
do, cada um deles, espessura constante. Geralmente, reser
vatorios de concreto sao construidos com parede de espessu
ra variando continuamente e tanques metalicos sao feitos
com segmentos cilindricos de espessura constante,

Para o fundo do reservatdorio, usa-se uma placa,
que pode ser apoiada diretamente no terreno, ou sobre uma
estrutura rigida intermediaria (fundacao em anel ou placa
rigida). Eventualmente da-se ao fundo a forma de um cone
reto abatido, isto &, cuja geratriz tem pequena inclinacao
com relagao ao plano horizontal da base.

Do ponto de vista construtivo, ha regras especi-

ficas a serem seguidas em cada caso. Assim, em estruturas



de concreto, e necessario um rigoroso controle da fissura-
cao e da impermeabilizagao, para garantir que o reservato-
rio seja estanque., Em tanques metdlicos soldados, deve-se
estabelecer um plano de soldagem cuidadoso, com pre-posi-
cionamento das chapas, de modo a assegurar o fechamento da
estrutura e minimizar as tensoces internas introduzidas pe-
lo processo de solda., Além disso, o controle de qualidade
das soldas & sempre feito com esmerado cuidado, através de
exames radiograficos e de ultra-som, de modo a detectar e-
ventuais defeitos que obriguem a rejeicao da solda,
Idealmente,reservatorios metalicos deveriam ser
sempre executados alinhando-se as chapas que compoe cada e
lemento pelo seu plano médio, para evitar excentricidades
na transmissao dos esforgos entre duas chapas. No entanto,
por razoes construtivas, @ mais comum fazer~-se o alinha-
mento das chapas por uma das faces interna ou externa - da

estrutura.

2, CONTEUDO DA DISSERTAGAOQ

A consideracgao de todas as possibilidades cons-
trutivas mencionadas no item 1 ultrapassaria os limites u-
sualmente aceitos para trabalhos da envergadura deste, As=-
sim, optou-se por um tratamento teorico mais rigoroso do
problema, eliminando-se algumas formas especificas de cada
um dos elementos que compoe a estrutura. Pela mesma razao,
nao € discutido o detalhamento de projeto (dimensionamento
de armaduras ou verificacao de soldas, por exemplo), pre-
ferindo-se manter a generalidade do tema, sem particulari-
zar quanto a detalhes pertinentes ao material usado na
construggo.

Sao aqui resolvidos reservatdorios metalicos ou
de concreto, de forma cilindrica, com ou .sem cobertura,

que podem ser compostos dos seguintes elementos:




a) para a cobertura - calota esférica ou casca conicag

b) para a parede - uma Gnica casca cilindrica ou varios
L L .

segmentos de casca cilindrica com espessura constan-

te. Paredes de espessura varidvel podem ser tratadas

deste modo, considerando-se, para cada segmento, a

espessura media do trecho cofrespondente da parede;

c) para o fundo - uma placa circular assente em base e-

lastica ou em base rigida,

Nas cascas que compoem a cobertura, e usada a a-

proximagao de Geckeler, para o cilculo das esforgos de fle

Xao,

Nas cascas cilindricas sao usadas tanto a formu-
lagao exata (considerando-se a influéncia dos esforcos de
uma borda na outra) de cascas curtas, como a aproximacao
de casca longa, em que os esforcos de uma borda nao in-
fluenciam a outra borda,

Para o fundo do reservatorio adotou-se a solucgio
da placa sobre base elastica dada por Schleicher (B26),que
considera constante o coeficiente elastico do solo, e a a-

proximacao de Glrkmann (B12) para a placa assente em base

rigida.

E usado o método dos deslocamentos, compatibili

zando-se as deformagoes nas juntas, considerando-se que os
elementos que nelas concorrem sio co-axiais. A solucao &
obtida de modo automatico por computador, programada ~ em
linguagem FORTRAN para computador IBM/370, e os resultados
sao comparados com exemplos disponiveis na literatura.

Sao considerados os carregamentos de peso pro-

prio, sobrecargas usuais de projeto, o peso e a pressao in

terna que a coluna liquida exerce sobre o reservatdrio.S3o

dados ainda indicagdes sobre os efeitos de variagao de tem

peratura e da carga de vento sobre a estrutura. Apresenta-
-se tamb&m uma breve discussao- sobre a flambagem dos dlver

sos elementos que compoem 0 reservatorio.



Nos capitulos II, III e IV & deduzido o formulario
basico; isto &: teoria de membrana e de flexao das cascas
de revolugao; equacgoes das placas e das chapas,

No capitulo V s3o apresentadas as solucoes cor-
respondentes aos carregamentos de peso proprio, sobrecar-
gas verticais, peso e pressao interna da coluna 1iquida, e
sao dadas as matrizes de rigidez de cada elemento.

No capitulo VI sao considerados os efeitos de va-
riagao de temperatura e a carga de vento.

No capitulo VIIe feita a andlise da estrutura in-
tegrada, indicando-se como obter a matriz de rigidez, o ve

tor dos deslocamentos e os esforcos finais na .estrutura
global.

‘No capitulo VIII s3o.dadas as indicacoes sobre a
flambagem das cascas.

No capitulo IXsao discutidos os detalhes perti-
nentes a resolugao automatica por computador.

No capitulo X sao apresentados alguns exemplos
de calculo, explorando as potencialidades do programa ela-
borado para computador, cujos resultados . sao comparados
com as solugoes obtidas por diversos autores.

- No anexo 1 sao dadas as Funcoes Fj(i) utilizadas
para avsolugéo da casca cilindrica.

No anexo 2 sao mostradas as funcgoes Zi(E) usadas
para resolugao da placa em base elastica,

No anexo 3 & apresentada a listagem do programa

elaborado em linguagem FORTRAN para computador IBM/370.



CAPITULO 11

ELEMENTOS DA TEORIA DAS CASCAS DE REVOLUGAO

1. INTRODUGCAO

Apresenta~se neste capitulo a teoria das cascas

de revolugao sujeitas a carregamentos com simetria axial,
necessaria a posterior formulagao das equacoes a serem uti

lizadas no processo dos deslocamentos,

2. HIPOTESES E DEFINICOES

Pode-se definir uma casca como sendo uma estrutu
ra bidimensional cuja superficie média (a que divide em ca
da ponto a espessura da casca em duas partes iguais) & cur
va. A espessura h & pequena em relacao as outras dimensoes
da casca, podendo ser sempre a mesma ou variar de ponto pa
ra ponto e e definida como a distancia, medida perpendicu-
larmente a superficie média, que existe entre as faces ex~-
terna e interna., Estaticamente a superficie média e a es-
pessura representam a casca, do mesmo modo que uma barra &
representada por seu eixo e sua secao transversal, Neste
trabalho, sao analisadas as cascas de revolugao, ou seja,
dentro de uma classificacao geral, aquelas cuja superficie

média & uma superficie de revolugao.



No estudo das cascas, admitem~se as seguintes hi
poteses fundamentais propostas por Love, ver p.ex, Gravina
(B13) e Kraus (B19),

a) - 0 material que constitue a estrutura é homag@neo,

»

isotropo e obedece 3 lei de Hooke.

b) - A espessura h & pequena em relacdo as dimensoes e

aos raios de curvatura da superficie média.

¢) - As tensoes normais & superficie madia sao desprezi

veis em relagao as demais tensodes,

d) - Os pontos pertencentes, antes da deformacao, a re-
tas normais a superficie m&dia, encontram-se, apos
a deformacao, sobre retas perpendiculares 3 super-

ficie média deformada.

e) - Os deslocamentos sao muito pequenos em relacao &
espessura h, sendo possivel desprezar a influéncia
dos mesmos no estudo das condic¢oes de equilibrio

do elemento de superficie.

A primeira dessas hipoteses permite que se escre
va um Gnico conjunto de equagdes de equilibrio, validas pa
ra qualquer ponto da estrutura, formuladas segundo os prig’
cipios da Teoria da Elasticidade. A quinta hipdotese permi-
te que todas as grandezas envolvidas no problema, bem como
todas as dedugoes, sejam referidas 3 superficie nao defor-
mada da casca. Juntos, estes dois postulados conduzem a e-
quagoes fundamentais lineares, o que garante a validade da
lei de superposicao dos efeitos,

A quarta hipotese representa uma extensao 3 Teo-
ria das Cascas, da conhecida lei de Bernoulli da Teoria
das Vigas, de que "as segoes planas antes  da deformagao
permanecem planas apdos a deformagao", Como conseqiiéncia
das hipbteses trés e quatro, o problema torna-se bidimen-

sional,

0 segundo postulado de Love & o mais importante



de todos e, na verdade, as hipoteses subsequéntes sb se ve
rificam se ele for atendido. Novozhilov (B23) sugere que a
casca pode ser considerada delgada quando a relagao entre

a espessura e o raio de curvatura satisfaz a:

@ < s
R max ™~ 20
Nas estruturas que se pretende resolver aqui, a
espessura h é, no maximo, da ordem de algumas dezenas de
centimetros (para reservatorios de concreto armado), en-
quanto que o raio R & expresso em dezenas de metros, de mo

do que o limite acima & sempre satisfatoriamente respeita-
do.

3. ESFORCOS SOLICITANTES

Sobre a espessura h da casca atuam esforcos de~-
finidos por unidade de comprimento da superficie media, que
resultam da integracao das tensoes ao longo da espessura
da casca (ver Fig, 2.1).

Efetuando-se a integragdo na espessura h de cada

face do elemento, obtém-se segundo Hampe (B16):

+h/2 +h/2
Z A
Ne = Oe(l-k;;)dz : N¢ = G¢(1-+;g)dz
-h/2 -h/2
+h/2 +h/2
- z . = 2
N6¢ = Te¢ (14-;~)dz 3 N¢6 = T¢e(l +r6)dz
~h/2 ¢ ~h/2
+h/2 +h/2
- Z ; . _ Z
Qe = Tez<1 +-]—:—-)dz H Q(I) = Tq)z(l +—r—-e—)dz
~h/2 ¢ ~h/2



+h/2 +h/2

M6 = . Gez(l-+§2)dz : M¢ = o O¢z(l~F§%)dZ
~h/2 -h/2
+h/2 +h/2

- Z . - - Z

Mgy = Tesz(l+r )dz; Mg T¢Gz(1+r6>dz
~h/2 ¢ ~h/2
oo (2.1)

FIG. 2.1 - Esforcos e Tensoes atuantes num elemento
de casca.

Devido & hipdtese dois, desprezam-se nas expres-—
soes acima, os valores de z/r¢ e z/re perante a unidade.

E importante também definir a convengao para o
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sentido positivo dos esforgos, mostrada a segulr (Fig.2,.2).
Os esforgos sao referidos is direcoes de curvatura princi-
pal, ¢ e O, sendo r¢ e rg os respectivos raios de curvatu-
ra dessas direcoes. O carregamento e representado pelas

componentes Py> p¢ e p, segundo os eixos 6, ¢ e z,

FIG. 2.2 - Esforgos internos e cargas atuando num ele
mento, considerando-se a simetria axial,
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No presente caso, considerando-se apenas carrega-

mentos de revolucgao, tem-se que:

N¢8 = N6¢ = M¢e = M9¢ = Qq = pg = 0 cevs (2.2)

4, EQUACOES DE EQUILIBRIO

Toma-se um elemento infinitesimal de casca (Fig.
2,3) submetido a acgao de uma forga externa expressa pelas
componentes p¢ (forga por unidade de area agindo na diregao
da tangente ao meridiano) e b, (forca por unidade de area
agindo na diregao normal & superficie media). Considera-se
ainda que todas as derivadas em relagao a 0 sao nulas, de-

vido a simetria de revolugdo da casca e do carregamento.

FIG. 2.3 - Geometria das cascas de revolucgao.
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Sendo r¢ o raio de curvatura do meridiano e r o

raio de curvatura do paralelo, tem-se, da Fig, 2.3, as se-

guintes relagoes entre estes raios, e o segundo  raio de
curvatura principal, Tgl
dro
r = r, sen e = ~ T, COS
o = To ¢ ag " Ty cos o
Desprezando-se os infinit&simos de ordem supe-

rior chega-se 3s seguintes relagoes de equilibrio:

- a somatdria das forgas na direcdo ¢ & nula,

d(N¢ro)
T Ner¢ cos¢ + Q¢ro + PpToTy = 0 cows (2.3)

- a somatoria das forgcas na direcao z €& nula,

d(Q¢rO)
Ner¢ send + N r - = 0 (2.4)

e e I e
¢ o do pzrorqb

- a somatoria dos momentos em torno da diregao 6 & nula,

: d(M, r )
M,r, cos¢ - — %o’ _ Qr r, =0 ceee (2.5)
07 ¢ dé ¢ 0" ¢
Observa-se que as equagdoes de equilibrio consti-
tuem um sistema de tr@s equagoes a cinco incognitas, = HE
portanto necessidade de introduzir as equagoes de compati-

bilidade de deslocamentos para a resolucao da estrutura,

5. RELACOES DEFORMACOES-DESLOCAMENTOS

Considere-se as componentes do deslocamento (v e
w), na diregao da tangente ao meridiano e da normal (b e z
respectivamente) 3 superficié média de um elemento infini-

tesimal de casca . (Fig, 2.4).
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vecosd “wseng
2,4 - Deslocamentos ve w na superficie média.

As deformagoes segundo ¢ e O respectivamente ficam:

Eg =

trutura

A =

1 ,dv
?;(55 + W)
s o 0 @ (2.6)

QL(V cotg ¢ + w)
Ty *

A rotacao da tangente ao meridiano quando a es-

se deforma é&:

1 dw
;& (V’-Eﬁ) ceee (2.7)

As variagoes das curvaturas principais, com A¢

dado pela equacao (2.7), sao:

Xg ©

X

(>
-

|

cotg ¢

[a]

D

ce. (2.8)

=

ang
doé

~
-
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6. RELACOES TENSOES-DEFORMACOES

Considerando-se que o material & linearmente e-
lastico, isdtropo e homogéneo e que possui modulo de elas-
ticidade E e coeficiente de Poisson V, sao validas as se-

guintes relacoes,

E ™
Og = 1;V2 mge-+ v €¢~¥z(xe‘+v x¢) ]
® 3 ° 9 (2°9)
. _E [
0¢”13‘V2 =g¢+\)ge+z(X¢+\)Xe):]

onde Gg e G¢ sao as tensoces normais nas direcoes 0 & ¢ res

pectivamente,

7. RELAGOES ESFORGOS-DESLOCAMENTOS

Substituindo as relagoes (2.9) e (2.2) nas equa-
goes (2.1), efetuando as integracoes sobre a espessura h e
introduzindo nesses resultados as expressoes (2,6) e (2,8),

obtém-se as seguintes formulas para os esforgos,

Ne = K [ ?% (v cotgd +w) + %t (%% + W) ]

N¢ = K [ gé (v cotgd +w) + ?: (%%?+w) ]

(2.10)

=
]

1 Vv dad
8 - D I:?—e" Ad) COtg(b"‘?(;W:]

r

_ v 1 dAi
M¢ = D [;g A¢c0bg¢‘+—; Ty 1
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onde:

A¢ & dado pela equacao (2.7),

Eh
K 2 comemme———
(1-v?)

cees (2.11)

Eh >

12(1-v2)

~

sao, respectivamente, as-rigidezes de membrana e de flexao.
As equagoes (2,.3), (2.4), (2,5) e (2.10) formam
um sistema de sete equagdes a sete incognitas; com isso o

problema esta teoricamente resolvido.

8. TEORIA DE MEMBRANA DAS CASCAS DE REVOLUCAO

Consegue-se resolver um sistema de equagoes dife
renciais somando-se uma solugao particular do sistema com-
pleto a solugao do sistema homogéneo.,

No caso das cascas, a solugao do sistema particu
lar e, aproximadamente a solucao de membrana, idealizada
quando se despreza as rigidezes & flexdo e i torcgao, resul
tando apenas os esforgos atuantes no plano tangente, N¢ e
NB' Pode-se portanto admitir o comportamento - de membrana
nas cascas, desde que sejam satisfeitas as condigdes, cfr.

P. ex., Gravina (B13),

a) - A variagao das curvaturas normais da superficie mé

dia devera ser continua.

b) - A variacgao da espessura h da casca deverd ser con-

tinua.

c) - A distribuigao das forcas externas deverd ser con-

tinua.

d) - As forgas externas aplicadas 3is bordas livres deve
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rao  atuar nos correspondentes planos tangentes &

-2 e - °
superficie media,

e) = As reagoes dos vinculos deverao estar contidas nos

planos tangentes & superficie média.

Qualquer alteragao nas condicdes acima acarreta--
ra uma perturbacgao, para a qual se deve levar em considera
¢80 a rigidez da casca & flexao.

A solugao do sistema homog&neo por sua vez & ob-
tida quando seeliminam os termos correspondentes ao carrega
mento externo, levando-se em consideracao apenas o efeito
dos esforgos locais gerados pelas reacoes dos vinculos, o

que sera tratado no capitulo III.

9, ESFORGOS E DESLOCAMENTOS DE MEMBRANA

Introduzindo-se as simplificagoes que regem )
comportamento de membrana (M6==M¢ ;Q¢ =0) nas equacoes de
equilibrio (2.3) e (2.4), obtém-se as seguintes equagoes de

equilibrio:

Nd')rO ,
d ( T ) - Ner¢ cosd + p¢r0r¢ = 0
¢ 2 o 0 (2012)
1] T
Ner¢ sen¢ + N¢r0 + pzror¢ = 0

Deve: ainda ser fessaltado que os esforgos N¢
e Ne passam a ser chamados respectivamente de Né e Né pa
ra nao haver confusao entre a solugao do sistema homogéneo
e a solucao de membrana; e, que a sokucao da casca em regi
me de membrana € isostatica e depende apenas do carregamen
to a que ela esta submetida, ji que a condiggo cinco do i-
tem anterior impoe restrigcoes aos vinculos de apoio que Po

dem ser utilizados.
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1 . -
Pode-se achar o esforgo N¢ diretamente, atraves

do equilibrio vertical (Fig. 2.5) das forcas que atuam aci

ma do paralelo definido por ¢.

FIG. 2.5 - Equilibric dos esforgos.

¢

RCP = (pq)sen(b + pZCOS(b)(ZTFI‘O) r(bd(b el (2.13)
0]

1 "’qu

N¢=§‘ﬁ?;§“é‘55 cee. (2.18)

Introduzindo a equacao (2.14) na segunda das ex-

pressoes (2.12), tem-se:

R r
N' = ¢ - p o
0 2Wr¢sen2¢ z send

(2.15)

No calculo dos deslocamentos de membrana, Aro e
Ad respectivamente, deslocamento horizontal segundo )
raio r, do paralelo e rotagao da tangente ao meridiano, da

borda da casca, utiliza-se a lei de Hooke generalizada,
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]

see. (2.16)

1
«E@ ngcp“\’ Og)

onde Ee e £¢ sao as deformagSes segundo 6 e ¢ respectiva-
mente para as tensoes normais Oy © G¢ correspondentes, Co-
mo as cascas analisadas sao delgadas, admite-se que as ten
soes sejam constantes ao longo da espessura, possibilitan-
do com isto que as deforﬁagSes sejam expressas em funcao
dos esforgos, Tem-se entao:

_ 1 1 _ ' H
é’-;e—-ﬁ(Ne vN¢ veoe (2,17)

¥ i
= = (N, - vV N eees (2,18
E¢ ( b ) ( )
Da Resistencia dos Materiais, sabe-se ainda que:
Ar =y Ee cene (2.19)
Introduzindo-se a expressao acima na equacao (2,17) com

r =resen¢, obtém-se o deslocamento horizontal de membrana

na borda da casca. Assim:

_ sen¢ v !
Aro = re “hE'E'_' (Ne A% N(b) e % g o (2l20)
A rotagao da tangente ao meridiano na borda e

encontrada combinando~se as equacdes (2.6), (2.7), (2.v71)

e (2,18), resultando

- 7 Ar
_ cotgd ' 1 1 d
Adp= ?;—EE -_N¢ (r¢+Vre)-Ne(r6+Vr¢) J-?; EE(Ezﬁ%)

oo (2,21)
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9.1 - CASCAS ESTFERICAS

As expressoes para a determinacido dos esforcos e
deslocamentos de membrana (Fig. 2.6), para cada carregamen

to, sao obtidas introduzindo-se os parametros

Ty = tg = a
(raio da esfera), nas equagoes (2.14),(2,15),(2.20) e (2.21),

devidamente particularizadas para a casca da Fig. 2.7

N'¢

FIG. 2.6 - Esforgos e deslocamentos de membrana =~ sen
tidos positivos.

FIG. 2.7 - Geometria da superficie media da casca
esférica.
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Apresentam-se a segulr as equacgoes para a deter-
minagao dos esforgcos e deslocamentos de membrana, oriundos

de diferentes carregamentos, segundo Billington (B6).
a) Peso Proprio

Para a casca esferica (Fig. 2.8), os esforgos de

membrana em qualquer ponto da casca sao dados por:

N! - a g
o (1 + cos¢)
ceas (2.22)
o 1
Ny = ag(l +cosd

cosd)

onde 8=Y_,.h, sendo Y. o peso especifico do material,

at
A\/Q

ATTTT! I B /?g

&/iJ e N

DZ): g seny
Pyzgcosd

FIG. 2.8 - Peso proprio na cobertura esférica.

Os deslocamentos de membrana nas bordas sao da-

dos por:

azg 1+v

AR 1+ cosa

It

cosd) senod

Eh
cees (2,23)
= 88
Ao o (2 +V) seno
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onde AR representa o deslocamento horizontal segundo o raio

do paralelo e Ao a rotagao da tangente ao meridiano.

b) Sobrecarga

Para a casca esferica submetida ao carregamento
uniformemente distribuido sobre a projegﬁohorizontal(Fig.
2.9), os esforcos de membrana em qualquer ponto da casca

sao dados por:

R
N¢ 5
(2.24)
Né = - %; cos 2 ¢

onde p & o valor da carga distribuida sobre a projecao ho-

rizontal da superficie da casca.

G
By
B

Py = pcoszd

pﬁ: pseng cosg

FIG. 2.9 - Sobrecarga na cobertura esféerica.

Os deslocamentos de membrana nas bordas sao da-

dos por:
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az 14V 2
AR = B L ——— = OS5 O ]sen(x

Eh 2
ce. (2.25)
= . P&
Ao o (3 +V) cosa sena

9,2 - CASCAS CONICAS

Em se tratando de cascas conicas, nao & conve-
niente ter-se r¢ nas equacgoes de equilibrio (2.12), pois
r¢ = ©, Substitui-se entao nestas equagSes a direcao ¢ por
y, sendo dy = r¢d¢ e tem=se d/d¢ = (d/dy)r¢, 0o que permite
eliminar r¢,

A coordenada y (segundo a geratriz) & medida a
partir do veéertice do cone (Fig. 2.10).

Tem-se também, sen¢ = send; cosd = cosO; r o=

= y cosO,

FIG. 2.10 - Geometria da superficie média da casca.
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Com o que foi mostrado, obteém-se as equagSes pa-
ra a determinagao dos esforgos e deslocamentos de membrana

(Fig. 2.11).

Para os diferentes tipos de carregamento tem-se

entao conforme, por exemplo, Billington (B6).

FIG. 2.11 - Esforgos e deslocamentos de membrana -
sentidos positivos.

a) Peso Proprio

Para a casca conica (Fig. 2.12), os esforcos de

membrana em qualquer ponto da casca sao dados por:

N' = - _8Y

y 2 sen O

cee. (2,26)
Ne = =gy cotg Ol £OS QO
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onde
g = Ymat'h’ sendo Ymat 0 peso especifico do material.
oS
%
y
Py = GCOS QO
py:gsena
(03
R —
FIG. 2.12 - Casca conica submetida ao peso proprio.
Os deslocamentos de membrana nas bordas sao da-
dos por:
AR = ng vﬁszcosza
2Eh |_ tg o
cee. (2.27)
2
Ao = - 8L 1 +2V-2(2+V)cos o
2Eh | seno tg o

onde AR representa o deslocamento horizontal segundo o raio

do paralelo e Ao a rotagao da tangente ao meridiano.

b) Sobrecarga

Para a casca conica submetida ao carregamento u-
niformemente distribuido sobre a projecao horizontal (Fig.
2.13), os esforcos de membrana -em qualquer ponto da casca

sao dados por:
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N; = ‘gy cotg o
oo (2.28)
! 2
Ne = -py cotgld cos o

onde p & o valor da carga distribuida sobre a projecao ho-

rizontal da superficie da casca,

<

FIG. 2.13 - Sobrecarga na cobertura conica.

Os deslocamentos de membrana nas bordas sao da~-

dos por:

[

cosd

Am - BL2 (Vv - 2cos%a)
2Eh B tgo

eee. (2.29)

Ao = ~-pL 1 +2v-—2(2+v)cosza
2Eh '

2
- tg o
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9.3 - CASCAS CILINDRICAS CIRCULARES

Na parede cilindrica adota-se o mesmo procedimeg
to utilizado na casca cOnica para obter-se d/d¢ = (d/dy)rw
A coordenada y (medida na geratriz), possui sua
origem na base do reservatorio de comprimento total H; 0
dngulo ¢ = m/2 & constante. Designando por R o raio do ci-

lindro (Fig. 2,14), tem-se ro=r send = R,

8

- o~

FIG. 2.14 - Geometria da superficie média da parede
cilindrica.

Como a parede do reservatorio pode ser composta
de varios elementos, as formulagGes serao apresentadas pa-
ra um elemento genérico de comprimento L, designando-se pe
los indices i e k suas bordas inferior e superior, respec-
tivamente, A coordenada y € entao substituida por y. (acon
tar da borda inferior) ou Y (a contar da borda superior do
elemento), ou em termos adimensionais, § =yi/L e E~=yk/L.
O posicionamento do elemento estudado na parede do reserva

torio sera mostrado no capitulo IX.
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A pressao interna devida a coluna liquida forne

ce um diagrama trapezoidal de carregamento, P, subdividi
do numa parcela constante, P> © num diagrama triangular,
de valor maximo Py

Deve ser observado que para manter a coerencia
da notagao, a rotacgao da tangente ao meridiano nas bordas
da casca sera designada por Ada.

Deste modo, as equagoes para a determinagao dos
esforgos e deslocamentos de membrana (Fig., 2.15) para 0s

diferentes tipos de carregamentos sao, conforme Hampe(B16),

X
‘\C
_gh i€ I
y JACY
")
N7
/
Yi & Y
/
/
i R R o
FIG. 2.15 - Esforgos e deslocamentos de membrana -

sentidos positivos.
a) Peso Proprio

Para a casca cilindrica circular (Fig. 2.17) os

esforgos de membrana em qualquer ponto da casca sao dados

por:
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N' = - gL (L-8)
y 8 £
oo (2.30)
1
Ne = 0
onde
8 = Y,a¢ P> sendo Y . o peso especifico do material.

Os deslocamentos de membrana sao, no entanto,

- °
desprezivels.

<
R

| |

| |
S 9 || PO
‘ l py‘Q

| e

| l

FIG. 2.16 - Peso proprio no elemento.,

b) Pressao Uniforme

Para a casca cilindrica circular (Fig.2.17), os
esforgos de membrana em qualquer ponto da casca sao dados

por:

<. (2.31)

N, = pOR

onde P, e a pressao uniforme ao longo da altura do elemento.
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e 4
] £ Py =-Po
py: @)
pl g ) =pg const R
FIG., 2,17 - Pressao uniforme no elemento,

Os deslocamentos de membrana nas bordas sao da-

dos pelas seguintes formulas:

PR’

AR; = —q

Aai = 0
o cee. (2:32)
pO

ARy = =3

Aock = (

¢c) Variagao Linear da Pressao Interna

Para a casca cilindrica circular (Fig. 2.18) os
esforgos de membrana em qualquer ponto da casca sao dados

por:

N'
J eev. (2.33)

1

Ne = pv(l —E) R
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onde p_ & o valor maximo da pressio com variagao linear ao

longo do elemento,

e

Py =0
I R
FIG. 2.18 - Variacdo linear da pressao ao longo do

elemento.,

Os deslocamentos de membrana sao dados pelas se-

guintes formulas:

o B2
ARy = —q
_pVRZ
Boy = —wp T
ceee (2.34)
ARk =0
Ao, =

k Eh L



CAPITULO IT11

SOLUCAO DA TEORIA DE FLEXAO DAS
CASCAS DE REVOLUCAO

1. EQUACAO DIFERENCTAL HOMOGENEA .PARA A COBERTURA DO RESER-
VATORIO

Partindo das equagoes de equilibrio (2.3), (2.4)
e (2.5) e dos esforcos (2.10), onde todas as grandezas sao
fungoes apenas de ¢ pode-se, agrupando todas elas, e fazen
do as devidas compatibilizacoes de deslocamentos, chegar a
um sistema de duas equagoes diferenciais em V e U conforme
P. ex., Billington (B6); sendo V a rotacao da tengente ao
meridiano dada pela equagao (2.7) e U uma variavel auxi-

liar que vale:

Para a cobertura de espessura constante, abando
nando-se também o efeito dos esforcos de membrana na fle-

xao, tem-se:

1 [a %o o ay 1 [ %o 2
— 2-+;; [56~(;;~)+ ;;cotg¢ J 55“?; [ ;ECOtg ¢+

-\)] U= -Ehy
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r 2 r r
7 e |G (5 2L o | LTy
s dé ¢ ¢ ¢
i
+ —— cotg d)JV:—"g" veoe (3,2)
Na obtengao da solugao das equagoes (3.2) sera

utilizada a simplificacao de Geckeler, 1926, que consiste
em desprezar os valores da funcao e a primeira derivada da

funcao diante da segunda derivada.

1.1 - CASCAS ESFERICAS

Introduzindo-se a simplificacio de Geckeler, os
pardmetros e as particularidades geométricas do Capitulo
IT, item 9.1, e substituindo-se a relagao (3.1) na équagao
(3.2) obtem-se:

d2Q¢
5 Eh V =0
d¢
) 32 cee. (3.3)
a’v 2%
d¢2 D
Resolvendo o sistema por substituicao, chega~se
a:
4
a*q 2
‘ f + Ehgi Q¢ = 0 vees (3.4)
d¢
definindo~se um parametro que caracteriza a geometria da
casca.
X4 = 3 (1-—v2) ({%—)2 ceve (3.5)

Desenvolvendo a equagao (3.4), substituindo a e-

quagao (2.11) e a relacdo (3.5) resulta:
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4
d Q¢ 4
4 +4A Q¢=O 6 s 8 % (396)
do
A solugao geral de uma equagao deste tipo @& da
formsa

Q¢ = ek¢ (Clcosk¢-+CzsenK¢) +e_k¢(03cosk¢-+c senid)

4
cee. (3.7)

Como Q¢ diminui a medida que diminui ¢ (Fig. 3.1),
eliminam-se portanto o terceiro e o quarto termo da equacao

(3.7) restando entao:

Qd) = ex¢ (Clcosk¢ + C2 senid) cee. (3.8)

FIG. 3.1 - Coordenadas usadas para a casca esfarica.

Sendo mais conveniente partir-se da borda, a e-

quagao (3.8) fica:

Q¢ = C e~k¢ sen (AP +v) eee. (3,9)
onde C e Y sao constantes a determinar (que dependem das
condigoes de contorno) e & o angulo contado a partir da
borda inferior (ver Fig. 3.1).

Introduzindo a equag§6 (3.9) na primeira expres-

sao de (3.3), obtém-se a rotagao da tangente ao meridiano

para um momento positivo na borda,
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v = A2c e M

1

E‘B“Z e COS()\(I)’*"Y) v 6o s @ (3.10)
Os esforgos podem ser obtidos substituindo as e-

quagoes (3.9), (3.10) e suas derivadas nas equacoes (2,3),

(2.4) e (2,10), ficando:

M¢ = - 2 ¢ eukwsen(kw + Y+ g)
Ao
M6 =\ M¢

vee. (3.11)

Z
it

5 cotg(a - ) Ceu%wsen(kw +Y)

=z
t

s =)\ VIC e"wsenuwwm%)

O deslocamento horizontal & obtido pela equacao
(2.20) com os esforgos de flexao e desprezando-se o termo

que contém V., Tem-se entao:

_asen(o=- 1Y) = - _m
Aro = T W2 C e sen{Ay + vy A ) eees (3.12)
Partindo das condigoes de contorno obtém-se as

constantes C e v da seguinte forma:

a) Para o momento My uniformemente distribuido em tor-

no do circulo paralelo em ¢ =a(P=0), tem-se M M

¢ = a’

Q¢ =Qa =0 e N¢ =Na =0; entrando-se com esses valores

na equagao (3,11) obtém-se:

MO‘LJ J Mg cees (3.13)

Os esforgos ao longo da cobertura esférica para

0 momento Ma aplicado sao encontrados mediante substitui-
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cao das relacées (3.13) nas equagoes (3.9) e (3.11), fi-

cando:
Ny = - ~2-£- cotg(a - P) e"m’sen(,w) M
Ny = - 217 A2 e Msen [xw-% ] M
My = V7 e Mgen [Aw+-2—]Mu cee. (3.14)
M6 =\ M(b
0y = - %} e Maenp) M

b) Para a forca horizontal Ho, uniformemente distribui-

da no circulo paralelo ¢ =0 (P =0), tem-se M¢:=Mu = (0
Q¢ =Q, =H_ sena e N¢ =N, =H_,cosoa; entrando-se com
esses valores na equagao (3.11) obtem-se:
T
Ha H C = -v2 sena Hu e Yy =- "
ce. (3.15)

Os esforgos ao longo da cobertura esférica para
a forga horizontal uniforme H, aplicada sao encontrados me
diante substituicao das relagoes (3.15) nas equacoes (3.9)
e (3.11):

N¢ = - V2 cotg(a~-y)sena e Msen [ A »2;] H,

AP

6 -2 XAsena e ""sgen

Z
i}

W-g—] H

M¢ = % sena e—kwsen(kw) Ha
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Q, = - Y2 sena e_sten

m~§-]au e (3.16)

c) Para o deslocamento horizontal Aro constante no cir-
culo paralelo ¢ =a(P=0), tem-se Aro =AR e V =A¢=
= Ao, = 0; entrando~se com esses valores nas equacoes
(3.10) e (3.12) obtém-se:

Eh

¢ "% asena

AR e vy = g

Os esforgos nas bordas da cobertura esféerica pa
ra o deslocamento horizontal AR aplicado sao encontrados
mediante substituigao das relacoes (3.17) nas equacoes

(3.11) com Hu = Na/cosa:

H o= - ED AR
o 2
Aasen o
co. (3.18)
My = “Mi;gLﬁw AR
2 A7 sena

d) Para a rotagao da tangente ao meridiano V=A¢, uni-

forme em torno do circulo paralelo ¢ = (Y

0), tem-
-se Aro =AR =0 e V=A9=Aa; entrando~se com esses

valores nas equacoes (3.10) e (3.12) obtém-se:

>
®
<
it
==

cee. (3019
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Os esforgos nas bordas da cobertura esférica pa-
ra a rotagao Aa aplicada s3o encontrados mediante substi-

tuicao das relacgdes (3.19) nas equacoes (3.11) com H =

o
= N,y/coso:
2 X7 seno
(3.20)
M, = :Ebgi Ao,
2 A

1.2 - CASCAS CONICAS

Partindo-se da simplificacao de Geckeler, dos pa

rametros e particularidades geométricas do Capitulo II, i-

tem 9,2 e substituindo-se a relacao (3.1) nas equacoes
(3.2) obtem-se:
2
d"Q
y2 g + EhV _ 0
dy cotg o
cees (3.21)
iii - SX = 0
dyz D

Resolvendo o sistema por substituicgao, chega-se a

4 2
dZ+Ehtg206V=O eee. (3.22)
dy Dy
ou
2
2 d%q 2
2
dz(y 2¢)+Eht&aQ¢=O DR (3.23)
dy dy
definindo~se o parametro
2.2 2 ' :
24 - ¥y h cotga eoes (3.24)

y 3(1 - v?)
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desenvolvendo a equagao (3.22), substituindo a equagao
(2.11) e a relacao (3.24), resulta:

d4V

Sy =0 ceee (3.25)
4 4
A
y
O parametro da equagao (3.25) comparado com o da
equacao (3.6) ja nao e constante, mas sim uma funcao que
varia com y. Segundo novamente Geckeler, subdivide-se o
comprimento da geratriz do cone mediante paralelos em =zo-
nas de Xy aproximadamente constante. Para a casca fechada
(Fig. 3.2) o coeficiente 4/X§ e calculado para a borda, com
y = L. Veja-se, por exemplo Hampe (B16), Backer (B2) e Ven
turini (B29).

Assim, o parametro do cone passa a valer

2 2 5
xi - Eﬁ_sggg,_g cev. (3.26)
3(1 -Vv*)

FIG. 3.2 - Coordenadas usadas para a casca conica.
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Sendo conveniente trabalhar-se a partir da
borda, com 8 =L~y (ds =-dy) define-se um parimetro adi
mensional

n = fi cees (3.27)
L

Substituindo-se o parametro definido pela expres
sao (3.27) na equacao (3.25) resulta
d4V

+ 4V = 0
dn4

ceee (3.28)

Comparando-se agora a equagao (3.28) com a equa
cao (3.6) verifica-se que ambas possuem a mesma forma de

solugao geral; assim
_ N +N
V=e (Clcosn +C23enn)-+e (C3cosnﬂ+C4senn) ceee (3.29)

Como a rotagao da tangente ao meridiano e Q¢
sao nulos no vertice por razoes de simetria, a solugao da
equagao diferencial fica entao:

vV = emn (Clcosn-+c senn) eeee (3,30)

2
Por conveni@ncia, introduz-se ainda o pardmetro
adimensional & medido na altura A do cone (Fig. 3.2), ten

do-se:

= EL cees (3.31)

Combinando as expressoes (3.31) e (3.27), defi

ne-se o parametro K a ser usado na flexio.

K=7\L— ce.. (3.32)
L .

sendo, entao:
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n=%X§¢g ceee (3.33)
Das relagOes geométricas da Figura 3.2 e com a e

quagao (3.31) tem-se tambem
y = L(1-¢§) veo. (3,34)

Com a expressao (3.33) a equagao (3.30) pode ser

escrita como

vo=¢ e gen (KE 4v) .. (3.35)
onde C e Y sao constantes a determinar (que dependem das
condicoes de contorno) e £ e uma coordenada adimensional me
dida a partir da base, segundo a altura A do cone (Fig.
3.2),

Introduzindo-se a equagao (3.35) na segunda ex-
pressao de (3.21) e levando em consideracdo ainda a rela-
cao (3.34), obtém-se:

2
2K™D e~KE

Q. = - c
y x

sen(KE + vy +m/2) ce.e. (3.36)

Calculam-se os esforgos utilizando a aproximacao
de Geckeler, substituindo as equagSes (3.35) e (3.36) e

suas derivadas nas equagoes (2.3), (2.4) e (2.10), resul-

tando
My = %? V2 C eancos(KE-+Y-+ﬂ/4)
Me =V My
(3.37)
2
2K°D -Kg
Ny = -—Ii— C e sen(KE +y +m/2)cotga
2/7 %> D . “KE
Ne = cotga(l -&)C e cos(KE +v +3m/4)
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O deslocamento horizontal & obtido pela equacgao

(2.20) com os esforcos de flexao e desprezando=-se 0o termo

em Vi
2/2(1-8)" 3 ~KE
Ar =-~—=%—22— K'D cotga cosa Ce  ~cos(KE +7v + 37/4)
o L Eh
(3.38)
Partindo-se das condigoes de contorno  obtém-se

as constantes C e v da seguinte forma:

a) Para o momento Mo uniformemente distribuido na bor-
da (£ =0), tem-se My:=Ma’ Ny==Na =0; entrando-se com
esses valores na equacao (3.37) obtém-se

L
R Mo

Mo My, ceee (3.39)

™
'Y-"‘"z* e C =

Os esforgos ao longo da cobertura conica para o
momento'Ma aplicado sao encontrados mediante substituicgao

das relagoes (3.39) nas equacoes (3.36) e (3.37):

- _ 2K -K§

Ny = T e sen(XKE&) cotgo Ma
2/7 k2 ~-KE& TY

Ng = T (1-&8) e cos (KE ~+Z)cotga Ma

- -K¢g T
My = /2 e cos (K§ 4) Ma e (3.40)
M6 =V My

- _ 2K -K§
Qy = e sen(K§&) Mu
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b) Para a forca horizontal Ho» uniforme na borda (£=0),

o1
esses valores na equaggo (3.37) obtém-se:

tem-se M =M =0 e Q_=Q =H_ sena; entrando-se com
y o y o

_ Lzsena 0
/apK?

ceee (3041

Os esforgos ao longo da cobertura conica para a
forgca horizontal uniforme Ha aplicada sao encontrados me-
diante substituicao das relagSes (3.41) nas equacoes(3.36)
e (3.37):

Ny = V2 coso e"Kg sen(K£~%%g) Ha
- -K¢&
N6 = -2(1-E)cosa K e cos (K& +m) Hu
- . Lsena -K§ T
My 7 e cos(K€-+7) Ha sees (3.42)
M6 = ) My
_ R 31
Qy V2 sena e sen(KE + 4) Ha

c) Para o deslocamento horizontal Aro constante na bor-
da (£=0); tem-se Aro =AR e V=Ay =Aa=0;entrando-se
com esses valores nas equagges (3.35) e (3.38) ob-

tem-se:
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2K
L seng,

AR

eene (3.43)

Os esforgos nas bordas da cobertura conica para
o deslocamento horizontal AR aplicado sao encontrados me-
diante substituigdo das relagoes (3.43) nas equagoes(3,36)

e (3.37) com Ha = Qa/sena:

3
_ 4DK
By = 33 BR
L sen o
cee. (3.44)
2
Ma e “%JLE” AR
L. sena

d) Para a rotacgao da tangente ao meridiano V =Ay, uni-
forme na borda (£ =0); tem-se Aro = AR = 0 e V = Ay=
= A0; entrando-se com esses valores nas equacoes
(3.35) e (3.38) obtem-se:

AQ/ N\A

Os esforgos nas bordas da cobertura cOnica para
a rotagao Ao aplicada sao encontrados mediante substitui-
cao das relacoes (3.43) nas equacgoes (3.36) e (3.37), com

Ha = Qa/sena:

2
H :.....2_._D...I.<.__A(x

Lzsenu
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(3.46)

= a % €& 6 ©
o L

2. EQUACAO DIFERENCIAL HOMOGENEA PARA A PAREDE DO RESERVA-
TORIO

Partindo-se das equacoes de equilibrio (2.4) e
(2.5) e dos esforgos (2,10), introduzindo os parametros e
particularidades geométricas do Capitulo I,item 9.3 e com
o esfor¢co Ny absorvendo as cargas de revolugao dirigidas
ao longo do eixo reto do cilindro, obtem-se para uma casca
dilindrica circular intermedidria qualquer, de espessura

constante, a seguinte equacao diferencial homogénea:

7 5 W= eeoe (3.47)

definindo~se o pardmetro B, que caracteriza a geometria da

casca,
b 3(1-v?)
B = 22 ¢ ® @ e (3.48)
R"h
desenvolvendo a equacao (3.47), e aplicando a equacao

(2.11) e a relacdo (3.48),resulta

4

d L 4 8% w =0 : e (3.49)
dy
ou
44
Z + 4w =0 cee. (3.50)
dn
onde

Nn=8y =81LE¢E . ceew (3.51)
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Analogamente a casca coOnica da Fig. 3.2, na cas-
ca cilindrica circular (Fig. 3.3) o coeficiente 484 da e-
quagao (3.49) pode ser calculado para ambas as bordas. A
coordenada que determina o deslocamento na borda superior

e Vi = ZL e na borda inferior & v, = EL.

£
y
=L
h
- R o L
.hsz
FIG. 3.3 - Coordenadas usadas para a casca cilindrica.

A solugao da equagao diferencial (3.49), de uma
maneira genérica para a borda superior ou inferior, pode
ser representada conforme, por exemplo, Hampe (B16), pe-

la combinagao das fung¢oes trigonométricas e hiperbolicas:

coshBLE cosBLE senhBLE cosBLE

coshBLE senBLE senhBLE senBLE
onde BL & um parametro adimensional e £=y/L & a coordena-
da tambem adimensional definida por (3.51).

Tem-se, entao;

w o= ch7(g) +C2F15(€) +03F16(€) +C4F8(E) vee. (3.52)
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sendo as expressoes para o calculo de Fj(i) fornecidas no

Anexo 1 e Ci» C,, Cqoe C, as constantes de integragao de-
terminadas pelas condicoes de contorno, de modo analogo ao
que foi feito para a cobertura esféerica ou conica.

Os esforgos podem ser obtidos substituindo-se as
equagoes (3.52) nas equacoes (2.5) e (2.10). A rotagao da
tangente ao meridiano & obtida pela equacgao (2.7). Os sen~-
tidos positivos dos esforcos e deslocamentos correspondem
a convengao da Teoria da Elasticidade e sao fornecidos na

Fig. 3.4,
M

yK ~Myk
Qyk {/ﬁ\\ £>F$ //*\\ Qyk

Qyj Qyij
K\//Myi Myi
f 1
| Yk |
l |
| |
% !
| l
| !
[ W, w, |
! L]
'*-‘7/
//
\ /
by, by,
FIG. 3.4 - Sentidos positivos dos esforgos e desloca-

mentos da casca cilindrica segundo a con-
vencao da Teoria da Elasticidade.
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Analogamente & cobertura esférica, obtém-se para

a borda inferior:

a.l) Para o momento My:ﬁMi, uniformemente distribuido
em torno do circulo paralelo em y =y; =0 (& = 0)
tem—se os esforcos ao longo da parede cilindrica
circular dados por:
- F
2 2
Ne =-2B8"R !“‘ 'F——l— F-](E;) +
F3
+ “F‘:“l* FIO(E) mFS(g)JMi
F F
M = 2 3
v T E e - 2 g s
1 1
G mo
M M,
- Fz '2F3
QY = g l- ‘ﬁ’z Flo(g) ""‘i:,—';' F8(€>+
+ F9(E)]Mi cew. (3.53)
onde Fj(i) sao os valores das funcoes ao longo da parede
para & = yi/L e Fj sao os valores da fungoes em y; =1L

(E=1, £=0).
Quando se tem o produto BLZ>= 4 ver, p.ex. Hampe
(B16) e Baker (B2), a casca cilindrica circular pode ser

considerada longa e,

F F
fg : Fé ] v (3.54)

1 1
Substituindo as relacoes (3.54) nas equacgoes
(3.53) tem-se os esforgos ao longo da parede cilindrica

circular para a casca longa (BL = 4):
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2
N6 = 2 R"R F20(£> Mi

My = Flgci) M,

ee.. (3.55)
My =V My
Qy = 2 BF18(€) M.

onde Fj(E) sao os valores das fungoes ao longo da parede

para & = yi/L.

b.1) Para a forga horizontal Qy =H,, uniformemente dis-
tribuida no circulo paralelo em y =y; =0 (£ =0),
tem—-se o0os esforgos ao longo da parede cilindrica

circular dados por:

F F

Ng = 28R }: ﬁ F7<g)~F§~F15<£>+
- % F16<£>]‘Hi
n, = |- % NG «--f,% Plp(E)
" ﬁ; + —;—-i- F15(€):,%’-'~
M@ =\ My
o, - | —% PO v2S ()
- ;% F14(€)}Hi

(3.56)
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onde Fj(i) e Fj sao calculados de maneira analoga ao ca-

50 a.l).
Para a casca longa (BL 2,4) tem-se ainda
Ei = Eé 21
F1 Fl
5 8 s o (3057)
FS N
o~ 0
1
Substituindo as relagoes (3.57) nas equagoes
(3.56) tem-se os esforgos ao longo da parede cilindrica
circular dados por:
No = 28 T, ()
By
ceos (3.58)
M@ =) My

onde Fj(g) sao calculados de maneira analoga ao caso a.l).
c.l) Para o deslocamento horizontal AH = w., constante
no circulo paralelo y =y, =0 (£=0), tem-se os es-

forgos nas bordas da parede cilindrica circular da

dos por:
Q ::._5._11___2.32“7
vi 2R26 F1 i
F
M i=—m21 F’z‘wi
Yt oar®B M1
o -_En ‘1o
W, f‘ vk ZRZB Fl 1
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vk 2R282 Fl 1

ve. (3.59)

Para a casca longa, obtém-se substituindo as re-

lagoes (3.54) nas equacdes (3.59):

Qyi %? Vi
R™B
Moi oy
y 2R7BS 7
cesn (3.60)
. gh "o 0
vk QRZB Fl 1
2F
Mk El; *‘P:—‘?—W.:O
Y 2r"p 1t
d.1) Para a rotagao da tangente ao meridiano vV o= Ayi’

uniforme em torno do circulo paralelo y=yi=O(E=O),

tem-se os esforgos nas bordas da parede cilindrica

circular dados por

F
Eh 2
Q . = = Ay
yi ZRZBZ F1
F
~-Eh 4
M, = — Ay,
yi 2R283 F1 1
(3.61)
2F
A Eh 8
Yi Q = —— Ay,
vk ZRZBZ L i
VR - T R
yk 2R283 Fl i

Para a casca longa, obtém-se, substituindo as re

lacoes (3.54) nas equacoes (3.61):
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Eh

Q.. = —5—5 Ay,
vi 2R282 1
~Eh
M . = Ay.
yvi 2R283 1
(3.62)
2F
+Eh 8 ~
Q = — Ay, ~ 0
vk 2R282 Fl 1
F
Eh 9 ~
M = -~ Ay. ~ O
vk 2R263 Fl 1

Para a borda superior da casca tem-se tambeém ana

logamente a cobertura esféerica e conica:

a.2) Para o momento My = My, uniformente distribuido em
torno do circulo paralelo em y =V =L (£ =1) tem-
-se os esforgos ao longo da parede cilindrica cir-

cular dados por:

- 2F
2 8
Ny = 28 R}— =— F (&) +
- 1
M My 10
F o Trol®) My
(| 1) 1
- 2F F
~ 8 10
My'-t j;; FS(E) —EI‘Fg(g>}Mk
M6 = My cee. (3.63)
- 2F8
Qy="6 l_ T;Flo(g) +
2F
10
T FS(g) }Mk
1
onde Fj(i) sao os valores das fungSes ao longo da parede
para & = yi/L e Fj sao os valores das funcdes em y;=L ou

€=1(yk=0).
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Analogamente a borda inferior, tem-se para a cas

ca cilindrica circular longa (BL>4)

-, g2 .
Ne = 2R"R FZO(E) M,
Moo= Fpg(E) M

oL (3.64)
Me = \) My
Q, = 287,5(E) ¥,

onde F.(E) sao os valores das fungaes ao longo da parede

para £ = yk/L.

b.2) Para a forca horizontal Qy::Hk’ uniformemente dis-
tribuida no ciruclo paralelo em y = v, = L (& = 1),
tem-se 08 esforgos ao longo da parede cilindrica

circular dados por:

¥

9 g
Ny = 28R { §-F7(€)—-§~AF10(€)J C
—- 1 1
H H
K = ot K - F9 F8 Hk
My=“} o FS(E) T Fg(g):l B
- 1 1
M6 =V My
Q =“—i2F (E)—E§3F<£) H
y Fl 10 F 8 k
- 1
ce.. (3.65)
Analogamente a borda inferior, tem-se para a

casca cilindrica circular longa (BL=4).

Ng = -2B8R F17(€) H
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H
- - Fy _k
Mg = VoM
Qy = FZO(E) Hy ees. (3.66)
c.2) Para o deslocamento horizontal AH==wk, constante
no circulo paralelo y =Yy =0(£ =0), tem—se os es-
forcos nas bordas da parede cilindrica circular da
dos por:
q . - Eh Tio0
wy wy yi o ag?p Ty K
M = Eh .;2.‘3.2.3_ W
yi ZRZBZ Fy k
(3.67)
q - Eh s
vk ZRZB F1 k
~En 2
Mow T T30 FL Yk
M 2RB° "1

Para a casca longa, obtéem-se substituindo as re-

lagoes (3.54) nas equacoes (3.67):

~Eh 2F10 =
or%g F1 Kk

gn 2Fg o =0
x2g2 T, Uk

C. .. (3.68)

-Eh _
RZB k

-Eh
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d.2) Para a rotagao da tangente ao meridiano V:=Ayk, u-
niforme em torno do circulo paralelo vy =yk==0(§=OL
tem-se os esforcos nas bordas da parede cilindrica

circular dados por:

2F
Ayk Dy q . = Eh 8 Ay
u o _ED Y9,
- TRy
vk 2R283 Fl k
(3.69)
¢ - _Eb o .
= T By
vk 2R282 Fl k
F
Eh
M = foan Ay
vk 2R283 Il k

Para a casca longa (BLZ=4), obtéem—se substituin-

do as relacoes (3.54) nas equacoes (3.69):

2F
Eh 8 ~
qQ . = Ay T o
yi 2R282 Fl k
F
~Eh 9 ~
M . = - Ay, ~ 0
yi 2R263 Ty k
ce.. (3.70)
Eh
Q4 = By
vk T 5R2g7 Tk
_ Eh
Mo = 203 By



CAPITULO 1V

PLACAS E CHAPAS

1. INTRODUGAO

Embora as placas e chapas sejam estruturas com
superficie média plana, deve ser observado que no seu estu
do utilizam-se hipoOteses analogas as definidas no capitulo
I, item 2, cfr. p. ex., Gravina (B1l3) e Timoshenko (B27).

As placas sao submetidas a esforcos que atuam
perpendicularmente & superficie media e as chapas, a esfor
gos contidos no plano da superficie media.

Serao estudadas, neste trabalho, placas e chapas
circulares de espessura constante e com simetria central

de carregamento,

2. PLACAS CIRCULARES ASSENTES EM BASE RIGIDA

Admitindo=-se que o fundo do reservatorio esta as
sente em fundagao indeformavel, apresenta-se a aproximagao
de Girkmann (B12), que admite que a placa de fundo da Fig.
4.,1.a sofre apenas uma flexao local numa regiao proxima a
ligagao com a parede, regido esta que & definida por uma
coroa de largura b, permanecenao o restante da placa sem

esforgos ou deformagoes, sob a agao do peso da coluna 1i-
quida q, e da reagao da fundagao, que lhe & igual e contra

ria.
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MOMENTO E ROTAGAO
" NULOS NESTE PONTO

RS RS RS RS AR

WO

B
2EJ
: RN

FIG., 4,1 - Fundo do reservatorio.

A largura "b" da coroa & calculada admitindo-se
que a placa seja cortada em setores constantes de largura
unitaria considerando-os como vigas. Com o propdsito de
calcular este comprimento utiliza-se a wviga Dbi-engastada
(Fig. 4.1.b e c), adotando-se a mesma convengao de sinais

estabelecida nos calculos anteriores e com a condigao de
que
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2
= = 4b_ _ 2EJ . :
MB 0 . MB 5 T @ 0, ous
b3
P = SRS e (4.1)

Calcula-se entao o valor do momento em A

2

- gb 4EJ
My = S5+ ¢ ceee (4.2)

Substituindo a equacao (4.1) na equacgao (4.2),

tem-se, facilmente

eoes (4.3)

onde M, @ o momento aplicado na borda da placa e q & o car

regamento vertical que atua sobre a laje de fundo.

q=Y1iq°H+Ymath v 0 @ o (4.4)

sendo Yliq e Yoat respectivamente o peso especifico do 1i-
quido e do material da placa do fundo; H a altura total da
coluna liquida supondo-se o reservatorio cheio, e h a es
pessura do fundo.

Deve ser observado ainda que embora a aproxima-
¢ao utilizada seja para uma viga, devido a ligacao trans-
versal entre as diversas barras ideais, adota-se nos célcg
los o momento de inercia,

h3

J = 5 ceea (4.5)
12(1-v7)

As equagoes para determinagdo dos esforgos ao lon

go do fundo do reservatdorio sao tiradas facilmente da Fig.

4.1.b e c, num ponto genérico distante "x" da borda do re-

servatorio, chegando-se a
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2
- 9% gbx b=-x
M= AR ]MA
" ceee (4.6)
= ~4b - A
Q= taxm g

Para a rotagao y na borda da placa (Fig. 4.1.c),

tem-se assim, com a mesma notacao do capitulo III,

M =

4EJ
a b

@q cees (4.7)
sendo b dado pela expressao (4.3). Da equacgao (4,2), vé-se
que a largura b da coroa fletida & definida em funcdo do
proprio momento M,, ou da rotagao ¢ da junta, o que conduz
a um sistema nao linear de equagdes, quando se impoen as
condigoes de compatibilidade entre a placa de fundo e a pa
rede do reservatorio. No capitulo IX, mostra-se como con-
tornar esta dificuldade. Quanto ao esforgo cortante da pla
ca, este nao e considerado no equilibrio da junta, pois

corresponde ao esforgo normal Ny da parede,

3. PLACAS CIRCULARES ASSENTES EM BASE ELASTICA

Hertz, 1884, fez uma experiencia mostrando como
uma placa elastica finita se comportava. Para isto, cortou
uma placa de gelo de espessura uniforme e colocou-a na a-
gua, analisando ent3ao o equilibrio de pressdes quando se
colocava um peso sobre a placa. A placa de Hertz & da mes-
ma natureza das placas sobre apoio elastico estudadas por
Schleicher (B26), pois em ambos 0S8 casos tem—-se por baixo
da placa uma pressao proporcional ao recalque.

No caso da placa de gelo tem-se o empuxo hidroi
tatico da agua: p = Yliqw ; ja no outro caso tem-se a rea-

¢ao do apoio elastico.

p = K w ceve (4.8)
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Em se tratando da placa de Hertz, tem-se o peso
especifico da agua (Yliq) como fator proporcional, ja no
caso da placa assente em base elastica, tem-se a constante
da fundacgao, Ky s que tem significado fisico de um modulo
de elasticidade.

0 valor de K, pode ser obtido tanto atraves de
ensaios, como através de correlacdes empiricas. Na Tabela
4.1 sao fornecidos os valores propostos por Terzaghi - in
Bowles (B8). No entanto, as indicacoes variam grandemente
de um para outro autor; compare-se, por exemplo, os dados
da Tabela 4.1 com os valores sugeridos por Grekow (Bl4), e
sua utilizagao pratica depende mais da experiéncia do pro-

jetista.

S0LOS GRANULARES

COMPACIDADE

FOFA MEDIA DENSA
Areia seca ou umida
( VALORES LIMITES) 0.64 —1.92] 1.52 — 9.60 | 9.60 —32.00
{ VALORES PROPOSTOS ) .28 4.16 16. 00
SOLO SATURADO
(VALORES PROPOSTOS ) 0.80 2.56 9 .60

ARGILAS PRE — ADENSADAS

CONSISTENCIA

FOFA MUITO RIJA DURA
(VALORES LIMITES ) .60 — 3.20 | 3.20 — 6,40 6. 40
{ VALORES PROPOSTOS) 2.40 4.80 89.60
TABELA 4.1 - Valores da constante elastica do solo KS -

(Kg/cm3)
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As expressoes aqui apresentadas para a determina
cao dos esforgos e deslocamentos provenientes dos diversos
carregamentos poderiam ser obtidas quase que imediatamente
de Hampe (B16) e de Schleicher (B26). Embora seja utilizada,
no que diz respeito & parte eladstica da solucao da equagao
diferencial da placa, a aproximagao de proporcionalidade
entre a pressao p e o recalque w do solo, este assunto e
ainda desconhecido por muitos leitores. Por este motivo
faz-se uma apresentacao rapida da obtengao da equagao dife
rencial total e sua solugao, antes de se chegar propriamen
te as expressoes para a determinagao dos esforgos e deslo-
camentos na placa de fundo do reservatorio.

Sobre a espessura constante h da laje atuam es-
forcos, definidos por unidade de comprimento da superficie
média, que resultam da integragao das temnsoes ao longo da

espessura da placa (ver Fig. 4.2.a e b).

e 'Ezg
Ll
s ; Trzt
/ 'C(Pr‘f
O'e +
Tezt Y,
FIG. 4.2 - Esforcos e tensoes atuando no elemento de

fundo do reservatorio.
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Adotou-se o sistema de coordenadas polares (r,0)
pois devido & simetria central geom@trica todas as rela-
goes sao independentes do dngulo 6; e como também a placa
em estudo possui simetria central de carregamento, as gran
dezas a serem determinadas sao o esforgco cortante Qr’ 0 mo

mento fletor radial Mr’ o momento fletor tangencial M o

e,
deslocamento vertical w, cujos sentidos positivos sao mos-
trados na Fig. 4.2.a.

Os esforgos sao dados em funcao das derivadas

da elastica da placa veja-se, por exemplo,Timoshenko (B27),

o datw v odw
Mp = =D 2*?3’?]
- dr
1 dw d2w
MG:ED ?-J?‘f'\) 2] s e s 0 (4.9)
- dr
o - -p| v, 1% 1 av
T 3 T 2 2 dr
- dr dr

=34
+ D o o o (4.10)

onde D & dado pela equagao (2.11),

Usando-se o operador Laplaciano em coordenadas

polares
2
V2 =4 .1 éi cee. (4010
r dr2 r dr
ven,
M =—D‘A2W_w—d..ﬂ]
r _r r dr
M, =D \)Vzw + il:ﬁl dw
6 u T r dr
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dvzw
T

Q = - 1D 3r cees (4.12)

e, para a equacao (4,10):

4 Ks
er+——-w=% ceee (4.13)

D
Admitindo como constante o carregamento g unifor
memente distribuido sobre um trecho da placa, a equacgao di

ferencial de w pode tornmar-se homogénea mediante a substi

tuicao
€3=w-=-§‘1~ cee. (4.18)
s
A equacao (4.13) fica entao:
4 - Ks -
er'!‘—-ﬁ‘-W:O 6 s 0 0 (4.15)

Com a finalidade de utilizar-se tabelas de fun-

¢oes cilindricas para um ponto genérico da placa circular,

introduz~-se ainda:

4
B D
9 = K; cees (4.16)

sendo % um comprimento caracteristico.,

Para a distancia r, medida a partir do centro a-

te um ponto qualquer da placa, tem-se

r = £94 ceee (4.17)

As derivadas com relagao a r sao dadas por:

a" 1 (4.18)
drn 2II‘- dgn ‘ e s e 2 °

Substituindo as equagoes (4.16), (4.17) e (4.18)
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na equagao (4.15) obtém-se, para a equacao diferencial ho-

mogénea em um ponto genérico da placa

v§§+§=o veos (4.19)
A resolugao da equagdo (4.19) & feita utilizan
do-se fungoes cilindricas de Bessel e de Hankel, podendo

ser encontrada em Schleicher (B26). Seu desenvolvimento ma-
tematico & extenso e foge ao objetivo deste trabalho; as-
sim sao fornecidos aqui apenas os resultados que interes-
sam para o prosseguimento dos calculos.

w o= Clzl(g) +szz(€) +C3z3(€) +C424(€) ceo. (4.20)

As funcoes zl(E), zz(g), zB(E) e 24(5) sao dadas
no Anexo 2 e Cl’ CZ’ C3 e C4 sao constantes que dependem a
penas do tipo de carregamento e das condigoes de contorno.
Assim a expressao (4.20) independe da intensidade do carre

gamento.

Interessam ainda as relacoes:

V2 (8) =+ 2,(D)
vE 2, (E) = -z (E)
£ "2 1
ces. (4.21)
Ve 25(8) = +2,(5)
V2 2,(E) = -2z.(8)
£ %4 3

Substituindo a equagao (4.20) na equagao (4.14)
tem-se finalmente a solugao da equagao diferencial para a

placa cilindrica circular com simetria central geométrica

e de carregamento

w(g) = éL + W Lclzl(g)4-0222(6)4-C323(€)+-C424(€) ] ees. (4,22)
s
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onde w & fungao da intensidade da carga e das caracteristi

cas peculiares de cada problema,

Com as equacgoes (4.22), (4.,18) e (4.21) chega-

H:%[ (g)+cz<g)+Cz(&;>+c (i)]

2 w |
er = 7 {mclzz(é) - szl(?‘;) + C3Z4(€) - CAZS(E)] s o w e (4.23>
dViw w B 1 i { {
e F @Clzz(i) = Cpzy (8) + Cgz,(8) = C,z,(E) ]
Para a placa circular sobre apoio elastico com

bordas livres (Fig. 4.3) tem-se as condicoes de contorno:

- Para r =0 (£ =0) sao nulos a rotacao e o cortante; ou

seja
du "dViw T
{E?V] = 0 e ! I | = 0 , o que formece:
. fo) - Q
Cy = 04 = 0 v (4.24)

- Para a borda da placa, r =R (§ =o0a);

Mra = 0 e Qra = 0 cee. (4.25)

T T T I I 3577777

Y SN B 1S S

b

FIG. 4.3 - Geometria da placa.
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Para a placa circular sobre apoio eldstico com
bordas livres e carga uniforme q sobre toda a placa (Fig.
4.4) tem-se,substituindo as equacdes (4.24) em (4.23),
(4.25) em (4.12) e juntando os resultados

¢, =C, =C, =¢C, =0 cee. (4.26)

Substituindo agora a equacdo acima na equagao

(4.22) resulta que:
w(E) = W o= 4 cees (4.27)

isto &€, a placa sofre recalque uniforme igual a L de mo-

do que nela nao aparecem esforcos de flexao.

A
Rz 4 rfgﬁ ‘

|

o
LB
< 1 - |
A S N S N
FIG., 4.4 - Placa com borda livre e carregamento uni-
forme,

Para a placa circular sobre apoio elastico, com
condicoes de borda tais que a rotacgao dw/dr seja impedida,
mas o deslocamento w seja livre - ver Fig. 4.5 - as cons-

tantes C,; e C, sao dadas pela equacao (4.24).
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|
T T

nad | Bl l

FIG. 4.5 - Placa com rotagao impedida na borda.

As constantes Cl e C2 podem ser obtidas da se-

guinte forma:

a) Para o momento Ma’ uniformemente distribuido,aplica~-

do no eixo da placa em r =R (£=0a), tem-se M =M e

Q. =Q

T o
(4.23) e (4.12) chega-se a

=0; entrando com esses valores nas equacgoes

z(a) Zé(@)
C, = mm— e c, = e ceee (4.28)
1 N + (luV) S 2 N + 2luv) S

sendo

12

N =z (z)(0) -2,z (@) e S = ziz(u) +a

() ... (4.29)

Os esforgos num ponto qualquer do fundo do reser
vatorio para o momento M aplicado sao encontrados median-
te substituicao das relagoes (4.29) e (4.28) nas equagoes
(4.23) e (4.12) ficando:

.= {Clzz(i) - szl(E) - "(lé‘\')')“‘l: Clzi(i) + sz;(i) ]} M,

=
1

— M
L= L Clzé(a) - szi(a) ] —%£ cee. (4.30)

o
|

a-v [

5 = {C122(0) = Cy2 () + 255> | €2 (D) + 0y <£>M M,

=

|
g,

o
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b) Para a rotacgao @ ==dw/dr uniforme, aplicada no eixo

da placa em r =R (£ =0a), tem-se Q. =Q,=0ce P = P, =

=-dw/dr; entrando com esses valores nas equagoes (4.23)

e (4.12) chega-se a:

=—zi(:oc) ﬂ-z;(oc)

1= 5 e C2 = S esee (4.31)

sendo S dado pela equacao (4.29).

Os esforgos nas bordas da placa para a rotacao
@u =-dw/dr sao encontrados mediante substituicao das rela-
coes (4.31) nas equagoes (4.23) e (4.12), ficando com a

mesma notagao do Capitulo III,

e N, 1-v | D
M, [s‘“ 5 ]QJ%OOL oo (4.32)

sendo N e S dados pela equacao (4.29).

c) Para a carga q uniformemente distribuida sobre toda
a placa, tem-se em r =R (£ =a), que Q.=Q, =0 e
dw/dr = 0; entrando com esses valores nas equacgoes
(4.23) e (4.12) chega=-se a:

C1 = C2 = 0 ceee (4.33)

Este resultado & o mesmo obtido para a placa cir
cular sobre apoio elastico com bordas livres . e carga uni-
forme q sobre toda a placa. Assim, a placa da Fig. 4.5, com
carga q uniforme, também sofre um recalque constante v, =
ver equagao (4.27) e, analogamente, nela nao aparecem es-

forgos de flexao.
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4, CHAPAS

Para a obtencao das formulas de uma chapa circu-
lar de espessura constante h, com simetria central geome-
trica e de carregamento, Schleicher (B26) parte do elemento

de casca da Fig. 4.2, chegando as expressoes para o0s es-

forgos
N = 122D .é..‘i + -135.
r he L dr v
_ 120D o du ]
Ne = hz T + 0V E&;g s s 0 e (4934)
N = N = (]_._-\)) .9.;9_ SX, o X,,T
rf Or h2 | dr r |

dzu+l§.5=_%,=o
2 r dr 2
dr r
eees (4.35)
2
dv,ldv v _,
2 r dr 2
dr r

A solugao completa das equacgdes (4.35) @ imedia

ta e da forma:

C
2
u = Cl r o+ =
eee. (4.36)
v = B.r + Ez
1 r

onde Cl’ CZ’ B1 e B2 sao constantes que dependem das con-
digoes de contorno.
Para a chapa circular da Fig. 4.6, sendoR o raio

na borda da chapa, tem-se com as equagoes (4.36);
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em r = 0 =+ C2 = B2 = ( e (4.37)
em r = R, com u = AR e v = 0,
= AR =
C, = e B, 0 eov. (4.38)
AR ‘A\<A AR

FIG. 4.6 - Chapa circular com deslocamento radial AR

uniforme.

Substituindo as equagoes (4.37) e (4.38) nas e-
quagoes (4.34), obtem-se para o deslocamento radial AR cons

tante, os esforgos nas bordas da chapa

Neg = Ngy = 0
ces (4.39)
(1-v)R

e o esforgo radial utilizando a mesma notacdo do capitulo

IITI (independente do tipo de base enm que esta assente a

chapa).

Eh

HOL =‘(T:m AR .\... (4040)



CAPITULO

ESFORGOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO

1. INTRODUCAO

Nos capitulos II, III e IV estudou-se os elementos
que irao compor o reservatorio a ser analisado. Neles fo-
ram mostradas solugoes que dependem dos carregamentos que
podem atuar no reservatorio, sendo assim possivel a deter-
minacao de todos os esforgos e deslocamentos.

Far-se-a, agora, uma adaptacao dos estudos efe-
tuados anteriormente a um sistema de coordenadas, chamadas
aqui de locais, por estarem relacionadas aos diversos ele-
mentos da estrutura integrada. Uma vez feita esta adapta-
¢ao procurar-se-a relaciond-las a um outro sistema de coor
denadas, chamadas de globais, a serem definidas no capitu-
lo IX. 0 motivo disto decorre da técnica utilizada na anali
se do reservatorio.

Os sentidos considerados positivos para os esfor
cos e deslocamentos nas bordas dos elementos (coordenadas
locais) sao mostrados na Fig. 5.1. Observa-se a 1inversao
de alguns dos sentidos quando referidos aqueles apresenta-
dos anteriormente, baseados na Teoria da Elasticidade.

Definidos os sistemas de coordenadas locais, pre
cisa-se agora escrever, identificar e organizar matricial-
mente cada um dos diversos elementos, tendo em vista o em-

prego do computador. Utilizar-se-a dentre os processos e-
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FIG. 5.1 - Sentidos positivos dos esforcos e deslocamen
tos nas bordas dos elementos.

xistentes, o Processo dos Deslocamentos. Dessa maneira, pre
cisa-se da matriz de rigidez dos elementos (capitulos IIT e IV)
e dos esforgos de engastamento perfeito devido aos diversos

carregamentos (capitulos II e IV).

2. MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

Para encontrar-se a matriz de rigidez de um ele-
mento genérico j da estrutura, basta aplicar um deslocamen-
to unitario na coordenada m do elemento de casca, enquanto
permanecem impedidos os deslocamentos nas demais coordena~-
das e calcular as acoes externas rom &l todas as coordena-
das. Fazendo-se isso para cada coordenada, obtém-se as m-o-
simas columas da matriz de rigidez, sendo n o numero da co-
ordenada e m o Indice da acao externa.

Observa-se ainda que as matrizes de rigidez de ca
da um dos elementos serao posteriormente associadas ao re-
servatorio e que se um elemento de casca apresentar uma uni
ca borda, a matriz [R]j sera da ordem 2 x2, da mesma manei-

ra que havendo duas bordas distintas ela sera da ordem de
4 x 4,



2.1 - COBERTURA DO RESERVATORIO

Apresenta-se a matriz de rigidez tanto para a co
bertura esférica quanto para a conica, a fim de obter-se u
ma formulagao geral, muito embora possa ser utilizada a
mesma matriz para as duas cascas, pois as equagoes (3.35);
(3.36); (3.37) e (3.38) do cone reduzem-se is suas equiva-
lentes na esfera, respectivamente: (3.10); (3.9); (3.11)
e (3.12), bastando para isso que se tome, para o cone, as

constantes

2
oo o2
Ycone T 7 * " Enh ¢

e C
Yesfera cone esfera’

sendo a = L cotg a. O raio da esfera tangente ao cone.,

a) Para a cobertura em casca esférica, a primeira colu-

na da matriz € obtida atraves da equacao (3.18) para

AR = 1 e a segunda coluna, através da equacao (3.20)
com Ao =-1, ficando ent3o:
Eh -Eh
— —
K ailsen 2)X"senu
I R,] = ce.. (5.1)
- -E h Eha
2kzsena 2%3
o ]

b) Para a cobertura em casca conica, a primeira coluna

da matriz & obtida com a equagao (3.44) fazendo-se
AR = 1 e a segunda coluna, através da equacgao (3.46)
com Ao, = -1, obtendo-se entao:
_4DK> -2 pK*
2 2
i L sen o L seno
2 ]- G
2
-2DK 2DXK
L2 L
L sena
L J
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c)

d)
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PAREDE DO RESERVATBRIO

Para o elemento intermediario da parede em casca ci-
lindrica circular curta tem-se, atraves das equacoes
(3.59) com w. =1, (3.61)com Ay, =-1, (3.67) com w,=1e
(3.69) com Ayk =-1, respectivamente,

a primeira, se-—

gunda, terceira e quarta colunas da matriz de rigi-
dez, ficando entao:
rh “F3 ) -Eh “F10 -en *Ts
r% Fq r%8% Fy w28 By r2B2 Ty
"
~Eh 2 En T4 pn g th 9
2r%g% Fq r%g3 1 r%8% Ty 2r2p3 Ty
n 7 n ™
-en 10 gn “'g B '3 ih 2
% T or%p% Fq %8 1 r%p% Ty
-5n_ “Tg Eh 9 D) Ty
7 T3 T
m2p? Fp or2g3 Ty w2 283 Ty
(5.3)

Para o elemento intermediario da parede em casca ci-
lindrica circular longa (BL > 4), tem-se com as equa-
(3.60) para W =1, (3.62) para Ayi = -1, (3.68)

para w =1 e (3.70) para Ayk =~1, respectivamente, a

coes

primeira, segunda, terceira e quarta colunas da ma-

triz de rigidez na forma:

Eh -Eh e 10 . o - P o
r% 2»% 2 % By 2r%g% Ty
~Eh ER en g e To_ 0
2r%g? 2r%g3 2r%% Fp 2r%83 Fi
o ] i
[ en P10 _ 0 Bn g _ 0 Eh Eh
np B r%g% Fy %8 2rp?
-n_ T o gn o, Eh Eh
2r%s% Fq 2r%g3 Fy 2r%g2 2r%83
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2.3 - FUNDO DO RESERVATORIO

e) Para o fundo assente em base elastica tem-se a pri-
meira coluna da matriz dada pela expressao (4.40) pa
ra AR =1 e a segunda coluna dada pela equacao (4.32)

com P =+1, ficando entao:

B

(1I-)R 0

(R } = ce.. (5.5)

- 0 [_N__@_.yz]
S ¢}

Algumas vezes interessa obter os esforcos Ma e

=l

Hd da primeira junta do reservatorioac nivel da face supe-
rior da placa de fundo (e o caso, por exemplo, de reserva-
torios de concreto, existentes em Hampe (B 16) vol. 2, pag.
234). Para isso faz-se uso dos deslocamentos que ocorrem

na borda superior da placa, conforme mostra a Fig., 5.2.

AR
//;r | UG LAR R T /w e
/ghL h/2 { Wh/‘
—{ORy= AR +ARe m_*¥«‘ARe=%al%
f

FIG. 5.2 - Deslocamentos que ocorrem na borda superior
da placa de fundo.

Como consequéncia, obtem-se no eixo da placa os

esforgcos mostrados na Fig. 5.3. Sendo:

He o esforgo horizontal na extremidade da placa, dado

pela equacao (4.40);
Me o momento na extermidade da placa, dado pela equagao
(4.32); e

_ Eh h
Mo = TR - %z

e (1-v)R cev. (5.6)
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He (AHQ

Me
Fig. 5.3.a - deyido ao deslo- Fig. 5.3.b - devido a rotacao Py
camento AR
FIG, 5.3 - Esforcos no eixo da placa de fundo devido
aos deslocamentos
Transferindo esses esforcos para a face supe~

rior, fica-se com os esforgos devidos ao deslocamento ra-

dial AR dados por

Eh

By = e = Tiouyw AR
vee. (5.7)
= .P_:M Eh l}.
Mo = He 2 (1-VR 2 AR

De maneira analoga, obtém-se os esforcos prove-

nientes da rotacgao ¢a utilizando a equacao (5.6)

- - __Eh h
Hy = AHe T (1-v)R 2 wa
(5.8)
~ 2
- Jh N _1-v 1D _Eh b,
Ma - Me +AHe 2 t " ] Q,wa+(1—v)R A wa

Deste modo, a matriz de rigidez proveniente dos
deslocamentos ao nivel da face superior da placa de fundo,
tem sua primeira coluna dada pela equacao (5.7) com AR = 1
e a sua segunda coluna atraveées da equacao (5.8) com P, =1,
passando a ser:

=]

Eh h _h
(T-V) X T-V)R 2

Eh _ h oy ,@-v) ] b, En n?
(I-WR 2 S a g T (I-WR
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Observa-se, comparando a matriz da equagao (5.5)
com a da equacao (5.9), que:
1 - 0 elemento r,, manteve-se inalterado;
2 - 0Os elementos T,y =T;, que antes nao existiam, passa

ram a ter valores

_ h
Tog = Tyy = LRI ees. (5.10)
h2
3 = Ao elemento Too foi acrescida a parcela ryq ~5 Pro-

veniente do deslocamento AR, que provoca um momento

na face superior da placa, ficando entao:

hZ

r22 > r22 + rll T o e oo (5;11)

Deste modo, pode-se escrever a matriz (5.9) como
sendo:

(2] - e

11

N
jn
o

f) Para o fundo do reservatdorio assente em base rigida,
tem-se a primeira coluna da matriz dada pela equacgao
(4.40) para AR =1 e a segunda coluna dada pela equa

cao (4.7) com Yy=1, ficando entdo:

Eh
TT-WR 0
[R } = cve. (5.13)
4EJ
0 b
Para obter-se os esforgos Ha e Mu ao niveél da

face :superior da placa de fundo do reservatorio, usa-se a

matriz (5.12) com o elemento réz da matriz (5.13).
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3. ESFORCOS DE EXTREMIDADE NOS. ELEMENTOS PERFEITAMENTE EN-
GASTADOS PARA 0S CARREGAMENTOS EXTERNOS

Tem~se agora que resolver o caso da casca bi—eg
gastada submetida aos carregamentos do capitulo II, que po-
de ser facilmente resolvido ja que os deslocamentos de suas
bordas sao nulos. Assim, os esforgos de engastamento per=-
feito sao tais que provocam deslocamentos que compensam 08§
de membrama, resultando deslocamentos nulos.

Pelo processo dos esforcos, tem-se para um ele-

mento genérico j

{o} = {DM}j + EA]j {EP}j veen (5.14)
onde

{DM}j e o vetor dos deslocamentos de membrana

{EP}j e o vetor dos esforgos de extremidade

8l

a matriz de flexibilidade

1

Pela analise matricial tem-se tambem

-1
Cr], = [4]. ceer (5.15)
J J
sendo
[ R]j - matriz de rigidez para um elemento genérico j

da estrutura(apresentada no item 2 para os di

versos elementos de casca)

Com as equagoes (5.14) e (5.15) chega~se a
{EP}j = -] R]j {DM}j ceo. (5.16)

A equagao (5.16) & valida para qualquer dos ele-

mentos que compoem o reservatorio, tomando-se para [R]j a
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matriz de rigidez correspondente ao elemento em particular,
dentre aquelas dadas no item 2. Tendo sido adotado o proces
so automatico por computador, citam-se a seguir, as equa~-
goes que devem ser usadas para a obtengao dos respectivos

vetores {DM}j dos deslocamentos de membrana.

3.1 - COBERTURA DO RESERVATORIO

a) Para a cobertura em casca esfarica a matriz LR] di
da pela equacao (5,1),
Quando a casca esférica estda submetida ao peso pro-
prio, o vetor {DM}j e dado pela equacao (2.23) e quan

do atua a sobrecarga ele & dado pela equacao (2.25),

b) Para a cobertura em casca conica a matriz le ¢ dada
pela equacao (5.2).
Para o peso proprio, o vetor {DM}j € dado pela equa-

cao (2.27) e para a sobrecarga atraves da equagao
(2.29)

3.2 - PAREDE DO RESERVATORIO

Para a casca cilindrica circular intermediaria
curta a matriz [R]j é dada pela equagao (5.3) e quando a
casca & longa (BL > 4), tem-se [Rjj dado pela equacgao
(5.4).

Quando a parede cilindrica esta submetida ao car
regamento de pressao uniforme da coluna 1iquida o vetor
{DM}j € dado pela equagio (2,32) e para a variagao linear

da pressgo 0 vetor {DM}j e fornecido pela equagao (2.34).,
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3,3 = FUNDO DO RESERVATORIO

a) Para a placa de fundo com aproximagao :de Girkmann
(Capitulo IV, item 1 - Fig. 4,1,b) tem-se imediatamente os

esforcos de angastamento perfeito

H=20
vess (5.17)
M:g..h.z.
12

e o vetor dos esforgos de engastamento perfeito fica entao

0
[EP} = 5 cev. (5.18)
R qb
12

onde q & dado pela equacgao (4.4),

b) Para a placa circular sobre apoio elastico (Capitulo
IV, item 2 - Fig. 4.5) submetida ao carregamento c) daque
le mesmo item, tem—-se tambem imediatamente para os esfor-

¢os de engastamento perfeito

eee. (5.19)
M =0

e o vetor dos esforcos de engastamento perfeito

{er} = {0} eve. (5.20)



CAPITULO VI

CARREGAMENTOS SECUNDARIOS

1. INTRODUCAO

Os regulamentos normativos de calculo, por exem-
plo DIN 4119, STD 650, PNB 89, para tanques metalicos solda
dos recomendam que, além dos carregamentos primarios trata-
dos nos capitulos II, ITII e IV, sejam tambéem considerados
0§ carregamentos secundarios, ou sejam, basicamente: efei-
tos da variacao de temperatura e de carga de vento sobre a
estrutura,

E bastante dificil a analise rigorosa das cargas
secundarias, pois exige a solucgao das equagoes diferenciais
para carregamentos nao simétricos. Pretende-se fornecer nes-
te capitulo os elementos basicos para a solugao do problema,
dentro dos limites indicados na literatura corrente, Assim,

serao considerados dois casos de variagao de temperatura:

=~ aquecimento uniforme da ctasca, com temperatura da su-
perficie externa, Tt iguala temperatura da superfy-

cie intena, T. :
> Tint?

- gradiente radial de temperatura, com T # T. .
ext int
Em ambos os casos considera-se que as temperatu-
ras T e T, sao axialmente simétricas e nao variam ao
ext int
longo dos meridianos.

A carga de vento e aproximada por um carregamento



obtido através da combinagao de senos e cossenos; no caso;

por meio da serie de Fourier.

2, EFEITOS DA VARIAQKO DE TEMPERATURA

A interagao dos diversos elementos “estruturais,
gera restrigoes aos deslocamentos da estrutura ao longo das
juntas do reservatorio. Essas, ao se deformarem fa-
zem com que os elementos da estrutura fiquem submetidos a
esforgos internos adicionais que devem ser somados &s soli

citagoes produzidas pelos carregamentos principais.

2,1 - CASCA CILINDRICA

O problema & resolvido a partif das indicacgoes de
Hampe E§316j e por simplicidade, adotou=-se a notacao do au
tor, com pequenas modificagoes, para evitar conflitos com
a notagao utilizada meste trabalho.

A equagao diferencial que - governa O problema
EB16 1, 29 volume, pag. 40, &:

2

4 +

LV—’--{-&BAw: 4Bé’a re - 1Y o 4 (AT) eees (6.1)
4 T h T 2

dy dy

onde se tem:

Op = coeficiente de dilatagao térmica do material;

T - temperatura de aquecimento uniforme; e

AT - gradiente de temperatura aplicado a parede do reser

vatdrio.
Para resolugao da equacao diferencial (6.1) usa-
-se o seguinte algoritmo:

1) Toma-se os coeficientes S
1.49, pags. 133/134).

S S, e S4 (da Tabela

1> 722 73
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2) Introduz-se os coeficientes Sl’ Sz, 83 e S4 nas ex-

pressoes dos esforcos (da Tabela 1.31, pag. 92).

3) Considera-se os valores das funcoes Fi(E) nas ex-
pressoes dos esforcos para £ =0 (esforcos na borda
inferior da casca) e £=1, esforgos na borda supe -

rior da casca (ver Tabela 1.18, pag. 55).

4) Adiciona-se as expressoes obtidas no passo 3 os ter-
mos correspondentes a solugao particular do problema
(Tabelas: 1.15, pag. 45 para aquecimento uniforme, T,

e 1,16, pag. 51 para gradiente radial de temperatura,
AT) .

Deste modo, as equagbes para a determinacao dos
esforgos e deslocamentos para os diferentes tipos de carre

gamento sao dadas a seguir:

a) Aquecimento uniforme da parede:

Os valores de S19 st S3 e S4 sao0:
S1 = = O RT
F
- = 3 10
8, = -5, o RT (Fl -5 cees (6.2)
1
F 2F
2 8
5, = 0o, RT (== = —X
4 T F1 Fl

Para a solucgao particular, tem-se:

dwP
N = M = =....____.=O
op yP Qyp dy
cee. (6.3)
wP = aT RT

Seguindo-se o algoritmo dado, chega-se facilmen-
te aos esforgos de engastamento perfeito na borda inferior

da casca:




e

F F

= =~ Bh 3 .10
Qi = Hj TR T %p <§I' ¥ )

ceee (6.4)

onde o sinal de Hi foi tomado de acordo com a Fig. 5.1,
Para a borda superior, & necessario . um certo
trabalho algébrico para simplificar as expressoes gerais
dos esforgos referidos no passo 2, fazendo-se § =1, confor
me indicado no passo 3. No entanto, lembrando que o au-
mento uniforme da temperatura introduz apenas um desloca
mento radial constante (que & a solugao particular wp) na

casca, tem-se imediatamente:

Myk = Myi
coos (6.5)

Qe = B = -H;

0 esforcgo Ne pode ser obtido propagando-se os e-
feitos de M Q

yi® yi?’
sentado no Capitulo III.

Myk e ka ao longo da casca,como apre-

b) Gradiente radial de temperatura na parede,

Neste caso, todos os valores de Si sao nulos:
5, =8, =8,=§, =0 cee. (6.6)

A solucao particular &:

- - 1+v X
Myp Mep D ( n )aT AT
de * & & o (6.7)
p1 S Y- 0
Qyp Yp dy

Sendo nulos os coeficientes Si’ a 'solucao de re-
sume as expressoes (6.7).
D(1+v)

Myi = Myk = g O AT . : cee. (6.8)
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c) Outra dedugao dos esforcos devidos & variacao de tem

peratura,

Os esforgos da equagao (6.4) podem ser obtidos,
alternativamente , pelo Méetodo dos Esforcos, tal como foi
indicado no Capitulo V, Ttem 3, para os carregamentos prin
cipais, usando-se para vetor dos deslocamentos as deforma-
goes produzidas pela variacao de temperatura sobre a casca
cilindrica livre de quaisquer vinculos nas bordas (regime
de membrana). E interessante apresentar—~se aqui esta de-
monstragao, que, como se vera nos itens a seguir, tambom &
valida para as cascas esfericas e conicas.

0 aquecimento uniforme do cilindrico provoca um
deslocamento radial uniforme ao longo da casca, como mos-—

tra a Fig.6.1.

POSICAO DEFORMADA

i ! P
| -
! |
| -
! !
| |
| |
I l
1
AR L" 2R | OR
|
FIG. 6.1 - Deformacao radial para a temperatura T.

A circunferencia do circulo paralelo na posicao

deformada &
6=2wi=c(1+mT)=2wR(1+mT> een. (6.9)

0o que fornece para o deslocamento radial

AR = R Tuo

. el (6.10)
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Usando~se a matriz de rigidez da relacao (5.4) e
considerando-se o cilindro longo, de modo a tornarem-se in

dependentes as equagoes das bordas inferior e superior,

tem=se

- e r ~ r N
E -F
;1 zhz “RToy Q4
R7B 2R7B y

1 o= [ ... (6.11)

-Eh Eh
) 73 0 Moi

2R“B 2R“B y

L. . “~ ,/ S o/

em que Qyi atua no sentido negativo (a seta aponta para o
interior da casca) e Myi no sentido positivo (tracionando
as fibras internas), conforme definidos no Capitulo TIII,

A resolugao das equagoes (6.11) fornece:

Eh
M ., = T o
vi ZRBZ T
ee.s (6.12)
_ =Eh
Qyi " "RB E Gy
que concordam com a equagao (6.4) ja que, para cilindros
longos
E% < Ei =1 e Eﬁ = ilg =0
Fl Fl F1 Fl

Também as expressoes (6.7) podem ser obtidas di-
retamente, considerando-se as relacOes entre os momentos
fletores M¢ e M6 e as variagaes de curvatura X¢ e X@ para

uma casca de revolugao:

M¢ -D (x¢ + v xe)
cee. (6.13)

=
1t

Submetido a gradiente radial de temperatura, 0

cilindro apresenta as seguintes variagoes de curvatura:
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- na diregao dos meridianos,

_ 1
(6.14)
= L
dzint dg (1 5 . AT)

onde dgext e dgin sao os comprimentos do elemento d& nas

t
superficies deformadas externa e interna da casca.

De acordo com a Fig. 6.2, o angulo d¢ que define

0 elemento deformado da casca e dado por:

d¢ = %—(dﬁ&ext -, D) .. (6.15)
ou,
ap = & o, ar . (6.16)
Para a curvatura Xy tem-se, entao
Xy = 5-1; - 20 - —OLEAT v (6.17)

FIG. 6.2 - Deformagao dos meridianos para gradiente de
temperatura AT.
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- na direcao dos paralelos (Fig. 6.3),

doar
2

ext
/ dsex‘l‘.— ds int.

FIG. 6.3 - Deformagao dos paralelos para gradiente
de temperatura AT,

os comprimentos do elemento ds =R d6 nas superficies defor
madas externa e interna da casca sao dados por expressoes

analogas a (6.14). Também o angulo dy que limita o elemen-
to deformado e definido de modo semelhante a (6.15). 0b-

tem-se, portanto

Xy = 2 = —QEAT ool (6.18)

Ve-se que X¢ = Xg = =X ; de (6.13), tem-se entao:

M¢ = Mg =D (1L +Vv)Y e, (6.19)
ou,

My =g = 2V g e (6.20)

2,2 - CASCA ESFERICA

Os esforgos no elemento esferico engastado subme
tido a variagoes térmicas sao determinados como indicado
no item 2.1.c¢). A matriz de rigidez ja foi apresentada no

Capitulo V.
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Deste modo, as equacoes para a determinacao dos

esforgos e deslocamentos para os diversos tipos de carrega

mentos sao:
a) Aquecimento uniforme da cobertura

A deformagao da casca esferica livre de vinculos

e sujeita a um aquecimento uniforme & mostrada na Fig. 6.4,

SUPERFICIE DEFORMADA

\/ P o
e
e . ’50 ///)\
\ /,,.,,,,_W,/,
K/ﬂi
~— ) - \ :
\ =g ’
FIG., 6.4 - Deformagoes da casca esférica para tempera-

tura T,

Analogamente ao cilindro, para o meridiano defor

mado tem-se

C=27Ta=C(l+TocT)=2'rra(1+TocT) .. (6.21)
e, para o deslocamento radial

Aa = a T Cr .. (6.22)

O deslocamento horizontal da borda sera, de acor

do com a Fig. 6.4,
AR = Aa sen o

ce.. (6.23)

ou substituindo a equagao (6.22) na relacao (6.23):
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AR = a T o sen o coe. (6.24)

Tem~se, entao, com a matriz de rigidez da rela-
¢ao (5.1):

- - ~ r~ ™
Eh -
5 -§EE- —a'Ideenu Ha
a Asen o 2X%seno
< > = < >
=Eh Eha
7 3 0 My
22" sena 2
b - . - N~ -
cee. (6.25)

em que Ha e M& foram tomados nos sentidos positivos, con-
forme definidos no Capitulo III. A solucao das equacoes

(6.25) fornece os esforcos de engastamento perfeito:

My = Ehg T oy
27
cee. (6.26)
. =Eh .
Ha Asend T OLT

Para os demais esforgos podem ser usadas as ex-

pressoes (3.14) e (3.16) do Capitulo III.

b) Gradiente radial de temperatura

As equagoes (6.13) apresentadas no item 2.1.¢)
sao gerais e valem para qualquer casca de revolucgao. Por
outro lado, as relagoes (6.17) e (6.18) tambem representan
as variagoes de curvatura para uma casca de revolucgao em
geral, ja que os elementos diferenciais de comprimento df
e ds foram tomados, respectivamente, segundo os meridianos
e paralelos da casca. Conclui-se assim que a eXpressao
(6.20) & valida para qualquer casca de revolugdo em geral

e, em particular, para a casca esférica tambem.
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2,3 - CASCA CONICA

As dedugoOes sao analogas aquelas efetuadas para
a casca esférica, assim as equagoes para a deteminagao dos
esforgos e deslocamentos para os diversos tipos de carrega

mento sao:
a) Aquecimento uniforme da cobertura

Na casca conica, tem-se segundo a Fig. 6.5, a re

lagao entre o raio maximo dos paralelos e a geratriz do cone

R =1L cosa .. (6.27)

SUPERFICIE
DEFORMADA

AR, R
1

FIG. 6.5 - Deformagoes da casca conica para temperatura T.

Na superficie deformada,

R =1L cosa = L (1+T a,)cosa .. (6.28)
resultando entao para o deslocamento horizontal na borda:

AR = L T o COS g cee. (6.,29)
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e com a matriz de rigidez da relacio (5.2):

i 3 2 ] 1 R 1 )
4 -2
ngij“ ”§jy£f “L’F&TCOS,Q Ha
I sen o L send
= . .30
¢ ’ T 4 <63)
—ZDK2 2DK
5 L » 0 My
L send
L d .. S \- o

Como ja se viu no Capitulo V, como resultado da
aproximagao de Geckeler, a matriz de rigidez da casca coni
ca @ a mesma da casca esfdrica tangente. Considerando-se  as
relagoes geométricas entre estas duas cascas, o segundo

membro da primeira equacao (6.30) pode ser escrita como:

- L T aT cos = —-g T QT sen O

Assim, a solugao de (6.30) sao as proprias ex-—

pressoes (6,26), considerando-se que

- a
T———
cone Kesfera
_Eh .2
My =722 M T 9%
eee. (6.31)
. =Eh
Hy, = asena AL T Crp

b) Gradiente radial de temperatura

Conforme ja discutido no item 2,2,b), a expres-

sao (6.20) tambem pode ser usada para as cascas conicas.,
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3. EFEITOS DA CARGA DE VENTO

Ensaios em tUneis aerodindmicos mostram que a a-
¢ao do vento em estruturas de contorno curvilineo gera um
diagrama de cargas, em que pressao (de fora 'para dentro) e
succao (de dentro para fora) se alternam ao longo do con-
torno da estrutura. Tal carregamento obviamente nao apre~
senta simetria axial e portanto, as equacgoes deduzidas nos
Capitulos II e III n&do se aplicam na determinacao dos es-
forgos devidos & carga de vento, sendo necessario lancgar
mao das equagbes gerais de equilibrio para uma carga qual-
quer nao-simétrica. Assim, o tratamento rigoroso das car-
gas de vento constituiria, por si sd, uma dissertacao.

Diante dessas limitacOes, decidiu-se restringir
aqui o estudo dos efeitos da carga de vento a teoria de
membrana.

As equagoes gerais de equilibrio da membrana com

simetria axial, para carregamentos nio simétricos s3o:

i o ang,
E$(N¢r68en¢) ~Ner¢cos¢ *—35 Ty +p¢r¢re send = 0

D =

7

dN
é%(Nééﬂresen¢) +Né¢ r¢cos¢-+7ﬁ$ r¢-+per¢resen¢

I
<

U v _
N¢re +Ner¢ +pzr¢re =0 cee. (6.32)

0 problema & resolvido desenvolvendo-se tanto o

carregamento como os esforcos em série de Fourier,

Py =P, =0

0 ¢ . (6.33)
P, = g P,,CO0S no
N! =3 N’ )

& § “en C°S D

-

N, = £ N' cos nb
n  ¢n

-
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. 1
N6¢ = § Ne¢n sen nb cees (6,34)

o . ¥ ¥ .
e determinando~se o ! N d d
8 S parametros Nen ’N¢n e 6 dn e modo a

satisfazer a equagao (6.,32).

Como nao sera feita a compatibilidade dos deslo-.

camentos entre os diversos elementos do reservatorio (ja
que as matrizes de rigidez apresentadas no Capitulo V S0
se aplicam a carregamentos axi-simétricos), nao ha interes

se em mostrar aqui as expressoes dos deslocamentos.

3.1 - CASCA CILINDRICA

Introduzindo as equagoes (6.33) e (6.34) nas re-
lagoes (6.32) e levando em conta as peculiaridades geomé -~
tricas da casca cilindrica tem-se para um termo genérico da

serie (6.33), com pzn = Pun’

2

t _n 2 n

Nyn T 2R PwnY T X Cly * CZ

Ny o= R (6.35
61‘1 = “pwn ° ¢ o o ° )
! S 1 + C
yOn Pen? 1

Dispondo-se de apenas ‘duas constantes de integra
gao, s0 & possivel satisfazer as condicoes de contorno -em
uma das bordas y =0 ou y =H da parede do reservatorio,
Faz-se entao N;n =N’ =0 na relagao (6.35) para y =H, ob-

yEn
tendo-se as constantes

—— =n
C1 =n H .p e C2 vees (6,36)

As expressoes gerais dos esforcos para um termo
genérico da série de Fourier sao, portanto substituindo-sea

equagao (6.36) na relagao (6.35):
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v nz 2
Ny = ﬁ pWIl (H “‘y) COos n@.
i
N6 = <P, R cos nb cee. (6.37)
¥
Ny@ =np (H ~y) senn®
Os valores maximos dos esforcos N e N'e ocorrem
na secao y =0, E facil ver que escolhendo-se N =N . =0 pa

v 0
ra y =0, os valores maximos dos esforcos seriam o0s mesmos,

apenas ocorrendo no topo e nao na base do elemento de parede.

Nas expressoes (6.35) e (6.37) admite-se que a
pressao exercida pelo vento sobre a casca cilindrica &
constante ao longo de toda a altura da casca, ou seja,

?wn =const., e varia segundo os circulos paralelos de acor
do com o valor de n., A Fig. 6.6 mostra os primeiros termos

da serie (6.33) para o cilindro.

p
w2 Pwn
al n=1 b} n=2 ..,... .. ¢} n=qualquer
FIG. 6.6 - Carga de vento desenvolvida em série de Fou-
rier.
A Norma Brasileira NB-599, que rege os efeitos
do vento na construgao civil, recomenda um diagrama de

pressoes e sucgoes como o da Fig. 6.7. Tal carregamento po
de ser obtido mediante uma escolha adequada dos termos da

serie (6.33) a serem usados e de seus parametros pwn.
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FIG. 6.7 - Diagrama real de pressoes de vento ao longo
de um circulo paralelo.

3.2 - CASCA ESFERICA

Seguindo-se o procedimento indicado no item 3.1,
nao se obtém expressoes gerais dos esforgos para um termo
generico da serie (6.33), como foi feito para a casca ci-
lindrica, pois, no decurso do desenvolvimento matematico
surgem integrais que s0 podem ser calculadas por recorréen-
cia (integrais do tipo |cotgd sen2¢tgn¢/2 dd, por exemplo).
Assim, os esforgos N$ , Né e Né¢ deyem ser deduzidos ca-
so a caso, partindo-se de cada um dos termos P qc08 0,
pw2c0526, etc. Além disso, para atender as recomendagoes
da Norma Brasileira NB-599 torna-se ainda necessario consi
derar a variacao de pzn ao longo dos meridianos, ou seja:
Pyn =pzn(¢). Tendo em vista a complexidade do assunto, sao
fornecidos aqui apenas os resultados correntemente encon-
trados na literatura, ver por exemplo, Hampe (B 16) ou Ba-
ker (B 2), e que correspondem ao primeiro termo da serie
(6.33). Considerando P,1 =pwsen¢ e sendo a pressao horizon
tal de vento P constante ao longo da altura da cupula,

tem-se:
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P, acosd

Né = g (3 cos¢ —c083¢ -2)cos®
3sen ¢
p._a
Ny = (2cos? m3sen2¢ E2c054¢)c036 ceoo (6.38)
) 3
3sen ¢
p_a
Né¢ = —m£~§— (3cos¢ —c053¢ - 2)senb
3sen ¢

A variacao de P,y =P, sen ®cosb e mostrada na Fig.

P,y S€N O cos O

6
gwsmwm
a) decomposicdo nas diregdes b} segundo 0s meridianos ¢)segundo os paralelos
normal e iangente
FIG, 6.8 - Diagrama de vento na casca esferica,

3,3 - CASCA CONICA

Para a casca conica (Fig. 6.9), a partir das ex-
pressoes (6.32) a (6.34) e com o metodo delineado anterior

mente, sendo aqui = send chega-se a:
s q Pon PWn s g

i n2—3cos2a
Ny = S5en?q J Py Seno cos no

' ,
Ng = -p_, ¥ cosa.cos nb e (6.39)
N o= - Y

- p sen nb
wn
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FIG. 6.9 - Variacao da pressao de vento segundo os meri-
dianos.

4, CONSIDERAQGES FINAIS SOBRE 0S CARREGAMENTOS SECUNDARIOS

Como se viu anteriormente, a avaliagao corretados
esforgos devidos aos carregamentos secundarios & muito abran
gente, constituindo tema para um trabalho independente. Den
tro das limitacoes impostas pela complexidade do . assunto,
foi apresentado mneste capitulo o formulario corrente na li-
teratura para levar em conta, no dimensionamento do reserva
tdorio, os efeitos devidos a variagao de temperatura e a car
ga de vento sobre a estrutura.

Os esforcos definidos pelas equagoes (6.4), (6.8),
(6.26) e (6.31) apresentam simetria axial e, portanto, podem
ser adicionados as equagoes de compatibilidade das juntas
da estrutura. Assim, basta somar aos termos de carga deduzi-
dos no Capitulo V para os diversos carregamentos, as expres
soes pertinentes & variagao térmica cujo efeito se deseja a
valiar: aquecimento uniforme do elemento a temperatura, T ,
ou gradiente radial de temperatura, AT.

Para a carga de vento, as equagoes (6.37), (6.38)
e (6.39) fornecem os esfor¢os de membrana, que devem ser a-
dicionados aos valores de N& e Né calculados automaticamen-
te por computador para os carregamentos primarios, de modo
a obter-se os valores finais dos esforgos. Para tanto, sera
aqui considerado apenas o primeiro termo da serie (6.33), ou

seja, n = 1.



CAPITULO VII

ANALISE DA ESTRUTURA INTEGRADA

1. CONSIDERAGOES GERAIS

Trata-se neste capitulo de reunir os elementos de
casca estudados até o momento, para que os esforcos e deslo~
camentos que ocorrem no reservatorio sejam calculados atra-
vés de um programa de computador,

Os diversos elementos estao ligados entre si pe-
las juntas, denominadas a partir de agora de nos, onde se
supoem concentradas todas as forcas de ligacao entre eles.

Precisa-se tambem escolher um sistema de coordena
das para o reservatdorio, chamado de sistema de coordenadas
globais, onde se possa escrever, identificar e organizar ma
tricialmente as agoes externas (aplicadas aos nds) e os des
locamentos dos nds do reservatdrio (ver Capitulo IX, Fig.
9.2.a e b).

Precisa-se agora transformar as informagoes das
coordenadas locais (ver Capitulo V, Item 1) para as coorde-
nadas globais., Isto & feito construindo uma matriz de trans
formagao [B ], que formece a relacio entre o sistema global
e o sistema local de coordenadas para os deslocamentos,

Tem-se entao para cada elemento generico j, uma

matriz [B ]j dada por

{8}y, =[B] A{u} ceel (7.1)
? j
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onde

{é}j e o vetor dos deslocamentos nas extremidades das

coordenadas locais,

{v} € o vetor dos deslocamentos dos nos.

Constroi~se a matriz EB jj’ impondo-se um deslo-
camento unitario na diregao de cada coordenada global do
reservatdrio ao mesmo tempo em que mantem-se nulos os des-
locamentos segundo as demais coordenadas globais e wverifi
cando-se os deslocamentos que aparecem nas coordenadas lo
cais do elemento que esta sendo estudado. Repete=-sge este
processo para todas as coordenadas globais e obtém-se fa-
cilmente a matriz [B jj’ que possui tantas colunas quantas
forem as coordenadas globais do reservatdrio e tantas li-
nhas quantas forem as coordenadas locais do elemento j.

Conhecido o vetor dos deslocamentos nas coordena
das locais dado pela equagao (7.1), obtém-se o vetor dos
esforgos nas extremidades do elemento genérico j com a re-

lagcao
{P}j = [R]j {6, veee (7.2)

onde

{P}j e o vetor dos esforgos internos, nas coordenadas

locais

[R]j € a matriz de rigidez ja vista no Capitulo v, i-

tem 2, para os diversos elementos.

2. MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA INTEGRADA

A matriz de rigidez do reservatorio e obtida em
relagao ao sistema de coordenadas globais partindo-se da
matriz de rigidez [R]j dos diversos elementos de casca que

compoem o reservatdrio, atraves da seguinte expressao:
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nelementos

[ra7] = o [‘sj? [, (e, cevl (7.3)
=1

J:
onde

[RI] & a matriz de rigidez do reservatorio

Ele @ a matriz de rigidez dos diversos elementos que

Lel;

]

compoem o reservatdrio (ver Capitulo V, item 2)

e a matriz de transformagao

3. VETOR DE CARGA DA ESTRUTURA INTEGRADA

O vetor das cargas nodais equivalentes, & referi
do ao sistema de coordenadas globais e & composto dos es-
forgos de engastamento perfeito (forgas horizontais e mo-
mentos devidos aos carregamentos externos) dos elementos
que concorrem na junta, com 08 sinais trocados, por - se
tratar de agoes sobre 0s nds e nao sobre os elementos., Ele

e obtido da seguinte expressao:

n®elementos

{F} = - T [8]Y {ee}, ceen (7.4)
j=1 J J

onde

[6]? € a matriz transposta de [B]j cuja obtencgao e

mostrada no item 1.

{EP}j & o vetor dos esforgos de engastamento perfeito
ja visto no Capitulo V, Ttem 3, para os diversos

carregamentos.
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4, VETOR DOS DESLOCAMENTOS

4,1 - DO RESERVATORIO

E o vetor dos deslocamentos que ocorrem nas CoOOYr .

denadas globais da estrutura integrada e & dado por:
-1
{u} = [r3] = {r} veee (7.5)

sendo [RJ] e {F} calculados respectivamente pelas equagoes
(7.3) e (7.4).

4,2 - DOS ELEMENTOS

Determinando-se {U} atraves da - equagao (7.5),
calculam~se os vetores dos deslocamentos {6}j para cada e-
lemento j da estrutura integrada em relacao as coordedadas

locais do elemento considerado atraves da equagao (7.1).

5. DETERMINACAQ DOS ESFORCOS FINAIS

5.1 - NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS.

0 vetor dos esforgos internos finais nas extremi

dades do elemento genérico j & obtido por:

{Esr}, = {p}. + {EP}, ceen (7.6)
J ] J

onde
{P}j € o vetor dos esforgos internos nas extremidades

do elemento genérico j dado pela equagao (7.2)

{EP}j @ o vetor dos esforgos de engastamento perfeito

ja visto no Capitulo V, item 3, para os diversos

carregamentos.
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5.2 = A0 LONGO DOS DIVERSOS ELEMENTOS

Determinada a equagao (7.6), observa-se de ime-
diato que o vetor {ESF}j tera quatro componentes (dois es-
forcos horizontais H, e H e dois momentos M. e Mk) se o0
elemento de casca tiver duas bordas, e duas componentes (um
esforco Borizontal H e um momento M) caso ele tenha ape-
nas uma borda. Portanto, introduzindo-se as componentes do
vetor {ESF}j nas equagoes de flexao (dadas mnos  Capitulos
III e IV, obtém-se os esforgos de flexao que somados aos
de membrana fornecem os esforgos finais ao longo de cada

elemento de casca. Deste modo tem~se:
a) Cobertura esférica do reservatorio

Os esforgos de flexao ao longo da cobertura sao
obtidos introduzindo-se as componentes H e M respectiva-
mente nas equagoes (3.16) e (3.14).

Os esforgos de membrana para o carregamento do
peso proprio sao formecidos pela equacao (2.22) e para a
sobrecarga uniformemente distribuida sobre a projecao hori

zontal da casca pela equacgao (2.24).
b) Cobertura conica do reservatorio

Os esforgos de flexao ao longo da cobertura sao
encontrados introduzindo-se as componentes H e M respecti-
vamente nas equagoes (3.42) e (3.40).

Encontram-se os esforgos de membrana para o peso
proprio pela equacao (2.26) e para a sobrecarga atraves

da equagao (2.28).
c) Elemento intermediario da parede cilindrica circular

Para o elemento de casca considerado curto, . .0s
esforgos de flexao ao longo da casca cilindrica circular in

termediaria sao encontrados, introduzindo-se as componen- -

tes Hi’ Mi 5 Hk e Mk respectivamente nas equacoes (3.56),
(3.53), (3.65) e (3.63). No caso do elemento de casca ser
considerado longo, introduz-se as componentes Hi’ Mi’ Hk e
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ng respectivamente nas equacoes (3.58), (3.55), (3.66) e
(3.64),

Os esforgos de membrana ao longo da casca cilin-
drica circular intermediaria, independentemente do elemen=-
to de casca ser curto ou longo, sao encontrados para o car
rggamento de pressao uniforme atraves da equagao (2.31) e

para a variagao linear da pressao pela equacao (2.33),
d) Fundo do reservatdrio assente em base rigida

Os esforgos de flexao ao longo do fundo para a
aproximagao de Girkmann sao encontrados introduzindo~se a

componente M na equacao (4.6).
e) Fundo do reservatorio assente em base elastica

Os esforcos de flexao ao longo da placa assente
em base elastica sao encontrados introduzindo-se a compo~-

nente M nas equacgoes (4.30).



CAPITULO VIII

VERIFICAGOES DE PROJETO E DIMENSIONAMENTO

1. INTRODUGAO

O dimensionamento dos reservatorios e feito, como
alias e sempre o caso na construgao civil, pelo chamado me-
todo do ensaio-e-erro, ou seja: baseado em sua propria expe
rieéncia profissional, o engenheiro estima preliminarmente as
espessuras dos elementos e, a partir desta estimativa ini-
cial, determina os esfofgos que atuam nos diversos componen
tes da estrutura; so entao ele procede a verificacao das
tensoes e dimensionamento das ligacoes (em estruturas meta-
licas), ou ao calculo das armaduras e/ou cabos de protensao
(em estruturas de concreto), redimensionando as espessuras
dos elementos, caso necessario. Admite-se comumente que, se
a variagao do peso proprio da estrutura, em decorréncia des
te redimensionamento, for inferior a alguns porcento, nao e
necessario recalcular os esforgos internos. A Norma Brasi-
leira NB-2, de 1961, por exemplo, que regulamenta estrutu-
ras de ponte de concreto armado, fixa a variacao maxima to-
leravel do peso proprio em 5%.

A sistematica de calculo apresentada nos capitu-
los anteriores aplica-se tanto a tanques metalicos, como a
reservatOrios de concreto, desde que estes satisfacam as 1i
mitagoes mencionadas no Capituio IT e possam ser tratados

como cascas delgadas. Assim, julgou-se inconveniente intro-
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duzir aqui criterios para dimensionamento, que, forgosamen
te, teriam que ser apresentados de forma muito compacta,

Outro topico de grande importancia no projeto de
reservatdorios, especialmente tanques metalicos, & o daflam
bagem que, pela complexidade do tema, e pela diversidade
de carregamentos e dos proprios elementos que compoem a.es
trutura, mereceria uma discussao mais detalhada do que )
ambito deste trabalho permite.

Face as limitacoes expostas, pretende-se aqui a-
penas fornecer os principais elementos para as verifica-
¢oes basicas de flambagem das diversas cascas que compoem o

reservatorio.

2. CONSIDERAGOES GERAIS SOBRE A FLAMBAGEM DE CASCAS

A determinagao da carga critica de flambagem de
um pilar & feita, veja-se por exemplo Benevolo EB4] s €X=
primindo-se a equagao da linha elastica por uma funcgao tri
gonométrica que, introduzida na equagao de equilibrio, con

duz & chamada formula de Euler,

onde EJ & a rigidez a flexao, L o comprimento do pilar, e
¢ um coeficiente que depende das condigoes de .apoio nas ex
tremidades da coluna.

Procedimento semelhante fornece ainda as ten-
soes criticas de flambagem para chapas planas, ver, por e-
xemplo Timoshenko [B27 ], sujeitas a diversos tipos de car
regamento contidos no plano da chapa.

Os resultados assim obtidos correspondem a chama

da Teoria Linear, em que se admite:

a) que as deformagges sao pequenas;

b) que o material & prefeitamente elastico;

ou seja, que ha linearidade fisica (proporcionalidade en-
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tre tensoes e deformagoes, atraves da Lei de Hooke) e geo
metrica (nas relagaes entre os deslocamentos e . as deforma-
goes). Além disso, a teoria linear exige ainda que nao ha-
ja desvios de forma, isto &, que o eixo da coluna seja per
feitamente reto e a placa perfeitamente plana, sem deéfor-
magoes iniciais.

De modo geral, no caso de chapas e colunas, ob-
serva-se boa concordancia entre os resultados tedricos (teo
ria linear) e experimentais, Ja em se tratando de cascas,
ocorre o contrario, havendo grande divergencia entre estes
resultados, de tal monta que a média dos valores experimen
tais pode representar até apenas 1/8 da carga tedrica de
flambagem definida pela teoria linear (cf. Baker E'BZj;pag,
221). Rollar [BlSj' apresenta uma extensa discussao .. das
discrepancias entre os resultados tedricos e experimentais
para cascas cilindricas e esfericas, com diversos graficos,
que . situam os valores experimentais na faixa de 157 a 607
dos resultados da teoria linear.

Ambos os autores acima citados concordam em "que
a disparidade de resultados & devida, principalmente 3 al-
ta sensibilidade das estruturas em casca, com relacao a
desvios de forma (deformagoes iniciais) e pequenas varia-
goes de contorno (sendo muito dificil a reprodugao, mesmo
em laboratdorio, das condigGes idealizadas na teoria e vi
ce-versa, isto &, formular um modelo tedrico que descreva
fielmente as condigoes de apoio reais da casca) .

Sao dados a seguir os principais resultados da
teoria linear para os diversos elementos que constituem o
reservatorio e, no item 6, apresentam-se as indicagoes re-

lativas aos coeficientes de seguranca a serem adotados.
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3. CASCA CILINDRICA

A pressao interna devida a coluna 1iquida ten
de a estabilizar a estrutura, devido as tensoes de tracao
que desperta ao longo dos circulos paralelos. As verifica-
¢coes principais de flambagem correspondem portanto ao tan-

que vazio.,

Para tensao axial Gy (peso proprio do cilindro e

cargas provenientes da cobertura), Flagge - veja-se, por
exemplo, Kollar [ B1l8] - fornece o &baco da Fig. 8.1 - em
que o trecho a) e usado para cascas curtas e o trecho b)

para cascas longas.

VI-VeR

Ker#Oyer En
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w 0.08 W
. | 2
a) Cilindro curto b} Cilindro longo
FIG. 8.1 - Coeficiente K., para determinagao da tensao

axial critica (teoria linear) segundo Flugge
- in Kollar [BlS ].

Pl ~~
Entrando-se no abaco com os parametros das cas-

cas curtas e longas,
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‘2 (1-v%y  m

w =
1 -
m /Rh
[0] = 1 Eb_
2 Z” 2 R R e o e
V12 (1-v7)
respectivamente, obtém-se o coeficiente Kcr’ que det

a tensao critica de flambagem:

0.07 1
0.051

0.03-

0.7 LO 2.0 3.0 5070 100 20.0

(8.1)

(8.2)

ermina

(8.3)

alCilindro curio
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kersCecr Enz
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;
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004 0.05006 008 O 0.8 0.2 0.3 0.4 0506 08 10

b) Cilindro longo

FIG. 8.2 - Coeficiente K., para determinagao da

tensao

circunferencial critica (teoria linear) se-

gundo Flugge - in Kollar [ B18].
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Para o cilindro submetido 3 pressao externa ra-
dial constante P,, usam-se as expressoes (8.4) e (8.5), conm
o coeficiente K. . do abaco da Fig. 8.2, devido também a

Flagge e apresentado por Kollar EB18]:

cilindro curto o = K _Eh cee. (8.4)

Ber cr V@::F?R

2
Eh
cilindro longo O@cr = Kcr *“““;”; cee. (8.5)
(I-v7)R

Tendo os mesmos parametros de entrada ja defini

dos nas equagoes (8.1) e (8.2).

4. CASCA ESFERICA

A membrana externma da Fig. 8.3 submetida a pres-
sao externa uniforme, P,, comporta-se exatamente como a
parte que lhe corresponde na casca esferica fechada (com-
pleta), sujeita a pressao radial de fora para dentro, pois
admite deslocamentos radiais sem sofrer flexao. Assim, no
dmbito da Teoria Linear, a carga critica de flambagem da

cobertura esferica sera:

2
1,16 Eh
= ———— ce.. (8.6
Prer 5 a2 ( )
1=V
a) esfera sob pressdo b)calota esferica sob pressdo
radial constante ’ radial constonte
Fig. 8.3 - Carga critica de flambagem para cascas

esfericas.
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5. CASCA cON1IcA

Na casca cOonica sujeita a compressao axial, P,
(Fig. 8.4), a unica tensao nao nula ocorre segundo os meri

dianos e wvale:

- P
Oy S 2 ﬂroh sena cees (8.7)

Seide - veja-se Kollar [B18], pag. 40 - determi-
nou o valor critico de Uy’ segundo a teoria linear de flam
bagem, tomando um cilindro equivalente, cujo raio e igual

ao raio de curvatura da casca conica, T Com base em re=

5°
sultados experimentais para cascas cilindricas, que mos -
tram tanto maior divergéncia da teoria linear, quanto maior
e a relacao entre o raio e a espessura do cilindro - veja-
-se o item 6 deste capitulo -, Kollar [B18] sugere que se
tome como raio do cilindro equivalente o maior raio de cur-

vatura do cone, isto &, que se substitua, no calculo da car

ga critica de flambagem atraves do abaco da Fig. 8.1, R por

T omax R/sena.
P
P
R/sencx
¢) casca cdnica sob compressdo
axial P
FIG. 8.4 - Carga critica de flambagem para cascas

conicas.
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Calculando Gycrg substituindo~se em (8.7) o]
por este valor critico, vem:
P = 2Ty h sent O er.. (8.8)
cr ) yer

Baker [ B2], pag. 247, indica ainda, para a cas-

ca cOnica aberta, que se deve usar em (8.8) o menor raio

r .
e}

6. RESULTADOS EXPERIMENTAIS E SEGURANCA A FLAMBAGEM

Como ja mencionado no Item 2, os resultados expe
rimentais conduzem a valores efetivos da tensao (ou da car
ga) para a qual ocorre a flambagen, sz, muito inferiores
aos que se obtem com a teoria linear. A Fig. 8.5 - veja-se

Kollar [B18] , pag. 13 - ilustra essa divergencia.

Tytg
Oyer

1 ] | [
Weingarten,Morgan ¢ Seide

- ; . . Fitzgibbon
o8 Kachman

; Sechier
0.6 -4+ et Bruhn  ——

Q Lo,Crdte e Schwariz

OA"”W'\ua L violmir | o
N |
04 I- | R

O 400 800 1200 1800 2000 2400 2800 3200 3600 4000 4400 h

0.2 +

FIG. 8.5 - Relacao entre a tensao axial efetiva de flam
bagem, Ofy (resultados experimentais), e a
tensao critica determinada pela teoria 1i-
near, chr’ segundo Kollar [518].
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Girkmann EBlZ] observa que discrepancias dessa
ordem nao podem ser atribuidas exclusivamente a desvios de
forma e pequenas modificacGes nas condigoes de contorno,
situando o problema no ambito das grandes deformacoes (is=-
to &, deformagGes finitas) e fornece, para a casca esféeri-
ca sob pressao radial externa, o resultado de Karman e

Tsien, obtido pela Teoria nZo linear,

2
, B Eh
szz"'09365 2 ) (8.9)

a

que se aproxima dos valores experimentais e corresponde a
apenas cerca de 307 da carga definida pela teoria linear -
compare-se as expressoes (8.9) e (8.6). Kollar EBlS] cita
0s resultados de pesquisadores sovieticos, que determina-
ram valores ainda menores para o coeficiente numerico na
formula (8.9), tendo, por exemplo, Dostanowa e Raiser che
gado AP,y = 0,108 Poop’

A discussao acima mostra claramente a necessida-
de de se estabelecer um coeficiente de minoragao para 0s
resultados apresentados nos Itens 3 a 5 com base na teoria

linear. Baker [BZ] sugere, para cascas esfericas com

Ay> 2 sob pressao radial externa:

P
pzf’Q’=O’14 + 3922 s e o o (8-10)
zer A
em quekl e o parametro geometrico da casca,
2, 2
)\ = 12(1-\) )a 2 sen .q e 8 0 0 (8011)
1 h2 2

Encontra-se em Kollar [318], um enfoque mais ge-

neralizado, em que ele fornece curvas de pfﬁ/pC em fungao

r
da relagao entre a deformacao inicial w, e a espessura h
da casca, tanto para o cilindro como para a esfera - ver

Fig. 8.6.
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Peg 7 Per
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L
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N CASCA ESFERICA E
CASCA CILINDBICA SOB
P~ COMPRESSAO AXIAL
°T Wo/ h
0 05 10
FIG. 8.6 - Relagao entre a tensao efetiva de flambagem

(teoria nao~-linear) e a tensao calculada pe-
la teoria linear segundo Kollar [B18 .

A partir dessas relagoes e de graficos como o da

Fig. 8.3, Kollar EBlS] sugere as expressoes aproximadas

Peo
P W
cr [¢]

1+6 +

ceee (8.12)

Peg 1
P R
cY 1L +1,7 T000%

validas para a esfera de raio a =R com pressio radial ex-

terna e para o cilindro sob compressao axial. Igualando es

tas duas expressoes, ele obtém entao

Yo T 3550 ces. (8.13)

como um valor confiavel, em comparagao com medidas levadas
a cabo em cilindros com relagao raio/espessura R/h = 1000.
Com base nessas consideracoes e na analise esta-

tica de resultados experimentais, Kollar [818] sugere ain
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da o fator de seguranca vfg = 3,50 para a determinagao da
carga critica de flambagem de cascas cilindricas e esferi-
cas, de metal ou de concreto, a partir dos resultados da

teoria linear:

cY cr

P = = seo. (8.14)
£ sz 3,5

devendo-se, para efeitos de flambagem, comparar a carga

atuante, P, com o0 valor de Peyg correspondente a teoria nao

linear, dado pela equagao (8.14).



CAPITULO IX

AUTOMATIZAQAO PARA COMPUTADOR

1. CONSIDERACOES GERAIS

A utilizacao do computador tornma-se necegsaria

pois devido 3 grande complexidade das equagoes manipuladas,

as solugoes obtidas manualmente seriam quase que imprati-

caveis,

O computador utilizado foi o IBM-370 e a progra

magao, cuja listagem e resultados sao apresentados no Apen

dice 3, foi executada em linguagem FORTRAN.,

0 programa elaborado tem uma flexibilidade muito

grande para a obtengao dos esforgos em reservatorios cilin

dricos circulares, pois atraves dele pode-se calcular:

1.

2.

‘reservatorios com cobertura esfdrica, conica ou mes

mo reservatdOrios sem cobertura;

reservatdrios com paredes de espessura variavel mas
constantes ao longo de cada elemento de casca cilin-
drica circular, dando portanto uma boa aproximacgao
para a parede com espessura variavel ao longo da al-

tura do reservatorio (Fig. 9.1).

reservatorios assentes em base rigida (aproximagao
de Girkmann) ou em base eldstica (diretamente apoia-

dos no solo).
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Trata-se tambem neste capitulo de varios proble-
mas para computador, tais como: determinacao dos esforgos
p, € P, num elemento da parede (ver Capitulo II, item 3) e
determinagao da largura da coroa da placa de fundo utiliza
da na aproximagao de Girkmann (ver Capitulo IV, item 2), ja

que ambos os casos dizem respeito a estrutura integrada.

e

]

{

{

!

|
N
%
—

! |
| !
I I
| |
! |
1 — i
1
|
.
h | H }
= i
I . . g_
]
| %
! {
| !
| |
! !
! !
i |
FIG. 9.1 - Reservatodorio com espessura de parede varia-

vel. Subdivisao em elementos de espessura
constante.

Sabendo-se a priori, o numero de elementos (n+l)
e o numero de nds (n), que compoem o reservatdorio a ser a-

nalisado (Fig. 9.2.a e b), tem=-se:

1. 0 sistema global adotado tem origem no fundo do re-

servatorio,

2. A numeracao dos nodos varia de 1 (na juncgao parede x fun

do) ate n.

3. A numeragao das coordenadas globais varia de 1 (na

juncao parede x fundo) ate 2n.
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4. A numeragao dos diversos elementos que compoem o re-
servatorio varia de 1 (fundo) ate n+l, e sao os nume

ros fornecidos dentro dos circulos.

5. A numeragao das coordenadas locais vai sempre de 1 a
4 para elementos com duas bordas (parede) e de 1 a 2

para elementos com apenas uma borda (fundo e cobertu

ra).

Deve ser observado ainda que adotou-se na figura
9.2.a e 9.2.b os sentidos positivos (tanto para os esfor-
¢os como para os deslocamentos) mails convenientes para o
processamento automatico do problema; por isto, como men-
cionado no Capitulo V, as matrizes de rigidez sao dadas

nestes sistemas de coordenadas.

>

2n 2n
2n-1 < n ' n >an~1

2(n-1) 2(n-1)
~k{§: 5 N~ 1 . n—]+£>ﬂ,
2(n=-1)-1 Coordenadas Globais
2(n-1) -1

FIG. 9.2.a - Estrutura integrada e suas coordenadas -

sentidos positivos para esforcos e deslo-
camentos
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Coordenad?s Locais

2
1‘$<;,m

\\ AN S SS SSSZNISS/STS IS TS SSTS J}
base eldstica

FIG. 9.2.b - Elementos que compoem o reservatdrio e
suas coordenadas =~ gentidos positivos para
esforgos e deslocamentos.

1.1 - PRESSAO HIDROSTATICA NUM ELEMENTO QUALQUER DA PAREDE
DO RESERVATORIO

Juntando-se os carregamentos de pressao uniforme
com o da variagao linear da pressao num elemento generico

da parede (Fig. 9.3) e chamando
P = A. p ceess (9.1)

tem-se, segundo Baker [BZ ], a pressao atuante num ponto

intermediario qualquer do elemento dada por

P, =P, (1 + Ap-—é) - cee. (9.2)
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W.g Fw“ &yi FMW*

7‘Dpv DV

FIG. 9.3 - Composigao da pressao interna num elemento
qualquer da parede do reservatorio.

Tratando-se agora dos carregamentos em relacao a
parede do reservatorio, tem—-se por exemplo para uma parede
constituida por trés elementos (Fig. 9.4), juntamente com

a equagao (9.1):

T o2
\ R
| .
H —t. \” 7
; s C)
[39) p Vi
FIG. 9.4 — Parede do reservatdorio constituida de tres

elementos.

- Para o elemento 2

Py1 ~ Yliq. LZ € pol = Yliq (H —LZ)
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ficando

- Para o elemento 3

Py2 = Miq L3 e Poz = Mig [B - (1, +19)]
ficando
. H= (L, +1,)
- L
P 3

entao para um reservatorio de altura H composto por n e=-

lementos, tem-se para um elemento qualquer de sua parede:

it

Py Y1iq Lelemento ceee (923)

. H ~ (L L dos elementos abaixo + L do - -elemento)

by
Ap L do elemento

e a pressao em um ponto qualquer intermediario & calculada
a fo . i - = v, /L t
pela formula (9.2) variando-se & yl/L(elemento) dentro

do proprio elemento em questao.

1.2 - LARGURA DA COROA DO FUNDO EM BASE RIGIDA

Com a aproximagao de Girkmann, a resolucgao do
problema do no 1 conduziria a um sistema nao linear de e-
quagoes; ja que b é determinado a partir de uma das incdg-
nitas do problema conforme pode ser visto pela equaggo
(4.7)., Para contornar esta fato, resolveu-se numericamente
o sistema de equagoes com o auxilio do elemento C) da pa-
rede, ja que este tambem concorre no no 1.

Sabe-se que para o nd 1 do reservatdorio tem-se
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11 12 .......:..

21 22 ..g‘....:...
R3] = S el (9.4)

sendo qualquer um dos elementos da matriz de rigidez acima
mostrados resultante da contribuicao do fundo e parede si-
multaneamente, como por exemplo o elemento que nos interes -

sa pois e.ele que contém b (ver Capitulo V, item 2.3).

22 22 22 reee (925)

Da mesma forma que tem-se tambem o vetor dos es-

forcos de engastamento perfeito - ver equacao (7.4):
r 3
y
{r} =] F2 | cee. (9.6)
~ J
com
- 5f P
F, = F, + F, ceee (9.7)

No caso tem-se, para a segunda componente do ve-
tor {F} uma parcela correspondente ao momento de engasta-
mento perfeito da placa, igual a qb2/12 - ver Capitulo V,
equagao (5.18); e uma outra parcela correspondente ao mo-
mento de engastamento perfeito do elemento(:Dda parede do
reservatorio, dada no vetor {EP}z, ver equagao (5.16). Faz-
-se entao, conforme sugerido por Martinelli et. al. [BZl],
em primeira aproximacao, Ml‘= segunda componente do vetor

{EP}Z, definindo-se o valor inicial de:
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b = 5 eee. (9.8)

Adotado o valor inicial de b, calcula-se entao a
matriz de rigide=z [R]1 e o vetor dos esforgos de engasta
mento perfeito {EP}l da placa de fundo.

Utilizando-se as relagoes (7.3) e (7.4) monta-se
a matriz de rigidesz [RJ] e o vetor dos esforgos {F} refe-
ridos neste capitulo pelas equacoes (9.4) e (9.6) respec-
tivamente.

Resolvido o sistema de equagoes, calcula-se o ve
tor dos deslocamentos das extremidades do elemento<:)da pa
rede, {6}29 com a equagao (7.1).

Feito isto, determina-se o vetor dos esforgos in
ternos nas extremidades do élemento(i)da parede {P}Z com a
relagao (7.2) e finalmente o vetor dos esforgos finais nas
extremidades do mesmo elemento, {ESF}Z, com a equacao (7.6).
A segunda componente deste vetor fornece um valor de momen
to que para haver compatibilidade, deve ser o mesmo momen-
to da placa de fundo (calculado no vetor {ESF}l), quando o
valor de b estiver correto.

Assim sendo, utiliza-se a equagao (4.7) com 0 mo
mento MA igual a segunda componente do vetor {ESF}Z. Com
isto tem-se um novo valor de D.

Como pode ser visto pelas relagoes (9.5) e (9.7),
as Unicas parcelas que serao alteradas em [RJ] e {Flcom o
novo valor de b, serao rgz e Fg pois sao as unicas que o0
contém. Assim sendo, recalcula-se estes valores, desta fei
ta com a nova aproximagao de b.

Resolve-se novamente o sistema de equagoes, o0b-
tendo-se um novo vetor {6}2.

Como para achar-se o valor correto de b, §0 inte
ressara a mudanga que ocorrera na coordenada 2 do elemento
C:)da parede, passa-se a trabalhar somente com a segunda 1i
nha da matriz [R]z, repetindo-se o processo a cada passo,

ate chegar-se ao valor correto de b (aquele para o qual a
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segunda coordenada do vetor {ESF}Z e igual a segunda coor-

denada do vetor {ESF}l)-

2. MECANISMO DO PROGRAMA

Consiste em montar a matriz de rigidez e o vetor
dos esforgos do reservatdrio para calcular os deslocamen-
tos dos nds. Em seguida transformam-se os deslocamentos dos
nos em deslocamentos dos elementos para obter-se o0s esfor-
¢os internos, que somados aos esforgos de engastamento per
feito resultam nos esforgos finais nas extremidades dos di
versos elementos. De posse destes esforcos, calculam-se os

esforgos ao longo dos elementos da estrutura.

3. FLUXOGRAMA

Com a finalidade de dar maior clareza no acompa-
nhamento do programa elaborado em linguagem FORTRAN, cuja
listagem e apresentada no Anexo 3, apresenta-se a seguir o
diagrama de blocos, bem como as variaveis principais e sub

rotinas do programa principal.

3.1 - LISTA DAS VARIAVEIS PRINCIPAIS

No programa principal utilizam~se as seguintes
variaveis:
J - numero de elementos da estrutura integrada.
NNOS - numero de nds da estrutura integrada,
NPROC - processo utilizado no calculo da casca cilin-

drica circular, zero significa processo apro-
ximado no calculo dos elementos que compoem a

parede e NPROC =1 a casca e curta.



ITFUN

ITCOB.

cp
GAMAL
GAMAM
ALFA
SC
[rJ]
{pE}

H(J)

COMP (J)

CE
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tipo de base em que esta assente o reservato-

rio, igual a 1 a base e rigida e para ITFUN=

= 2 significa base elastica.

tipo de cobertura utilizada no reservatorio ;

valor 1 significa cobertura esferica e

ITCOB = 2 & conica.

raio do reservatorio

modulo de elasticidade do material
coeficiente de Poisson

peso especifico do liquido armazenado
peso especifico do material

angulo de inclinagao da cobertura
sobrecarga

matriz de rigidez do reservatorio-

vetor das cargas nodais equivalentes (antes
da resolucao do sistema de equagoes) ou vetor
dos deslocamentos dos nos (apos a resolugao)
espessura dos diversos elementos componentes

do reservatorio

comprimento dos diversos elementos da estrutu
ra integrada

constante elastica do solo

3.2 - SUBROTINAS UTILIZADAS PELO PROGRAMA PRINCIPAL

subrotinas:

MRP

MRC

No programa principal utilizam-se as seguintes

- calcula a matriz de rigidez do elemento que

compoe a parede do reservatorio (tantas quan-

tas forem o numero de elementos)

calcula a matriz de rigidez da cobertura esfé

rica



MRC1

MRF

MRF1

VEPOP

VEPOC

VPOCL

VEPOF

VPOF1

GAUSS

ESFFP

ESFFC

EFFC1

ESFFF

ESFF1
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calcula a matriz de rigidez da cobéertura cOnica:

calcula a matriz de rigidez do fundo assente

em base rigida

calcula a matriz de rigidez do fundo assente

em base elastica

calcula o vetor dos esforgos de engastamento
perfeito do elemento que compoe a parede (tan

tos quanto forem o nimero de elementos)

calcula o vetor dos esforgos de engastamento

perfeito da cobertura esféerica

calcula o vetaer dos esforgos de engastamento

perfeito da cobertura conica

calcula o vetor dos esforgos de engastamento

perfeito do fundo assente em base rigida

calcula o vetor dos esforgos de engastamento

perfeito do fundo assente em base elastica

fornece a resolucao do sistema de equagao pa-

ra obter os deslocamentos nodais

fornece os esforgos finais ao longo do(s) ele

mento(s) da parede

fornece os esforgos finais ao longo da cober-

tura esferica

fornece os esforgos finais ao longo da cober-

tura conica

fornece os esforcos finais ao longo do fundo

assente em base rigida

fornece os esforgos finais ao longo do fundo

assente em base elastica
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- FLUXOGRAMA DO PROGRAMA PRINCIPAL

/LE!TURA DE DADOS

= TTYP=T J ,NNOS,NPROC ,ITFUN
ITCOB
LEITURA DE DADOS
R, E ,CP,GAMAL GAMAM,
ALFA, SC
LEITURA DE DADOS ZERAR O | |ZERAR A | B
H(J), COMP (J) VETOR DE MATRIZ RJ DADOS

I MPRIME
DADOS

SUBROTINA MRP :
CALCULO DA MATRIZ DE
RIGIDEZ DOS ELEMENTOS

SUBROTINA VEPOP |

QUE COMPOEM A PAREDE
[RP)

CALCULO DO VETOR DOS
MATRIZ RJ = MATRIZ RJ 4 ESFORGOS DE ENGASTA-
MATRIZ RP MENTO PERFEITO DOS E

LEMENTOS QUE COMPCEM
A PAREDE (D)

\

VETOR DE = VETOR DE +
VETOR D




MATRIZ RJ=s MATRIZ RJ+
MATRIZ RP
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SUEROT!N{E\ MRC OU
MRC1 [ CALCULO DA

SUBROTINA VEPOC QU
VPOC!T  CALCULO DO VE*

MATRIZ DE RIGI -

DEZ DA COBERTURA
{RP)

TOR DOS ESFORCOS DE
ENGASTAMENTO PERFE]
TO DA COBERTURA (D)

VETOR DE =VETORDE+VETOR Dy

= VETOR DE s VETOR DE +VETOR D

sim

SUBROTINA MRF OU
MRF 1. CALCULO DA

SUBROTINA VEPOF  OU
VEPOF 1. CALCULO DO

SUBROUTINA GAUSS:
RESOLUGAO DO SISTEMA
DE EQUAGOES  PARA

VETOR DOS ESFORCOS

=IMATRIZ DE RIGIDEZ
DO FUNDO (RP]

)

DE ENGASTAMENTOPER
FEITO (D)

CALCULO DOS ESFORGOS
NAS EXTREMIDADES DOS

OBTER 0S DESLOCAMEN
TOS

CALCULO DOS ESFOR-
COS NA EXTREMIDA-

DOS ELEMENTOS DA PA-

MATRIZ RJ=MATRIZ RJ +
MATRIZ RP

SUBROTINA ESFFP:
CALCULO DOS ESFORGOS

[

REDE

SUBROTINA ESFFF OU
ESFF1. CALCULO DOS

DE DO FUNDO

\
SUBROTINA ESFFCOU

DA COBERTURA

AO LONGO DOS ELE -
MENTOS DA PAREDE

\

CALCULO DOS ESFOR -
CO0S NA EXTREMIDA -

ESFORCOS AO LONGO
DO FUNDO

EFFC1  CALCULO DOS
ESFORGOS AO LONGO @

DE DA COBERTURA
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4, MANUAL DO USUARIO

No primeiro cartao de dados (Fig. 9.5) sao forne
cidos os valores de J, NNOS, NPROC, ITFUN e ITCOB, wutili-
zando-se o formato I2 para cada um destes valores. Reser-
va-se portanto para isto os dez primeiros espagos do car-
tao de dados.

No segundo cartao de dados (Fig. 9.6), sao lidos
R, E, CP, GAMAL, GAMAM, ALFA e SC, cada um deles no forma-
to E10.4; ocupando-se portanto setenta espagos.

A seguir sao fornecidos (Fig. 9.7), a espessura
e o comprimento de cada elemento que compoe o reservatorio
(um cartao por elemento) no formato E12.6, consumindo-se
com isto vinte e quatro espagos por cartao., Deve ser obser
vado também que tem-se tantos cartoes de dados quantos fo-
rem os elementos que compoem o reservatorio.

Estando a estrutura assente em base elastica de-
de ser acrescentado ainda, no formato EL0.4, um cartao de
dados (Fig. 9.8) que formeca a constante elastica do solo =
chamada de CE no programa e K_ no Capitulo 1V,

Qutra observagao a ser feita & que o programa po
de calcular mais de um reservatorio, bastando para isto
que se introduza os dados do segundo reservatorio, por e-
xemplo, imediatamente atras dos cartoes de dados do primei
ro e obedecendo a sequéncia explanada anteriormente. O ter
mino do fornecimento de todos os dados & caracterizado sem
pre por um cartao em branco.

Com tudo o que foi dito anteriormente tem-se pa-

ra a primeira estrutura:

J NNOS NPROC ITFUN I TCOB | -——Varidveis

(r2) { (1 2) (T 2) (r2) {r2) —~—Formato

FIG. 9.5 - Primeiro cartao de dados.
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R E CP GAMAL GAMAM ALFA SC —=\yaridveis
(E10.4) | (E10.4) |(EI0.4) [{EI0O.4) | {EI10.4) | {E10. 4) [ {El0.4)| =Formato
FIG. 9.6 - Segundo cartao de dados
H COMP = \faridveis
(El12.6) {Et12.6 ) e FOF MAto
. ~ Q ~
FIG. 9.7 - Terceliro cartao ao (J+2) cartao
C E ~— Varidve|

{E10.4)

vt FOP AT O

o] ~
FIG. 9.8 = (J+3)  cartao (opcional)

Para mais de uma estrutura repete-se a sequencia

de cartoes acima, nao esquecendo do cartao em branco

acompanha o fim dos dados

°

que



CAPITULO X

ANALISE DOS RESULTADOS

1. CONSIDERACOES GERAIS

Para verificagao dos resultados obtidos atraves

do programa em linguagem FORTRAN apresentado no Anexo 3,
foram resolvidos diversos problemas e feitas comparagoes
com exemplos encontrados ma literatura. Assim, nos exem-

plos numeros 1, 2, 7 e 9. estuda-se o reservatorio apoiado
sobre base elastica; no exemplo numero 5, a parede cilin-
drica e éomposta de tres elementos, considerados como cas-
ca curta; no exemplo nimero 8 sio usadas as equacgoes de
casca longa, zerando-se poréem os elementos da matriz de ri
gidez que correspondem a influencia dos efeitos de uma bor
da sobre a outra borda do elemento.

Nos exemplos numeros 1 e 2, consideram=-se os es-
forgos da primeira junta do reservatorio atuando ao nivel
da face superior da placa de fundo e nao no eixo da placa
(como nos demais exemplos), alternado-se a matriz de rigi-

dez do fundo,.conforme equagao (5.9).



2, EXEMPLOS ANALIGSADOS

EXEMPLO N9 1 - Reservatorio sobre
base elastica com compati

- bilizagao feita na face
g superior da placa de fun-
o do.
O i
1
N B
R = 1200 cm v = 1/6
H = 500 cm v,. = 0,1 xlO“2 kgf/cm3
lig ’
= - ~2 3
%D 10 cm Yoat 0,25 %10 kgf/cm
WZ>= 16 cm L(:) = 1208 cm
3
K = 2 =
s 1 kgf/cm I,() 500 cm
E = 2,1 x10° kgf/cnm’

O0s diagramas dos esforgos finails sao apresenta-

dos na Fig. 10.1.a, b e c.

EXEMPLO N9 2 - Igual ao exemplo n?® 1, sendo KS =20 kgf/cm3

O0s diagramas dos esforgos finais também sao apre

sentados na Fig. 10.1.a, b e c.

4?;ﬁ%f=#::=:¢§;<  EXEMPLO NO 3 - Reservatorio as-

= | te em base rigida, com-
patibilizagao feita mno
eixo dos elementos.

. R= 800

H=1200

h=0.7




600 cm
1200 cm
0,7 cm
0,8 cm

2,1 x10°

Os diagramas dos esforgos finais sao

kgf/cm2

<132~

dos na Fig. 10.2.a, b e c.
| R = 1000
h=20
@
(=]
[SY
o
R = 1000 cm
H = 1000 cm
h(jf 20 cm
20 cm

hCD=
E =

na Fig.

10.3.a,

2,0 xlO5 kgf/cm3

b e c.

v = 1/3
-2 3
. =0

Yllq , 14 x 10 kgf/cm

- =2, e, 3
Yoat = 0,785 x 10 “"kgf/ecm
L<:> = 600 cm

= 1200 cm

NO

apresenta-

EXEMPLO N9 4 - Reservato
rio assente em base
rigida, compatibiliza
cao feita no eixo dos
elementos.

o]
8
;'2
v = 1/5

_ ) 3
Yliq— 0,1 x10 kgf/cm

_ -2 3
Ymat 0,25 %10 kgf/cm

L() = 1000 c¢m

L(} = 1000 cm

Os diagramas dos esforgos finais sao mostrados
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EXEMPLO N@ 5 - Igual ao exem-
plo n9 3, considerando-se
a parede composta de tres
elementos.

H= 1200
{080

.
Al
O

50,100

1l

100 cm

h() = h() = h@D = 0,8 cm L<>
L<> = 50 cm LGD

Os diagramas dos esforcos finais sao apresen-

1050 em

il

tados na Fig. 10.2.a, b e c.

EXEMPLO NQ 6 - Igual ao Exemplo nQ 1, estando o reservato-
rio apoiado em base rigida e sendo a compa-

tibilizacao no eixo dos elementos.

Os diagramas dos esforcgos finais sao mostrados na

Fig. 10.1l.a, b e c.

EXEMPLO NQ 7 - Igual ao exemplo n? 1, com compatibilizacao
feita no eixo dos elementos resolvido para
K= 12 Kef/cm®; K= 20 kgf/em®; K = 30
kgf/cm3 e K = 50 kgf/cm3

0s valores dos esforgos sao apresentados na Tabe
la 10.1.

EXEMPLO N9 8 -~ Igual ao exemplo n? 6, considerando-se a
casca cilindrica da parede como longa, ten
do-se porem zerado os elementos da matriz
de rigidez que correspondem a influencia de

uma borda sobre outra borda do elemento.
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0s diagramas dos esforgos finais sao mostrados na
Fig. 10.1.a, b e c.

EXEMPLO N9 9 - ILgual ao exemplo n?® 3, estando o reservato-
rio assente em base elastica com K o = 12
kgf/cm3

O0s diagramas dos esforgos finais sao mostrados

na Fig. 10.2.a, b e c.

| y(1073)cm ;

exemplo i %y

le 2
y% exemplo

6 e 8

10 -
S
8
7
6 ] ANS
~
5 - .
base rigida
41 compat ibilizagdo 7
no eixo
3
2 - / . .
base elastica
i — compatibilizagdo na face
com kgl2 ou 20kgf/cm 2
Y T H Y T T T Y 5% SRRRMENENS SR ;T T Sasl
i , 3 4 5 & 7 8 ° 1o n iz i3 4 15 NGX|OXZ(k9ﬁm”“

FIG. 10.1.a - Diagrama de Ng (kgf/cm)
Convengao:
- Refere-se aos exemplos 1 e 2

et v — — Re fere—-se a0s exemplos 6 e 8

' —Hampe (B16), vol 2 pag. 237
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pase eldstica,
compatibiliza¢do na

e
-7 foce com kgx12 ou 20kgf/cm?

base riglida

compatibilizagdo

eixo
Z
73

S

no

2
10 My
C—— ) {cmkgf/em)
Qi R o
D
T T ¥ T T T T T H T 1 T H H ] T o scamay
- -7 -6 -5 -4 "3 "2 “1 O ! 2 3 4 5 6 1 8 2

FIG. 10.1.b - Diagrama de My (cm kgf/cm)
Convengao:
- Refere-se aos exemplos 1 e 2

— +— —— - Refere-se aos exemplos 6 e 8
— — —— - Hampe (B16), vol 2 pag. 237
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3

o base eldstica

compatibilizagdo ng
2
face com Kkg=l2 ou 20 Rgf/cm

7 base rigida
//compo?ibillzoc;éo

6.
no eixo

2Qy (kgf/em)

FIG. 10.1.c - Diagrama de Qy (Kgf/cm)

Convengao:

- Refere-se aos exemplos 1 e 2

e ve. — Refere-se aos exemplos 6 e 8
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base eldstica com
K= 12kgf/cm®

base rigida

10%Ng
{kgf/cm)

FIG. 10.2.a - Diagrama de‘Ne (kgf/cm)
Convengao:
- Refere-se aos exemplos 3 e 5
— - —— - Refere-se ao exemplo 9

— — —— — Affonso (Bl) pag. 83
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+2
o5%i0 ¥

2l leml

234
224
21 4

20

base eldstica com
base rigida 3 4 Kg= 12 kgf /cm3

10 My
(cmkgf/cm)

N . 4.
T T ¥ 1 L) T T T T ¥ T T -

FIG. 10.2.b - Diagrama de My (cm kgf/cm)
Convencao:
-~ — Refere-se aos exemplos 3 e 5

~—-——— - Refere-se ao exemplo 9



base rigida

2
O,le(; y
{em ]

L/

7.
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base eldstica com

Kg= 12 kgf/cm®

FIG. 10.2.¢c - Diagrama de Qy (kgf/cm)

Convengao

-~ Refere-se ao exemplo 9
Affonso (Bl) pag. 84

2 Qy
{kgf/cm)

[

- Refere~se aos exemplos 3 e 5



&
0,5 %10° y
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0,5 x10x% Ng
{ kgf/cm)

Diagrama de Ny (kgf/cm)
Convenggo:
- Refere-se ao exemplo &

— oo = Martinelli et all (B21)
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2
05x10 y

+3
. 0,5x10 My
{cmkgf/cm)

1 T T ¥ 1 T T T T B T

-3 -2 -1 [¢] i 2 3 4 B 6 7 8

FIG. 10.3.b - Diagrama de My (cm kgf/cm)
Convengao:
- - Refere-se ao exemplo 4

- ——-—-— - Martinelli et all (B21) pag. 2.45
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-4 -3 -2 bl 0 | 2 3 4 5 [ 7 8 9 10

FIG. 10.3.c -~ Diagrama de Qy (kgf/cm)

Convengao:
- Refere-se ao exemplo 4

- Martinelli et all (B21) pag. 2.45
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ESFORCOS ESFORCOS
Ks y Ky y
Ng My Qy Ng My Qy
( kgf/cri) (cm) kgfem )l cmkgfemf( kgtem) Hikgt/ermt)| (cm) |(kgf/cm )| (cmkgfem)( kgf/cm)
12,00 40, 90419, 00 {-29,00 {12,00 389,70 |- 533,90 |+4,45
20,00 41,40]465,00|-29,40 120,00 387.80 | ~533,80 |+4,40
,00 .
30,00 ° 41,85|503,00|-29,80 | 30,00 1712701 586,10 |- 533,70 |+4. 30
50,00 42,45|554,00|-31,00 | 50, 00 384,00|-533,60 | +4, 20
12,00 57,70 280,00 |-26,70 | 12,00 387,30 [-465,80 | +4,50
20,00 57,80 |322,201-2700¢ 20,00 385,60 |-466,80 | +4,45
30,00(°:95 |57 g5 358,70 |~27.40 | 30.00 | 858 | 384.20|-467,70 | +4.,39
50, 00 57,901407,00|°27.90 | 50,00 382,30 |-468,80 | +4,32
12,00 92,10 | 31,90 |~22,30 ¢ 12,00 210,901 - 2,30 140,98
20,00 91,35| 71,10 |-22,70] 20,00 210,90| -4,00 | +1,00
15,15 348,45

30,00 90,701104,20|-23,001 30,00 210,90 - 5,40 | +1,00
50, 00 89,90 148,10 |-23,50 ] 50,00 211,00| -7,30]| +1,00
12,00 109.40(-75,50 {~20,30 | 12,00 203,8 2,45 |+0,90
20,00 | 020 |108:30[-38,30 |-20,70 | 20,00 353,50 2038 | 0,83 [+0,90
30,00 107,40| - 7,00 |-21,00} 30,00 203,8 |-0,54 |+0,92
50,00 106,20 -34,70 |-21,40 | 50,00 203,8 |-2,36 |+0,94
12,00 322,40|-743,20| -0,60 | 12,00 99,00 | 32,10 |+0,03
20,00} o | 319,50]-731,00| 0,80 20,00 99,20 | 31,55 | +0,04
30,00 77771 315,20(-722,60| 5 95 | 30,00| *2°%5| 9930 | 31.10 |+0.05
50, 00 313,70|-707,10} - |,30 | 50,00 94.40| 30,50 |r0,06
12,00 331,60(-744,40|+0,11 { 12,00 92,30 32,20 | 0,00
20,00 328,70|-733,40| -0, 12 | 20,00 92,40| 31,70 |+0,0!
30. 00 0100 434,30 ’

' 326,201-72440|-0,32 | 30,00 ¥l 92,50| 31,30 |+0,02
50, 00 323,00-712,00|-0,60 | 50,00 92,70| 30,70 |[+0,03
12,00 336,20|-737,00 | +0,80 | 12,00 85,55| 32,00 |-0,03
20,000 s5|335.10(-728,40|+0,95 | 20,00 259 35 85,70| 31,70 |-0,02
30,00 " 71334,80|-724,10]+0,33 | 30,00 ' 85,80 31,30 {-0,07
50,00 331,60[|-713,00|+0,08 | 50,00 85,90| 30,80 0,00
12,00 34790(-737,10|+1,30 | 12,00 0,60 | 23,25 (-0,20
20, 00 345,10(-728,30 | +1,09 | 20, 00 0,70 | 23,20 |-0,20
30,00|''""%%|343,20|-723,80[+0,6 0 | 30, 00| 505:%0| 0,80 | 23,20 |-0,20
50,00 341,60|-71040[+0,55 | 50.00 0,851 23,201-0,20
TABELA 10.1 - Esforgos finais - Exemplo 7.

y
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3. COMPARAQEO COM EXEMPLOS DISPONIVELS NA LITERATURA

Os resultados obtidos mostram excelente concor-
dancia com os exemplos disponiveis na literatura, tanto pa
ra reservatorios assentes em base rigida (exemplos nameros

3 e 4), como para tanques sobre base elastica (exemplos na

meros 1 e 2), como se ve na Tabela 10.2.
Solucdo deste trabalho solucgdo original
H -
EXEMPLO M a M REFERENCIA
( emkgflm)|(kef/cm) | (em kgf/om) {kgf/em)

1 290,0 26,8 296, 2 26.9 |(Bl&)vol 2 , pag. 235

2 334,3 27,2 504, 0 * {Bl1&)vol.2,pdg 237

3 153, 8 23,1 147, 0 21,0 {B1) pag. 79

4 3576,8 | 83, 6 |3520,0 82 .8 |(B21)pdg. 2 .59

TABELA 10.2 - Esforcos na junta entre a parede e o fun-
do do reservatorio.

OBS.: * O autor nao fornece o valor deste esforgo.
A discordancia observada no exemplo nimero 2 80
pode ser atribuida a um erro de Hampe pois, resolvendo-se
o problema diretamente pelo metodo das forgas, segundo sua

propria notagao, de acordo com as indicagoes por ele forne

cidas, [316 ], vol. 2, pags. 231/237, tem-se:

CE = 20 kgf/cm3
B = 0,1799 x 10° kgf/cm

LT R 8

- B _ .]0,1799 x10° _

Xo= \/’c'f \[ 5 30,7964 cm
r = 1208 cm

r 1208  _ ~
0 = % = 35,7985 ~ 200225 = 39
%- = 30,7964 = 1,71186 %1070

0,1799 x 10
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1=v _ 5
T T ERI 0,02136

Das Tabelas III, vol. 4, pags, 270 e 276,

G (@) = -0,27942 x 10"
Gy(a;) = -0,53852 x 10" "
¢l(a,) = -0,57481 x 10"t
Gy(oy) = ~0,17626 x 10" "

tendo-se, entao,

t 21
C,G) = 3,09546 x 10
- 6.6 =-0,49250 x1021
172 ) %
_ U . 21
A = 6,G] - GGy = 2,60296 x 10
"2 2
®1)% = 3,30406 x 102!
(e ? = 0,310675x10°"
B = (6])2+(c))? = 3,61474 x 1021
N = A - %;3 B = (2,60296 -0,02136 x3,61474) x 102+
"
N = 2,52575 x 10°%
2 v, 2
(67 + (G,) _ 21
o XIEM)= % 1 _ 20 1 71186 x 1070 x 2261474 x1021
P 2,52575 x 10
' (M) -6
Wy = Xp ) = 2,45 x10
xéQ)— ALONNICD % 5« = 1,2225 x107°
MG SSTIS NS S e
P Eh i X
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( 1208 -5
wPQ): : X %~+ 5 x 1,2225 x 1077
2, x10” x10
(Q) 4 - -
wPQ — 4.79365 x 10 Y4 6,1125 x 1070 = 5,405 x 10
(Q ~4 - -
O 5 405 x 1074 + 0,81 x 1072 = 8,6405 x 10 °
Q) - - -
Q1 9205 % 1075 - 0,765 x 10 4= -6,4275 x 10"
M - -
M s w107 ¢ 1,447 x 107° = 3,897 x 1070
Para a determinacao de M e H, tem-se entao o sis
tema:

8,6405 x 100 Q - 6,4275 x 10°° M

il

0,214

5 -6

-6,4275 x 10 7 Q + 3,897 x 10 M 2

-0,0428 x 10

it

cuja resolugao formnece

M

i

340,43 cm kgf/cm

it

Q 27,30 kgf/cm

valores estes que confirmam a solugcao obtida neste traba-
lho, com erro inferior a 2%. Tem=-se ainda na primeira jun-
ta do reservatorio Ne = 55kgf/cm enquanto Hampe (Bl6)vol 2
pag. 238 apresenta 53kgf/cm. Os valores maximos de Ny sao
respectivamente 387kgf/cm (a 1,65 da junta) e ~ 375kgf/cm

(a cerca tambem de 1,65 da junta).

Todos estes exemplos foram calculados consideran
do-se um unico elemento na parede do reservatorio, com a
matriz de rigidez dada por (5.4), isto &, considerando-se
a casca longa. O parametro BH de amortecimento dos efeitos
de flexao vale 4,72 nos exemplos numeros 1 e 2; aproximada
mente 70 no terceiro e 9,2 no quarto. Ve-se que, com efei-

to, BH > 4 em todos o0s casos.
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4, COERENCIA DOS RESULTADOS

No exemplo numero 5 foi calculado o mesmo reser-
vatorio do terceiro problema, considerando-se a parede com
posta de tres elementos, com alturas de 50cm, Im e 10,50m
respectivamente, utilizando-se, para cada elemento, a ma-
triz de rigidez (5.3), obtendo-se na junta com a placa de
fundo os mesmos valores que constam da Tabela 10.2. Tem-se
aqui os seguintes valores para BL: 2,9 no primeiro elemen-
to, 5,83 no segundo e 61,2 no terceiro. Todos os elementos

foram considerados como casca curta.

Vﬁﬂfy
4 8
{cm)
I
10 A
9.—
8_
7—-
6-
5_
4
3.
2_
+2
1 10 Ng
{ kgf/cm)
T T T T T T T T T i | T bl
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 i 12

FIG. 10.4 - Detalhe do diagrama de flexao. Exemplos nu-
meros 3 e 5.
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Na Fig. 10.4 e apresentado o grafico de NG cor-
respondente a parte inferior da parede do reservatorio, pa
ra os exemplos n®s 3 e 5. Da comparagao com os valores in-

dicados por Affonso (Bl), pag. 81, vé-se que as solucoes

sao concordes.

5. RESERVATORIOS ASSENTES SOBRE BASE RIGIDA

No Capitulo IX, mostrou-se como contornar o pro-
blema que a aproximacao de Girkmann acarreta, por introdu~-
zir termos nao lineares no sistema de equagoes. A solugao @
obtida iterativamente, com excelente convergencia, chegan
do-se a largura b da coroa fletida ja na terceira iteracgao,
com erro inferior a 27%.

No exemplo numero 3, tem-se b = 19,lcm, Affonso
[Bl ], pag. 84, fornece l6bcm. No entanto, calculando
b=2vVM/q , com M = 147 cmkgf/ecm e q = 1,686 kgf/cmz (valo-
res indicados pela autora), tem-se b = 18,7cm.

No exemplo numero 4, o programa acusa b=116,7cm,
enquanto Martinelli et.al. [BZl] , pag. 2.59, da b=11%cm.

No exemplo numero 6 & resolvido o mesmo reserva-
t5rio dos exemplos niumeros 1 e 2, considerando porem, a-
poiado em base rigida e tomando-se os esforgos da primeira
junta ao nivel da superficie média da placa de fundo, Foi
obtido para b o valor de 85,7cm.

Para efeito de comparagao com os resultados do
problema niumero 7, fornecem-se ainda os esforgos na primel

ra junta do exemplo numero 6.

il

M

1 973,3 cmkgf/cm

H 33,9 kgf/cm
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6. RESERVATORIOS SOBRE BASE ELASTICA

No exemplo niumero 7 & resolvido o mesmo reserva

torio dos exemplos numeros 1 e 2, para diversos valores do
considerando-se 08

coeficiente elastico do solo, esforgos

da primeira junta My e H1 atuando no nivel do plano meédio

da placa de fundo. Na Tabela 10.3 sao fornecidos estes va-
lores e tambem os esforgos M e Q na parede cilindrica, ao
nivel da face superior da placa de fundo.
COEFICIENTE| ESFORCOS NA PRIMEIRA JUNTA DO RESERVATdRIO LARGURA
ELASTICO DA
no eixo na face COROA
Ks
M Hy M Q b
3
(kgf/em™) | cm kgf/em) | (Kkgf/cm) (emkgf/em)| ( kgf/em) { cm )
| 2 419, 0 29, 0 280, 0 26, 7 275
20 465, 0O 29.4 322, 2 27,0 240
30 503, O 29, 8 358, 7 27, 4 220
50 554, O 31,0 407, 0 27, 9 195
TABELA 10.3 - Influéncia do coeficiente elastico do so-
lo Exemplo nimero 7.

A comparagao entre os valores de M e Q para K =
8

= 12 kgf/cm3 e 20 kgf/cm3 da Tabela 10.2, com os

esforgos

Ml e H1 dos exemplos numeros 1 e 2 (Tabela 10.2) mostra u-
ma boa concordancia, indicando que os esforcos excentricos
na junta podem ser obtidos diretamente de

momento fletor e esforgo cortante ao longo da parede cilin

dos diagramas

- - » V -
drica, no nivel superior da placa de fundo do reservatorio.
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Na Tabela 10.3 & fornecida ainda a largura apro
ximada da coroa fletida, tomando-se como tal a distancia
radial, medida a contar da borda da placa, a partir daqual
o momento fletor da placa troca de sinal pela segunda vez,
assumindo valores despreziveis.

Pelos graficos da Fig. 10.5, observa-se que alar
gura b da coroca fletida diminui quando KS cresce, e tende

a um valor que corresponde a aproximadamente o dobro da
largura fornecida por Girkmann (cfr. exemplo numero 6), en
quanto que o momento fletor da primeira junta cresce coml%,

tendendo a aproximadamente 70% do valor obtido na base ri-

gida
M, {em kgf/em); blcm)
M, , Girkmann
1000+
700 +
M, , base eidsftica
/
500 +
3200 +
\\\‘\"“-~m~“““_ b, base eldstica
b, Girkmann
100+

; ' . i j Kgl Kgf/cm?)

FIG. 10.5 - Variacao de M, e b com KS— Exemplo nimero 7.



CONCLUSOES

No capitulo X foram apresentados diversos exem-
plos, para verificar a coeréncia da formulagao adotada e a
operacao do programa FORTRAN escrito para resolugao do pro-
blema.

Assim, os exemplos 1 e 2 foram tirados de Hampe
(B16), o exemplo 3 de Affonso(Bl) e o exemplo 4 de Martinel
1i et al (B21). Os dois primeiros foram calculados conside-
rando base elastica e os outros dois bases rigidas. A Ta-
bela 10.2 mostra a comparagao entre os resultados aqui obti
dos e aqueles apresentados pelos autores acima mencionados.
A discrepdncia observada no exemplo 2 ja foi comentada no
item 3 do capitulo X, onde se prova que o valor fornecido
por Hampe (B16) esta incorreto. Nos demais exemplos, os re-
sultados obtidos mostram excelente concordancia com os va-
lores fornecidos pelos autores citados.

Nao se encontrando, para comparacao, exemplos dis
poniveis na literatura, referentes a cilindricos curtos, ou
compostos de aneis, optou-se por resolver o mesmo problema
do exemplo n? 3, considerando-se a parede composta de tres
elementos, com alturas de 50cm, lm e 10,50m respectivamen
te, e tratando-se todos os elementos como casca curta. A
comparagao entre as duas solugOes mostrou que sao obtidos
os mesmos resultados nos dois casos.

Nos exemplos 6 e 8 & resolvido novamente o proble
ma do exemplo 1, considerando-se porém o reservatorio apoia
do sobre base rigida. No exemplo 6 & usada a matriz de rigi
dez completa da parede e no exemplo 8 foram zerados os ele-
mentos desta matriz que traduzem a influencia de uma borda
do elemento sobre a outra. Tambem aqui os resultados obti-
dos foram os mesmos nos dois casos.,

A influéncia do coeficiente de recalque do solo

sobre os esforgos internos na parede do reservatorio & ana-
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lizado no exemplo 7 e no item 6 do Capitulo X , tomando-se
valores de KS = 12 3 20 3 30 e 50 kgf/CmS. Dos resulta
dos constantes da Tabela 10.1 vé-se que esta influ@ncia @
bastante pequena tanto sobre o esforgo anular de tracao Nes
como sobre a forga cortante , fazendo=-se sentir, porem,
fortemente sobre o momento fletor My ate a altura de aproxi
madamente um metro a contar do fundo do reservatorio, e di-
luindo-se a partir dai, devido ao amortecimento tipico da
casca cilindrica longa.

Nota-se ainda, que o valor do momento fletor, na
junta entre a parede cilindrica e a placa de fundo do reser
vatsrio, cresce com KS, tendendo a se estabilizar quando
Ks + ® em aproximadamente 70% do valor obtido, usando-se a
aproximacao de Girkmann para base rigida (Cfr. ex.6). Igual
mente, verificando-se a largura da coroa fletida no fundo
do reservatorio, chega-se a cerca do dobro do valor propos-
to por Girkmann, quando se define esta largura excluindo~-se
a regidio central da placa, em que as deformagoes w se tor-
nam constantes.

Observou-se, porem, que, definindo-se a largura
da coroa fletida como a distancia medida no diagrama de mo-
mentos radiais da placa de fundo, a contar da junta com a
parede, até o ponto em que o fletor muda de sinal pela pri-
meira vez, o valor de b assim determinando coincide . com
aquele proposto por Girkmann.

Pode-se explicar fisicamente a razao da aproxima-
%30 de Girkmann fornecer valores um pouco maiores para o mo
mento da primeira junta, do que aqueles obtidos pelo proces
so de limite acima mencionado.

Da fig. 4.1., ve-se. que, na idealizagao proposta
por Girkmann, a rotagao { imposta a placa deve ser suficien
te para anular o momento que ocorre na outra extrimidade
da viga substituta, em decorrencia da carga q. Admitindo -
-se o deslocamento da placa com relagao aos apoios A e B em
todo trecho de largura b, nenhuma forca se apoe a flexao da

viga ao longo de seu comprimento b,
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Uma fundagao perfeitamente rigida corresponde a
um valor de K infinito. Da equacao (4.8), vé-se que se
KS > ©, deve-se ter w > 0, pois o produto KSW fornece a rea
¢ao do apoio elastico e, portanto

lim (K w) = lim p = ¢

K =+ S K -+

s s

Assim, na placa sobre apoio elastico, pode-se ima
ginar, de (4.13), que a atuagao do apoio elastico correspon
de a uma redugao do carregamento q, ou seja a rotagao Py, im

posta a placa, precisa apenas vencer uma carga que e infe-

rior a q; em outras palavras, a atuagao do apoio  elastico
se opoe a felxao,da placa, inclusive no trecho de .largura
b.

Consequentemente, o apoio elastico tende a ali-

viar a flexao da placa, reduzindo assim o momento M, da pri

1
meira junta do reservatorio. No entanto, sao ainda incipien
tes os resultados disponiveis, para que se possam elaborar

recomendacoes de projeto,
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ANEXDOS

ANEXO 1 - FUNGOES Fj(E) PARA A SOLUGAO DA CASCA CILINDRICA

No Capitulo III apresentou-se a solugao da equa-
¢ao homogeénea da casca cilindrica., Pretende-se, neste Anexo,
fornecer as fungoes Fj(i) utilizadas na resolugao das cas-
cas cilindricas circulares e que sao dadas por Hampe [ B 16 |,

vol. 4. Sao elas:

F,(E) = senh”(BLE) - sen”(BLE)

it

i

F,(E) = senh®(BLE) + sen”(BLE)

F4(&) = senh(BLE) cos(BLE) +sen(BLE) cos(BLE)
F,(€) = senh(BLE) cos(BLE) -sen(BLE) cos(BLE)
Fy(E) = sen’ (BLE)

F (E) = senh”(BLE)

F7(€,) = cosh(BLE) cos(BLE)

Fo(E) = senh (BLE) sen(BLE)

Fg(€) = cosh(BLE) sen(BLE) - senh(BLE) cos(BLE)
Fyg(8) =cosh(BLE) sen(BLE) + senh(BLE) cos (BLE)
Fiq(8) =sen(BLE) cos(BLE)

Flz(g) = senh(BLE) cosh(BLE)

F13(€) = cosh(BLE) cos(BLE) + senh(BLE) sen(BLE)



cosh (BLE)

‘ecosh(BLE)

senh (BLE)
exp (-BLE)
exp (-BLE)
exp (-BLE)

exp (=BLE)
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cos (BLE) = senh(BLE) sen(BLE)
sen(BLE)
cos (BLE)
cos (BLE)
sen (BLE)
[cos (BLE) #sen(BLE) ]

[cos(BLE) -sen(BLE)

Os valores Fj que aparecem nas formulagoes corres

pondem aos valores da funcao Fj(BLi), para & = 1.
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ANEX0 2 - FUNGOES zi(g) USADAS PARA A RESOLUGAO DA PLACA
EM BASE ELASTICA.,

No Capitulo IV apresentou-se a solucao da equagao
diferencial das placas colocada na forma da relacao (4.19).
Esta solugao & dada pela equacao (4.20), reescrita abaixo

W = Cymy (E) +Cyzy(E) +Cqzy(E) + G,z (E) e (ALD)

Nesta expressao aparecem as funcoes 21(5),22(5),23(€)i324(€h

respectivamente funcoes cilindricas de Bessel e Hankel. Pa-

ra a placa circular da Fig. 4.5 (ver Capitulo 1V), tem=-se
pela relagcao (4.24) que C3 = C4 = 0; assim sendo interessam
apenas:
4 8
a(e) =1 - 82 &
212 412
t : cee. (AL2)
6 10
() = g/ - LBLD &
3! 51

Quando a variavel & tende a valores muito grandes

as expressoes (A.2) passam a ser escritas na forma:

zl(g) = ¢ cOospP

sees (A3)
22(6) = ~c gsenp
sendo
B
2TE
e seee (AVH)
13 n
p=___-—._
/3 8

Por outro lado, nas expressoes (4.23) aparecem
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z;(i) e z;(g), que para valores pequenos da variavel §

sao as derivadas das equacgoes (A.2) e para valores grandes,

z;(i) = ~£. (cosp - senp)
2 ev. (A.5)

z;(g) =— 2. (cosp +senp)
V2

onde ¢ e p sao dados pelas relacoes (A.4).

Cabe ressaltar que tomou-se como referéncia para
o tamanho da varidvel &, pequeno (& < 9) ou grande (& > 9),
tendo em vista a Tabela apresentads em Hampe [Bl6j vol 4.

Deve—se lembrar também que pela equagao (4.17) tem-se €=%
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ANEXO 3 = LISTAGEM



