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RESUMO

A formulacao do Metodo dos Elementos de Contorno
e aplicada na resolucao de problemas de elasticidade linear
bidimensional. E usada a aproximagao linear para represen-
tar a forma e os parametros deslocamento e forgca de superfi
cie do problema. E introduzido o elemento descontinuo cujos
pontos nodais sao deslocados para dentro do elemento, evi-
tando assim os nds com descontinuidade das forgas de super-
ficie. 0 elemento deduzido tem a caracterlstica de permitir
a geracao de uma rede mista formada tanto por elementos con
tinuos como descontinuos. S3do feitas analises para avaliar
o desempenho dos elementos descontinuos e seus resultados
sao comparados com aqueles obtidos com o emprego de equa-
goes extras geralmente usadas para resolver os casos de des
continuidade. Outras analises feitas neste trabalho incluem
a otimizagao na definigdo do nimero de pontos de integracao
e a localizagcao do no dentro do elemento descontinuo. Como
conseqgiiencia da implantagdo no programa de um sistema de re
solugao de equagoes por blocos, avalia-se tambem a conve-
niencia da subdivis3ao do dominio em subregices visando me=-

lhoras de aspecto computacional,



ABSTRACT

The Boundary Element Method is applied to the re-
solution of two-dimensional linear-elasticity problems., A
linear variation is used to represent the shape,the trac-

tions and displacements of the problem, A discontinuous ele
ment is introduced with his nodal points removed from the
element ends in order to avoid nodes having traction discon
tinuity., The element here derived has properties that per=-
mit to establish a mixed discretization being formed with
continuous and discontinuous elements., Analyses are car-
ried out to evaluate the performance of the discontinuous
elements and the results are compared with those obtained
using the extra-conditions commonly employed to resolve dis
continuity problems, Other analyses performed in this work
include a optimized definition of the number of integration
points and the appropriate location of the node in discon-
tinuous elements. A block equation solver is adapted to the
program and for that reason is also evaluated the convenien
ce of dividing the domain into subregions trying to get

computational improvements,
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INTRODUCAD

0s Ultimos anos tem sido caracterizados por inQ-
meros avangos emr muitas das areas do conhecirento humano., 0O
alto grau de especializacao alcancado em cada una delas
abre maiores perspectivas para o desenvolvimento geral da
ciencia.

Foi nesse contexto que o aparecimento dos compu-
tadores de grande capacidade tornou possivel e pratico 0
uso de métodos numéricos aplicados a resolucao de diversos
problemas fisicos. A soluggo aproximada das equacoes que
regem determinado tipo de problema vem sendo feita,desde al
gum tempo atras,com tecnicas que discretizam o dominio, co
mo o método das diferengas finitas = MDF(l) e o método
dos elementos finitos = MEF(2, 3, 4). Este ultimo metodo
tem sido muito estudado nos ultimos 20 anos, tendo atual-

mente um vasto campo de aplicacao dentro da engenharia(5),

Recentemente tem ganhado importanmcia um outro

- - . »
metodo numerico que,pelas suas caracteristicas, apresen

ta-se como uma alternativa promissora. £ o metodo
dos elementos de contorno - MEC, assim chamado pois
e formulado a partir de equagoes integrais de contor-

no. Sua caracteristica principal &, portanto, a de re
duzir em um a dimensao do problema o que na pratica
significa menor quantidade de dados de entrada, dimi-

nuicao do tempo de processamento e menor consumo de memd



ria de computador, 0 MEC tem evoluldo bastante, e hoje ofe-
rece uma diversidade de aplicacoes que o torna uma eficien
te ferramenta de calculo para os problemas mais usuais de
engenharia,

Apesar de s0 recentemente ter crescido o interes-
se dos pesquisadores pelo método dos elementos de contorno,
as equagoes integrais sao conhecidas desde ha muito tempo,
Segundo Elliot(6) foi Abel(7) em 1823 quem primeiro deduziu
uma equagao integral para resolver o prohlema chamado de

pendulo isocrono, Avangos posteriores foram devidos a Liou-

ville(8) que em 1837 transformou um problema de valor 1ini-
cial em uma equacao integral e a resolveu usando aproxima=-
¢oes sucessivas. Foi, contudo, o estudo dos problemas da
teoria do poteuncial que contribuiu decisivamente para o de-
senvolvimento das equagoes integrais., Ja dentro desta area,
Volterra (9), em 1884, estudando a distribuicao de cargas
elétricas na superficie de uma esfera encontrou uma equa-
cao integral, realizando importantes estudos posteriormente
em 1896, Fredholm (10) em 1903 apresentou seu estudo de uma
equagao integral com nlcleo definido e integravel, influen-
ciando muito trabalheos posteriores como os que foram reali=-
zados por Uilbert(ll) entre 1904 e 1910, £ importante, tam-
bém, citar o trabalho de Kellogg(l2) sobre teoria do poten-
cial,

Apos esse periodo, outros estudos foram realiza-
dos por matematicos russos, entre eles Muskhelishvili (13),
que aplicou as equagoes integrais A resolugao de problemas
em elasticidade linear bidimensional, assunto este tratado
no presente trabalho. Muskhelishvili, Mikhlin(l4)e Kupra-
dze(l5) propuseram metodos de resclugao baseados na teorlia
das variaveis complexas. Usando funcoes auxiliares (conhe-
cidas matematicamente como densidades de superficie) e os
procedimentos da teoria do potencial, obtiveram relagoes
aproximadas entre estas fungaes, razao pela qual sao chana-
dos de Métodos Indiretos. Estes metodos estavam restritos
geralmente a elasticidade bidimensional e sujeitos a certa

instabilidade numérica (ver Cruse(20)). Outros trabalhos



seguindo o tratamento indireto foram realizados por investi
gadores como !Massonnet, Oliveira, Watson e Van Buren (ver
Banerjee(21))., Em 1963, Jaswon e Symm(l6, 17, 18) introduzi

ram um equacionamento do problema usando variaveis reais e
ainda mantendo uma fungao de tens3o auxiliar sendo por isso

chamado por alguns autores (21) de Método Semi-direto.

Em 1967 Rizzo(19) apresenta um método para elasti
cidade en duas dimensoes que na equagao integral relaciona
valores nao ficticios no contorno, isto &, deslocamen=
tos e forgas de superficie (ou reagaes aplicadas no contor

no) estabelecendo,portanto,o Metodo Direto, que logo foi ex
tendido a elasticidade tridimensional por Cruse(20). Nestes
trabalhos a equagao & discretizada dividindo a  superficie
em elementos, enpregando uma aproximagao constante para as
forgas e os deslocamentos que atuam em cada elemento, Ricar
della(22) e Cruse(23) introduziram aproximacao linear para
tais variaveis em problemas de duas e tres dimensoes, res-
pectivamente, e Lachat(24) posteriormente desenvolveu ele-
mentos com aproximacgoes de ordem superior.

Para a dedugao da formulacao do método inclui-se
a adogao de uma "Solugao Fundamental" das equacoes diferen-
ciais que expressam o problema (assunto que sera tratado
com maior detalhe no capitulo seguinte) e no caso da elasti
cidade & comumente usada a solucao de Kelvin(25) que repre
senta o efeito da aplicacao de uma carga pontual unitaria
num dominio infinito. Nakaguma(26) além da solugao de Kel-
vin introduziu a solugao fundamental de Midlin(27) que @& a

aplicagao de uma carga pontual num espaco semi-infinito, e

resulta vantajosa para determinados tipos de problemas,
. - . . ~ - . Aond
pols evita a discretizacgao da superficie nao carregada do

semi-espago.

0 metodo tem sido aplicado também a materiais com
comportamento nao linear. Trabalhos considerando metais su-
jeitos a agoes que introduzem no material deformacoes ine-
lasticas foram desenvolvidos na decada dos setenta (22, 28,

9

9, 30). Telles e Brebbia(31l) propuseram a resoluan de



- N . - . . »
problemas elastoplasticos e visco-plasticos incluindo no

. . .

equacionamento do MIC esforgos e deformacoes iniciais. Ven
turini(32, 33) aplicou o método na area da mecanica dos s0
los, analisando compertamento plastico, visco-plastico e
materiais rochosos com pouca resistencia a tracao. Varios
outros trabalhos tratando a nao linearidade tem sido desen
volvidos recentemente (34, 35, 36).

Alguns autores (37, 38, 39, 40, 41, 42, 43) ten
utilizado conjuntamente o YMetodo dos Elementos de Contorno
e 0 Metodo dos Elementos Finitos, visando anroveitar as
principais caracterIsticas de cada un, 0 MEC, por exemplo,
representa adequadamente dominios infinitos ou semi-infini
tos, no entanto com o MEF pode=-se tratar mais facilmente
regices que apresenten anisotropla. Em geral isto & feito
encontrando uma matriz de rigidez equivalente para a zona
discretizada com elementos de contorno, resolvendo-se en-
tao o sistema global como sendo um problema tratado pelo
METF.

Existem na atualidade muitos programas aplicati
vos que usam o MEC para o calculo das tensoes e que in=-
cluen a utilizacao de modernos recursos tipo "CAD" ("Compu

ter Aided Design" ou projeto assistido por computader) (44,
45, 46, 47). Um artigo de Mackerle e Andersson(48) publica
do em 1983 fornece uma coletdnea dos principais programas
produzidos ate entao.,

0 presente trabalho versa sobre a aplicacgao do
Método dos Elementos de Contorno para a resolugao de pro-
blemas de elasticidade plana linear. Como se mencionou an-
teriormente, o MEC representa com facilidade domInios in-
finitos, assim sua aplicacao € conveniente no estudo da
iteragao solo-estrutura, Desta forma poden ser analisados
tuneis, barragens, fundacoes, galerias, escavacoes e tam-
bém estruturas do tipo viga-parede ou chapas de maquinaria
(ver Fig.l.1). Convém ser lembrado que na pratica busca-se,
sempre que possivel, simplificar problemas tridimensionais
analisando-os como bidimensionais, apesar que tal artifi-

cio leva,alpgumas vezes,a aproximagoes pouco precisas.
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FIG. 1.1— ALGUNS PROBLEMAS EM ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL



Procura-se, neste trabalho, apresentar uma versao
do MEC com alguns parametros numéricos otimizados, usando
elementos isoparamétricos lineares, Ho canitule 2 descreve-
-se o equacionamento basico do método, referindo-se a: elas
ticidade linear, solugao fundamental e equacoes integrais de

- . ~e - .
contorno, No capltulo 3 trata-se da aproximacao numerica das

equagoes integrais, introduzindo-se um elemento em que 0s

i3 B

pontos nodais podem ser colocados em qualquer posicao ao
longo do mesmo, dando origem tanto aos elementos continuos
como aos descontinuos, simétricos ou nao, Isto & de gran-
de utilidade nos pontos de contorno com descontinuidade, os
quais geralmente sao tratados com equagoes auxiliares origi
nadas nas hipdteses de invariancia do traco do tensor de de-
formagao e da simetria do tensor tensao (49, 50),

0 capitulo &4 descreve diversos aspectos da progra
magao em computador do algoritmo numérico elaborado a par-
tir da formulagao proposta. Destaca-se o esquema de resolu=-
cao das equacoes lineares especialmente desenvolvido para
o MEC(51), cuja matriz resultante & nao-simétrica e para
estruturas compostas de varios materiais possui blocos con-
tendo apenas zeros, Esta subrotina foi adaptada ao computa
dor ILM/370 e introduzida no programa desenvolvido,

-~

Algumas caracteristicas de ordem numérica sao es-
tudadas no capitulo 5, incluindo analises sobre a integra-
¢ao numérica, resolugao dos problemas de descontinuidade tan
to usando elemento descontinuo (também chamado nao confor=-
me) como forgando a simetria do tensor tensao. Analisa - se
tambén a conveniéncia da divisao em subregioes visando me-
lhoras de aspecto computacional,

Para ressaltar a utilidade do programa aqui de-
senvolvido, incluidas todas as melhoras sugeridas pelas ané
lises, & resolvido um exemplo de aplicacao pratica na dlti-
ma parte do capitulo 5.

Mo capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes ti=-
radas a partir do desenvolvimento tedrico da formulacao e

tambem dos resultados numéricos obtidos nos capitulos 3, 4

e 5,



FORMULACAO DA EQUACARO INTEGRAL DE
CONTORNO PARA ELASTICIDADE LINEAR

2.1 - CONCEITOS DE ELASTICIDADE LINEAR

2,1.1 - Equagoes Basicas

Define-se um corpo perfeitamente elastico como
sendo aquele que mantém una relacao linear entre a deforma-
cao e o carreganento aplicado, tal como foi enunciado por
Robert Hooke(25)., O solido ao ser descarregado voltara a
posigao original correspondente ao carresamento nulo. Ado-
ta-se tambem que o material que compoe o corpo elastico é
homogeneo e distribuido de maneira continua, ou seja que
um elemento extraido de qualquer parte do solido mantera
as mesmas caracteristicas que possui o solido., Admite - se
que este seja isotropo, isto &, mantém as mesmas proprieda-
des elasticas em qualquer direcao.

Pela teoria da elasticidade se estabelece o con=-

ceito de tensao O num ponto como sendo (52, 53):

lim dF
ds>0 s

(2.1.1)



F,
r]
dF
ds
Fs
X2 F\
Fn
x|
X3 FIG. 2.1~ SOLIDO SOB A AFAO DE FORCAS
Fj., REFERENCIADO A UM SISTE-
MA DE COORDENADAS x;
onde dF & o diferencial da forga que atua em dS, sendo ds

- » -~ . L
a area elementar com orientagao definida pela normal n que

estd referida a um sistena de coordenadas X1y X X Admi-

2* 73°
tindo o referencial cartesiano, pode-se definir as componen

tes da tensao Oij com i,j =1, 3 como indicado na figura 2.2,

X 2| b2 00,
2 ! }*b, /L» oy + —tax

oy ! —_) Oxy
N 5 0}
dx)
1

/
X, / 02 |

X3

FIG. 2.2 — SOLIDO ELEMENTAR EM EQUILIBRIO



Para sinplificar a escrita das expressoes usar-se-a de mna-

neira geral neste trabalho a notacao indicial, adotando- se

as segulntes regras:

a) Convengao de sonatdoria. A repeticac de um Tndi
ce num termo indica a soma de todas as componentes referi-

das a esse indice, por exemplo:

+ a + a

a.. = a 292

i1 11 (i =1, 2, 3)

33
ou: (2.1.2)

b, = a,.b, + aZij + a3jb3

~ . 1 . . - .
b) Convengao de derivadas parciais: a virgula in=-
dica derivada parcial com respeito a cocordenada cartesiana

. .. - . N
indicada pelo indice procedente:

du

u. =

LsJ 39x.
(2.1.3)
ou

30 . 30 . 0.

Oij j= il iz i3 (G =1, 2, 3)

]

axl 3x2 3X3

c) Delta de Kronecker §..: Ff um par3ametro que as-

1]
. e » bl . .
sume valor igual a um,quando seus indices sao iguais,e a ze

-t .
ro,em caso contrariro:

§.. =1 se i =]
1]
(2.1.4)

§.. =10 se i4# ]
ij

Voltando a figura 2,2, as equagoes de equilibrio

estatico aplicadas no solido elementar mostrado conduzem a:

(2.1.5)

=

—

[ SEPY
i
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que representa a condigao de simetria do tensor das tensoes

e

+ b. = O (2.1-6)

onde bi sao as forgas de volunme,

Adotando-se agora um elemento en forma de tetrae-
dro conforme se mostra na figura 2,3, o eauilibrio na super

- . - -~
ficie do mesmo leva a expressao:

g.. N. = p, 2.1.7)

X2
Xy
X3
FIG. 23 — FORGAS DE SUPERFICIE NO TETRAEDRO DE CAUCHY
Admitindo-se as hipoteses de continuidade e que

pontos vizinhos ne corpo permanecem na vizinhanga apo0s este
ser deformado, chega-se a definir o tensor deformacao, que
referido ao mesmo sistema cartesiano de coordenadas ortogo-
nais, tanto para a configuragao original quanto para a de-

formada (ver fig. 2.4),5:

u, . (2.1.8)

™
]
O
c
+
[
i
=

1]
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ds

{ X,0x, %5)

X2

X, posicdo original /

posicdo deformada

FIG. 2‘4—DEFINI§50 DO VETOR DESLOCAMENTO ‘u'

Restringindo-se apenas ao estudo dos pequenos des
locamentos, poden-se desprezar infinitésimos de ordem supe-
rior como o ultimo termo da equagao (2.1.8). As componentes

da deformagao podern entao ser escritas:

. . 2.1.9
Js1 1:J) ( )

1
€. = = (u
b2
Na teoria da elasticidade define-se a relagao en-
tre o tensor tensao e o tensor deformacgao pela chamada lei

de iHooke generalizada:

5
€1 (2,1.10)

[
[ TN
He
e
b
o]

onde Cijkﬁ € um tensor de quarta ordem que contém as cons-
tantes que caracterizam o material no ambito elastico.

A sinetria dos tensores tensao e deformacao, o
principio de conservacao da energia, e a suposicao do mate-
rial ser isotropo (isto &, possui as mesmas caracteristicas

- . . ~ -
elasticas em qualquer diregao) reduz o numero de constantes

elasticas a dois, em geral definidas por:
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modulo de Young ou modulo de elasticidade; e

Y

coeficiente de Poisson

assim, para esse tipo de material, a relacao entre tensao

¢ deformagao (equacao 2.1,10) pode ser escrita como:

Oij = Aekkéij + ZCeij (2,1.11)
ol
e, =2t Vs Y4 s (2.1.12)
ij T . ij r kk ij *oe

onde A, G sao as chamadas constantes de Lamé, que sao escri

tas em fungao de E e V com as seguintes relacgoes:

C = ——t (2.1.13)
2(1+v)

y = 26V (2.1.14)
1-2v

sendo G conhecido como modulo de elasticidade transversal,
As expressoes anteriores dao origem a outras que

sao de utilidade na resolugao de problemas elidsticos. Desta

maneira, a partir das equagoes (2.1.9) e (2.1,11) escreve -

~se a tensao em termos de deslocamento:

g.. = A , 86.. + G ..+ ou. . 2.1.15)
u, (uJ’l ul’J) (

nesta tltima ao incluir a equacao (2.1.6) obtém-se a equa-

c¢ao de Navier:

Gu. .. + (A + 6) u, .. + b, =20 (2.1.16)

i,3] Jeii i

que tambem pode ser escrita da seguinte forma:



~13-

b,
2 1 1
vui + u. .]._ + "'—"_'O (201.17)
1-2v  J»J G
onde:
2
Viu, = u, (2,1.18)
1 1,317
A equagao de Navier (2.1.16) pode ser resolvida
para condicoes de contorno especificas, ou seja:
a) Deslocamentos impostos, Deslocamentos us sao

prescritos ao longo de uma parte do contorno, isto &,

u.(Q) = Ui(Q), com ne T

; (2.,1.19)

1

b) Forgas de superficie impostas na parte restan-

te do contorno:

p.(8) = Ei(s), com § e T, (2.1.20)
de tal forma que,
Fl + P2 =T 2,1.21)

las expressoes acima (2,1,19), (2.1.20)e (2.1,21)

u. e Ei sao, respectivamente, os valores de deslocamento
e forgas de superficie conhecidos, e T significa o contorno
total do dominio em analise,

Convem ressaltar, porem, que esta divisao do con-
torno so adquire essa aparente correspondéncia geometrica
mostrada na figura 2.5 quando se restringe a um eixo i espe
cifico, pois um ponto generico do contorno pode ter condi-
goes de tipos diferentes em eixos diferentes, ou seja, pode
ter deslocamento prescrito numa direcao e forca de superfi-

cie em outra.
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FIG. 2.5 — DOMINIO § COM O CONTORNO DEFINIDO PELAS

CONDICOES U e p; EM " e I,

2.1.2 - Estado Plano de Tensao e Deformagao

Quando uma das dimensoes do corpo (por facilidade

toma-se aquela na direcao x3) for nuito menor que as outras

duas, e o carregamento & unicamente no rlano destas(xl,xz),
pode~se supor que as tensoes ao longo da terceira direcao
(x3) sao mulas, isto 5,

o =g = 0,, =0 (2.1.22)

ficando as componentes de tensao sO em fungac das coordena-

das do plano (Xl’ XZ)’ ou seja um Istado Plano de Tensao,
com:
o] = -E- (e + ve,..)
11 - 77 ‘R 22
L=V
o =t _ (e + ve, ) (2.1.23)
22 2 22 11 e
1-v
_ E
%12 T €12

e
+
<
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A equacao de Navier (2,1,16) agora e expressa da

seguinte forma:

1+v ..
Gu, .. + G =——u, ., + b.=0 (1,3=1, 2 2,1,24
1,] 1oy Jsd1 i (1,j=1, 2) ( )

Se pelo contrario, a dimensao de um problema medi
da em uma diregao (x3) for muito maior que as das outras

duas (x;, X,), num corpo de forma prismatica ou cilindrica,
carregado no plano (xl, xz), pode-se considerar o deslocamen
to paralelo ao terceiro eixo (x3) impedido, e os deslocamen
tos do plano (u1 e u2) sem variacao ao longo de X3, estabe-

lecendo-se, portanto, o Estado Plano de Deformagao, ou seja:

du du

-—]_-.=_.__:.Z..=u =O (2.1.25)

9x 9x 3
3 3

Desta maneira a equagao basica (2,1,16) & neste

caso dada por:

Gu, ., + —=— Gu, ., + b, =0 (2.1.26)
1,31 1-2v JeJ2 1

F conveniente observar que ao ser substituido v

por V/(l+V) na equagao (2.1.26) esta fica identica a equa=
¢ao (2.1.24) o que indica que um problema do estado plano
de tensao pode ser resolvido como plano de deformagao fazen
do-se esta substituigcao ou vice-versa quando para a equa-

ggo (2.1.24) for utilizado o coeficiente dado por v/ (1=-v).

2.2 - SOLUGAO TUNDAMENTAL

A formulagao do Método dos Elementos de Contorno,
a ser tratada posteriormente (Iter 2,3), exige o enprego
das chamadas solugoes fundamentais que sao solugoes conheci
das de problemas especificos dentro da area em estudo., Nes-

te trabalho, em particular, far-se-a uso da solugao de Kel-
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vin(25) que fisicamente representa o efeito de uma carga
concentrada atuando em um dominio infinito.

Para a obtengao da solucao fundamental procurada
substitui-se na equagao de Navier para deslocamentos(2.1.17)
o termo correspondente 2as forgas de volume bi pela fun-

¢ao conhecida como Delta de Dirac (s, q), assim tem=-se:

bi(Q) = 6(59 Q) Ci(S) (20201)

onde c. sao os vetores unitarios atuando na direcao dos ei=-
i
x0s coordenados Xi'
Para facilidade de entendimento deve-se ressaltar

as seguintes propriedades do delta de Dirac:

I
8

S(s,q)

se a = s

§(s,q) = 0 se q # s (2,2,2)
e

‘/; gla) 8(s,q) dQ(q) = g(s)

Introduzindo-se (2.2.,1) na equaggo (2.1.17)obt5m—
-se:

% *
Lowl v ut s L s(s,0) c(s) =0 (2.2.3)
2y 3»i] i,ii 3 i

onde o sinbolo * e usado para indicar a solug?o fundamental

A solugao desta equagao (2.2,3) & para elasticida

de plana dada por:

N (s,q) = -1 (3=4V)n(r)S.. - r s .J
3T (l-v)G 1] s s ]

(2.2.4)
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correspondendo o primeiro Indice 3 diregao de aplicacao da
carga unitaria e o segundo a diregao do correspondente des-
locamento,

As forcas de superficie podem ser calculadas pela

equacao (2.1.7):

p. = O., T, (2,1.7)

Substituindo na equacao acima o tensor Oij em ter
mos de deslocamentos (2,1.15) a soluggo fundanental de for

cas de superficie fica dada por:

2v Bu,
p; = LI ni + G ( +ou, o n.) (2.2.5)
1=-2v ’ M Jl J
que fornece os valores de 1 referidos a direcaoc normal n
da superficie considerada, Sabendo-se o valor de u;j dado

pela equacao (2.2,4) e efetuando-se as derivadas indicadas
- . -~
en (2.2.5) ohtern-se a forma final da solucao fundarental

- .
para forgas de superficie:

* -1
p..(s,q) = [[(1—2V)5.
tJ 4 (l=v)r t

+ r . r . —
s 1 oJ] 9n

Lo

- (1-2v) (r . Ny - r,jni)] (2.2.,6)

As equacoes (2.2.4) e (2.2.6) sao as solugcoes fun
damentais de Kelvin da elasticidade plana para deslocamen-

tos e forgcas de superficie, respectivamente.

2.3 - ZQUAQKO INTEGRAL DE CONTORNO

-~
d

2.3.1 - Equagao Integral de Contorno para Pontos no Inte-

rior

Com a existencia de dois estados possiveis de
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~ ' , . .
tensao ¢,. e Gij em um dominlio { e seus respectivos estados
1]

de deformagao Eij e Egj pode-se estabelecer:
' - '
o..e..d0 = or. e..d0 (2.3.1)
713717 0713 Tij

identidade conhecida como primeiro teorema de Betti(54) ou
Teorema da Reciprocidade., Introduzindo-se a lei de Hooke
(2,1.11) em uma das integrais e operando sobre os coeficien
tes elasticos, (2.3.1) pode ser facilmente provacda. Se en
vez de tensoes e deformagoes fossem utilizadas forgas de su
perficie (pi’ pi) e deslocamentos (ui, ui) chegar-se-ia no
segundo teorema de BRetti que & expressado pela seguinte for

ma.:

1
piuidT

plu,dl (2.3.2)
r p o id

A relagso anterior (2,3.2) pode ser demonstrada pe
la aplicacgao do teorema da Divergeéncia, também conhecido co
mo teorema generalizado de Gauss,em um dos lados da equa-
gso (2.3.1), desde que a relaggo (2,1,7) seja convenientemgg
te introduzida.

Relagao analoga pode ser obtida quando sao inclul

das as forgas de volume, Neste caso tem=-se:

p.uldl + b,ulad@ = plu.dl + blu.dl (2.3.3)
pii o id pid n i i

A identidade acima (2.,3.3) & o ponto de partida
para a obtengao da equacao integral de contorno. Para isto,
far-se-a aqui uso da solugao fundamental j3 mostrada(2.2.4)
e (2.2.,6). Inicialmente convém definir as resultantes dos
deslocamentos e forgas de superficie em uma direcao j, re-

sultando nas expressoces abaixo:

* *
uj(S.q) = uij(s,q) Ci(s)

(2.3.4)
Pj(S.q) = p;j(S,q) c. (=)

- . - . o N
onde ¢, € o vetor unitario direcional,
i



=19~

. . . - [ "~
Substituindo-se as variaveis u; e pi da equacgao

(2.3.3) pelos valores dados em (2.3.4) e mantendo-se 1 e
ui como sendo um estado real de forcas e deslocamentos atuan

v - . -
do em um corpo de dominio £ e contorno T , obtém=-se:

er(Q)U*j(SoQ)dT(Q) + bj(q)u*j(s,q)dQ(q) =

Q

*

p

r j(soo) u

AT+ [ 855,00 ()u;(Q)dR(e)

(2.3.5)

onde Q e definido para pontos no contorno, enquanto s e q in

dicam pontos do interior.

Utilizando-se as propriedades da funggo delta de

. - . . . .
Dirac (2.2,2) na ultima integral, e considerando a aplica-
gao da carga unitaria em uma direcao de cada vez, a equa-

~

cao (2.3.5) fica:

ui(s) = - P*ij(s’ﬂ)uj(o)dr(n) +

. pj(ﬂ)u*ij(S.C)dF (o) +

r

+ ij(q)u*ij(s,q)dﬂ(q) (2.3.6)

A expressao acima fornece os deslocamentos u. pa-
i

ra pontos s no interior da regiao , e & chamada Identidade
Somigliana para deslocamentos, uma vez que foi obtida em
1885 por Carlo Somigliana(55).

Comparando-se os termos da equacao (2.3.6) com as
integrais definidas na teoria do potencial (12, 15, 56, 57)
verifica~se que a mesma esta definida por potenciais de ca-
mada simples e de camada dupla, devendo ressaltar que es-
tes nao conservam mais o sentido fisico dos potenciais new-
tonianos cu gravitacionais, e ainda os valores calculados

nao sao mais ragnitudes escalares e sim vetoriais. Fsta dis
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tingao dos tipos de potenciais observados na eaquacao inte-
gral & de utilidade na dedugao da equagao integral para pon

tos no contorno que e feita a seguir,

2.3.2 - Equagac Integral para Pontos no Contorno

A identidade Somigliana (2.3.6) & valida para pon
tos s contidos no interior do corpo Q. Procurar—se-ﬁ,agg
ra,a expressgo correspondente ao caso em que o ponto perten
ce ao contorno T, isto &, a origem do campo de forcas e
deslocamentos esta localizada no contorno do corpo.,

Definindo-se sobre o contorno um ponto S, a equa
cao integral (2.3.6) somente sera aplicavel se for adiciona
do ao domInio © uma parte infinitesimal complementar Q. de
maneira que se possa caracterizar & como ponto do inte-

rior (Fig. 2.6),

Al

r

FIG. 2.6 — DEDUCAO DA EQUACAO INTEGRAL PARA PONTOS
S NO CONTORNO.

Com esta modificacao o contorno do novo dominio § + Q€ pas

sa a ser T = T + FE y levando a equacao (2,3.6) a ser escri

ta da seguinte forma:

. (S)= - .. . . ..(5,Q)d
u, (5) /F-T+F€p*13(S'Q)UJ(Q)dF(Q)+/T—T+FpJ(Q)u*lJ(S Q)T (Q)+

+j[9+n bj(q)U*ij(?.q)dQ(q) (2.3.7)
€
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escrevendo~se separadamente as integrais para cada parte

- . 4
do dominio e do contorno ter-se:

ug (8)= i/;_rp*ij<s.q>uj(o>dr<o> - ][r pry (S, (AT ()+

€

t/;__pj<q>u*ijcs,a)dr<Q) + j[r Py (Ru% (5,0)0dl () +
£

+‘/ij(q)U*ij(3.q)d9(q) + /Q bj(q)u*ij(S,q)dQe (q)
€

(2.3.8)

E facil demostrar que as integrais sobre TE cu-
jos nucleos sao u*ij tém limites quando € * 0 1iguais a ze
ro, ja que elas sao do tipo integrais de camada simples,

Para a integral sobre FE de nucleo P*i' que cor-
responde a uma integral de camada dupla uma descontinuidade

€ esperada no limite € »+ 0., Uste lirite pode ser escrito:

lim /I‘ p*ij(S’Q)uj (Q)C‘I‘E(Q)=1im /]" p*ij(S:O)[Uj (D)°UJ(S):| dre(Q)+

€>0 €0
1 *
+::_1>8 uj(S)/r p ij(ﬁ.f‘) dT. ()
€
(2.3.9)

sendo o primeiro termo identicamente nulo desde due a densi

dade uj(Q) obedeca a condigao de Fdlder.

( [uj(Q) - uj(Sq < Ar(S,C)a com A,a > 0);

ficando, portanto, definida a descontinuidade pelo seguinte
limite:

éig uj(S) jﬁr P*ij(S,Q)drg (Q) (2.3.10)
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Assin a equagao para o ponto de contorno ¢ e
obtida fazende-se o limite quando ©_ > 0, o que levara  ao
dominio original Q emr analise.

Desta forma os limites das intecrais sobre T - T
ficam:

lim p*..(8,0)u.(n)dl'(n) =J[ p*..(S,Mu. (Nl ()
= T-7 1] J r 3 3
T'>0 T
e
1im p.(0)u*,.(8,n7)dT(Q) = /’ p.(Mu*..(s,0)dTl
1 /;—F p; (Duky, (5,7)dI( L Py (uk; (5,04 (@)
=0
(2.3.11)

Na analise da primeira integral acima o valor de-
ve ser computado no sentido de valor principal. Neste caso
particular, pela singularidade envolvida, tem=-se um valor
principal de Cauchy.

Depois de feitas as consideracoes anteriores a
equagao integral para pontos do contorno pode ser escrita

da seguinte forma:

cij(S)uj(S) = -‘/;
+ ]2 pi(ut, . (5,0)dT(Q)  +

+[Q bi(@u*; (5,0)d(q)  (2.3.12)

hnd . . . -*
com o termo correspondente a descontinuidade estando inclul

do no coeficiente cij’ que assim fica definido por:

= 1 * . L]
ey (8) = 8, éi}: /P p*;;(5,0)dT (s)  (2.3.13)
€
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Para o caso particular em que o contorno tem uma unica deri
vada no ponto S o limite da expressao anterior (2.3.13) e

. 1 " . . -
igual a =-=— Gij’ consequentemente o coeficiente cij e:
2

c..(s) =¢,., -Ls . =Ls,, (2.3.14)
i] ij T 5713 T 5 Cij
A aproximagao numérica da equagao (2.3.12) da

origem ao M&todo dos Elementos de Contorno - MEC a ser des
crito no capitulo seguinte, Como pode ser notado, (2.3.12)
expressa uma relacao entre deslocamentos u, e forcas de su-
perficie p; dos pontos do contorno do solido em anilise, e
por isso e chamada de Formulacao Direta, ja que utiliza va-

- . . - .
riavels reais do problema fisico.

2.3.3 ~ A Equacao Integral de Contorno como uma Formulagao

Derivada dos Residuos Ponderados

Alguns autores (26, 58) preferem mostrar a obten-
¢ao da equagao integral de contorno através da formulacao
dos residuos ponderados. Argumentan que assim fica mais cla
ra a concepggo numerica do método e,portanto,sua relagEO
com outras técnicas aproximadas.

0 ponto de partida e entao a equacao dos residuos

ponderados aplicada nas relagoes de equilibrio(58):

(Oij"

+ b.,)u*.dQ = .=p.)u* . dT +
i IR (py=pju*;

u.-u.)p*.dl
: (uJ uJ)p ;

Q T

2 1
(2.3.15)

sendo u*j a funcao ponderadora e PZ e Fl sao partes do con-
torno (I = Tz + Fl) onde as condigoes essenciais e naturais
sao respectivamente prescritas. No caso eldastico Tl contem
as restrigoes dos deslocamentos e 'y as das forgas de super
ficie. Nesta equacao uj e P sao variaveis da equagao dife-

rencial que rege o problema em estudo, e quando estes sao

=l m

regstritos a um valor determinado sao designados por uj e
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Integrando-se (2.3.15) por partes duas vezes eli-
mina-se o diferencial em oij obtendo-se a seguinte expres-

sao:

fb.u*.dﬂ 4’/ g*.. .u.dff = -/ 5.11*.(1? -[ p.u*,dl +
0 J R Q 13,1 ] T J J r 3 J

2 1

(2,3.16)

ou de uma maneira mais geral pode-se escrever:

-/Qo*ij,im)uj(q)dn(q) +f

r

r

p*j(Q)uj(Q)dF(Q) =

u*j(Q)Pj(Q)dF(Q) (2.3.17)

c.
o

Com a inclusao da equagao de equilibrio (2.1.6) e
da solucao fundamental, e ainda tomando independentemente ca

da direcao chega-se 3 equacao (2.3.6) ja obtida anteriormen

te:

u,(s) = -/Fp*ij(s,(?)uj((?)dl’(f?) +fr“*ij(s’Q)pj(Q)dP Q) +
+ _/&U*ij(sm)bj(q)dﬂ(m (2.3.6)

2.3.4 - Equagao Integral de Contorno para Tensoes

Nos itens anteriores 2,3.1 e 2.3.3, chegou=-se a
obter uma equagao integral de contorno (2.3.6) que permite
o calculo dos deslocamentos para pontos s localizados no
interior do solido considerado. Um problema eladstico so se
considera resolvido, porém, quando se conhece o estado de

tensao em que se encontra o corpo em analise, Para chegar
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a uma expressao nesse sentido, faz-se necessario o emprego

da relagao tensao-deformagao (2.1.15):

g.. = A §,., + G(u., . + u. . 2,1.,15
1] uknk i] (uloJ ngl) ( )

Fazendo-se as operagaes na equagao anter ior(2,1.15)
a expressao (2.3.6) fica:

= " % * * -
953 _/;“k[héijulk,l v Glufy 5 ¢ ujk,i)] dl

- * * *
];uk[xﬁijplk,l el 5t ”jk,iﬂ ar

(2,3.18)

de

onde por simplicidade nao se inclui o termo das forgas
volune bi' Adotando uma notagao especifica para os tensores

de terceira ordem contidos entre colchetes em (2.3.18), es~
creve=-se:

Glj(s) = /;Pk(Q)D]<ij(SDO)dF(O) -

+'/;uk(Q)Skij(s,Q)dT(Q) +

0
+ jcfk(q)Dkij(s,q)dQ(q) (2.3.19)
sendo que Dkij e Skij resultam, para o caso bidimensional
em:

|
D, ..= ————— [(1=2W (S, .r,. +0 .r,. = S,.r, )+2r,:r,.r, ]
kij ha(l-v)r ki ] ki ?1i 1] %k 17737 %k

(2.3.20)
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2G [ Br[
S, .. = 2 — [(1-2v)8,.r,, + v(S., r,. + &8, r,.) -
kij 4W(1—v)r2 n ij7 %k ik '] jkT?1i
+ Ar,ir,jr,k] + 2V (nir,jr,k + njr,ir,k) +
+

(1-2v) (anr,ir,j + njd., + n.éjk) - (1—4v)n;6ij}

1K 1

(2.3.21)

Note-se que a equacao (2.3.19) di as tensoes para
pontos do interior do corpoe. No caso de pontos de contorno
¢ possivel deduzir a equacao integral apenas quando na su-
perficie do contorno so pode ser definido um unico valor da
derivada. Nesta situagao a equagao (2.3.19) pode ser wusada
e fornece exatamente a metade do valor da tensao no ponto
em analise. Nos cantos as tensoes devem forcosamente ser
calculadas pelas cargas ou reagaes atuantes, Geralmente pa-
ra qualquer caso de pontos de contorno (canto ou nao),opta-
-se por uma solucao aproximada como se verd no capitulo se-

gllinte .
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cAPITULO III

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 - INTRODUGAO

No capitulo anterior foi mostrado o procedimento
que permite obter a equagao integral que relaciona forgas
de superficie e deslocamentos no contorno (2.3.12). A solu
¢ao analitica desta equacao e, porem, muito dificil, tor=-
nando-a praticamente inaplicavel. Adota-se, entao, uma a-
proximagao numerica para esta equagao, obtendo-se como re-
sultado um conjunto de equagoes algebricas lineares, como

e mostrado a seguir.,

3.2 - DISCRETIZAGCAO DA EQUAGCAO INTEGRAL DE CONTORNO

Basicamente, a aproximacao e feita considerando
que o contorno I' do dominio Q esta formado por um numero
finito de segmentos ou elementos de contorno Pj nos quais
sao definidos pontos nodais onde sao expressos valores de
deslocamentos e forcas de superficie (ver fig. 3.1.).Além
disso, estabelece-se uma forma para definir as variaveis
de contorno sobre os elementos. Em geral, fungaes polino-
miais sao escolhidas para essa interpolacao, levando os
deslocamentos e reacoes a serem expressos do seguinte mo-

do:



-28-

(i) _ QT I~J(N)

e

em F. (30201)

(i) . QT 2(N)

o

g L s

onde sao vetores que contem os valores no-

dais, E(J) e E(J) correspondem aos deslocamentos e for-
cas de superficie de pontos quaisquer situados sobre o ele-

T - ~ ] L]
mento Fj’ sendo ¢ o vetor que contem as fungoes polinomi-

ais.

A forma geometrica e a localizacao do elemento sao
similarmente dadas por valores nodais e funcoes interpola-
doras que para serem distinguidas das anteriores sao agora

designadas por Yy, podendo-se escrever a seguinte relacgao:

() oy T (3.2.2)
sendo X(N) o arranjo vetorial que contem as coordenadas dos
nos e x(J) as coordenadas de um ponto generico do elemento.

As forgas de volume por sua propria caracteristi-
ca envolvem integrais de volume, obrigando, portanto, a se-

rem aproximadas com a divisao do corpo em celulas ou elemen

tos de dominio Q » onde se adotam parametros nodais E(N) e
funcoes aproximadoras ¢.» ficando:
S LT 50 (3.2.)
em
m

De maneira analoga a expressao (3.,2,2), pontos per
tencentes ao elemento de dominio podem ter suas coordenadas

expressas mediante pontos nodais e funcoes interpoladoras:

(m) _ Yﬁ Z(N) em 0 (3.2.4)
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- * . . . "
onde o subindice 'c' indica que se trata de uma subregiao ou

celula do dominio 0.

VALORES NODAIS
p N} yiN)

PONTOS NODAIS

FIG. 3.1 — DISCRETIZACAO DO CONTORNO EM ELEMENTOS LINEARES

Levando-se em conta todas as consideragoes anterio
res, com o contorno discretizado em 'J' elementos,'N' pontos
nodais e o dominio em 'M' células, a equagao integral de con

torno para o no 'S' (2.3,12) € discretizada na seguinte for-

maz:

J
c)1™(s) + 3 [[ g*(s.Q)QT(Q)dP]g(N)(Q) -
j=1uT,
J
J M
- I L/y*(S.Q)QT(Q)dI’}g(N)(QH I [/ g*(s,q)cbi(q)dsz]n(m(q)
j=14T, m=1 Qm ~ -
(3.2.5)
Efetuandc adequadamente as integrais da equacao

(3.2,5) (assunto que sera discutido posteriormente), e apli-
cando esta equagao aos 'N' pontos de contorno, estabelece-se

o seguinte sistema de equacoes lineares:
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c

ic
+
tfe=]

U=GP+DB (3.2.6)

onde H , G e D sao matrizes cujos elementos resultam do cal
culo das integrais indicadas. Efetuando-se a soma das matri

zes C e H do primeiro membro de (3.2.6) obtem-se,

(3.2.7)

[ ==}
s
0
(]
[ a4
+
o
13 --]

onde

 §=2]
L]
«
+

H (3.2.8)

A expressao (3.2.7) representa um sistema de equa
coes lineares, sendo que para um problema bidimensional com
"N' pontos nodais tal sistema contem 2N equagoes relacionan
do deslocamentos e forgas de superficie. Tais valores estao
representados pelos vetores U e P , respectivamente, Em um

13 - . - -~ .
corpo em equilibrio, com condigoes de contorno impostas, ne
cessariamente conhecem~se N, deslocamentos e N2 valores de

1
forgas de superficie, tal que N, + N, = 2N. Neste caso os

1
valores das incognitas do sistema serao N, reagoes e N, des
locamentos,
Como ja descrito no capitulo anterior, ao levar a
equacao integral para o contorno surge uma descontinuidade
representada na equacgao (3.2.5) pela matriz C que matricial

mente corresponde a: (ver eq.(2,3.13))

*
C(s) =1 + Lim P (5,Q)dT(Q) (3.2.9)
- €e+ofT ~
onde I & a matriz identidade que para o caso plano e dada
por:
1 0
I = (3.2.10)
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O limite da integral da equagao (3.2.9) pode ser
avaliado adicionando o segmento de circulo Qe com raio € ao
dominio original Q do corpo, admitindo-se a geometria da se

guinte figura:

[

.

FIG. 3.2~ CONFIGURACAO GEOMETRICA
PARA A DETERMINACAO DE C

Apos se fazer a integracao indicada na equagao (3.2.9) e o
correspondente limite quando € *+ 0 obtém-se uma expressao

matricial para o valor de C(S) dada por:

a_ ., cos(2y)sena sen(2yY)sena
27 4 (l-v) 4 (1-v)
C(s) =
- sen(2Y)sena a _ cos(2y)senoa
Ln(1-v) 2T Ln(1-v)

(3.2.11)

Os valores acima deverao ser adicionados 3as subma
trizes diagonais da matriz H para a determinacao precisa do
sistema de equagoes.

Uma outra maneira de calcular os valores das sub-
matrizes diagonais e considerar na estrutura um movimento
de corpo rigido, isto &€, impor deslocamento ao corpo sem a-
plicagao de carga alguma. Considerando-se entao um desloca-
mento de corpo rigido de magnitude unitaria na direcao 'i',

cada no 'k' tera seu deslocamento expressoO por:
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k . .
uy = 6ij (i,j =1, 2; k = 1,,.., N) (3.2,12)

sabendo ainda que as forcgas de superficie sao iguais a zero:

g = 9 (k = 1, 2,.‘., N) (3.2013)

A equagao matricial (3.2.7) fica expressa na se-

guinte forma:

Y ()
gll Elz LB R B Y I A ) }ElN ( z 9
§21 222 ® o 89 0 0 00 Iij 1 9

> (3.2.14)

ev o s e
ses00ecese
se 0000 o0

1S oeeoevssee

[ §=]

b
[
o]

[ R}

~N2 e o 00 0 0 00 ENN

onde cada submatriz Him
1 ]

fluencia do no 'm' no ponto nodal '2', sendo para o caso bi

contem os coeficientes que dao a in

dimensional de dimensao 2 x 2.

Da identidade (3.,2.,14) deduz-se que:

N
Ho o= - kzl H . (k # m) (3.2.15)

(m,k= 1,0.0, N)

Alguns autores (33), porem, recomendam que a de-
terminagao das submatrizes diagonais sejam obtidas pela so-
ma dos valores de C e das integrais principais de Cauchy
que correspondem a integragao das solucoes fundamentais da
reagao p;k sobre os elementos adjacentes ao no singular em
consideragao, isto & a submatriz H . da equacao (3.2.6).
Quando se faz a determinagao analitica descrita acima a pro

priedade expressa em (3,2,15) servira apenas como forma de
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verificacao da precisao dos valores de H obtidos em geral

por integrais numericas.

Com um procedimento similar aquele que permitiu a
dedugao da equagao (3.2,6), obtém-se a equacao matricial que
fornece os deslocamentos 'U' nos pontos internmos 's' a par-

tir da equagao integral (2.3.6).
U =~ HU + GP + DB (3.2.16)

Da mesma forma, para o calculo das tensoes inter-

nas, parte-se da expressao (2.3.19) e obtem-se:

0 == H'U + G'P + D'B (3.2.17)
onde H', g' e D' sao as matrizes obtidas ao se efetuar as
integrais da equacao (2.3.19) sobre todos os elementos de

contorno Fj.

Resolvendo adequadamente a equagao (3.2.7) para
os pontos de contorno e utilizando-se as equacgoes (3.2.17)
e (3.2,16) ﬁara os pontos do interior onde se quer conhecer
tensoes e deslocamentos, obtém-se a analise do problema e-
lastico completa. Uma observacao deve ser feita em relacgio
a equagao (3.2.7). Como ja se mencionou anteriormente, o e-
quacionamento feito leva a um metodo misto de calculo, isto
e, os deslocamentos sao incognitas em uma parte do contorno
enquanto na parte complementar desse contorno as forgas de
superficie aparecem como valores nao conhecidos. Portanto,
na solugao do sistema (3.2.7) & necessaria a troca de colu-
nas das matrizes H e G de maneira a ficarem todas as incog-
nitas de um lado da equagao e os valores conhecidos do ou-
tro lado., Efetuando~se essa operagao matricial obtem-se um

sistema final do tipo:

1>

X =B (3.2.18)
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-

onde o vetor X contem as incognitas, A e a matriz dos coefi
cientes que multiplicam X enquanto que B & o vetor que con-
- . -~ . ¢ .

tem a influencia dos valores nodais conhecidos e das forgas

de volume,

Assim a solugao do sistema (3.2.18) & dada por:

X=4"38 (3.2.19)

3.3 - DESCRIQKO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO UTILIZADOS

3.3.1 - Aproximagao Linear para a Geometria do Elemento

Neste trabalho considerar-se-a unicamente o con-
torno dividido em segmentos retos (ver fig., 3.1). Deixa-se
claro que elementos de formas definidas por outras fungoes
polinomiais, quadraticas e cubicas, por exemplo, tem sido
tambem empregados (24) nao sendo, porem, considerados como
objetivo deste trabalho.

Para a definigao geometrica de uma reta e condi-
¢ao necessaria e suficiente o conhecimento de dois pontos que
pertengam a ela; assim,neste caso, as coordenadas dos pon-
tos extremos bastam para definir o elemento e constituem=-se
na melhor escolha ja que sao a base para a determinacao da
geometria dos elementos de um contorno generico com o mini-
mo numero de pontos.

E conveniente, para a realizacao da integracao nu
merica sobre o elemento, expressar as coordenadas de cada
ponto em fungao de coordenadas locais homogeneas 'E' (fig.

3.3). A partir da equagao (3.2,2) tem-se:

L) T o) xM (3.3.1)

ou de forma explicita:
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[ ]
X)
xij) gT : x2
(i) - 13
X = = i (3.3.2)
ng) 0 YT X5
x2
L "2
pTo 2. { xf.xg)
x /
§=1/ r "
4
g g _-PT0.1 (x‘1 .x‘z)
2 /
g
Xy
x 2 x!
| 1
FiG. 3.3 ——DESCRIC[\O GEOME'TRICA DO ELEMENTO LINEAR
1
—2- (1“*5)
w = (3.3.3)
3 (140

3.3.2 - Aproximacao Linear dos Deslocamentos e Forcas de Su

perficie

a) Elemento Continuo

Quando se trabalha com as mesmas aproximacoes tan
to para a geometria do elemento quanto para as agoes, como
se faz neste trabalho, originam-se os elementos isoparame-
tricos. Isto, no caso da aproximacao linear, sugere imedia-
tamente a escolha dos pontos geometricos extremos como os
nos onde serao expressas as variaveis do problema, Estabe-
lece-se, assim, o elemento linear contInuo, mostrado na fi-

gura 3.4.
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X1

FIG.3.4 — ELEMENTO LINEAR CONTINUO

b) Elemento Descontinuo

Os casos praticos que se encontram no estudo da
mecanica dos solidos apresentam frequentemente pontos  nos
quais o vetor forga de superficie & descontinuo (ver figura
3.5). Uma das maneiras que tem sido propostas para o trata-
mento deste problema e a utilizacao de elementos desconti-
nuos (chamados tambem nao conformes) nos quais os pontos no
dais onde sao calculados os deslocamentos e reagboes nio cor
respondem aos extremos geometricos dos elementos, e dal )
nome "descontinuos" ja que devido a essa configuracao as va
riaveis de nos vizinhos pertencentes a elementos diferentes
nao possuem necessariamente o mesmo valor., Outra forma de
resolver a descontinuidade de reagoes & discutida posterior
mente no item 3,7 ,

A adogao de uma rede composta por elementos des-
continuos na totalidade do contorno implica, nao obstante,
em um aumento consideravel no numero de equagoes algebricas
se comparada com uma discretizagao feita apenas com elemen
tos continuos. Assim, por exemplo, uma estrutura de uma u-

nica regiao discretizada em 'J' elementos lineares con
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- PONTO COM _
p DESCONTINUIDADE p:p
o {
p:=o )
{ D¢
7 N ) [9)
Q \\ u=o
PONTO COM
DESCONTINUIDADE 7

FIG. 3.5— DESCONTINUIDADE DE REAC(SES

NOS GEOMETRICOS { EXTREMO DO ELEMENTO)

PONTOS NODAIS

- APROXIMACAO
J+1 LINEAR

FIG. 3.6 — ELEMENTOS LINEARES DESCONTINUOS

tinuos, tera 'J' pontos nodais ou seja '2J' equagoes se o
problema e bidimensional. A mesma estrutura com o mesmo nE
mero 'J' de elementos descontinuos tera '2J' nds e por con
seguinte '4J' equagoes. O tamanho do problema e duplicado,
aumentando portanto o seu tempo de resolugzo e ocupagao de
memoria do computador, o que e, a partir desse ponto de
vista, desaconselhavel,

Procurando~se uma solugao que concilie as vanta-
gens de cada um dos elementos, introduz-se neste trabalho

uma formulacao generica para o elemento linear, com o pro-
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posito de incluir a nao conformidade s& onde se faz neces-
saria para contornar problemas de descontinuidade, deixan-
- 3
do o resto por conta dos elementos continuos. Isto da ori-
gem entao a uma rede mista,composta por elementos conti-
nuos e descontinuos,o que leva ao emprego do elemento des-
- . - . I3 - [ - -
continuo assimetrico, isto e, que seja descontinuo so em

um dos seus extremos.

REGIAO COM
DESCONT INUI DADE

/
r

ELEMENTO CONTINUO

|

ELEMENTO DESCONTI'NUO
( ASSIMETRICO )

“

ELEMENTO DESCONTINUO ® = PONTO NODAL FUNCIONAL

EXTREMO GEOMéTRICO DO ELEMENTO

FIG. 3.7 — REDE MISTA, COM ELEMENTOS LINEARES
CONTINUOS E DESCONTINUOS.

Assim,no equacionamento utilizado,o no onde sao
calculadas as variaveis nodais pode ser definido em qual-
quer ponto dentro do elemento. Desta forma podem ser cria-

dos os seguintes elementos:

Isoparametrico linear, ou 1i-
EXTREMO
GEOMETRICO M near continuo, com os nos defi-
1 nidos nas extremidades do ele-
al ¢ - $
: mento.

2 r
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Descontinuo 3 direita com refe-
- I [
T rencia a um observador situado

no centro do elemento, olhando

l 1
b) :7 mroo no sentido da normal. 0 no da
direita nao corresponde ao pon-

to da extremidade.

)__o__?._.NO' DEFINIGAO DAS

VARIAVEIS

}-—+—— — EXTREMIDADE DEFINIGAO
DA GEOMETRIA

Descontinuo a esquerda. O no da

esquerda nao esta localizado na

‘ﬂ extremidade, 0 elemento que con
F & —t— 4 tinua a esquerda devera ser, pe
c) 2 2 ! ~ ..
" lo menos, nao conforme 3 direi-
ta.
T] - - -
Descontinuo, Nenhum dos nos elas
3 - .
e o] ticos esta localizado nas extre
d) 2 2 1 1

midades do elemento.

FIG. 3.8 — DIFERENTES TIPOS
DE ELEMENTOS

Com a finalidade de desenvolver a formulacao de-

sejada,definem-se inicialmente alguns parametros (ver fig,
3.9):

C1 - Posigzo do no direito com referencia ao centro do ele

mento, em coordenadas homogeneas.,

C, - Posicao do no esquerdo com referencia ao centro do

-
elemento, em coordenadas homogeneas.

£ = Coordenada homogeénea

2 - Comprimento do elemento

¢

; ~ Fungao interpoladora
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FIG. 3.9 — NOTACAO USADA NO ELEMENTO DESCONTINUO

A aproximacao linear indicada na figura 3.9 e fa-

cilmente deduzida, resultando em:

1
¢, = === (C,-E)
1 C1+C2 2
(3.3.4)
0y = gy (670
1772
uma comprovagao destas funcoes (3.3.4), fazendo C,=¢p =1
leva a uma expressao analoga a (3.3.3)
=1 _ 1
6, =5 (1=B) 5 ¢, = 3 (1+) (3.3.5)

que sao as funcoes interpoladoras do elemento linear comum.
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3.4 - INTEGRAQKO SOBRE 0S ELEMENTOS

3.4.1 - Integracao Numérica

As caracteristicas das integrais indicadas na e-
quacao (3.2.5) permitem que estas sejam efetuadas numerica
mente ja que esse procedimento & simples e adequado para o
tratamento computacional do metodo. Para isto emprega-se a

quadratura de Gauss, que e dada pela expressao abaixo (60):

1 n
j[ f(E)dE = I wif(Ei) (3.4.1)
-1 i=1
onde n = numero total de pontos de integragao

€. = coordenada adimensional do i-esimo ponto de

integracao,definida em funcao de n

e
w, = fator ponderador, tambem calculado em fun-
cao de n
Assim, expressando as fungoes que serao integra-
-~ -
das em coordenadas homogeneas, tem-se para cada elemento

as seguintes grandezas:

TR

1
hS, (@) f_ pi (5,Q) 6(Q,8)dE

e (3.4.2)

s _ 2 1 4
B (@ =3[ ug (5,0 o000

onde os indices indicam:

S = no singular, isto &, ponto onde e aplicada a
carga unitaria ou para o qual se escreve a

equacgao.
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e
Il

diregao da carga unitaria no no singular

o
"

direcao da forgca ou deslocamento medido sobre

o elemento em analise.

0 numero de pontos de integracao necessario para
obter resultados satisfatorios depende, entre outras coisas
da distancia do no ao elemento, da fungao a ser integrada,
do comprimento do elemento e dos angulos formados entre o
vetor posicao e o elemento. No capitulo 5 apresenta-se u=-
ma analise para a verificagao da influGncia desses fatores,
tentando-se propor limites adequados para a elaboragao de
um algoritmo que selecione o numero de pontos de integragao

E preciso notar que h2 uma limitacgao do sistema
de integragao numerica atée aqui discutido. Quando o nd sin-
gular pertence ao elemento em que se realiza a integracao
tem-se uma integral singular cujo valor obtido pelo proces-
so descrito podera conter erros. Assim recomenda-se a utili
zagao de tecnicas de integracao numerica que levem em conta
essas singularidades, ou,como e preferida neste trabalho, a

resolugao analitica dessas integrais.

3.4.2 - Integragao Analitica nos Casos de Singularidade

A resolugao analitica das integrais singulares re
sultantes quando o no singular esta contido no elemento de-
ve ser feita sob o conceito de valor principal, e para o ca
so dos elementos conformes faz-se necessaria a integracao
simultanea dos elementos vizinhos. A seguinte notagao & usa
da para distinguir os diversos valores que resultam ao inte

grar sobre o proprio elemento:

1
mn L * m
Pk T 7 Pik ® 48
(3.4.3)
1
mn _ £ * m
8ix = 2 Uik ¢ 48

.
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onde m = numero que indica a funcao aproximadora (para

elemento linear, m = 1, 2),

n = no singular (tambem com numeragao local, n =
1, 2),.

i e k = analogo aos utilizados em (3.4.2).

0 resultado das integragoes acima ja e amplamen-
te conhecido para o elemento linear conforme (33). Para o e
lemento proposto neste trabalho e discutido no item 3.3.2 o
valor dessas integrais e apresentado a seguir.,

Para facilitar o entendimento da formulagao, ado-

ta-se a notacao indicada na figura 3.10,

F16.3.10 — ELEMENTO LINEAR GENERIKCO. NOTAGAO
PARA INTEGRACAC ANALITICA

onde os coeficientes Cl’ 02 correspondem aqueles mostrados

na figura 3.9.

Avaliando cada uma das integrais com as devidas
subdivisoes a direita e 3 esquerda (ver fig., 3.10) obtem-se

a seguinte expressao:

an _ 1-2(5mn (&) (1-c 4 s . (1-Cn)
&ik 8m(1-v)G 2 n mn 2?C1+C25
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*

(1-¢c )
') n
L3-4v)[2n[§(1-cnﬂ -1]61k-r’ir’k]+ ZTEITE;T(B-av)Gik +

(1+c_) 2
(1+Cp) [Gmn' z—@?‘c‘z’)“][<3'4">[“[i(“cn>} '1}51k'f,ir,k] "

+

(1+Cn)

I (3-4v) 8., (3.4.4)

e
—(~1)"(26_ _=1) (i-k) (1-2v)

mn mn £ 2

Bix = 4m(1-v) smn[gn[7(1+cn4 -ln[f(l-cnﬂ}-
= 2 3.4.5)

ZC1+C2) (3.4,

(validas para C, e C, < 1)

£ importante notar que apenas a integral que ori-
, mn - . .. m
gina o termo hik e integral principal. O termo gig pode ser
obtido sem a necessidade de integracao simult@nea.

As equagoes acima sao validas sempre que C, e

1
C, < 1. Caso algum destes coeficientes seja igual a um, e-

quivalendo ao elemento continuo (em um dos lados, pelo me-
n
k
da 3@ correspondente do elemento vizinho, ja que so assim &

nos) ,a expressao de h? (3.4.5) so tem sentido ao ser soma-
eliminada a singularidade logaritmica que ali aparece(em ou
tras palavras isto corresponde a integracao simult3nea, is-
to e, a obtencao do valor principal). Desta forma na expres
sao (3.4.4) o termo multiplicado por (l—Cn) torna-se zero e
na equagao (3.4.,5) anula-se o logaritmo que contem (l-Cn).
Na programacao do metodo podem ser usadas as expressoes aci
ma (3.4.4) e (3.4.5) tomando o devido cuidado de eliminar o
calculo das parcelas que desaparecem quando Cn for igual a
um. Neste caso, estas equagoes fornecem parte do valor pro-
curado, sendo completado quando se realiza a integragao no

elemento vizinho.
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Outra pequena observagao pode ser feita para o ca

so em que C ouC2 seja igual a zero. Isto equivale a locali

1
- . -

zar um dos nos no centro do elemento, Evidentemente so um

dos valores (C1 ou C2) pode ser zero pois do contrario es-

tar-se-ia definindo a mesma localizacao para os dois pontos

nodais.

3.5 - SUBREGIOES

Para ampliar de maneira consideravel o campo de a
plicacao da formulagao ate aqui tratada, e preciso estudar
o caso de estruturas formadas por varias subregioes (fig.
3.11) constituidas de materiais homogéneos e com constantes
elasticas independentes.

Considere-se assim, um dominio formado por distin
tas subregioes designadas por Qi. Para cada uma delas pode
ser calculado um sistema equivalente a (3.2.7) podendo-se
escrever:

(1)

(i) (1) (i) (i) (i) (3.5.1)

=]
(=]
L]
2]
tro
+
Rl
)

- » . . - - 3 - ™~
onde o 1ndice indica a i-esima subregiao

== 77

»-/u—_]

25 (vg,E5)

FIG. 3.11— EXEMPLO DE DOMINIO FORMADO POR VARIAS SUB-REGIOES
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Para os pontos que pertencem aos contornos que di
videm duas subregioes, isto &, as interfaces, devem ser a-
crescentadas expressoes que relacionem essas subregioes en-
tre si. Recorre-se entao as condigoes de equilibrio e compa
tibilidade, que para a interface das subregioces 'i' e 'j!

podem ser escritas da seguinte maneira:

p(i9) o g

~

(3.5.2)

p(ii) o p(31) (3.5.3)

. . - . . . -~ -
onde o primeiro indice indica a subregiao a qual se referenm

os valores nodais e o segundo a subregiao adjacente.

Indicando o contorno externo com o indice ‘'e', os

vetores de deslocamento e forga de superficie podem ser re-

presentados da seguinte forma:

-
H(1e)
R (3.5.4)
g(13)
e
S
P(1e)
p(i) o (3.5.5)
- L (i1)

podendo-se escrever a equagao (3.5.1) como segue:

g(ie) plie)
G(ie)Guj)J -

L

~

[H(ie)H(ij

% ) [ [ (i) B(i)]
=R yCid) 12 B

(3.5.6)

g(ij)

0 mesmo procedimento aplicado a subregiao j, com
um ordenamento diferente das submatrizes para facilitar pas

sos seguintes resulta em:



[g(ji)H(je)]
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()

~ N GES)
g(J'e) [9

G(je)]

B(je)

p(ii)

~

+[n(j)n(j)](3.s.7)

-~

-~

Ao juntar as equacoes matriciais indicadas em

(3.5.6) e (3.5.7), incluindo as condigoes (3.5.4) e (3.5.5)

e ainda deixando tanto U(IJ)

quanto P

(ij)

do lado

esquerdo

(ambos sao desconhecidos) ,o0 sistema acoplado fica:

0 g (i)
D

+ -
0

glie) GG G

(i)

g

1o

9(ji)

to
vl

(i)

o
o]

U(ie)
g(ij)
(i)

(je)

U

L -

“

9(ie)

1T -
0 g(ie)
+
S’(je) g(je)
(3.5.8)

Ao serem incluidas forgas prescritas na interface

'"P' a condigao de equilibrio (3.5.3) fica dada por:

E(ij)

« 20D -7

e a equacao (3.5.8) & alterada para:

ge) (D

Ii(J’i)

A

PLCS DI

E(ji) E(je)

—

-
H(ie)
g(id)

p (i)

U(je)

L. ~ —

(3.5.9)
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1 B T .
: . plie) . :

E(1e) E(13) 0 P(1) o E(1)
i) |, (3.5.10)

0 0 clie) (; 0 p{3| )

~ ~ ~ Je) ~ ~ ~

L 4 L= 4 u 4L -

onde F(IJ) indica carregamento prescrito na interface i-j.

Dadas as caracteristicas das equacoes que forne-
cem os deslocamentos e as tensces em pontos internos, o cal
culo destas quantidades e feito avaliando-se as equagoes
(3.2.16) e (3.2.17) para a subregiao em que o ponto esticqg
tido, de maneira similar ao caso de corpos com uma unica re

giao,

3.6 - CALCULO DAS TENSOES NO CONTORNO

No item 2.3.4 foi mencionado que para o calculo
das tensoes nos pontos de contorno & utilizada uma aproxima
¢ao usando os valores de reagoes e deslocamentos. Esta apro
ximacao e descrita a seguir.

Tome-se um elemento qualquer (fig. 3.12) admitin-

do que se conhecem os deslocamentos e reagoes nos pontos ex

tremos.
X
2 2
‘UZ'PZ
2 = UpPy
o
x2
1
Uz,P2
X, ‘

FIG. 3.12 — COORDENADAS GLOBAIS E LOCAIS DE UM ELEMENTO
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Considerando X15 Xy 0 sistema global de coordena-

das e X1 §2 o sistema local do elemento, orientado como se
mostra na figura 3,12 e empregando-se inicialmente a relacao

tensao-forcas de superficie (2.1.7):

0.. N. = p, (2.1.7)

no sistema local 21, ;2 comn, =0 e ﬁz = -1, obtem-se os

1

valores das tensoes:

al

12 - 7Py
(3.6.1)

22~ TPy

Ql

Por simetria do tensor tensao eq. (2.1.5) sabe-se

que 021 012, restando apenas definir o valor de 011. Para

a obtencao desse valor aplica-se a lei de Hooke (2.1.11):

Q
|

i - xekkéij + 2G€ij (2,1.11)

~ . - .
Escrevendo a expressao acima em sua forma explicita para

-~ - - - . -
e O e fazendo as operacgoes algebricas necessarias, e

‘11 22
facil obter:

- _ 26 = vV =
91 T 1=V f11 F T 922 (3.6.2)

Faltando agora averiguar € Por definicao as deformagoes

11°
sao dadas por (2.1.9):

) (2.1.9)
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No elemento conhecem~se os valores de deslocamentos nos ex-
tremos. Como a expressao (2.1.9) contém a derivada dos des-
locamentos, e necessario admitir alguma lei de variacao dos
deslocamentos dentro do elemento, Adotando-se uma aproxima-

¢ao linear, €,, fica expresso por:

€ = (306~3)

(3.6.4)

Sendo necessario obter as tensces no sistema glo-
bal de coordenadas, realizam-se as operacoes pertinentes
correspondentes as transformagoes vetoriais de U e P e ten-

soriais de 0 e chega-se as expressoes abaixo:

2¢G 3 2 .1 2 2 .1
011 = TT:GTI[COS B(Ul-Ul) + senfcos G(UZ-UZ)] +

2=V 2 3 1 2 v 3
+ pl[l-v senfcos O+sen ﬂ + pz[cosesen 6- 1=y ©°S %
(3.6.6)
_ 2G 2 2_ .1 2 2_ .1
Oip = TT:VT—[senecos G(U1 Ul) + sen ecose(U2 Ul)] +

\Y 2 3 3 v 2
+ Pl[TTG sen Bcosf~-cos 8] + pz[sen 6 - 1 senfcos 6]

(3.6.7)

2G 2 2 .1 3 2 .1
022 TT:VTE[sen ecose(Ul—Ul) + sen G(U2 UZ)] +
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v -
P T Sen39-sen9cosze]- Pz[%:% sen26c0s6+cos36

(3.6.8)

sendo 8 o angulo de rotacao entre as coordenadas globais e

locais, conforme se mostra na figura 3,12,

3.7 - TRATAMENTO DA DESCONTINUIDADE DAS FORCAS DE SUPERFICIE

A descontinuidade do vetor de forgcas de superficie
tem sido geralmente tratada no MEC com a adogcao de ndos du=-

plos e a imposicao de equagoes suplementares (49)

x|

T T
Uz :P5

T _ T
\r U;,Py (2)

FIG.3.13 — DEFINICAO DOS NOS DUPLOS

0 no duplo consiste em definir na regiao que apre
senta a descontinuidade dois pontos nodais com a mesma loca
lizacao geometrica, isto e, com as mesmas coordenadas. Cada
um deles, porem, & suposto como pertencendo a elementos di-
ferentes (ver figura 3.13). Esta tecnica resolve convenien-
temente alguns dos problemas de descontinuidade de reacoes.
No entanto, existem casos em que a adogao de ndos duplos nao

e suficiente para resolver o problema (50), ou simplesmente
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para melhorar a aproximacao dos resultados., Nesta situacao
equagoes adicionais aplicadas aos nos duplos que sao basea
das na invarianciado traco do tensor de deformacoes e na
simetria do tensor de tensoes (49,50) substituem aquelas
calculadas a partir da equacao integral de contorno (3.2.5).

Neste trabalho sera incluida unicamente a rela-
gao resultante da imposicao de simetria do tensor tensao
eq. (2.1.5), tendo em conta que o elemento descontinuo a-
qui utilizado (item 3.3.2) trata qualquer tipo de desconti
nuidade de reacoes.

Assim, escrevendo as equacoes que relacionam ten
sao-forga de superficie eq. (2.1.7), incluindo a proprie-
dade da simetria (2.1.5) e fazendo algumas operacoes alge-

bricas necessarias, obtem-se a seguinte expressao:

P(R) (2) | PgR)n

(D), p($) (D

2 1

(3.7.1)

Expressao esta que pode substituir uma das equa-
coes para um dos nos duplos.

Com o objetivo de deixar completa a alternativa
de uso do no duplo, mostra-se aqui a outra equacao adicio-
nal usada para solucionar casos de descontinuidade das for
¢as de superficie onde uma Unica equacao nao e suficiente,
tais como descontinuidades de nos em interface ou nos du-
plos externos com todos os deslocamentos prescritos.

A equacgao, deduzida por Chaudonneret (49), ba-
seia-se na invarianciado trago do tensor das deformagoes a
plicada aos nos duplos. Utilizando~se essa propriedade e

operando-se com os parametros nodais tem-se

E(S) _ E(Q) = (P(S) - p(Q))/2G (3.7.2)

sendo € a componente de deformacao paralela ao elemento
correspondente e escrita a partir de valores nodais de des
locamentos, e P forcas de superficie na direcao da normal

do elemento e referidas apenas aos nos S e Q.
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cArPITULO IV
PROGRAMACAO
4,1 - INTRODUGAO
A finalidade do Metodo dos Elerentos de Contorno

-MEC, como a de todo método numérico, e a resolugdao de pro-
blemas cuja solugao analitica ou e ruito complexa ou ainda
nao foi determinada, contando para isto com o apoic de com-
putadores, Assim, uma parte essencial deste trabalho foi o
desenvolvimento de um programa em linguagem FORTRAY 77 feito
no computador IBM/370-148 do Centro de Processamento de Da-
dos - CPD da Escola de Fngenharia de Sao Carlos - EESC.

0 programa resolve probleras de elasticidade linear
bidimensional, isto &, estado plano de tensao e estado plano
de deformacao, admitindo-se a possibilidade da estrutura es-
tar composta por varias subregioes, as cuais podem estar dis
postas de maneira arbitraria.

Emprega~se no programa o elemento linear deduzido
no capitulo anterior, e desta maneira tem-se a capacidade de
geragac de uma rede mista com elementos continuos e descon
tinuos, resolvendo-se assim de forma precisa o problera da
descontinuidade de reacoes,

Adaptou-se ao programa um sofisticado esquema de re
solucao de sistemas de equagoes em blocos, elaborado por Cro

tty(51) especificamente para tratar do tipo de matriz resul
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tante do Método de Llementos de Contorno.

Na epoca atual e preocupagao dos investigadores
criar programas aplicativos("software™)especialmente desen-
volvidos para micro-processadores dada a grande wutilizagao
que se preveé para esse tipo de equipamento. Assim, o esque-
ma geral do programa, incluindo caracteristicas como armaze
namento das matrizes em forma vetorial e uso de memoria au-
xiliar, facilitam uma eventual adaptacao deste a microconpu
tadores.

A seguir descrevem=-se com detalhe as diversas par

tes que compoem O programa.

4,2 - DESCRICAO DO PROGRAMA

4,2,1 - Descrigao Ceral

0 programa segue a forma simples dos programas ba

sicos do MEC(58), Pode ser dividido nas seguintes partes:

a) Entrada e geracao de dados;

b) Calculo do sistema de equagoes;

c) Resolucao do sistera, resultando no conhecimen
to das forgas de superficie e deslocamentos nos pontos de
contorno;

d) C3alculo das tensoes nos pontos de contorno,cél
culo dos deslocamentos e tensoes nos pontos internos e imn-

pressao de resultados,

0 programa esta dividido em 20 segmentos, sendo
9 destes do sistema de resolugao adaptade., No primeiro
subprograma, que & o programa principal, sao definidos os

numeros limites do programa, tais como dimensoes dos veto-
- - . -~ - ~
res, numero maximo de equacoes, etc.., Tambem sao dados os
comandos que definem e identificam os arquivos usados que
neste caso sao cinco: um arquivo para dados de entrada (lei
) - .
tora), outro para dados de salda ou resultados (impressora)
- B - . . . .~
e tres arquivos para uso de meroria auxiliar na execugao

do prograna, sendo dois deles arquivos de acesso direto e
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um sequencial., Deste programa principal sao chamadas as di-
versas subrotinas, seguindo a ordem que se mostra de manei-
ra simplificada no diagrama de blocos 4.1. No diagrama 4.2

estao os nomes de todas as subrotinas, suas ligagaes e or-

dem de execugao,

A seguir € feita uma descricao de cada uma das
partes mencionadas dividindo-as de acordo com os itens mos-
trados nos diagramas 4.1 e 4.2,

4.2.2 - Entrada e Ceracac de Dados de Controle
Como ja se mencionou, no comego do programa sao

definidos os linites do mesmo e emn seguida e charada a sub-
rotina de leitura de dados ENTPR, para depois serem chamadas
as subrotinas INTERF, PARLOC e PRELIM para definicoes que

se fazem necessarias antes da montagem do sistema.

a) Subrotina ENTR, Nesta subrotina sao lidos to-

dos os dados usados nos calculos posteriores,

Inicia-se entao com a leitura do titulo do proble
ma empregando-se uma variavel com caracteres alfanuméricos.
Logo apds e lido o tipo de problema a ser resolvido, poden-
do ser estado plano de tensao ou de deformacao. Tsto sera
identificado pelo codigo dado a uma determinada variavel,

A estrutura & identificada com a leitura do nime-
ro de pontos de contorno em que esta discretizada, nunero
de pontos internos para os quais & previsto algum calculo,
e o numero de subregices que a compoen.

Sabendo-se o numero de pontos de contorno & feita
a leitura das coordenadas cartesianas (Xl’ X,) de cada um ,
aproveitando-se para ler juntamente um vetor de ijdentifica
¢ao do tipo de nd, utilizando-se para isto uma variavel in-
teira que recebera os seguintes valores: 0 se o no for sim-
ples; 1 se for no duplo; e 2 se este no vai ser deslocado
do extremo do elemento para dar origem a um elemento descon
tinuo. Note-se que na maioria dos casos este valor vai ser
zero (no simples), nao sendo necessario, por conseguinte,di

gitar este valor,
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DIAGRAMA DE BLOCOS

item:

(4.2.2)

LEITURA
DE
DADOS

GERACAO DE DADOS

DE CONTROLE P/ A
EXECUCAO DO PROGR.

(4.2.3)

CALCULO DO
SISTEMA DE
EQUAGOES

[
(4.2.4)

RESOLUCAO
DO SISTEMA

)

(4.2.5)

CALCULO DOS PONTOS
INTERNOS SELECIONADOS

CALCULO DAS
TENSOES

)

IMPRESSAO DE
RESULTADOS

Subrotinas:

(ENTR)

(INTERF)
(PABLOC)
(PRELIM)

(FMAT)
(INTEG)
(DIAG)

(ver item cor-

respondente)

T

(PINT)
(INTEG)

(SIGMA)

Diagrama 4.1 - Diagrama de Blocos Geral do Programa
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ENTR INTERF
item (4.,2,2) PABLOC
PRELIM
INTEG
item (4,.2.3) FMAT
DIAG
BLKRED
PROGRAMA PRINCI- EDPM
BLKSOL
TAt FoM REDP
SLIDE
item (4.2.4)
REWRIT
SUBST BACK
INTEG
item (4.2.5) PINT
SIGMA

Diagrama 4.2 - Esquema das Subrotinas Utilizadas no Programa
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Em seguida sao lidas as coordenadas dos pontos
internos com o auxilio de um vetor que contém o nimero da
subregiao a que pertence cada ponto,

A definicao dos elementos de contorno & feita nor
subregiao empregando-se uma variivel indexada unidimensional
onde duas posigoes sao reservadas para cada elemento, cor-
respondendo a primeira delas ao no inicial e a segunda a0
nd final do elemento. Esta ordem (nd inicial, no final), o

dada pelo sentido do contorno I' (ver figura 4.1),

no final do elemento K

ELEMENTO [K ]

no inicial do elemento K
(no" final do elemento K-1)

FIG. 4.1— IDENTIFICA?/:O DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

A numeracao dos eclementos & feita dentro do pro-
grama seguindo a ordem em que estes sao lidos, Criam-se au-
tomaticamente também dois vetores cue armazenam o nrimeiro
e o Gltimo elemente de cada subregiao, respectivamente. Es-
tes valores auxiliam no calculo do sistera de equacoes.

No passo seguinte desta subrotina (FNTR) chama-se
a subrotina INTERF que tera suas caracteristicas relatadas
no proxino item.

Dando seqlencia a entrada de dados léem-se as con
digoes de contorno. Para facilitar esta leitura assume-se
inicialmente que o carregamento esta prescrito em todo o
contorno. Posteriormente & dado o numero de nos onde o des-
locamento & imposto em alguma direcao e entzao sao lidas as
condigoes destes nos. Pelo fato de cada no ter imposicoes

L3 -~ . - h) . .
em duas direcoes a variavel que define o tipo de contorno
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tem duas posigoes por no,de maneira similar a identificacao
dos elementos de contorno.

Ja definido o tipo de imposicao sao entao  lidos
os valores das forgas e deslocamentos prescritos. Outra vegz,
para facilitar a entrada de dados, inicialmente todos es~-
ses valores sao assumidos como sendo zero. Antes disso e
definido o numero de carregamentos diferentes a serem anali

sados, £

lido depois o niimero de prescrigcoes com valor dife
rente de zero, e lopo entdac ond e suas imposicoes correspon
dentes, Neste ponto & usada a localizacho das equacgoes do
no dentro do sistema de equagoes que & obtida da subrotina
INTERF., Isto se faz necessario devido ao fato de que os nos lo
calizados na interface das subregioces tem quatro equagSespR
quanto que os nos de borda tem s0 duas, dificultando assim
o uso de algumn algoritmo usual de enderegamento das equa-
goes. Com a ajuda do vetor de localizacio as imposigoes no
contorno sao colocadas corretamente dentro de um vetor que
contém inicialmente tanto forgas quanto deslocamentos,segun
do a correspondente condigao de contorno.,

Mesta subrotina ENTR sao impressos os valores de
entrada para facilitar uma eventual verificacao dos mnesmos,
caso se de algum erro na execucao do programa. £ convenien-
te notar que o programa nao conta com um sistema completo de
testes de consisténcia dos dados para indicar com precisao

a posigao e tipo de cada erro,
b) Subrotina INTERF

Ao trabalhar com subregioces faz-se necessario co-
nhecer as subregioes a que pertence cada no. Nesta subroti-
nasentaose calculado um vetor com duas posigges para cada
n6 indicando suas subregioes da seguinte forma:

Para o nd ¥ a posicao de memdria 2%*N-1 contera o
nimero da subregiao,com ordem menor,a que o né pertence, A
posigao 2*N conterid o niimero da outra subregiao (cada nd po
de pertencer no maximo a duas subregioes). Casc o ponto no-
dal seja de borda (pertence a uma unica subregiao) a segun-

. -~ - . -
da posigao de memoria tera valor zero,



-60...

A determinagao deste vetor faz-se comparando-se
cada no com as extremidades dos elementos de cada subre-

giao, Toma-se o cuidado de evitar comparacoes com nos cujas
subregioes ja foram encontradas, diminuindo-se assin o nﬁmg
ro de operagoes. A listagem desta subrotina & dada abaixo
(List. 4.1) sendo a variavel INF o vetor onde se armazenar
estes dados. £ evidente que tudo isto pode ser formecido na
entrada, porem, e objetivo facilitar,na medida do possivel,

a entrada de dados para diminuir o trahbalho do usuaric.

et e e e e —— - ————— PGM
C : . PGM
C CALCULC DO VETOR INF, QUE IDENTIFICA DS PONTOS DA lNTERFACE PGM
C G

T e e e e e e e e e e —————————————— PGM
SUBRDUTINE INTERF [NPEX,NSUB,INIC,IFIN, IEL:INFQLUC:NEQ) ] P GM
COMMCN LEC,INMP PGM

ODIMENSION INICHL),IFIN(LY, TELTLY»INF(L),L0C(L) PGM

D0 100 I=1,VPEX , PGM

INF{2%1)=0 : PGM

100 CONTINUE ) PGM
00 170 I=1,N5J8B . P GY
IN=T¢1 : . PGH

DO 160 U= IN.C(I)vIFlN(l) ) el

D3 153 L=1,2 . : PGM

NO=TEL(2%J-2+L) .PGM

IFTINFI2¥NC)NELO) GI TO 150 PGM

DO 120 K=1N,NSUB : PGM

DO 110 M=INICIK) IFIN(K) PGM

IFINCLEQWIELI2¢M-1)  OR.ND.EQ.IEL{2%M)) GD T3 132 PGM

110 CONTINUE PGM

123 CONTINUE ) PGM
GO TO 149 ) PGM

130 INF{2%N0)=K : GM
140 INF{2%N3=-1)=1 PGM

150 CONTINUE PGM

162 CONTINUE ’ , : PGM
170 CONTINUE PGM

c PGM
- LOCALI ZACAQ DOS NOS DENTRO DO SISTEMA DF FQUALOES. PGM

C LOCII) = NO. DA EQUACAD QUE PRECEDE AS CORRESPONDENTES AD NO I PGH

C : PGHM
LGCI13=0 : PGM

D0 180 I=1,VPEX . PGM
LOC{I+1)=L0C(1)+2 ' PGM

IFUINF(2%1) WNELO) LOCC(I+1)=L0C(I+1)+2 PGM

180 CONTINJE PGM
NEG=LCCINPEX+1) PGM
RETURN ‘ , G4

END . PGM

LListagen 4.1 - Subrotina INTERF

Também & calculada nesta subrotina a localizacgao
das equagoes de cada ponto de contorno dentro do sisterma glo
bal, Tsto & feito usando uma variavel obtida com a soma do

- ~ - . . -
nunerc de equagoes de cada no verificando=-se sempre se o no



-6 1~

é de interface ou nao, Neste calculo & usado rela primeira
vez o vetor definido anteriormente nesta subrotina, como
se pode observar na listagem (4.1). 0 Gltimo nidmero computa
do corresponde ao numerc total de equacBes e incognitas do

problema,sendo referido a uma variavel especifica.
c) Subrotina PABLOC

0 algoritmo adaptadc para a resolugao do sistema
de equagoes com tratamento en blocos exige a preparacao de
dados de controle da execucao. £ na verdade a determinacao
dos numeros que definem a forma da matriz. Deve ser calcula
do o nimero de colunas-bloco, o nimero de colunas da matriz
que tem cada coluna-bloco, o numero de linhas=-bloco e o nu-

mero de linhas por linha-bloco (ver figura 4.2).

COLUNA 8LOCO

/

/
r——-"
! 1
.
BLOCO /{' !
!
! i
| I— -
LINHA DA LINHA- BLOCO
LINHA BLOCO
\ I

COLUNA DA COLUNA-BLOCO

FIG.4.2—-DEHNI¢RO DOS TERMOS USADOS PARA
DEFINIR A MATRIZ EM BLOCOS.

A determinagao do numero de colunas que contén ca
da coluna-bloco (vetor KOLL) & feita de maneira indireta
como se explica a seguir (ver listagem 4,2,1), Inicialmente

sao definidas colunas-bloco de tamanho ipual ao de cada
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subregiao (linha=-bloco). A razao disto sera explicada no i-

tem correspondente a resolugao do sistema, Em continuacao &

o

feita uma comparagao sucessiva entre cada ponto e
ponto anterior, definindo - se uma coluna - bloco quando
esses pontos nao pertencemn ds mesmas subregiSes. £ por es-
se motivo que o vetor calculado na subrotina anterior
(INTERF) & de grande utilidade. Terminados estes calculos
tém~-se definidas todas as colunas-bloco mas de maneira de-
sordenada, fazendo-se necessario ordena-las., Nepois disto
e feita a definicao do contelddo dos blocos atribuindo-se va
lor zero para os que cont@m zeros e um para aqueles que con
tem numeros diferentes de zero. A secuir sao definidos os
valores verdadeiros do numero de colunas que cada coluna -
-bloco tem, pois ate aqui o vetor que define isto esta em
valores globais com nimeros tomados da posicao que a alti
ma coluna da coluna-bloco possui dentro da matriz inteira.
Assim, efetua-~se uma subtracao comecando nela Gltima colu-

na=-bloco, A razao de calcular estes vetores indiretamente &g

que, apesar da aparente complicagao causada, foi a forma
mais simples que se encontrou para poder considerar todas
as circunstancias que definem as colunas-bloco, incluindo

tanbém os casos particulares que podem ocorrer.,

Finalmente verificam-se algumas condicoes de erro
pois os dados aqui calculades permitem saber se o problena
ultrapassa os limites maxinos (List. 4.2.2).

Existe uma outra subrotina que processa os dados
aqui obtidos e calcula todos os numeros de controle wusados
na resolugao do sistema de equagoes. Como ela faz parte do
sistema de resolugcao em bhlocos (51) sera tratado no item

4,2,4,dedicado exclusivamente a este assunto.
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- " o s " i 0 B> o k. s . 9. . T A e i i e i 0 e o e i ot 2 e o e W o >

OETERMINACAC DIS NUMEROS DE CONTROLE PARA RESOLUCAD POR BLOCOS

[REs N aNeXsl

-——— ~— -—-.-_-...-_.._-—-_—..__-——--_......-_———----—--—..—_---—-----

SUBROUTINE PABLGC (NSUE,NROHSpINF1NPEX9KOLL,MAP,HAXR:MAXC0
—INIC.IFIN.IEL.NCLSLyLDC,MAXSTO,NEQyLRECaMAXE)

‘COMMON LEC,INMP

DIMENSION MAP{HAXR,MAXC).NROHS(I);INF([)pKULL(l):INIC(l)1
=IFINIL)SIELLL) 4LECHT) .

DETERMINACAD DJ NUMERO DE COLUNAS-BLOCOy NO. DE CILUNAS POR CDCJNA-
BLOCO, E NO. DE L INHAS POR LINHA-BLOCO

2Nz R als

D3 100 I=1,NSJB
100 NROWS(1)=0
NCUBL=1
DG 110 I=1,y¥PEX .
NROWSTINFLZ®I=-1)) =NROWS{INF{2¢]-1))+2
112 IF (INF{2%1)  NE.O) NROWSUINF(2%1)}=NROWS (INF{2%]) )¢ 2

DIVISAC INICTAL. GARANTIR QJE TODO BLOCO-PIVO UMA VEZ LIDO TEN4A
TODAS SUAS COLJNAS PRCCESSADAS
KOLL{1)=NPOWS( 1} .
DO 120 I=1,NSuB
120 KOLLA(I)=NROWS{I)+KOLL(I~])

[ N Nl

2N el

DIVISAD SEGUND] AS INTERFACES
" NCLBL=NSUB
LIM=NSUB-1
DO 140 [=2,NPEX
TFUINFL2% 1) SEQeINF{2%1=2) JANDLINFI2% I-1) .E2. INF (2¢-3))
.= GO T3 140
DO 130 J=1,LI%
IF(LOZ(T1).2Q.KOLLIJ)) GO TO 140
130 CONT INUE
NCLBL=NCLBL +1 -,
KOLLINCLBL) =L3C (1)
140 CONTINUE .

c
C ORDENAR XOLL(I)
00 160 I=2,NCLBL
DO 150 J=1,NCLBL
IF(KOLLOJ). GT.KOLL(I~1)) GO TO 150
14X =KOLL{I-1)
KOLL(I~-1)=KOLL{J)
KOLL{J )= IAX
150 CONTINUE
160 ZONTINUE

Listagem 4.2.1 ~ Definicao das Colunas-bloco
Subrotina PABLOC

GM
PGM!
PGM
PG
PGM

CPGM

P GM
PGM
PGM
PGH
PGM
PGM
PG

PG

PG
GM
PGM
PGM
PGM
P3M
PGM
PGM
PGY
PGY
PGM
PoM
PGM
PGM
PG
P3H
PGM
PGM
PGY
P LM
PGM
PGM
PGM
PGM
PG
PGM
PGM
PGM
PGM
PG

PG

PGM
PGM
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C PGM
C  CALZULAR MAP{I,J) ) PoM
DO 170 I=1,VsUB PGM

DO 170 J=1 NCLBL GM

170 MAP({I,J)=0 - PGM
K=2 . PGM
NFIN=NCLSL-1 PGM

00 190 J=1,NFIN PGM

DO 180 I=K,NPEX PGM
IF(LOCIT3.GE.KOLL[J)) GO TO 185 PGM

180 CONTINUE : PGM
185 MAPLINF(2%1-3),4) =1 ' P Gv
TFIINFL2%I=-2).NELO) MAPLINF(2%[-2},4)=1 o 6M

Kz=1+1 = P GM

190 CONTINUE : PG
MAPLINF(2%NPEX=1),NCLBL) = 1 - o PGM
[TFLINFI2#NPEX) WNESO) MAP {INF(2*NPEX),NCLBL) = | PGM

| . : PGM
C CALCULC DOS VERDADEIROS VALORES DE KOLL(I) PGY
0O 200 I=NCLB3Ly2y~1 PGM

200 KOLL{I)=KOLL(I)}=-KOLL{I~1) PGM

:z ’ . PGM
C VERIFICACAD SE O PROBLEMA ULTRAPASSA A DIMENSAO MAXIMA ADMISSIVEL P oM
DO 220 I=1,N5JB : ' . PGM
KONTA=NROWS( 1) *(NEQ+NH) PGHM
IF(KONTA.GT.MAXSTO) THEN PGM

ARITE [6410) 1,KINTA ’ PGH
10 FORMAT(//' + A SUBREGIAD',13,* ULTRAPASSA A CAPACIDADE MAXIMA ADMIPGM
-SSIVEL DO PRO3RAMA.' /'INTERRUPCAG, VERIFIQUE JIMENSAQ MAXSTGT,192PGY,

sTOP . PGM

END IF . PGM

D0 220 J=1,NCLBL : PGM

IF IMAP(I,J}.EQ.0) GD TO 220 . ) ) PGM

NUN = KOLL(J) P GM

1F (NUNJGT o MAXE ) NJN=MAXE : ’ P GH

IFINROWS (T)XNJN¥4 .GT L LREC) THEN PGM

ARITE(6420) I,J,NUN PGM

20 FORMAT(//" +4+++ INTERRUPCAD. A CAPACIDADE MAXIMA DO ARQUIVO EM DIPGM

~5C0 € ULTRAPASSADA NA REGIAG*,13,* BLOCO-COLUNAY, 13/ PGM

~? é++s+ AUMENTE RECL NC OPEN E A VARIAVEL LREC NO PROGRAMA OU DIVPGM

-IDA 0 PROBLEMA EM SUBREGIDES®,{10) PGM

S$ige ) PGM

END IF ! PGM

223 CONTINJE . P GM

RETURN . PGM

END : PGM
Listagem 4.2.2 - Definicao do Conteldo dos blocos e veri-

ficacao de condigoes de erro.

Subrotina PABLOC



-65-

4.2.3 - Calculo do Sistema de Equagoes
a) Subrotina FMAT
A subrotina FMAT comanda o calculo e a montagem

das equacoes do MEC, ou seja o sistema indicado pela expres
sao (3.2.7):

HU = P+ D3 (3.2.7)

Inicialmente calculam=-se as magnitudes geométri
cas dos elementos tais como comprimento, localizacao do pon
to medio, etc.. Fstes valores sao armazenados em memoria
pois sao utilizados repetidas vezes em calculos posteriores.
A seguir calcula-se o modulo de elasticidade transversal G
(eq.2.1.13) e modifica-se o coeficiente de Poisson no caso
de se tratar de um problema plano de tensao, fazendo a equa
¢ao (2.1.26) equivalente a equagao (2.1.24).

Depois inicia-se o calculo das matrizes correspon
dentes a equagao integral de contorno discretizada (3.2.7),
ou seja as matrizes H e g(ngo se consideram no programa for
cas de volume). Convem lembrar que o sistema indicado pela
equagEo (3.2.7) & transformado mediante troca de colunas e
multiplicagao matricial num sistema do tipo:

A = (3.2.18)

I
1

?

Calculando-se diretamente (3.2.18), isto e, evi-
tando o calculo previo de (3.2.7), consegue-se uma conside=-
ravel economia na quantidade de memoria utilizada, nois em
vez de duas armrazena-se uma so matriz (a matriz é). Alguns
aspectos do calculo da equacao (3.2.18) sao discutidos a
seguir.,

A rontagen da matriz dos coeficientes A e feita
unidimensionalmente para assin facilitar a utilizacao de

memoria auxiliar., Isto também & recomendavel pela forna de

ocupacao da meroria central,
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- - . [ .
0 calculeo de A @ feito por subreriao ou seja nor

linha-bloco (ver figura 4.2), sendo calculada uma nor vez
e arnazenada na memoria auxiliar. Com isto rreterde~se apro
veitar a capacidade do sistena de resolugao ror hloces, que
para condicoes de memdria mais limitada surere ainda a mon-
tagem e armazenagenm bloco por hloco., MNeste procrama nao
foi seguido o esquema de calculo bloco a bloco devido prin-
cipalmente a ter sido o programa inicialmente estruturado pa
ra ser resolvido por sistemas convencionais que trabalham
matrizes cheias, Assim foi definida a montagem subreeiao a
subregiao que,mesmo nao explorando toda a capacidade ofere

cida pelo sistema de resolugao por blocos,apresenta uma me-

lhora apreciavel se comparado com o metodo tradicional.,

Voltando a descrigao do processo de execucio, )
passo sepuinte na subrotina FMAT e definir a subreqiao a

ser calculada. Dentro de cada subrepiao as equacoes sdao mon
tadas pela ordem de numeracao dos pontos nodais. Devido a
possivel existeéncia de elementos descontTnuos calculam - se
as coordenadas cartesianas (xl, XZ) do ponto nodal em anéli
se, e levando-se em conta que na formulacao deduzida a loca
lizagao dos ndos em elementos descontinuos & deixada de ma-
neira geral, utiliza-se aqui uma variavel cujo valor foi
previamente definido no comego do programa. Fste valor pode
ser entao facilmente mudado caso assim se deseje. Um estudo
para a escolha desse parametro e apresentado no capitulo se
cuinte,

N passo segpuinte e definir qual @ o elemento vizi
nho ao no em analise,o cue ajuda a definir nosteriormente o
tipo de integracao (numéerica ou analitica) a ser utilizada
em determinado elemento, Este calculo serve tambem para a
inclusao de uma condigao extra que impoe a simetria do ten-
sor de tensoes (ver artigo 3.7) que foj motivo de analise
nas primeiras versoes do nroerama,

Realiza-se en seguida a integracaoc sobre cada ele
mento da subregiao, e dadas as caracteristicas do nrosrama
de considerar elermentos continuos e descontinuos e nos du-

plos, nesta narte do programa sao necessarios varios testes
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para definir e preparar os dados adequadamente para cada ca
so (ver listagem 4,3)., A integracao numerica e realizada
na subrotina INTEG, enquanto que a integracao analitica pa-
ra integrais singulares e feita na suhrotina DIAG,

Da integracao de um elemento resultam suhmatrizes

de H e de G de ordem 2x4 que correspondem fisjcamente a in-
fluencia dos deslocamentos e reagoes nas duas direcoes do

no em analise sobre os dois nos do elemento integrado. Para
evitar a formagao das duas matrizes H e G sao verificadas
as condigoes de contorno e se necessario faz-se a troca de

. . - .
valores, ficando assim H como a matriz que contem os coefi-

cientes das incognitas, ou seja a matriz A da equacao
(3.2.18), Nuando e preciso trocar colunas, multiplicam -~ se

os valores de G pelo nodulo de elasticidade transversal pro
curando-se com isto dar um mnelhor condicionamento a ma-
triz, pois os valores de G sao usualmente muito menores que
aqueles de U, Depois disto cada um destes numeros & coloca-
do na posigao correspondente da matriz global, As forcas de
superficie e deslocamentos conhecidos sao de uma vez multi-
plicados pelos seus respectivos coeficientes, formando - se
assim o vetor independente.

Ao incluir os calculos para todos os nos da subre
giao tem-se o sistema de equacoes eauivalente a (3.2,18) da
subregiao, que para possibilitar a continuidade da ggraqao
do sistema global & armazenado em memoria auxiliar. Efetuan
do-se o mesmo procedimento para as outras subregioes, tem -
-se no final desta subrotina o sistema total de equacoes da

estrutura armazenado em memoria auxiliar,
b) Subrotina INTEG

Calcula o valor da integral no elemento usando in
tegragao numerica de Gauss (ver ecuacao 3.,4.1). Em termos
gerais esta subrotina e praticamente a mesma ja desenvolvi-
da por outros autores (58),

Um dos estudos feitos neste trabalho foi tentar
definir o numero de pontos de integraggo (pontos de Gauss)

de forma seletiva, dependendo da distancia do no ao elemen-



-68-

JIMENSION HIJI83,GT1J(8),IAD(MAXRIMAXI )y SM{L)2EPRIL) oYMIL},PR(1), PGM
~CODIGOUL),XCUL )oY CUL) ) TELLLI9QU L) INIC(L) yIFINCLISINFLL) 4LOCIL) 4" PGH

=P L1 U1}, ITTPCI1 ), NOTIPG(1) yAXE1) o BXLL)4AY (1), S0MP(1)sBYL{L), "PGY
~GITL)yOMECL) ¢Z (1) 4NROWS(L) ,KS2(1)NCL{L) . PGM
CCMMON LEC,IMP PGM

C : PGM
€ LOCALIZACAD DCS NOS A SEREM DESLOGCADOS ' PGM
c : P GM
DO 100 1=1,NPEX : P GY

100 [FINOTIPO(I).EQ.2) CODIGO(I)=C ) PGM

c : . PGM
C CALIULO DAS CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DOS ELEMENTOS ’ PGM
D0 120 J=1,N5U8 ) P GM

D9 120 I=INIC{JI+IFIN(J) . PGM
K1=1EL(2*1-1) . : ) -, . PGM
K2=1EL{2%*]) PGM
C1=CCDIGO(KY) PGM
£2=C001G0(KZ) _ : PGM
AX[I)=(XC({K2)~XCIK1)} /2 PGy
AY(1)=(YC(K2)=-YCIKL1))/2 : PGM
BX{I)={XCIK2I+XCIKLI)/2 ‘ : : : PGM
BYLI)={YC(K2I+YC(K1))/2 : PGM
COMPII)=SQRT{AXIT)*¥24AY (1 )*%2) PGM

- PGM
€ CALIULC DO MODULD DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL E D3 COEFICIENTE PGM
C DE POISSON EQUIVALENTE (QDO. ESTADO PLANO DE DEFORMACAD) PGM
c ' PGM
D2 130 I=1,N5JB P oM
SM{T)=YM(13/2/11+PR{I)) . 5%
EPR{II=PRILI) PGM

130 IFLESTADO) EPRIIN=PRIII/(14PR(1I}) PGM

z ' PGM
C  FORMACAD DAS MATRIZES ARMAZENADAS COMO VETIR UNIDIMENSIONAL PO
c . GM
c PGM
C CALCULO DA SUBREGIAD *1° . -PGM
c PGM
U0 230 I=1,VSUB _ i PGM

LIN=0 . P GM
K={NEQ+NH)*NROWSII) ' PGM

DO 140 J=1,¢ P GM

140 2141 =0 ) , PGM
LINHA=0 . PGM

c PGM
C DETERMINACAC DO NO A SER CALC UL ADG . PGM
£O 210 J=INICHI),IFINCI) v : PGM

00 210 K=1,2 . PGM
NO=TELI2%{J-1) +K) : ’ : PGM
IF{KJEQ.2.AND. NOTIPOIND)LEQs0D} GO TO 210 P GM
XNO=BX(J)+(2%K~3) #CODIGOIND) *AX{J) v PGM
YNO=BY(J)+(2¢K=3)%C(DIGGING) *AY{J} PGHM
LNO=LGC (ND) ) PGM
IF(INFU2¥NO)«EQe 1) LND=LNO+2 PGM
LV=J¢2%K~3 , . PGM
IFILV.GTLIFINII)Y LV= INICHI} PGM
TFILVLLTWINICIID) Lv= IFIN{(1) PGM
LVI=LV PGM
IFINOTIPOIND )& EQa2) LV=J POM

Listagem 4.3.,1 - Subrotina FMAT. Definicao geométrica dos
elementos e iteragoes iniciais para o cal

culo das matrizes
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DETERMINACAD D3 ELEMENTD A SER INTEGRADD SO8 A INFLUENCIA DO NOY

D0 200 L=INICUI}.IFINCT)
I1=TEL(2%L-1)

I12=TEL (2%}

NSINAL=-1
TFUINFI2*]1).EQ.T) NSINAL=1
LSINAL=]

I ON=0

IF(ULVeEQelLo ANDANDTIPOU(ND) aEQe14AND eKeEQal) o OR.NDLEQa12) THEN

LSINAL=-1

ICH=12

12=11

11=1CH

END IF

IF{J.EQ.L) IDN=1
IFILeEQeJs0Rab.EJ.LVY THEN

CALL DIAG {ax(L), AY(L),CUWP(L).AX(LV)'AY(LV);CJM?(LV)'.O)IJO(Il)v
°CODXGO(12)vLSINALcSM(I),EPR(l)'HIJyGlJ'IDN:Pl)

ELSE

SALL INYEG lSﬁlI)oEPRlI)JXNOvYNDyAX(L)'AY(L)vBX(L)'BY(L)'CDM?(L)v
-COOIGOII1)4L0DIGO1I2) 4yHIJ,G1JsGIHOME,PI)

END IF

 ESPALHAMENTOD (COM TROCA DE COLUNAS DEVIDO AS CONDICOES DE CONTDJIND)

LI1=L0C{I1}
L12=L0C({12)
1SUM=0

DG 200 Ml=1,2

TROCA DE COLUNAS SE ITIPO FOR DIFERENTE DE ZERQ

IF{ITIPO({LILI#M1).NE.O) THEN

DO 150 IK=1,y2
AUX=HIJ[2%({M1-1)+[K)

HISI2% (M1=1)41KI==GIJ(2%(M1-1)+IK)*SM{])

150 S1J(2%(M1-1) +IK)=-AUX
END IF
IFLITIPO{LI2+#M1)}.NE.O) THEN
DO 160 IK=1,2
AUX=HIJ{ 2% (M1+1)+IK)

ALJL2%(M] #1) ¢IK)==-GIJ(2#{M1+1)+IK)*SM(1)

180 SIJU2*{M1+1)+IK¥=~AUX
END IF
00 200 M2=1,2
ISUMs ISUMe ]

IPOL=NROWS(I)*{LI1+MI~1)+4L IN#M2
IPO2=NRCASIT I *(LI2+MI~1)4L IN#+M2

ZUIPOL)=2(IPDY1 ) +HIJ({ISUM)
ZLIP02)=Z(IPO2)+HIJ(TSUM+4)
IFUINFI2*%11).EQ.D) GO TO 180
[PCLS=1POL1+2*NROAS(])
1P025=1P02+2*NRONS{I)

Z{IPCLS)=Z(IPOL1S) +GIJ {ISUMI* NSINALKSM(L)

ZUIPD2S)=Z4{IPO25S)+GIJTISUM+4 ) ¥NSINALASM(1)

D3 170 IK=1,4NH

IPOLS=NEQXINRIOWS{I ) +IK~1)4LIN+M2

[PO2S=NEQ*(IK~1)+41

TFUINFI2%11).EQ.I)IPO2S=1P025+2

170 ZUIPO1S)=Z(IPT1S)+GIJLISUMI*P(TIPO2S+L11)+GIJIISUM+4)I%PIIPO2S+LI2)

GO TG 200
180 DO 150 IK=1,NH

1PC1=NEJ*INROWSII) +IK=~1)+LIN+M2

IPO2Z=NEQ*{I€~1)+4} .

190 Z(IPOLI=Z(IPOL)+31J(ISUMI*P{ IPO2+LI1)+GIJIISUM+4} %P (IPO2+L12)

200 CONTINUE
LIN=LIN+2

.

PGM

- PGM

PGM
PGM

" PGM

PGM
PGM
PGM
PGM
PGM
P oM
PGM
P GY
PGM
PGY
PGM
P GM
PGM
PGM
PGM
PGM
P GM
P oM
oM
PGM
pGM
PGM
P GM
PGM
PGM
PGY
PGM
P GY

PGM
PGM
PG
PGM
PGM
P GM
PGM
PGM
PGM
PGM
P GM
PGM
P G4
PGM
PGM
PGM
PGM
PGM
PGM
PGM
PGM
PGM

P oM

‘PGM

PGM
P GM
P GM
PGM
PGM
PGM
PGM
PGM
P G4
PGM

Listagem 4,3,2 - Calculo dos elementos das matrizes e en-

deregamento em vetor unidimensional.

Subrotina

FMAT
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to e o comprimento deste., Este estudo e exposto no capitulo
5., Assim, nesta subrotina TNTEG e aplicado este critéerio se
letivo da seguinte forma (ver listagem 4,4), Assume-se ini-
cialmente que sao necessarios apenas 2 pontos de integracao
e entao verifica-se se a distancia minima para que isto se-
ja aplicavel esta satisfeita. Se a condicdo ndo & verifica
da adota-se 4 pontos de integragao para a integracao, assim
verificado se o numero escolhido & aplicavel podem ser defi
nidos 2, 4, 6 ou 10 pontos de Gauss segundo os limites esta
belecidos, o que permite resultados satisfatorios, tanto em

termos de aproximacao como de tempos de execucao,

c : PGM
C DEFINICADC SELETIVA D0 NJMERD DE PONTOS DE INTEGRACAO PoM
RM=SQRT{( XP-BX }¥¥ 2+ (YP-BY)*%x2) . PGM

NI =2 PGM

NF=3 , PGM
IF{RM,GE. 10%COMP} GO TO 110 PGM

NI=4 PGM

NF=T , . PGM
IF{RM.GE.1.5%C0OM?} GO TO 110 PGM

NI=8 PGM

NF=13 PGM
IF{RM.GEL.COMP} GO TO 110 PGv

NI=14 PGM

NF=23 PGM

110 DO 120 I=NI,NF PG
Listagen 4,4 - Definicao do numero de pontos de in

tegracao na subrotina INTEG,

¢) Subrotina DNIAG

Efetua-se nesta subrotina a integracao analitica
das integrais singulares. Sao avaliadas entao, as expres-—
soes deduzidas no item 3.4.,2 correspondendo as equacoes
(3.4.4) e (3.4.5). Estas equagoes, porem, contem uma parce-
la que resulta singular quando o elemento @ continuo, e no
caso da ecquacao (3.4.5) a singularidade so pode ser elimina
da quando e integrado o elemento vizinho., As expressoes sao
entao divididas em duas partes: uma aplicavel tanto a ele-
mentos continuos como descontinuos e outra so aplicavel aos
elementos descontinuos,

Nesta subrotina e incluida também a avaliagao da

descontinuidade definida pela expressao (3.2.11), Desta for
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ma, nesta equacao aparecem valores de angulos entre elemen
tos (mostrados na fig.3.2). Estes sao calculados a partir
dos dados que determinam a orientacao do elemento com o au-

xilio de identidades trigonométricas (ver listagem 4.5).

c ) PGM
C DESCONTINUIDADE DA MATRIZ H PGM
110 A1J11)=0.5 . : PGM
HIJ(4)=0.5 . - PGM
RETURN PGM

C . PGM
C DESCONTINUIDADE DA MATRIZ H PARA ELEMENTO CONFORME P GY
120 CONTINUE . PGM
IFILSINALL.EJ.1) GO TO 130 PGM
ZGS1=DRX P GM
SEN1=DRY PGM
C3S2=-LSINAL®A X2/ C OMP2 ) PGM
SEN2=-LSINAL®*AY2/ L CMP2 - PGM

30 TC 140 PGM

130 COS1=-LSINAL*AX2/C0M4P 2 PGM
SEN1=—-LSINAL*AY2/COMP2 PGM
C0S52=DRX e
SEN2=DRY PGM

140 SNALFA=SENL*CDS2-SEN2*COS1 PGM
CSALFA=COS1*COS2+SEN1I*SEN2 P GM
ALFA=ACOS{CSALFA) ' PGM
IF{SNALFA.LT D) ALFA=2%PI-ALFA PGM
CS2GMA=COS1*L0OS2~-SENL*SEN2 . PGM
SM2GMA=SENL®*CI S2+SEN2#CCS] PGM
Fa=4%P[*(1~EPR) : PGM
HIJI1)=ALFA/ [2%P] )+CS2GMAXSNALFA/F4 PGM
HIJ(4)=ALFA/ (2%PI ) -CS2GMA* SNALFA/F4 PG
113020 =HIJ(2 ) #SN2GMAXSNALF A/F 4 “PGM
HUJU3)1=HIJ{3 3+ SN2GMABSNALFA/FS PGM
RETURN PGM
Listagem 4,5 - Listagem do calculo da expressao

(3.2.11) na subrotina DIAGC

4,2,4 - Resolugao do Sistema de Equagoes com Tratamento em

Blocos.

Devido a caracteristicas proprias do equacionamen
to do metodo, a matriz resultante & assimétrica e diagonal-
mente dominante, Quando a estrutura analisada esta compos-
ta por uma Unica regiao, a matriz e cheia, porém, quando
se trabalha com corpos formados por varias subregioes a ma-
triz contéem grupos definidos de zeros. Assim, por exemplo ,
o problema que e mostrado na figura 4.3 tem como resultado
uma matriz com a forma indicada na figura 4.4.

Pelo anteriormente exposto, ve-se que & de grande
interesse a incorporagao ao programa de um sistema de reso-
lﬁgao que trate de maneira adequada estas caracteristicas,

Assim, foi adotado neste programa o sistema de resolugao
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r. Q,

I—'Z 3

FIG 4.3 —EXEMPLO DE ESTRUTURA FORMADA POR
VARIAS SUBREGIOES
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EQUAGOES DA
SUBREGIAD 1
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EQUACOES DA
SUBREGIAD 2

EQUACOES DA
SUBREGIAD 3

AN\

4

FIG. 4.4 — MATRIZ CORRESPONDENTE A ESTRUTURA DA
FIG. 4.3, AS PARTES NAO SOMBREADAS CON -
TEM APENAS ZEROS.
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por blocos para matrizes nao simetricas,desenvolvido por
Crotty(51),que trata da solugao de grandes sistemas e utili
za amplamente memoria auxiliar.

. .

Para o funcionamento deste subprograma, inicial-

mente devem ser fornecidos os niumeros cue definem a forma
da matriz tais como:nimero de equacoes, niumero de linhas-
bloco (ver fig. 4.2), numero de linhas por linha-bloco (ou

seja numero de equagoes por subregidao), etec.} o cue & feito
na subrotina PABLOC como foi explicado no item corresnonden
te (4.2.2,¢).,

Com os dados anteriores entra-se na subrotina PRE
LIM que forma parte do programa de Crotty. Nesta e calcula
da a area de memoria central que sera ocupada tanto na eli-
minagao quanto na retrosubstituicao (& utilizado o algorit-
mo de GAUSS na resolugao), e se esta area for maior que os
limites estabelecidos no programa divide~se os blocos en
sub-blocos, devendo-se notar que o minimo sub=bloco pos-
sivel tem uma coluna para que seja eliminada pelo menos uma
variavel quando cada sub-bloco & lido e trabalhado na memo-
ria principal, Se esta condigao nao se cumpre,interrompe-se
a execugao e a mensagem correspondente e enviada., Nesta sub
rotina, PRELIM, sao calculados tambem vetores de controle
que servirao posteriormente no nrocesso de triangularizacao
da matriz, assim como um arranjo matricial que contém o en-
derecamento ou numero de registro onde sera armazenado de-
terminado sub=-bloco. O seu armazenamento em memoria auxi-
liar & feito na subrotina FMAT(item 4.,2.3.a).

A divisao da matriz em blocos (ou submatrizes)per
mite, além da resolugao de grandes sistemas, aplicar os cri
terios das matrizes esparsas, isto &, evitar calculos desne
cessarios devido & presenca de elementos com valor igual a
zero, Neste mesmo aspecto, tem sido usado tamheéer o tratamen
to er banda para as matrizes do MEC (24, 59) sendo entao
desprezados os zeros que estao fora da largura de banda. £
facil encontrar, porem, problemas onde a matriz contéem gru-
pos de zeros dentro da banda (ver por exemplo figs. 4.3 e

4,4) ,0 que indica que & preferivel um sistema de resolugao
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que despreze os zeros qualquer que seja sua localizacao na
matriz. A subrotina utilizada trabalha desta maneira,

A seguir descreve-se como funciona este sistema de
resolugao:

A matriz deve estar armazenada num arquivo de a-
cesso direto seguindo a numeracao dos registros determinada
na subrotina PRELIM, com cada sub-bloco ocupando um regis-
tro. Os vetores dos termos independentes sao armazenados co
mo colunas adicionais a matriz, pois segundo o autor, isto
facilita o c@lculo de varios carregamentos de uma so vez,

0 processo de eliminagao e controlado pela subro-
tina BLKSOL. Para a melhor compreensao acompanhar-se-a aqui
a redugao da primeira linha-bloco., O diagrama 4.3 complemen
ta esta explicagao., Inicialmente & calculado o nimero de
sub-blocos que podem ser eliminados desta vez, Fstes entao
sao lidos e a seguir comeca sua eliminacao na subrotina
REDPM,

Neste ponto deve ser mencionado algo importante,
Visando a estabilidade numerica na resoluciao de sistemas de
equagoes & geralmente feita a procura do maior numero para
que este funcione como pivo na eliminacao de cada linha ou
coluna da matriz do sistema, evitando-se assim erros numéri
cos decorrentes das operacoes de eliminacao. Quando se tra-
balha com a matriz inteira esta procura e facilmente fei
ta em toda a matriz., Em uma matriz esparsa, porem, isto po-
de ocasionar a geracao de niimeros diferentes de zero em po-
sigoes que anteriormente eram ocupadas por zeros., Fste efei
to e evitado tomando como pivdos os elementos da diagonal,
sucessivamente, Assim, para conservar a estrutura da ma-
triz, os blocos da diagonal sao considerados como blocos=pi
vo, sucessivamente, e e dentro destes blocos aue & feita a
procura do maior numero para que funcione como pivd, Desta
maneira @ impedida a transformagao de blocos zero em nao
zero e se procura tambem garantir uma boa aproximacao
nos resultados,

Ainda com respeito a estabilidade numerica,Lachat

e Watson (24,59) acharam empiricamente que esta era garanti
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( INICIO :)

1

FORNECER 0S LIMITES MAXIMOS DE
DISPONIBILIDADE DE MEMORIA

SUBROTINA PABLOC
CALCULAR A FORMA DA MATRIZ:
NQ.DE EQUAGOES,N® DE LINHAS-BLO
CO,N9 COLUNAS-BLOCO, TIPO DE
BLOCO(ZERO OU NAO), ETC.

SUBROTINA PRELIM
COM 0S DADOS ANTERIORES CALCULA
A MATIOR AREA DE MEMORIA QUE SE~
RA NECESSARIA DURANTE A ELIMINA
CK0 DOS BLOCOS E DURANTE A RE-
TRO-SUBSTITUIGAO. COMPARA ESSES
RESULTADOS COM 0S LIMITES, E SE
NECESSARIO DIVIDE 0S BLOCOS EM
SUB-BLOCOS. CALCULA TAMBEM VETO
RES DE CONTROLE USADOS NA ELIMI
NAGAO.

]

SUBROTINA FMAT

MONTAGEM DA MATRIZ E ARMAZENAGEM
EM ARQUIVO DIRETO. UM SUB=BLOCO
E ARMAZENADO POR REGISTRO CON-
FORME ENDEREGCO DADO POR IAD(i,j)
CALCULADO NA SUBROTINA PRELIM.OS
BLOCOS DE ZEROS NAO SAO ARMAZE-
NADOS

!

INTICIO DA SUBROTINA BLKSOL

A

A

ITERACAO DE 1 A0 TOTAL DE LINHAS-
- BLOCO
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l

DETERMINAR NQ DE COLUNAS~-SUB-BLOCO
"KSD" E NQ DE VARIAVEIS "KD" A SE~-
REM ELIMINADAS NESTA PASSAGEM

SUBROTINA BLKRED
LER NA MEMORIA AUXILIAR OS "gsSp"
SUB-BLOCOS DA LINHA-BLOCO-PIVD

SUBROTINA REDPM
FAZ O PIVOTAMENTO NO SUB-BLOCO(PRO
CURANDO O ELEMENTO DE MAIOR MAGNI-
TUDE) E REALIZA A ELIMINACAO DE
GAUSS

\

ITERAGCAO SOBRE 0S SUB~BLOCOS RES-
TANTES DA LINHA-BLOCO-PIVD

LEITURA DO SUB~BLOCO, SUBROTINA
BLKRED

SUBROTINA REDP
ELIMINAQKO POR GAUSS DO SUB-BLOCO

)

SUBROTINA SLIDE
COMPACTA O SUB-BLOCO ANTES DE REES
CREVE-LO

SUBROTINA REWRIT
REESCREVER 0 SUB-BLOCO NO ARQUIVO
DIRETO
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A LINHA-BLOCO-PIVD FOI ELIMINADA PARA
"KD" VARIAVEIS. ARMAZENA AS LINHAS EM
UM ARQUIVO SEQUENCIAL

\

————v<<:ITERAgKO SOBRE AS OUTRAS LINHAS-BLOCO :)

1
SUBROTINA BLKRED

LER 0S "KSD" SUB-BLOCOS DA LINHA-BLO-

CO CORRESPONDENTE

SUBROTINA REDPM
ELIMINAGAO POR GAUSS DOS "KSD"  SUB-
-BLOCOS

ITERAQKO SOBRE 0S SUB-BLOCOS RESTAN-
TES

A
BLKRED ~ LER O SUB-BLOCO

REDP - ELIMINAQKO DO SUB-BLOCO

Nao LINHA-PIVG FOI
- COMPLETAMENTE ELIMINADA?
Sim
FIM DA SUBROTINA BLKSOL
\
SUBROTINA SUBST
CONTROLA A RETRO~SUBSTITUICAO, EXECU-
TADA PELA SUBROTINA BACK
A
(j FIM i)
Diagrama 4,3 - Diagrama de Blocos do Sistema de Resolugao

por Blocos.
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da ao separar os coeficientes relativos as forgas de super-
ficie daqueles relativos aos deslocamentos,isto valendo pa-
ra os nos localizados na interface, devendo-se colocar pri-
meiro os correspondentes as forgas de superficie e depois

aqueles que multiplicam os deslocamentos (ver figura 4.5).

\ (x \
<, ,chdGNITA"P"
A

INTERFACE

FIG. 45 — ORDENAMENTO DAS INCOGNITAS
SEPARADAS P e U.

Esta repra, porem, nao foi ainda incorporada ao nrograma
aqui descrito. Mesmo assim, os exenplos que foram testados
neste programa (apresentados no capitulo seguinte) proporcio
naram bons resultados.,

Voltando agora a descricao do funcionamento do Pro
grama, na subrotina REDPM efetua~se a procura do pivo e a
eliminacao de Gauss. Depois procede-se a eliminacao dos ou
tros sub-blocos dessa mesma linha=-bloco., Cada um destes sub-
~blocos e lido (com a subrotina BLKRED) e eliminado na sub-
rotina REDP., Note-se que neste caso a subrotina que faz a
eliminagao de Gauss nao & mais a REDPM, empregada nos blo-
cos-pivo., A diferenca basica & que para trabalhar estes blo
cos sao necessarios valores dos blocos=-pivo o que e uma con
seqliencia do processo de triangularizacao da matriz. Depois

de eliminado, o sub-bloco & compactado e rescrito no regis
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tro correspondente, Este processo e feito um a um para cada
sub=bloco da linha-bloco-pivo (linha-bloco que esta sendo
eliminada), Os blocos que contém apenas zeros Nao Sao traba
lhados,

Terminada esta seqiiencia foi eliminado um numero
de variaveis equivalente ao nimero de colunas dos sub- blo-
cos-pivo inicialmente trabalhados, Estas linhas "eliminadas"
sao armazenadas em um arquivo seqliencial que ao final conte
ra os elementos da matriz triangularizada, pronta para a re
tro-substituicao.,

Ateé aqui tem-se efetuado apenas calculos na linha
-bloco-pivo, devendo ser modificadas as outras linhas- blo-
co, Nesta parte sao utilizadas as caracteristicas das matri
zes esparsas o que permite evitar calculos nos elementos que
certamente nao vao sofrer alterac3o. Deste modo nao nudarao
as linhas-bloco cujo bloco na coluna-bloco-pivo seja de ze
ros, assim como as colunas-bloco com zero mna linha- blo-
co-pivo., £ por isto que so sao trabalhados os blocos chama
dos ativos durante a eliminagao de um bloco-pivs especifico.

A figura 4,6 mostra um exemplo disto.
BLOCO- PIVO SENDO ELIMINADO

~——— L INHA- BLOCO-PIVD

r—=-"
1 L. —BLOCOS ATIVOS
| |
! I
|

NN

\\

COLUNA BLOCO -PIVO

FIG. 46 — EXEMPLO DE BLOCOS ATIVOS DURANTE A ELIMINACAO
DO BLOCO - PIVO



-80-

As linhas-bloco restantes sao eliminadas de manei
ra similar 2 linha-bloco-pivo. Inicialmente trabalha-se os
sub=hlocos localizados na coluna-bloco-pivo, usando-se as
subrotinas BLKRED (leitura) e REDPM (eliminagio). Depois
sao eliminados og outros sub=blocos, um a um com a subroti-

na REDP, Ao final destes calculos tem-se a eliminagao comple
ta das primeiras linhas da matriz. Posteriormente verifica-se
se a linha-bloco-pivo em andamento foi completamente redu-
zida, isto &, nao restam mais linhas dela a serem trabalha-
das. Se a resposta for afirmativa passa-se & linha-bloco se
guinte, caso contrario volta-se e continua-se operando a
mesma linha-bloco,

Na descrigao da subrotina PABLOC fazia-se mengao
a uma subdivisao dos blocos quando o nimero de colunas era
igual ao nimero de linhas da linha-bloco. Isto fci resulta-
do de um problema enfrentado nos primeiros testes deste pro
grama., O problema origina-se quando um bloco-pivd nao tem
todas suas colunas completamente eliminadas, condicao que
ocorre freqiientemente no final do calculo de uma subregiio
(linha-bloco) e inicia-se o calculo da seguinte, como e mos

trado no exemplo da figura 4.7,

COLUNA 8LOCO No
2 3

’

T

LINHA BLOCO
1
FIG.4.7— a) EXEMPLO DE MATRIZ
1 % AZ? % PARA 2 SUB-REGICES
/// ﬁ;/
LINHA BLOCO /////v (/////
2 | DIAGONAL PRINCIPAL

'd



DESTAQUE COM SUAS CO-

%
/ LUNA PARCIALMENTE E -
/ LIMINADAS.
//ﬁ
/

ZV
// FIG.4.7— b) LINHA-BLOCO 1 ELIMI-
/ NADA. BLOCO-PIVO  EM
7
%

7/ LINHA - BLOCO 1 ELI —

MINADA.
8

COLUNA BLOCO No.

%
/
;//, FIG. 4.7 — c) SUBDIVISAO ADOTADA
_

A solucao adotada foi dividir os blocos
coluna a maneira de fazer a ultima coluna do bloco-pivd a-
quela coluna que & a Ultima a ser afetada na eliminacao da
linha-bloco respectiva, como se mostra na fieura 4.7.(c).
Uma vez realizada a eliminacao de todas as linhas
da matriz tem-se num arquivo sealiencial todos os coeficien-
tes necessarios para efetuar a retrosubstituicao., Esta e
feita pela subrotina BACK comandada pela subrotina SUBST
que entre outras coisas controla quantos vetores podem ser
calculados a cada vez, de acordo com os limites especifica-
dos para a memoria principal, Finalmente os vetores solucao

sao escritos num sepundo arquivo de acesso direto.
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4,2.,5 - Calculo dos Deslocamentos e Tensoes dos Pontos TIn-

ternos,

a) Subrotina PINT

Nesta parte do programa o sistema de equacoes ja
foi resolvido e portanto conhecem=-se as forcas de superfi-
cie e os deslocamentos em todo o contorno., Inicialmente faz-
=se um reordenamento entre o vetor solucao e aquele que con
tem os valores prescritos (condigaes de contorno) para as-
sim colocar as forgas de superficie num vetor e os desloca-
mentos em outro.

Estando o contorno plenamente definido podem ser
aplicadas as equacoes (3.2.16) e (3.2.17) nara o calculo dos
deslocamentos e tensoes nos pontos internos., caracter{sti
ca vantajosa deste método que os deslocamentos e tensoes in
ternas so sejam calculadas nos pontos de interesse.

Os deslocamentos internos sao calculados com a
mesma subrotina INTEG que efetua numericamente as integrais
de contorno e que foi usada para o calculo do sistema de e-
quagoes (item 4.2.3,h), Como neste caso nao se anresenta ne
nhuma integral singular (o ponto interno nao pertence a ne-
nhum elemento de contorno) a integracao de todos os termos
da equacao (3.2.16) & feita numericamente,

Para determinar as tensoes tambem devem ser efetua
das as integrais indicadas na equacao (2.3.19) que para unm
contorno discretizado da origem a equacao (3.2.17)., Esta in
tegragao e feita numericamente na subrotina SIGMA. Pelo pro
prio equacionamento, cada ponto interno precisa da integra
gao de todo o contorno da subregido A qual ele pertence,

Posteriormente, sao calculadas as tensoes dos pon
tos do contorno conforme equacionamento deduzido no item
3.6, No programa sao calculadas as tensoes de todos os pon
tos de contorno, podendo-se, porem, modificar facilmente, e
assim calcular somente nos pontos de interesse.

A parte final desta subrotina (PINT) efetua a im-
pressao de todos os resultados o que & feito ordenadamente
por carregamento, subregiao, pontos de contorno e pontos

internos.
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b) Subrotina STGMA

Como foi mencionado, esta subrotina executa a in-

~ - . - . .
tegracao numerica pelo metodo de Gauss das integrais da e-
quagao (2.3,19)., Como na expressao ha tensores de terceira

Diik)’ resultam para cada elemento 24 valores

o

orden (Sijk

na integracao, sendo 6 referentes a Ri r © 6 a DiiP para

-~

Lds

cada ponto nodal do elemento,

Nesta subrotina define-se tambeém a variavel do nu
mero de pontos de intepragao ja descrita na subrotina INTEG
e que visa otimizar o tempo de execucao sem prejuIzo da a-

- -~ - .
proximacao numerica,
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AVALIAGCAO DO COMPORTAMENTO D0 METODO
DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

5.1 - DEFINICAO DO NUMERO DE PONTOS DE INTEGRACARO

A maior parte dos valores que compoem 0s sistemas
de equagaes de problemas analisados com o ME(C sao calcula-
dos atraves de integracoes numéricas., Neste trabalho, como
em muitos outros, usa-se a quadratura gaussiana na qual a
fungao a ser integrada & avaliada em certos poentos, sendo
estes valores multiplicados nor numeros ponderadores defi-
nidos e depois somados,fornecendo o valor da integral procu
rada. E sabido que a quadratura de Gauss o exata para fun-
¢oes polinomiais sempre cue o grau delas seja ipual ou infe
rior a (2xn-1) onde n @ o nimero de pontos de integracao.As
integrais encontradas no MEC, porem, envolvem fungaes co-
mo fn(r)e 1/r para as quais a formula de Gauss fornece ape
nas valores aproximados, que podem conter imprecisoes espe-
cialmente quando r assume valores peaquenos (o ponto sinau
lar encontra~se perto do elemento a ser intecrado), ja aue
nessa condigao as fungoes anteriormente citadas adquiren va

lores preponderantes. Neste caso uma boa aproximacgao exige

un grande numero de nontos de integracao, Por outro lado,
3 ~ . - -

quando se tem a condicao oposta, isto e, o raio r tendo

un valor grande, bastam poucos pontos de intesracao rara

garantir bons resultados.
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-

Considerando o elevado numero de vezes que & fei=-
ta a integragao numerica na resolucao de um problema & reco
nendavel entao, do ponto de vista computacional, a utiliza-

~

cao do menor numero de pontos de integragao possivel, para
diminuir assim o nimero de operacoes e, conseqilentemente, o
tempo de execugao sem introduzir alteracoes jimportantes no
resultado final, No entanto, deve-se notar gue uma hoa apro
ximacao requer para certos casos um elevado niimero de pon-
tos de integracao,

Para conciliar as duas exigencias do paragrafo an
terior, opta-se neste trabalho por uma definicao  variavel
do niimero de pontos de Gauss. Assim, para distancias curtas
(r pequeno) seria usadoe um maior nimero de pontos e confor
me a distancia aumentasse usar-se—iam menos pontos, Para fa
zer isto, porém, devem ser definidos os limites para os
quais um determinado numero de pontos de intesracao & reco-
mendavel e os parametros em funcao dos quais estes linmites
devern ser estahbelecidos.

A distancia entre o ponto e o elemento & um dos na
rametros que devem ser considerados. Fsta, entretanto, e re
lativa pois a definicao de um ponto estar perto ou longe nes
tes casos tem relacao com o tamanho do elemento a ser inte
grado, Por estas razoes, os limites sao dados em funcao da
relacao entre a distAncia do no ao elemento e o comnrimento
do elemento, Outro parametro cue node ter influ®éncia & a in
clinaggo entre o elemento e o vetor da distancia (raio) de-
vido a existeéncia de relacoes trigonométricas dentro das
funcoes a serem integradas.Este tamhém e considerado, mesmo
que parcialmente, dentro desta analise.

Em estudo feito por Bolteus e Tullberc(61l)concluiu
-se que com 10 pontos de integracao sao obtidos hons resul-
tados ate para distancias curtas, e portanto neste trabalho
analisa-se o desempenho de 6, 4 e 2 nontos de integracao to
mando como base de comparacao o resultado obtido com 10 pon
tos de integracao.

A definicao dos intervalos de atuacao de cada nu-

mero de pontos de integracao e feita da seguinte forma: ado
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ta-se um elemento de comprimentoe unitario e coloca-se o non

to singular a partir de uma distancia r igual a 0,1, Sao
. . s s ~
calculadas as integrais hip @ ik (Zquacao 3.4,2) com

-

10, 6, 4 e 2 pontos. O processo e sucessivamente repetido pa
ra distancias maiores do ponto singular em relacao ao ele-
mento,

Para poder incluir a possivel influ@ncia da incli
nagao do elemento com relacac ao raio foram analisados trés

casos diferentes:

Caso a: 0 ponto singular @ posicionado sobre a
mesma diregao da normal do elemento como se ilustra a se-

guir (Fig. 5.1),

ELEMENTO

NG SINGULAR ]7/ [—

'y T] -
L4 o

¢
*_.J.__

DISTANCIA VARIAVELI
- -1

FIG. 5.1 — CASO a. POLO LOCALIZADO NA DIRECKO
DA NORMAL

Caso b: 0 ponto singular e posicionado numa linha
que forma um angulo de quarenta e cinco graus com tresneito

A normal do elemento.

1

NG SINGULAR o\
_/ 45°

\

ELEMENTO
DISTANCIA VARIAVEL

| ]

FIG.5.2—CASO b.LINHA DE LOCALIZACAO DO POLO A
45° DA NORMAL DO ELEMENTO.
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Caso ¢: O ponto singular & posicionado em uma li-

nha que forma um angulo reto com respeito 3 normal do ele-

mento,
T
Lmsrﬁncm VARIAVEL _\
[ |
FIG. 5.3 — CASO c. POLO POSICIONADO SOBRE UMA LINHA
QUE FORMA 90° COM A NORMAL DO ELEMENTO
Deve ser mencionado ainda que para esta analise
todas as distancias foram medidas a partir do ponto medio

do elemento, Analisando=-se os resultados ohtidos pode-se es
tabelecer os limites dados na tatela 5.1 para a obtencao de
valores conm anroxiﬂaqao no quarto ou ouinto alegarismo signi

ficativo,

Anroximacao
n? de pontos 5 casas decimais 4 casas decimais
10 pontos r/2 < 1,0 r/%2 < 0,8
06 pontos 1,0 /2 < 2,0 N,8 € r/2 < 1,2
04 pontos 2,0 € r/f <10,0 1,2 ¢ r/2 < 5,0
02 pontos r/% »10,0 r/2 2 5,0
Tabela 5.1 - Definicao do niumero de Pontos

de Integracgao

5.2 = POSICAOD DOS PONTOS NODATIS EM FLEMENTNS DESCONTINUOS

Nos elementos descontinuos, ja discutidos en capi
tulos anteriores, existe certa liberdade para definir a lo-
calizacao dos nos ao longo do elemento. Tor esta razao nes-
te trabalho foram feitos testes com o ohjetivo de encontrar

quais os pontos do elemento cue seriam mais convenientes pa
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ra a definigao dos nds. Ns testes circunscrevem-se ao ele-
mento parcialmente descontinuo ou assimetrico, isto e, acue
le elemento que & continuo em um dos seus lados e desconti-
nuo no outro. A razao de se estudar so este elemento o que
para a discretizacao mista pronosta neste trabalho (formada
tanto por elementos lineares continuos cormo descontInuos) o
elemento de maior interesse e precisamente o assimétrico,eg
quanto que, dentro desse contexto, o elemento descontinuo
simetrico apresenta poucas onortunidades de anlicacao, alem
de ja ter sido estudado por outros autores (62),

0 teste & feito sobre um exemplo de facil resolu
¢ao tedrica: uma chapa retangular tracionada, discretizada
com 20 elementos de contorno, dos quais apenas os adjacen-
tes aos cantos sao descontinuos. 0 exemnlo & calculado intG-
meras vezes nudando-se sempre a posicao do ponto nodal den-
tro dos elementos descontinuos, o cue & facilitado dado o
carater geral do equacionamento deduzido no capitulo 3. Ta-
ra diminuir a influencia de erros ocasionados pela integra-
cao numeérica, usam-se 10 pontos de Gauss em todas as inte-

gracoes,

Distancia entre o no e Reagao (teoria = -1,0)

o centro do elemento Extremo escuerdo|Extremo direito
0,50 -0,99905 -0,99902
0,40 -0,99925 -0,99925
0,30 -0,99941 -0,99941
0,20 -0,99948 -0,99949
0,10 -0,99952 -0,99952
0,075 ~-0,99959 -0,99962
0,05 -0,99959 ~-0,99959
0,00 -0,99951 -N,99951
Tabela 5.2 - Localizacao dos nds em Flementos

-
Descontinuos
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Dos resultados obtidos (Tabela 5.2) pode-se obseE
var que as melhores aproximacoes foram alcancadas para 0s
pontos nodais situados de 0,0 a 0,1 do centro do elemento.,Fn
tretanto outras posigoes ate o quarto do elemento roderiam
ser tomadas mas comn um pouco de nerda na precisao dos resul-
tados. Pontos com nos descontinuos muito nroxiros dos cantos
sao totalmente desaconselhaveis, uma vez que tendem a criar
condigoes muito semelhantes aquelas que originaram o estudo

e a aplicagao dos elementos descontinuos.

Apesar do teste limitar~se ao exenmplo acui descri-

- " -
to e serem 0s resultados proximos para todos os pontos e evi-

1 . -~ o B -~ . - -
dente a influencia da distancia entre os nos descontinuos.

5.3 - ANALISES SOBRE 0 TRATAMENTO DA DESCONTINUIDADE DAS FOR
CAS DI SUPERFICIT

5.3.1 - Analise Comparativa Teita sohre a Viga em Ralanco

0 problema da viga em halango, dadas suas caracte-
risticas, e conhecido por oferecer alcuma dificuldade quando
resolvido por metodos numericos, sendo que um bom resultado
so e conseguido mediante uma discretizacao refinada ou usan-
do aproximagSes de ordem elevada, o que transforma a vica en
balanco em um exemplo classico para o teste de técnicas de

resolucgao numerica,

th

Conm respeito a descontinuidade das forcas de super
ficie a viga em bhalanco apresenta recices eriticas nos can-
tos vizinhos ao engaste, ncdendo ainda apresentar outros pon
tos de descontinuidade devido ao carregamento,

Para que a descontinuidade nao comprometa os resul
tados obtidos com o !FEC,se faz necessario adotar medidas que
tratem o problema adecuadamente, MNeste trabalho estudam-se
as seguintes alternativas para essa analise: a inclusao de
equacoes adicionais formando o chamado nd duplo, a substitui
gao das equagaes de contorno por outras que garantam a sime-

tria do tensor das tensoes e a utilizacao de elementos des-

"2 . -
contTnuos. [ ainda testado o emprepgo de elementos descont?-
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nuos com a imposigao da simetria do tensor tensao, isto vi
sando unicamente melhoras nes resultados pois o elemento des_
contTnuo enfrenta por si s6 aualquer caso de descontinuida-
de de reacoes.

A vica usada nas analises tem uma relaggo altura/
comprimento igual a 1/5 e as tres discretizacoes hasicas sao
constituidas de 24, 48 e 72 elementos como se rostra na fi-
gura 5,4, Adota-se um modulo de elasticidade igual a 1000

e como coeficiente de poisson o valer 0,0,

/] T ) { DISCRETIZAGAO COM 24 ELEMENTOS
. t P DE CONTORNO, 28 NOs.
— i
) o i { DISCRETIZAGAO COM 48 ELEMENTOS
A tp DE CONTORNO , 52 NOS
/ v -
A o ) i DISCRETIZAGAO COM 72 ELEMENTOS
A Ip DE CONTORNO , 76 NOS
% S —
| 5
-
FIG. 5.4 — DISCRETIZACZ\O DA VIGA EM BALANCO
Cada discretizacao foi resolvida para os casos
seguintes:
Caso 1: Malha composta unicamente por elementos

lineares continuos com nos duplos nos quatro cantos,

Caso 2: Tgual aco caso anterior mas com 1imposicao

de simetria do tensor tensao nos cantos.

Caso 3: Malha mista na qual os elementos que for-

~ - ~ -»
mam os cantos sao descontinuos ¢ os restantes sao contlnuos.



Caso 4: Igual ao caso 3 com inclusao da condigao

de simetria do tensor das tensoes nos cantos da viga,

0 resultado teorico da vipa em balanco estudada in
dica um deslocamento vertical do extremo livre igual a 30
unidades para um carregamento vertical igual a 60. 0s resul
tados para todas as combinacoes estudadas apresentam-se na

tabela 5.3 e sao plotados nos graficos 5.5 e 5.6,

REAGAO VERTICAL DESLOCAMENTO VERTICAL
. EXTREMO LIVRE
DESCRIGAO DA - :
Valor A7 da Valor A7 da
DISCRETIZAGAO |{Calculado Teoria " Calculado Teoria
w
ol
o )
.8 casol 52,11 | . ~-13,15 20,957 -30,14
o & wn . <
L oY caso 2 51,97 -13,38 20,662 -31,13
2o |
g5 cdaso 3 55,20 -8,0 22,542 ~24,86
P ‘ :
wwme €350 4 | 56,35 -6,08 22,431 - -25,23
N NN
] .
S @ caso 1l 57,27 - -4,55 | 27,460 -8,47
s o . )
¢ 3§ caso 2 57,25 ~4,58 27,435 -8,55
Q w3 i ) - .
9'E S caso 3 58,27 " -2,88 | 27,310 -8,97
QN T N .
¥ O caso 4 58,575 -2,38 27,317 -8,94
o « caso 1 58,55 -2,42 29,151 -2,83
& ]
s 1o
g & caso 2 58,74 -2,10 29,157 -2,81
v @D
10 ¥ caso 3 59,21 -1,32 28,758 -4,14
NPN caso 4 59,45 -0,92 28,784 S o=1,74
-

Tabela 5.3 - Resultados da viga em balango.



REAGAO

DESLOCAMENTO

HORIZONTAL

30

-02~

VALOR TEéRICO PARA A VIGA EM BALANLO

60

55

48 72

NO. DE ELEMENTOS

FIG. 5.5 — DESLOCAMENTO VERTICAL DA VIGA EM BALANCO

VALOR TEORICO

24

48 72

FIG. 5.6 — REACAO VERTICAL DA VIGA EM BALANGO
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e 5,6 e facil ohser-

w
(]

Nos graficos das figuras 5.
var a convergencia do métode a medide em que a discretizacao @
refinada, Tazendo as comraracoes entre os qUALTD CASOS estu
dados nota-se na aralise (a reacao vertical melhor desenpe
nho para os casos (3 e 4) em cue o elemento descontInuo e
usado, para as tres discretizagoes adotadas.

Con resreito ao deslocamento vertical noe extrero
livre, deve-se ressaltar que no calculo do seu valor teori-
co & surosto apenas a rotacac nula do eixo da reca no seu
extremno engastado (ver nor exemplo Timoshenko (52)). Tntre-
tanto, as prescricoes no apoio para estes exemnlos prati-
carente impedem qualquer distorgac da secao do ensastanento,
e como conseciencia disto o valor tenrico ohtide nao node
ser considerado um valor ricorosamente exato. JA com res-—
neito A comparagao dos resultados,nota-se que para a discre
tizagao pobre as walhas con elerenteos descontinuos apresen-
tam resultados mais proximos do tedrico mas sua convergeéen-
cia & mais lenta, invertendo-se a situacao nas discretiza-
goes mais refinadas onde os casos 1 e 2 mostram-se melho-

res.,

A imposigao da condicao de simetria do tersor das

e . -— .
tensoes tem pouca influencia nos valores da cortante e do
deslocamente como se conclui a partir da tabela e craficos

.

. . -~ . - .
anteriores. Sua contribuigao se faz sentir, porem, na dis-
tribuigao da tensao de cisalhamento ac lonro do extremo en-
gastado, e para mostrar isto nas figuras 5.7 e 5.8 desenhan

- . -
craficos correspondentes as malhas comn 48 e 72 ele-

L2

-se 03
mentos,

Nas figuras 5.7 e 5.8 pode observar-se entao, a
influ€ncia da equagao suplementar (Lquagao 3.7.1) cue maran
te a simetria do tensor das tensoces. Assim, nas ficuras co-
locadas a direita, aue representam os casos em que se faz a
imposigao, nota-se o valor zero da tensao de cisalhamento
nos extrenos {(coordenadas % ¢). F interessante observar par

. - -
ticularmente os casos que contem elementos descontinuos (ca

sos 3 e 4): sem a imposicao da simetria do tensor tensao



SEM IMPOSICAO DE SIM
TENSOR TENSAO
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ETRIA DO COM IMPOSIGAO DA SIMETRIA DO
TENSOR TENSAO

+c
|
T Tx
Xy y AW .
+1.5 +.0  +05 -05 +15 | fno +os
|
X
~
—4L—1>— [of - ¢
—— CASO 1 ELEM. CONTINUOS CASO 2 ELEM. CONTINUOS
———— CASO 3 INCLUI ELEM. DESCONTINUOS ——— CASO 4 ELEM. DESCONTINUOS
FIG. 5.7 —— TENSAO DE CISALHAMENTO NO EXTREMO
ENGASTADO,48 ELEMENTOS COM 4 NO
ENGASTAMENTO
SEM IMPOSIGAO DE SIMETRIA DO TENSOR TENSAO COM IMPOSIAO DE SIMETRIA DO
TENSOR TENSAO
L/_, +C tC
Txy Txy
JE— - 0] iy T ¥
.5 + 15 -05
"=~ -c -c
. CASO 2 : ELEM. CONTINUOS
CASO 1 : ELEM. CONTINUOS
————— CASO 3 : INCLUI ELEM. DESCONTINUOS — — — CASO 4 :COM ELEM.DESCONTINUOS

FIG. 5.8 — TENSAO CISALHANTE NO EXTREMO
ENGASTADO VIGA EM BALANCO COM
72 ELEMENTOS, 6 NO ENGASTAMENTO
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(caso 3) a tensao cisalhante nos extremos & sienificativa,
Forgando a simetria (caso 4) parte-se do valer zero nos ex-
tremos e ohtém-se uma curva ser os picos das outras discre-
tizacoes,

Sahendo=se que a maior dificuldade para a repre-
sentacao da viga em halanco com a aproximacao aocui utiliza-
da (elementos lineares) e con relagEO as extremidades da vi
ra, as analises foram completadas com 3 novas discretiza-
coes feitas a partir das ralhas de 48 e 72 elerentos, refi-
nandeo=-se unicanente c¢s extremos e vizinhancas. 0 quadre a-
baixo mostra as melhoras ottidas desta maneira. (F analisa-

do unicamente o caso 1).

_ HFAC;O VEPTICAL DESLOAC ,VERTICAL
DISCRETIZACAQ

Pesultado A7 teoria Pesultade | AZ tecrid

42 iiQZE:EZ:O 57,27 ~4,55 27,460 ~8,47

>0 elementos | 57,76 3,73 28,347 -5,51

o) clementos 1 ss,1g ~3,03 28,666 ~4, 45

72 elementos | 55,55 ~2,42 20,151 -2,83

75 elenentos | 58,96 -1,73 29,479 ~1,74
Tahela 5,4 - Viga em balanco. Discretizagao fina

no engrpastamento

5.3.2 - Analise da Chapa com Furo Circular

Un outro exemrmplo tipico para o teste de metodos
numericos em elasticidade bidimensional & o da chana furada.
0 caso resulta interessante porcue além de conter nontos com
descontinuidade de forcas de superficie, apresenta tamben
concentracao de tensoes nas vizinhancas do fure o que permi
te medir o desemnenho do método nessas situacoes, alen de

. . - . -~ -
permitir tamben a avaliacao do elerento descontinuoc,
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: - ) 1
0 exemplo analisado e uma chapa quadrada com furo
circular no centro e solicitada a tracao. Sua geometria e
- . . -
definida pela fiqura 5.9 onde e desenhada apenas uma quarta

parte da chapa dada sua simetria,

2
|
i |
— 4
. >
. %
- S ®
- 3
1 PONTO'A’ Z
- .
] s, x|
¢ —— . y
TANGASJ RS SR RY 777NN
5

FIG. 5.9 — CHAPA COM FURO CIRCULAR
Calcula-se a chapa pelo MEC utilizando as discre-
tizagoes mostradas na figura 5,10 tendo 23 e 26 pontos no-
dais. Nos cantos sao colocados elementos descontinuos e os

~ . Ld
restantes sao elementos lineares continuog.

—— 4 v & -— v al
23 PONTOS NODAIS » 26 PONTOS NODAIS L
I8 ELEM. DE CONTORNO 21 ELEM. DE CONTORNO
——— -
o pti
N o
ol
o 3
NOS
« - o~
- 2 - . 22 24" burLos
23 NOS 26 NOS

FIG. 5. 10 — DISCRETIZA¢6ES DA CHAPA FURADA
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A solugao analitica para o nroblema da chara con
furo circular (52) mostra um coeficiente de concentracao de
tensoes igual a 3 no nonto A da fieura 5.9 quando e con-
sidera uma chapa de dirmensao infinita, ficando a curva das
tensoes OV ao longo do eixo x <com a forma rerresentada na

figura 5.11. 0 valor corricido rara levar er conta as dimen

soes da chapa exemplo 2, secunde Poark & Vounr(63) 3,93 oh-
. - - .
tide de uma formula emririca.
N desempenhe do algoritmo utilizado neste traha-

lho e comparado inicialmente com a solucac teorica nara cha

pa infinita na fieura 5.11, A secuir & conmnarada a discreti
zagao con 26 ndos com outra ecuivalente s cue comnosta nor
elementos lineares continuos incluindo-se a condicac extra
para o tratamento da descontinuidade de reacoes,ou seja, a
simetria do tenscr das tensaes., Com o objetivo de testar o
elemento descontInuo no caso en nue para amhos os lados de
um canto sac nrescritos deslocamentos formando assin uma
descontinuidade especial (a ser discutida no item secuinte),
o exemplo foi calculado de novo prescrevendo asora no con-
torno os deslocamentos obtidos previamente, esnerando - se,
portanto, os mesmos valores da tensao, Para poder fazer is-
to com a discretizacao formada unicamente com elementos con
tinuos precisa-se de uma outra condicao obtida peralmente
a partir da invariancia do traco do tensor deformacao (Fcua-
gEo (3.7.2))., 0 resultado desta analise & tambemn mostrado
na figura 5,12 (ver ref,64), rara comparacao,

Analisando a fipura 5,12 nota~se aque para o caso
ew que as forgas estao prescritas na recido do furo a dis-
cretizagao com elementos continuos apresenta um resultado

mais proximo do empirico sendo ipual a 3,67 contra 3,61 oh-

L

tido com elementos descontinuos nos cantos. Yo caso sepuin-

- . ~

te, poren, com a imposicao dos deslocamentos na reciao do
furo, a discretizacao que inclui elementos descontinuos mos
trou-se mais consistente mantendo o mesmo valor de tensao,
encuanto o alcoritmo que inclui as duas condicoes extra caj
para o valor 3,30, nostrando assim que a secunda condicao ex
tra, que introduz no sistema de ecuacoes relacoes de dife-

rencas finitas para a avaliacao das deformacoes, nrejudica

os resultados.
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Ya ficura 5,12 inclui-se tamheém o valor emnJrico
de Roark & Vounc(63) e para mostrar a necessidade de tra-
tar adequadamente o problema da descontinuidade de forcas
de superficie emn especial quando se trabalha com elementos
lineares, indica-se o valor ohtido ror Seahra Pereira et
alii(65) para o mesmo prohlema discretizado com 28 nos e
elementos continuos sem impor nenhuma condicido extra, anon-

tando um resultado bastante nobre (aproximadamente = 1,75).,

X~—-3,61

3 © 23 PONTOS NODAIS.INCLUI ELEMENTOS DESCONTINUOS

X 26 PONTOS NODAIS. INCLUI ELEMENTOS DESCONTINUOS

SOLUCRO ANALITICA ,CHAPA INFINITA

FATOR DE CONCENTRAGAO DE TENSOES K
)
1

O — e — —

FIG.5.11 — DISTRIBUIGAO DAS TENSOES Oy AO LONGO DO
EIXO 'X! CHAPA COM FURO CIRCULAR
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X 26 PONTOS NODAIS, ELEM. DESCONTINUGS
O 26 PONTOS NODAIS, ELEM. DESCONTINUOS
IMPONDO DESLOCAMENTOS

4 VALOR EMPIRICO © 26 NOS COM ELEM. LINEARES

o
hY ROARK e YOUNG(E3) — 26 NOS ELEM. LINEAR COMUM
<
I3 IMPONDO DESLOC. { REF. 64)
4 B
u A 28 NOS, ELEM. LINEAR SEM TRATAMENTO
z . DA DESCONTINUIDADE (REF. €5)
‘ﬂg 3 TEORICO , CHAPA INFINITA
w
a¥

w
el
[e]
2y

2

{REF. 65)___ 4

FIG. 5.12— RESULTADOS DA CHAPA FURADA COM
VARIAS DISCRETIZACOES

5.3.3 - Avaliacao do FElemento DescontTnuo em Corpos de Va-

rias Repgices com Descontinuidade TNspecial

» . - -
A descontinuidade das forcas de suprerficie apresen
ta diferentes cascs sepundo sejar as razoes cue a oricinam,
Muitos dos casos de descontinuidade, como por exemplo: mu-

danca abrupta no carregamento anlicade ou mudanca da condi

cao de contorno (de restricao de forcas nara restricao de
. ' -
deslocamentos ou vice-versa) entre dois segmentos conti-

guos, podem ser tratados com a simrles adocao de nds duplos
que proporcionam eauacoes suficientes nara a determinacao
das incognitas envolvidas. Nutros casos, poren, exicerm re-
lagoes adicionais nara que seja possivel sua resolugao, en-
tre eles a descontinuidade formada quando dois elerentos

adjacentes, ambos com seus deslocamentos nrescritos, for-
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mam um canto, ou tambenm guando elementos adiacentes da in-
terface entre duas regioes formam vertices internos. Seguin
do a terminologia utilizada por Moreira(50) estes casos sao
denominados de descontinuidade especial e sao tratados ge-
ralmente com equacoes extra aaui ja comentadas, ou con a
adogao de elementos descontTnuos como no rresente trabalho,

Em estruturas de varias regioes torna-se bastante
provavel a ocorrencia de interfaces formando vertices, e por
esta razao e verificado neste item o desempenho do elemen-
to descontinuo no tratamento destes casos de descontinuida-
de especial,

No exemplo analisado a descontinuidade especial
encontra-se no ponto que pertence a 4 subrecices diferentes
(ver figuras 5.13 e 5.,15), Inicialmente & testada ura chapa

solicitada a tragao conforme se mostra na figura 5.13.

SUBREGIAO T

s | DESCONTINUIDADE ESPECIAL

S
NS

SUBREGIAO SUBREGIAO
I 1T

C) X

FIG. 5. I3—CHAPA QUADRADA COM 4 SUBREGIOES

0 ponto ressaltado na fipura 5.13 & entao tratado

- . -
com elementos descontinuos cor os respectivos nos a, b,
¢ e d¢ afastados do ponto central onde ocorre a desconti=-
nuidade., 0s resultados obtidos sao amplamente satisfatorios

cormo e demonstrado na tabela 5.5.
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DESLOCAMENTO EM X TENSAOD ©
Ponto — = b
MEC Teorico MFC Teorico
a 0,40018 0,40000 100,01 100,00
b 0,39982 " 99,87 "
c 0,40018 " 100,01 "
d 0,39983 " 100,13 "
e 0,40003 " 99,99 "
£ 0,80009 0,80000 100,00 "
2 0,0000 0,0000 100,01 "
Tabela 5.5 = Resultados da Chapa com 4 Subregioes

Como o exemplo mostrado & facilmente rmodelado pe-
los metodos numericos levando a resultados rraticamente exa
tos, em continuagao resolve-se um problema mais dificil:uma
vipa em balanco curta comn as dimensoes indicadas na figura

5,14 empregando-se anenas uma regiao,

y

/ Y

’ o '

A pros. lNTERNOS\/:. t 1.00

7 +

/! B '\
2.00

FIGURA 5.14 — VIGA EM BALANCO CURTA

A viga e calculada inicialmente com a discretiza
cao da figura 5.14 com o objetivo de comparar os resultados
com uma viga das mesmas dimensoes 50 cue apora dividida em
4 subregioes com um ponto de descontinuidade especial comrmo

indicado na figura 5.15,
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y
PONTO COM

y R . @'@) /DESCONT|NUIDADE ESPECIAL
/ 3 l
/ I Ir l
/

. . /. 2 — ‘

"Q‘W
] I v |
* X
e - - - ——— .

©@
FIGURA 5.15— VIGA EM BALANCO CURTA COM
4 SUBREGIOES

Novamente os elementos adjacentes ao ponto de des
. . 4 - . -
continuidade foram definidos comre sendo descontinuos e as-
. - -~ 1
sim os nes correspondentes sao deslocades deos extremos ao

interior dos elementos.
A tabela 5,6 resume os resultados obtidos para os
dois casos que sao comparados com aqueles provenientes da

teoria de viga.

OYAO LADO
DESLOC.,VERTICAL REACKO VERTTCAL DO ENGACSTE
DESCRICEKO )
valor x 10 AZ Valor A7 Valor A7
Teoria -1,068 - 6,00 - -12,00 -
MEC 1 REG ~-1,094 2,46 5,884 -1,98 [-12,28| 2,34
MEC 4 REG -1,060 -0,77 5,34 |-11,00 | -11,70|-1,72

Tabela 5.6 - Resultados da Viea Curta

0s resultades obtidos sao hons tantoe nara a viga

de regiao Unica quanto nara a viga dividida em 4 subrecioces,

A maior perda de aproximagao encontra-se no valor da reacao

/;

vertical para a viga com 4 subregices (117), prerda que pode

ser vista mais claramente na figura 5.16 onde se desenham

as tensoes cisalhantes no apoio para as duas discretiza-
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;oes, notando-se a semelhanca das curvas com excegao da re-

[

gido central onde ocorre um decremento na tensao da viga
subdividida, precisamente no ponto onde comeca uma das in-
terfaces, Tsto node ser explicado nelo fato que no MUC, di-
ferente dos metodos de domInio, saoc mellhor satisfeitas as
equagoes de equilibrio do cue as condicoes de contorno(58).,
Com a inclusao de interfaces sao entao introduzidas novas

. ~ - .
aproximacgoes no dominio, levando ao aumento do erro.

+C

0O .... 1REGA

X ————— 4 REGIOES
T
Xy { I
3.0
%< -c

FIG. 5.16 — TENSOES DE CISALHAMENTO NAS SEGOES
DE APOIO DAS VIGAS DAS FIGURAS 5.14 €515

Visando estudar melhor a regiao onde acontece a
descontinuidade especial analisam=-se para o caso de uma re-
giao os pontos internos indicados na figura 5.14 situados
na secao media da viga, secao esta que para o caso de 4 sub
regioes define uma das interfaces. Ns resultados de ambos
os casos estao desenhados no grafico 5,17 cue contér as
distribuigoes das tensoes normal e cisalhante da secao me-
dia da viga paralela ao eixe v . As linhas continuas na fi

gura indicam o resultado tedorico ohtido diretamente das e-
quacoes de elasticidade(52) e os outros nontos provenm dos
calculos feitos com o MEC, Pode-se observar que para muitos
pontos os valores ohtidos sao praticarmente exatos, estando
portanto schre a curva teorica. Comnarando as duas discreti
zacoes os resultados sao muito semelhantes, notando-se ape-

nas uma variacao nos extreros da curva da tensao de cisa-
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lhamento que para o caso de 4 subregioes nao parte do va-
lor zero (Fig. 5.17.b), Este resultado, norém, nao afeta os
nds de contorno vizinhos (a, b, ¢, d na fipura 5.15) cujos

valores de tensao cisalhante siao zero,

RS +
+c TEORIA C

— TEORICO O ———~ 4REGICES

° 1 REGIAO
X 4 REGICES

-60 -40 -20 20 40 60 Ox Txy

-C % -C

(g) Tensdo normal no eixo'x’ b ) Tensdo de cisalhamento

FIG. 5.7 — DIAGRAMA DE TENSOES NA SECAO
CENTRAL DA VIGA CURTA

0s resultados mostrados nrovam aque o desermpenho
dos elementos descontInuos nestas situagSes e excelente, De
ve ser mencionado o fato que os exermnlos calculados neste
itewm foram resolvidos usande-se a inversao da matriz intei-
ra por causa de que a resposta ohtida atraves do sistema

de resolugao por blocos acusou ura forte perturhacao,

5.4 - DIVISAO DNS DOMINIOS EM SURREGIODES VISANDO REDUCOES
NOS TEMPOS DE EXECUQXO

£ sabido que a resolucac do sisterma de equacgoes
consome uma parte consideravel do tempo de execucao de um

problema tratado numericamente. Alpguns processcs como o me=-
. . -~ - .
tode dos elementos finitos tem a caracteristica de formar

. ~ . . - Ll
sistemas de equagoes cuja matriz apresenta numeros so den-
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tro de uma determinada faixa ou "handa" fora da qual S0
existem zeros. Fsta caracteristica nermite a adocao de tec-
nicas de resolugaoc aque trabalham unicarmente dentro da handa
da matriz diminuindo drasticamente a ocupacao de memoria e

d -
o tempo de execucao, No metode dos elermentos de contorno,

no entanto, toda estrutura formada de uma unica reciao tenm

a matriz do sistema cheia, imredindo cualnuer economia do
tipo acima citado. Ja ur corpo composto por varias subre=-

sioes contem grupos de zereos forrmando uma matriz em blo-
cos (ver item 4,2,4), Como conseciiencia disto, tem sido su-
perida a divisao de estruturas em varias subrecioes ohtendo
-se assim as vantapgens da matriz er hlocos., Yo entanto, es-
ta particao traz as desvantagens de aumentar o contorno do
corpo em analise o cue significa o aumento do numero de pon
tos nodais e introduz tambem o erro da aproximacao no domi-
nio do corpo devido as interfaces entre as suhregioces cria-
das.

Contando o programa com um adequado sistema de re
solugao de matrizes em Llocos faz-se entao um estudo toman-

do como hase a viga em balanco analisada no item 5.3.1 sen-

do agora tambem analisada quanrdo dividida em 2 e 3 subre-

.~

. . ’ ~ - . .
gloes a partir das discretizacoes basicas usadas no 1tem
nencionado,

As diferentes discretizacoes da viga sao identifi

cadas da seguinte maneira:

Alternativa A: A discretizacao original contem 24
elementos sendo 2 no extremc engastado, Assin, para 1, 2 e

3 subregioes definem—se os casos seguintes:

Alternativa A=l reqiac: 24 elementos de contorno;

28 pontos nodais e 56 equacces,

Alternativa A-2 subregioes: 14 elementos por sub-

regiao; 33 nos (3 na interface) e 72 equagoes.

Alternativa A-3 subrecioces: 2 subregioces com 10
elementos cada e a outra com 12 elementes totalizando 32 ele
ritentos; 38 ncentes nodais sendo 6 nas interfaces (3 em cada

uma) e 88 equagoes.,
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Na fiecura 5.18 estao desenhadas as discretizacgoes

correspondentes a alternativa A,

e
/]
4 1 REGIAO
A
g . -
4 2 REGIOES
A' -
Y
< 3 REGIOES
Y
/] - v
¢

FIG. 5.18 — DISCRETIZACOES DA ALTERNATIVA A
PARA O TESTE DA DIVISAO EM SUBREGIOES

Alternativa P: A discretizacao oricinal tem 48

elementos, sendo 4 deles no extremo encastado.,

Alternativa B-1 regiac: 48 elementos; 52 pontos

de contorno; 104 equacgoes.

Alternativa B-2 subrepgioes: 28 elementos por sub-

regiao; 59 pontos nodais (5 na interface): 128 equacoes.
£ H ¥ H ! G

Alternativa B=3 subregioces: 2 subrecioes conm 20
elementos cada e a outra com 24 elementos; 66 nontos nodais

sendo 10 nas interfaces (5 er cada uma); 152 equagaes.

Alternatica C: A discretizacao original nossui 72
elementos de contorno 6 deles no extremo engastado.

-

Alternativa C-1 regiao: 72 elementos; 76 nos; 152

equacoes.

Alternativa C-2 subregioes: 42 elementos nor suh-

.~

regiao; 85 pontos nodais (7 de interface); 184 eauacoes.

Alternativa C-3 subregiocess2 subregices com 30
elerentos cada e a outra com 36 elementos; 94 pontos no-

dais (14 de interface); 216 equagSGS.
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A

No iterm 5.3.1 foram testadas diversas formas para
o tratamento da descorntinuidade das forcas de superficie. A
qui interessa particularmente a medicao dos tempos de execu
cao e portanto so e considerado o caso que nossui unicamen-
te elementos lineares continuos e ndos duples nos cantos das
vigas.,

0s valores que tem sido usados ao longo deste ca-
pitulo como referéencia para as comparacoes que sac o deslo-

camento vertical do extremo livre e a reacao vertical no en

castamento estaoc na tabela 5.7,

DESLOCAMENTO REACAO
ALTERNATIVA VERTICAL VERTICAL
Valor AZ Valor AZ A7
(teoria) (teoria) [(1 regiao)

A-1 22,420 -25,3 |=-52,598 | -12,3 -
A=2 24,063 -19,8 |-44,220 | -26,3 -15,9
A-3 24,276 -19,1 |-37,020 | =-38,3 -29,6
3-1 28,287 - 5,71 |-57,702 | - 3,83 -
n-2 28,818 - 3,94 |~55,184 | - 8,03 | - 4,4
3-3 29,130 - 2,87 |-53,287 | -11,19 | - 7,7
c-1 29,685 - 1,05 |-58,974 | - 1,71 -
c-2 29,872 - 0,43 |=57,720 | - 3,80 | - 2,1
c-3 29,040 - 0,20 |~-56,593 | - 5,68 | - 4,0

Tabtela 5.7 - Resultados da Subdivisao da Viga erm

Palanco

Analisando os numeros da tabela 5.7 nota~se opri-
meiro uma anroximacao dos deslocamentos obtidos com o valor
tedrico esperado, [ na reacac vertical, porém, que as compa
racoes permitem uma melhor avaliacao., 0 valor do deslocamen
to vertical no extremo livre esta sujeito a certas imposi-
coes tedoricas do extremo engastado, no entanto, a reacao ver

cal deve ohedecer simplesmente a condicao de equilibrio,

e

t



-108~

» ~ - . -~ ~ .
condigao esta basica na deducao das equacoes da teoria da
elasticidade, Comparando—-se entao a reacao resultante nos

» - . . . .~
casos em ague a viga e dividida em subregioes nota-se uma

!

queda na aproximacao dos resultados com relacao acueles oh-
tidos com uma repgiao so, Esta nerda de precisao e facil de
perceber no grafico 5.19 que mostra as curvas corresnonden-
tes a viga com 1, 2 e 3 subregioes, Nota-se nque o resultado
piora a medida que aumenta o numero de subregioes e afeta
principalmente as discretizacoes nobres melhorando a medi-

. . -~ - . -
da que a discretizacao e mais densa (ohservar tambem a va-

riagzo em porcentagem na tltima coluna da tabela 5.7).

VALOR TEORICO

60

| REGIAO

50 - 2 SUBREGI0ES

-
L. 4
o
[
e Iy
w
> 3 SUBREGIGES
o 40
I
o
<
W
[+ 4
30 -

<&

Pom

Y -
2 4 6 NO. DE ELEMENTOS

' NOS EXTREMOS
FIGURA 5.19— REAGOES VERTICAIS DA

VIGA DIVIDIDA EM SUBREGIOES

Qutro assunto que pode ser ohservado e a distribui
cao da tensao de cisalliamento no apoio. Na figura 5,20 es-
tao desenhados os diagramas da tensao cisalbante no extremo
engastado da viga para os casos de 1, 2 e 3 subrecices, oh=
tendo-se curvas connletamente diferentes. Notam-se, nos
casos da viga com varias subrepioces, grandes concentragoes
rerto dos extremos, e para a vica com uma regigo nao sao oh

<

servados esses picos. Isto e exnlicado pela forma en que



~109~

foi subdividida a viga, ficando os casos com 2 e 3 subre=-
cices pela sua geometria, semelhantes a uma viga curta cuja
- . - . . . » ~ -~
tendencia e fornecer este tipo de distribuicao de tensoes
tangenciais, MNas interfaces, no entanto, esta curva fica
- . - . .
proxima do valor teorice, como se mostra na ficura 5.21 on-

de esta representada uma interface da viea dividida en 3

2 ¢ 3 SUBREGIOES { PRATI(IIAMENTE IGUAIS)

[ e

I REGIAO

2 SUBREGIOES

AN NANNNAN

JH

! REGIAO

N\

3 SUBREGIOES

[

A
>
-
~
°
N
o
o
l
o

—_ ————t———

—~
/
/
/
/
i
o

FIG. 5.20— DISTRIBUICAO DA TENSAO CISALHANTE NO
EXTREMO ENGASTADO DA VIGA EM BALANGCO

— — ~— CURVA TEORICA

INTERFACE

INTERFACE ANALISADA

SN

Txy

FIG.5.21— DISTRIBUICAQO DA TENSAO DE CISALHAMENTO NUMA
INTERFACE DA VIGA COMPOSTA POR 3 SUBREGIOES
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- . C .

Ate aqui apenas os resultados elasticos forar ara

o n 1vi o m r nei s tem
lisados para as subdivisones nropostas. Com respeito aos

pos de execucao, ohjetivo principal da suhdivisao, os resul

tados confirman as expectativas referentes a urma diminuicao

destes, A tabela 5,8 resure os niimeros ohtidos para as dife

rentes discretizacoes analisadas, e cor hase nestes nyme=
- - . . ,

ros e tracado o arafico das fisuras 5.29 e 5.23. As discre-

tizacoes majs refinadas sao as cue mais mostram as reducoes
dos tempos de execucio, ohtendo-ge economias de ate 407 do

tempo pasto para resolver o rroblena com una regiao, Para a

dlSCI@tlZHg&O menos refinada nouca reduggo e observada,

brando-se

Lem
a nerda de aproximacao dos resultados (tabelan 5.7),

pode-se concluir que esta discretizacao @ prejudicada com

. . -~ - . . ~
a subdivisao, Ja as outras duas dlscretzzaqoes (com 4 e 6
elementos nos extremos) obtiveram reducoes maiores nos tem-
ros de processamento sem comprometer tanto ong resultados nu

mericos. Com respeito nota-

de

30 passar de duas pa-

a divisao em 2 ou 3 subrecioes

-se (ver figura 5.22) que o maior ranho se da ao nassar

uma para duas subregioces, no entanto,

ra tres subregioes os decrésciros nos tempos de execugao

$a0 menores,

MO DE TEMPO DE EXECU-

ENUACOES CA0 (APROXIMADO)

ALTERNATIVA | 2 DE ZTROS

Total| AZ Segundos A7

A-1 0,0 56 - 26,4 -
A=2 41,7 72 | 28,6 24,1 -8,8
- 57,2 88 [ 57,1 24,0 -5,7
n-1 0,0 104 - 93,2 -
52 42,2 128 | 23,1 70,6 ~24,3
B-3 57,5 152 | 46,2 67,6 ~27,5

c-1 n,0 152 - 237,0 -
c-2 42,4 184 | 21,1 157,56 ~-33,5
C-3 57,6 216 { 42,1 141,3 40,4

Tabela 5.8

Tempos de execucao da v

¢o suhdiv

idida

1ga em balan-
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Cabe ressaltar que no exenplo aqui analisado, is-
to &, a viga em balango, a criacac de subregices implica
na geragao de interfaces (as linhas que dividem duas subre-
nices) relativamente pequenas e portanto o incremento de
pontos nodais e,conseqiientemente,do numero de incognitas @
tanbén pequeno, apesar de que cada no de interface term o do
bro de incognitas em comparacao com um no de horda, Este fa
to favorece a subdivisao, o que pode nao acontecer em cor-
pos cujas formas impegam suhbdivisoes com interfaces peque-
nas, ainda que isto dependa de outros fatores como a norcen
tagem de zeros cue resultam ao se fazer a divisao, Nutro
nonto a ser considerade e que resulta dificil de ponderar e
o trabalho de preparacao e entrada de dados aue logicamente

- . . . - . o~
e aumentado ao dividir o dominio em subregioes.

5.5 = EMPREGO DR SUBREGTAES PARA A RTSNLUCAN DF PROATRT,EMAS
COM CARREGAMENTO APLICADO DENTRO DO DOMININ

0 ohjetivo principal do equacionamento do MIC pa-
- . « ~ - -
ra corpos de varias regloes e o calculo de estruturas forma
- 3 . . - » .
das por varios materials com constantes elasticas diferen-

tes. Entretanto, a sua aplicacgao pode extender-se a outras

situagoes como a discutida no artigo anterior ou nara en-
frentar problemas com formas que possam afetar a aproxima
= ; - 1 £3

cao do metodo cono por exemplo aquele mostrado na fiqura
5.24 que por causa da proximidade entre as duas faces das
fendas utilizan-se subregioes para diminuir os erros de
aproximacao, ou ainda para resolver o caso de sobrecargas

atuando dentro do cormne, Note-se gue neste casc, uma inte-

gral de linha interna resolve tambem o problema.
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FENDA ( FACES MUITO PROXIMAS }

P el

|

|\ INTERFACE

A ADOTADA

FIGURA 5.24— SUBDIVISAO DA CHAPA
COM FENDAS

tiftrtit

Com a intencgao de mostrar esta ultima utilidade &
. - . .
analisado um exemplo contendo essa caracteristica, Assim

foi escolhiida uma vica-parede apoiada nos seus extremos re-

cehbendo duas vigas que formam um conjunto simetrico cormo se
mostra na figura 5,25, A discretizacao escolhida para re-
presentar esta situacao e mostrada na figura 5.26, traba-

lhando-se apenas con a netade da estrutura como conseciiencia
da simetria. Para poder aplicar as cargas devidas as vigas
fque se apoiam na viga-parede admite-se uma interface defi-

nindo-se assimn duas subregioes.

|

%
E=2,8 x10%1/m? ? é
.

v =0,20 Z

%

; é
; 4 4
7 ]

L/
g .
|
% %

2,00 2,00 2,00

| I

FIG. 5.25 — VIGA PAREDE [ VISTA FRONTAL)
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FIG. 5.26 — MODELAGAO DA ESTRUTURA DA FIG.5.25

Desta maneira e prescrito um carregamento de
lOtf/m2 ao longo da interface (por facilidade adota-se um
valor constante e nao parahbolico como sugeriria a tensao ci
salhante das vigas anoiadas). Ns resultados sao mostrados
na figura 5.27 que contem os diapramas de tensao normal no
eixo horizontal e da tensao de cisalhamento nas secoes A,
B, C e D (indicadas na figura 5.26) e suas formas confir-

man a distribuicao de tensoes esperada em estruturas deste

tipo.

-+ C - +C

SECAQ

- 40

- 20 40 60 20 20
- 40 -20 2|0 \ T T T T T '
— ;
Ox
segho () sego (D)
{ INTERFACE }
—c -c-

(a) TENSAO NORMAL NO EIXO HORIZONTAL Oy
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INTERFACE

©

prm

Ixy

- C -C
(b) TENSAO DE CISALHAMENTO Txy

FIG. 5.27 — DIAGRAMAS DE TENSOES NA VIGA PAREDE

5.6 - EXEVUPLO DE APLICACROQ

Para comnletar este capitulo apresenta-se un exen
plo de aplicacao do algoritmo acui desenvolvido., 0 exemplo
escolhido reune varias das caracteristicas aue foram objeto
das analises nos capitulos anteriores assim como outras ca
racteristicas interessantes, Trata-se do tunel assimétrico
nostrado em detalhe na figura 5.28 localizado nur reio ro-
choso infinito, Assim distinguem-se nessa estrutura as se-

. - »
sulntes caracteristicas:

a) 0 exemnlo inclui o derminio infinito representa
. -t . -
do pelo meio rochoso que e facilmente modelado com o Metodo
dos Elementos de Contorno em contraste com a dificuldade que

isto representa para outros métodos.

b) DNois materiais sao considerados no nrohlema
(o concreto do tunel e a rocha) usando-se, portanto, o eaua

cionamento de corpos formados por varias regioes,

c) O carrecamento do tunel & feito no contorno de

- -
interface entre tunel e rocha,

d) Os cantos ou vertices localizados na interface
entre tinel e rocha sao pontos com descontinuidade esnmecial

das forcas de superficie sendo tratados aqui com os elemen-

tos descontTnuos.
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.~ . - o~
e) A subregiao aque define o tunel (suhbregiao de

- . .« ™ .
concreto) tem as caracteristicas de uma subregiao fina e po
de, por causa da proximidade dos elementos entre uma face e
outra, ser afetada ror erros numerices, N calculo desta sub
.~ - . . ~ . - . .
regiao e altamente heneficiade, entao, nrelo critcrio seleti
vo para a definigzo do numero de nontos de integracao, po-
dendo-se definir até 10 pontos de gauss nos casos de elemen

tos muito proximos.

f) Trata-se de um exemplo que representa o estado

\ ~ ~ . v .
plano de deformagao, nao inclulido nos exernlos anteriores.

Dois materiais compoem a estrutura a ser analisa-
da. Para a rocha & adotade um modulo de elasticidade 1igual
a 1l,2 x 106Tf/w2 e un coeficiente de Poisson igual a 0,15,
0 estado das tensoes na rocha & determinado POTY um peso es-
pecffico Y = 2,5Tf/ﬁ3 com a tensao normal vertical o, icual
A YH e a tensao normal horizontal Oy, ieual a YOUV. Adota=-
-se X icual a N,20 e a altura H & de 20 metros,

Para ¢ concreto adnite-~se urm rmodulo de elasticida
de da orden de 2,8x106 Tf/m2 com um coeficiente de Poisson
de 0,20,

A discretizacao do problema e feita com 90 pontos
nodais ilustrados na figura 5,28 sendo 48 deles ndos de in=
terface, 0 nuUmero total de elementos de contorno & 126, 82
definindo o tiinel e 44 o mecio rochosc. N sistema esta forma
do entao por 276 equacoes. Sao calculados tamhbem 30 nontos
internos para nmedir a variacao das tensoes na rocha.

0s resultados sao apresentados en diagramas para
serem mais facilmente entendidos. Tnicialmente anresenta-se
o resultado dos deslocamentos com ¢ desenho de tunel defor-
mado (fiesura 5,29), e como pode-se ver o resultado & compa-
tivel com ¢ carregamento aplicado. As outras figuras mnos=
tram as tensoes nos diferentes nontos do contorno exterior
do tinel: a ficura 5.30 representa a tensao normal verti-
cal, a firura 5.31 a tensao normal horizontal e a ficura
5.32 a tensao de cisalhamento. A Ultima figura representa a

variagao da distribuigao das tensoes o na rocha  calcula

das para 5 trechos diferentes.
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POSIGAO ORIGINAL
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FIG. 5.29 — TUNEL — POSICZ\‘O ORIGINAL E POSICAO DEFORMADA



~-119-

\/

\; ESCALA °

\\L P——— =50 Ton/m2

] CONVENGAO DE SINAIS

VALOR NEGATIVO PARA ©
CENTRO

FIG. 530 —TENSAO NORMAL NO EIXO VERTICAL Oy
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ESCALA !
by = 20 Tom?

SINAIS

W NEGATIVO DESENHADO PARA O CENTRO

FIG.5.31 — TENSAO NORMAL AQ LONGO DO EIXO HORIZONTAL Ox
NO CONTORNO EXTERIOR DO TUNEL

— 20 Ton/m?
L

FIG.5.32— TENSAO DE CISALHAMENTO Txy
NO CONTORNO EXTERIOR DO TUNEL
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ESCALAS

DA FIGURA @ 1:200

DAS TENSOES | ———— =10 TON/m?2

FIG.5.33 — VARIACAO DE 0Oy NA ROCHA
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

Dos assuntos estudados ao longo deste trabalho

podem ser estabelecidas as seguintes conclusoes:

0 Metodo dos Elementos de Contorno, contando com
uma aproximagao linear, tanto para a geometria como para
as variaveis deslocamento e reacao, e dispondo também de
um tratamento adequado para os casos de descontinuidade das
forgas de superficie, proporciona bons resultados quando
aplicado a resolugao de problemas da elasticidade linear bi
dimensional,

A obtenggo de bons resultados depende, logicamen-
te, de uma adequada discretizagao, podendo variar desde uma
discretizagao pobre em problemas com distribuigoes lineares
de tensoes ou deslocamentos ate discretizagdes refinadas em
areas sujeitas a concentragoes de esforgos ou similares.

As analises feitas na viga em balancgo mostradas
no capitulo 5 indicam claramente a convergéncia obtida com
o algoritmo utilizado, pois a medida que e aumentado o nﬁmg
ro de elementos na discretizagao da viga, a aproximagao dos
resultados melhora,

£ observado tambem um bom desempenho da formula-
¢ao em problemas que apresentam casos de concentracgao de
tensoes como o exemplo da chapa com furo circular analisado

no capitulo 5.
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Destaca~se neste trabalho o uso do elemento des-
continuo introduzido no capitulo 3 1indicado para ser empre
gado s0 nos pontos onde e necessaria a adogao de medidas
para contornar problemas decorrentes da descontinuidades das
forgas de superficie. Os resultados obtidos demonstram a va
lidade do equacionamento deduzido e levam a propor o ele-
mento descontinuo como uma boa alternativa para a represen-
tagao de descontinuidades, evitando-se assim a inclusao de
equagoes extra dentro do sistema calculado com o MEC. Os
elementos descontinuos permitem enfrentar qualquer problema
de descontinuidade com expressoes provenientes das equagoes
de contorno como todas as outras, ao passo que as expres-
soes usuais obtidas das hipateses de simetria do tensor de
tensoes e a invarianciado trago do tensor das deformagoes
podem incluir outras aproximagoes, prejudicando a analise
do problema fisico.

Outro item que merece ser considerado em qualquer
programa do MEC e a adoggo de um esquema seletivo para a de
finigao do numero de pontos de integracao a ser usado pa-
ra o calculo das integrais. Esse numero que neste trabalho
pode variar de 2 ate 10 pontos de gauss conforme a tabela
5.1, permite a obtencao de bons resultados evitando a execu
gao de calculos desnecessarios sem prejuizo da resposta final.

0 sistema de resolugao por blocos mostrou que seu
uso torna-se quase que imprescindivel para a resolugao de
grandes sistemas de equacgoes provenientes de estruturas for
madas por varias regices. A sua eficiGncia comega pela dras
tica redugao que se obtem nos tempos de processamento e in-
clui tambem a consideravel economia de memoria, permitindo
~se assim pensar na possivel adaptagao de um programa como
o do presente trabalho para equipamentos de calculo com me-
nor disponibilidade de memoria tais como os microprocessado
res ou os minicomputadores.

Os resultados numericos obtidos ao empregar a re-
solugao por blocos sao satisfatorios, a exegao do caso men-

cionado no item 5.3.3. No entanto, uma primeira tentativa
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para a superacgao deste problema seria o ordenamento das va-
riaveis proposto por Lachat(24) e sugerido no trabalho de
Crotty(51) que deve produzir um melhor condicionamento da
matriz do sistema,

Com respeito a divisao em subregioes visando  as
vantagens que o algoritmo de resolugao por blocos oferece,
as analises mostram que os resultados nos casos de proble~-
mas com um numero elevado de equagEes e favorecido mas para
isto sacrifica-se um pouco a aproximagao das respostas,além
de outros inconvenientes que devem ser ponderados ao apli-
car este criterio, como por exemplo o trabalho de prepara-
g¢ao dos dados de entrada e o aumento do nimero de equagoes.

Finalmente, o ultimo exemplo do capItulo 5 prova
que o melhor campo para o emprego do metodo dos elementos de
contorno e a resolucao de problemas que contenham dominios
infinitos os quais sao facilmente modelados pelo MEC, Neste
campo de aplicagao em particular, o MEC leva ampla vantagem
ao ser comparado com os outros metodos numéricos. £ bom lem
brar que estes problemas sao freqientes em obras enterra~-

das, fundagoes, barragens, etc..
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