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RESUMO

O presente trabalho estuda, utilizando a técnica
do meio continuo, a determinagéo dos esforcos e deslocamen-

tos, em nucleos estruturais de edificios altos sujeitos a
torcao.

Apresentam-se trés processos, sendo dque todos
utilizam a Técnica do Meio Continuo. O primeiro € baseado
na hipotese de que as paredes se comportam como vigas de
paredes delgadas segundo a Teoria de Flexo-Torgao. O segun-
do também baseado na mesma hipotese, considera ainda a de-
formacao das paredes do nicleo devido a forga cortante. 0
terceiro combina a teoria de flexo-torcdo e a analise pelo

Método da Energia.

Nos dois primeiros processos, a equagao governan
te do problema & obtida pela consideracao do equilibrio en-
tre os momentos internos e os aplicados. A rotacao da estru-
tura é a variavel incognita do problema.

No terceiro processo & obtida uma equagao dife-
rencial na forca cortante nos lintéis, minimizando a energia
potencial complementar da estrutura. Os deslocamentos sao

obtidos pela aplicacao do Principio dos Trabalhos Virtuais.



ABSTRACT

This work is concerned with the analysis of Core
Wall Structures subjected to Applied Torque. The continuous
medium technique is used for the analysis.

Three analysis methods are presented, based on
continuous idealization. The first one analyses the
structure assuming walls to behave like thin-walled beams,
according to Vlassov Theory. The second one, is based on
the same hypothesis, however the shearing strain: and
deformation of the channel walls are taken into account.
The third one combines the warping-torsion theory of thin-
walled beams of open cross section and the energy method

of structural analysis.



SUMARIO

T = INErOdUGED tuvurvrrnenenennanennennn. e ee. I-1
II - Analise de Nucleos Estruturais sujeitos a
Torcao segundo TSO e BISWAS ......... Ceceeeaenann II-1

III - Analise de Nacleos Estruturais sujeitos a

Torgao segundo RUTENBERG e TSO ....... ceteseaas ..III-1

IV - Analise de Nacleos Estruturais sujeitos a
Torcao segundo ROSMAN .....veeeeeonenoennnannanns Iv-1
\Y - Exemplos Numéricos € COncluS30 ...veeeeeeeeeeneenn v-1
Apéndice A - Resumo da Teoria de FLEeXO-TOYrCAO «vveeeeenn. A-1

Apéndice B - Solucdo para Seccao Fechada dada
POr ODEN ..ttt eteeeencceososnoenssscsssnns B-1

Bibliografia ...... ceenenaan ceeeessan ceeennan cececcnnaan BI-1



1

I - INTRODUCAO

Em muitos edificios altos, a resisténcia lateral
da estrutura e fornecida, total ou parcialmente, por um qi
cleo estrutural, onde internamente podem estar localizadas
escadas, elevadores e outras areas comunitarias do edifi-
cio, _

Em varios desses edificios, o niicleo estrutural
consiste em dois pilares de concreto, unidos por linteis
ao nivel dos andares, como ilustra a figura (I.1).

BARBOSA (1) apresenta em seu trabalho, o estudo

destas estruturas, atraves dos processos discreto (utili-

zando a analise matricial) e continuo (utilizando a Teécni-
ca do Meio ContiInuo). Em seu trabalho a solugao do proble-
ma e obtida atraveés da utilizag3o de computadores devido
as grandes dimensoes dos calculos envolvidos.

A estrutura a ser analisada neste trabalho, e a-
presentada na figura (II.1). Devido a sua natureza sime-
trica, os estudos de seu comportamentq, quando sujeita as
cargas laterais nas diregoes X e Y, e i momento em relagao
ao eixo Z, podem ser feitos separadamente. |

Egte trabalho visa estudar o comportamento do
nicleo estrutural sujeito 3 momentos torgores aplicados,
que aparecem quando o nucleo nao esta localizado no centro
do edificio ou quando existe uma outra assimetria na estru
tura.

Para o seu desenvolvimento, e usada a Tecnica do
Meio Continuo, que consiste basicamente em substituir-se o

sistema discreto de .conexoes horizontais ao nivel dos an-

dares, formado pelas lajes e vigas (linteis), por um meio

continuo, com propriedades de rigidez equivalentes, unifor
memente distribuido ao longo da altura do edificio.

As lajes sao assimiladas a diafragmas horizon-
tais com rigidez infinita no seu plano e desprezivel trans
versalmente. Desta maneira, elas so podem transmitir es~
forgos horizontais aos elementos verticais e nao ‘ximpedem

05 seus empenamentos,
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0s lintis sao considerados como vigas engastadas
em suas extremidades, deformaveis ao momento fletor e a for
ca. cortante,

A estrutura do nicleo e suposta ser engastada em
sua base em uma fundagao rigida.

No Capitulo II, apresenta-se o estudo do nucleo
estrutural baseado em TSO e BISWAS (2), supondo que os pila
res comportam-se como vigas de secgao aberta de paredes fi=-
nas. Em outras palavras, supoe-se que a distribuigao da ten
sao axial de empenamento @ dada pela Teoria de VLASOV (3)
para vigas de secgao aberta de paredes finas. A deformacao

dos pilares do nucleo devido 3 forga cortante nao e consi-

derada nesta analise
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FI6. L1 - NUCLEO ESTRUTURAL SIMéTRICO. '




A rotagao da secgao horizontal do niicleo & a va-

- ’ - » ~ - i)

riavel incognita do problema e a equagao governante e obtl

da pelo equilibrio entre os momentos internos e os aplica-
dos.

No Capitulo III & apresentada a mesma analise,

agora baseada em RUTENBERG e TSO (4), onde as deformagoes

das paredes do nucleo devido & forga cortante sao levadas

em consideragao. Devido 3 inclusao do efeito da forga cor-
tante, esta analise desereve o comportamento do nucleo mais

acuradamente que a apresentada no Capitulo anterior e ain-

da fornece a solugao da secgao fechada, dada por ODEN (5),
quando os comprimentos dos linteis tendem a zero.

No Capitulo IV, a mesma estrutura e estudada, a-
gora baseada em ROSMAN (6), que soluciona o problema combi
nando a Teoria de VLASOV (3) com sua propria teoria, basea
da no Metodo da Energia, para o estudo do comportamento de
nuicleos estruturais.

Ao final de cada Capitulo, sao mostrados os re-
sultados de um exemplo e a marcha de calculo utilizada. Es
ses resultados sao comparados aos encontrados por BARBOSA
(1) em seu trabalho, onde foi utilizada a analise matrif
cial,

No Capitﬁlo V e feita a comparagao entre 08 re-
sultados encontrados utilizando as teorias de TSO e BIS-
WAS (2), RUTENBERG e TSO (4) e ROSMAN (6).
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IT - ANALISE DE NOCLEOS ESTRUTURAIS SUJEITOS X TORCAO SE
GUNDO TSO E BISWAS (2)

Tratar-se-a neste Capitulo, do estudo de nicleos
estruturais de edificios, nicleos estes, que serao simatri
cos,constituldos por dois pilares unidos por linteis ao ni
vel das lajes dos andares, como mostrado nas figuras (I.1)
e (I11,1),

[+ ]
, A |
Pilar 1 v—!
j\\\ S
t. . Y \. lintel 2
pa—— hotg——
cT1 c61 X c62 cT2
. K- _o._._ % I b
IR AR |
x : " \_Pilar 2
Cx lintel 1

FIG. I.1- PLANTA DO NUCLEO ESTRUTURAL

O ponto 0 & o centro geometrico da estrutura, e
os eixos coordenados OX e 0Y, sao eixos paralelo e perpen=-
dicular aos linteis, respectivamente. 0Z & o eixo vertical
ao longo da altura do edificio, orientado da base para o
topo, como mostrado na figura (I.l).

Serao consideradas, para o referido estudo, as

seguintes hipoteses basicass

1) A laje tem o comportamento de um diafragma.
Com isto, todo o conjunto estrutural funciona como um cor-

po rigido na diregao horizontal;
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2) 0s pilares comportam-se como vigas de secgao a
‘berta de paredes finas. Portanto, a Teoria de Vlasov (3),p2

ra vigas de seccao aberta de paredes finas, e valida para

os pilares;

Sera utilizada a Tecnica do Meio Continuo, que con
siste em substituir-se o sistema discreto de rconexaes‘hori

. - . 3 »
zontais ao nivel dos andares, por um meio contInuo de rigi=-

dez equivalente,

II.1 - Determinacao dos Momentos Internos

Sejam CGj e CTj, o centroide e o centro de torgio
do pilar j (j=1,2), respectivamente.

Sejam os deslocamentos horizontais do ponto O nas
diregoes X e Y, chamados de € e 1, respectivamente e a rota
¢ao da secgao de ¢. |

0 deslocamento horizontal € sera positivo quando
concordar com o sentido positivo de 0X e da mesma forma, n
sera positivo quando concordar com o sentido positivo de 0Y,

A rotacgao da secgao, ¢, sera positiva, quando es-
tiver no sentido anti-horario para um observador olhando no
sentido positivo de 0Z,

Devido ao carregamento nabestrutura ser constituz’
do somente por momento torgor e a simetria da estrutura, sa

be-se que:

€ =n =20

»

Devido ao comportamento da laje, admitido na pri-
meira hipotese, os deslocamentos e rotagao do pilar j em
torno do seu centro de torgao, podem ser referidos aos des-

locamentos em 0, por:

0, = ¢, = ¢ (I1.1-1)
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(I1.1-2)

(II,1-3)

FIG. 11.2 -

DE SLOCAMENTO DOS PILARES.

Sejam feitos cortes imaginarios ao longo dos pon
tos medios das duas fileiras do meio continuo. Como os pon

tos medios do meio contInue sao pontos de inflexao,somente

forgas cortantes q; e q, aparecem nesses cortes, conforme
ilustrado na figura (II1.3)
@) N+dN
q Qy, +dQ
N+ dN 2 y2 y2
M, + dM¢ l ' Q,,+dQ
Q,, +dQ t i x2 x2
x x1 ‘ } ﬁ_ﬁ—
Mpp +dMg,
Mey
Q) Q,
> ’ | 2
Mts
' % dz Q
f | y2
Y q.(2)
. e N : 1N.
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0 momento interno total, Ti’ oferecido pela estru
. -
tura sera composto por duas parcelas, uma referente ao mo=
mento interno gerado pelos esforgos internos nos pilares
constituintes do nucleo, e a outra referente aos esforgos in
ternos que aparecem nos pilares devido a presenga das for=-
¢as cortantes q; e q, atuando ao longo dos pontos medios do
] < _
melo continuo.

Calculando-se o momento interno gerado pelos es-

forgos internos nos pilares, Tl’ em torno de O, obtem=-se
Ty =M +M +Q ¢ -Q ¢ (I1.1-4)
1 t, t, y, X y, X
onde
Mt e M - momentos torgores totais nos pilares
1 2

l e 2 respectivamente,

Q e Q - esforgos cortantes nos ﬁilares l e 2,

respectivamente,

0 equilibrio interno do pilar 1, baseado na figu~

ra (I1.4-a), fornece:

Mfl + dMg, - Mg, + Qy, dz + (q1+q2)dz 7 = 0
ou
dM¢ b

1
le = - a4z (q1+q2) 3 (11.1-5)

0 momento fletor do pilar 1, tambem pode ser es-

crito como:

M, =E,J_ 0] (I1.1-6)

*1



onde
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E, - modulo de elasticidade longitudinal referen

te ao pilar 1,

J, - momento de inercia a flexao do pilar 1, em

relagao ao eixo X. . =

n; - segunda derivada do deslocamento N,
Substituindo a expressao (II.1-6) em (II.1-5):

= - "
Q E,J_n

b :

Usando a expressao (II.1-2) em (II.1-7), vem:

- - we _ b -
/-ﬁ{'*' dMf /\‘Mfz"‘ dMf2
——T—®Qy, +dQys —Qy, +dQy2

ir | ; ) T
qQy : ‘qz q,‘ 'qz
e v | b e
t | & 1
| I
~-=—1—— Qy; q—l—-—Oyz
\\,f/‘hﬁ \\\_//1“2.
b/2 b/2 ‘ b/2 b/2
ta) (b)

F1G. I1.4- EQUILIBRIO INTERNO NOS PILARES 1E 2
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A segunda parcela da expressao (II.1-8) represen
ta o esforgo cortante Qy devido as forgas 9, e 4, agindo
nos pontos medios das du%s fileiras do meio continuo.

Para o pilar 2, utilizando o mesmo raciocinio,

chega-se a:

b
y, 2 sz e 0"+ (a34q4)) 3 (I1.1-9)

onde

E2 - modulo de elasticidade longitudinal referen

te ao material do pilar 2,

J_ - momento de inercia 3 flexao do pilar 2, em

relagao do eixo X.

Observar novamente que na expressao (II.1-9), o
esforgo cortante Qy e a soma de duas parcelas, uma refe-
rente ao momento ingerno do pilar 2 e a outra devido as
forgas 9; € 95

Considerando que os dois pilares sao constitul-

dos do mesmo material, tem-se

Considerando a simetria da estrutura, tambem PO

de-se escrever que

Da Teoria de Flexo-torgao, exposta no Apendice A,
tem-se que o momento torgor, M., (j=1,2), e a soma do mo-
mento de flexo-torgao e o momento de torgao livre, portan-

to



onde

-
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M, =< FE J ¢"' 40 J ¢ (11.1-12)
t p w1 Pt

M = -« E J ne ' II.1-13
t, Fp Ju, ¢? + Gp Jtz ¢, ( )

J e J - - momentos setoriais de inercia dés

pilares 1 e 2, respectivamente,

calculados em relagao aos seus cen

tros de torgao.

Gp - modulo de elasticidade transversal referen-

"te ao material dos pilares,

J, e J_ - momentos de inercia a torgao, dos pi
1 2 lares 1 e 2, respectivamente.,

Devido @ simetria da secgao do niucleo, tem-se

J-=J3 =3  (I1.1-14)

J, = J = J o T c (I1.1-15)

Substituindo na expressao (II.l1-4) as expressoes

(I1.1-8 a 16), tem-se

1

T, = - 2 E
P

-2 "
Jx cx ¢ +

"y -
Jw ¢ + 2 Gp Jc ¢ 2,Ep

- (q1+q2) b.cx . (11.1-16)



I1-8

Da outra parcela do momento interno total, aque-
la referente ao momento gerado pelos esforgos internos que
aparecem nos pilares devido a presenca das forgas cortan-
tes q, e g,, falta apenas considerar o efeito do Bimomen-
to que elas produzem,

A figura II.5 apresenta o diagrama de area seto-

rial, w, para cada pilar isolado, com o polo em seu respec -

tivo centro de torgao.

Para o pilar 1, tem=-se:

[ ] i
o - - X ad -
w wy W,y b 5= + 5 (11.1 17)
Para o pilar 2, tem-se:
€x ab
= ' & - ' = - — -
w wy wy b 3= + 3 (11.1~-18)

onde w, e w, sao as areas setoriais de inércia da secgao
transversal de cada pilar, nos pontos 1 e 2, respectivamen

te, pontos estes de aplicagao das forgas cortantes 9; © 99

FIG. 11.5 - DIAGRAMA DE AREA SETORIAL w

Da Teoria de Flexo-torgao, a variagao do Bimomen
to no pilar 1, na altura dz, devido a aplicagao das forgas

cortantes q, e q,, e:

, ——t———
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dB1 *q dz w, = q, dz w, (11.1-19)

Usando em (II.1-19), as expressoes dadas em
(II.1-17), tem-se

dBl .
e (q1+q2)m (1r.1-20)

Tambem da Teoria de Flexo-torgao, sabe-se que

onde M, @ o momento de flexo-torgao,

Portanto, de (II.1-20) usando (II.1-21) tem=-se

Mftl = - (q1+q2)w (II.I-ZZ)

onde Mft1 @ o momento de flexo-torgao no pilar 1 resultan-
te da aplicag3ao ao longo dos cortes no meio continuo, das

forgas cortantes 9, e d,.

Para o pilar 2, tem-se, usando o mesmo racioci-

nio, que

Mftz - - (q1+q2)w ' (I1.1-23)

Portanto, a parcela T2, do Momento Interno Total’

-
sera

(I1.1-24)

Usando as equagoes (11;1-22) e (II;l-ZS),lvem
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TZ 2 -« 2w (q1+q2)

0 Momento Interno Total sera a soma das duas par-
celas '1‘1 e TZ’ portanto

2 - *lll | . -
Ti 2Epr o 4+ 2Gth ) 9) (q1+qz) (I1.1-25)

onde

L L

*
Jw = Jw + J Cc . (11.1'26)

Q = (2w+cxb) = ab (I1.1-27)

ITI.2 - Compatibilidade de Deslocamentos

A fim de se obter mais duas equagses para as va-
riaveis q, e d,, sera feita a compatibilidade de deslocamen
tos no corte 1 entre os pilares 1 e 2 e tambem a compatibi~-
lidade no co}te 2 entre os mesmos pilares.

0 deslocamento do pilar 1, no corte 1, sera:

(11.2-1)

Como se sabe, de antemao, pela simetria do nucleo
é para o carregamento de torgao, que q1 = qz, omite-se na
expressao (II.2-1) o efeito da deformagao por forga normal
do pilar 1, uma vez que esta e nula,

Consideragao analoga vale para a expressao
(II1.2-6) que da o deslocamento do mesmo ponto de corte, con
siderando agora pertencente ao pilar 2,

0 primeiro termo da expressao (II.2-1), e referen
te ao deslocamento vertical do pilar 1, no corte 1, devido

a flexao do pilar.
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0 segundo termo, dessa expressao, e referente ao
empenamento da seccao do pilar 1, no corte 1, devido 2 ro-
tagao da secgao de ¢1. |

0 ultimo termo, considera o deslocamento no cor=-

te 1, no pilar 1, devido @ flexao do meio continuo, causa=
da pela forga cortante, qqe

A seguir sera demonstrada a determinagao do ulti

mo termo da expressao (II,2-1),

| T WA > n EZ:fES! :::[6'»
®ian

l Z | . -Z/z
. (a) ’ (b)

FI1G.11.6 . EQUIVALENCIA ENTRE A RIGIDEZ DO MEIO CONTINUO E A DO LINTEL

A flexao do meio continuo esta esquematizada na
figura (I1.6-a) e na figura (II.6-b) esta indicada a fle-
xao do lintel seccionado em seu ponto médio, com uma forga
aplicada em sua extremidade livre de (qlh).

O deslocamento vertical da extremidade livre do

lintel, conforme mostrado na figura (II.6-b), e :

S PEL A b
61 = 3EbJ (-2') + k ‘a—-g— (‘2-) (1I1.2-2)

b b'bd
onde

E - modulo de elasticidade longitudinal referen

te ao material do lintel.
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Gb - modulo de elasticidade transversal referente

ao material do lintel,

J, - momento de inércia 3 flexao do -lintel. -

Sy = area da secgao transversal do lintel,

k - constante de forma da secgao transversal do

lintel (igual a zero se nao for levada em

~ .
conta a deformacao devido ao esforgo cortan-

te no lintel e igual @ 1,2 para secgoes re=-
tangulares quando o deslocamento devido ao

-esforgo cortante no lintel for considerado).

A expressao (II.2-2) tambem pode ser escrita co-

mo?

1
51 = m (11.2-3)
b
onde
12 Jb
Y = K.12.E .3 ' (11.2-4)
‘3 11 B b v
+
£ hn |° RZG S
b b

Usando em (II.2-1), as expressoes (II.1l-1),
(II.1-2) e (II.1-17), tem~se

:‘S1 " Cx % o' + wo' + (I1.2-5)

2Eby

0 deslocamento do pilar 2, no corte 1, usando o

. . ’ -
mesmo rac1ocin10, sera:

(11.2-6)
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A compatibilidade entre os deslocamentos dados pe

las expressoes (II.2-5) e (II.2-6) requer que eles sejam i-

guais ou
3!
c.b o' +2wo'+—==m=20
X E
) - b
ou
E - ] -
1 (2w + cxb)¢ EbY (11.2-7)

Repetindo-se todo o raciocinio, agora para os des

locamentos dos pilares 1 e 2, no corte 2, tem-se

9, = = (20 + cxb)¢'Eby (I1.2-8)

Comparando-se as expressoes (II.2~7) e (II.2-8)
conclui-se que q, e igual a q,, © que ‘ja era esperado devi~-
do a simetria da estrutura.

A soma de q; e q, sera:
(q1+q2) = - 2 (2m+cxb)¢'EbY
ou usando a expressao (II.1-27)
= - ' : -
(q,+q,) 2 Q¢ Epy | | (11.2-9)

Finalmente, o Momento Interno Total, sera:

- )
2 - " ' ' 2=
'1‘i ZEPJw¢ + ZGth¢ + ZEbyn ¢ (11.2-10)
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I1.3 - Equacao Diferencial Resultante

Igualando-se o Momento Interno Total com o Momen-

to Torgor Aplicado, Te’ tem-se:
T = -2E 370" + 26 3 ¢' + 2E,v2%" (1I.3-1)
e pw pt b ‘
Chamando de

2
2 _ Ebyﬂ + GPJ

A — P & (11.3-2)
' O
e
2E 3,
tem—-se
- BT, =" - 22 ¢t (11.3-4)

0 problema da analise a torgao dos niucleos sujei-
tos a momentos torgores aplicados esta reduzido @ solugao
da equagao diferencial dada em (II.3~4).

As condigoes de contorno sao:
a) na base, a rotagao e nula, portanto:
¢ (0) =0

b) na base, o empenamento tambem e nulo, admitindo-se uma

fundagao rigida, portanto:

¢'(0) = 0
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. s o . ~ . I3 ]
- ¢) no topo do edificio, nao existem cargas axiais aplicadas,

portanto o bimomento e nulo ou
¢"(H) =0

Para uma carga torgora constituida por um momento
uniformemente distribuido ao longo de toda a altura do edifi

cio, m, a solugao sera:

¢(z) = -:% me— j‘senh (Az) +[tanh (AH) + secl;(lﬂ) ]
A R H

) _
f[cosh (Az) - 1] + Az - %%—] (I1.3-5)

Para uma carga torgora constituida por um momento
torgor concentrado e aplicado no topo do edificio, M, a solu

¢ao sera:

$(z) = §3 M[—senh(kz) + tanh(AH) [cosh(kz)-1]+ Ai] (11.3~6)

I1.4 - Exemplo Numerico

A figura (I1.7) apresenta a planté e elevagao da
estrutura de um edificio de vinte andares, com 10,5 ft de pe
direito, com dois eixos de simetria, constituida de duas pa-
redes de sgcgso aberta uniforme ao longo de toda a altura.
As espessuras das paredes que compoem a estrutura sao todas
iguais a 2,0 ft e os dois linteis que contraventam as pare-
des de secgao aberta, ao nivel dos andares, tem a mesma es=
pessura daé'paredes, as quais estao ligadas, e 2,5 ft de al-

tura
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Pes | m _ Z
9,0' | 2,97
10,0'| 3,30
9,0 | 2,97
19,0' | 6,27
9,5'|3,B5
2,0'| 66,0
2,5'{82,8
10,5'] 3,465 -
210,0'f 69,30 ' 4 '

M:':‘.sz ' /k/%r
= =1

QO[NP pa[wN -

)

11

210,0°

9,0' 10,0 9,0’ [
|y I |
@__Q 4 @_ 10,5"
f " I
ol T ek
() l mfg_ T —_——
N E— . —X '
: 2.0 19,0 .
|
e -
® ® ® ® 777777777777/ 777 777877 777777777777 - X
a) PLANTA b) ELEVACAO

FIG.IL.7a-NUCLEO COM DUAS PAREDES DE SEC(}Z\O ABERTA.

Para o mddulo de elasticidade longitudinal foi a-
dotado o valor de 4532x108 Q.b/ft2 e, para o transversal o
valor de 1,728x10% tb/ft?,

0 momentoftorgor uniformemente distribuido e apli
cado ao longo da altura do edificio sera de 6400 fb.ft/ft
(100 vezes o utilizado por BARBOSA (1) no mesmo exemplo).

I1.4.1 - Determinagao da posigao do centro de tor
¢ao de um pilar isolado.

Da Teoria de Flexo-torcao, exposta no Apendice A,
a posigao dénéentro de torgao para uma‘secggo aberta de pa-
redes finas, como e o pilar mostrado na figura (II.8) e da-

da pela expressao (A.3-06) ou

1 [
x - X =& o w_ ., y dSs
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FIG.II.7b—-PILAR ISOLADO"

onde

kCT - posigao em relagao ao centro de gravidade da

secgao do centro de torgao da secgao.

b - posigao em relagao ao centro de gravidade da

secgao do polo arbitrario P.

J_- - momento de inércia da secg3o em relagao  ao

eixo x.

- : . » - N . -
w - area setorial da secgao com o polo arbitra-

rio P.

A figura (I1.8) apresenta o tragado dos diagramas

de wy e de y, para a secgao do pilar em estudo.

>

Portanto:

. ’
f'w y d5 = -t-%—- (3:2-&)2 (II.4-1)
g P

0 valor de J sera:
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© b/2

1° - ®
X

G 2 ®\ ® ‘
b/2

s>0
FIG. I.8 - DIAGRAMAS DE Wp E DE Y.
t 3 2 ,a-%
Jx ﬁ[b + 6b (T)] (I1.4~2)

Analisando a figura II.7, pode-se notar que

E o valor de "c", sera, usando as expressoes

(II.4-1) e (11.4-2):

2,a=2,2
3b (~7—)

e = (11.4-3)
b3+6b2(3§&)

Notar que a posigao do centro de torgao de um pi-
lar isolado, em relaggo ao centro geometrico da estrutura

do nucleo, sera:

c = c + % (11.4-4)
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Para o exemplo, aqui estudado, tem-se

I, = 4392,167 £l

c = 17,3287 ft

I1.4.2 - Determinacao do Momento Setorial de Inercia, J

w’
para um pilar isolado. '

Da teoria de Flexo-torgao, exposta no Apendice A,

da expressao (A.5-08) tem-se:

3, = J( wds-
s

Para uma secgao, com a espessura constante, como

no caso do exemplo, tem-se

3=t J( wlds . (I1.4=5)
s .

~

A figura (11.9), apresenta o diagrama de area sgA
torial do pilar isolado, com o polo em seu centro de tor-
gao. ,

Tem-se, para as areas setoriais, de um pilar iso

lado, os seguintes valores:

wy = -3 3 (25D

w. = - D¢
2 7
be
Wy = =W T3
bce b ,a-%
wy = - wy =g -7 (&)
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FIG.IL.9 - DIAGRAMA DE w PARA UM PILAR ISOLADO.

Portanto, o valor de Jw, sera:

2
tb 2 a-2,2
Jw i3 [bc +6¢ (

75 =6 (25%) z<a;£>3] (II.4-6)

Para o exemplo

3, = 39054,76 £t®

I1.4.3 - Determinacao do Momento de Inércia 3a Torcao de um

pilar isolado.

»

Para uma secgao aberta, o momento de inercia 3

torcao, e dado por

¢3 Jffds | (IT.4-7)
s N

=
"
W
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Para o pilar dado na figura (II.9), tem-se

1 3 ,a=-% a-4% .
Tgmgy G+ ®)

ou

3

3, - % t2 (a-0+b) < (11.4-8)

Para o exemplo, tem=-se:

J, = 98,667 ge

II.4.4 - Determinacao do Momento de Inércia 3 Flexao e da

Area da seccao transversal dos linteis,

Para um lintel, de secgao retangular de altura

hb e largura t, tem-se:

t .3
Iy = 13 ,_hbv » : (I1.4-9)
S, =t .h (I1.4-10)

'?ara o exemplo, tem-se

3 4

b= 2,6042 ft

5, = 5,0 £¢2
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II,4,5 - Determinacao das Constantes da Equacao dada em
(11103-5)

Adotando-se para k o valor zero, da expressao
(I1.2-4), tem-se:

y = 2,97619 x 10°°

Da expressao (II.1-26), tem-se

* 6
J, = 1.357.961,666 ft

Da expressao (II.1-27), tem-se

Q = + 532 ft2

0 valor de AZ dado pela expressao (II.3-2) sera

2°

2% = 5,51415 x 1074

1
ft

0 valor de B dado pela express§6 (I1.3-3) sera

' -16 1
B = 8,52312 x 10
| T

11.4.6 - Determinacao da rotacao da seccao, ¢, ao nivel de

cada andar.

A Tabela II.1 mostra os resultados para a rotagao
da secgao ao nivel de cada andar, calculados por BARBOSA(1)

. ] . - [ ] .
utilizando o processo discreto (analise matricial) e os re-
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sultados obtidos peléiteoria apresentada calculados, primei

ro nao considerando a deformagao dos linteis devido ao es=-

forgo cortante (k=0) e segundo, considerando esta deforma-
cao (k=1,2),

Andar Rotagdes [ x 1074 rad |
BARBOSA TSO e BISWAS TSO e BISWAS
(k=0 (k=1,2)
BASE 0,000 0,000 | 0,000
1 0,018 -0,018 -0,019
2 0,065 -0,065 - -0,070
3 0,133 -0,132 -0,144
4 0,213 -0,213 -0,232
5 0,302 -0,301 -0,330
6 0,394 -0,393 -0,433
7 0,487 -0,487 -0,537
8 0,579 -0,579 . -0,641
9 0,668 ~ -0,667 -0,742
10 0,753 -0,752 -0,839
11 0,832 -0,832 ~0,930
12 0,906 -0,905 -1,015
13 0,974 -0,973 | <1,094
14 1,034 -1,034 © -1,165
15 1,089 | -1,089 - =1,230
16 1,137 -1,137 -1,289
17 1,179 -1,181 -1,341
18 1,216 -1,220 -1,388
19 1,249 -1,255 . =1,432
20 1,279 -1,288 -1,474

Tabela II.l
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A Tabela II.2 mostra os resultados para a forga
cortante nos pontos medios do meio continuo, ao nivel de

cada andar, calculados por BARBOSA (1) utilizando a teeni

‘ . i
ca do meio continuo e os encontrados utilizando a expres-
sao (II.2-9),

Andar Forga cortante q distribuida nos linteis
[eb/ee])
BARBOSA TSO e BISWAS TSO e BISWAS

(k=0) (k=1,2)
BASE 0,000 0,000 0,000
1 223,50 223,5 202,5
2 380,54 380,5 347,9
3 486,78 486,8 448,7
4 554,21 554,2 514,9
5 592,03 592,0 553,9
6 607,31 607,3 572,1
7 605,51 605,5 573,9
8 590,82 590,8 563,4
9 566,55 566,5 543,4
10 535,28 535,3 516,4
11 499,12 499,1 | 484,3
12 459,79 459,8 449,0
13 418,82 ' 418,8 411,9
14 377,60 377,6 374,3
15 337,50 337,5 - 337,7
16 299,98 299,9 303,4

17 . 266,69 266,7 273,0 - ,
18 239,57 239,6 ' 248,4
19 221,01 221,0 | 231,6
20 214,03 214,0 225,4

Tabela II.2
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Para um carregamento torgor uniformemente distri-
buido, m, derivando-se em relagao a "z" a expressao

(I1.3-5), obtem~se as seguintes expressoes:

$'(z) = :E—%-ﬂ[-l cosh(Az) + A sehh(lz)[tanh(kﬂ) +
A _

. sech(AH)] + ) - AE]

$"(z) = i ? H[‘- Az senh(Az) + 12 cosh(kz)[canh(kﬂ) +
A
sech(AH) A
+ ——-X——H ' ] - ﬁ] ] (1104-12)

$"'(z) = - B m H[?cosh(lz) + senh(lz){tanh(lﬂ) +

. sech(AH)
AH
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III - ANALISE DE NOCLEOS ESTRUTURAIS SUJEITOS & TORCAO SE-
CUNDO RUTENBERC E TSO. |

Neste Capftulo sera apresentada a teoria proposta

por RUTENBERG e TSO (4) para o problema em questao.

Esta teoria conserva as mesmas hipoteses basicas
admitidas no capitulo anterior, ou seja, que as lajes do e~
dificio funcionam como diafragmas na diregao horizontal e
que os pilares do nucleo podem ser tratados atraves da teo-
ria de VLASOV, como vigas de secgao aberta de paredes finas.

A diferenga basica desta teoria para a do capitu=-
lo anterior, e que esta inclui o efeito da forga cortante
nas paredes do nucleo, na determinagao dos deslocamentos,

Assim sendo, a teoria ora apresentada e mais refi
nada, pois apesar de supor o comportamento dos pilares do
nucleo similar ao da viga de secgao aberta, ela, levando em
conta o efeito da forga cortante nos deslocamentos, fornece
a solugsb dada por ODEN (5) para a secgao fechada quando os

comprimentos dos linteis tendem a zero.

III.1 - Determinacao dos Momentos Internos

Considere uma estrutura de nucleo tendo uma sec-
cao uniforme com a altura H, e com uma planta como mostra a
figura (II1I.1).

Aplicando a Tecnica do Meio Continuo, ou seja,subs
tituindo os linteis ao nivel de cada andar, por um meio con
tinuo unindo os dois pilares do nucleo, com propriedades de
rigidez equivalentes e fazendo-se cortes imaginarios ao lon
go dos pontos medios das duas fileiras do meio contiInuo, so
mente forgas cortantes, q(z) surgirao como ilustra a figura
(I11.2). , '

A distribuicao da forga cortante, q(z), serd i-
gual, mas oposta em sentido ao longo dos dois cortes, como

ja visto no capitulo anterior.
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FIG. .1 - PLANTA DA ESTRUTURA

Devido a simetria da secgao e suficiente conside-
rar apenas meia estrutura e estudar os momentos internos ge
rados nela., Esses momentos internos podem ser determinados

isoladamente e depois superpostos.

FIG. IL.2 - NISTRIBUICAO DE qlz)
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Como no Capitulo II, serao duas as parcelas compo

nentes do Momento Interno Total, Ti' A primeira parcela e

composta pelo Momento Torgor, M que por sua vez e compos=

, t’ |
to pelo Momento de Flexo-torgao e pelo Momento Torgor Livre,
conforme exposto no Apéndice A. Portanto para um pilar gené

rico, tem-se

= o *n' ] .
Ty Epr¢ + cth¢ (111.1‘1)

* - » ’ I3 - » » - .
onde J, € o momento setorial de inercia de um pilar generi
co do nucleo com o polo em 0 e as demais grandezas sao as

mesmas do Capitulo II.

A outra parcela componente do Momento Interno To-
tal, Ii’ sera a referente ao momento de flexo-torgao devido
ao Bimomento originado pela aplicagao das forgas cortantes,
q(z), aplicadas ao longo dos dois cortes (em C' e D' para o
pilar 1 e A" e B' para o pilar 2).

A figura (I1I.3) mostra o diagrama de area seto-

rial, w, do nucleo estrutural com o polo em O.

a.b _ bt
a.b 2
2
a.b
g

b/2

a/2 | a/2

FIG. M- 3 - DIAGRAMAS DE AREA SETORIAL COM POLO 0.
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] 7 - .
Para um pilar generico, conforme o exposto no A-

’ P’ . -
pendice A, esse momento sera:

- Mg, =gz =L qu (II1.1-2)
Para o pilar 1, tem-se
Mftl = - (q mD| - q wc') (III.1-3)
Para o pilar 2, teﬁ-se
Mftz B e (q wB' - q wA') (111.1‘4)

Substituindo em (III.1-3) e (III.1-4), os valores

das areas setoriais indicados na figura (III.3), tem-se

Mftl = - q . ab =~ qg . Q

Mft = =-q ., ab=~-q . Q

Portanto para um pilar generico, o valor do Momen
to de Flexp-torgao devido ao Bimomento originado pela apli-

cagao das forgas cortantes, q(z), sera
T, = -q .0 (III.1-5)

Superpondo os momentos, T1 e T,, e multiplicando~-
-se por dois, encontrar-se-ﬁ, o Momento Interno Total oferg
cido pelo nucleo, e que sera igual ao Momento Torgor Exter-

noe T
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.
Dai

- - " ' -
Te 2 Ep Jw ) + 2 Gp Jt ) 2 q.0 (I1I,1-6)

~Notar a igualdade entre a expressao (I11.1-6) e a

(I1.1-23),

III.2 - Compatibilidade de Deslocamentos

0 valor de q(z) pode ser determinado atraves da
condigao de compatibilidade de deslocamentos nos cortes ima
ginarios.

Devido 3 simetria da secgao transversal do nucleo,
o deslocamento de D' ser3 igual ao de B',

Por conveniencia os deslocamentos de B' e A' se-
rao os comparados nesta analise. '

| Ha duas contribuigoes aos deslocamentos relativos
de B' e A', a da deformagao das paredes do nucleo e a da de
formagao do meio continuo sujeito @ forca cortante q(z).

Definindo-se o deslocamento na direcao do eixo z
como "u", o deslocamento relativo entre B' e A', devido a
deformagao do meio continuo, conforme ja visto no capitulo

anterior, pode ser escrito como

oy = 9(2) -
Ugy = Uy, %;7~ (111.2-1)

onde y representa a rigidez do meio contInuo e ja foi defi-
nido em (IXI.2-4).

Na determ1nagao do deslocamento relativo entre B'
e A', dev1do a deformagao do pilar do nicleo, que a seguir
sera apresentada, e onde reside a principal diferenga entre
as duas teorias ate aqui estudadas,

A figura II1.4 mostra a linha esqueleto da secgao

transversal de um pilar do nucleo, definida como sendo a 1i
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~nha que passa pelos pontos medios da espessura "t" das pare

des do pilar,

t/2

\
>

|

|

|

|
s | t/2
—. v

FIG.IT. 4 — COORDENADA S NA LINHA DO ESQUELETO

Definindo-se como sendo "s", uma coordenada na 1li

nha esqueleto, com uma origem qualquei 0s , da Teoria da E~-

lasticidade, tem~se a seguinte relagac diferencial:

du ov T ) P

P

A expressao (III.2-2) define a distorgao de um e-
lemento de area (dsdz) e que normalmente & tomada como nula
no esqueleto, como foi feito no capitulo anterior.

0 tratamento dado a seguir, nao supoe nula esta
distorgao.-’

Da Teoria de Flexo-torgao, exposta no Apendice A,

o deslocamento "v" na diregao do contorno "s" e dado por:

v (s,2) = - n(s) ¢ (2) | (A.4-05)
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- . ~ ~
onde "n" e o raio vetor que une o centro de torcao da secgao

a reta tangente & linha do esqueleto no ponto considerado,

Usando em (III.2=2) a expressao (A.4-05) tem=se:

a_p, Ao |
9s. G .. S8z . . . e
|4
ou
Bl a2 (111.2-3)
P
Integrando a expressao (III.2-3), a fim de se ,ob-.
.ter o deslocamento relativo entre os pontos B e A, pontos

que pertencem as extremidades da linha do esqueleto da sec-

¢ao do pilar, tem-se:

j[x Su J[ B . J[ B -
U ds = -— ds + n(s)¢'(z)ds
A ds _ A Gp A

ou
B T
ug-u, = ./A T s e ¢'(2)[wB-mA] (111.2-4)

Observando que devido a forga cortante q(z) aplica
da ao longo dos cortes imaginarios nos pohtos medios do meio
continuo e transmitida ﬁelo'praprio meio continuo até as fa-
ces das paredes dos pilares, a tensao de cisalhamento T sera
a soma da tensao de cisalhamento da flexo-torgao, Teeo dedu-
zida no Apéndice A e a tensao de cisalhamento devido a forga

cortante q(z) agora aplicada nas faces das paredes dos pila-

res de espessura "t", dai:
= g_(ﬁ?- ’ e L™
T =T+ (I11,2-5)
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Substituindo a expressao (III,2-5) em (III,2-4)
ven

. B T : | B
ug=u, = ¢'(z)[mB-wA]+ j[ _ft ds + 3é£l %i (I11.2-6)
g A P ) A P

Da Teoria de Flexo-torgao, sabe-se que a tensao

4

de cisalhamento da flexo-torcao vale:

Ep¢"'(2) s
Tft = R E—— . wdS , (111.2-7)

1

onde s, e a origem arbitrada para a ordenada s, s e a orde-

nada do ponto onde se deseja determinar a tens3ao e W e a a-

rea setorial.

Usando a expressao (II1.2-7) em (III.2-6), vem:

E ¢"'(z) B 4
gmu, = ¢ (z)[w -0, ]f [ wdS]ds + EE
s ' A P

ou ainda

C)I—ﬂ

1

o . B E ¢"'(Z) B
t(. g(Z) ds P ds
upTuy = ¢ (?)[“’B'“’A]+ G '/; Tt T e _/; Sw T

(I11.2-8)

onde Sw e o momento estatico setorial, definido pela expres
sao (A.5-09) no Apendice A.

O deslocamento axial relativo entre B' e B, vale

ugy = ugp = ¢'(z)[wB, - wB] (I11,2-9)
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0 deslocamento axial relativo entre A e A', vale.
- = ' - -
Uy - Uy =g (z)[wA wA,] (11I.2-10)

Portanto o deslocamento axial do ponto B' relati-

vo a A', vale:
(uB,-uA,) = (uB,-uB) + (uB-uA) + (uA—uA,) (111.2-11)

Substituindo em (III.2-11), as expressses
(111.2-8), (II1.2-9) e (II1I.2-10), tem-se:

, B E ¢"'(z) [ B
= h? S(z) ds P ds
Upr = U,y = ¢'(z) Q + Gp ‘/; — + Gp ./; Sw —

(111.2-12)

A compatibilidade requer que o deslocamento verti

cal relativo total do ponto B' e o ponto A' seja nulo. Usan

do as equagoes (III.2-1) e (III.2-12)tem-se:

- "e B;
q(z) + q(z) 8 ds + Qo' (z) + EES__iil S ds 0
EbY GP A t . G A .

p

Portanto'

~C_02¢'(2)-E_¢""(z) Pg ds
P P A t

w
+/Bd_s
At:

(I11.2-12)

q(z) -

}UO

E

<

b
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- II1.3 - Equacao Diferencial Resultante

Substituindo a equagao (II1.2-12) em (III.1-6) ob

tem-se a equagao diferencial procurada,

T, = - Erg"'(z) + Gp*¢'(z) (I111.3-1)
onde
B
) Qj[ s 4s
R NG
r =23 - " (111.3-2)
_P_ +jf ds
EbY A t
e
2
a2 s . 2 0 . (II1.3-3)
_P_ . ds
EbY A t

Para a resolucao da equagao diferencial encontra-
da em (III.3-1) serao usadas as mesmas condicoes de contor-
no empregadas no capitulo anterior.

Para um momento torgor aplicado no topo da estru-

tura, M, a solugao sera:

¢$(2z) = Eg M[-senh(lz) + ténh(kﬂ)[cosh(lz) - 1]+ lz]

A
(I11.3-4)
onde B = Elf . (I11.3-5)
o
e
, G.J |
AC = P ’ ~ (II1.3-6)

. ‘
A
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E para um momento torgor, m, uniformemente distri

buido ao longo da altura do edificio, a solucao sera:

¢0(z) = i% mH [‘senh(xz) +[tanh(Jm)__+ ___x___.s“hl(im)] *

>

zz ‘
m ] (IAIIV.3-7)

N

* [cosh(lz) - 1] + Az -

Observar que para a rigidez do meio continuo ten=-
dendo para o infinito(Eiy*m) a solugao apresentada por RU-
TENBERG e TSO (4) coincide com a proposta por ODEN (5) para

a torgao da secgao fechada.

II1.4 - Exemplo Numerico

Sera resolvido a seguir, usando a teoria aqui a-
8 ’

presentada, o mesmo exemplo resolvido para o capitulo II,

- - . *
I1I.4.1 ~ Determinacao do Momento Setorial de Inercia I

| \ |
S S

b/2

1. /'. o X '

Ly
s> 0
b/2 . '
- l D _Lb___b_j_l A @

wz'—%lL /fl\@ 2 4

l o-A 22 l

| 2

FIG.IT.-5— DIAGRAMA DE @ PARA O NUCLEO COM POLO EM O
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Por definigao, da Teoria de Flexo-torgao, tem-se:

2
Jw -V/P;u t ds
s/

Para um pilar, tem=-se:

B ' .
Jw-/ wztds
A

Considerando que a espessura das paredes do pilar,

seja constante, entao:

_
Jw-t/ wzds
A

Para cada pilar do nucleo, considerando o diagra-

ma de area setorial mostrado na figura III.5, tem-se

2 T
J: = %%;[zazb + 14a3 - 24322 + 12a£2.- 2231

Para o exemplo, tem-se:

* 6
J, = 1357961,67 ft

I1I.4.2 - Determinacao do Momento Estatico Setorial de um

Eilaro

Por definigcao, da Teoria de Flexo-torgao, tem-se:

[ s |
§ = w t ds
w' 3

1
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onde S, @ o momento estatico setorial da secgao na coordena

da "s" e "sl" e a origem da coordenada s.

Se a espessura t das paredes de um pilar do nd-

cleo @ constante, entao:

Sw = t - W ds
S

1

Para um pilar do niucleo, utilizando o diagrama de
area setorial dado na figura (III.5), para o trecho da aba
da secgzo U do pilar, com a origem s, em A, tem-se:

Sm(s) = %5 (2a-2%-s)s para s £ 3%&

E para uma coordenada s generica na alma vale:

' bt ab a 2 b
Sw(s) Tg(3a—£)(a-£) t 8- 78 g £ 3

(com a origem em "s", agora na interseccao da al-
g »

ma com a aba,

N

© o Sown—l—

D A

/ \J\?’w‘"‘

FiG. III. 6 - DIAGRAMA DE S

-
-
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A figura I11.6 mostra o diagrama de §,, com o seu

valor maximo nos pontos medios da alma da secgao U dos pila

res.
A utilizagao desse formulario fornece:
tb
Sm_ T6_ [(38'!:)(3-1)] ‘
int
e
s = B [(3a-2) (a-8) + ab]
w 16
max
B d
I11.4.3 - Determinagao do valor de s 2
. A wt

Utilizando o diagrama de S, , dado na figura(III.6),r

o valor desta integral para um pilar, sera:

5 _
Jr s ds . %3[23b3+3b2(3a-1)(a-2)+b(6a-22)(a-2)2]
JA w t
Para o exemplo, tem-se:
j[B
S
A w

II1.4.3 - Determinacao do valor de jr
. A

- 57036,4 £t°

nln.
®

B ds

T

A resolugso desta integral, resulta em:

B .
J[ 95 . 1 (a-24b)
A t t
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Para o exemplo, tem-se:

I11.4.4 - Determinagao das Constantes da Equagao dada em
(I11.3-7)

Ja conhecendo os valores de:

Q = 532 ft2

J.= 2,6042 £t

S.= 5,0 ft2

4

J = 98,6667 ft

Yy = 2,97619 x 10°°

Da expressao (II1I.3-2), tem-se

I = 231902 £t

Da expressao (I1II.3-3), tem-se

3% = 3899,41 £e4

Da expressao (III.3-5), tem-se

16 1

B = 9,98187 x 10
’ ob.£tr
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Da expressao (III.3-6), tem-se

2 b 1

ft

A = 6,72597 x 10~

I11.4.5 - Determinacao da rotacao da seccao, ¢, ao nivel de

cada andar.

A Tabela III.l1 mostra os resultados para as rota-
g¢oes da seccao ao nivel de cada andar, calculados por BARBO
SA (1), utilizando o processo discreto (via analise matri-
cial) e os resultados obtidos pela teoria apresentada, cal-
culados primeiramente, nao considerando a deformagao dos

linteis devido a forga cortante e depois, considerando esta

deformacao.

Andar Rotacoes (x10‘4 rad)
Barbosa _ Rutenberg e Rutenberg e
TSO - TSO

(k=0) (k=1,2)
Base 0,000 0,000 0,000
1 - 0,018 -0,021 -0,022
2 0,065 -0,075 -0,079
3 0,133 -0,153 -0,162
4 0,213 -0,244 -0,261
5 0,302 -0,345 -0,371
6 0,394 -0,451 -0,486
7 0,487 -0,558 -0,603
8 0,579 : -0,662 -0,719
9 0,668 -0,764 -0,832
10 0,753 -0,861 . =0,940
11 0,832 : -0,950 -1,042
12 ' 0,906 -1,034 " =1,137
13 0,974 -1,110 - -1,224
14 1,034 -1,179 -1,303
15 1,089 -1,241 -1,375
16 1,137 -1,297 -1,440
17 1,179 -1,345 -1,498
18 1,216 -1,389 -1,550
19 1,249 -1,428 -1,598
20 1,279 ‘=1,465 -1,643

Tabela I1I.1
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A Tabela III.2 mostra os valores da forga cortan
te distribuida ao longo dos pontos meédios do meio continuo,
ao nivel de cada andar, encontrados por BARBOSA (1) utili-~
zando o processo do meio contInuo e os encontrados atraves

da utilizacao da expressio (III.2-12).

Andar Forgca Cortante q, distribuida nos lintdis
[eb/fe ]
BARBOSA RUTENBERG RUTENBERG
; (k=0) (k=1,2)
BASE 0,000 216,192 181,214
1 223,50 61,86 63,75
2 380, 54 259,53 241,54
3 486,78 396,03 367,12
A 554,21 486,02 452,13
5 592,03 540,70 505,69
6 607,31 568,61 534,91
7 605,51 576,30 545,38
8 590,82 568,84 541,50
9 566,55 550,13 526,78
10 535,28 523,26 504,04
11 499,12 490,69 475,60
12 459,79 454,47 443,39
13 418,82 416,36 409,15
14 377,60 378,00 374,46
15 337,50 341,00 340, 88
16 299,98 307,08 310,05
17 266,69 278,18 283,76
18 239,57 256,60 264,12
19 221,01 245,23 253,62
20 214,03 247,65 255,34

Tabela III.1
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A expressdo (III.3-7)que define a rotacao da sec
cdo de nicleo ao nivel de cada andar, & a mesma dJue a en;
contrada no capitulo II, (II.3-5), com modificagcOes apenas
nos coeficientes B e A. Portanto as expressobes (II.4-11),
(II.4-12) e (II.4-13), que determinam a primeira, a segun-
da e a terceira derivadas da rotacdo da seccdo sao validas

também para esta teoria.
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IV - ANALISE DE NUCLEOS ESTRUTURAIS SUJEITOS A TORCAO SEGUN
DO ROSMAN

0 tratamento dado por ROSMAN (6) para a analise
em questao, e feito combinando a teoria de flexo-torgdo e a
analise pelo Metodo da Energia.

As hipoteses basicas conservam-se as mesmas dos
capitulos anteriores e a Tecnica do Meio Continuo tambem se
ra utilizada.

Os esforgos internos serao encontrados, utilizan-
do-se de uma equagao em fungao da forcga cortante nos lin-
teis. Outra equacao sera usada para a determinagao da rota-

¢ao da estrutura.

I1V.1l - Definicoes dos Parametros de Rigidez

A rigidez a flexo-torgao do nucleo se define como
sendo a somatoria estendida a todas as paredes do produto
do modulo de elasticidade longitudinal e o momento setorial
de inércia com relacao ao eixo de rotagao da secgao. Consi=-
derando que o niucleo em estudo, possui dois pilares e que

sua secgao e simetrica, entao

.
K=2E_J (Iv.1-01)
p W . ) y : :
- . -~ -~ - * - )
onde K e a rigidez a8 flexo-torgao do nucleo e J, € o momen

to setorial de inércia de um dos pilares em relagao ao cen-

tro geometrico da secgao do nucleo.

IV.2 - Momentos Torcores Internos

Sera empregada neste estudo a mesma convengao de
sinais, tanto para momentos torgores guanto para os deslo~-

camentos, que a usada nos capitulos anteriores.
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Por conveniencia, o eixo 0Z sera agora orientado

do topo do edificio para a base.

A figura (IV,1) mostra um pilar engastado na sua
base e com sua extremidade superior livre, sujeito a um mo
mento‘torgor, m, uniformemente distribuido ao longo de sua

altura, positivo, de acordo com a convengio de sinais aqui

utilizada e com o novo sentido do eixo 0Z.

0
T—
2 m EM PLANTA
H m O
. T l:
\'__/
~N L
VAL L L4 S7777 777777

FIG. IV . 1~ PILAR EM BALANGO

Definindo~se como H a altura total do pilar e co
mo &, a abscissa relativa reduzida para a altura H do pi-
lar (a=z/H), @ possivel relacionar o Bimomento e o Momento
de Flexo-torgao em uma secgao qualquer do pilar com o Bimo
mento e o Momento de Flexo-torgao na base do pilar, respec
tivamente.,

Da Teoria de Flexo-torgao apresentada no Apéndi-

ce A, tem—-se:

- B'(z) = M,_(2) ' (Iv.2-1)

ft

A expressao (IV.2-1) derivada uma vez, em rela-

cao a z, resulta:

- B"(z) = Hét(z) : (1v.2-2)

Da mesma teoria, se desprezado o momento de tor-

¢ao livre, tem-se:
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' _ -
Mft(z) = | (Iv,2-3)
Portanto, de (IV.2-2) e (IV.2-3), conclui-se que:

B"(z) = = m - ' (1V.2-4)

A fim de encontrar o valor do Bimomento na base

do pilar, integrando a expressao (IV.2-4), tem-se que

B'(z) = - mz + C (1v.2-5)

E integrando novamente, tem-se

2

B (z) = - m g- +4C.z+0D - (1V.2~6)

Para encontrar o valor das constantes, C e D,bqg

ta aplicar as condigoes de contorno do problema, ou seja

B(z=0) = 0 : (Iv.2-7)

B'(z=0) = 0 )  (1v.2-8)

De (IV.2-07), tem=-se que

Dém(IV.2-06), tem-se que
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Portanto a expressao (IV,2-06) se transforma em

2
z

B(z) = -~ m > | (1v.2-09)

Para encontrar-se o Bimomento na base do pilar,

basta fazer z = H, dal:

Para obter-se o Bimomento em uma secgao qualquer
do pilar, em fungao do Bimomento na base do pilar, substi-
tui-se em (IV.2-09) o valor de z pelo seu valor em fungao

da abscissa relativa reduzida a, ou sejas

2.2

B(z) = - 5 a'H ' (1v.2-11)

~iB

Substituindo na expressao (IV.2-11), o valor do

Bimomento na base dado por (IV.2-10), tem-se:

B(z) = a’ B (1V.2-12)

_ Para relacionar o Momento de Fléxo-torgso em uma
secgao qualquer do pilar com o Momento de Flexo-torgao na
base do pilar, pode-se usar a expressao (IV.2-03), que in-

tegrada uma vez resulta em

Mft(z) = mz + C1 (Iv.2-13)

Sabendo que a condigso de contorno, que determi-

na a comstante C,, e:

Mft(z=0) = 0
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- Dal:
=
¢y 0
‘Portanto, a equagao (IV.2-13), resulta em
nft(z) = mz | (Iv.2-14)
Na base do pilar, onde z = H, tem-se
Mftﬁ = mH (1v.2-15)
Substituindo z por oH em IV.2-14 e usando o va-
lor do Momento de Flexo-torgao na base do pilar dado em

(I1v.2-15), chega~se a

mft(z) =0 M (1v.2-16)

ftH

Tanto a expressao (IV.2-12) quanto a (IV.2~16)
sao validas para uma carga térgora uniformemente distribul
da ao longo da altura H do pilar. Para um momento torgor,
M, concentrado e aplicado na extremidade 1ivre do pilar,

usando o mesmo raciocinio, chega-se a

BH =-M . H (IV.2-17)
Me, =M _ (1v.2-18)
B
B(z) = By (1v.2-19)
- .2=2
M, (2) = M (1v.2-20)
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De uma forma geral, pode-se escrever que:

onde
2
a
KB = A (1v.2-22)
a
e
]
Mft(z) KB. Mftn (Iv.2~-23)
onde
: o
K'B = (IV.2-24)
' 1

Nas expressoes (IV.2-22) e (IV.2-24), o valor
superior dentro das chaves, corresponde ao caso da_‘carga
torgora ser um momento uniformemente distribuido e o valor
inferior, um momento aplicado no topo do pilar.

Considerando a notagao usada em (IV,2-22) e
(1v.2-24), entio: | |

r N
- % m H2
- MH
~ P
e
m H
Mft = (Iv.2-26)
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IV.3 - Relacoes Basicas entre Forcas e Deslocamentos

Aplicando a Tecnica do Meio Continuo, ou seja,
substituindo os linteis que unem os pilares do nucleo
ao nivel de cada andar, por um meio continuo de rigidez e-
quivalente e fazendo-se cortes imaginarios ao longo dos
pontos medios de cada uma das fileiras do meio continuo,
aparecerao forgas cortantes q(z) distribuidas ao longo de
toda a altura dos dois cortes no meio continuo, como repre

senta a figura (IV.2).

FI16. IX.2 - DISTRIBUICAO DE qflz).

De acordo com a convengao de sinais adotada e o
sentido do eixo 0Z, a figura(IV.3)mostra o diagrama de a-
rea setorial da secgao do nucleo.

Define~se Q, como a resultante em uma secqso z

da forga cortante q, aplicada nos cortes, ou

z .
Q sf q dz . (IV.3"’01)
o
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)
@ N

Fie. I¥. 3 — DIAGRAMA DE ®

:9b
4

0 Bimomento produzido pelas forQas Q, em uma sec-

¢ao qualquer do nucleo, conforme exposto no Apéndice A, se-

ra:

By = % Q u; = - 2 2 Q ‘ (1v.3-02)

onde
= a, 5:

Convém notar que, para o calculo do Bimomento, Q
sera positiva quando de tracao e negativa quando de compres
sao, dal o sinal negativo na expressaoc (IV,3-02).

0 Bimomento, BT’ em uma secgso qualquer do ntucleo,
definido como sendo a somatoria dos Bimomentos em todos os
pilares, e igual a soma entre o Bimomento, B, do pilar em

balango, e o Bimomento B

Q’ produzido pelas forgas q(z). Is-

to e:

B, =B + B

T ‘(IV.3-03)

Q

A equagao (IV.3-03) diferenciada em rel&gSO a z,

resulta em:
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M = M. .+ M ' (I1v.3-04)
ftT ft ftQ :

onde M., € o Momento de Flexo-torgao em uma seccao arbitra
T a

ria do niicleo, Mg, @ o momento de torgao encontrado para ©

pilar em balango e Mf ¢ o momento de flexo-torgao devido

t

as forgas cortantes q(z).

0 M, & obtido derivando-se uma vez a equagao
Q

(1v.3-02) em relagao a z e trocando-se o sinal:

M, =20 q(z) | (1v.3-05)

Q

IV.4 - Equacao Resultante

IV.4-01 - Energia Potencial Complementar do Nucleo

A Energia Potencial Complementar do Nucleo con-
siste na contribuigao do Bimomento dos pilares do nucleo e
dos Momentos Fletores produzidos pelas forgas cortantes

q(z) no meio continuo e pode ser escrita como:
H B% Q2 :
L . [ii + —§—]dz (1v.4~-01)

A contribuigao dos momentos fletores produzidos

pelas forgas cortantes q(z) pode ser deduzida como mostrado

a seguir,

A figura(IV.4)mostra um trecho do nicleo, com os
linteis cortados em seu ponto medio e sujeitos a cargas con
centradas "q(z)h" ou simplesmente "qh" aplicadas em suas ex
tremidades livres. Os lint@is sao supostos engastados no pi
lares. 0 diagrama de momento fletor para os lintéigi,também

e mostrado na figura (IV.4).
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qh M¢ 2gh.x
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FIG. . 4 — MOMENTO FLETOR NOS LINTEIS

A contribuicao dos momentos fletores nos linteis,

na energia potencial complementar do nicleo, sera:

- fu[/zlz (Mf)2 1 . ; o ,
u, = dx |=— dz I1V.4-02
. o o Ebe ]h

Na expressao (IV.4-02), J @ o momento de inércia

ol

d flexao do lintel, E; o seu modulo de elasticidade longitu
dinal, e o resultado encontrado para a expressao entre col-
chetes & dividido por "h", para se obter a energia por uni-
dade de comprimento vertical.

Desenvolvendo a expressao (IV,4~02), tem-se:

. TH
1l 1 2,2,3|11 1
I.lz = 7 /o [ﬂ qh L ] % i;.?]: dz (IV.4-03)
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ou

H .
1 1 2 3
u, =3 j[ 755 9 h 2. dz (IV.4=04)
o b"b

Em uma secgao "z" qualquer, tem-se 4 trechos de

linteis de comprimento 2/2, portanto:

H 2

" . I -0

u, jf T35 dz (1V.4-05)
) b"b .

hi

O denominador da expressao dada em (IV,.4-05), na
da mais e do que a rigidez dos linteis a distorgao, despre
zando-se o efeito da deformagao por forga cortante.

Usando a expressao (I1.2-4) ja deduzida anterior
mente para a rigidez do lintel, considerando-se o efeito

da forga cortante, a expressao (IV.4-05) se modifica para

H 2 _
= 3___ . -
u, [o £y dz | (1vV.4-06)

Da expresésd (1v.3-01), sabe-se que
.I Eg - A\ ' . -
q iz Q (1v.4-07)

‘Usando-se (IV.4-07) em (IV,.4-06), vem
OfH 42 |
up = j[’ Qg_ dz (Iv.4-08)
o .

onde S = EbY : (1v.4-09)
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com y calculado desprezando-se a deformagao por forga cor-

tante nos linteis,

IV.4,2 - Equacao Diferencial e sua solucao

Substituindo a expressao (IV.3-02) na expressao
(1V.4-01), tem=-se:

H [ (B+B )2 ' 2
o= [ —— + ]dz (IV.4-10)
0

Substituindo a expressao (IV.3-01) em (IV.4~-10)

tem-se

’ H 2 2
,"c - / [ (B-gﬁq) + Q; ]dz (IV.lo-ll)
(]

A equacgao de Euler referida ao funcional da ex-
pressao (IV.4-11), a fim de promover a sua minimizagao, PO

de ser escrita como:
6. - — ¢., =0 (IV.4-12)

onde ¢Q e a derivada em relacao a "Q" da expressao entre
colchetes enquanto que ¢Q' e a derivada em relagao a "Q'"

da mesma expressao.

Portanto, a equagao de Euler referida ao funcio-

nal conduz 3 seguinte equagao diferencial

2(B-200) . (=20) _ 29" _ o
2 K S
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2
ou 207q _ Q" _ B
X "5 K (1v.4-13)

Supondo ser a rigidez do meio continuo infinita,

a expressao(IV,4-13) conduz ao seguinte resultado

Q = %ﬁ . | - | | .(IV.4-14)

Substituindo em (IV.4-14) a equagao (IV.2-12),V§
lida para uma carga torgora uniformemente distribuida, m,

tem=-se:
Q = W (IV.4-15)

Retornando & equacao diferencial (IV.4-13) e pro

curando sua solucao na forma:

BH
Q = KQ 50 (IV.4~-16)
onde, KQ e um coeficiente adimensional que leva em conta a

deformagao dos linteis e descreve a variagao de Q ao longo

da altura do edificio.

Substituindo (IV.4-16) em (IV.4-13), tem~se:

a%k 2 2
- 2Q . zg Sg =208 .2 (IV.4=-17)
dz Q K

Usando em (IV.4-17) a abscissa reduzida a no 1lu

gar de z, tem—-se:.




1v-14

dzk

ou - 34 4%k = pt gl (1V.4-18)
da2 Q

onde A = m{]/%s- | (1V.4-19)

A equagao dada em (IV.4-16), derivada uma vez em

relacao a z, resulta em

d % Py
dz dz °* 20
ou
dK. B
H
a =3 78 (IV.4-20)

Usando em (IV,4-20), a abscissa relativa reduzi-

da (a = z/H), tem-se:
dK .
-2 . 1 -

Multiplicando o segundo membro no numerador e no

denominador por M., , tem-se
. tH

M
ft B dK
H[ H —Q] (IV. 4=22)

A equagao (IV.4~22) tambem pode ser apresentada

da seguinte forma:

M
ftH

- ! — . -
T KQ 78 '_(.Iv.ﬁ 23)
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onde Ké - H Q (1v,4-24)

A equag;o diferencial (IV.4-18), valida para um

momento torgor uniformemente distribuido, tem como solugao;

KQ = Dlsenh Aa + chosh Ag + az + f7 (IVv.4-25)

As condigoes de contorno validas para o problema

sa0:
Ry (@=0) = 0  (IV.4-26)
dKQ
e I (a=1) = 0 , pois q(H) = 0O (Iv.4-27)
Aplicando (IV.4-26) e (IV.4-27) em (IV.4-25),che
ga-se a:
Ro(@) = a? - L5 (A2 (oo ha + cosh Aa - 1) (IV.4-28)
e

tery = —a o 1 (A-senh A -
KQ(a) e+ 5 (—EEEE—K_ cosh A0 + senh AQ) (Iv.4-29)

Observar que na expressao (IV.4-29), ja foi usa-
- dK

da a relagao entre Ké e EEQ’ expressa em (IV,4-24),

Substituindo-se em (IV.4-14) a expressao
(Iv.2-19) valida para um momento torgor concentrado e apli

(] - I3 . » -
cado no topo do edificio e usando o mesmo raciocinio aqui

empregado, chega-se as seguintes expressoes:
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o - - gt v
e
Kgla) = LosrAd (1V.4-31)

As figuras (IV.6-a) e (IV.6-b) mostram a varia=-
¢ao dos coeficientes KQ(a) e Ké(u), dados pelas expressoes
(Iv.4-28) e (1V.4-29) respectivamente, para diversos valo-

res da constante A,

IV.4.,03 - Forcas Internas

Substituindo-se nas equagoes (IV.3-03) e

(1V.3-04), os valores de B, e M , dados pelas expressoes

Q .ftQ '
(Iv.3-02) e (IV.3-05), respectivamente, tem-se:

B, =B -2Q4Q (Iv.4-32)

e MftT =M, o+ 2 @ q(2z) (1v.4-33)

Substituindo-se agora, os valores de Q e de q(z),

dados pelas expressoes (IV.4-16) e (IV,4-23), tem-se:

By = B - Ko By | (IV.4-34)
e M, =M + KM (Iv.4-35)

Tfty Q ftH

. Finalmente, usando em (IV.4-34) e (IV,4-35), as
expressoes (IV.2-21) e (IV,.2-23), tem-se
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By = B, (KB-KQ) (IV.4-36)

e M = M

T H Q

IV.5 - Rotacao da Seccao Transversal do Nucleo

- 0 %_ B Br
Z
H 'Y v
—1
_‘L—mﬂ??
(a) . {b) (c)
FI6. I¥.-7

A fig. (IV,7-a) mostra um pilar engastado em sua
base e com sua extremidade superior em balango, de altura
H, com um momento tor¢or concentrado unitario, aplicado a
uma dist3ancia z de sua extremidade livre.

Na figura (IV.7-b), o diagrama de bimomento devi |

do a aplicacao do momento torgor unitario em "

z" e apresen
tado e na figura (IV,7-¢c) @ mostrado o diagrama de bimomen
to total devido a um carregamentoztorgor'qualquer.

A aplicacgao do Principié dos Trabalhos Virtuais,
considerando como estado de deslocamento o mostrado pela
figura (IV.7-c) e como estado de carregamento o mostrado
pela figura (IV.7-b), a fim de se conhecer a rotagao da

secgao em torno de seu centro de torgao, resulta em

J[H BT'(V)-F(V) _— R '
¢ = — dv - (Iv.5-01)
z : R o

K
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Introduzindo na equagao(IV,5-01),a forma geral pa
ra o Bimomento Total, tem=-se

H B ‘(K -K)B
¢ 'J[ L g Q dv (1v.5-02)
b4

0 valor do Bimomento devido ao momento torgor uni

tario aplicado em "2", B, calculado em uma secgao qualquer

"v", sendo que "v" esta compreendido no intervalo (z,H), va

le:
B = (v-2) (Iv.5-03)

Entao a expressao IV.5-02, se modifica para

H B (K K )(v-z)
¢ = j[ H B Q dv (IV.5-04)
z

K

[ 4 * i L » 4 z
Introduzindo os coeficientes adimensionais a =

i

eV = % na expressao IV.5-04, tem-se

1 BH(KB-KQ)(?-d)HZ _
¢ = X —dv
a
B, B2 [1 L |
ou o = i (KB-K Y (v=a)dv (I1v.5-05)
. a - Q

Para facilitar a determinagao da rotagao do nu-
cleo em uma secgao qualquer, pode-se relaciona-la com a ro-
tagao no topo do sistema basico constituido apenas pelos

dois pilares contraventados peias lajes (com isso KQ = 0)

¢ =68 . ¢ | (IV.5-06)

1
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onde o, = HK ][ K. v dv (I1V.5-07)
‘ o '

Para um carregamento torgor uniformemente distri-
buido ao longo da altura do edificio e para um momento tor-
gor concentrado e aplicado no topo do edificio, tem-se os

’

seguintes valores para a expressao(IV,5-07):

: -

]
o] =

6 = (1v.5-08)

- lmM
3K

. v’

0 coeficiente adimensional & & achado introduzin-
do na equagao(IV,5-06) ,as expressoes(IV,5-05)e(IV.5~07) ,as~

sim

3 Kq .
§ = (1v.5-09)

1 — —
jf KB v dv
o .

v ’ ! ‘ L 3
Para uma carga torgora uniformemente distribuida

1
jf (K, ~-K ) (v-a)dv
o

a equagao (IV.5-09) se transforma em:

§ = (IV.S"IO)

ﬁ—[l-az - 1+A(senhA-senhAa)-cosh(A-Aa)]

2 , % Az cosh A

>

A Figura(lV.8)mostra a variagao do coeficiente 6,
para diversos valores da constante A,
Para uma carga torgora concentrada no topo, a e-

quagao (IV.5-10), se transforma em:

(IV.5-11)

6 =3 [1 - q - senhA-senhAa
o A2 A cosh A

e e e et .
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f(a,a)

iy

3

L} "

0,01

0,29

16 4

‘T +09
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+ 0,2

+1,0
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+ 0,2

FIG. IT.—B‘
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Se somente a rotacao no topo da estrutura do ni=

cleo e procurada, podem-se usar as seguintes expressoes:

¢ (a=0) = 60 - 9, ' (Iv.5-12)

(Iv.5~13)

l A2 cosh A

onde § = ﬁ—[1
o 2
A 3

1+A senh A - cosh A ]

A expressao (IV.5-13) & encontrada substituindo-
-se na expressao (IV.5-10) o valor de a no topo, ou seja
a =0, :

Observar que o valor de Go'mostra a influencia
dos linteis na rigidez do sistema constituido pelos pila-

res contraventados.

I1V.6 - Exemplo Numerico

- Novamente, serao comparados os resultados obti-
dos para a rotacdao da secgao ao nivel de cada andar, encon
trados por BARBOSA (1) utilizando o processo discreto e os
encontrados utilizando a teoria anteribr. Os dados da es-
trutura e do carregamehto serao os mesmos dos capitulos an

teriores.

IV.6.1 - Determinacao dos parametros de rigidez

Da expressao (IV.1-01), tem-se:
*
K 2 Ep.Jw

. x _ }
0 valor de Jw sera o mesmo que o encontrado pa-

ra o capitulo anterior, portanto,para o exemplo:
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K = 1,17328 x 101 op x £e
Da expressao (IV.4-09), tem-se:
S =By

0 valor de y tambem sera igual ao encontrado nos

capitulos anteriores, adotando k = 0, dal:

6

s = 1,28571 x 10° b/ee?

Com esses valores encontrados, da expressso
(IV.4~19) tem-se:

A 8‘5,2302

Da expressao (IV.5-08), para um momento torgor 2

niformemente distribuido, tem-se:

-3

¢° = 1,3261 x 10 rad

1V.6.2 - Determinacao da rotacao da seccao, ¢, ao nivel de

cada andar,

0 uso das expressoes (IV,5-10) e (IV.5-06) forne
ce a rotacao da secgao, ¢, ao nivel de cada andar. .
A Tabela (IV.1l) mostra os resultados encontrados

por BARBOSA (1) e pela teoria proposta por ROSMAN.
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Andar Rotagoes (x 1074 rad)
BARBOSA ROSMAN
(k=0)
BASE 0,000 0,000
1 0,018 0,018
2 0,065 0,067
3 0,133 0,135
4 0,213 0,218
5 0,302 0,309
6 0,394 0,404
7 0,487 0,500
8 0,579 0,596
9 0,668 0,688
10 0,753 0,776
11 0,832 0,858
12 0,906 0,935
13 0,974 1,005
14 1,034 1,069
15 1,089 1,127
16 1,137 1,178
17 1,179 1,224
18 1,216 1,265
19 1,249 1,303
20 1,279 1,338

IV.6.3 - Determinacao das forcas cortantes, q(z), distribul

Tabela 1IV,.1

das ao longo do meio continuo.

0 uso das expressoes (IV.4-29) e (IV.4-23) forme-

ce o valor de q(z) ao nivel de cada andar.

Para uma carga distribuida uniformemente ao longo

da altura, m, a expressao (IV.2-15) resulta em:
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Mftn = 13440 &b x ft

A Tabela (IV.2) mostra os resultados encontrados

para q(z) ao nivel de cada andar.

BARBOSA ROSMAN
Andar q(2) - q(z) fb/ft
BASE 0,000 0,000
1 223, 50 -228,2
2 380,54 -389,5
3 486,78 -499,4
4 554,21 -569,9
5 592,03 -610,0
6 607,31 -626,9
7 605,51 -626,2
8 590, 82 . -612,0
9 566,55 -587,8
10 535,28 -556,2
11 499,12 -519,5
12 459,79 -479,4
13 418,82 -437,5
14 377,60 -395,3
15 377,50 -354,3
16 299,98 -315,8
17 266,69 -281,8
18 239,57 -254,0
19, 221,01 -235,1
20 214,03 -227,9

Tabela IV,.2



V - EXEMPLOS NUMERICOS E CONCLUSAO

V.1 - Exemplo n? 1

A Figura (V.1) mostra a planta de um nucleo, com
as dimensoes em metros. = :

Os demais dados a serem considerados para a de-
terminagio das rotagdoes dos diafragmas ao nivel de cada an

dar e da forga cortante distribuida nos linteis, serao:

a) altura dos andares: 300cm

b) numero de andares: 20

c) modulo de.elasticidade longitudinal: 200tf/cm2

d) modulo de elasticidade transversal: 83,333tf/cm2

e) carregamento torcor uniformemente distribuido ao longo
da altura: 8,64tf.m/m (sentido anti-horario para um ob

servador olhando no sentido do topo para a base).

A seguir sa3ao mostrados nas Tabelas (V.1l-a),
(V.2-a) e (V.é-a), as rotagoes dos diafragmas e nas Tabe-
las (V.1-b), (V.2-b) e (V.3~b), a forga cortante distribul
da nos linteis, calculadas segundo as trés teorias, consi-
derando para a altura dos linteis, os valores 15, 30 e 40
centimetros respectivamente.

Esses.resultados foram encontrados sem levar em
conta a deformagao dos linteis devido a forga cortante, ou
seja adotando k = 0 na determinacao do parametro de rigi-
dez dos linteis.

Observar que o momento torcor adotado, indicado’
na figura (V.1), sera positivo na comvengao de sinais ado-
tada nos capitulos II e III, e sera negativo na convengao
adotada no capitulo IV,

A rotagao da secgao e positiva quando for no sen

tido anti-~horario para um observador olhando no sentido po



sitivo do eixo 0Z, sendo assim para o sentido do momento
distribuido aplicado no exemplo, resultara rotagoes negati

vas segundo TS0 e BISWAS (2) e RUTENBERG e TSO (4), e rota
goes positivas segundo ROSMAN (6).

— ===
i 0.10
. m
I ]
so| || —
. X
—d | 010 -
1
1 I B Ry =
l 2.0 l 10

FIG.V.1 — PLANTA DA ESTRUTURA EXEMPLO



ANDAR ROTACOES DOS DIAFRAGMAS (rad)

TSO e BISWAS RUTENBERG e TSOl‘ ROSMAN

BASE 0,0 . 0,0 0,0
1 -0,0002 ~-0,0002 0,0002
2 -0,0007 -0,0007 0,0007
3 -0,0015 -0,0015 0,0016
4 -0,0026 -0,0026 0,0027
5 -0,0039 -0,0039 o,oodo
6 -0,0054 -0,0055 0,0055
7 -0,0071 -0,0071 0,0072
8 -0,0089 -0,0089 0,0090
9 -0,0108 ~0,0108 0,0110
10 -0,0128 -0,0128 0,0130
11  -0,0148 -0,0149 0,0151
12 -0,0169 -0,0170 0,0172
13 -0,0191 -0,0192 0,0194
14  -0,0213 -0,0213 0,0216
15 -0,0234 40,02351 0,0258
16 -0,0256 -0,0257 0,0261
17 -0,0278 -0,0279 0,0283
18 -0,0299 -0,0301 0,0305
19 -0,0321 -0,0322 0,0327
20 -0,0343 -0,0344 0,0349

Tabela V.1~-a




ANDAR | FORCA CORTANTE DISTRIBUIDA NO MEIO CONTINUO
(TF/CM)
TSO e BISWAS | RUTENBERG e TSO | ROSMAN
BASE 0,0 0,0 0,0
1 0,0012° 0,00094 0,00124
2 0,0023 0,00204 0,00233
3 0,0032 0,00300 0,00329
4 0,00406 0,00384 0,00412
5 0,00476 0,00456 0,00483
6 0,00536 0,00517 0,00544
7 0,00585 0,00568 0,00594
8 0,00626 0,00611 0,00636
9 0,00658 0,00645 0,006698
10 0,00684 0,00672 0,00696
11 0,00703 0,00693 0,00716
12 “0,00717 0,00709 0,00731
13 0,00726 0,00719 0,00741
14 0,00732 . 0,00726 0,00747
15 0,00734 0,00730 0,007499
16 0,00735 0,00732 0,007506
17 0,00733 10,00733 0,007497
18 0,00732 0,00732 0,00748
19 0,00730 0,00732 0,007466
20 0,00729 0,00733 0,00746

Tabela V.1-b




ANDAR ROTACOES DOS DIAFRAGMAS (rad)
TSO e BISWAS RUTENBERC ROSMAN
BASE 0,0 0,0 0,0
1 -0,0001905 -0,0001129' 0,0001098
2 -0,0004098 -0,0004227 0,0004113
3 -0,0008632 -0,0008902 | 0,0008663
4 -0,001437 -0,001481 0,001442
5 -0,002102 -0,002167 0,002110
6 -0,002834 -0,002922 0,002846
7 -0,003613 -0,003724 0,003629
8 -0,004421 -0,004556 0,004441
9 -0,005242 -0,005401 0,005266
| 10 -0,006064 - =0,006248 0,006093
11 -0,00688 -0,007086 0,006912
12 -0,007675 -0,007906 0,007715
13 ~-0,008450 -0,0087035 0,008495
14 -0,009199 -0,009474 0,009250
15 -o,boégzo -0,01022' 0,009977
16 -0,01061 -0,01093 0,01068
17 -0,01128 -0,01161 0,01135
18 -0,01192 -0,01227 0,01199
19 -0,01255 -0,01292 | 0,01263
20 ©=0,01317 -0;01355 0,01325

A Tabela V,2-a




~ ANDAR FORGA CORTANTE DISTRIBUIDA No MEIO CONTINUO
(TF/CM) | |
TSO e BISWAS RUTE&BERG ROSMAN
BASE 0,0 0,0 0,0

1 0,005716 0,00360 0,005735
2 0,01033 0,00852 0,01037
3 0,01400 0,01245 0,01405
4 0,01684 0,01552 0,01691
5 1 0,01897 0,01785 10,01906
6 0,02049 0,01954 0,02059
7 0,02149 0,02069 0,02159
8 0,02205 0,02139 0,02217
9 0,02224 0,02171 0,02237
10 0,02213 0,02171 0,02226
11 0,02178 0,02147 0,02192
12 0,02125 0,02104 0,02139
13 0,02059 0,02047 0,02074
14 0,01985 0,01982 0,02000
15 ' 0,01909 0,01915 0,01924
16 0,01834 0,01850 0,01849
17 0,01767 0,01792 0,01783
18 0,01713 0,01748 0,01728
19 0,01676 0,01721 0,01691
20 ) 0,01662 0,01719 0,01677

Tabela V.2-b




ANDAR ROTAGOES DOS DIAFRAGMAS (rad)
TSO e BISWAS RUTENBERG ROSMAN
BASE 0,0 0,0 0,0
1 ~ -0,00008  -0,000086 0,00008
2 ~0,00029 -0,00031 0,00029
3 -0,00060 -0,00065 0,00060
4 -0,00099 -0,00106 0,00099
5 -0,00142 ~0,00152 0,00142
6 -0,00187 -0,00201 0,00188
7 -0,00235 -0,00252 0,00235
8 ~0,00282 -0,00303 0,00283
9 -0,00329 -0,00353 0,00330
10 -0,00375 -0,00401 0,00376
11 -0,00419 -0,00448 0,00420
12 -0,00460 -0,00492 0,00461
13 20,00499 -0,00534 0,005
14 -0,00535 -0,00572 0,005363
15 -0,00568 -0,00607 0,005697
16 -0,00599 -0,00640 0,006
17 -0,00627 -0,00670 0,00629
18 0,00653 -0,00670 0,00655
19 -0,00678 -0,00724 0,00680
20 -0,00702 -0,00749 0,00704

Tabela V.3-a




ANDAR FORCA CORTANTE DISTRIBUIDA (TF/CM)
TSO e BISWAS RUTENBERG ROSMAN
BASE 0,0 0,0 0,0

1 0,00976 0,0000507 0,00978
2 0,01709 0,01336 0,01712
3 0,02243 0,01947 0,02248
4 0,02617 0,02382 0,02623
5 0,02860 0,02674 0,02867
6 0,02998 0,02852 '0,03005
7 0,03051 0,02937 0,03059 .
8 b,oaoao 1 0,02949 0,03045
9 0,02970 0,02904 0,02979
10 0,02863 0,02815 0,02871
11 0,02725 0,02692 0,02734
12 . 0,02566 0,02548 0,02575
13 0,02395 0,02389 0,02403
14 0,02219 0,02223 0,02227
15 0,02045 0,02065 0,02053
16 0,01882 70;01916 o;oiéso<
17 0,01738 0,01788 0,01746
18 0,01622 0,01690 0,01630
19 0,01543 0,01633 0,01551
20 0,01514 0,01631 0,01522

Tabela V.3-b




- V.2 ~ Exemplo n® 2

As Tabelas (V.4) e (V.5) mostram os resultados en
contrados para as rotacoes dos diafragmas e para a forga
cortante distribuida nos lintéis,.para um nucleo estrutural,
cujas dimensoes sao as mesmas que as do exemplo anterior, a
penas alterando-se o comprimento dos linteis de 200 para
100 cm.

A Tabela (V.4) mostra os resultados obtidos cohsi
derando para os linteis uma altura de 15 cm e a Tabela
(V.5), uma altura de 30 cm,

Novamente, foi adotado’ k = 0, para a determina-

gao do parametro de rigidez dos linteis.

——— —

6'0 — e : . -
0,i0 . '

x |

. FIG. V. 2 — PLANTA DA ESTRUTURA EXEMPLO '
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~ ANDAR ROTAGOES DOS DIAFRAGMAS (rad)

TSO e BISWAS | RUTENBERG e TSO ROSMAN

BASE 0,0 0,0 0,0
1 -0,00009 -0,00009 0,00009
2 -0,00034 -0,00035 0,00034
3 -0,00072 -0,00074 0,00072
4 -0,00121 -0,00125 0,00121
5 -0,00177 -0,00183 0,00179
6 -0,00240 -0,00248 0,00242
7 -0,00308 -0,00318 0,00309
8 -0,00379 -0,00391 0,00381
9 -0,00451. -0,00466 0,00453
10 -0,00525 -0,00541 0,00527
11 -0,00598 -0,00617 0,00601
12 -0,00670 -0,00692 0,00674
13 -0,00742 -0,00765 0,00746
14 -0,00811 -0,00837 0,00816
15 -0,00879‘ -0,00906 0,00884
16 50;00944 -0,00974 0,00950
17 -0,01008 -0,01040 0,01014
18 -0,01070 -0,01104 0,01077
19 -0,01131 -0,01167 0,01139
20 -0,01191 -0,01229 0,01199

- Tabela V.4
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ANDAR ROTACOES DOS DIAFRAGMAS (rad)
TSO e BISWAS RUTENﬁERc e TSO kosuAN
BASE 0,0 0,0 0,0

1 -0,00004 -0,00005 0,00004
2 -0,00014 -0,00018 0,00014
3 -0,00029 ~-0,00036 0,00029
4 -0,00045 -0,00057 0,00045
5 -0,00063 -0,00080 0,00063
6 -0,00082 -0,00103 0,00082
7 -0,00100 -0,00126 0,00100
8 -0,00118 -0,00148 0,00118
9 -0,00136 ~-0,00169 0,00136
10 -0,00152 -0,00190 0,00152
11 -0,00167 -0,00208 0,00167
12 -0,00180 -0,00225 0,00180
13 -0,00193 - -0,00240 0,00193
14 -0,00204 -0,00254 0,00204
15 -0,00213 -0,00266 0,00214
16 -0,00222 -0,00276 0,00222
17 -0,00229 -0,00285 0,00229
18 -0,00235 -0,00293 10,00236
19 ~-0,00241 -0,00300 0,00241
20 -0,00246 -0,00307 0,00246

Tabela V.5~a
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ANDAR FORGA CORTANTE DISTRIBUIDA (TF/CM)
TSO e BISWAS RUTENBERG e TSO ROSMAN
BASE 0,0 0,0 0,0
1 0,01634 0,001957 0,01635
2 0,02716 0,01705 0,02718
3 0,03399 0,02689 0,03402
4 0,03795 0,03296 0,03798
5 1 0,03982 0,03633 0,03985
6 0,04019 0,03775 0,04023
7 0,03948 0,03778 0,03952
8 0,03800 0,03683 0,03805
9 0,03598 '0,03519 0,03602
10 0,03358 0,03306 0,03362
11 0,03092 0,03062 0,03096
12 0,02812 0,02799 0,02815
13 0,02524 0,02527 0,02527
14 0,02237 0,02257 0,02240
v15 - 0,01959 0,01997 0,01962
16 0,01698 0,01760 0,01700
17 0,01464 0,01558 0,01466
18 0,01272 0,01409 0,01274
19 0,01137 0,01336 0,01139
20 6,01086 0,01372 0,01088

Tabela V.5-b
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CONCLUSAO

Observando os resultados encontrados nos exemplos
feitos ao final dos capitulos II e III, pode-se notar a in=-
fluencia da consideragao, na rigidez do lintel, de sua de-
formagao devido ao esforgo cortante,

Os resultados segundo BARBOSA (1), mostrados nas
tabelas (II,1), (III.1) e (IV.1) para o angulo de giro, cal
culados usando-se a Analise Matricial, nao consideravam na
matriz de rigidez dos linteis, a influencia da deformagao
por forga cortante.

Os resultados segundo TSO e BISWAS (2), mostrados
na tabela (II.1l) quando calculados considerando para o lin-
tel somente sua deformagcao por flexao (para k = 0) se apro
ximam dos encontrados por BARBOSA (1). Os encontrados  por
RUTENBERG e TSO (4), dados na tabela (I11.1), com a mesma
consideragao para o lintel (k=0), sao maiores devido a con-
sideracao da deformagao por forga cortante das paredes dos
pilares, tornando assim a estrutura do nicleo mais deforma-
vel. |

Observa-se tambem, atraves do exemplo n? 01, tabe
las (V.1), (V.2) e (V.3), que com o aumento da rigidez dos
lintéis, aumenta tambem a diferenga entre os resultados ob-
tidos segundo TSO e BISWAS (2) e RUTENBERG e TSO (4).

Comparando-se as expressoes (II.3-5) e (IV.5-06),
que fornecem a rotacao da estrutura ao nivel de cada andar,
segundo TSO e BISWAS (2) e ROSMAN (6) respectivamente veri-
fica-se sua identidade, caso fosse desprezada a parcela
(G . J,), referente & torgao livre da expressao (II.3-5).

ROSMAN (6) chegou 3 mesma expressao que TSO e BIS
WAS (2), utilizando o processo da energia e desprezando o
momento de torgao livre.

Atraves dos exemplos feitos, pode-se notar a pe-
quena influéncia desta parcela nos resultados obtidos.

0 coeficiente 6, usado. por ROSMAN na eXpressao
(IV.5-O6), quantifica a influ€ncia do lintel na rigidez do

nucleo.



APENDICE A - RESUMO DA TEORIA DE FLEX0-TORCAO

A-1 - INTRODUCAO

Neste Apendice @ apresentado um resumo da Teoria
das Barras de Secgao Delgada ou Teoria de Flexo-Torgao com
base em RACHID (7) e SCHIEL (8). O comportamento dos pila-
res ou paredes que compoemo nucleo estrutural, estudado nes
te trabalho, & suposto, similar ao comportamento das vigas
de secgao aberta de paredes finas, que sao tratadas mnesta
teoria,

Considere-se a viga de seccao aberta de paredes

" finas apresentada na figura (A-1.1).

FIG. A-1.1 — SISTEMAS DE EIXO0S "XYZ *

A viga sera referida a um sistema de eixos XYZ,
sendo X e Y eixos principais de inercia da seccao e Z um
eixo longitudinal passando pelos centros de gravidade das

secgoes transversais.



Na figura A-1.1 esti representada também, a "1i
nha do esqueleto da secgao", que & uma linha que passa pe-
los pontos médios da espessura "t". Define-se ainda uma or
denada "s" na linha do esqueleto, com origem'"os" a ser es
tabelecida convenientemente.

A espessura "t" pode variar com "s" e o elemento

de area da secgao e dado por:
ds = t ds | (A.1I-01)

As extremidades da linha do esqueleto tem coorde
nadas 1] = S" e "s = 11}
S 1 . 820 ‘
Supoe-se que a viga nao varie de secgao com a co

ordenada

"z" que a espessura "t" & bem menor que as dimen
sdes do esqueleto, que por sua vez sao bem menores que 0O
comprimento "2" da viga e que a secgao @ indeformavel no

seu plano, portanto o seu deslocamento nesse plano sera um

deslocamento de corpo rigido.

A-2 - CENTRO DE TORCAO OU DE CISALHAMENTO

0 centro de torgao ou de cisalhamento & o ponto
do plano da seccao transversal por onde deve passar a li-
nha de agao de uma carga transversal para que a viga fique
solicitada somente 3 flex3o e nao a torgao. - |
Da Resisténcia dos Materiais sabe-se que as ten-
sSes de cisalhamento provocadas por uma forga cortante "Q"

sao dadas por:

¥
=

5 | (A-2.01)

|

Tq

(2]
* -4

- - ] . . - I3
onde Ms e o momento estatico e I, o momento de 1inercla,

tomados em relagao aos eixos apropriados.



Para um carregamento paralélo ao plano XZ, deve-se

fazer em A-2,01:

I =1 : -2,02

ce:
Qx 8
T = T—?:/; x t ds (A-2.03)

A condigao que fornece um dos lugares geometricos
do centro de torgao e que a resultante dos momentos das ten-
sSesvTQx, supostos uniformemente distribuidos na espessura

t, em relacdo ao centro de torgao seja nula,

Tem-se entao:
S2
Tox dS n=0 ‘ ) (A-2.04)
s

onde . n @& a distancia do centro de torgao @ tangente ao es=~

queleto, conforme mostra a figura (A-2-1l.a)

Substituindo A-2.03 em A-2,04:

s, ‘s
jr y[ x t ds) ndS =0 (A-2,05)
1 81 :
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- : N 4req = nds

. ~ 2

T ds : }/
~
U S = \\
\\\ ~
. ! \\\\ ~
. h) R o)
/+’
a

(a) : (b)

FIG. A-2-1~- AREA SETORIAL

A equagao A-2.05, apos uma integragao por partes

e a devida simplificagao se transforma em:

s
[ (/ nds ) x dS =0 (A-2,06)
S 4 ‘

Supondo agora um carregamento paralelo ao plano
YZ, tem~-se por um procedimento analogo ao anterior, o se-

gundo lugar geométrico do centro de torgao dado por:

. .
/ ([ nds ) y dS = 0 o (A-2.07)
S s

1

Definindo-se como Area Setorial a seguinte carac

teristica geometricas

w ='/-s nd$S : (A-2.08)
sy .
A area setorial, w, e uma funcao da ordenada s e
a razao de seu nome, provem da propriedade esquematizada
na figura A-2.1-b, o elemento de- area setorial "dw" . o dgo
bro da area do setor elementar com polo no centro de tor-

¢ao, D, e que compreende o arco elementar "ds",



Substituindo-se a equagao A-2,08 em A-2,06 e 07
tem-se as duas condigoes que determinam a posicac do cen=

tro de torgao, como:

jf w x dS = 0

s .

jr wydS =0
S

onde se subentende que as integrais devem ser extendidas a

(A.2.09)

toda a secgao..

A origem Os da ordenada s nao influi nas equa-
goes A-2,09, pois a mudanga de origem acarretaria um acrég
cimo de uma constante na area setorial; essa constante da-
ria uma contribuig@o nula para as integrais, por ser nulo
o momento estatico quando se considera a secgao inteira.

Em vista do exposto, para facilitar o desenvolvi
mento, a origem Os & escolhida de maneira a satisfazer a

condigao:

jr wdS = 0 | (A-2.10)
S

Caso se tenha a area setorial w com origem arbi-
traria e se queira a area setorial w satisfazendo a equa-

cao A-2.10, se faz

W =0 + C . (A—2.11)

A aplicagao da equagao A~2,10 fornece.o valor da

cdnstante C de A-2,11:

c = -'-l[ Fds (A-2.12)
S S .



A-3 - FORMULAS PARA AS COORDENADAS DO CENTRO DE TORCAO

A forma de apresentagso das equagoes A-2.09 impe-
de sua aplicagao direta na determinagao do centro de torgao,
mas uma interpretagao geometrica da area setorial w, forne-
cera a marcha de calculo para a sua obtengao,

A figura A-3.1 mostra um trecho de esqueleto com
origem Os(xo,yo) e um ponto generico Q(x,y). Pelo centro de
torgao, D(XD,YD) e pelos pontos Os e Q, tragam-se retas pa-

ralelas aos eixos principais de inercia X e Y.

K M D

NN

NANA

FIG. A-3.1

Chamando-se de A a area do triangulo DMOs (ou
DNOs) e sendo a area do quadrilatero DKQL igual ao dobro da

area do triangulo DQL, pode=-se escrever:

A+ B + 20 = 2(% + B + A) (A-3.01)

onde A e B sao as areas hachuradas na figura.

Da equagao A-3.01 se obtem:

w = A-B : ' ' (A-3.02)



Considere-se agora a figura A-3.2, onde foi esco-

lhido arbitrariamente um polo provisorio P(Xp,Yp). Indican-

* s
do com wp, a area setorial com polo provisorio em P,pode-se

escrever, considerando a equagao A-3.02 aplicada a figura
A-3O 2:
wy = A+(y-yo)(xD-xP)-B—(x—xo)(yD-yP) (A-3.3)
C.G.
X
yP X XO P
y
yD P
A Os Yo
8
Q y |
l
Xy X
FIG6. A~-3.2 |

Rearranjando~se a equagao A=3,3 e utilizando A-3,2

chega-se at -
w =tup+(x~x°)(yD-yP) = (y-y ) (xp-=%;) (A-3.4)

. . . . . o .
Sendo os eixos X e Y, eixos principais de inercia

da secgao transversal, entao valem:

i
,j[ x2 ds = 1 ' }
S y |



j( d§ = I

S
[de*[de*[xyds-O
S S

Substituindo-se as equagoes A-3.,4 e A~3.5 em

(A-3.5)

A-2,09, tem-se as coordenadas do centro de torgio para um

sistema de eixos no centro de gravidade com X e Y eixos

principais de inercia, dadas por:

(A-3.06)

A-4 - TORCAO UNIFORME OU LIVRE OU DE SAINT VENANT

A-4.1 - Condicoes para a torcao livre

Ocorre a torgao livre ou uniforme quando sao sa-

tisfeitas as seguintes condigoes:

a) a secgao & constante com o eixo Z, onde Z & o
eixo que passa pelos centros de gravidade da secgao trans-

versal;

b) a viga e solicitada por um momento torgor M
constante, resultante da aplicagao de dois momentos exter-
nos iguais, mas de sentidos contrarios nas secgoes extre-

mas da mesma;

c) nao ha vinculos que impegam deslocamentos lon

gitudinais,

t.



o+ dd

FIG. A-4.1— CONVENCI\O DE SINAIS PARA M3 e 0O

Da Resistencia dos Materiais tem~se que a deriva-

da do 3angulo de giro, na torgao livre, e dada por:

M
¢' = —
G Jt

(A-AQOI)

- . - . - ~ ~ )
onde Jt e o momento de inercia a torgao da secgao transver-

sal e G o modulo de elasticidade transversal.

Admite-se que a tensao tangencial e linearmente
distribuida na espessura, sendo nula no esqueleto e tendo

os seus valores maximos nas bordas, dados por:

=

Jt

A convenégo de sinais usada neste estudo sera: um
momento torgor Mt que solicita um parafuso direito no senti
do de aperta-lo & positivo e uma rotagao anti-horaria em
torno do eixo Z & positiva, para um observador olhando no
sentido positivo deste eixo,

Esta convengao esta ilustrada na figura A-4.1.
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A-4,2 - Deslocamentbs

Serao considerados agora os deslocamentos "u" na
diregao de "z" e "v" na direg3o de "s",
Devido a uma rotagao ¢ da secgao em torno do cen
tro de torgzo, um ponto generico Q do esqueleto sofrera o

deslocamento QQ', conforme a figura A-4,2

sesqueleto
/

tangente oo esqueleto por Q

FIG. A-4.2
Para angulos pequenos

Q' ; r.¢ (A-4,03)

onde r e o comprimento do raio vetor que une o centro ' de -

tor¢cao ao ponto generico Q do esqueleto.,

0 deslocamento v na direcao da tangente ao esque

leto @ dado pela projecao de QQ' sobre esta tangente, ou
" seja:

v =-n¢ | v';(A§4.04)
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onde n e a distancia entre a tangente no ponto Q e o cen-
tro de torgao. Este deslocamento & negativo devido a con-
vengao de sinais para ¢ e para a coordenada s - (positiva
quando o raio vetor gira no sentido horario para um obser=-

vador olhando no sentido positivo do eixo 2z),.

Derivando-se a equagao A-4.04 em relagao a z, ob

tem-se:

%.% = - .n¢' ' (A"IO.OS)

Seja Y, a distorgao de um elemento dzds situado

no esqueleto. Da Teoria da Elasticidade

Como a tensao tangencial e nula no ésqueleto, Pe
la Lei de Hooke se conclui que a distorgao tambem o sera.
Nesse caso, a utilizagao de A-4.05 em A-4.,06 e lembrando
que na torgao livre o deslocamento longitudinal nao e fun-

¢ao de z, tem-se:

%g - né' (A-4.07)

Efetuando-se agora a integragEo em s, desde a o~

rigem O ate o ponto generico Q, obtem-se:

Q _
u = ¢ j[ nds ' (A-4.,08)
0

Da equagao A-2.08 pode-se escrever A-4.QB, como:
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U= owp' N | (A-4,09)

Portanto os deslocamentos longitudinais sao con-
tados a partir do ponto 0s no sentido positivo de z.

A formula A-4.09 fornece a deformagao de qual-
quer ponto do esqueleto fora do plano, chamada de "empena-
mento", que na torgao livre & constante em todas as sec~

goes ao longo de z.

A-5 - TORCAO NAO UNIFORME OU FLEXO-TORCAO

A-5.1 - Hipoteses de Calculo

Neste estudo, apenas serao consideradas as bar-
ras de seccgao constante, com isso a ocorrencia de flexo-
-torgao fica limitada aos casos em que o momento tOrgor nao
e constante ‘e aos casos em que a vinculagao da barra impe-
de os deslocamentos longitudinais de alguma secgao.

A suposigao basica para resolver o problema de
flexo-torgao & que a equagao A-4,09 continua valida, agora
com a particularidade de que a derivada do angulo de giro
nao e mais constante com 2z, implicéndo em deslocamentos

longitudinais dependentes de z.

A-5.2 - Tensao Normal de Flexo-Torcao

Serao desprezadas as tensoes normais, com exces-
sao daquelas em cortes transversais.

Chamando de c, e€,, 2 tensao normal e a deforma
cao longitudinal, tem-se, da Lei de Hooke e da Teoria da

Elasticidade, quer

(A-5.01)
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onde E, @ o modulo de elasticidade longitudinal,

Combinando-se A-5.,01 com A-4.,09, tem=-se:
o, = Ew ¢" ’ (A-5.02)

A proporcionalidade entre o, e w indica, utili-
zando-se as equagoes A-2.09 e A-2.18, que as tensoes longi
tudinais nao tem forgca e nem momentos resultantes na see-

~ s @

cao, sendo sua resultante um novo esforgo solicitante .deno
minado "Bimomento" e definido mais a frente., A tensao lon-
gitudinal em um ponto da secgao sera considerada positiva

se for de tragao.

A-5.3 ~ Tensao Tangencial de Flexo-Torcao

FiG. A- 5.0

Considerando-se o equilibrio longitudinal do ele

mento de comprimento dz representado na figura A-3.1 con-

cluf-se a existéncia da tensao tangencial em cortes longi-
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tudinais como o indicado. Pelo Teorema de Cauchy, essa ten-
sao tambeém atuara na seccao transversal., Essa tensao repre-
‘sentada na Figura A-5,1 por Teer sera suposta uniforme na
espessura e recebe o nome de tensao tangencial de flexo-
-torgao.

Seja R, a resultante das tensoes a, aplicadas
na face de ordenada z do elemento, tem-se, utilizando A-5.02

que:

K-
R0 = E¢"‘/. wdsS (A-5,03)
51

Fazendo-se o equilibrio do elemento na diregao lon

gitudinal e utilizando-se a A-5.03, chega-se a:

"e -]
T, = E%— wdS (A-5.04)

As tensoes T sao suficientemente pequenas para

ft
nao ameacar a base de calculo da Teoria de Flexo-torgao, ou

seja a distorgao nula no esqueleto.

A-5.4 - Momento de Flexo-Torgao

Apesar de serem pequenas, as tensces tangenciais
de flexo-torgao, estas podem dar uma contribuigao aprecia-
vel para o momento torgor. Chamando de Mft a contribuigao

das tensoes tangenciais de flexo-torgao, tem-se que:

s, '
Mft = n TftdS : 4 (Acsoos)
51
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Usando-se na A-5,05 as equagoes A-1.01 e A-5,04,
tem-se:

s, s
Mg, ='E¢"'[ (/ wdS) nds (A-5.06)
5 51

Efetuando-se a integragao por partes e, usando

A-2.08 e A-2.10, obtem-se finalmente:

8, 2
M., = - E¢"' j[ w“ds (A-5.07)
S
1 .

Sao introduzidas as seguintes caracteristicas de
seccao denominadas por analogia com expressoes - ja conheci-

das da Resistencia dos Materiais:

a) momento setorial de inercia
. 2 N ’
J = w ds . (A-5.08)
w
S
b) momento estatico setorial

s
S, ° jr wtds ' (A-5.09)
‘ ‘) :

com essas novas caracteristicas a expressao A-5.07 pode ser

escrita, como

Mg, = - EJw¢"' A (A-5:10)

Substituindo-se as expressoes A-5,08 e A<5.09em
A-5.04, venm R
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I 1 ‘ | _
£t T3 : (A-5.11)

~

A-5.5 - Equacao Diferencial da Flexo-Torcao

0 momento torgor M, sera agora definido como a

soma de duas parcelas, ou seja
+ M (A-5.12)

onde My, & o momento da torgao livre e M, o de flexo-tor-
¢ao. Lembrando que M, € apenas uma parte de M., a equagao

" A-4.01 deve ser transformada em
= v ‘ -
My =G J, ¢ (A-5.13)

As equacoes A-5.10 e A-5.13 substituidas em

A-5.12 fornecem a equagao diferencial no angulo de giro:

. M, = GJ ¢' -EJ o" (A-5.14)

Encontrado o angulo de giro, pela resolugao da

~ . . - k . i ) ' '

equagao diferencial esta resolvido o problema, uma vez que
¢ possivel ‘encontrar todas as grandezas envolvidas.

f corrente apresentar-se a equagao A-5.14 em fun
¢ao do momento torgor distribuido, m, ou seja
m=M'=G6J_ ¢" -EJ ¢IV (A-S.IS)
t t w _
onde a convengao para os sentidos positivos de m e M, e a-

presentada na figura A-5.2
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My +dM,
4
FIG. iA.— 52 - CONVENS:KO DE MOMENTOS TORGORES POSITIVOS
A-5,6 - Bimomento
Define-se o bimomento como
B = j[ 0. wdS (A-5.16)
s 2 ‘ -

Substituindo~se as eqﬁagSes A-5,02 e A-5,08 na

anterior, tem-se:

B =E Jw " (A-5.17)

Pela substituicao de A-5.17 em A-5.02 se obtem a

expressao da tensao normal de flexo-torgao em fungao do bi

momento

B o
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" que e analoga a expressao da tensao normal no caso de fle-

" xao simples.

Derivando-se a equagao A=5.17 e comparando-a com

A-5,10, conclui-se que

Mo, = = B! , (A-5.19)

A equagao diferencial agora pode ser escrita co-

mo

Mt =G Jt ¢' - B! (A-5.20)

Derivando-se uma vez esta ultima expressao em re

lagao ao angulo de giro ¢, tem-se

M{ = GJ, ¢" - B (A-5.21)

Usando-se a relagao entre a segunda derivada do

angulo de giro e o bimomento dada em A-5.17, tem-se

. GJ,. .
M! = —— B - B" (A-5.22)
t EJ |

Ml = 27 - B" (A-5.23)
. .
sendo
2 E J. )
o= = J“ ' (A=5.24)



”
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dM

Sendo Mé = =

m = 27 - B" ou
r o

- r2m = rzB" - B

entao

(A-5.25)



B-1

APENDICE B - SOLUGAO PARA CAIXAO FECHADO

A solugao para uma secgEo'fechada de parede fina
apresentada por ODEN (5), baseia-se na validade da expres-
sao A-5.02 da teoria de flexo-torgao para secgoes abertas
de paredes finas e considerando que a distorgao no esquele
to nao seja nula.

-~ ~
Da relagao entre tensoes e deslocamentos

P v T
s sz et

Sendo . v(s.z) = - n(s)¢(z) dada em A-4,04 ent3o .

a[n(s)¢(zﬂ |

+ 2z e

%% = % + n(s)¢'(2)

Integrando-se
du
s _ 8

Sabendo que

4 du
fﬁds 0

»

1 L]

ds +f n(s)¢'(z)ds
8

Entao

_{% ds + ¢'(z) ‘{n(s)ds =0 (B~1)

Fazendo um corte imaginario (longitudinal) e pro

movendo o equilibrio em z do elemento, resulta

- -




Y
B
b2
X
b/2 .
A
a/2 ; a/2
[
FIG. B-1— SECCAO FECHADA
R, + dRo - Rc + qdz - ttdz = 0 (B~-2)
donde
dR _ ‘
Tet = g7 *+ ¢ . - (B-3)

sendo Ro a resultante das tensoes c, eqa forga de itera-

¢ao no corte imaginario.

Usando as expressoes A-5.3 e A-5.9 na B-3,tem-se i

T.t = E¢"' S, * 14 (B-4)

Substituindo B~3 em B-1l, resulta:

}%—éds+}%wds+¢"{nds-0 (B-5)

De B-5, tem-se uma expre5536 para q em fungzo de

¢, o 3ngulo de giro da secgao, ou
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Rg +dRg

dz

FIG.B—2 — EQUILIBRIO DO ELEMENTO EM 2

ds '
B E gy
" t nds ] -
q = - E¢"' ds - G¢"f-g£ (B~6)
t t

Calculando o Momento torgor interno gerado pelas

tensoes internas

B,

onde Je e o momento de inercia

M, =-fr.t nds + 26 J, ¢' (8-7)

a torgao da secgao de A ate

Substituindo em B-7,

a expressao B-4, tem-se

- - we _' v -
Mt_,_'fmb Swnds fqnds+2GJt¢ (B-8)

Substituindo agora em B-8, a equagao B-6, tem-se

M, = - E"'T + G ¥ e

(8-9)



s e

e

B4

‘B
onde [ = 2/ S nds - 2 8§ (3-10)
w [ B
A / as
A t
¥ - ) + 2 92 ‘ (B-11)
J Ve Y T3
| ds
At

Q= ab | - (B-12)
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