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Neste trabalho sao tratados, com a tecnica conti-
nua de analise, alguns problemas decorrentes do engastamen-
to elastico de algumas associacoes de elementos estruturais,
tipicas de estruturas de edificios altos. Inicialmente, a-
traves da associacao de dois pilares-parede, sao discutidas
diversas possibilidades matematicas, baseadas em fenOmenos
fisicos, de contormar a incompatibilidade do equacionamento
obtido quando se computa apenas a deformagao por flexao das
paredes,e se despreza a deformabilidade das lajes em seu
plano. Em seguida sao analisadas, computando adicionalmente
as deformacoes devidas aos esforgos cortantes, associacgoes
de pilares parede unidos por linteis e associagoes de pare
des compondo nucleos estruturais, de segao transversal a-

berta ou semi fechada por linteis.



ABSTRACT

This thesis is related to. the analysis of the

influence of elastic foundation, or another kind of possi-

ble foundation deformation in several types of simple
structural elements association, typical of high building
structures; the "continuous treatment’ was enphasized in

this work.
At first, by using the coupling of two shear -
-walls, several mathematical possibilities, based of cour-

se on physical phenomenons, are discussed,in order to offset

the incompatibility of the equations obtained by compu-
ting only the flexural deformations, and by ignoring the
in-plane deformation of the slabs. Secondly, now, in addi-

tion, computing the shear deformations, coupled shear-walls,
joined by beams, are treated. Further, structural cores,
with open or semi-closed transversal sections, are submit -
ted to torsion, and several features of the structural be-
haviour are analysed; with the computation of shear deforma
tion in the plane walls,a complete analysis is possible to

be done in this case.



I. GENERALIDADES

IT. ASSOCIAFAO DE DUAS PAREDES c-cccvvesenen I .o
TT.1. INtrodUuCaiesseesnoesosnns PN e
I1.2. Associacao das duas paredes computando so as

11.3.
I1.4.

I1.5.

deformacoes por f£lexao ........... e
IT.2.1. Condigoes de equilibrio........ovnnnn
I1.2.2. Condigoes de equilibrio do "continuo-

lajes vo i e it i e Ceeee
I1.2.3. Deslocamentos das duas paredes na co

ta 2 oo s e s e e s s e ez e e s s e s e s
I1.2.4. Condicao de compatibilidade de deslo~-

camentos horizontais..veseoooeoocnoos
11.2.5. Obtencao de uma equagao diferencial

com uma 80 variavel....o.oeceeivnvonns
11.2.6. Retorno a condicao de compatibilidade
I1.2.7. Condigoes de contorno...... s b s et e
I1.2.,8. Esforcgos internos nas paredes........
11.2.9., Consideracoes sobre o engastamento e

1astico. e veconos i e C e e e
Solugao "a sentimento’.....ie. C e
Solucdo assumindo flexao local entre os anda-
TEeS.veo. ceee s Vi Ce e e f e n e ee s
TT.4.1L. Problema (0) ... eeicesoscnoossssoneas
TT.4.2. Problema (1) ... .cuvevene e s
TT.4.3, Problema (2) .. ..o caancnas .
IT.4.4. Calculo de 51 eéz ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
I1T.4.5, Montagem de resultados....ouuioeoooocne
T1.4.6. Observacoes adicionais........ s e
I1.4.7. Exemplo 1 - Comparacao da solugao do

item II.4 com a solugao do item TI.3.

Associacgao das duas paredes computando s0  as

deformagoes por flexao e assumindo lajes de-

formavels no. setw plano. ... i e e s ee e eseo s n e

10
11
12

12

19
20
20
22
22
23
24

25



I1.5.1. Obtencao de uma equagao diferencial

para o problema.....cioveornnsecon

I1.5.2. Solugao da equagao diferencial.....

I1.5.3. Retorno a condigao de compatibilida

de v e ve s voooencons c e ca e e e e s e

IT1.5.4. Condigoes de CONELOTNO..uveereeensnas

I1.5.5. Solucao do sistema de equagoes para

determinar as constantes, no caso

de base elastica.. . s oesvscaasseans

I1.5.6. Exemplo Z.i.ceven e eenneneoasnssconss

I11.6. Associacao das duas paredes computando além

das deformagoes de flexao as corresponden-—

tes a cisalhamento....occeevsosososocnseesn

IT1.6.1. Obtencao de uma equacao diferencial

a uma so variavel para o problema..

I1.6.2. Solucao da equagao diferencial.....

11.6.3. Relacionamento de todas as fungoes

do problema com Po coerscenaenean

I1.6.4. Retorno & condigao de compatibilida

A€ v v ae s s v o o o e s acocoessesnssaascsoa

IL.6.5. Condigoes de. cOntoOrNO.cssesosossnso

11.6.6. Determinacao das constantes no caso

de engastamento elastico...........

TL.6.7. Exemplo’3 e snnnnncon

I1.7., Conclusoes parcidisge. ees.saas e e s e ke

111, ASSOCIACAO DE PAREDES UNIDAS POR LINTEIS:oecvvnn

ITL. 1.
11,2,
TTI.3.
I1T.4,
TIT.5,

I11.6.

INETOAUGAD s ¢ o v oo s tonnoenonenanonsssenos
Definicao da estrutura a ser analisada..,
Condicoes de equilibrio das paredes......
Deslocamentos possiveis das bases........
Deslocamentos possiveis das duas paredes,
na linha media dos linteis.....e.esveueses
Condigoes de compatibilidade de desloca~-

MENEOS 4 o e oo a5 6 2 s°c s 6o soooecsoaoo e b s e e b e s e 56 o

29
29

34
35

36
42

49

51
53

54
58
63

64

64
65
66
67

68

70



I1I.7. Obtencao de uma equagao diferencial com uma

SO VATLiavel..ueeoreooeeeenosanoesanecensnsns 71
III.8. Solugao da equagao diferencial............. 78
ITI.9. Relacionamento de todas as fungoes do pro-

blema com n e e ... B0
II1.10. Introdugao dos deslocamentos dos apoios.... 92
ITI.11. Condigoes de contorno relativas ao topo.... 99
ITI1.12. Condigoes de contorno relativas a base..... 100
IIT.13. EXemplo 4 o uuiuieveeonnonneanoancanesnssess L06
ITI.14. Conclusoes parciais.....eoveconronnooenoass 11
I1I.15. Consideracoes adicionais quanto @ formula-

a 112
o

IV, NOCLEO BI=SIMETRICO SUBMETIDO A TORGAO. ... .......... 120

IV.l. INCroduCao. v eenessenoeeonnennecoanooncesnoess 120
IV.2. Definigao da estrutura a ser analisada........ 121
IV.3. Condicoes de equilibrio...vveervereneenneeenve. 122
IV.4. Condicoes de equilibrio horizontal do "conti-
nuo—lajes! L. i e e s s e senaas 123
IV.5. Deslocamentos compativeis nas fundagoes....... 124
IV.6. Deslocamentos-das paredes nas linhas de inter-
SEGCAO e v v eesasonoinesonnas B A
1V.7. Condigao de compatibilidade de deslocamentos ho
rizontais das duas paredes....ceooosscensscsss 120
IV.8. Condicac de compatibilidade de deslocamentos
verticais no centro dos linteis....eeeecuowe.s 126
IV.9, Condicao de compatibilidade de deslocamentos
verticais na jungao das duas paredes.......... 127
IV.10.0btencao de uma equacgao diferencial com uma
SO VATLIAVEeluu i enenirenaeooosssooososnesaans 127
IV.11.80lucao da equagao diferencial em Posvveeceans 136
1V.12.Relacionamento de todas as funcgoes do proble-
MA COM Popoevenetosinsunororeoenesnocussensonne 141
1V.13.Introducao das rotacoes dos apoios............ L49

IV.14.Condigoes de CODLOTNO...ueterienvnonoaoansaasss LO3



IV.14.1. Condigoes de contorno relacionadas ao

LOpo..cve v o vv o Ct et e r s e s s e e e s e 153
IV.14.2. Condicoes de contorno relacionadas as
Lo 155
IV.15. Exemplo 7....... Cee e i e e oo voase 159
IV.16. Conclusces parciais...... e e e e e Ceeee s 164
V. CONCLUSOES GERAIS-«+..... e e e e, .. 165

BIBLIOGRAFIA---«v..: e s b e o 6 0 6 s s e e e e e e v e e e e s e 167



CAPITULO I

GENERALIDADES

A andlise de estruturas de edificios altos submeti
dos & acgao de cargas laterais originadas da agao de vento,
tem sido feita de maneira relativamente simples e elegante,
com os diversos elementos estruturais supostos interconectados
por um meio continuo, que em principio substituiria um sistema
de lajes suficientemente proximas  umas das outras, com a carac-
teristica essencial de ter rigidez Unica e infinita em seu plano.

Algumas simplificacoes tem sido feitas na anali-

se, nao comprometendo em si a interpretacao de comportamen=

‘to geral da estrutura, e sao responsaveis diretas pela dese

jada simplicidade de resultados. Assim, ao se tratar com
porticos planos como painéis de contraventamento, computa -
-se usualmente, nas necessarias compatibilizacoes de deslo-
camentos, sua rigidez ao cisalhamento horizontal; tratando-
~ge com pilares-parede despreza-se a flexibilidade ao cisa-
lhamento computando s0 a rigidez a flexao; tratando com nu-
cleos estruturais abertos utiliza-se a conhecida teoria de
VLASOV(g), levando em conta a flexo-torcao, Essas simplifi-
cagoes permitiram a analise de um sem-numero de associa-
gSes de elementos estruturais; em muitos casos os resulta-

dos foram muito interessantes no gentido de ajudar a com—

preender o comportamento estrutural; em muitos outros, ape-



sar da elegancia de resultados e tratamentos matematicos, a
complexidade da formulacao acaba invalidando o carater pra-
tico da analise; programas de computador, com analise dis-
creta, acabam se revelando como uma ferrémenta bastante mais
eficiente nesses €asos,

0Os diversos trabalhos desenvolvidos tém basicamen
te se restrito a analise elastica, dada a natureza dos car-
regamentos previstos, que tornariam imprudente a exploracao
do comportamento plastico dos materiais usuais, pela possi-
bilidade bastante frequente de alternancia e inversao de 50
licitacoes devidas ao vento,

Mesmo na analise elastica e mesmo tratando com as
sociagoes simples de elementos estruturais, alguns proble-
mas tem ficado sem uma resposta convincentejé ocaso dos en=-
gastamentos elasticos de niicleos estruturais ou de associa-
coes de pilares-parede. Este assunto foi tratado por diver-
sos autores, alguns passando grosseiramente por cima de pro
blemas como se nao existissem; outros detetando incompatibi
lidades nas formulagoes montadas exclusivamente sobre condi
gaes de deformabilidade 4 flexao; outros verificando a ocor
réncia de perturbacoes locais importantes, tentando interpre
tar fisicamente o porque dessas perturbagaes,sem entretan-
to desenvolverem modelos fisico-matematicos para explica =
-las.

0 presente trabalho tem por objetivo mostrar que
existiriam diversas possibilidades de tratar esses engasta-
mentos elasticos, atraves de equacionamento matematicamente
compativel e ainda com os recursos simplistas tipicos da
anilise continua de estruturas de edificios altos.

No caplitulo IT & considerada uma das mais simples
associacoes de elementos estruturais, a associacao de duas
paredes em serie, elasticamente engastadas a rotag50 nas ba
ses. Inicialmente e apresentada a analise usual, conforme
MANCINI(42 computando exclusivamente a deformacao por fle-
xao,mostrando a incompatibilidade de deslocamentos, exceto

para casos particulares em que houvesse uma "proporcionali-



dade" entre parametros relativos as paredes e parametros
relativos as fundacoes; em seguida e introduzida uma cor-
reg50 grosseira, sugerida pelo mesmo autor, para o caso
da inexist@éncia da referida "proporcionalidade"; posterior
mente sao discutidas suas sugestoes para a solucao do pro-
blema.

A seguir, no mesmo capitulo II, sao apresentadas
trés possibilidades de efetivamente resolver o problema .Uma
primeira possibilidade seria decorrente de considerar a 1i
berdade de uma flexao local dos pilares,entre andares con-
secutivos, mostrando a simplicidade da compatibilizacao de
deslocamentos e da propagagao das perturbacoesjutiliza tec
nicas de origem discreta provindas da estatica classica,
mas permite introduzir correcoes a problemas tratados com
a tecnica continua., Essa ideia seria apropriada para casos
de pilares esbeltos relativamente a altura dos andares.Uma
segunda possibilidade corresponde a considerar a deformabi
lidade elastica no plano das lajes, que seria valida para
o caso de paredes excessivamente robustas a ponto de defor
mar essas lajes. Finalmente, uma terceira possibilidade, a
parentemente mais geral para paredes usuais, computa as de
formagoes correspondentes a esforgo cortante com a teoria
técnica de viga e coeficientes de corregao dados por COW-
PER<82 essas deformacoes sao usualmente esquecidas, mas po
dem ter influéncia significativa no problema.

No capitulo ITI pretende-se exclusivamente esten-
der essa ultima idéia ao caso de associacao de pilares uni
dos por linteis, com problemas semelhantes de incompatibi-
lidade de deformacoes. Esse problema foi tratado por alguns
autores como TSO(b{ que tratou da imposigao de recal-
ques de apoio,mas computando deformacao axial das lajes e
linteis; TS0 & CHAN<61COULL & CHANTAKSXNOPAS(7)trataram o
problema de engastamento elastico, computando inclusive de
formagao por esforgo cortante,mas sem se preocuparem com a
possibilidade de incompatibilidade nas bases, limitando seu

estudo a casos de rotagoes sempre iguals para as sapatas



de fundacao das paredes.

No capitulo IV & apresentada uma tentativa de so-
lugao para um ntcleo estrutural com duplo eixo de simetria,
tratado inicialmente por COULL(l), que nao se deteve em ana
lisar as pertubagoes nas vizinhangas do engastamento elésti
co,decorrentes da total dependéncia entre os esforgos inter
nos nas paredes constituintes do nucleo; MANCINI(Z) retomou
esse problema, corrigiu algumas imperfeigoes na formulacgao
e tentou introduzir alguns esforgoé internos de correcao pa
ra compatibilizar a estrutura com as fundagoes; COSTA(B)teE
tou resolver o mesmo problema utilizando a teoria de VLA~
SOV(g), mas continuou com os esforg¢os internos nas paredes
todos dependentes de uma unica fungao, e nao conseguiu se
livrar da aparente necessidade de introdugao de esforgos in
ternos de corregaa, Na formulaggo ora apresentada, ainda co
mo tentativa, consegue~se, aparentemente, eliminar essa to-
tal dependencia entre os esforgos internos, impondo condi-
¢des de contorno que satisfazem as condigoes de equilibrio
e compatibilidade.

As analises apresentadas se restringem, todas, a
casos de carregamento muito simples, procurande evitar com-~
plicacoes algébricas maiores. O intuito e mais de mostrar
caminhos viaveis do que fornecer subsidios para projeto. Um
rumo para um aproveitamento melhor deste trabalho, com ca-
sos mais complexos de associacao de elementos estruturais e
com cargas mais gerais, fatalwmente levaria, dada a complexi
dade algebrica das solucoes matematicas completas, a utili-
zagao de tecnicas numericas, como o uso de diferengas fini-

tas ou polindmios de interpolagao, o que no caso se procu-

rou evitar.



CAPITULO II

ASSOCTIAGAO DE DUAS PAREDES

II.1l. INTRODUGAOQ

0 problema de associagao de duas paredes unidas
por lajes indeformAveis no seu plano e infinitamente flexi
veis fora do plano foi historicamente o priméiro problema
resolvido via processo do meio continuo, fornecendo resul-
tados muito simples,quando sao computadas exclusivamente
as deformagaes por flexao,para o caso em que as paredes
sao engastadas na base., Caso se pense em introduzir recal-
ques de rotacao mnos engastes, ou se pretenda computa~Llos como
engastes elasticos, entretanto, essa simplicidade se perde
na incompatibilidade das equagoes, conforme se vera no 1=
tem I1.2. Nos itens IL.3, II.4 e II.5 serao introduzidas
algumas possiveis maneiras de se tratar o problema,introdu

zindo nele graus adicionais de liberdade.

T1.2. ASSOCIACAO DAS DUAS PAREDES COMPUTANDO SO AS DEFORMA-
GOES POR FLEXAO

Sejam as duas paredes da Fig. 2.1 engastadas e~
lasticamente na base e constrangidas a ter a mesma elasti-

ca geral pela existéncia de lajes indeformaveis, aqui subs



—fy

tituidas por lintéis articulados. Sejam s, e s, as

zes a rotacao do engaste de cada uma das paredes.

F

s i G

PAREDE (:)\\ P PAREDE (2)

b

s s
‘dl d%
FIG. 2.1 - ESTRUTURA A SER ANALISADA

I1.2.1 - CONDICOES DE EQUILIBRIO DAS PAREDES

/J\M; M, v | Myt dM,
4 77N Q) +d0, N a, 440,
| PR i
| ! !
dz| 0) I dz — i
i B
o E R Rl
P, \\“)%: 2 \\v/}ﬁz
dizz disz desz  desz |

Fl1G. 2.2 --ESFORCOS ATUANTES NAS PAREDES

Da Fig. 2.2 tem=se (ue

il
(o)

pldz + dQ1

dM1 + Qldz =0

pzdz +dQ, = 0

i
(es}

sz + dez

rigide



ou entao

Q, = -py (2.1)
Mi = -q, cee. (2.2)
Q, = -p, . (2.3)
Mé = -q, (2.4)

IT1.2.2. CONDIGOES DE EQUILIBRIO DO CONTINUO-LAJES

=

{ | (" |

Fi1G. 2.3~ ESFORCOS - NO SISTEMA DE LAJES
Da Fig. 2.3

pldz + pzdz = 0
ou

Py * Py =0 cee. (2.5)

IT1.2.3. DESLOCAMENTOS DAS DUAS PAREDES NA COTA =z

As bases podem sofrer rotacoes ¢1 e ¢2 conforme
Fig., 2.4,
Computando so as deformacoes de flexao tem-se pa

ra os deslocamentos. horizontais:

. z Z M1 . .
u = (blz + ( E*fm dZ) Z P ( . )
‘o



zZ rz M2
u, = ¢22 + ( (J —— dz) dz el (2.7)
0

FIG. 2.4 - DESLOCAMENTOS DAS BASES

I1.2.4, CONDIQKO DE COMPATIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS HORIZON
TATS

Com a suposicao de distribuicao continua de lajes:
¥z > u, = u cea. (2.8)

Da equacao (2.8), com (2.6) e (2.7)

EI

VA Z M1 Z 7 MZ
¥ oo dz o+ ( cerieodz)y dz o= ¢,z + ( = dz) dz
4 1 2

o ‘o 1 o)

IT1.2.5. OBTENGAO DE UMA EQUAGAO DIFERENCIAL COM UMA SO VARIA
VEL

Da (2.9) derivando quatro vezes

Ei.  TI. ce.. (2.10)

Da (2.2) com (2.1)



ou

ou

M, =
P, =
o

BT,
pZ(Ei
P, =
P, =
Q, =
Q, =

M, =

Da (2.4) com (2.3)

Substituindo na(2.10)tem-se:

i

P2
E12

Da (2.

Da (2.

I SO SR o4

1)y com (2.

3) com (2.

.2) com (2.

.5) com (2.11)

12)

11)

14)

(2.

(2,

(2.

(2.

(2.

11)

12)

14)

15)

16)



-1 0~

Da (2.4) com (2.15)

M2 = ~c,z + ¢, cee. (2017

I1.2.6. RETORNO A CONDIQKO DE COMPATIBILIDADE

Como
z oz c c
— _ %1 3 32
{(f Mle) dz = *'5'“'2 +——?:‘“Z
o ‘o
e
‘ z ¢z c c
B 2 3 42
J ({ Mzdz) dz = - Z ? + -z
o ‘o
tem~se da (2.9)
c c c c
1 1.3 3 2. 1, %2 3 2
SRR T T AR P S S o N
ou
c C c c
2 1 3 3 4 2 ~
(GEro "gEr ) 2 GgErs Tamr) 2t (9pmdy)z = 0 L. (2.18)
2 1 1 2
Devendo valer a (2.18) ¥z tem~se que sO podera
haver compatibilidade se’:
e -2, (2.19)
2 I“" Ll 2 o e o s
1
N (2.20)
A T 3 ’
1
¢y = 0, cee. (2.21)

Com isso tem—se:

Da (2.15) com (2.19)



_]'].ﬂ

i

72
QZ_TC]_ ° e o o (2.22)
1
Da (2.17) com (2.19) e (2.20)
1 I
_ M2 2
M2 = T ©2 + T ¢4 vl (2.23)
1 1
Da (2.22) e (2.14) observe-se que
I2
Qz =1 Ql cee. (2.24)
1
Da (2.23) e (2.16),analogamente
)
MzzTi‘Ml PN (2.25)

Ir.2.7. CONDIQGES DE CONTORNQ

As condigoes de contorno nao devem violar as con

dicoes (2.24) e (2.25). Assim:

Para x = § = Ml = M2 =0 cees (2.26)
Para x = § - Q1 + Q2 = F cees (2.2
Da (2.26) com (2.16) e (2.25)
0 = ﬂcli + Cq ... (2.28)
Da (2.27) com (2.14) e (2.,22)
I2
¢, + T: cp = F ve.. (2,29)

Da (2.29)



e, ®T e F ce.. (2.30)

Com (2.30) na (2.28)

c, = F L coe. (2.31)

11.2.8. ESFORCOS INTERNOS NAS PAREDES

Com (2.30) e (2.31) respectivamente nas (2.14),
(2.22), (2.16) e (2.23)

I1
Q, = w——— F (2.32)
1 Il+12
L
Q ::_.,.,_.._;,..R_.__1:I e s 3 @ (2333)
2 Il+12
!
M1 =TI F(~2z) ce.. (2.34)
1 72
12
e N /Ql.a
M2 T F(L=2) ce.. (2.35)
172
11.2.9. CONSIDERAQGES SOBRE O ENGASTAMENTO ELASTICO
Os esforcgos internos mnas paredes, determinados

pelas expressoes (2.32) a (2.35),independem das rotacoes
¢1 e ¢2 nas bases.

Assumindo que cada paredeesteja construida sobre
sapatas apoiadas num solo elastico e como, da expressao
(2.21),s0 havera compatibilidade se ¢, = b, = ¢ tem-se, a-

tuando nas sapatas, os esforc¢os anotados na Fig.2.5.
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sapata () sapata (@

FI16.25 -ESFORGCOS NAS SAPATAS

Para haver equilibrio:

(Ml)o - sl¢ = 0 ... (2.36)
(MZ)O - 52¢ = 0 cv.. £2.37)
Eliminando ¢, fazendo 82.(2.36) - 819<2.37)9temw
~5e:

SZ(Ml)o - SI<M2)O =0
ou, com (2.34) e (2.35)

e ce.. (2.38)

Assumindo que a pressao p no solo se relacione

com o deslocamento y atraves da expressao:

p = C¢ Yy ce.. (2.39)
tem-se, como consequencia imediata que
g .= c¢ <1 wee. (2.40)

1 | ool (2.41)
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onde Ifl e Ifz sao os momentos de inercia das areasde conta

to das sapatas <:> e <§> com o solo.

Consequentemente so ha a possibilidade de equili
brio da fundagao, satisfazendo obviamente as restantes con

digoes para as paredes, se, da (2.38) com (2.40) e (2.41):

I I
"fﬂzi”l’ cee. (2.42)
£2 2 |

- -

i.e.,s0 se se tiver "fundacoes proporcionais'" as paredes.
0 que aconteceria se essas fundagoes nao fossem
"proporcionais" @ o que se tem haalgum tempo procurado de-

terminar.

IT.3. SOLUCAO "A SENTIMENTO"

Para a situacao de "fundagoes nao proporcionais”

MANCINI e STAMATO propuseram uma corregao, assumindo a e-
xisténcia de um momento M de interagao entre as paredes,na
altura de suas bases, resultado de elevadas forgas 1inter-
nas que haveriam nos lintéis (ou axialmente nas lajes) nes
sa regiao,

Assim, em substituicao @s condigoes da Fig. 2.5,

ter—se—iam as da Fig. 2.6,

|
{

e —— [ 3
A 0 NP
M M
sapata (1) sapata

F16.26 - ESFORCO3 NAS SAPATAS



Para haver equilibrio

(Ml)o - s]¢ + M =0 (2.43)
<M2)o - 52¢ - M =0 cee.s (2.44)
Eliminando ¢ fazendo 32-(2.43) -51«(2.4&)
s, (Ml)o - sy (MZ)O + (s2+sl) M = 0 .. (2.45)
Da (2.45) com (2.34) e (2.35)
(s. I. - s. I.) ko, (s, +s.) M = 0
2 1 1 72 Il+12 2 71
ou
M= (Tlii;;:i:ﬂ F g coe. (2.46)
A expressao (2.46) pode ser também posta na for
ma
H o= (5 ]fi - QSA}S) F g e (2.47)
172 12
A origem desse momento de interacao ficou por

conta de se imaginar uma viga de fundagao capaz de transmi
ti~lo.

A introducao dessa viga de fundacao tambeén nao
resolve o problema. Assim, em substituigao as fundagoes da
Fig. 2.6,ter~-se-iam as da Fig. 2.7, sendo necessario,natu-
ralmente prever o engastamento elastico 4 translagao ver-
tical e introduzir os coeficientes de rigidez r, e r a

1 2
translacao vertical de ambas as paredes.
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FIG. 2.7 - SAPATAS COM VIGA DE RIGIDEZ

0s deslocamentos possiveis constam da Fig. 2.8.a

e os esforgos em cada sapata, da Fig. 2.8.b.

H
Mo gETY 6E1Y L)
a 210

Ty

nzag‘%’ szagijg; \V

—
s, @
{6,

{b)

FIG. 2.8 - DESLOCAMENTOS E ESFORCOS NAS SAPATAS.

Da Fig. 2.8.a

a,+a §,-0
9
Po= (1+ ——-%m%) ¢+ “a L ce.. (2.48)

Da Fig. 2.8.b,as condigoes de equilibrio das duas

sapatas seriams:



. 1201y .
1161 e = 0 ceew (2.49)
a
. BEIy  12ETY . _ )
(Ml)o 51¢ - 5 a; = 0 el (2.50)
a
12ETy . ,
r252 toem— = 0 ... (2.51)
a
6ETy  12ET¢
. (M2)O 82® - 5 a, = 0 .. (2.52)
a
Essas cinco equagoes, com apenas quatro incogni
ta83613 62, ¢ e ¢ ,também nao tém solucao a menos que se

imponha alguma condigao sobre os dados.

Da (2.49) e (2.51) na (2.48)

_12ELY
S
rla
- 12ELy
62 - =
5 a
S27% ey 1y
a aj rl r2
a.,+a - }
B L2 O L2ELW 1, 1
o= (1 -3 ) ¢ EI <¥f K ?~>
a 1 2
1o R2EL.L 1
33 rl Ty
(b = . 1,’) I, (2,53)
al+a2
1+
a
Fazendo
1+ 12§I~(~§«+~';‘L)
= i a 1 2 4 6ET N 12EL A L (2.54)
1 1 a.+a a 2z 1
1.L M_}”q__.gq a

a



12ET, 1 1
b e )
- a’ 1 2 611 1211 o0 &
) al+a2 ’ a * 2 d2 (2.55)
1+ a
a
tem-se da (2.50) e (2.52), respectivamente com (2.54) e

(2.55)

(Ml)o - sltb = 0

i
o

) - s,
(M) = sy ¥

Eliminando
Sy M) = s (), =0

Com (2.34)

]

(2.35)

W
it

NE Co.. (2.56)

[£2]
N

A (2.56) implica na obrigatoriedade de outro ti-
po de relacao semelhante a proporcionalidade implicita na
expressao (2.38).

Assumindo dados tais que satisfacam as (2.56) po
deriam sér tirados os deslocamentos das fundagoes.

0 conhecimento de M seria interessante de se ter
com razoavel precisao pois afetaria diretamente a 'elasti-

ca" dos deslocamentos dos andares. Essa "elastica'" u pode

ser posta como soma. de duass parcelas, Up correspondente a
deformagao dos pilares,ec u_ devido a rotacao dos apoios.

Da (2.6) com (2.16), (2.30) e (2.31)

ET

Z z. M ¢ . c.
. o= J ({ ~j%~dz) dz = E%m(» w£~zj4~7§»zz> =
P o o) 1 “L

1 P30 FL 2
e (-g2 * 7 2)
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ou
3 2 3
F L Z z
U F e (3 e - ) (2.57)
P 6L(Il+12) 22 23
Da (2.43)
b = S [(M y o+ ﬁ}
5 170
1
i ou, com (2.34)
I.¥F ¢
1 1 —
b = — (55— + M) (2.58)
sp Iith
Com (2.58) e (2.47) sai
21 S
Yy - gg (I +i TS ;2 ) 2 (2.59)
1 172 172
= y_ + . 2.60
u . u ( )
I1.4. SOLUQ&O ASSUMLENDO F%EXAO LOCAL ENTRE 0OS ANDARES

Uma primeirva possibilidade de ser coerente com 0

equacionamento do itewm 7.2, mantendo para o problema ainda
as feicoes de uma analise continua, poderia ser de introdu
zir a possibilidade de uma flexao local, idéia razoavel se
as paredes forem relativamente esbeltas,mesmo em relacao a
altura dos andares.

Aproveitando a analise do item 17.2,valida em par
ticular para ¢l ﬂ¢2 =0, poder~sé-ia analisar as perturba-
coes devidas aos engastamentos elasticos atraves do

2.9,

esque
ma da Fig. tipico do processo dos deslocamentos.
Como condicoes de coerencia dos esforgos ter-se-

~iam;

(2.61)



S + &.8 + §.8 = 0 ... (2.02)

F F
D et e
e q - ¢
I,
A imese ’S et
e S e
Q D] (]
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3y 52
(v} (o)

FIG. 2.9 - SUPERPOSIGAD DE EFEITOS

11.4.1. PROBLEMA (0)

f imediato o calculo de SlO e 820; com (2.34) e
(2.35)
Il
= o= ] = = I A i
510 (Ml)O T, i} cew. (2.63)
Ly
= e (N PSR ol ) Cee .64
SZO <M2)O II+IQ B . (2.64)

UL 4020 PROBLEMA (L)

No problema (1) o conjunto resulta indeslocavel,
e tudo se passa nos pilares como se correspondessem a uma
"yiga continua", de momento de inércia constante e vaos 1-
guais, a qual se houvesse imposto uma rota¢cao no apoio ex-
tremo. »

Do ''processo de propagacao', do calculo de vigas



continuas com o método classico, assumindo um numero gran
de de "tramos'", aplicado um momento M a& extremidade infe-
rior, na altura do andar imediatamente superior aparece
um momento com tragéo no lado oposto, igual em modulo a &ﬁ,

onde o & tal que

HE

0,2679 .. (2.65)

Esse "coeficiente de propagacao" tenderia a dimi
nuir acentuadamente so0 nas vizinhancgas do topo onde, entre
tanto, as perturbacoes ja estariam completamente diluidas

e nao teriam qualquer significado numeérico.

Com isso @ facil calcular os coeficientes Bl e
62 de rigidez a rotacao das bases de ambos os pilares.
Ell
= A
51 3,464 0 (2.66)
EIZ
3, = b4 .. (2.
B, 3,464 o (2.67)
Do equilibrio da sapata <§>3 com (2.66)
1 1
S, = 8 e R § e
11 1 Ll 1 11
ou entao
s
E 1
Q = b .
511 3,464 oot I ce.. (2.68)
Do equilibrio da sapata (2), com (2.67)
1 1
S = =0 T 7.5 =
21 2 12 2 12
ou entao
B 7o
521 = =3 464 T ?; ce.. (2.69)
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TT.4.3. PROBLEMA (2)

E imediato o calculo de 812 e 821
S12 = Sl .. (2.70)
822 = s, cee. (2.7

TT.4.4. CALCULO DE <S,l e 62

Com (2.63), (2.64) e (2.68) a (2.71),as (2.61) e
(2.62) ficam:

1 E "1 - .
e e s & . R Ie} e = y
L FR o (3,464 T4 70 6 v s 5y = 0 L. (2.72)
1 2 1
T
2 v - (3,464 o iﬁ) S 4 8.8 =0 (2.73)
0, 22 nooT, 272 s .

Fazendo (2.72) + (2.73)

Q Q
i ul 02 \ R
w |7 B P o) 3 “+ 8 A = e s s & s Z
I%'*(Il 12> 1" (sy78,)0, 0 (2.74)

Fazendo 55 (2.72) - 54 (2.73)

g . I -g.1
271 T172 . [ E i 1.7 .
- wwaw-wmwm‘FX-%13,46é 2o (s 45 )4s s (et -6, =0
L+, h 1772 172711, 1
(2.75)
Da (2.75)
5 Ly
S 5 ..
2 ,
6, = w—on é R FR L (2.76)
(,11*"12) {3,465# E(S}‘ + 8:2‘)*("1"]“ + "i?')}

Da (2.74) com (2.76)



-

s S I I

NS
(- G5
1 1 Y2 %1 % |
P PR T e
21779 (Ll+l7)[3,é6éﬁ(g-'%g—)+(?+?)]
" 51 92 15
(2.77)
LL.4.5. MONTAGEM DI RESULTADOS

e (2.77),e dos resultados do problema (0),

solugao doitem 11.2 e satisfatoria, pode-se encarar os

Dispondo de 51 e 8  dados pelas expressoes (2.76)

2

para o qual a

res-

tantes resultados como perturbagoes decorrentes do engasta

mento elastico,

ter~se-ia:

A(Ml)o

A(MZ)O

A(Ml)i

A(My)

solo:

A<Q1)o

Assim, recorrendo ao esquema da Fig. 2.9,

a) Para os momentos nos pilares

2
s}

1

= e 6 PR

1 Il
)
1 IZ

No nivel da i-ésima laje,ter~se-ia,genericamente:

81 i
= - § —= (~0,2679) (2.78)
[
1
By :
= § == (~0,2679)° (2.79)
LI
2
b) Para os esfor¢os cortantes nos pilares

Para os pilares do o-esimo nivel, adjacente ao

1,2679



ACQ,) = 1,2679 = _Z

Para os pilares acima da i1-ésima laje

§. B .

= - ) wl ,_l. — gyt
ACQD 1,2679 T (~0,2679)
§. B .
] o 1 2 B ) i

(2.80)

(2.81)

¢) Esforgos axiais aplicados a laje (positivos de

tragao) e esforgo horizontal aplicado as bases
se de uma parede para a outra).

Na base:

S, B

1 72

/ = y g -
AN = 01,2679 7

Na i-ésima laje

61 81 .
=1,6076 — 4 (~0,2679) "
1 i
1

i

A(N>j

d) Elastica do conjunto

Ja que no problema (1) as lajes nao se

tem~se para a elastica uma variacao linear

IT.4.6. OBSERVAGCOES ADICTIONAILS

(positivo

(2.82)

(2.83)

deslocam,

(2.84)

Todo esse desenvolvimento do item Il.4 pode ser es-

tendido com facilidade para o caso de se ter um

numero

maior de paredes associadas, e,com uma elaboragao um pouco

maior, para qualquer tipo de associacao tridimensional de

paredes, desde que elas tenham caracteristicas geométricas

constantes ao longo de toda a altura.



TT.4.7. EXEMPLO 1 — COMPARACAO DA SOLUGAO DO ITEM LI.4 COM
A SOLUCAO DO ITEM IT.3.

Sejam as paredes<:)e(i) mais propriamente chama-
das de pilares, no caso, correspondentes a uma associaggo
com 10 andares, com 3m de separagao entre as lajes e subme
tidas a uma carga de 1 tf no topo. As dimensoes dos pila-

res e das sapatas sao dadas em planta na Fig. 2.10.

, Oy
o

parede (:) parede <§j

200 tf/cm?
0,08 tf/cm’®

& m
3 ki

FIG. 2.10- EXEMPLO 1.

a) Parametros elasticos (tf e dm)

1, = 10,67 I, = 36,00
., = 333,33 ., =576,00
s, = 26666 s, = 46080
B, = 24640 B, = 83136

b) Cargas e esforcos da analise continua

M. = 68,7 (1- %) M, = 231,3 (1-

o n
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Q, = 0,229 Q, = 0,771
p1 = pz = ()
c) Elastica devida a deformacao dos pilares
22 73
u = 4,82 (3 — :*—,—)
p QZ 23

d) Elastica devida a rotacao das bases na solu-

cao do item I1.3,

u_ = 0,00103 =
r

e) Elastica devida a rotagao das bases na sclu-

cao do item TT.4
u_ = 0,00428 =z
r

f) Perturbacoes nos esforcos i1nternos
§

Com:

61 = =0,00949
6z = 0,00428
MM = 5,87
Ay) = =5, 87
AQ, = 0,926
A(QZ)O = =0,926



por a Fig.

Langando em grafico esses resultados

2.11.

A S

9.64 Q32

1

pode-se com

[¢] ¥ ¥ § L Ty
5 10 u (dm)
2/ 4
i
-9 .9
L8 8
_ 7 L7
.6 .6
.5 -5
.4 L4
|
i 0.023
2 .3
i
| 0.084
{
4 .2 Lt
i .2
1.155 ! 0.3i5
i — 0.019
i S»va gt
0.928
o
VIR SRS S SR SERE R *
Qltg) ) ) ‘ ’ N, 2 o, .z 4 & .8 40
s g gm0 F% 0 1§ T N T Y
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g) Conclusao parcial

As diferencas comecam a ficar realmente signifi-
cativas s0 em termos de esforgos cortantes e esforcos apli
cados aos lintéis (ou as lajes). Nos momentos fletores
tem-se apenas pequenas perturbagoes nas vizinhangas dos en
gastes, e para a elastica, apesar da grande diferencga rela
tiva entre as variacoes, no conjunto as elasticas sao de

certa forma semelhantes.

I1T.5. éSSOCIAQKO DAS DUAS PAREDES COMPUTANDO SO AS DEFORMA

PLANO

Essa idéia aparentemente poderia ter sentido pa-
ra uma associacao de paredes extremamente rigidas a ponto
de invalidar a hipotese usual de indeformabilidade axial
das lajes.

Para o caso de associacao de so duas paredes se-
ria viavel estimar, com técnicas numéricas aplicadas a teo
ria da elasticidade de placas, parametros de rigidez asso-

ciados a esse conjunto, de forma que se possa fazer
P, = T (ulmuz) ... (2.85)

para o problema do item I1.2.Essa expressao (2.85) devera
valer para qualquer zs,e substitui, no equacionamento do i-
tem TT1.2,acondigcao de compatibilidade (2.8).

Com (2.6) e (2.7) a (2.85) fica

Z [z M A MZ
¥z - p, = T [(¢1“¢2)zﬂ-f (} E?wdz)dz“= J (J ,hmdz)dz]
) o) ] o
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Tt.5. 1. UBTHNQ&O DIE UMA HQUAgAO DITERENCLAL PARA O PROBLEMA

Derivando quatro vezes a (2.86) tem-se

IV T " r " ' .
S v L - .. (2.87
Py BT, My v g My =0 ( )

Da (2.87) com (2.1) a (2.5)

.. . U == s & o & 2-
.t <1, * g )pz 0 (2.88)
1 2
Fazendo
AV e Dol ey cee. (2.89)
E Il IZ

a equacao (2.88) fica
TV 4
= ... (2,90
P, + A P,y 0 ( )
I1.5.2. SOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCTAL

A equagao caracteristica da (2.90) e

o, =+ Yeati = 2VE g o
1
ou entao
oy = A (L + 1)
V2
G, = - A (14 i)



— 3 -

= —— (1-1)

R
|

=
H
i
oy
o
i
o
~

ou com k = A (2.91)
V2
C{.1 = k + ki
O, = -k - k1
Oy = k -k i
a, = -k + ki
:'\ solucao da equacao (2.90) ¢
b, = Z] e(k%'ki)z . 22 e(*k“ki)z . 83 e(kwki)z . Z(,{ e(»k#—ki)z

que pode ser posta facllmente na forma

Py = c‘.lsh k zsenk z+ ¢, chk zcos k z+ ¢ q sh k z cos k z +

+ C

éclllizsenkz cees (2.92)

Com p, e possivel obter os restantes esforcos. [
interessante observar que se pode fazer
2 3

J‘p?dz:alshkzsenkz +a,chkzcoskz+a,shkzcoskaz+

chkzsenk, z + a .. (2.93)

Toa, 1 5

Assim, derivando a (2.93), tem-se



BT

a, kchkzsenkz + a, kshkzcoskz +

1 1
+ azlgsh1<z cos kz - 321<ch kzsenkz -+
+a3kchkzcoskz—a3k8hkzsenkz +
+ a, kshkzsen kz + aal<ch1<z cos k z cee. (2,94

Comparando a (2.92) com a (2.94)

ou

{1

a, + a

jab]
H
o)

c,te,
49

7k

Fazendo

shkz sen kz

(f

(2

(2

(2

(2.

(2

.95)

.96)

.97)

98)

.99)



f2 = ch kz cos kz (fz)O = 1 cee. (2.100)H
f3 = shkz coskaz (fB)o = 0 vl (20101
f4 = chkz senk z <f4)o = 0 ceen (2.102)

Da (2.92) com (2.99) a (2.102)
p, = ¢ f, + ¢, f, + ¢, f., + ¢, f .. (2,103

Da (2.93) com (2.95) a (2.102)

c.tc c,—C C,"C. c,tc
T3 T4 3 74 2 L . 1 2 ,
[ Ppde = = Lyt Bt re Byt o et s
(2.104)
Analogamente
( Cy ¢y c, c,
(| pydz)dz = foo- e f = =+ T f, +a_z+a
Lo £ 3 N /) *
JJ A B B A T B I 6
(2.105)
Avalogamente
Z c,—C c,tC c,te C,,C
4 5 :
f ([(f pzdz)dz)dz xwéwéi.flwamiwgifz Mmjgﬁg,f3+ Mngi,f
o Lk 4k 4k 4k
2
agz cyte,
+ 5 toagz * g ce.. (2.106)
bk
z 2z c c I
J (J (J([ pzdz)dz)dz)dzr=m—~;%~fl—*M%Zfz-’»¥; f3+
o Jo Lk 4k 4k
2
c a.z a, z c.+e C
4 5 ¢ L .
- vmz.fa L Mi_~A¥_3h?i _—_— Z/ (2.107)
4k 2 4k A
Da (2.103)
Py = lel + c2f2 + c3f3 + qua ... (Z2.108)



M

M

o

Py

M

it

Da (2.3) com (2.104)

~33-

—j'pzdz—c5
- iéiiﬁVf - CB“CAf
2k 1 2k

Da (2.4) com (2.105)

- f QZdZ‘%c6 =
€2 “1 €y
*”"“Z‘fl"m‘“‘*ﬁfz”“w
2k 2k 2k
Da (2.7) com
1 1
b2 = e by b
2 4k4EI 2 EI

2

Da (2.5) com (2.108)

Da (2.1), com

jpdeJr C7

c,+cC c,me
374

3 4
R S

Da (2.2),com o auxilio

_JQldz::((Jpldz)dz :*f(Jpzdz)dz

i

(2.107) e

C

5

(2.109)

(2.110)

o auxilio

Foo4 =t

2

de (2.104)

de (2.105)

(2.111)

(2.112)



IT.

5

(

M

C

]

.3,

7

6ET

1

2 1 4 3 ,
S f 4 e f 4 - 2 f - ez, (2.114)
2k2 1 2k2 2 2k2 3 Zk2 4 / 8
Da (2.6) com (2.107)
C z3 C,2 c,+c C
bz 41 pZ—E% ( 76 i 82 - 342* ZU
) 4k EI1 1 4k 4k
(2.115)
RETORNO A CONDIQ&O DE COMPATIBILIDADE
Com (2.111) e (2.115) em (2.85) tem-~se:
c ?3 c 72
2 - (¢1"¢2)Z+£'2“Z"(?L Il )”F}‘ ( 76; ’ ‘82.1 '
r 4ERT T T2 M
c,tc C c 23 c 22 c,te c
— 34 2t —) gt et 3!‘LZ+ i
4k 4k o2 4k 4k
(2.116)
Da (2.116) com (2.92) e (2.89)
C C C [N
5 3 6 2 3 4 1 1
S——— € R (e )+
3D 9 ZEIl lh[z 4k3 Ell EIZ
c .
2 1 1
+®m¢)]z+ ( + o) = () Yoz (2.117)
2 1 ' 4k4 EII LIZ
Da (2.117) decorrem, com (2.92) e (2.89)
= MI]PC6 (2all9>
= 1_{.. (C + ) ';2 ]_70)
r 3 4 e m s

(2.121)



LL.5.4. CONDLQ@ES DEE CONTORNO

Para determinar as 8 constantes,c; a ¢, ¢1 e
¢2,disp56—se,a1ém das quatro condigoes (2.118) a (2.121),

das seguintes:

a) Condigoes relativas ao topo

x = 4 - Ml = ( ... (2.122)
x = L > M2 = 0 .. (2.0123)

No caso e necessario, obviamente, definir em que
parede aestaria aplicada a carga F, ja que as paredes tem
deslocamentos diferentes no topo.

Assumindo v, e v, nao negativos e tais que V., +

1 1
+ % =] ter-se-ia como condig¢oes de contorno:
= - = ; 2
x L - Q1 vy F s (201248
x =L = Q) = v, ¥ .. (2.125)

o~

b) Condigoes velativas as bases

As duas condigoes relativas ao engastamento nas
bases dependem do tipo de fundagao e poderiam ser, por e-

xemplo:

bl) Engastamento rigido

b, =0 s (2.120)
¢, =0 e (20127)

bz) Engastamento elastico com sapatas independentes

(Ml)o
by o= co.. (2.128)
3
1

2 5 s 5 a o ( o L )



[1.5.5. S()LU(;AO DO SISTEMA DE l:‘.QUz\(;OES PARA DETERMINAR AS
CONSTANTES, NO CASO DI BASE ELASTICA

Da (2.118)
Il
C7 = - —i; C5 (2.130)
Da (2.119)
Il
C8 = - TE C6 (2.131)
Da (2.120)
Q) r»-(i) = ,]i(. ((‘ + ¢ ) (2 ]32)
1 72 r 3 T4 .
Da (2.121)
= .. (2,130
¢, 0 { 133)
Fazendo
£, = (£.) (2.134)
3 172
Da (2.122) com (2.114) e (2.134)
ce P4 Fowe Fo-c F -2k’8c ~2k%e, =0 (2.135)
cofyte fyre, fa-cqf, Lc g e e e .1
Da (2.123) com (2.110) e (2.134)
cof.~c. f.—c, f +c,f ‘FZRZQC +7k2c = 0 (2.136)
271 172 4T3 374 s 7 6 R :
Da (2.124) com (2.113) e (2.134)
cl(flfffs) + cz(f4+f3) + C3(;f1+f2) + c4(f1—~f2) + 2k c, =
= V. F « 2k .. (20137



N

Da (2.125) com (2.109) e (2.134)
cl(f3-f4) —cz(f3+f4) —c3(f1+52) +c4(f2~fl) —2kc5 =
= V,F - 2k (2.138)
Da (2.128) com (2.114) e (2.99) a (2.102)
“1
Sl¢1 = 5 08 (2.139)
2k
Da (2.129) com (2.110) e (2.99) a (2.102)
“1
] e (2.140)
272 2k2 6

No sentido
~oes a 10 incdgnitas
& g

Fazendo (2

Fazendo (2
(2.133)

Fazendo (2

Fazendo (2

(2.133)

c (E

1 szg) + c3(fl+f2) + Cé(f],”f,z) + k(c5+c7) = (vlw\)

De (2.143)

de resolver esse

ter—-se—1ia:

L135) + (2.136)

L136) - (2.135),

2
+ k 2(05

LL137) + (2.138)

L137) - (2.138),

com (2.130)

y)
+c7)%‘k”(c +c

sistema de 10 equa-

(2.141)

dividindo por 2 e com

6 8) = 0 (2.142)

(2.143)

dividindo por 2, com

?)kF

(2.144)



ou

@]

- ¢, = 2(c7*c

- 38

f
!
rx]

De (2.130) com (2.1

Da (2.141),com (2.143)

5)

- c, = Fi

I
1
+ o—— ¢, = FL
IZ 6
I
E= 2_ S FQ,
b, +1 9

Da (2.131) com (2.147)

Da (2.139) com (2.148)

Da (2.140) com (2.147)

o~
i

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)



~ 39 -

c I g
b, = - g +21 rL (2.150)
“ 2k s 1 72 72
2
Da (2.132) com (2.149) e (2.150)
¢ 1. I
S ) '("fgs-f*f“f(?l“‘“?g‘) Sleyre,) =0 L (2.151)
2k 1 T2 1 2 1 2 N
Da (2.144) com (2.145) e (2.146)
o o o 1,-1
Cl(fl}mf3> + C3(1§l+ 2) + CZ%(iwa._).) + k i';:f“‘ I = 1{(‘)1“\)2)17
ou
c]'(i4~f3) + c3(fl+f2) - C&\f]_mfz) + Tk (Ul"uzw\)l-ﬁ)z) = 0
(2.152)
com
S
1 Il+12
2o Iyt
Da (2.142) com (2.145), (2.146), (2.147) e (2.148)
I -1 I.-1I
T £ ool .Y 2 2 N T
C1L2 C4f3+(2f[¥fli ¥, I +1 o+ k '"ff‘:;:i:*lx, = ()
2 1 2
ou
¢y £, + céf3 - C.Bfa = 0 (2.153)
Da (2.151)
T_l 12
r (K:“'" “;; """"" )
r o, 1 1 R
] (k=)= cym o) b S FO o= 00 L. (2.154)
1 2k3 5 ) 52 4 kg}il + 12)



Fazendo
1 1
Y ey G )
2k 1 2
I] 12
r(g“"%“ﬁ
S N
3 LT
k (Il. 12)

a (2.154) fica
c,Yy ~c, = ¢C '+n]§2FQ
1 3 4 ’

Com (2.157),

de tres equacoes a tres

T ~
Y -1 -1 ¢, -~ nk
fz ~f4 f3 x|y = 0
f‘l}me fl+f2 flﬂi‘Z CL' k(v
L. ] L n -
Resolvendo o sistema (2.158)
Y -1 -1 3 B
~f
3 _ B 4 f3
b= fz wfé f3 =y o o +
£ +f f —f
- = == =T 1 2 1 72
f4 f3 fl+f2 fl fz
£, -E,
F,mfy Iyt
e Il F (F P VT (T 470 4 F (F FV-F (F -T
Y[, (B =By (F ] o £, (8 =10 =E (E T
wfé (fémf3> =

=40~

0

(2.153)

incognitas,

e (2.152) tem-se

um

{(2.155)

(2.156)

(2.157)

sistema

. F




— 4 1~

- - = . =2 =2 22
= oy [F, (B =E)) w £ (Fy+E ) [ - 285 « £y = F,
—YH{ZSL -1 -1 B N
Ay ~ _ ) ty fy
== 0 -f, L o
£ o+f £ ~f
- - = - 12 1752
k,(\)l“\)z"u,lfplz) fl+{2 fl-’fz
NN
20 U (FFoy ¢ B (E.4T
(V=Y HY) ) = [ £, () )+ E4(F+Ep] +
£, I
=l (Vv ) (EgFE )
Y ~ni” 2 -1 i i
by | ) , b fy
= i, 0 By o fmente | o
f ~f F ~f
- = _ 43 172
£,7y KOmvpmi i) o
1
¥ -1
k(i) | ek L] B, -E) - Eg(E,~T) ] +
£y 13
-k (vlﬂ\)zmplﬂlz) (Yfffz)
Y -1 ~nk“2 B B
b, - 2 "2 T
.= f ~f 0 = ~-nk { +
¢ 2 4 o o
£ -f Fo+T
- - : o AR 1752
foJS:3 £,+f, k(\)1 Vo wlwz)
_—
+ R (v, =V =l ) e | T T T, ~T/>] +
V2T B S A R
£, L,

= k(v g ) (=)



42—

Com 1sso:

2017 /% = NLTF (E % = =
kR E, (F) =10 4%, (F 4 )] -k (v =y, “1+“ Y(EgE)
¢, = — S —— S F (2.159)
~Y[E, (B =E)+E (£ +E,)] 28 +f3~f4

2017 (3 _FNSF (F ZF - oy T LE
ke[, (F=F)=F 5 (F,=F )] =k (v =0, =1 +1y) (YES+E, | i
. = 2 S Fo(2.160)
V[ ) HE g ()] 28

2 - - — - v — — -
kL[ E, (F 48,0+, (F~F )] =k (v =V, =py +11,) (VE =E )
¢, = —— e R S F (2.161)
[ E B ()| =28,
Da (2.149) com (2.,159)
2 - = - e = s
, o 1 nk 2[f4<flmf2)+f3<fl+f2)] “k (U =V i) (Fo+E, )
17,2 == - = =2 2“42
2K, Sy [F, (F=F )+ E (F+F )] -2 +F5-F )
2 Y
+ 2k Q’”l F cee. (2.162)
Da (2.150) com {(2.153)
2007 (F -F Y+ (F +F 3 - - T 4F
| LR E ) FEL (B ] k(v =)=+ (£
(ﬁ‘{ e T
2 s y[E, (F,F)+F, (F,+F,)] ~2F 2+ F o
S 481727 T T 2737
- ot | w .. (2.163)
T1.5.6. EXEMPLO 2
Assumindo VT s \)2 =M, e assumindo a rigidez

relativa r, seja a associacao com 10 andares, com 3m entre

5

lajes e carga de 1 tf no topo. que consta da fig. 2.12.



~4 3~

h— H

a3

ER

|

:
-
—
.

parede @ parede@

= 200 tf/cm’
C4= 0,08 tf/cm®
2

r= 1,5 tf/em

FIG. 2.12- EXEMPLO 2 .

a) Parametros elisticos (tf e dm)

b)

[, = 563 L, = 1333

Ifl = 3275 IE2:7O98

s, = 262000 s, = 568000

< - f%(f%ﬂ%f%> ) 4~§ggoo<5é3*'1;33) = 0,000 004 737
k = 0,04665

k% = 13,996 rd k¢ = 801,9°

Funcoes trigonométricas e hiperbolicas

i

sen ki 0,9900

f

cos k@ 0,1409

sh k2= chkf = 598902

i

F. = 592913 £ 84385

1 2

592 913

i

f3 = 84385 f4



c)

bty -

Calculo das constantes

pl = \)1 = 0,2969
UZ = v2 = 00,7031
cg = -0,7031
cy = 0,2969
c, = 210,93
cg = -89,07
150 1 1
Y = = (52 + o y = 4,1204
2-0.04665 762000 568000
- 150 (563 1333
7672 54
0.046655(563+1333) 202000 5068000
2 . o o
nk“g = -0,1543 - 0,04665° - 300 = -0,1007
. Lo a1l
¢, = =0,1007 3,5867-10 5 = 0,019667
‘ -1,8365-10"°
¢y = =0,1007 0 5 = 0
: ~1,8365-10"°
3 5867107
c, = +0,1007 =2 5 = ~0,019667
~1,8365-10"°
cy 7 0
Q 7
b, = 0501J6g' + 0,2969 7?%%%5 -
2-0,046657+.262000 “b 2
0,019667 o 300
= e 2 ( — J—
¢2 + 0,7031 S E500

2.0,04665%-568000

-0,1543

0,0003572

= 0,0003634



u1

uy = 0,004687 Py~

Os

/

¢

— Al -

= Llil4‘czfz+(3ij-+c4£4
= 0,019667 fl_ 0,019667f4
_ c3+c4 .- C3~C4 . - Cz“cl . - C1+C2 .
k1 Tk 2 7k U3 kT4 Cs
= +0,210793 fl— 0,210793 f2+ 0,210793 f3+
- 0,210793 f4+ 0,7031
= O,21O793(f1-f2+=f3”iyﬂ +0,7031
c c c c
2 1 4o 3
= —f - £, - f,+ —5f, +tcoz+ce
Zkz 1 2k2 2 Zkz 3 2kz 4 5 6

= T e
4,519(f3 f2

)y ~0,7031 z + 210,93

= ~D,210793(f1fs£2 +f3 mfa) + 0,2969

i1

21’

== d)lz+
b4k EIl

=0,0003572 z + 0,004687 p

Z

A Po TERTT

1

2

(

6

3

C.,Z

7

Z

3

4,519 (£, = £,) = 0,2969 z + 89,07

L N
C (/4 C

g 2 3

b e z +
2

Lk 4k

2
z A
+ 4 -

2,276-10°

2
Z

resultados constam

+

da

fig.

2.

2,528-105 2,325-10

5 — + 0,0003615 z
2,276-10° 2,528-107

13

5
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0,00869
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M 210 180 150
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Kael
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L7
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FIG. 2:13 - EXEMPLO 2
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PELOL ASSOCIAGAD DAS DUAS_ PAREDES COMPUTANDO ALEM DAS DI —

As deformagoes devidas a esforco cortante tem
sido usualmente negligenciadas pelos autores que se dedi-
cam d& analise continua de edificios altos, apesar de pro-
vocarem algumas perturbagoes dependendo das dimensdes dos
elementos estruturais. A simples computacao dessas deforma
goes permite eliminar a incompatibilidade a que se chegou

rrrrr - no item I1.3 ao tratar de engastamentos elasticos, sem as apa
rentes limitacoes dadas pelas solucoes dos itens 11.4 ¢ IT.5,
que, ou sao apropriadas para pilares muito esbeltos ou pa-
ra pilares tremendamente rigidos.

Para o caso das duas paredes o tratamento pode
ser feito com a mera substituigao das equacoes (2.6),(2.7)

e (2.9) do item I1.2 por, respectivamente:

z ch Z 1z Ml
u, = .z + e dz + ({ — dz) dz cee. (20167
1 1 A ET
0 1 o ‘o 1
rz ¢cQ [z z MZ
U2 = ql)Zz + J “C“‘A'—“dZ’*” J (f E’wf dZ) dz PP (2,168)
o 2 o ‘o 2

2 ch Z 12 M] Z th
¥z -~ ®]z%~f e d 7+ [ (J —dz) dz :¢?z-%{ e d 7 4
) 0 0 1 .

GAl ET Jg GAZ
(Z z M2
T S I SR e (2.169)
Js Js }LIZ
I1T.6.1. OBTEN(;[A\)O DE UMA HQUAQ.KO DITERENCIAL A UMA SO VARTA -~

VEL PARA O PROBLEMA

Da (2.169)derivando quatro vezes

124 LA

i i
cQ, by cQ2,+ My

+ v =
GAl EI1 GA2 EIZ

(2.170)



—4 8=

Da (2.1) com (2.5)

o "

Q= Py

Da (2.2) com (2.1) e (2.5)

Mp =9y
Da (2.3)
Vi1 1
Q) Py
Da (2.4) com (2.3)
I\.‘i” _
2 = Py
Da (2.170) com (2.171) a (2.174)
Mgw_pum.,}_.“p :mw_vgwp“+.‘w;._~p
GA1 2 EIl 2 GAz 2 EIZ 2
ou
" c c 1 1
PUl(S b Sy cp (e b ) =
2 GA1 GAZ 2 hfl EIZ

com
1 1
+
5 EL, ET,
1{ = o
C C
GA, GA,
I1.6.2. SOLUGCAO DA EQUAGAO DIFERENCIAL
A equacao caracteristica da (2
22 L

L175)

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

(2.177)



~49 -~

cujas raizes sao

r. =+ k
i
Portanto, a solucao geral da equagao homogenea
(2.175) e
_ = ekz . = ~kz
P,y ¢y c, e
""" A equagao acima pode ser facilmente posta na
forma:
Py = ¢y shkz + c, ch kz ce.. (2.178)

11.6.3. RELACLONAMENTO DE TODAS AS EUNQQESJX)PNMMEMA(DM}%

Da (2.5) com (2.178)

Py = ~clsﬂ1kz - c, ch kz .. (2.179)

Da (2.1) com (2.179)

C, C

Q. = if-ch kz + 7% shkz + c. ce.. (2.180)

Da (2.3) com (2.178)

I .2 . - 5
QZ = A ch kz k sh kz + ¢, (2.181)
Da (2.2) com (2.180)
“1 ©2
M, = - —= shkz - ~= chkz - ¢,z + ¢ (2.182)
1 2 2 3 5
k k
Da (2.4) com (2.181)
‘1 ©
M, = ~§ﬂsh kz + —5 chkz - c, % T ocg ce.. (2.183)

k  k



50

Da (2.180)

z c c c
J Ql dz = L sh kz + —~2« ch kz + gz - —42—
0

o
=~
=

ou, com a (2.178)

JZ 1 €9
Q,dz = — p, * ¢c,2 - —5 (2.184)
o 1 k2 2 3 k2
Da (2.181)
z c c c,
J Q, dz a-»%shkz —-»»%chkz +c4z+—f2:
0 k k k
ou, com a (2.178)
z 1 ¢y
( Qy,dz = = =5 p, T ¢,z * =5 ce.. (2.185)
‘0 k k
Da (2.182)
Z c. c c c
) -
J M1 dz = - w—% chkz - mg« sh kz - ~§3— 22 + CSZ + %
o - k k k
e
zZ rz ¢ C, c . C c. c
f (J M, dz)dz = - % shkz - — chlz - “51 z‘%+~—;« zz+-%— 2+ i
o ‘o k k ' k k
ou, com a (2.178)
z oz c . c c c
f (( Mldz) dz=-~%p2-ﬂ~§zj+»§~ zz+m—1~ z+w—2¥ ee.. (2.186.a)
o Jo k 2 k3 ka'
Da (2.183)
z c c c, c
M,.dz zw-lchkz +—-=g~ shk?:”»izz%»c z v=-——,1~
2 3 3 2 6 3
0 k k k



y |~

C C

z 1z c,
J ({ Mzdz) dz = WZ‘ shkz + ——[2"— chkz - — z3+ ~?:6— 22~ % z - -—'[2:
o ‘o k K 6 K Kk
ou
z 1z o c c c
J(J Mzdz)dzz-%p2~%é23+—26~zzw—%z—-ml%— (2.186.1)
o ‘o k k k
[1.6.4. RETORNO A CU‘ND[(}AO DE COMPATIBLILIDADE
Com (2.184) a (2.186b) na (2.169)
C c c,
i 1 3 3 5 2
Vg > z2+——(—5p,tcz=—r)t —— (= = p,~—== 2" + 5~z +
1 GA1 kz 2 3 kZ Ely k4 2 6 2
c c
+ ——1§ z + ——72—) =
k K’
c c c
c 1 2 1 1 4 3 6 2
= Gpzt (= =5 p,t czz+-~7)~-) e e A S
2 GA2 K22 s 12 L,[z ké« 2 6 2
S, ey
1(3 kl}
ou
. . c c
1 c c 1 1 1 3 4 3
N B G e O L AR
2 k2 G[ﬁ (JAZ kZ‘L Lll LIZ 6E11 6h12
c ¢ ce ce c e
5 6 2 3 4 1 1
(i = o= )z (-, + - + + Yz +
ZLIl ZEIZ 1 72 GA1 GAz BT 1{3 BT kB
1 2
ce ce c c
R 22+ 24+ zazo (2.187)
, ST )
GAlk GAZk h[lﬁ LIZR
Para valer a (2.187) para qualquer z deve-se ter:
1 c c 1 1 1
—*-W(wwm**‘—m—m—')“" M("’jm« ”‘.;’*‘“) = O (2.188)
2 3 3 { D o1
1 (,Al (,AZ k‘ Ill ITZ



(2.189)

(2.190)

(2.191)

0 (2.192)

com a (2.176) em

(2.193)

(2.194)

0

(2.195)

¢y Cy .
6EI1 6E12
s Co o,
ZEll 2E12
T e T
1 2 ko By 2
1 c c 1 1 1
- e |- S ot ee) T e | |
2 k2 GA1 GAZ k4 EIl EIZ
A (2.188) e a (2.192) resultam,
identidades.,
Da (2.189)
S
3 IZ 4
Da (2.190)
Lo
5 T T, 6
Da (2.191) com a (2.176)
b~ b +Efénxiiﬁ, il kZ (S + 5
1 2 GA1 GAZ k3 GA1 GAZ
Com (2.193), tem-se
c T
1 C C C 1 C
b, = b, = (bt ) t e, (= = o
1 2 k GAl GA2 4 (;'A1 12 GA
ou
c ¢ cl. cl
1 c c s 1 2
¢, =, = (e b o )t o (e = o)
1 k GA1 GAZ lz GA1 GA2
Com (2.193) a (2.195) tambem fica



‘1 C c c s I2
b, -, +=—(—+=-—) +c, ( - 3 = 0
1 2 k GA1 GA2 3 GA1 GA2 1
ou
c c cl cl
1 c c 3 1 2y .
¢1 ¢2'F7? (EK“HFEKM)~+T_'(GA GAn) 0 cee. (2.196)
1 2 1 1 2
Fazendo [2~(2.195) + Il-(Z 196)
c, I I cl
1 c c c 1 2y _
(hy=bp) T+ =+ g+ gg) * (egre, ) (G g —gg) =0
1 2 1 2
ou
P, oow
c , 1 1 o 1 2y
¢1 ¢2 +c1 EE(Km»+K~) +(L3+c4)z§(K« Xw)w«O ve. (2.197)
1 2 1 2
com
Izl’l+12 vews (2.198)
Il
sl C
Hy I .. (2.199)
Ly
Uz = ”‘f' ¢ o s s (23200)

T1.6.5. CO}HYLQGES DI CONTORNO

Para determinar as oito incognitas Cyoa ¢, ¢l e
¢2,disp5emse, alem das tres relacoes (2.193), (2.,194) e
(2.197), de duas condicoes relativas ao engastamento das

bases e tres relativas aos esforgos atuantes no topo.
a) Condigoes de contorno relativas ao topo

x = £ - Ml = 0 c... (2.201)

x = &+ M, =0 cee. (2.202)

x = £ - Q1 + Q2 = F ce.. (2.203)



b) Condicao de contorno relativo

Havendo

Havendo

substituicao a (2.204) e (2.205):

[1T.6.6. DETHRMINAQKO DAS CONSTANTES NO CAS0 Db

TO ELASTICO

Da (2.193

¢
w
=t

Da (2.197

G 11
Sl e O

Da (2,201

engastamento

engastamento

)

)

A

9 3

Y com (2.,182)

2

c,.shk & + ¢ chk &+ ¢, k™%

1 2

3

+¥L)'*(c,+ca)

a base

rigido
(2.204)
(2.205)
elastico ter-se-ia, em
(2.206)
(2.207)

ENCASTAMEN

ce.. (2.208)

(2.209)

(2.210)

(2.211)



-55~

Da (2.202) com (2.183)

ch k2 -c¢ kzl + c k2 = 0 v (20212

c. shkl + ¢ 4 6

Da (2.203) com (2.180) e (2.181)
c. + ¢, = F cea. (2.213)

Da (2.206) com (2.182)

“2
i Sl¢1 ceen (2.214)
k
Da (2.207) com (2.183)
“2
k
Da (2.213) com (2.208) e (2.200)
I
1
== c, *+ c, = F
12 4 4
ou, com (2.200)
- : 1
¢y UZF ... (2.216)
Da (2.208) com (2.216) e (2.199)
cq = ulF .. (2,217

.. 2
Fazendo (2.211) = (2.212) e dividindo por k

, ) - e =
(cg%ca) 2 ComCy 0

ou, com (2.216) e (2.217)



g + 6 = F ¢ v... (2.218)
Da (2.218) com (2.209)
I
1 -
-lf—‘ C6 + C6 = F {
2
ou, com (2.200)
Ce = uzf‘R vee. (2.219)
Da (2.209) com (2.219) e (2.199)
cy = UlE‘% ee.. (2.220)
Da (2.210) com (2.216) e (2.217)
C H b
G 1 1 1 1 2 p
e - . S e P U P = 2
- (0 =by) + (A1 * i )+ (t] K, )y F o= 0 ..., (2.221)

Fazendo I2 (2.211) + 11 (2.212), com (2.198)

| el T e 1) K2 2
Cli sh k 2+ czhjle,t(LBI Call)k QJ+(C611 CSIZ)k, = ()

D

i

ou, com (2.208) e (2.209)

¢y sh k ¢+ czcﬂlk 9 = 0 s .. (2,222

Fazendo 12 (2.214) - I] (2.215)

7 sI, = cply = osyly0 = s, 00y

[

ou, com (2.209), (2.199) e (2.200)

e slu2®1 - SZU1¢2 vl (2.223)

Fazendo (2.214) + (2.215) com (2.219) e (2.220)
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F g = Sl¢1 + 32¢2

Fazendo 1w, (2,224) = (2.223)

[e]

2 =
UZ]?Q + ;? 52¢2

(2.226)

Sl b
k Al A2
“1 Uz
a2

1 %2

ou
u C
(bz:?%FQ* 22
2 szk
Fazendo Ul (2.224) + (2.223)
c
2 _
My Lo g = sy
k
ou
u c
q’l:?}”N“" 22
1 slk
Da (2.221) com (2.225) e
U gt c
G 1 2 2 1 1.
TG s “"z‘“;“*“'f”)l
1 2 k 1 2
H H
+<»«l~_§2«>hso
1 2
ou
c 1 1 1 1 1
c (4 =) = ¢, —5 (— + =)
1 kG Al AZ 2 kZ 8 9
C(ﬁi - Eg F o= 0
G Al AZ
Da (2.222)
= - k9
¢y clth < 9

Da (2.227) com (2.228)

(2.224)

(2.225)

(2.226)

(2.227)

(2.228)



2 1 1
e AT
. - 2 1 T2 ™M .
1 1 1 thkd, 1 1
S D
1 2 k 1 %2
ou
S
Ll =37 ¥ ce.. (20229
CcCom
s T S P
L7 (== = =) (= - =)
3 35 G A A
o = - Ca— (2.230)
c 1 1 th k ¢, 1 1 -
E’(’;(K‘ A )+'““7“(?”+§"”)
1 2 k 1 2
Da (2.228) com (2.229)
__othk? o n
c, = — F ... (2.231)
PDa (2.226) com (2.231)
i )
o, = (oL g 2ER KLy 5 L. (2.232)
. s 2
1 s . k7¢
1
Da (2.225) com (2.231)
Ho o th ki
b, = (=% 9 -——s==) F ... (2.233)
2 S 2
2 32k )

[1.6.7. BEXEMPLO 3

Seja a associagao com 10 andares, com 3m  entre
lajes, carga de 1 tf no topo e esquematizada em planta na

Fig., 2.Ll4.
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- 1,7 m b 2,2 m d
; _
4 5L, m % " 2,0 m —y |
LE E
P77 7 | e e
S g
s
parede (:) parede (:)
E= 200 tf/cm?
V= 0,10
¢y = 0,08 tf/cm’
FIG. 2.14- EXEMPLO 3 .
a) Parametros elasticos e geometricos (tf e dm)
o= 20000
G = 9090
c = 1,2
cq)z 80
Al = 30 AZ = 40
Il = 563 12 = 1333
= 5 ) = 7 !
IE] 3275 Ifz 7098
5y 7 262000 s, = 568000
nyo= 0,2969 M, = 00,7031
b) Constantes do problema
1 N 1
2 9090 563 © 1333 _
K= poge000 T 1 = 0,016403
30 40

kK = 0,12808

Ko = 38,42

thk? =1,00
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2.,0,7031 0,2969 1,2 . 300 0,7031 00,2969
. 39% (568000 - 267000° * 5090 (=70 o)
1,2 11 1 1 1
o Tas08 9090 36 " 50 ) T 0016403 { 762000 ' 568000
0,009418 +0,000304 _
O = 55000601+ 0.0003400 - 242299
c, = 0,0810
¢, = -0,0810
Cq = 0,2969
¢, = 0,7031
/4
Cg = 89,07
Ce 210,93
(b]\ = (,0003588
$, = 0,0003627
Tabelamento das diversas fungoes
P, = ¢y sh kz + ¢y ch kz
Q2 = 0,6324 shkz -0,6324 chkz+0,7031
Py 7 7 Py
Q1 = -0,6324 sh kz +0,6324 ch kz +0,2969
M, = =60,96 p, - 0,2969 z + 89,07
M, = 60,96 p, = 0,7031 z + 210,93
C
- - - c L o g2y oot
u =g =y = bzt ey py vegz - ) g (0
1k k 1 k
(A ’ C C C -
-3 z3+-§— 22+m:1 z + w42*)

k ka



2 1 e 1 1 ¢ 3
T R LC oy e by
K EIlkz GAL" 2 EIlkZ GAy” T2 L Gay
C C C
50 2 3 3
+ Y z + AR Z
E11k3 70T, 61,

]

u

-0,00000501 -~ 0,00006181 P, ¥ 0,00036353 =z +

+ 0,000003955 z% - 0,000000004395 z°

0s resultados constam da fig. 2.15.



2/ R Az/2
1 , 0.24 0.3463
- .9
8
-7
.6
.5
-4
b3
2
Lo
0.0810
T T T T 0 J ( 5;??)
p,=-p, 08 06 .04 .02 u = u, (dm
(tt/dm)
z/ L Lz /9
i
.9
.8
LT
-. 6
L5
L4
Mo Q,
.2
.
/i - g
rs
i ] ¥ ¥ ¥ i
& .5 4.3 .2 .1 ¢}

M(tfd;)aio 180 150 120

FIG 215 - EXEMPLO 3
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T1.7. CONCLUSOES PARCIATIS

Qualquer das solucoes apresentadas deteta gran
des perturbacoes nos esforgos cortantes nas bases, pertur-
bacoes ainda significativas na elastica do conjunto e pe-
quenas perturbacoes nos momentos fletores nas bases. Essas
perturbagaes tendem a diminuir,ou mesmo se anular, se as
fundagoes forem "proporcionais das paredes', isto e, se hou
ver uma relacgao constante entre oS momentos de inercia das
paredes e da area de contato da fundacao com o solo, Veri-
ficando-se isso, nao havera na versao discreta do ltem [I.4,
nem na versao do ltem I1.5,qualquer perturbacao; na do Ltem ILL
6, no caso do exemplo 3, o ficaria reduzido a 0,76 em lu-
gar de 24,3, fazendo com que as perturbagoes ficassem qua-

se nulas,



b

CAPITULO III

ASSOCIAQKO DE PAREDES UNIDAS POR LINTEILS

IIT.1. INTRODUGAO

0 mesmo problema de incompatibilidade de deslocamen
tos aparece tambem na associacao de paredes unidas por lin-
tdis. Esses linteis, ou vigas de uniao, sao utilizados para
obter um comportamento tipico de portico, aumentando conside-
ravelmente a rigidez lateral do conjunto,emn relagED ao caso
de as paredes tyrabalharem isoladas. Para o caso de engastamen
to rigido das bases o problema ja foi resolvido,com relativa
simplicidade, computando 50 deformacoes por flexao das pare-
des; para a imposigao de recalques de apoio,ou para o trata -
mento de engastamentos elasticos,seria necessaria uma sofisti
caggo maior no calculo. Pensando no caso de paredes relativa-
mente robustas seria interessante a computacao das deforma-
coes devidas a esforgco cortante. Para o caso de paredes mais
esbeltas dentro de cada andar, poder—se-ia pensar em analisar
as perturbacoes mnas vizinhangas do engastamento com solugoes
decorrentes da flexao local dos pilares, o que complicaria mui
to mais o problema em relagao a situagao analoga tratada no

capitulo II.



I11.2. DEFINIQZ’—;O DA ESTRUTURA A SER ANALISADA

Sejam as duas paredes da fig.3.l constrangidas a
ter a mesma elastica pela existéncia de lajes indeformaveis
em seu plano. Sejam sq e s, as rigidezes a rotacao dos en-

gastes,e r, e r, as rigidezes a translagao vertical dos mes

1
mos., Sejam os linteis engastados nas paredes, cada um deles

com momento de inercia i e area de segao transversal s.

7 274 i 7
v 3, ; Sy
r, ry
di . ,a/2,0/2) b2
i
~T ~

FIG. 3.1 - ESTRUTURA A SER ANALISADA
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T11.3. CONDICOES DE EQUILIBRIO DAS PAREDES

A cada parede sera associada a metade

d

jas)

acente

L)

. - . » . -y
do meio continuo constituido pelos linteis.

N‘+dN|
/}‘\Mﬁdm
Q +dq, am"n nom
Pt D
- Fler Aa
9 | TR AU R e
4 | - el Do

a/2

dp/2 | dy/2
T

3

pcreée(é)

Fi1G.3.2 - ESFORCOS ATUANDO NAS PAREDES

Da fig. 3.2, para a parede 1
dQl - ndz = 0
le + qdz = 0
dl + a

dM, + Q.dz - qd=z - mdz =

1 1 9

ou

Q = n

T
Nl = ~q

d, + a

M. = -Q. + A q + m
-1 1

(3.1)

(3.2)

(3.3)



w.b/m

Da fig. 3.2, para a parede 2

sz + ndz = 0
dN2 - qdz = 0
d2 + a
dM, + Q,dz - ————— qdz + mdz
2 2 9
ou
to= -
Q2 n ceee (3.4)
Né = q veeo (3.5)
dz + a
Mé = - Q2 + —— < W ool (3.6)
2

As condicoes de equilibrio do meio continuo cons-
. k<3 P - N -~ . - * - B ~ -
tituido pelas lajes estao ja implicitas com a introdugao so

do esforgo horizontal n de interacao entre as paredes.

TIT.4. DESLOCAMENTOS POSSIVEIS DAS BASES

Constam da fig. 3.3.

TS SAT ST

al? dg/Z% do/2

FIG. 3.3 - DESLOCAMENTOS POSSIVEIS DAS BASES.
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ITI.5. DESLOCAMENTOS POSSIVEIS DAS DUAS PAREDES, NA LINHA
MEDIA DOS LINTEIS

0s deslocamentos de cada parede, na linha media
dos linteis,resultariam de diversos efeitos como:

a) Deslocamentos possiveis das bases
b) Deformagao por flexao das paredes

¢) Deformagao por cortante das paredes desprezan
do a distorcao dos''nos" de intersegao dos lin
teis com as paredes

d) Deformacao acarretada pela distorcao dos 'nos"

de intersecao dos lintéis com as paredes.
e) Deformacgao axial das paredes
£) Deformagao por flexao dos linteis.
g) Deformagao por cortante dos linteis.

Nesse trabalho serao levados em conta todas es -
sas deformacoes exceto a (d), em coerancia com hipoteses u-
suais da estatica classica para tratamento de estruturas 1i
neares; acredita-se, nao obstante, que essa deformagﬁo pode
ria ter alguma importdncia para uma analise mais aprimorada
do comportamento do conjunto; a analise correspondente nao
foi concluida em tempo habil para a apresentacao nesta te-
se, mas se procuratés de qualquer forma, dar indicagges S0~
bre o que ja foi feito a respeito e as modificagoes essenci
ais na formulacao.

Com as hipoteses assumidas e com o auxilio da fig.
3.3, os deslocamentosxw,wlcwﬁl do ponto medio dos linteis,

acoplado a parede 1, respectivamente nas diregoes X, 2 e ¥,

seriam, na cota 2z:

z ch z Z Ml
u. = ¢lz + — dz ( — dz\ dz (3.7)
: 0 GA 0\ 0 EIL
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z N d. + a d, + a
W= 51{ L dz - 1 cbl - _*
) 0 EA 2 2
1
Z M a o .
] A dz e g 2 Ce. (3.8)
J O EI E Ea
1
com
- 3
al =E(ha + Cah) eea. (3.9)
24F 1 2Gs
e
2
0, = E a (ha ) e (3.10)
8E i
Z M o o
QL = ¢1 +J[ 1 dz - 3 q - ~i§ m .. (3.11)
’ 0 EI Fa Fa
com
] 2
o, = E .24 (3.12)
8E 1
5
o, = E a2, 2h . (3.13)
2E i
Analogamente, os deslocamentos u,, v, e Cé, segun

do respectivamente x, z e y,e correspondentes ao ponto me -

dio dos linteis, seriam, na cota z, para a parede 2:

Z CQZ z, [z MZ
u, = ¢2z +;/ — dz +j[ ([ e dz) dz (3.14)
]! 0



<D
I

2 = ¢2+~/

Caso fosse levada em conta a distorgao dos

A

z N2 d2+a d2+a z
i d 2 A ¢2 NS
0 EA 2 2 0
2
%9
q + — m
Fa
Z M2 aB aé
2 dz - —2q+ ——
0 EI, Ea  Ea?

M

—2~ dz +

E12
(3.15)
(3.16)

-

nos

de intersecao lintel com parede, apareceria um termo adicio

nal em cada uma das expressoes (3.8), (3.11), (3.15)e (3.16),

termos esses que s
2t

2 G
M

T11.6. CONDIGOES DE

eriam, respectivamente:
cQ, a ¢Q, cQ,
j oy e
GAl 2 GA2 GAZ

COMPATIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS

¥z + u =

(3.7) e (3.14)

com

z eQ z M.

Z
laz +j[ <jf ~i~dz> dz
0 GA, 0\ 0 EBI,

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



Da (3.18) com

z N

(3.8) e (3.15)

d +a z M
1

Yz +51+~[ 1, dz- 1 ¢] - jﬂ —l-dz +
; 2 ) 2 n
0 EAl 0 FIl
o o z N d,+a d, +a
+ ml-q + 2 m =62+ 2 g+ - ¢2 2
E Ea 0 EAZ 2 2
z M 04 (04
:/ P (3.21)
0 EI E Fa
2
Da (3.19) com (3.11) e (3.16)
Z M o [} z M
vz 7y +[ Logz- 2 q- 5 om =, 2 dz o+
0 EI Fa Ea 0 EL.
1 2
o o
4
S . S (3.22)
Ea Ea
[TT.7. OBTENGAO DE UMA EQUAGAO DIFERENCIAL COM UMA SO VARTA
VEL
Da (3.20) derivando duas vezes
M M, cQ! Q)
Loz b2y (3.23)
EIl EIZ GAl GA2
Da (3.21) derivando uma vez
N. N d, +a M d, +a M 20
M}mw o w,z;,,_‘ - _jw_ m—»];w N MZ - 2 S l q?::o (3.24)
EA1 bAz 2 Ell 2 EIZ E



com

ou

onde

—_] 2 -

Da (3.22) derivando uma vez

- - m' = 0 cee. (3.25)

Da (3.23) com (3.1) e (3.4)

M M, ol

L 2 + = n = 0 ce.. (3.26)

EIl EIZ EA

o = EA ( € 4+ £ ) el (3.27)
GA1 GAZ

Da (3.24) derivando uma vez, com (3.2) e (3.5)

M. M) bt 2 2
(dl+a) L + (d2+a)m£w - .E q“+<fww + > gq= 0
Lll EIZ B hAl EA2
M. M; 4@1 28
(d1+a) + (d2+a) L = q" 4 — q = 0 (3.28)
EIl EIZ I BA
B=EA(-L+J«> ... (3.29)
EAI EAZ
A = A+ A ce.. (3.30)



ou
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Fazendo (3.26) - (3.25)

uazn + 2a, Am' = O

4

Derivando a (3.26) uma vez

M! M, o
"'l“"‘*’zw%"mn':()

EIl EIZ BEA

Fazendo (3.28) - (dl+a) (3.32)

Mé éul 2R &(dl+a)
(dl+d2+2a) s ¢ n'=0
ET E EA EA
2
Fazendo (3.28) + (d2+a) (3.32)
M! éml 28 u(d2+a)
(d1+d2+23)wu~ - g g - e ' =0
ET E I EA

1

Da (3.33) derivada uma vez, com (3.6) e (3.
1 d.+a Qal
(dl+d2+2a) (n+ q'-m') - - gttt o+
EL 2 i
2
2B o(d. +a)
4 gt = n" = 0

(3.

(3

(3.

(3

31)

.32)

.34)



ou

ou
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dl+d2+2a dl+d2+2a ' <d2+a d1+d2+2a 26) '

Bt § B m+ ° +—-—q +
EI, ET, 2 ET, EAT
4@1 a(dl+a)

- gt - n" = 0 .o, (3.35)
E EA

Da (3.34) derivada uma vez, com (3.3) e (3.1)

1 d, +a 4@1 2R
(dl+d7+23)~ww (=n+ q'+m') - —= q'""+ — q' +
h EIL 2 E EA

@(d2+a)
bt p't =0
EA

1 L

d,+d,+2a d +d_+2a d. +a d,+d+2a 28
2 2 . ( 1 L2 ) '
m |+ B q +

- n+ +
ET, ET, 2 ET, EA
4@1 o (d2+a)
= A e n 't = 0 cee. (3.36)
E EA
Da (3.31)
o2
oa
m' = - n cee. (3.37)
zuéA

pa (3.35) com (3.37)

4

A O / - .
2 / : T 7 A
X JA EA 2 BT, T A

2
) . 5 .
d1+dz+2a<l oa \ a(d1+a) . (dz%a d1+d2+&a ZB)
i e | 1 - n't+ . e ]

ET
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Da (3.36) com (3.37)
2
d,+d,+2a Ca a(d,+a)
1 2 2 1
- 1+ n+ - n'' o+
EII ZWQA EA
d d.+d. . +2a 2B Lo
( ita 12 + w~«~>q'*———~£q"' = 0 ,...(3.39)
2 EIl EA E
Fazendo (3.38) - (3.39)

1 72
E

d.+d.+2a o
(l+

2

32 1 1 o(d,+d,+2a)
R e
— -

19} +
a i I _[ }J A

Fazendo E12 (

~9:[1 (d.+a)

AR
28

+ S5 (14T )}
N )

Fazendo agora

2 2 1
(3.40)
3.38) + EI1;(3.39)
~1,(d,+a)| n'"+ i(d +d +Za)2 +
1472 , 12
LA Y
q 4u1(11+12) q 0 (3.41)
(3.42)



,_7()....

1
Ll T e
1 I cees (3.43)
U :.:Ii..%
2 I RN (3.44)
1
D = =~ (d +d,_ +2a) cee. (3.45)
2 1 72
W,(d,+a) - U, (d, +a)
o= 21 1z cee. (3.46)
D
Qo
Y o= 1o+ = (3.47)
2a4A
A (3.40) com (3.42) a (3.47) fica:
- I " §
2¥yn — 204, 4, — n" - ¢ D qg' = 0 ce.. (3.48)
172
A
A (3.41) com (3.42) a (3.46) fica
- ar D Loan w2 (B 1 +_D2)q' - 4G11q”'20
A A
ou
ADZ
- arDdn' + 2 <B g } q' - éalAq”‘~ 0
I
ou
- orDn" + pq' - 4@1 A qg"' = 0 cee. (3.49)
com
ADZ
D=2 (B + ) ... (3.50)
1

Dependendo do valor de r as equacoes diferenciais

para o problema podem ser diferentes.



Incluindo aqui apenas o caso de r # o,ter-se- ia,

da (3.48)

ou,

1

q

2y 200U pz I

—— L ™ e

rD

1

rDA

€om (3.51) na (3.49)

—aan"+p<mm n

2Y

rD

2y
- AG_A( — n"

L rD

multiplicando por rD

8o, U

1

1

+2Y Pn = O

A equaggo (3.52) pode ser posta como:

1

200U UZ

1

rDA

200 U

rDA

I

2
-2 xi LT Ag A n
1 ©1”
Vi 8oy + 20 P L
o uly o ;uluz A2
: 4
16@@1 Ul 12
Yo L
4 1\2
aaluluz

”\ +
)

Hol 1y
wm_l__z_.n)zg

IV
UZID ~(ur202+8alyA+2aOu1u

2

Ly
A

(3.51)

(3.

(3.

(3.

o~
e

.52)

53)

54)

55)

.56)
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Para o caso de r = 0 as equacoes (3.48) e (3.49)
se tornam independentes, uma delas apenas em n e suas deri-
vadas, e outra em q e suas derivadas. A solugao desse caso
particular sera aqui omitida apenas para evitar redundancia

algebrica.

Caso fosse levada em conta a distorgao dos '"nos"
de intersecg¢ao lintel com parede, chegar-se-ia a uma equa-
~ . . - - a
gao diferencial semelhante a (3.53), tambem de 4. ordem e

s6 com ©0s termos de ordem par. Nessa situagao & interessan-
te ressaltar que a fungao m, correspondente aos momentos
fletores no ponto médio dos lintéis sera nula em toda a al-

tura.

II1.8. SOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL

A equacgao caracteristica da (3.53) @

= 0 sese (3.57)

mi

cuja solugao

ou
<. =t A, /A (L/g YL - ) cee. (3.58)
1 S N VAR -
I
com
e
A= e (3.59)
A .
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Da (3.59) com (3.54) e (3.55)

2.2 2 2
- Y o I 2560 aluluz
N N T 2
4o HoHy A (av+8a1y+2apulu2 Xj)
ou
1 o0l 1L MY P
N6l - . 17172
2 22 222271 2 I , I
AT a’v +64aly +4a D uluz XZ«+16aalvy+4u v ppluz ;E +32uuﬁ>y pluz 27

(3.60)

f interessante observar que A e tal que 0< A < 1.

Para mostrar que A e menor que 1 basta verificar que se tal

ocorresse, da (3.60)

2
2 2, .
azvz + 64u2y2 + 4o p2 2 I + léoo,vy +
1 Hily A4 1

2 I - . I 1
ba vpplu22§ +32uulpyulp2A2 64@010yu ) > 0

a a a )
ou, reagrupando as 2., 37, 6. e 7. parcelas

2
2 2
Z) +00 0V + 16uulvy +

i e

(8ulym2apulu2

2 I
+ha vOuluz ~5 > 0

A

o que resulta sempre verdadeiro.
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Com A entre zero e um, diferente de zero e de um,
as quatro railzes Xl da (3.57) sao reais.

Fazendo

klzkll/g'v/l+ 1 - A C. (3.61)
I

A -
,,,,, 2~Al]/-;%« - A L. (3.62)

a solucao geral da equacgao (3.53) fica:

=
1

= c eklz + c e“klz + C ekzz + eakzz (3.63)
11 1 LZ ,3‘ 4 ®
A expressao (3.63) pode ser posta facilmente na
forma
n = clshklz+czchk12+c35hk2z+c4chkzz cee. (3.64)

TIT.9. RELACIONAMENTO DE TODAS AS FUNQGES DO PROBLEMA COM

n

Da(3.48)
y 2y 2@U1U2 I .,
q;mnm*wmw
rD TAD

ou

2y Zauluz I
q = — ndz= —eeiileeee v 4 ¢ eoe. (3.65)
rD
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(3.66)

(3.67)

(3.68)

Da (3.2) com (3.65)
N! = -g
2Y 2aU1M2 I
Nl T e (/;dz>dz+ ————— ) - c52+ C6
rD TAD
Da (3.5)
N, =g com (3.65)
2y 200y I
- 172
N2 R ndz }dz - ——"— 1 + CSZ + c7
rDh rAD
Da (3.24) com (3.66), (3.67) e (3.65)
dl+a Ml d2+a M2 1 ) 2Y Zapluz T
. o o T s — ndz |dz + ——— qn - CSZ + e +
2 EIl 2 hIZ EAI r rAD
1 2y 2000 W, I 20 2Y
172 1
e b e ndz jdz - ~—o——— 10 + ng + c7 i —_— 11
EAZ rDJ rAD ’ E rD
200 U, 1
i ¢ n,,} _ 0
TAD
ou
d.+a M d.+a M 2By 208u. i, T 4oi Yy
L ..lw + 2 wgw + < ndz)dz N( % 2 + 1 )n 3
2 EIl 2 EIZ rEAD rEAD rED
bGooo w, Wy I e B c c
+ 112 n'" o+ E z - 6 v ! =0
rEAD EA EA EA



d,+a
Fazendo (3.68)+ (3.26), com (3.45)
2
203 i %
DMl 28y abuluzl 4<1Y u(d2+a)
e ndz |dz- 5 + - : n+
EIl rEAD rEA D rED 2EA
Goo . po WL T c B Cg ¢
+ mwwi—l¢%~ n'" o+ —Emz - + = 0 (3.69)
rEAD EA EAl EAZ
dl+a
Fazendo (3.68)~ (3.26), com (3.45)
2
DMZ 2 By Zuﬁuluzl éuly a(d1+a)-
e ndz {dz - 5 + + n +
EI? rEAD TEA D rED 2EA
Goo, o UL T c. B c ¢
+_ﬁmimiiiyw’+.QL.Z.~WEM.%MLM::_ we.. (3.70)
vEAD EA EA1 EAZ
Da (3.69)

28y T 2080 1T 4oy afld,+a)
M, = - 1 Qﬁ/;dz>dz + Il[ .1,2 + L. 2 } n o+

' 72 2 ,
! rADZ J rA D D 2AD

hoo, W, 4, TT ¢ BT c, T c. I
h,mklﬁj;Lmﬁry*m 5°r, ., 61 71 s, (3.7D)
TAD AD AID AZD

Da (3.70)

2 v/ 2
M,,= = EEZE£> ndzldz+1 QBULUZI + 4a1Y + u(d1+1> n +
2 2 2 2.2 2

TAD TA D rD 2AD
4ualplu2 1, 058 L, 0612 c7i[,7
- 5 n' - — 7z + - - .o (3.72)
TAD” AD AD A.D



~83 -

bDa (3.37)
2
' aa
m' = n
ZuaA
aaz
m= - ndz + Cg cese (3.73)
20, , A
4
Da (3.3)
dl+a
Q, = “M;] + —— q + m
1 1 2

ou, com (3.71), (3.65) e (3.73)

28v1 208u W, I 4oy o(d,+a)
. 3 _ 12 1 2 '
Q 5 ndz o Ly n’ &
T rADT - rA D rD 2ZAD
{ H . ] [ )
Aaalplpztll - cSBIl Y(d1+3, aulpzl(d1+a) ?
+~wwww~jmmmll + + ndz - n' +
rAD AD D rAD

o1l

2
] ( -3 a” 31 ] 4
) ZByil Y\dl+1) o 7 Zabuluz T aly
le + = ndz - [1 4 ER

2
rAD” D 2@4A rAzDZ rD2

4oy I z
a(d2+a) auz(dl+a)} ‘ 4 ululuzlLl " dl+d
- + n' ot et e e
2AD tAD rAD 72
¢ BT
PN g (3.74)
AD
Da (3.6)
d2+a
= e i -
QZ M2 + q m

2

ou, com (3.72), (3.65) e (3.73)



ou

ainda

- 84—

Q2= 5 + +

FAD 2.2 2

ZBYIZJ[ {ZaBulpz I AalY a(dl+a) } '
ndz - 12 n' +
TA D D 2AD

5 +
rAD AD rl

Aaalpluzliz o CSBIZ y(d2+a)J[ auluzl(d2+a)
PR BN L L P ndz-

TAD

(d.+a) uaz

2

05 + ndz - C8
2 200, A

2BvI y(d,+a) uaz 2080 U, I 4oy
B 2 2 172 1
Q,= + + ndz—- 1 +
2 A 2

rAD2 rD 2@4 rA2D2 rD2
a(d1+a) apl(d2+a)} éaaluluzliz -
+ + nt o = +
2AD rAD rAD
d.+a CSBIZ
+C5 + *C8 s 2 8 & (3s
2 AD
Fazendo:
61 = %leD L. (3.
rD
ZQLﬁUZI 1
82 R e 0 e Lee o (3.
rAD D
2
£~:3::CLa~ ® @ s o (3@
2a4A
2
2BYT1 y{d. +a) oa
-~ 1 1
Lé:: 5 + - .. (3
rAD rD ZaéA
/ ; 3
o ZaBpluzl . *@lY ) Q(d2+a) ) auz(dl+a) 1
5 = L 7" ' 7
> L rA2D2 D 2AD TAD D

n' +

-+

75)

76)

77)

78)

.79)

.80)



-85

D

o 4aa1u uz IIl i,
6 rAD2 D4
2
ZBYIZ Y(d2+a) o a
E7 2 + +
T AD rD ZQAA
. ZuBuluzl Auly a(d1+a) uul (d2+a)
€8——IZ 22 + 5 -+ -+
TA D rD 2AD TAD
4o i
R L I, 1
9 rAD ;Z
B .
. 2 Yll
10 rAD2
o .ZaBuluzx 4ulv Ot(dzw)
1 N sy Y Ty T —
rA D D 2AD D
) 4du1U1M2111 51
- A
12 TAD D
o ZBYIZ
2
13 rAD
. zaﬁulpz 1 . Lo Y . a(d1+a) im
L4 2 rA2D2 rD 2AD D
e
) ) +@u1U1U2 IIZ. 1
15 rAD? p
Da (3.65) com (3.76) e (3.77)
q = EL ] naz - DE, n' o+ Cg

1

}W

(3.

(3

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3

81)

.82)

83)

84)

85)

86)

87)

88)

89)

90)

L91)
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Da (3.73) com (3.78)

m = —EBJ[ndz + cg ce.. (3.92)

Da (3.66) com (3.76) e (3.77)

£
- 1 .
Nl— ;f/kjfndz) dz + Dezn Coz + PR (3.93)

Da (3.67) com (3.76) e (3.77)

£
1 . -
NZ— ;~j2/;dz>dz Dﬁzn *ocgz *t oy cees (3.94)

Da (3.74) com (3.79) a (3.81)

o 0l b
Q_l aﬁfndz D €gn +D Egn HCgl ——

Da (3.75) com (3.82) a (3.84)

d_ +a BT
2 4 2 2
=g 7z~ € v e AL ~ - 4 o
QZ i/ﬁd D g™ +D gn + Cq < ) cg

Da (3.71) com (3.85) a (3.87)

CH
B 2 4 . S5t
le Elq/(/;dz§d2+D €,10"D €, ,n -z 4

/ AD

+ - cewe (3.97)



~8 7~

Da (3.72) com (3.88) a (3.90)

CSBIZ

. 2 4 "
M, Cl%/(v[ndz>dz +p%e , n-De .
A D .
c T c., 1
y 0212 .. (3.98)
Ay D A, D

Da (3.64) tem—se

n= ClShklz + czchklz + c35hk22 + CAChkzz (3.99)

[ - . -
n k1C28hk12 + k1C1Chklz + k2C4Shkzz + kZCSShkzé (3.100)

chk,z (3.101)

2 2
25459

2 2
"o
n klclshklz + kICZChklz + k2C3Shk22 + k

n”'=kiczshklz + kic]chklz + k§c4shkzz + k§c3chkzz (3.102)

c ¢ c c
\/;dz= méshk.z + michk Z o+ ——ishkzz+*—~—?l chk22(39103)

] 1 1
ky Ky k) ky
C [ C C
ndz jdz= —i~shk.z + ~E»Qhk Z + «E-Shk;z + wQlichk 4
kz 1 k2 1 kz 2 12 2
1 1 2 “

(3.104)

Da (3.91) com (3.100) e (3.103)

>

q = —— - e,Dk > c,shk. z +<
< 2501 2 1 Dk

"gszl) C1Chklz +
1 1

€4 €,
+< e “esz2>céshkzz+<mww - Dk2>c3chk Z o+ C

2 2 5
Dkz Dk2

(3.105)



- 88—

Da (3.92) com (3.103)

€3 €3 €
T e e - n e +
m . czshklz - C1Chklz - cashkzz
1 1 2
€3
e c3chk22 +ocg co.. (3.106)
k2

Da (3.93) com (3.99) e (3.104)

f;l El
N =<€2D~ —5 )clshklz +(€2D— ”*§> czchklz +
Dk1

El El
+1€. D= —=lc.shk,.z+{e D~ —~——% jc,chk,z +
2 2 4 2
Dk2

-~ ¢c.2 *+ c cee. (3.107)

Da (3.94) com (3.99) e (3.104)

€ €
- _ . ~ 6o 1 .
sz (EQD ’ 2) clshklz (EZD 2) czchkla +
Dk Dk
1 1
“1 €
»(EZD* ;;w->c3shkzz~ (EZDw Dk2>c4chkzz +
2 2

+ CSZ + ¢ vees (3.108)

Da (3.95) com (3.100), (3.102) e (3.103)
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€ €
4 3 2 4 4 3 2 4
= € - £ ——— - e hi
Ql < 6D kl 5D k1+ )czshklz+<€6D kl 5D kl+ . )clcnxlz+

S 1

o]

63 2 S\ 43 2 %
+<E6D kZ-CSD k2+ ~)c43hkzz+ <€6D kz ESD k2+ ;) c3chkzz+
2 1

dl+a BIl
+ Cs( . _n_.> + g cev. (3.109)

Da (3.96) com (3.100), (3.102) e (3.103)

€

: 3
a3 2 7 e o B3 2 /AN
Q2~ <L9D kl L8D kl+ -)C2$hkl&+<L9D kl €8D kl+ w) Llchklz +

€ ] £
43 2 7 4.3 2 7
+(€9D kz e,D k,+ —w)(:‘shkzz+ (5:91) kzme D k2+ e )C chk, z +

8 2 4 8 3 2
\ k2 k2
d2+a BIZ
*’Cs( é.wwm>_.cg oL (3.110)
2 AD

Da (3.97) com (3.99), (3.101) e (3.104)

42 2 f10\ 4 2 2 £10
M1m<~a.iD k.+e. . D = m«mw}dbhklz+<mel,D k1+€11D - ﬁ§-c chk. z+

12 1 711 2 2 1 2 L
kl kl
e €
4 2 2 10 4 2 2 10
(-—elzD kz+€11D - «7—>C3shk2z+< elZD kZ%llD —5 >
k. k
2 2
c. B1 c, I c. 1
.cachkzz -2 12 + 61 _ 71 (3,1110)
AD A.D A.D



Da (3.98)

com

tem-se, com a (3.7)

Z

u = ¢lz + ¢ j[
GAl 0

Mas, da (3.109)

67 1 75

/s

4 2
+ -
<€6D k2 VSD

(3.

4
Qldzm<e p'?—e p?

99), (3.101) e (3.104)
£ e
13 4 2 2 13
= -€ £ o2
5 )clshklz+( 15D k1+ 14D 5 >c2chklz +
k ko
1 1
£ €
13 4 2 13
- —§~>c3shkzz+<~€15D k2+614D ) C4Chkzz +
k k
2 2
¢ty (3.112)
AZD
(3.113)
l Z Z
Qldz + . ( Mldz>dz (3.114)
ET 0\/ O
1
€ H" €
4 X 4 2 2 4
+ %§>Clbhklz+<b6D kKj~e D ~w2>c2chklz +
k k
1 1
€ £
2 4 4 2 2 4
+'”7>C3Shkzz+<€6D k2m€5D +-§> céchkzz +
k k
2 2
RL €
_W£.+C z~- (e D4k2—€ D2+ wé~ c,. +
8 6 1 75 2 2
AD k
1
£
o TR (3.115)
5 k2 4
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e da (3.111)

2
z D £
M.dz \dz=/-€_.D + 11 - ~l9-c shk,z +
o\l o 1 12 kZ k4 1 1
1 1
e pb € p’ €
4 11 10 4 11 10
o . - . -€ -
*( €12D + kz k4 )czchklz +< 12D + kz k4>c33bkzz +
1 1 . 2 2
2 2
£ D € c Br, . I I N
* <-’€12D4 bt - "zlr(‘)‘)CaChkzz SN P L(fiwl«» - l.i)w +
k,z K2 6AD AlD AZD 2
- 2 .
€ 2 ¢ £ D €
4 11D 10 4 11 10 7+
- - [ N, =L [N AN
[( ClZD kl+ n 13 >Cl+< 12D k2+ . k3 > Cg]
1 1 2 2
2 2
- - D4+ ID,_ wig_ C RN D4+ i}im - f}__g C
12 kZ k4 2 12 kZ ) 4
1 1 2 9
(3.116)
Com (3.115) e (3.116) na (3.114)
c 2 €4y 1 ¢ 5’11’32 “10
=] ed ¢ D K= D7+ e PR (A m~«—}c shk,z +
CA 6 5 kZ - 12 kZ ké | 1 1
1 L 1 1 1
2 N
c £ 1 D £
Y/
BN [p— Dékzwﬁ D2+ mﬁ + e[ = E D§+ 1l - ng_ c.chk.,z +
A 6 1 5 kZ BT 12 k2 k4 2 1
1 1 1 1 L
c o o2 Gy by E11D2 “10
e, D k=~ D+ (=€ D g =~ ¢, shk, 2z +
[GA ( 6" 205 k2>+ BT ( L2 K i ) 3
1 2 1 2 2
c [ 1 ) Dz €
4
+{~M~<£EDAR “ESD A+ ~%>+ m“w~&4izD%+ 1; - MZQA céchk?z +
GA K T K K., '



NLJZ,_.

2
CSB 3, % ¢y 2 c dl+a BIl
~ zZ + - —_— ¢1+ c5< + -~>+ C8 +
6EAD EA. D EA.D/ 2 GA 2 AD
1 2 1
2 2
1 €..D € €..D €
B e Dék . 11 _ 10 o+ [-e D4k + 1~ 710 e s
Bl 127 ™1 K k3 1 12 2 K k3 3
1 1 1 2 2
c £
- — 1\ E D4k =€ D+ —lc, + € DAk - £ DZ + Eﬁ. c +
ca, LV O 507 272 T\ e 5 2|
1 1 2
2 N 2 )
I [ S AV A L AN
BT 12 kz ka 2 12 12 ]4 4
1 1 1 “2 “2

(3.117)

LEL.10. lNTRODUQKO DOS5 DESLOCAMENTOS DOS APOIOS

Voltando as condigoes de compatibilidade de desloca-
mentos (3.20), (3.21) e (3.22), que devem valer para qualquer
z, com 0s resultados obtidos para os esforgos internos no item
T11.9, e possivel obter trés relacoes independentes entre as
constantes c, a cg e o8 deslocamentos dos apoios.

1
Da expressao (3.,20), que deve se verificar para qual

z ., cQ cQ z 2 M M
(¢1m¢7)z +J/ ( Lo 2~)dz+ (wiw -2 dzl\dz = 0
) 0\ GA GA2 oy 0 EI} EL,

1 2

quer z,

que, com a (3.26) fica:

O Z Z f Z qu CQZ
(¢1m¢?)zm P < ndz)dz + <Mm« - wmm)dz = 0
) EA [ O0V) O J o\GaA GA

1 2



__()'5__

Visando introduzir o na ultima parcela, seja

Q= Q *+Q,
Com
Ql:Q_QZ
o [? p z , cQ cQ cQ
(<i>1'=<1>2)z=~“-ﬁ ( nd2>dz+ ( -z 2>dz=0
EAJ O 0 0 GA1 GA1 GA7

ou, com a (3.27)

o [? Z ¢ oz
(¢1~¢2)z e < ndz)dz+ e Qdz - — QZdZ = 0
EAJOY O GA1 0 EA O
Analogamente, com

Q, = Q- q

tem~se

o fz [z z ch cQ ch
(¢1w¢2)z - »«J[ (/> ndz> dz +J[ (,nw; = ww->dz =
FAJ OY O 0\ GA GA2 GA

1

ou com a (3.27)

o (2, 1z C Z o [z
(¢1w¢2)zm — ( ndz)dz - ~«w~J[ Qdz + “Z/" Qldz =
‘ EAJ OV O GA, J O EA/ O

2
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Somando as duas expressoes resultantes, multipli-
cadas respectivamente por EAAI/@ e EAAZ/a tem-se, elimina-
do Q:

EAZ z [z z 7
e )Z-—Af (/ ndz)dz—A[ Q. dz+A / Q.dz = 0
1 Ao e

Observando que, para haver equilibrio de forcgas

horizontais nas paredes, deve valer:

zZ
L (Ql)O +/ ndz
Q

z
QZ = (QZ)O Md/ ndz

Fo]
|

0

Também, observando que:

/Z(/;“dz) d2=/2 Urldz~/ndz Q}dz:
[ ) - o

"

s 4

0

/(ﬁdz a /d
U,

z z Z z
Q,dz= (Q t/ ndz]dz :j[ {(Q +J/;dzi/;dz }dz:
“/O 1 J[O [ 170 0 0 170 0
= «%-OZDQj&dZ) dz *L/;dz 0 %" j[S[ndz) dz

z
0

0




Z
Q dz_J/ Q.,) J/ ndz |dz —jf (Q ) "J[ndz +J[ndz dz=
/P 2 270 0 270 0
= (QZ)O"Z -/ (/ndZ)dz +/ndz +/(/ﬁdz) dz
0

Com isso a condig¢ao de compatibilidade fica:
BAZ
’“—'(¢1 @2}2 =A | (/ndz)dz +A [ ndz| -z+A ndz)dz

-A (QZ) z+AV/—k/;dz) dz - A1 Z—-A J[u/;dz)dz
+A2(QL)OZ+AZJ/§[ﬁdZ)dZ - AZJ/ .z~ A ./E/;dz)dz

2
B -z - A Q) g7 + A, (Q) g% = 0

+

:
e

:
<o

0

ou

o4

Para valer para qualquer z tem-se

Coymdg) = A (Qy) g+ 2,(Q)y = 0

a

e finalmente com (3.109) e (3.110)

{? Pand
) 43 2 s\ o 43 20 )
(Cbl @2)rc [ (C6D k =EgD 7k + m) Ay (e, D k,-e,D 7k, + w-”+

9 1787 71
Ky K
S €
43 2 A\ N3 2 7
+CB{A2(L6D kZ €5D k2+ ;m-> A1<&9D kz th k2 + m~)j]+
k
2 2
[ dl+a 511 d,+a 812 ) .
+C5'A2 e Tl b A1 e I R cg = 0 (3.118)
i 2 AD 2 AD
Da expressao (3.21) que deve se verificar para

qualquer z:
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d_+a d, +a Z, N N. 1 z M
8,8, — b - 2 ¢2+J/.<ul-_— ,£w>dz - ~.j[ {(dl+a)~£~ .
2 2 o\EA,  EA, 2 ) ol P mn

+ (d?+a) vi£~ dz+ ~—— g = 0

EI E

M } 200
2"

Com as (3.65), (3.66), (3.67), (3.71) e (3.72)

d. +a d +a Z 2o,y I
61—62— 1 ¢l“ 2 ¢2+j[ {— 2y J«v/;dz>dz+ 1z
2 2 0 rDEA rADEA

1 1

e c 2 v 2o, I c c
-2 zZ+ 6 “/Kjgdz>dz+ L2 n- 2 e }dz +
EA EA rDEAz ] rADEAZ EAZ EAz

Lz d +a 2gy 2q8ulp21 éuly ad,+a)
- ndg dz + 5 + 5= n+
2)0 B rAD rA'D D 2AD

) ooy py gt . cg Pz ) % < . d,+a ) 2By R
5 n ‘ 5 naz az
D E

rAD AD AID AZ rAD
afu o o p 4O W OWT B .
2 611U21 b l{ 1(d1+3) — T e e
+ 5 b n- 5 n" - e 7 e+
rAD D 2AD rAD™ AD AID
c 200 2y [‘ 2000 UL T
—-l~}}dz+ w~}~{m~-/ndz oL n'+c4 = 0
A2D E rD rAD

ou, com (3.,29) e (3.45)

4 . 208

d,+a d,+a z ZBY u(uluzl

81~62= ¢1m ¢2+ - ndA dz+ 5 n o+
2 2 0 rDEA IA DE

Be c C 1 =z 4Ry mBH T 8oy
- > Z4+ 6 _ 7/ }dZM wj[ {” /(/;dz dz+ 2 1 n+
EA EAL EA 2J0 rDEA rA ED rDE




ou

ou

ou,

-9 7~

oo, U, WL 1 2c_B 2c 2c 4oy
- 112 n''- S 6 «——wl} dz+ 1 ndz +
rAED AE AlE AZE TDE
4aalulu2£ ' 2@1 .
- t = ¢g = 0
TAED E
d,+a d,+a ZaBuluzl z Bc5 ) Gz
61~6 - ¢1~ ¢2+ 5 ndz- z" o+
2 2 rA DE 0 2EA EAl
c 200 U T 4o yqfz hoo W T [
A 21 2 + 1 n dz+ _’“j;j;jiﬂ n''dz +
EAZ rA ED rDE 0 rAED 0
c. B C c 4oy Y 4ool Wou I
+ 2 zz« *§~Az + -Zm-z + L J[ndz - 112 n' +
2A% AlE AZE r DK rAED
ZRL
o Gy = 0
E
d1+a md2+a Auly | aaalpluzl '
§ ,§2m - ¢l ¢2+ ndz | 7 e
2 2 rDE 0 rvAED 0
2
oy )
e F 0
I
com (3.100) e (3.103)
d.+a d,.+a Loy c c
5,-8, - L4, - SR L (JA ﬁ;) .
2 2 T DE kl kz
Aaalpluzi 200
- ~wm~=-w-g-m(klc1 + RZCB) + wim-cs = 0
rAED E



“.()8_

ou, com a (3.77)

d.+a d,+a ba. v, c c
6f62" 1 ¢1- 2 ¢2+ 1 <m£ + ~§> +
2 2 rDE kl k2
20 De 20
1772 1
- (k.c., + k_c.) + c_ = 0
B 171 2°3 B 5
ou finalmente
d1+a d, +a Zul 27y
§ -8, - ¢, - b+ ( - Deg,k )c +
1 72 2 1 2 2 B erl 21 1
2&1 2y 2@1
+ < - D£2k2> Cqt . cy = 0 ... (3.119)
K erZ E

20 z M M
- 4 N 12 o e
¢l ¢2 — m I/N < . ~> dz = 0
Com a (3.26) e a (3.73)

2
2u4 ( da j[ o j[z
o, =P, - - ndz + ¢ >~ J— ndz = 0
L 2 Ea2 ZaaA 8 EAJ O

ou

ou,finalmente, com (3.103)

"¢2m — Co t e et e = 0 ..., (3.120)
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ITTI.11. CONDIQ@ES DE CONTORNO RELATIVAS AO TOPO

Para o topo da associacao, prevendo s0 as condi-

goes expressas na fig.3.l ter-se-iam as seguintes condicoes

Para z = L - Nl = 0 ceee (30121
Para z = % -~ N2 = 0 ceele (30122
Para z = & ~ M1 = Q (3.123)
Para z = & -~ M2 = 0 cen. (3.124)
Para z = & = Q1 *Q, = F ; ... (3.125)

Da (3.121)com (3.107)

£ € €
1 1 1
-t bl € PDm e 2 € D i I3
<€2D 5 >CLShkl +<82D 2) czchk1 + < 2D 2) CBSth +
Dk Dk Dk
1 1 2
1
+<€2D" “~§~>c4chk22 - 052 + Cp = 0 ce.. (3.126)
Dk
2
Da (3.122) com (3.108)
61 81 81
= - 5 . e e - Q/ — g 9 &
(&2D 5 )glshklﬁ%(?zD ‘2> czchkl +(€2D 5 )CBShkz
Dk Dk Dk.
L 1 2
o
+ (EZD —'w—j-)céchkzﬁ - CSR -, = 0 cen. (3.127)
Dk
2
Da (3.123) com (3.111)
) 2 10 4 2 2 10
“6120 k1+€11D - a~§~clshk12+ melzD k1+€11D ) -czchk1£ +
k k.
1 i
€ <.
4 2 2 10 ) 4 2 2 10
+<~€12D k2+gllD “~w§v>c3shk22+< alZD k3+€11D - Tj«)c4chk22 +
k k
2 2
c . BI. e I ¢ T
771
-2t 8L =0 ce.. (3.128)
AD A D A-D
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Da (3.124) com (3.112)

[

€
4 2 2 13 4 2 2 13
( €15D kl+&14D - ~7~>clshkl%+< EISD kl+€l4D ) )chhklﬁ +
k k -
1 1
€ €
4 2 2 13 4 2 2 13
+< EISD k2+814D - T>C3Shkzﬂz+ ("EISD k2+€14D - T')Cthkzﬁz +
k k
g 2 2
c BT c I c. T
L5 2,02 T2 ... (3.129)
AD AlD A2D

Da (3.125) com (3.109) e (3.110)

£ +€
4

4 3 2 7
[(a6+89)n kl (85+€8)D ko * }czshklﬂ +

k

1
£ +€
a3 n2 4777
[(L6+&9)D kl (€5+28)D k1+ - ’}ClChklg +
k
1
X £ +€_ 4
_ 4. 3 L2 & 77 0
(€6+€9)D kz (€5+€8)D Ko+ cqshkzw +
L k E
2
r €, 4€_ ]
) 4.3 L 2. T4 7
&(t6+€9)D kz (aS%c8)D kzv — —»wcgcbkzﬁ +
k.,
BT
+ C. (D +— ) = F ceew (3.130)
2 AD

I11.12, CONDIQ@ES DE CONTORNO RELATIVAS A BASE

Para a base, seriam interessantes algumas situa-
coes como engastamento perfeito, bases elasticas independen

tes e bases elasticas acopladas por uma viga de rigidez. Ma
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tematicamente seria possivel obter qualquer das tres situa-

coes a partir da ultima, esquematizada na fig. 3.4.

/—\\\WM "’“\\—‘-”
Z — -
¢ EL, A
x| ] l |
775 v IRV NNy
J $ T S2 2
T T R . L8 . Y
D

pmede@ parede

F16.3.4 - SAPATAS UNIDAS POR VIGA DE RIGIDEZ

a) Deslocamentos possiveis das fundagoes das duas

paredes, seccionando o centro da viga de rvigidez.

Constam da fig. 3.5.

SN

|

I
4,72 o/2 | a/2  daf2,
? 7 N4

FIG 3.5~ DESLOCAMENTOS POSSIVEIS DAS FUNDACOES.

Pary WiEw
, ENTA -
o4 5%?? ESTRUT
M6ENHap o ng £ gj%é
¥ @ggg,%
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b) Condicoes de equilibrio das fundagoes das duas

paredes.

(N Yo

//”“\\(M,u

=i

s @,

Vr‘dl H

N S —

{d,+a) /2

e

parede <I>

FIG 3.6 -~ ESFORGOS

E(Nﬁo

(Ml |

(dy+al)/2

poreda<§>

NAS SAPATAS DE FUNDACAO.

-

As condigoes de equilibrio das fundagoes das

duas

paredes, esquecendo, por motivos obvios, o equilibrio de for

¢as horizontais,

- N 4 ”‘i’ . i =
_ d1+a -
s.¢, * M = ———
171 5
£p0, = Q- (Ny) =
. d2+a N
T L
272 5

¢) Deslocamentos das fundagoes na linha

dos linteis.

sao, da fig.

3.6:
(3.131)
<M1>O = 0 (3.132)
(3.133)
(MZ)O = 0 (3.134)
media
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dl+a _ 33 ca M a2
m1='1~¢1 ¢ ( — * m_)+ — .. (3.135)
2 24E1 2GA 8E1
2
= a = a
61 e d)l + Q ,——‘_. - M ____; e & b 8 (3:136)
- 8ET 28T
d.+a a3 ca az
w,=8,+0, 4W+5( +'“—“:)+ﬁ _ (3.137)
o - 2 24ET 2GA SEI
2
. a . a
{‘)2 = (bq"" Q - + M —— e e v (3.138)
“ SET 2ET

d) Condicoes de compatibilidade de deslocamentos
W, =W case (3.139)
¢, =9 cae. (3.140)

Fazendo:

_ a ca

@l = Ea( - + ,_,_,...:> s s o (3»141)

’ \ 24ET 2GA

— a

Y4 = w ﬁ( w:_) . (3.142)
2ET

Da (3.139) com (3.135), (3.137) e (3.141)

dl+a d2+a - 2@1
61v62»¢1 B ¢7 e Qe = O (3.143)
: 2 - 2 Fa

Da (3.140) com (3.136), (3.138) e (3.142)

254
~ - M = : L)
@1 b, M 3 v cees (3.144)

=
o
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Da (3.144)
. Ea3
W= () -0y

4
Da (3.143)
_ Ea dl+a
Q== (51"52”¢1

2@1 2

Eliminando 6 e M devem resultar, da (3.131)

(3.134), quatro condigaes de contorno.

ou,

conm

Da (3.131) com (3.146)

Ea Ea

Eal(d +z
d(]‘d)

Faf{d.+a)

- 2

S |t + —— =6 =
1( Loog ) 295 L

1 1

Somando a (3.131)

ry byt oryby TN g7

Somando a (3.132)

s fi»l Tos,0, - DQ

(3.146):

4@1

(Ml)o

2 4y

com a (3.133)
(N =0

com a (3.134)

. (MZ)O = O

(3.145)

(3.146)

~(N00 =0

(3.147)

(3.148)

EabD

e

2@1

(3.1489)
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Fazendo (d2+a).(3.132)~(dl+a),(3.134)

sl(d2+a)¢l~sz(dl+a)®2 +2DM - (d2+a) (Ml)0 +

+ (dl+a) (MZ)O = {
ou,com a (3.145)
EaBD ' Ea™D
¢1[sl(d2+a) + = }—¢2 [sz(dl+a) + - ] +
4 4
(d2+a)(M1)O+ (dl+a) (MZ)O = ( ceo. (3.150)
Da (3.147) com (3.107)
Ea Ea Ea(dl+a) Ea(d2+a)
§ 11, + e |=§ e mh, L Nl
Wi, 295 L3 4o
@1 %1 1 1
€ S
1 ( 1 > .
e, D= —}| ¢, = {€,D — c,-c. = 0 .... (3.151)
( 2 Dk2> 2 \ 2 Dkz 476
1 2
Da (3.148) com (3.107) e (3.108)
r 6. + v.8, — ¢, - ¢, =0 cees (3.152)

Da (3.149) com (3.111) e (3.112)

EaD(d, +a Eab(d,+a) EaD EaD
g, + L +d s «rwwmmiimm~~ §. e +8, ——— +
1 2 2 1

1 e = 9 T
0y éul 2@1 Zul
1
42 2
ol e O T R PR G R EY ;2‘}C2 ¥
1
- - {c +¢ IS T (e —_— S R
(blz ng)D k2+ (v11+£14)D (alo+€13) 2} ¢~ Cq +
L k A.D
2 1
T
+(ﬁ i = () ... (3.153)
A.D
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Da (3.150) com (3.111), (3.112) e tambem a (3.46)

Ea D Ea’D
[Sl<d2+a> + } ¢l - {sz(dl+a) + _sz—]¢2 +

o O
4 Y
- 1> €
, a2 2 F13 ) b2 2 Fip
+ (dl+a)< &IBD kl+g14D ~Z-) (d2+a)( EIZD kl+L11D -§>]c2+
L k k
1 1
r 4 2 2 f13 4 2 2 %10
+ (dl+a)(—€15D k2+614D - ~§->~ (d2+a)<~€lZD k2+€11D - c4+
k k
2 2
Ir Ir
+ Cq Zw - <y ;i- = 0 ceo. (3.154)
1 2

Seja a associacao esquematizada mna fig. 3.7, onde se
pretende variar alguns pardmetros que aparentemente poderiam in
fluir no comportamento do conjunto,

Para a estrutura basica da fig. 3.7 foram analisadas

as seguintes situacoes:
a) Com a altura dos linteis igual a 3dm , e a largura

2

da sapata 2 igual a 8dm, variou-cse c¢ fazendo-o assumir valores:
1: 10; 100 e 1000, em tf/dm”.

Alguns dos resultados obtidos constam da fig. 3.8.

3 .
b) Com c¢ = 10tf/dm” e a largura da sapata 2 igual a
8dm variou-se a altura dos lintéeis fazendo~a assumir valores:

2: 4 ¢ 8dm

H

0s resultados constam da fig. 3.9.

; 3 e .
c) Com C? = 10tf/dm™ e a altura dos linteis de 3dm
variou~se a largura da sapata 2 fazendo—-a assumiy valores: 83
16; 24 e 32dm

Os resultados constam da fig. 3.10.
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T

T
50 40 30 A [N

M{tfdm)

hz/p

1000~ o0
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FIG. 3.8 - EXEMPLO 4 - VARIAGAO

COM C¢
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b z/4 J z/L

.0 1.0

2+) | .4

N
[+ N N1

2,
M,
T 1 1 1 ¥
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M tfdm)
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FIG 3.9 — EXEMPLO 4 — VARIACAO DA ALTURA DOS LINTEIS.
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TIT.14. CONCLUSOES PARCIAIS

0 problema proposto foi resolvido sem qualquer res
tricao em termos de dependéncia de esforgos, ainda que pos-
sa ter ficado um ponto de duvida quanto as hipoteses adota-
das em ITI.5, ao se desprezar a distorcao dos "nos'" de in-
tersecao entre os linteis e as paredes verticais, duvida es-
sa que se reflete nao na possibilidade de solugao do proble-
ma mas na real contribuicdo dos lintéis na conexao das duas
paredes.

De qualquer forma, os resultados ja obtidos podem
ter um interesse academico maior talvez que um possivel in-
teresse pratico, ja que as pertubagoes decorrentes do engas-
tamento nao rigido sao muito grandes, ainda que limitadas
aos primeiros andares e nao se estendendo a alturas malores
que duas ou tres vezes 4 dimensao maior da secao transversal
do pilar; com esses esforgos muito grandes seria talvez in-
teregssante  computar outros efeitos simultaneamente, considg
vando a deformabilidade axial dos lintéis (com eventual "co-
laboracao" das lajes) e também a flexao local dos pilares,
dentro de cada andar.

Acredita~-se que um desenvolvimento posterior des-
se trabalho deva incluir necessariamente algum tipo de expe-
rimentacao, ou em modelos fisicos ou em modelos matematicos

mais gerais utilizando elementos finitos, para tentar defi-

nir a importancia de cada um desses efeitos em problemas
reais.

De qualquer forma acredita-se ter deixado clara pe
1o menos a viabilidade de tratar um problema que parece se-
rio e que tem sido esquecido ou contornado pelos autores que
tratam desse tipo de associacao estrutural.

A guisa de uma pequena contribuigao adicional para
uma melhoria posterior do trabalho especifico de levar em
conta a deformabilidade por cortante, procura-se apresentar
no item seguinte um resumo da formulacao do mesmo problema
aqui tratado, levando em conta a possibilidade de distorgao

dos "nos" de intersecao dos linteis com as paredes.
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by

I1T.15., CONSIDERAQ6ES ADICIONAIS QUANTO A FORMULAQKO

a) Introdugao

Caso fosse levada em conta a distorgao dos 'nos"
de intersecao dos lintéis com as paredes as expressoes (3.8),
(3.11), (3.15) e (3.16) teriam, cada uma delas, um termo
adicional, ficando as condigoes de compatibilidade (3.20),

(3.21) e (3.22) do item IIL.6 com a forma.

z ch Z Ml
¥ b z+ e dz o+ ( e dz) dz =
Z 1 0 GAl 0\ O EIl

z
0 EAl 2 2 L 1
ql a z N2 d _+a
t = g + ——m = & +J/ —Z dz + — @2 +
E Ea ‘ 0 EA, 2
d,+a [z M a CQ, o o,
5 .
BN —— /h 2 dz + — AN w£q+ wi mo... (3.156)
2 40 EIZ 2 GA? B Ea

Z Ml CQ1 o o
¥z+¢l+jf ——— d izt e = g - m =
0 ET GA Ea Fa
1 1
z M cqQ o o
= ¢?ﬁ/~ 2 dz + 2 . wiq + mﬁ?‘m cee. (3.157)
- 0 EIZ GA2 Fa Fa~

As alteracoes introduzidas implicariam em mudan-

cas muitas vezes significativas na formulacao posterior, va
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lendo a pena ressaltar alguns pontos,

b) Obtencao de equacoes diferenciais com uma uni-

ca variavel.

F interessante observar que, agora, derivando uma

vez a (3.155) tem-se com a (3.157):
m = 0 ... (3.158)

i.é.,0ponto medio dos linteis tem sempre momento fletor nu-
lo.

De qualquer forma ter~se-ia um sistema de 9 equa-
gSes diferenciais (3.1) a (3.6) e (3.155) a (3.157) com 9
fungSes incognitas Ml’ Nli Ql’ MZ’ NZ’ sz m, N, q.

Em combinagoes sucessivas dessas equagoues ou de

. - - B
suas derivadas, e possivel chegar facilmente a duas expres-
soes independentes em n, q e suas derivadas, expressoes es-

sas que sao:

D2 1 1 1 1 1 1 c
U [P ETR TN | N Y N 7 R | R
) {EQ“I I +<E11 ' ET >(‘PA ' FA Hn HEA ’ EA X(‘A '
172 | 2 e A A |
C ) C {(dzﬂa) (d2+23) d1<d1+a) ]
+ + + +
GA2 GA1 Eiz EII
c [ (dl+a)(dl+ga) dz(d +a) l} L
+ + n +
GA2 Ell EIQ
4oy d. +a d.+a
+ ! ( 2 1 > gt =0 .. (3.159)
E Elz EIl
e
d. +a d, +a c c
S R R R
EIZ hll GAL GAZ
1 1
+2< + w«»‘)n = 0 e (3.160)
EI1 EIQ!



1 1h-

Observe-se que os coeficientes de q''' e qf emn
(3.159) e (3.160) sao proporcionais entre si e diretamente
proporcionais ao coeficiente r definido pela (3.46),

Se r = 0 resultam da (3.159) e (3.160) duas equa-
coes diferenciais lineares homogeéneas em n cujas solucoes s3ao
identicas.Com a solugao para n, retornando, recair-se-ia nou
tra equacao diferencial linear, agora nao homogénea em q.
Com n e q seria possivel determinar os esforcos internos res
tantes.

Se r # 0 & possivel combinar a equacao (3.159)
com a (3,160), derivada duas vezes,obtendo uma equagao dife-

rencial linear homogenea em n:

8oy ¢ c . 1 1 c C
o ) e e
E \GA CA, EA EA.1\GA GA

- > 3 . hY ~ 1+ A
. c g(d2+a)(d2+4a) . dl(dl+a, § c (d1+a)(d1 2a) i
L : ~ ;
GA1 EIZ EII GAZ hIl
d,.(d,+a) 80, 1 1 D2
2 2 }+ l‘( + )1&'4 4{ 5 +
hIz I EIl E[Z J E 1112
1 1 1 1
+< + >( + >}112 0 ... (3.1610)
EII EIZ EAl RAZ

. /
n - Xl n" o+ R; n =0 c... (3.162)
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com

1 1 c c c (d.+a) (d.+2a)
= =) ) e P
EAl EA2 GAl GA2 GAl EIZ
dl(d1+a)] c {(d1+a)(dl+2a) dz(d2+a)} 8a1< 1 1 )}///
+ + + + +
hIl GA2 Ell EIZ B EIl EIZ

/ 2
S 12 L.z L (3.164)
8@1 c c
B GA1 GAZ

¢) Solucao da equagao diferencial
. ~n - ks -
Para esse caso de r # 0, o polinomio caracteristl

co da equagao diferencial (3.162) e:

A
A2 .2 L% 2o . (3.165)

As quatro solugoes desse polinomio caracteristico

gseriam dadas por

Aoy / —
P /R AR .. (3.166)

com

‘qu
)\zz,< ~~~~~ \ ce.. (3.1673
A, !
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0 valor de ) para associagoes usuais de paredes
unidas por linteis & consideravelmente menor que a unidade,
ainda que nao tenha sido possivel demonstrar que isso deva
ocorrer sempre; em principio, entao, as ralzes X poderiam
ser reais ou complexas, diferentes ou iguais, o que poderia
implicar na necessidade de considerar diversas possibilidades
para as fungges soluggo da (3.165).

Para o caso mais frequente, de A < 1 as raizes
X seriam sempre reais, simétricas duas a duas e a fungao so

lucao poderia ser posta como:

n=clshklz + CZChklz + CBShkzz + CAChkzz (3.168)

com

A e
W L RS
K, = u5:V4i*VT A .. (3.169)

2

Ay I
Kk VAR .. (3.169)
2

d) Relacionamento de todas as fungoes do proble-

i

[ae]

ma com h.

Tendo a solucao para n dada pela equacgao(3.168),
no caso valida so para A < l,e possivel obter todos os esfor
¢os internos, voltando as equacoes que deram origem a (3.161).

Assim e possivel obter:

q = clﬁlchklz + czelshklz + c3€2chkzz +

+ ¢,e,shk. z + ¢ ‘ vl (3.170)



M

il

il

—01635

-c,E,¢

b4

€153

hklz

hkzz

shk.,z +

1

£,chk,z +

44

c. £
15

476

ClﬂloS

+ Cégl

T Es

—-C, &
4716

2

shklz +

chk .z

2

hklz

1Chk2

chk. z

shk.,z
2

- C

)

ES C

Z .

Com esses esforcos

8 -
9 3Lhklz

chk =z
1

65

€ hk
Cll

c.e., .42

internos

bem o deslocamento horizontal u.

c3 4shk2 +

(3.171)

£
+ c3 Qshkzz +

(3.172)

E ~
+ 63 65hk22 +

6668 - c789 (3.173)
Zz + C3€118hk22 +
T A N A P
(3.174)
12 - 3 16<hk Z 4
(3.175)
Z - C3€19Chk22 +
(3.176)

- -
e possivel obter tam
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€ s € cE
U=c1( 5 > - 1> )shklz + c2< 25 - 1 ) ChklZ +
klEI kchl klEll k1GA1
86 ce € cE .
+c3< 5 - 16 )shkzz + c4< 5 6 - 16 > chkzz +
kZEll kZGA1 szll kZGAl
e € € C
~cq 7 z3+ <C6 w_ém -y «_2~.>z2+ <¢l + cg 17 +
GEI1 ZEll ’ZEIl GA.1
—-C E - - ...f.g__._ 7z o+ C ‘ E‘l > ES +
Ly gt 3 pt A ea,  Kml
1771 2771 1771 1
ce £
\ Ca( 16 _ ; 6 ) (3.177)
kZGAl k2h11

Os coeficientes €, sao funcgoes das caracteristi
cas elasticas e geometricas da associagao e nao valeria a

pena reproduzi-los aqui.
e) Introducao dos deslocamentos dos apoios

Voltando as condigoes de compatibilidade(3.155)
a (3.157), que devem valer para qualquer z, com o0s resulta-

dos obtidos para os esforgos internos no item anterior, e
possivel obter duas relacgoes independentes entre as constan

tes ¢, ac, e os deslocamentos 61, 623 ¢1 e ¢2 dos apoios.

Para valer a (3.155) para qualquer z

C C
Oy “hy Q) m e (Q) g = 0. (3.178)

bAl GA2

™

Para valer a (3.156) para qualquer
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6,70, = b, - b, = e— Q)
1 2 2 1 2 2 2GA1 170
ac 2o
- (Q.) + (qy =0 v (3.179)
2GA 270 o
2
A condicao de compatibilidade (3.157) levando

em conta a (3.158) & consequéncia direta da equagao (3.155).
f) Condigoes de contorno

Para determinar as, agora, L1 incognitas, ¢, @
o ¢13 ¢2, 61 e 52 dispoe-se, alem das duas condigoes (3.178)
e (3.179), de cinco condigaes relativas ao topo da associa-
cao e quatro relativas a base.

As condicoes de contorno relativas ao topo, pa-

ra o caso previsto na fig. 3.1 seriam.

Para z = & = Nl = ( L.l (3.180)
Para z = & > N2 = 0 cee. (3.181)
para z = L > M, = 0 ce.e (3.182)
Para z = ¢ M, = 0 cee. (3.183)
Para z = L = Qi tQ, = F cee. (3.184)
As quatro condigoes de contorno relativas as

bases ou poderiam corresponder a valores impostos para @1,
¢2, 6] e 62 ou, prevendo engastamentos elasticos, as condi-
coes das quatro equagoes (3.147) a (3.150).

Infelizmente nao foram obtidos ainda resultados

correspondentes a essa analise.



CAPITULO 1V

NUCLEO BI-SIMETRICO SUBMETIDO A TORQKO

Este problema de associagao de paredes foi apre

sentado por COULL, que o resolveu levando em conta s0 a de-
formagao por flexao; entre outros pequenos enganos que come
teu na formulagao o essencial foi ter ignorado a incompati-
bilidade das equagoes que ele proprio formulara para levar
em conta o engastamento elastico das bases. MANCINL retomou
o problema, corrigindo as falhas iniciais, procurando expli
cagges fisicas para as pertubagges de base e procurando in-
ventar correcoes '"a sentimento'" para os esforgos internos
nas bases. Posteriormente COSTA desenvolveu sua dissertagao
de mestrado tratando o mesmo problema com o auxilio da teo-

1t

ria de VLASOV , introduzindo o bimomento' como esforgo

interno no conjunto, mas ainda nao conseguindo uma solucgao
convincente, ficando ainda condicionada essa solugao a in-

11

trodugao de "troca de forgas' entre os elementos do nucleo,

"a sentimento". E pos-

troca de forcas essa definida também
sivel mostrar que, com a introduggo das deformacoes devidas
a esforgo cortante nas condi¢oes de compatibilidade, che~-
ga=-se a uma solucao definida, respeitando todas as condi-

coes do problema e dando, se mao a solugao real para as per
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turbacoes, pelo menos uma solugao matematica coerente para
o tratamento do engastamento elastico e da imposicao de re-

calques.

Iv.2, DEFINIQEO DA ESTRUTURA A SER ANALISADA

Essa definigao consta da fig. 4.1, (b)

/ /Al iA s

N

par. (D

P L
Sy

{a) (b)

FIG. 4.1- NUCLEO BI- SIMETRICO
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1V.3. CONDICOES DE EQUILIBRIO

Levando em conta a dupla simetria do nucleo,a ané
lise poderia se restringir a associagao das paredes 1 e 2
da fig. 4.2, onde se associou a parede 2 a metade dos 1in-
teis.

Os esforcos internos e de interagao entre as pare

des constam tambeém da fig. 4.2.

N, + dN,
M, + dM, M+ dM,
p /I Q) e, 52 7N Q,+da,
- m—aw N e—— —
EE | ! = i ——
q 3 b T q, | —
- oo e 4 a4z
Pi i ! - 4 )
[t é } [ % m—
B e Q‘ e el 1
\\v/ﬁx \\Nngz a |
N &
B/2 | B/2 a/2 %/2 a/z2

- o

pcred@(i) parede(ED

F16.4.2 - ESFORCOS INTERNOS E DE INTERAGAO

0
1
o]

As condicoes de equil{brio para a parede 1
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ou entao

Q) = -py R O

|- =
My Bql Ql R €

As condicoes de equilibrio para a parede 2, analo

gamente, sao:

tt
e}

dQ? + pzdz
dM, + dez "9y dz — = q?dz - (d+a) = 0

dN, -+ qzdz - qldz = (

ou entao

Q, = - P, ceee (4.3)
Ny =gy 7 oq, (4.4)
. d L
= . — L’L
M2 ; qyq - (d+a) q, Q2 cees (4.5)

TV.4, CONDICOES DE EQUILIBRIO HORIZONTAL DO "CONTINUO - LA-
JES"

F1G. 4.3 - ESFOREOS ATUANTES NO "CONTINUO - LAJES"
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Da fig. 4.3 tem—-se:
dT - pldz D - 2 Py dzB = 0

ou entéo

it

ot ’ )
T p1D+2p2B ce.. (4.6)

Se T e constante

Py D+ 2 B Py = 0 ceee (A.7)

IV.5. DESLOCAMENTOS COMPATTVEILIS NAS FUNDAQ@ES

E - . ~
0Os deslocamentos possiveis das fundagoes constam

da fig. 4.4

I

T ]

S S~ U A ¥ 4 TL B
TN %
@/

B2 [ B/2 |

-
B L

pcreée(i)

FI1G. 4.4 - DESLOCAMENTOS POSSIVEIS DAS FUNDAGGES.
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IV.6. DESLOCAMENTOS DAS PAREDES NAS LINHAS DE INTERSEQKO

No calculo dos deslocamentos das paredes nas 1i-
nhas de intersecao nao foram computados, como nao o foram
no capitulo III, os deslocamentos acarretados pela distor~-
cao dos "nds" de intersegao dos linteis com a parede anexa,
o que implicaria na introdugao de termos adicionais as e-
quacgoes (4.10).

Os deslocamentos horizontais das duas paredes, na

cota z serao

Z CQ] zZ zZ Ml
ul= ¢)lz+ [ 2 ( s dz) dz .... (4;8)
0 GA 0\ O ETI

1 1
z CQ2 z z MZ
u,= ¢zz+“[ - »-dz+~/'(/- e dz) dz ... (4.9)
‘ 0 GAZ 0 0 212

0 deslocamento vertical no centro dos linteis de-

vido a deformagao da parede 2, sera, na cota 2

B D z NZ 1 P MZ
w, ==h, — ~d, — + —Z dz~ —(d+a) S dz (4.10)
2p 1 2 . . )
0 EA 2 0 ET.

2 2
2 2
0 deslocamento vertical no centro dos iinteis de~

vido a deformacao dos mesmos, sera, na cota z.

3

hac ha \
W =1 - + q.
2% <2Gs sapil 2
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Com
3
hac ha
B_;E( . _f_ﬂ) cee. (4.11)
2Gs 24F 4
tem—-se, entao
B
£ p {/
WZQ - q, ’ e (4.12)

0s deslocamentos verticais de cada uma das parve-

des, na linha de intersecao e na cota z, sao

B B~/z Ml
W =2 ““\’j), — dz P (4,.13)
ld Ly 2o wr
1
B d Z M? z N?
w, = _¢l — - it 7 e d oz ce.. (4014
- 2 2J0 EI, 0 EA,

1v.7. CONDIQKO DE COMPATIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS HORIZON-

TAIS DAS 2 PAREDES

2 2
V¥ - 0= u, - = u, —
Z 1 D 2 B
ou
¥z uy B = Uy D cee. (4.15)

IV.8. CONDIQKO DE COMPATIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS VERTIL-

CATS NO CENTRO DOS LINTEIS

: > W o = cee. (401
Yz Yo Yoo 0 (4,16)
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IV.9. CONDIGCAO DE COMPATIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS  VERTI-
CALIS NA JUNGAO DAS DUAS PAREDES

“¥ =
Yz wld w2e

Iv.10. OBTENQKO DE UMA EQUAQKO DIFERENCIAL COM UMA SO VARIA
VEL

Da (4.15) com (4.8) e (4.9)

z ch Z,(z Ml
Yz B¢IZ+B“/ Adz+B-/ ( »w—»dz> dz =
' 0 GA 0y 0 ET

1 1
z cQ, z, [z MZ '
=D¢22+D —— dz+DJ[ ( »»»»»»» - dz) dz (4.18)
0 GA2 0 0 hlz
Da (4.16) com (4.10) e (4.12)
B D z NZ
Yz mfblw @cbz — S dz 4
2 2 0 EAZ
1 z MZ B
- (d+a)J[ e dz ok 4, = 0 (4.19)
2 0 EIZ B )

Da (4.17) com (&4.13) e (4.14)

B rz M d rz M z N,
Yz - »p/ LI P MJ[ ~2mdz+ [ 2 4z (4.20)

2J0 BT, 2] 0 EI 0 EA,

Derivando a (4.18) quatro vezes

Be B be D

Qo MY = e QY e Y v (4.21)
GA, EL GA, )
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Derivando a (4.19) tres vezes

1 d+a

g
e N s MY 4 = )Tt = 0 (4.22)
. E

R Mll F s Mll G e N” - O (_/4“23)

Visando preparar a eliminacao de Ql e Q,

De (4.1)

T ) (4.24)

Da (4.1) e da (4.2)

[ 1
Ml ﬁql Ql

L — ¥ E ( I
Ml B a4 F Py (4.25)
Da (4.3)

[N 2 1 /
Q2 [ {(4.26)

= . . ¥ K T T
5 4 t q2 + P, (4.27)

L - T ¥ 4.28
N a7 9 ( )



(4.21),

ou

Da (4.7)
2B
p, = - — P
1 D 2

—1 29~

Reorganizando as condigoes

(4.22) e (4.,23)
Da (4.22)

de

32)

Dec
—— P

GA

(A

EAS

1 d+a o
I, N” = R I\’]," — o q| 711
| 2 2 2
EAZ ZEIZ B
Da (4.30) na (4.23)
B d d+a 28
SN VS L ¥ (T — v L
R SRS S F S
Tl "2 2 -
B D 28
e MY MY = q ‘v iy
EIl 1 EL, 2 B 2
Da (4.21) com (4.24) e (4.26)
B D Dc
[ Y £ L ) 15
;EM Ml ET MZ GA PZ '
L 2 2
Somando a (4.31) com a (4.
28 28 Be
oo L B R LA

I
L5 l 3 l

Subtraindo a

2D 28
e MU= gl

2
EL. 2 E

2

1

Be

{(4.32) da

(4.

[l

(4.29)

compatibilidade

(4.30)

(4,315

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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Substituindo Mg da (4.34) na (4.30)

1 d+a EL, 28 Be Dc B
we L 1" wy o 1y
EA Nz 2ET 2D <E q2 GA p1+ GA p2> E qz
2 2 1 2
ou
1 d+a ;Dc Be , d+ay B
— N = ( pn__ pn>_( _ 3 ) . qlll
1
EA 2 4 D \GA 2 GA ‘ 2D E 2
2 2
ou ainda
1 d+a ; Dc Be D+d B
Lg = ~w-( e pgw —— p{) — qg' e (4.35)
EA2 4 D GA2 GA1 2D E
Eliminando p, nas condicoes de compatibilidade
(4.33), (4.34) e (4.35)
Da (4.29)
2B ;
pl R p7 s e w s (‘+n36)
p 2
Da (4.33) com (4.36)
. 2
2B 2B 287 ¢ De
1% . it ot i1 it
S—— T (DAL AR — P ce.. (&.37)
1 2 2 . 2
EIl E DGAl GAz
Da (4.34) com (4.36)
2
2D 28 2B ¢ Dc
e MU = g T e p o+ ! cee. (4.38)
; i 2 2 2
EIZ E DCAL GA2
Da (4.35) com (4.36)
, 2
4D Dc 2B ¢ B
NmM4N§$ (d+a)( p;+ p:>m2(D+d) — qgv (4.39)
EA GA - DGA, -~ B

2 2 1



ou ainda

ou ainda

ou ainda

Fazendo
ED ZBZC Dc
comae e
2 DGAI GAZ
Da (4.37) com (4.40)
2B 28 20
] MY = ql’!l__ o pu
ET 1 E 2 ED 2
1
noo - [T R 1
BDMY BDIqu al, py
Da (4.38) com (4.40)
2D 28 20
,M”:mq'?‘+ o pu
5 )
EL - E 2 ED 2
2
D?.Mn P BDI qvvv+ o1 T
2 299 2P
Da (4.39) com (4.40)
4D 20 B
(- . . - 1
wmvaz— (D-d) — pg 2(b+d) — g
EA ED £
2
20N = a(D-d)A.p" ~ BD(D+d)A.q
2 252 2
Fazendo
d
r - p——
D
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(4

L40)

(4.41)

LN A |

2

LER AR

2

Fa
]
~

(4.43)

cees (4.44)



tem—-se

ou

(4.49)

e

-1 32~

f =
2
A2 12
I2 r D2
11 f BZ
12 r2 D2
Da (4.41) com (4.46)
2
f B- f B2
BDM" = BD — —s I, qf''- O — —5 I,p"
2 2
1 . Dz 2 2 r2 Dz 250
rzDBM" - BEBDI, qr'' + afBI.pl = O
1 : 249 L)
Da (4.42)
2 511 T LI A1 T 2 -
D MZ - BDizqﬁ - uizpz =
Da (4.43) com (4.46), (4.47)
9 12 2 1
N = - . T 1 ™~
2D N oD(1l-1) 575 1,5 BDT(1+1)
r D r
PEpPNn- 6a(1-t)T,pY + 6BD(1+r)T,ql' =
o7 DB 2P9 2%

Aleém das condigoes de
(4.50) tem~—se:

PDa (4.1) com (4.36)

compatibilidade

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

0 (4.50)

(4.48)

(4.51)



(4.49),

(4.,50),
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Da (4.25) com (4.36)
2B
[ -
M1 B 4 P,y e, (4.52)
D
Da (4.3)
' = ——
Q) = = p, (4.53)
Da (4.27) com (4.45)
rD D{(l-1)
e 7 . f B
MZ q; * a5 * P, e (4.54)
2 2
Da (4.4)
LI - 4 5
N2 dq q, cee. (4.55)

Tem-se portanto um sistema de 6 equacoes, (4.48),

(4.52), (4.54) e (4.55) com 6 incognitas,

Mlﬁ MZ’ Nza qis QZ e pz‘

ou

Da (4.52)

na (4.48) para eliminar M]

20 2.2 i
T Bqu{~2r BD pzﬁﬁtBDIqu‘?+af312pg =

2

r DSqi"BfDI

2

9'*21?2sz +of I " = 0 cee. (4.56)

7 N
299 2 2P2

Da (4.54) na (4.49) para eliminar M2

D D3(l~r)

AR AN |

2

2
Ty - - noo
q2+D P,y BDLZq alzpz 0

2
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ou

U=0 . (4.57)

. 2
rD3qi+D3(l~r)qé"2BD12q;"+2D p2~2a12p2

Da (4.55) na (4.50) para eliminar N2

rZDqu~r2D3qé+6BD(l+r)Izq"‘~6a(1—r)12p3=0 (4.58)

Visando eliminar qi:

Fazendo (4.58) - (4.56)

2.3 2.2
'R ¥
BDIZ (f+ 6+ 671) 4 r D 4, + 2r° D P, +
~aI? (f + 6 - 61v) p§ = 0 vees (4.59)

Fazendo v. (4.57)~ (4.56)

3., 1 - Vit o2
rb (1 r)q2+ BDIZ (£f-21) q; +2D v (1+v) P, *
- aIZ (f+21) pg = 0 veos (4.60)
Para isolar qé? fazendo (£+6+61r). (4.60) - (f£-2v),

L4.59) tem~se:
;3i o I »SNNy B R f)nz {& (£ A
D A [(L+6+or) (l~r)+(£wL1)L] +21D pZ[\i+6+6r)(1+r)~ﬁf~2r)r]+

+0t Igpg [(f+6*6r)(f~2r)« (f+6+61) (f+2r)] = 0

(6+f«8r2)rD3q;+(6+f+12r+8r2)r2D2p2m8r(3+2f)@I2p; = 0



ou ainda

ou

au

~-135-

D3(6+f—8r2)q§+2D2(6+f+12r+8r2)p2*831?(3+2f)p350 (4.61)
Para isolar qé", fazendo (1-t)(4.59)+r(4.60)

BDI2 [(l“r)(f+6+6r)+r (f«Zr)] qé"+2r2D2 (1—r+l+r) p, *

- QIZ [(l“r)(f+6—6r)+ T (f+2r)l pg =0

BDL, x(6+£-8r ) g} '+ 4270 %p, =01 (6+E-12r48r ) p=0  (4.62)
Dervrivando 2 vezes a (4.61)

D3(6+£~8r2)q£"+ 2D2(6+f+12r+8r2) pg

- 8oL, (3+2f) p;v =0 cee. (4.63)

Fazendo DZ,(4Q62)mBIQr.(4,63)e1iminamse qé‘*
2 Y 2 y

8&812r(3+2f)p§]~17D [ d(6+f~12r+8r2)+62r (6+f+12r+8r2)}pg+
2 ¢

+ érzD*p, = 0

2
2 . 2 o 2
D7 a(6+f-12v+8r7) + B2r(6+f+12v+8r7)

Py o py,
“ 1. 8aB r(3 + 2£) 2

by e py = 0 e (4.64)
12 266 (3+21)
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Fazendo

@2(6+af—12r+8r2)+2r6 (6+f+12r+8r2)

. (4.65)
o [8r £ (1a) + 24166 (1-00) ]
2
2 by
Ay = oo (4.66)
o, B8 T £ (1ra) +241-6F (1-a)]
A (4.62) com (4.63) e (4.64) fica:
2 LA
i D D
v _ 2 \ 2 - .
Py ;w Al ph + ;7 Az Py 0 eeaa (4.67)
2 2
Iv.11. SOLUGKO DA EQUAQRO DIFERENCIAL EM P,y
A equacao caracteristica da (4.67) e
2 4
S I T
X - Al X+ %2 = 0 caee (4.68)
12 IZ
As raizes da (4.68) sao
A
S %
Xo= - (lm - wmi ) (4.69)
212 Al
Fazendo
o
}\:WZ‘_W cee. (4.70)
A
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Da (4.69), com (4.70) saem as & raizes

. Dkl N '
X, = o= /= 1- 1 - A ceee (471
V212
Essas raizes ou sao todas reais ou todas comple

xas, dependendo do valor de A
£ possivel mostrar que O < X < 1 e consequente-

mente as raizes sao todas reais.

Fazendo
8
£ = ~ (4.72)
o
Da (4.70) com (4.66)
2
4y 64@“82r2 (3+2f)2
A= ) 3 )
20B(3+2£) [ o(6+E-12r+85") +B2r (6+£+12r+81")]
ou
3
12808 ¢~ (3+2f)
}\.’::
. p) T 7.7
[u(6+i~12r+8r Y+B2r (64F+12r+87 )]
ou ainda, com (4,72)
128& - (3+2£)
)= ; . (4.73)

[(6+f~12r+8r2)+2€r (6+f+12r+8r2)]2

0 valor de X & sempre menor que a unidade, inde-
pendente dos valores de v, f e £. Isso, por exemplo, pode
ser constatado minimizando A em relagao a £. Pode-se escre-

ver A na forma.

A= R cene (4.74)



com

ou

a; =
2
a, = 6 + f - 12r + 2t
2
a, = 2r (6 + f + 12r + 8rx")
Da (4.74) derivando em relaggo
‘ a . E(a_+ E)_2~ (a,+a i)wz~2 E(a.+a &)
C %1527 B B A B A B
d¢
a 2a.f
e L 2 ]
(a2+a3é) (a2+83€)J
dA ) al(az - 336)
3
d& (az+a3€)

A expressao (4.78) se anula para

~138~

. 128 r3 (3+21£)

: 1
ax 1 83 212+a 82 2
aq
fl al o
ax 4 a_a

Y

(4.75)

(4.76)

(4.77)

3

o

(4.78)

(4.79)

(4.80)



(4.80)

ou

ou,ainda
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Esse Améx ndo atinge a unidade; se atingisse, da

——— =1 cev. (4.81)

Com (4.75), (4.76) e (4.77) na (4.81)

3 2 2
32 (3+2f)= (6+f-12r+8r )2r (6+£+12r+8r )

(f+6“12r+8r2)(f+6+12r+8r2)~16r2(3+2f) = 0
2 ?
f2+ (12-16r )f + 36=96r?+64r4 = () .. (4.82)
Da (4.81) ter-se-~ia uma Unica solugao para f.
ce. (4,83)

Para 0< r < 0,5, a suposicao da expressao (4.83)

implica em f negativo sempre. O valor de §,, corresponde de

fato a um maximo ja que, pode-se verificar, a derivada se-

gunda de A relativa a & & sempre negativa nesse ponto.

o
=

t
4

Com isso as raizes x. sao sempre reais e diferen-
IS

8 como consequencia a equagao diferencial homogenea

s e
- - . ~ -
.67) tera uma unica solugao possivel.

Da (4.71) tem-se as quatro raizes reais
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Fazendo

Dkl -
k., & e 1 +1/1 - A cees (6.84)
1 T
212

Dkl —
k= 1 M“Vq - A ceee (4.85)
2 \/?1;

Essa equacao (4.86) pode ser posta como

1 ~ 2 -
o e&lzme klé o eklz+ o klz
Py~ (Cl"c.‘z)( , )+(C1+Cz)< >+
2 2
L ekzz”emkzz (T T ek22+ QWKZZ
+ (C3“ca) e 3 74
2 2
ousﬁntao
= shl o 3 Z + C Z + ¢, cC Z PR .
Py Cl&hilz + chhklz + c3shk2/ LaLhsz (4.87)



TV.12. RELACIONAMENTO DE TODAS AS FUNQ5ES DO PROBLEMA COM Py

(4.40) e

ou

ou

Da (4.36)

pa (4.1) com (4.88)

pzdz + c

Da (4.3)

»\/ézdz +ocy

(4.18) dexyivando duas vezes,

Da {(4.19) derivando uma vez

06D(1"r)M2+12

Dc
_w_m_?z_
GA?

7

H

(4,88)

(4.89)

oo (4.90)

com (4.89), (4.90),

com (4.46)

2
2B ¢ 2
— P U e ey p
DGAl 2 ED 2
(4.91)
(4.,92)



ou
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Da (4.20) derivando uma vez, com (4.46) e (4.47)

— M+

6rDM., + 6fBM

1

rzDZM +
1

2 A
D M2~8D1

2
r D3M +

rD
—— M2 4+ e N, = 0
EI, EA,
, + frBDON, = 0 s (4.93)
Fazendo [rD(4.93)- fB(4.92)]/6
i Vo=
£BDM, - 2£BBI,q) = O v (4.94)
Fazendo [D(4.94)~(4.91)] /2£B
L5 = 01,p, = (4.95)
Fazendo [D(4.94)+ (4.91)] /2
— [
afBizpz fBBDIZqZ 0 veeo (4.96)

1

Fazendo 6(1-r){4.95)+ D(4.92)

2.3 )
D NZ 6u(l“r)12p
Da (4.61) sai
ol 8(3+2f)
gl —= .
20 5% (6eE-8r2)
Fazendo
I, 8(3 + 2f)
HE O o i
D4 6 + fm8r2

D (6+fm8r2)

+ 6BDIZ(l+r)q§:O v (4

1 2(6+f+12r+8r2)

p2(4

L97)

.98)

.99)



ou entao

ou entao

ou entao
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2(6+f+12r+8r2)

6 + f —8r2
Da (4.98) com (4.99) e (4.100)
v
q' = udpl - =~ p
2 2 D 2
De (4.95) com (4.101)
BT v ol
2 2
M, = — (UDP" - — P + -5 P
2 D 2 D 2 DZ 2
11 I,)
M2 = uBIZpZ + 5@ (oo - Vi) P,
Da (4.96)
fRBI ) afBIY
M= ””Mmg‘(UDP” - = py) - Zp
% ! . 5
L rZD 2 D 2 - D3 2
PEBBI, £BT
M, &= e pl —mm (A+VB) p
2 o)
1 rZD 2 D> 2
Da (4.97).
6a(l-~r)I 6RT, (1+1) v
O e Sl el ST
2 73 ) ) HYP Y Py
r D r D D
612 6UBI2(1+r)
Ny= 5 [a(l*r)+v8(1+fﬂpz” A

r D

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)



~14b~

Fazendo
nEBB
€, % 37—
r D
£f B (a+vB)
O
2 r2D
€y = M B
£, = O~ VB
6uUR(Ll + 1)
CS = _.m._,,._z__,.w_.__,_.w
i

Da

Da

Da

P, = clshklz + ¢.chk, z + CBShKZZ +

6 [a (L-r)+vB (l+r) |

5
r

(4.,103) com(4.105) e (4.106)
£11, Py
(4,102) com (4.107) e (4.108)

ped ol i JUNN—
Eqlypy + &y 2

(4.104) com (4.109) e (4.110)

1 L.
= £ ._._,2_ P - __f_% P \
6 D 2 > 2
(4.87)

2 1 4

c ;
, hkzz

(4.

(4.

(4.

(4.

(4

(4

(4.

(4,

(4.

(4.

105)

106)

107)

108

.109)

.110)

111)

112)

113)

114)
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Da (4.114)derivando duas vezes

2 2 2 2
"o . @ 5
Py~ lelshk14 + czklchklz + c3k20hkzz + C4k2Chk2Z (4.115)

Da (4.89) com (4.114)

2Bc 2Bc2 2Bc

Q1= - C chklz + shklz + 3 chkzz +
Dkl Dk1 Dk2
ZBCA
+ - shk.z + ¢ cee. (4.116)
2 5
Dk
2
Da (4.90) com (4.114)
c c c
0= - —& chk,z - —> shk.z - — chk.z +
2 k 1 k 1 k 2
1 L 2
<y
4
- —— shk,z + c. eeoe (4117
2 6
Ky

Da (4.111) com (4.114) e (4.115)
I I
_ S 2\ o
M1 (Cll kl - gy = )Llshklz + < LIZRIWLZ ;f) azuhhlé +

2 b ) L )
( L£7k2 9 w§~>c35hkzz + (allzkz - 82 — cqvhk z
(4.118)

Da (4.112)

2 I Ly
My® (8 3Lk €, "’2‘) Clshklz‘<&3lzk1+% ;Z)CzChklz *

372 37272 742

) 2 b
(5312k2+&4-r><;shk z+&:£ ki+e 57)(@Chk22 (4.119)
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Da (4.113)

I I I L
; 2 - y
+<€ mg_”s hg-k£> c.shk z+(66 ~£——€ ~§-k2>c chk.z

6 5 :
Dj 5y 372 .D3 5 D 2] 472
ceo. (4.120)
Tendo os esforgos internos, ainda em funcao de

seis constantes, e possivel calcular os esforgos de intera-

cao entre as paredes,e a rotacao do conjunto.
Da (4.2), com (4.118) e (4.116)

M Q
N N

q
1 B B

C

mzicshkza+

I c
N e A T A DU I
ql«<bll2k1 € ) k}chk14+<v1[ k-2 — 1

2 .2 B 271 2

bt
PP
e

I c I C

2 2 3 L2 T2 4 ,

R S I ¢ z+| € N SR A shk .2
+(€112k2 CZ D2> . kzchk2z+< 112k2 22 5 ) k hkzz +

2c ZCZ Ze ZCA C.
+ m-~chklz+ ~w-shklz+ = chk_z+ —mé-shRQZ + o
] . ; 4
Dkl Dkl Dkz D&Z B
ou
k 1 2 k I 2
1 . .2 ~ 2 i, . .2 . 2
q’:[“ﬂG;'I k ~ﬁ? »§>+'w-~] ¢, chk z+[--@> Ik, ~¢ WT>+ mec shk. z+
1 B 17271 2 D Dk] 1 1 B 17271 2 DZ Dkl 2 1

k ' I 2 Ik T 2
2 2 2 . 2 2 2
—\E =y e [ e | e el Z | |E T oy A PO
+[ G&112k2—€2 >+ } cgcnkzzr[ (112k2 2 )F ]24 hkzz+
Dk2 B Dkz



ou

ou

e
(%3}

Da (4.4), com

- - v
a T 9 "~ N,

v
q2:q1"<86 3

I T
“(Ef “%’"ef =
D D

Da (4.15) com
2

O = —u
BZ
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(4.120)

372

1
2 2
k ! Pl € s
5 >c, k., chk,zz (z,() 3 <

(&3

(4.121)

“k1<56 %% ¢
~K1<e6 %%-“8
—kz(aé E%-ﬂa
"k2<€6 g%"s

(4.121)
I
- 2 .2
%,5 - k1>czklshklz+
D
I
2 .2
;« kz)cl;kZBhRZA

I
T2 .2 .
E—v kz ﬂcashkzz +

(4.122)
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2 2
(4.123)
Da (4.117)
2z c c : c
. 1 2 ... _3 )
/0 dez ;2— shklz ;—2« chkld k?‘ shkzz +
1 1 2
c c c
- — chk,z + e st —5 v (4.124)
kz kl kz
Da (4.119)
A I c I.c
B AN T AN ~
/U Mzdz>dzm<f;312kln4 2) 5 .shk,lz+(a312kl+t4 M?T>~5’: chklz,
0V 0 D k D/k
1 1
L c i..¢
. 2 2% 73 ) 2\ 74 "
+(5312k2+84 “’2“} -5 Shkzz+kg3L2k2+Cl¥ “7),7 chL,Zz+
D k D /k
2 2
i C. I C
. . 5 . .
- [<g312k'§’+gé IEANE + (gBIZk;ﬁLgZ mém)_:i Z +
- D }k Nk,
1 Z
. I C 1 c
L2 2 2 2 2 4
o 1 vacremson e T~ ~ PR J——
(5312(14'% 2) ) (%Izkz‘“% 2) )
D k 3] k
1 2
(4.125)
Da (4£.123) com (4.124) e (4.125)
2 1 Iy CqC 1 I
2 2 1 . 2 2
= — {[w——-<€ I k. +¢ »«—~)~ .‘M} —5 shk z+[_~m(€, T k7+e, — )+
i 37271 T4 2 2 1 A 37271 4 2
B hlz D GA2 kl Elz D
c C v 1 I C c
2 N 2 2 3 )
)t e b ) o o
SV 2 27 %2
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EIZ kl D k?.
c c c 1 I ¢
F e ———2‘—+-Zi~~—~«—-61k_‘+€-~£--%- +
kz k2 EI 372714 D2 k2
Oy Tl Ph 1
I c
cul 2 4 4.126
+(€3[2k2Tt4 ~7> ~7]} oo s e (4.7 )
D kz

IV.13. INTRODUGAO DAS ROTAGOES DOS APOTOS

Da (4.18)

z1B¢ Dc
¥ (B¢, ~ Do)z + (~~m~ Q. - Qf) dz  +
z L 2 olga. ' ca. 2
1 9
z. 1z B D
+ ( <~mm M - —— M?> dz)dz =0 ... (4.127)
Mo \ et L. °

1 2

Da (4.18) derivada duas vezes com (4.89), (4.90),
(4.40) e (4.47)

. , = - = b, coe. (4.128)

Pode~se fazZer,

Z
Qp = Q) “J[o pydz
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ou, com (4.88)

2B Z
Q= (Ql)O + —-_/ p,dz e (4.129)
D 0
e também
Z
Q, = (Qz)o ~/ p,dz » cee. (4.130)
- 0

Com a (4.129) e a (4.130) com (4.40)

Be De Be Dc 20 Z
Q= —Q,= ——(Q) = —(Q, +.ij[ p,dz
GAl 1 GA2 2 GA1 170 GA2 "0 ED J O 2

(4.131)

Da (4.127) com (4.138) e (4.131)

Be Dc
%z'>(B¢lWD¢2)Z + MMW(Q})O" e (QZ)O z =0 (4.132)

GAi GA2

A (4.132) e valida para qualquer z se:

Be Dc
B¢1w D@2+ S (Ql)om e (G ) = 0 eee. (4.133)

) , 270
GAl GAZ

BDa (4.133) com (4.116) e (4.117)

Be ZBCI 2Bc3
Bo, - Do, + ( " + QS) .
GA1 Dkl Dk2
D¢ c c
GA. k k
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ou

2 2
¢. 2B ¢ Dc c. 2B ¢ Dc

B¢1~D¢2 + ~l(_~wm-+ w»w>+ —QA(wmmw + wm~> +
kl DGAl GA2 k2 DGA1 GA2
Be D¢
o QL ¢, = 0
5 6
GA1 GA2

ou ainda, com (4.40)

200 20 Be Dc
B¢1~I)%+ SR .+ Cp = —— ¢ =0 ,,. (4.134)

R 3 5 6
EDk1 LDkZ GAl GA2

Da (4.19), repetida simplesmente,

B D z N2 1 z M2 )
L T e B ¢ - dz+ — q,=0

2 2 0 EAZ 2 0 EIZ E
(4.135)
Da derivada da (4.135)
N, ! M., B8
= = (d¥a) k= q) = 0 cee. (4.136)
EAZ 2 LIZ E

Substituindo a (4.136) na (4.135)

B D B B
g Mymd)l - q)r} _;_ T . qé dz+ — qz = 0 (4.,137)

~ Fa i n
K I
y W

Z

Mas q, pode ser uma integral indefinida de qé

2

4, = JQ; dz (4.,138)



e com a (4.138) a (4

®1B + ¢2D

Finalmente

-152-

.137) fica, para qualquer z:

<q2>o 0

da (4.139) com (4.122)

28

E

(4.139)

3

EB ED k I\ 2 I i
2 2 2 2 .2

— At — P, {-(€ I, ki-€ ~«)+ e =l (8 — =€ _—— k )}C +
8 1 28 2 17271 2 D2 Dkl 1\76 D3 SD 1 1

k I 2 I I c
g AT ) P (e 1)

B D Dk2 D D B

(4.140)
Da (4.20)
Z Ml z M z N2
¥z > B —= dz+ d e dz o+ 2 e dz = ()
0 hIl 0 EIZ 0 EA2
(4.141)

Da derxivada da (4.141)
BM. dM 2N

Lo 24 2.9 (4.142)
hIl EIZ EA2
Da (4.142) na (4.141)

z 2N z N2
Yz > i/ e doz 4+ 2 - dz = 0 (4.143)
0 EA, 0 EA,

e a (4.143) resulta

numa identidade.,



Iv.14. CONDIQGES DE CONTORNO

Para determinar as 8 constantes, ¢y @ cg ¢l e ¢2
dispoe-se das duas relagoes (4.134) e (4.140), 3 condicoes
relacionadas ao topo da estrutura e 3 relacionadas as funda

coes.

Iv.1l4.1. CONDIQ@ES DE CONTORNO RELACIONADAS A0 TOPO

Os esforgos M M, e N, dependem de apenas dois

1> 2 2
parametros. Para impo~los todos nulos no topo, conforme con

dicao implicita na fig. 4.1, ter-se-~ia, respectivamente da

(4.118), (4.119) e (4.120):
T T
e L2 2 ] o2 2 .
(Lllzkl t2-~§> clshklﬁ + (Lllzkl hz ~?) czchklﬂ +
D D
I T
2 T2\ ] 2 2 . -
’(Ellzkz &2 ~§> cgshkzﬁ 4 (8112k2 82 ”é')C4Chk22 0
D D
(4.144)
1 T
2 2 20 T2
<E312k1+64 g§> clshklﬁ + (5312k1+b4 ;§~> czchk1Q +
€ T.Kko+e '2 coshk &+ [e.T ko+ 2y hk. % = O
eyt 0 e, 2 I 310507, .z AR

eevs (4.145)

I I I 1
R T T R R T 2 U .
(66 -3 7 b --k1)c shkrwé (L6 -3 £ fw-k‘ /gzchkll +

Ly Ly » Ly Ly
+(€6 —5 85 vw«k2> cBShk22+(€6 N Py ' ) céchkzz = (

(4.146)
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As tres equagoes (4.144) a (4.146) podem ser colo

cadas como:

a; (cyshk &+ c,chk &) + a, (cyshk @+ ¢, chk,0) = 0
ay (clshklﬁ+ czchklﬁ) +oa, (c3shk22+ cachkzl) = 0
ag (clshklﬂ+ czchklﬁ) +ag (cgéhkzi+ c4chk2£) = {

Essas tres equagoes, de fato a duas incbdgnitas,

tem como solugao conjunta:

i
<o

shkll+ c,chk,®

“1 2 C 1y

c3shk2£+ c,chk,. 2 = 0
ou ainda:

= 0 4
Clthk12+ c 0 cees (40147

cgthk2Q+ c, = 0 ceo. (4.148)

Alem das equacoes (4.147) e (4.148) que exprimenm

a nulidade dos esforcos Ml’ M2 e NZ no topo, tem—se mais

uma condiggo correspondente ao momento torgor aplicado
Para z = £ > T = Q1 D o+ Zqu cees (40149
Da (4.149) com (4.116) e (4.117)

T = 1)<;5 + ZBc.6 oo (4,150



IV.14.2. CONDLGOLS DE CONTORNO RELACTONADAS AS BASES

Seriam interessantes pelo menos duas situagoes pa
ras as sapatas, considerando~as independentes e Sem conexao
no espago correspondente aos linteis, e comsiderando-as uni

das por uma viga de rigidez.

a) Sapatas de fundagao com resposta elastica, sem
conexao.
As fundagoes terao o esquema constante na fig.

4.5.

{
sapota y
Y
s

8

FIG 4.5-SAPATAS INDEPENDENTES

Desprezando a rigidez torcional de cada conjunto
sapata-solo, e nao havendo possibilidade de transmissao de
esforcos verticais de uma sapata para outra, os esforgos

atuantes nas duas sapatas seriam os da fig. 4.6.



§(N2)o
//«\QMJO //w\sMQo
[ ] { ]

\\Jm‘ \..{Mz

7/ N

j | | t
,% B/2 | B/2 ; % d/2 % d/2_|
I i

sapoto(i) : sopota(:>

FI1G 4.6- ESFORCOS NAS SAPATAS

R ~ - . . -« . B
As condigoes, obvias, de equilibrio seriam

M1 - (Ml)o = 0 (4.151)
M, - (MZ)O = 0 (4.152)
IS - ] = 4

N2 (Nz)o 0 eee. (4.153)
Assumindo resposta elastica do solo

M, o= s 4,154
Ml 51¢l ool (&,.154)
MZ = SZ¢2 (4.155)
_ B d

N2 =‘-~r2 ( d)l *2“ + @2 "2‘ > o s o a (4,156)

Da (4.151) com (4.154) e (4.118)

I , I
el 2N o2 2 -
sl¢1“ (El£2k1 £, 57»)c2 <C112k2 £y E?-)c4 = 0 (4.157)
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Da (4.152) com (4.155) e (4.119)

2 b 2 b
82¢2 - <€312k1+g4 57->c2 - <g312k2+€4 E)—2—) c, = 0 (4.158)

Da (4.153) com (4.156) e (4.120)

1 1
2 2 2
TaBdy eyt 2 (86 -3 ey T )Cz *

D D
I I
2 2 2
+2<8 —_ = £, —— K )c = 0 cees (4.159)
6 D3 5 D 2z 4
As equagoes (4.157), (4.158) e (4.159) sao as

condigoes de contorno para o caso.
b) Sapatas com resposta elastica, conectadas por
vigas de rigidesz

A fundacao tera o esquema constante da fig. 4.7

FiG. 4.7 - SAPATAS UNIDAS POR VIGAS DE RIGIDEZ.
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Com as mesmas hipdoteses adotadas no caso (a) os

esforgos atuantes nas duas sapatas seriam os da fig. 4.8.

1 ( NZ )0
/"\\:M‘)o //\\(Mz)o Taz
k : ! = 3 1
B AR -,
! § N2z . (
} B2, B2 RV ARV o/z]
| i D/2 e

sopotc(i) sopoto(Z)

FIG. 4.8 - ESFORCOS NAS SAPATAS

As condigoes de equilibrio entre os esforgos comns

tantes da fig. 4.8. sao

M- (Ml)ozo vee. (4.160)
. d + a P

M, - (MZ)O + m;« Q, = 0 cee. (4.161)
NZ - <N2)0 Q2 = 0 ces. (4,162)

Sendo nulo, por simetria, o deslocamento vertical

no ponto correspondente ao centro da viga de rigidez:

“by = =d, —+ Q, B =0 ceo. (4.163)

com



P9

B a ca

B = -+ — cees (4.164)
24E1 2GA

Assume~se a mesma resposta elastica do solo’ ex-

pressa pelas relagaes (4.154) a (4.156),
Da (4.160) com a (4.151) e (4.118)
IZ 1

2 L2 2 _
sl¢lw (ellzklmaz ;?—>c2~ (8112h2 82 57—)c4«0 (4.165)

Da (4.161) com a (4.163), (4.155) e (4.119)

B(d+a) D{(d+a) 9 IZ
- b+ [5 + _wa-«}cb «(E L.k +8, - > c, +
e 1 ) WE 2 37271 4 T2 2

I
. 2 2\ L
- (&312k2 +€ ~§-) c, =0 cee. (4.166)

/s
4 D 4

Da (4.162) com (4.163), (4.156), (4.120) e (4.45)

I ,
B 1 D 1 . _ 2 2 )
. T (I) SR S T @2 L6 ""3‘“ 85 —*'-:—3—- L{l C2
2 571 2 & D D
21 6 2 g
I I
o2 2 2 )
”(E' —5 = &g k) | ¢, =0 ceee (4.167)
f3D3 5 b 2 )

As equagaes (4.165) a (4.167) saoc as c0ndig5@s de

contorno para esse Caso.

Seja o nucleo representado em planta na fig. 4.9,

2 - R
com E = 20000 if/dm » VvV = 0,15, 15 andares, com 3 m entre
centros de lajes consecutivas. Sera apresentada uma serie

de resultados, representadas nas fig. 4.9 (a) a (f), para
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altura dos linteis igual a &4dm e 4 assumindo valores de
1200, 400 e 100 tf/dm3, visando analisar a influéncia da ri

gidez do solo nos esforgos internos, de interagao,e na ro

tagao do mnicleo.

s 7
§ | }
/ 2_dm N 5 E
7 N
v ©
arede ’ - £
p @ g 8 dm \ o
B - e 1 %
1000 tf dm
parede (2)
20 dm - 20 dm 20 dm

FIG 4.9-EXEMPLO 7
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z/ L

4w

100 1 200
4

!20{)\,\ j400 /(QOO

¢ ) Esforgos cortantes nas paredes

2/ L

r L0

M J MZ

| L %’

7
%zoo j

100~ 2

ML 200
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100
i 1 T 1 H T i T H 1 1 T T 1 H i T 1 T 1
-10 -5 5 \soo o M
1500 {tfdm)

b) Momentos fletores nag paredes

FIG. 4.10 - VARIACAC CcOM cé}( em {f/dm )
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d) Esfergos de  interagdo

FI1G.4.10 — VARIACAO COM c¢<emf/am3)
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2/ 4

-2 -1 0 I 2,

e) Esforgo normal ng parede 2

L z/ 0

1200 400 \
SO0

N, (8f)

7 ¥
L0001 .0bo2 .0003 0004

f) Rotagdo da seg¢do transversal

FIG. 4.10-VARIACAO COM Cp Lem tf/dm®).

Dy
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IV.16.CONCLUSOES PARCIAIS

Esse problema pode ser resolvido, eliminando a to

tal dependéncia entre os esforcos internos N M, e M que

27 72 1’
impediam a compatibilizacao nas bases, no equacionamento a
flexao, sem necessidade de introduzir correcoes "a sentimen
to" através de esforgos internos concentrados nas bases.

A exemplo do que sucedeu nos capitulos IT e III ,
as mais significativas diferencas em comparacgao com o célcg
lo a flexao dizem respeito 2 distribuigao dos esforgos cor-
tantes; a flexao e quase parasita, conforme se pode obser-—
var na fig. 4.10 (b), e seria dificil esperar que os parame
tros a ela associados determinassem efetivamente a distri -
buiggo de esforgos entre os diversos elementos constituin-
tes do ntcleo estrutural.

De qualquer forma fica tambem a divida sobre a
eventual importancia dos termos desprezados correspondentes
a distorgdo dos "nds" de intersecdo dos linteis com os pila
res adjacentes; nesse caso as equacoes diferenciais que re-
gem o problema sdo em tudo semelhantes,mas nao se chegou ain
da a resultados em condigoes de serem apresentados nesta te

Se,



CAPITULO V

CONCLUSOES GERAILS

Os topicos desenvolvidos nesta tese nao permitem
ainda tirar conclusoes objetivas em termos de projeto; per-
mitem, entretanto, mostrar a viabilidade de uma serie de ru
mos a tomar para a analise de associagoes de paredes, e mes
mo de nucleos estruturais, contornando problemas a primeira
vista pequenos de incompatibilidade do equacionamento tradi
cional, mas que podem induzir a grandes perturbacoes locais
nas associagoes,

Evitou-se, nesta tese, trabalhar com cargas mais
gerals, com maior cunho pratico, dada a complexidade mera-
mente algebrica das solugoes; procurou-se apenas chegar a
solucoes completas, pesquisar condicoes de contorno, sentir
os fendmenos envolvidos e a importancia das perturhagges a~
carretadas pelos engastamentos elasticos das associagoes.

Para os problemas tratados, poderiam ser altera-
das algumas hipoteses de calculo introduzidas nos capitulos
IIT e IV referentes a desprezar as distorgoes dos ''mdos" de
interseggo dos linteis com as paredes; os problemas decor-
rentes da diversidade de solugoes para as equagoes diferen-
ciais desapareceriam com a utilizagao de técnicas numericas
simples,como o uso de diferengas finitas ou de polinomios

de interpolacao. Tambem com a utilizacgao dessas tecnicas po
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deriam ser tratados outros tipos de cargas mais complexos
sem grande problema adicional, para qualquer das associacgoes
tratadas.

Para as associagoes mais simples tratadas no capi
tulo II, poder-se-ia estender a aplicacao das diversas 1=
déias introduzidas, a casos planos ou tridimensionais mais
complexos, sem grande complicacao. Seria,tambem, bastante
importante verificar, via experimentagao numerica ou com mo
delos, a significancia dos resultados obtidos, no aspecto
da validade das hipoteses simplistas do tratamento de pare-
des como estruturas lineares. Seria tambem interessante de-
finir a importdncia relativa dos diversos fenOmenos en-
volyidos:- flexao, distorgao, deformacao das lajes e flexao
local das paredes.

Nao se acredita seja ainda conclusivo o tratamen-
to dado ao nlcleo estrutural tratado no capitulo IV e nem
que seja o procedimento generalizavel a qualquer tipo de ni
cleo; acredita-se entretanto que e pelo menos uma tentativa
de nao fugir de um problema e que algum dia podera dar ori-
gem a Solugges com carater mais definitivo.

A soluggc apresentada nao foi comparada em termos
numéricos com outras; os resultados nao mais caracterizam
uma mera perturbacao na base, mas mostram uma radical mudan

ca na distribuigao de esforgos internos em todo o nucleo.
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