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RESUMO

Apresenta-se neste trabalho um programa para o calculo de
cascas prismaticas de um ou dois tramos, baseado no metodo de Vlassov.
Esse programa foi feito para ser processado em microcomputadores
compativeis com o Apple IT Plus.

Apesar do pequeno porte do equipamento ggpes§§fj97 0
programa tem um bom desempenho, ja que atraves dele podem ser calculados
os esforgos e deslocamentos em cascas prismaticas com apoios livres,
articulados ou engastados, submetidas a diversos tipos de~qargas, inclusive

diferenca de temperatura entre as faces de uma mesma lamina.

Alem disso, o programa fornece os esforcos solicitantes e
os deslocamentos em 55 pontos por lamina de cada tramo da estrutura.
Com isso, no caso de cascas de concreto armado, pode-se dispor ’
convenientemente as armaduras necessarias, de modo a cobrir, com maisé
seguranga, todas as variacoes dos esforcos dentro de cada lamina. :



ABSTRACT

This wonk presents a progham to compute holded plate stnuctures
that have one on wo spans, based on Viassov's method. This program runs

i Apple 11 PLus compatible mécrocomputers.

In despite of the poon capacity of the hardware, the program has
a good performance, because Lt computes the stnesses and displacements o4
free, hinged on gixed end folded plLates, under several Load types,
dncluding difgerences of temperatwres on both faces of a single plate.

Besides, the program gives the sitrnesses and displacements of
55 points of akll plates o4 each span of the sthuctune. Consequentely, in
neingorced concrete folded plates, the reinforcing necessary £s
conventently put as to cover, much more safely, all the strness variations
in the plates.
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I. INTRODUCAO

I.1 - Consideracoes sobre as estruturas prismaticas

constituidas de laminas

Uma estrutura prismatica espacial longa constituida de
laminas e formada por elementos planos retangulares delgados, ligados
entre si pelas suas bordas maiores, podendo formar um ou mais contornos
fechados (figura 1.1).

Figura 1.1 - Exemplos de estruturas prismaticas
constituidas de laminas

Essas estruturas sao denominadas folhas prismaticas ou
porticos espaciais prismaticos devido a forma de suas secoes transversais e
os esforcos que nelas atuam. As estruturas, cujas bordas longitudinais
extremas sao livres e a cada aresta de ligacao concorrem apenas duas
laminas (figura 1.2)y sao chamadas cascas prismaticas, pois o seu
comportamento estrutural se assemelha ao das cascas cilindricas.

Os elementos planos das estruturas prismaticas trabalham
como placas, se as cargas atuantes estiverem na direcdo normal aos planos
dos mesmos, e como chapas para as reacoes mutuas entre si e cargas aplicadas
nas arestas e em seus proprios planos.

A analise dos efeitos "placa" e "chapa" & feita por
diversos metodos, sendo que a maioria deles considera separadamente os dois
efeitos, determinando-se os esforcos iterativamente. 0 metodo de Vlassov,




Figura 1.2 - Exemplo de uma casca prismatica

utilizado neste trabalho, considera conjuntamente os dois efeitos,
determinando de uma so vez os esforgos solicitantes. A formulacdo geral
do metodo (capitulo IT), baseou-se na formulagao apresentada por Grekow,
Isnard e Mrozowicz (referencia (1) ).

~ s

Quanto ao aspecto construtivo, verifica-se que o consumo de}i

material das estruturas prismaticas de concreto armado & maior que o das
estruturas cilindricas seme1hantes, mas em compensacao as formas sao bem
menos trabalhosas e, portanto, ha uma economia em mao de obra e um melhor
aproveitamento do material. Alem disso, elas possibilitam uma grande
variedade de formas arquitetonicas e mais facilidades na pre-fabricacao.

As estruturas prismaticas sao utilizadas predominantemente
em coberturas, reservatorios, barragens, silos, etc.

I.2 - Comparacao entre o comportamento estrutural das
cascas prismaticas e o das cascas cilindricas

Uma casca prismatica, definida no item anterior, pode ser
encarada como uma casca cilindrica discretizada em laminas planas, ligadas

lado a lado, formando uma superficie prismatica.
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Figura 1.3 - Comparacao dos esforcos entre cascas
cilindricas e prismaticas
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De um modo geral, dependendo da discretizagao, o comportamento
das cascas prismaticas se assemelha muito ao das cascés cﬁ?ndricass exceto
nas alteragoes provocadas pela existéncia das arestas, as quais fazem com
que se desenvolvam esforgos de flexao nos vaos menores dos elementos planos
(figura 1.3). 0s esfor¢os atuantes sao dos mesmos tipos em ambas as
estruturas.

Pode-se dizer, portanto, que qualquer casca cilindrica pode
ser calculada como uma- casca prismatica com um nimero de elementos planos

compativel com o grau de precisio desejado.

[.3 - Vantagens do metodo de Vlassov

0 metodo de Vlassov, para o calculo de cascas prismiticas, /
apresenta as seguintes vantagens sobre os outros metodos:

- formulacao geral para as cascas prismaticas com quaisquer vinculos
transversais, inclusive apoios intermediarios;

- a determinacao dos esforcos e feita de uma s0 vez, ou seja, nio e um
metodo iterativo. Todas as incognitas recaem num sistema de equacgoes
lineares, cuja solugao e facil de se obter através de computadores ou
mesmo calculadoras eletronicas;

- as cargas podem ser quaisquer, nao necessariamente uniformemente
distribuidas sobre toda a 1amina, como requer a maioria dos outros
metodos.

[.4 - Objetivos

Pretende-se, neste trabalho, apresentar o metodo de Vlassov
para o calculo de cascas prismaticas com diversas condicdes de apoio,
inclusive continuidade.

Alem disso, com base no metodo citado, pretende-se mostrar
um programa para o calculo dessas estruturas com as mais diversas
condigoes de apoio e de cargas, incluindo-se diferenga de temperatura entre
as faces de um mesmo elemento.



Espera-se, finalmente, que o trabalho apresentado contribua
para a divulgagao das estruturas em cascas prismaticas, pois embora sejam
estruturas bastante comuns no exterior, elas sdo pouco utilizadas no
Brasil e possuem bibliografia escassa em nosso idioma. Particularmente, o
metodo de Vlassov também & muito pouco conhecido em nosso pais, embora
seja um metodo eficiente, podendo ser utilizado em computadores de pequeno
porte, tao comuns na atualidade.

I.5 - Conteudo

0 capitulo II deste trabalho mostra a formulacao do Metodo de
Viassov para o calculo de cascas prismaticas e um exemplo resolvido sem o
auxilio de computador.

No capitulo III, & apresentado um programa escrito em
linguagem BASIC para ser processado em microcomputadores compativeis com o
APPLE 1T PLUS e também varios exemplos tirados da bibliografia do final
deste trabalho, cujos resultados foram comparados com os resultados do
programa.

No capitulo IV, apresentam-se as conclusGes e sugestoes
para proximos trabalhos.

Finalmente, no Apendice A & mostrada a listagem do programa
elaborado e no Apendice B sao mostradas as listagens dos exemplos do
capitulo III.



IT. 0 METODO DE VLASSOV

IT.1 - Consideracoes gerais

De acordo com o item I.1, a figura 2.1.a) representa
esquematicamente uma casca prismatica. As ligacoes entre os elementos planos
constituintes sao monoliticas e portanto, nessas arestas nao existem
deslocamentos longitudinais relativos entre os elementos ali concorrentes.

Em alguns casos, podera existir rotacao relativa nas arestas, desde que
existam charneiras de rotacao nas ligacoes entre os elementos. Neste
capitulo, sera considerado o caso mais geral no qual as ligacoes sao
rigidas, ndo existindo a possibilidade de giro relativo.

Os esforcos que definem o estado de tensoes em um ponto B da
casca prismatica, determinado pelas coordenadas z e s (figura 2.1.a), sao

a) Nz’ NS e 5, que atuam no plano medio do elemento ao qual pertence o
ponto em estudo e sao, respectivamente, os esforcos normais nas direcoes
fongitudinal e transversal e o esforgco de cisalhamento (figura 2.1.b);

b) M]; MZ,IT]g T2 eyMt;atuando em planos normais ao da lamina e significam
respectivamente, os movimentos fletores nas diregoes longitudinal e
transversal, os esforcos cortantes nas mesmas direcoes e o momento torsor

(figura 2.1.c).

0 estado de deformacao em um ponto & definido pelos alongamen-
tos nas direcoes transversal e longitudinal devidos a N] e NZ’ pela
distorcao devida aos esforcos de cisalhamento S e pelas deformacoes de

flexao e torcao devidas a M,, M, e M,.

1272 t

Admitindo-se que todos os elementos que formam a casca prismatica
tenham uma dimensao (no sentido longitudinal) maior ou igual ao dobro da
outra dimensao (sentido transversal), os esforcos Mis Mt e T,, a distorcao
e 0 alongamento no sentido transversal sao praticamente nulos
(infinitesimos de segunda ordem). Portanto, os esforcos nao despreziveis
que atuam nas cascas prismaticas sao os mostrados na figura 2.2,



Figura 2.1 - Casca prismatica esquematica (a) e esforcos
atuantes em um ponto (b, c).

As hipoteses admitidas conduzem a considerar a estrutura
dividida em varias faixas transversais unitarias, formando cada divisao,
uma viga plana de eixo poligonal, composta de elementos retos inextensiveis
submetidos a flexao. Na uniao de duas faixas transversais so se produzem
esforcos normais e de cisalhamento, o que pode ser representado atraves de
pequenas barras articuladas (figura 2.3).

Figura 2.2 - Esforgos atuantes nao despreziveis em uma casca
prismatica



Figura 2.3 - Representagao do comportamento estrutural de uma

casca prismatica

Os pontos da casca sao locados atraves das coordenadas z no
sentido longitudinal e s no sentide transversal. A origem de s para cada
lamina  localiza-se na aresta de menor ordem.

As arestas sao numeradas a partir de 0 e as laminas de 1 e

portanto, a lamina de ordem k sera ligada as laminas adjacentes através das
arestas k-1 e k.

&

IT1.2 - Relacoes entre esforcgos, deformacoes e deslocamentos

de um elemento plano isolado

As cargas atuantes em um elemento k da casca sao representadas
atraves de suas componentes Py (z, 3), P (z, s) e P, (z, s), de acordo
com a figura 2.4.c. Supondo-se que os bordos transversais e longitudinais
do elemento estejam fixos, calculam-se os esforcos em planos normais no
sentido transversal (efeito placa), isolando-se um elemento inifinitesimal
dz ds, definido pelo ponto B (z, s), cujo equilibrio € dado por (ver
figura 2.4):

oT

S ds = 0

Py ds + -

oM ds
gg-ds - T ds + Py ds - = 0



ETiminando-se ds nas duas equacoes e desprezando-se o0s

infinitesimais de segunda ordem, tem-se:

oT -

35 TPy 0

oM =

*ég“"T—O (2.-‘)

Substituindo-se a expressao de T da segunda equacao na primeira,

obtem-se:
9°M _
M -0 (2.2)
A integral da equacao acima resulta:
dk -5 , . o
M{z, s) = M, (Z}Wﬂ§;w~ M (2) «EE M (Zs0s) (2.3)
onde M . (z) e Mk(ZE cao os momentos fletores aplicados nas arestas k-] e k,

dy e o menor vao da placa, s e a distancia da aresta k-1 ao ponto B e ME(ZSS)

e o momento fletor de uma viga de largura unitaria, simplesmente apoiada

nas arestas k-1 e k e submetida a carga pn(z,s).

« (D)
Ty

Sy
*ﬁﬂ%

(c)

P
(=]
Vg
LD

Figura 2.4 - Cargas atuantes e esforcos em um elemento
infinitesimal
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De acordo com a 22 formula (2.1), calcula-se o esforco cortante

Tz, ) = {Mk(z) - ng_](z)] + 17 (2,5) (2.4)

onde Tﬁ(z,s) e 0 esforco cortante correspondente a ME(Z,S).

Os angulos de giro nas arestas, supondo articulagao nas mesmas,

sob a acao dos momentos ng1(z) e Mk(z) e da carga pn(z,s), sao calculados
pelas formulas:

d p
0_1(2) = EP_E;% {z M _q(2) + Mk(z)] +o_4(2)
d, (2.5)
o) = gy [Melz) v 2 Mk(z)} +e? (2)
T x (6k)3
com Jk = (2.6)

onde @E«](Z) e @E(z) sao os angulos de giro nas arestas de uma viga elementar
simplesmente apoiada, sob a acao da carga pn(z,s) e Sk e a espessura da placa
de ordem k. As formulas (2.5) sao da Resisténcia dos Materiais para vigas
simplesmente apoiadas.

Os deslocamentos no plano do elemento, dados pelas suas
componentes u(z,s) na diregao longitudinal e v(z,s) na direcao transversal
(figura 2.5), determinam o estado de deformagoes (efeito de chapa) em todo
0s pontos da estrutura (supoe-se que o coeficiente de Poisson do material
constituinte sejé igual a zero).

As componentes da deformacao sao dadas pelas formulas:

_ou
EZ—-é—Z*

)Y (2.7)
€ T35

_3u ., v
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Figura 2.5 - Deslocamentos no plano do elemento

De acordo com as hipoteses do item II.1, e = 0 e Yy = 0, tem-se :

35 =0
(2.8)
au oV
E T
Integrando-se essas equacoes, obtemos:
vV (z,s) = vk(z)
(2.9)

A primeira equacao mostra que os deslocamentos v n3o variam em
uma seg¢ao z = cte.. A segunda mostra que os deslocamentos u variam
linearmente com s e podem ser escritos da seqguinte forma:

, dk - S s

u(z,s) = uk_1(z) “_HQ"" + uk(z) H; (2.10)
onde uk_](z) e uk(z) sao os deslocamentos u das arestas k-1 e k,
respectivamente.

Derivando-se a equagao (2.10) em relacao a z, obtém-se a
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deformacao longitudinal do elemento:

b d - s t
- du(z,s) _ k s
ez(z,s) == = ak“](z) dk + ek(z) 3. (2.11)

; Pela lei de Hooke, tem-se a tensao normal no sentido
Tongitudinal.

| dk =S
L o,(z,8) = 01 (z) 3

vo(z) 5. (2.12)
k S

onde gkm](z) e ck(z) sao as tensoes normais no sentido longitudinal nas
arestas k-1 e k, respectivamente.

Integrando-se a equagao (2.11), substituindo-a na 2% equacio
(2.8) e integrando-se esta ultima, resu]taéfég

Z Z
d -s d -5
u(z,s) = _lé? J{f—:k_](z) dz + %k— e (2) dz + kdk b 1(0) + %E u, (0)
(o] 6]
(2.13)
Z 7
Vk(Z) = sz (Ek_](z) - €k<z)] dz”- éT(_ (Uk(O) - uk“](())} +vk<0>
00

0 esforco de cisalhamento S(z,s) € determinado atravées do

equilibrio em z das forgas que atuam em um elemento dz da lamina (ver
figura 2.6).

Figura 2.6 - Calculo de S(z,s)
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’SBGZ (z,s) ;
S(z,s) = Skw](z) - J —5—— ds - jpz(z,s) ds : (2.14)
0 0

Substituindo-se a equacdo (2.12) na (2.14) e integrando-se os
termos em okm](z) e ck(z), obtemos:

Ak 2s 52 52 r
S(z,s) = Skm](z) s OQ_](Z) (81 - ai) + g& (z) E? - pz(z,s) ds (2.15)
k
0

Quando pZ(z,s) =0, a formula (2.15) se reduz a:

A 2 2
$(2,5) = S q(2) = 5 o' (2) (B2 -5 4 g (a) s, (2.16)

Fazendo-se s = dk’ obtem-se o esforco de cisalhamento Sk(z)
que atua na aresta k: ‘

A
S(2) = 8y 1(2) - 5 [o_1(2) +o) (2) (2.17)

onde A, = d 8, corresponde a secdo transversal da lamina k.

Os esforcgos os(z,s) podem ser calculados atraves da condigao de
equilibrio do elemento da casca tomado nas proximidades da aresta k
(figura 2.7). Para tanto, € necessario que os esfor¢os T(z, s) sejam
previamente calculados em fungao de M(z, s), de acordo com a formula 2.4.

Figura 2.7 - Calculo dos esforcos o, (z,5)
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Fazendo-se o equilibrio nas direcoes vertical e horizontal,

determinam-se as seguintes expressoes para N, , (z) e N

K.k K, k-1(%)

) ¢ s¥
«Tk k(z) (cos?k CosY) q + seny, senvk+‘) + Tk. k+](z) + Xk(z) seny 4 ¢ Yk(z) cosYy 4

(2.18)
By k(2) = ~Senv, Cosv, ; ¥ COsY, senv,
¥
Tk,k+1(z) (sen\Pk sent, 4 + cos¥y cosvk+]) - Tk,k(z) + Xk(z) sen iy + Yk(z) cos ¥, (2.19)
Nk.k+l(z) ® ~sen¥, CosY, |+ cos¥, seny,

Nessas expressoes Xk(z) e Yk(z) sao as componentes nas direcoes

horizontal e vertical (x, y) das cargas externas aplicadas diretamente nas
arestas.

-Conhecidas as forcas Nk k(z) e Nk k+](z) nas extremidades dos
elementos, calcula-se a tensao normal oS(z,s) em qualquer ponto do elemento

fazendo-se o equilibrio dos esforcos atuantes na direcao s, de acordo com a
figura 2.8.

3

Figura 2.8 - Equilibrio dos esforcos atuantes na diregao s
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Ng(z,s) = Ny (2) - {91&9 §ds - |p(z,5) ds  (2.20)

Sabendo-se que t(z,s) 8y = S(z,s) e substituindo o valor de
S(z,s) dado pela expressao (2.16) em (2.20), obtem-se:

A 2 3 3
— - i k 13 S - S 1] S .
NS(Z,S) = Nku15k(z) Sk_](z)s t o k_](z) (a—- v ck(z) e
‘ k Bdk 3dk
rS
- 'ps(zss) ds (2.21)
|
0
Determina-se, finalmente, o valor de o¢_(z,s):
N (z,s)
OS(Z,S) = ﬁkrdw (2.22)

I1.3 - Sistema fundamental isostatico

De acordo com o item II.2, todos os esforcos e deslocamentos da
estrutura podem ser calculados atraves do conhecimento de Mk(z) e ek(z) em
todas as arestas.

Portanto, como sistema fundamental sera considerada a estrutura
isostatica e indeslocavel, isto e, com/charngjrasé(vinculadas
transversalmente) ao longo das arestas e com vinculos Tongitudinais
(figura 2.9).

As incognitas hiperestaticas do problema sio os esforcos Mk(z)
e ck(z) (que substituem as deformacoes ek(z));atuantes em todas as arestas
da estrutura. Entretanto, os momentos nas arestas 0,1, n-1 e n podem ser
calculados por condigcoes de equilibrio, como mostra a figura 2.10. 0
momento Mo(z)‘é 0 momento exterior aplicado na aresta 0 e o momento M1(z)
e o momento de todas as forcas externas que atuam a esquerda da aresta 1,
como se o primeiro e]ementd estivesse em balanco e engastado na aresta 1.
Para o calculo do esforco M,(z) e necessario o conhecimento do momento
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Figura 2.9 - Sistema fundamental isostatico

devido a 95(;; > » 0 qual nao pode ser determinado somente por condicoes
de equilibrio. Portanto, se a estrutura possuir n placas, os momentos
incognitos serao n - 3 e as tensoes incognitas n + 1, totalizando 2 x (n-1)

funcoes incognitas.

S(z,8)+ hag{fﬁldz

Figura 2.10 - Faixa elementar com os esforcos de cisalhamento
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Se¢do transversal

F apoio

S T S g, Yagncns

|

% A %, Alfaixa unitdria)

| t 1 Je Jo fo s o i

apoio

Planta

Figura 2.11 - Reagdes nos vinculos ficticios longitudinais

Figura 2.12 - Giros da estrutura fundamental

Isolando-se uma faixa unitaria transversal da estrutura
fundamental, calculam-se os efeitos provocados pelas cargas externas, que
sao 0s giros relativos ng) das arestas (figura 2.12) e as reagoes r§p>
nos vinculos ficticios longitudinais (figura 2.11) e os efeitos dos
momentos e tensoes incognitas (@gm); egg); rgm) e rgg). No final, faz-se
a compatibilizacao de esforcos e deslocamentos, determinando-se, entao, as

incognitas hiperestaticas.
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IT.3.1 - Efeitos das cargas

Seja a estrutura da figura 2.13, onde os angulos ¢; € U
indicados obedecem a seguinte convencgao:

a) o angulo de deflexdao ¢ entre dois elementos adjacentes e positivo se o

@y Dy

giro do elemento de menor ordem sobre o outro elemento horario. Na

figura, sao positivos os angulos d3s 47 € Oy

b) o angulo y formado por um elemento e o eixo x (horizontal) e positivo se
o elemento girar ao redor de sua aresta de menor ordem em direcao ao eixo
x no sentido horario. Portanto, na figura 2.13, U € Yieq sao negativos
e yg e positivo.

Figura 2.13 - Convegao de angulos adotada

As cargas normais ao eixo de uma placa k qualquer serao
trans feridas as aresta k - 1 e k, como se a placa fosse apoiada nessas
arestas: 0 vetor de carga Pk(z) sobre a aresta k resultante das reacoes
das placas k e k + 1, deve ser decomposto nas forgas Xk(z) e Yk(z),
paralelas aos eixos Ox e Oy, respectivamente (ver figura 2.14).
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Vet {z) %lz) Yer(2)

l

Xje-1(2) k1|

B S

Figura 2.14 - Cargas nas arestas e laminas

Com as cargas decompostas, calculam-se, entao as cargas qk(z),
paralelas aos planos dos elementos, as quais sao somadas as cargas
aplicadas diretamente no elemento e paralelas aos respectivos planos.
Portanto, a carga qk(z) e dada por (composicao vetorial das cargas
concorrentes aos nos):

sen vy | sen gy,
U (2) = a5 3 e "~ sen ¢ X (2) +
k=1 k
oS ¥ €0S Wy in
+ §Eﬁ“5;j? Yk_1(z) - §Eﬁ~$;—“'Yk(z) + 9, (z) (2.23)

onde q;n(z) & a carga aplicada diretamente no plano da lamina.

As cargas qk(z) s0 produzirao esforcos de cisalhamento nas
secoes transversais e podem ser calculados da seguinte maneira (ver figura
2.15):

d Q. (z) '
-—ag———-z - qk(z) (equilibrio de forgcas no elemento) (2.24)
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(somatoria de momentos no elemento & nula) (2.25)

K (2) === q.(z) (2.26)

Integrando—se a expressao (2.26), obtemos:

'z '
Sp(z) = - HL ” q(z) dz - Q (0) (2.27)
k 10

J

Somando-se os efeitos de qk(z) e qk+](z) e tambem a carga Zk(z)
aplicada diretamente na aresta, obtem-se a reacao rkp (z), de acordo com a
figura 2.15:

p)(z)

Figura 2.15 - Calculo da reacao ficticia r

(
k
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As cargas normais aos planos das laminas produzirao também
rotacoes das extremidades longitudinais das mesmas (efeito placa).
Essas rotagoes sao calculadas como se cada placa k fosse uma viga bi-
apoiada de largura unitaria e vio dk' Considera-se sua secao transversal
como 1 x Bk’ onde 6k e a espessura da placa.

A rotacao relativa dos elementos na aresta k pode ser calculada
determinando-se o diagrama de momento fletor devido ao carregamento externo
no sistema fundamental e o diagrama de momento fletor devido a aplicacdo de
momentos unitarios (tracao embaixo) na aresta k (figura 2.16).

A rotagao final sera dada por:

dk dk+1

ds + ) ds (2.29)

k+3

k k+/

k-l
k+2

|

k+3

Figura 2.16 - Calculo da rotacio relativa @ép)(z)
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Se carga pk(z) for uniformemente distribuida no sentido
transversal e normal ao plano da placa, a rotacdo sera dada por:

o) O 3
p o k k+1
% () =37 |3 B g P (@) (2.30)

[I1.3.2 - Efeitos das incognitas hiperestaticas

Os momentos desconhecidos Mk(z) tambem produzirao reacoes rém)(z)

. m ~ o . e, .
e giros @é )(z)g Como convencao serao considerados positivos os momentos

que tracionam a fibra inferior de cada elemento.

L d=] i y
Ve d pjb 5 R

-2 -l % kel k2

Figura 2.17 - Calculo das reacoes ficticias rém)(z)

Para o calculo das reacoes rém)(z), 0Ss momentos Mk(z) Serao
substituidos por cargas verticais Yk(z), dadas por:

1 1 1
Y (2) = 74—+ M . (2) - |77 +
k dk cos k+1 dk cos Y dk+1 €OS Yy 41

Mk(z) +

]
k+1 €05 4

M, (z) (2.31)

+
d k+1
Ou seja, substitui-se cada momento por um binario de forcas verticais

colocadas nas arestas (ver figura 2.17).
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Substituindo-se as expressoes de Yk(z) e Yk_](z), dadas por
(2.31), e fazendo-se X (z) = Xioq(z) = q;n(z) = 0 na formula (2.23), obtem-se as
cargas qk(z), paralelas aos planos das .laminas  oriundas dos momentos

fletores Mk(z) .

(z)+

1 M, . (z) -

1 1
a(z) = - g (cotg ¢ + cotg ¢, ) + My -1
k d_q sen o1 k-2 dy k-1 k d._; sen 1| K-

]
+ |o— (cotg ¢, 4 + cotg ¢, ) +
dk k=1 k dk+1

1

- ak+] sen g, Mk+1(z>

(2.32)

Para o calculo da expressao anterior, foram utilizadas as

seguintes relacoes entre angulos:
V-1 T VT Pk

Y1 T W T O

Com as expressoes de qk(z) e qk+](z), obtidas de (2.32), e a

formula (2.28), obtem-se as reacoes ficticias rkm (z):

k,k-2 i
)
@]
z z (m) z
m m m
+ ré,& ka(z) dz + ré,£+] {Mk+1(z) dz + P k42 JMk+2<Z) dz (2.33)
O o} O

onde os coeficientes rémg sao constantes que so dependem da geometria da
N 3

secao transversal da estrutura e sao dados por:
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(2.34)

as

NOI—
k,k-2 = sen |
d d
(m) 1 k k
rel = cotg ¢, 4, *+ cotg ¢, + +
k, k-1 HE“ k-1 k dk—] sen ¢,y Hk+1 sen ¢,
(m) _ 1 2
r = -—>— (cotg ¢, , + cotg ¢, ) + + =7
k,k — di k-1 k dy dk+1 sen ¢, di,;
d d
(m) ! A k+1 k+1
r = = - jcotg ¢, + cotg ¢ +
K, k+1 dk+1 f k k+1 dk sen ¢, dk+2 sen ¢k+14
S 1
Ko kb2 dyyy diyp SEN dyyy
As rotacoes @ém)(z) sao calculadas considerando-se

placas bi-apoiadas nas arestas e submetidas aos momentos Mk(z) nas

extremidades.

0 giro relativo da aresta k sera devido aos momentos Mkel(z)’

Mk(z) e Mk+](z):

(m)

M2) 8 ke M (2)

(2.35)

0s coeficientes @(m)' sao constantes geometricas dadas por:

i,
om L %
K, k-1 )
@(m) _ 1 SE_+ dk+1
ok 3107 I
S(m) d
k,k+1 6 J

(2.36)

(cotg ¢, + cotg ¢k+1)



.25,

Substituindo-se Jy e Jk+1 por suas expressoes dadas por (2.6),
obtem-se os coeficientes eg % finais:

m 2d

e( ) 2
k,k-1 53
k
d d
eémi -4 Tk + k+1
3 63 (53
k k+1
2.37)
\ 2d (
olm) . Tk
k,k“’r-] 53
k+1

e e 1 . ~ L=,
As reagoes ficticias ré )(z) devidas as tensoes normais incognitas

nas arestas sao calculadas levando-se em conta a linearidade das tensoes nas
laminas (ver figura 2.18).

Figura 2.18 - Distribuicdo de tensdes normais nas laminas



Hey(2)
dz

% s el Vet cd Ve
(a)
b2 Iy, k ey k42
@
dz
% i A P e
(b)
42 k-1 h r 1 ke2
A yyyl2)
dz
L Zd ”;’7 W Vot ol i
(c)
k=2 k=1 & kel k2

Figura 2.19 - Calculo da reacdo ficticia r

() (2)

.26.
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d o (z)
~ - 1 k
A resultante das tensoes Ok(Z) na chapa k e dada por §‘Ak —

onde A, e a area da secao transversal da chapa = dy 8 . Analogamente na chapa

1 d o (z) - d

k+1, tem-se a resu1tante-§ A ds s com A= kel Okl

De acordo com a figura 2.19, a reagao total rég)(z) depende das

tensoes aplicadas nas arestas k-1, k e k+1 sendo dada por:

do (z) d o, (z) do (z)
(o)) = (o) k-1 (0) k (0) k+]
D e e PGk Td Tt ke iz (2.38)
onde r<g) r(g) P(O) sao constantes que so dependem das dimensoes e
kok=12 "k,k*  "k,k+1

caracteristicas geometricas dos elementos e sao dadas por:

(o) 1 1
"ok-1 T8 M T F % 4
(o) _ 1 1
ok T3 B T A =3 (O d g d )
(o) 1 ]
kel TE M T Skt Y (2.39)

~ )
Para a determinacao das rotacoes @ég' (z), deve-se levar em conta

que, em geral, as deformacoes das extremidades longitudinais de uma lamina
k, €k+1(z) e ek(z), sao diferentes e para que as secoes transversais dos
elementos permanecam planas e necessario que elas sofram deslocamentos
Tongitudinais e giros em seus planos. Devido a esses giros e em ausencia
das deformagoes de cisalhamento, as secoOes transversais das laminas
sofrerao deflexao em seu plano (ver figura 2.20).

Figura 2.20 - Deformagao das laminas para o calculo de @ﬁg)(z)
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De acordo com a figura 2.20, o ponto (aresta) k se deslocara ao
ponto k', que e determinado pela interseccao das perpendiculares aos planos
dos elementos k e k+1 a partir dos pontos determinados nesses elementos
pelos deslocamentos vk(z) e vk+](z), respectivamente. Devido as articulacgoes
do sistema fundamental, havera um giro ak(z) no elemento de ordem k. Esse
angulo e positivo se o elemento gira no sentido horario, em relacdo a sua
aresta de menor ordem. |

0 calculo do giro ak(z) e feito utilizando-se o principio dos
trabalhos virtuais. Aplica-se a estrutura fundamental isostatica, um momento
unitario e as forgas verticais que o equilibram:

VA B
k-1 dk cos wk

1

Ye=- d,cos 9,

nas arestas k e k-1, respectivamente (ver figura 2.21).

Figura 2.21 - Aplicagao de M = 1 e das forcas Yk-] e Yk que
o equilibram, no elemento k

Essas forcas sao substituidas por forcas estaticamente
equivalentes paralelas aos planos dos elementos, dadas pela formula (2.23):

1
U1 " T sens =
k-1 d, sen ¢ _,

0 - 1 : €5 Y1, C% N
k dk oS Yy ' sen ¢ sen ¢,

)

_ 1

Ue1 =7 G sen g, (2.40)
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Sabendo-se que:
Vo1 T VT 9

wk+1 = wk - ¢k tem-se:

q _ 1
k-1 d, sen ¢ 1

O 1 1
WA et

g = - 1 (2.47)
K+] d,_sen ¢,

Pelo principio dos trabalhos virtuais, o trabalho de todas as
forgas aplicadas a estrutura devido aos deslocamentos compativeis e nulo.

Portanto:
o (z) + A_p(2) Vg (2) + 9 Vi (2) + qk+] Vi (2) =0 (2.42)

Substituindo-se as expressoes (2.41) em (2.42), tem-se o valor
final de ak(z).

o 1, 1
) g ey et 3 G ) Wi
1
* d_sen ¢, Vi (2) (2.43)

A variagao total do angulo formado pelos elementos k e k+1
vem dada por:

ol (2) = ay, (2) - o (2) (2.44)

onde a expressao de ak+](z) pode ser obtida de (2.43) atraves de uma mudanca
adequada nos indices.
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Substituindo-se ak(z) e ak+](z) em (2.44), tem-se:

@),y = 1 1 1 ] ]
0 (z) = — 5= V,_q(2) + |/— ( + ) + v (z) —
k dk sen ¢kw1 k-1 dk tg ¢k=] tg ¢k dk+1 sen ¢k) k
1 1 1 1
- ( + ) + v, 4(z) +
dk+1 tg o tg o 4 dk sen ¢, k+1
e Virp (2) (2.45)
k] 1
Ok (z) T (z)
Subs tituindo-se ek(z) e Ekm1(z) por —p— € ——p—

respectivamente, na expressao de Vi (z) em (2.13), obtem-se os valores desses
deslocamentos em funcao das tensoes normais longitudinais nas arestas, que

(o)

quando aplicados em (2.45) fornecem a expressao final de N (z):

Z Z
f
¥ @é?&+2 Opyp (2) dz® |+ 2z @é“)(o> - eév) (0) (2.46)
o 0
onde
olo) . _ 1
k,k-2 d._7 d . sen g
d d
(o) . _1 k k
kok-1 7 42 (cotg ¢,y + cotg & do 7 Sen Gy G,y sen 4y )

Tk
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(o) __ |1 2 !
@ksk = ; (cotg ¢k=7 + cotg ¢k) g o + ; (cotg 9 * cotg¢k+])
d k Y1 kK d
k k+1
d d
(0) __1 k+1 k+1
0 = (cotg ¢, + cotg ¢ + +
kK, k+1 d§+] k k+1 dk sen ¢k dk+2 sen ¢k+1
olo) - - 1 (2.47)
Kokt dear depp SEN
(u) _ (o) (o) (0)
O T(0) = 8 kp Up(0) + Oy (0) o7 U (0) 4
(o) (o)
PO kel Y1 (0 8 T Upyn(0) (2.48)
thv)(o) a se; T Ve (0) + '(‘2-31L (% : £ Loy s d l | v (0) -
' k -1 1{ kW %y 9 d k+1 SEM 9y
S S B B 1 v, .(0) + 1 v, . (0)  (2.49)
}dk+1 tg ¢k tg ¢k+1 dk sen ¢k k+1 dk+] sen ¢k+1 k+2
{

As expressoes (2.34), (2.37), (2.39) e (2.47) mostram que 0s
coeficientes das equacoes da casca prismatica possuem a propriedade da
reciprocidade e, portanto, tem-se:

o r(m)’

.k k,i
) = o
o) = rio)
o) = el
o) = - i (2.50)
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I1.4 - Equi]?brio e compatibilidade

0 sistema de equacoes diferenciais para a resolucao do problema
de cascas prismaticas pelo metodo de Vlassov & formado por dois tipos de
equagoes: equilibrio de forgas (estatica) e compatibilidade de deslocamentos
(geometrica).

A somatoria das reacoes r (z) devidas as cargas externas e
incognitas hiperestaticas e igual a zero, pois os vinculos sao ficticios e
portanto, essas reacoes nao existem. Por outro lado, as arestas
longitudinais sao monoliticas, ou seja, nao existe deslocamento relativo nas
arestas entre dois elementos ali concorrentes. Isto significa que a
somatoria dos giros @k(z) na aresta k e igual a zero. Portanto, para uma
determinada aresta k, valem as relacoes:

ePlz) + r{Miz) + r(®) = 0
olP)(2) + o™ (z) +6l%) (2) = 0 (2.51)

Substituindo-se as expressoes (2.33), (2.35), (2.38) e (2.46) em
(2.51), tem-se:

k§1 (o) k+2 (m) ; ) ) —
e reod o5 (2) 1=E_2 N { J(z) dz + P (z) =0
0
k+2 (o) o , k+1 (m)
i:g-z %,i f J 0.(z) dz* + 12%_1 0.1 Mi(z) +
00
o {@ép) (2) + 290" (0) + 0" (0) - 0 (2.52)

Derivando-se uma vez a primeira equagao e duas vezes a segunda,
obtem-se:
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k+1 k+2
' " - p B
1:g«~1 rég]) o (2 ¥ i:g—Z ‘”ﬁmf My (z) + ‘”;E ) (2) = 0
k+2 k+1
¥ ( m i =P B
j=k-2 A oy ) e o M (2) + P (2) - 0 (2.53)
onde:
") =g ale) - gl gy () + 5 () (2.54)
k d 7k dk+1 k+1 k

com qk(z) e qk+}(z) dados pela expressao (2.23), e:

2 o(P)
) B e F (2.55)

dz?

No caso de carga uniformemente distribuida no sentido transversal,
pk(z)g a expressao (2.55) se transforma em:

, . d2 d?
=(p)/yy o b Tk k+1
% (z) = j;j’i j;' P (z) + j;:;‘@k+1(2) (2.56)

As equagoes (2.53) formam o sistema que determina os esforcos e
desTocamentos em cascas prismaticas. Esse sistema € conhecido por equacoes
de olto termos da casca prismatica, Ppois na primeira equagdo (2.53) as
incognitas sao op_1(2), op (2), oy ,1(2) M _o(2)s M_1(2) M (2), Mk+](z) e
Mk+2(z) (oito termos) e na sequnda Ok~2(2>’ Uk_](Z), ok(z), Gk+1<z>’gk+2(z)’
M"k_1(z), M”k(z) e M“k+](z), tambem composta por oito termos.
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I1.5 - Solugao geral do sistema de equagoes diferenciais

Admitindo-se a fungao H(z), multiplicada por uma constante Mk,
como sendo uma solucgao particular para os momentos Mk(z) e considerando-se
as expressoes (2.5), (2.13) e (2.45), demonstra-se que existe uma relagao
linear entre as funcgoes Mk(z)9 @k(z) e vk(z)v Considerando-se, tambem,
as expressoes (2.9), (2.11) e (2.17), e admitindo-se que os termos
independentes das expressoes (2.53) sao representados aproximadamente pela
funcao H(z), obtem-se as seguintes relagoes:

M (z) = Wk H(z)
wPlz) = FP) H(z)
u, () =‘Ek H' (z2) -
6ép)(z) - @ép) H”(Z)
o (z) = 3& H'(z)
5,(2) =5, H" (2) (2.57)
onde Wk, Gk"gk’ §k, ;ép) e gép) sao constantes correspondentes a aresta k.

As relacoes dadas em (2.57) sao analogas as da teoria elementar

2 3
de flexao de vigas (y. w z»%%; M o= - EJT’ QWX; ; Qo= - wlT, d ya) e alem

d x d x
disso, as equacdes de oito teamos da casca prismatica sao, em sua

estrutura, idénticas as equacoes de uma viga apoiada em um meio que produz
reacoes proporcionais aos deslocamentos. Portanto, serao utilizadas as
funcOes transcendentes elementares dadas na teoria de vibragoes livres de
vigas homogéneas, partindo da equacao diferencial seguinte:
N
HV(z) = 2 H(z) (2.58)
9\/4
onde £ & o comprimento da casca prismatica e w um parametro que depende do
problema de vibragao livre.

A integral geral da equacao (2.58) e dada por:
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= Hz HZ HZ HZ
H(z) = C1 sen == + C2 cos = + C3 senh 2 +C4 cosh 7 (2.59)
onde C], CZ’ C3 e C4 sao constantes arbitrarias, que podem ser determinadas,
Juntamente com o parametro u, atraves das condigoes de contorno das bordas
transversais em z =0 e z = Q.

Substituindo-se a expressao geral de H(z) em (2.57), obtem-se as
expressoes gerais para Mk(z)s uk(z), gk(z) e Sk(z):

= Hz Hz uz Hz
Mk(z) Mk {61 sen ==+ C, cos T+ senh o+ Cy cosh 7 }

uk(z) = ﬁk Ji»[ Cy cos %§< - C, sen B2 4 ¢ cosh 22 4 ¢, senh B2 l

L 2 2 3 L 4 L
0, (z) =05 w2 [ C. sen 22 . cos B2 4 ¢, senh B2 4 ¢, cosh HZ ]
S O % 2 % 3 ) 4 5LJ

2 2 2 3

=5 M| Hz Mz
Sk(z) = Sk i?'( C] cos + C, sen + C 4 7

cosh %§-+ C, senh EE—W (2.60)
)

A fungao H(z) tera infinitas solucoes particulares Hm(z) em
fungao do parametro u e a solugao geral sera a seguinte soma:

H(z) = T H(z) (2.61)

As funcoes Hm(z) sao linearmente independentes e ortogonais, ou
seja, possuem a seguinte propriedade:
2
J Hm(z) X Hn(z) dz =0 (2.62)

0 para m # n

As derivadas de ordem par de H(2) tambem sao ortogonais e
possuem a propriedade da expressao (2.62).
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Alem disso, as fungoes fundamentais Hm(z), bem como as suas
derivadas de ordem par, possuem a propriedade mostrada em (2.63).

[ 2
| Z N 2 . & it Hy2
| (z) dz = { HZ - 2 He HY o+ (HY) . (2.63)

O

Py

Colocando-se as fungoes das expressoes (2.57), representadas
como somatoria de fungoes fundamentais, obtem-se:

S (z) = 1S, W (2)

n=0 km
&M@ - 1 el () (2.64)
m=0
onde as constantes'ﬂkm e"Ekm param =0, ..., @ sao as incognitas do

problema.

As constantes %ég) e 5é§>, que dependem dos carregamentos
aplicados, sao determinadas atraves das expressoes seguintes:
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)
?ﬁp)(z) H (z) dz
;ég) - ig
HZ (z) dz
0
)
( 5P (2) e (2) a2 (2.65)

5(P)

.
km [}
J [ (2)
o]

2
dz

Considerando-se alguns casos particulares para as cargas aplicadas
na estrutura, as expressoes (2.65) podem ser simplificadas. Quando a carga
externa for apTi;ada somente nas arestas e alem disso ela for constante,
teremos entao ?ép)(z) = ;ép) = Cte e ‘6ﬁp)(z) =0 e a expressao
dada em (2.65) se transforma em:

K © (2.66)

Para o caso de cargas concentradas aplicadas emz =a e z = b,
utilizando-se as integrais de Stieltjes, obtem-se:
(p) (p)
r H (a) +r H (b)
rép) _ _ka m kb 'm (2.67)
m
2
H2 (z) dz
0

Substituindo-se um dado termo m das expressoes (2.64) no sistema
(2.53), considerando-se que as funcgoes Hm(z) sao linearmente independentes e
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que as derivadas de quarta ordem sao proporcionais a propria fungao

(expressao (2.58)), obtem-se o seguinte sistema de equacoes algebricas
lineares:

~(m) A(P)
O My + 60 =0 (2.68)

para i =2, ..., h=2

As incognitas sao Efm e‘ﬁims que determinam os coeficientes em

(2.64), fazendo-se m = 1, 2, ...., sucessivamente ate o valor adequado de
m para a convergencia satisfatoria.

Conhecendo-se as constantes‘gim e Mims determinam-se os outros

esforcos, como por exemplo Sk(z)s partindo-se da expressao (2.17):

S (z) = 7 S H'(z) - Y % HY (7)) —
«(2) mZO i 1 (2) méo (k=T)m
A S o0
- 1§. L Spenyn i (@ 4 T 5 e (2) (2.69)
m=0 m=0

determinando-se, entao, as constantes §km’ atraves da expressao seguinte:
A

— - kK — _
Sem = S(k-m T 7 Tk-Tym * O (2.70)

Da mesma forma, determinam-se as constantes Hkm:

Oy (z)
u& (z) = ak(z) = (2.71)
TG ) - 1)

U = (2.72)
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IT.6 - Solugoes do sistema de equacoes diferenciais para as

diversas condicoes de apoio das extremidades transversais

I1.6.1 ~ Extremidades simplesmente apoiadas

Nesse caso, supoe-se que os vinculos nao impedem os deslocamentos
e 0s giros no sentido longitudinal. 0s deslocamentos no plano das secoes de
apoio sao totalmente impedidos. Portanto, as condicoes de contorno sao as
seguintes:

5.(0) = 0, (2) =0 (2.73)

- C? + C4 =0

i
(]

01 sen u + CZ cos p + C3 senh u + C4 cosh u

- C1 sen u - CZ cos 1 + C3 senh y + C[1 cosh yu

it
<o
—
[N
~J
oy
S

Das duas primeiras equacoes, conclui-se que C2 = C4 =0 e,
portanto, o sistema fica reduzido a:

C]Senp+C

Hi
[a»]

3 senh .

fi
(e}

- C] sen y + C3 senh (2.75)

Para que a solucao em C] e (g nao seja nula € necessario que o
determinante da matriz dos coeficientes seja igual a zero. Portanto,
tem-se:

sen u =0 (2.76)
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As solugoes dessa equacao sao infinitas, isto e, By = Mo, com
m=1, 2, 3, ..... » ®. Para que o sistema (2.75) seja satisfeito C., deve

3
ser nulo, e fazendo-se C1 = 1, tem-se finalmente a funcdo H(z):
_ m mz _ -
Hm(z) = sen — (m=1, 2, S ) (2.77)
ou em sua forma geral:
H(z) = ) H(z) = ] sen m‘gz (2.78)
m=1] m=1

em:

U (2) = gy T cos T
m=1
Ok(z) S Mkm (mgﬂ)z sep M ;z
m=1 ’
= < = mmn mmwz
S(2) == ) S, () cos S (2.79)

I1.6.2 ~ Extremidades engastadas

Sob essas condigoes de vinculacao, sao impedidos os deslocamentos
transversais e longitudinais nas secoes dos apoios, ou seja:

M) = y(e) =0 (2.80)

Aplicando-se essas condicoes em (2.60), obtemos:
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62 + 64 =

Cy + C3 =0

C1 sen u + C2 cos u + C3 senh u + C4 cosh u =0

C1 cos u - C2 sen u + C3 cosh p + C4 senh p =0 (2.81)

Esse sistema pode ser reduzido, atraves da eliminacao de C3 e 64,

o (sen u - senh p) + 62 (cos p = cosh p) =0
C] (cos u = cosh ) - C? (sen p + senh y) =0 (2.82)

Para que o sistema (2.82) tenha solucao nao nula @ necessario que
o determinante da matriz dos coeficientes seja iqual a zero, ou seja:

Cos u = cosh u= 1 (2.83)

As solucoes para a equacao (2.83) sao: 0; 4,73004; 7,85320;

10,99555;  14,13717, etc., valores esses que se aproximam de‘giﬂii“l ™
principalmente a partir do segundo valor.
Wy = 4,73004 para m = |
Lo (2 m1) w ~ .
Wy = s, M= 2, 3, ..., (2.84)

Fazendo-se C]n] = 1, obtem-se da la. equacao do sistema (2.82):

sen Hin senh M

2m oS u, - cosh My

U b4 Uz

— senh T

m ) .

m
cos - cosh 7

senh u_ - sen yu T4 T4
m m ( (2.85)
|

* S - cosh
cos n Moy
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I1.6.3 - Uma extremidade simplesmente apoiada e a outra engastada

As condigoes de contorno para esse caso sao as seguintes:
Mk(O) = ok(O) =0 (extremidade apoiada)
Mk(z) = uk(z) =0 (extremidade engastada) (2.86)

Essas condicoes se transformam em:

C2 + C4 =0

- C2 + C4 =0

C1 sen u + C2 cos u + 63 senh p + C4 cosh p =0

67 CoS C2 sen u + C3 cosh p + 04 senh 1y = 0 (2.87)

Das duas primeiras equacoes, deduz-se que CZ = C4 = 0 e portanto,
0 sistema se reduz a:

C] sen u + C

i
<

3 senh u

i
e}

cosh

Cl cos u + C (2.88)

3

O determinante do sistema, cujo valor deve ser igual a zero, €
dado por:

sen y cosh uy - cos uw senh u =0

ou : tg u = tgh u (2.89)

As raizes dessa equagao sao: 3,92660; 7,06858; 10,21018;

13,35177, etc., valores muito proximos de 4 Z+] m
. 4 m+l
T ﬁ__7r__L;E ,m=1,2, ...., (2.90)
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ou:
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_ ~ o 4
Fazendo C1m = 1, obtem-se C3 - o (BT 7
4
"
- (4 ml)wz A (4 mt1) mz
H (z) = sen 7 G senh T (2.91)
sen gt

IT.6.4 - Uma extremidade livre e a outra engastada

As condigoes de contorno sao as seguintes:
GK(O) = Sk(O) = () (extremidade livre)
Mk(z) = uk(ﬁ) =0 (extremidade engastada) (2.92)

Aplicando-se essas condicoes, temos:

- CZ + C4 =0

- C] + C3 =0

C1 sen u o+ C2 coS U + C3 senh u + C4 cosh p =0

C] cos p - C2 sen u + C3 cosh p + C4 senh b= 0 (2.93)

ETiminando-se C3 e C4, 0 sistema (2.93) se transforma em:
C] (sen u + senh p) + 62 (cos u + cosh u) =0
C] (cos u + cosh n) + C2 (- sen y + senh p) =0 (2.94)

0 determinante do sistema, que deve ser igual a zero, e dado

(senh?® u - sen? u) - (cos u + cosh p)2 =0

cos p cosh 1 = - 1 (2.95)
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As raizes dessa equacao sao: 1,87510;  4,69409; 7,85476;

10,99555; 14,13717, etc...., valores esses que se aproximam de LZ—%:ll~ s
principalmente a partir do terceiro valor.
e By © 1,87510 param =1
Wy = 4,69409 param = 2
. (2 m-1) - w
Wy = S T param =3, 4, ..., (2.96)
sen o + senh e
Com Gy =1, tem=se Ly = = Cos 1_ + cosh u
m m
S () - b s cemn i
m Z) = sen - 7 Z tsenh — 7
sen u_ + senh v | noz n_z
- m . S PO L + cosh _@?w (2.97)
o~ 4 ¢ =
cos u + cosh u { [
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[1.7 - Cascas prismaticas continuas. Solugdo do sistema para as

diversas condigoes de apoio das extremidades transversais

Nas cascas prismaticas continuas, as funcoes fundamentais sao
diferentes para cada tramo. Portanto, e necessario determinar as quatro
constantes C1, CZ’ C3 e 64 e 0 parametro u para cada tramo da estrutura.

Neste trabalho serao estudadas somente as cascas continuas com
dois tramos, como mostra a figura 2.22.

Figura 2.22 - Casca prismatica continua

Para facilitar a determinacao das constantes e dos parametros Moo
serao consideradas as coordenadas Zys que varia de 0 a 119 e z, de 0 a 22,
onde k]e.zz sao os comprimentos dos tramos 1 e 2, respectivamente.

Portanto, as fungoes fundamentais sao dadas por:



eXpPressoes:

Os esforgos

Ok (z) =

+ C

W Z U z
Tm m 1
+ C +
U v4 u z
senh Slm — + C, cosh dm 1 p/ 0 <z
u Z U Z
2 ? 2 + C6 cos 2 2 +
2 2
u Z u z
senh 2m "2 + C, cosh 2m 2 p/ 0 < z
%2 8 22 — 72
(2.98)
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| A

A

e deslocamentos na casca serao dados pelas seguintes

8

]

‘Mkm

km

<

km

fud

km

p/ 0 <z <4

p/ R] < Z iAQ] + 22

p/ 0 <z <4y
p/ Q]< z f‘Q] + 22
p/ 0 <z 5_2]

p/ R] < Z 5_2] + 22

p/0 <z

I A
=
)

p/z] <Z <Ayt 22

(2.99)
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As constantes M u g, eS bem como as correspondentes
km* “km>  “km km’ pN B
constantes das cargas externas e outros esforcos e deslocamentos, sao validas

igualmente para os dois tramos da estrutura.

As condicoes de contorno para a determinacao das constantes C] a
68’ R obedecem as condicoes normais de vinculagao (livre, apoio ou
engaste) para os apoios extremos, enquanto que nos apoio intermediario
0s momentos transversais nos dois tramos sao iguais a zero e as tensoes
normais e os deslocamentos longitudinais dos dois tramos sao iguais. Para
isso, supoe-se que o apoio intermediario e infinitamente rigido em seu plano
e completamente flexivel fora dele.

Partindo-se das consideracoes anteriores, determinam-se nos itens
I1.7.1 a I1.7.5 as constantes que fornecem a solugao do sistema de
equacOes diferenciais para as diversas condicoes de vinculacao dos apoios
extremos.

11.7.1 - Extremidades simplesmente apoiadas

As funcoes fundamentais e suas derivadas para os dois tramos sao
mos tradas nas expressoes (2.100).

WA M 4 b4 Wy 7

H1(7]) = C] sen T + C, cos —~§;-+ 63 senh -§;w—+ C4 cosh T
y Y Hyofp Hy A Hy ¢ s
H](z]) =1 Cy cos — Qz sen —— + L3 cosh T ¥ 64 senh 7

1 1 1 ] 1

2
; M Hph M1 A s W4
H1(21> = ;;- »Clsen-— T - CZ cos - v + C3 senh 1 + C4 cosh T

1

i M1 A HY 7 Hy 4

1 g] + C2 sen Q] + C3 cosh Q1 + 64 senh 1]




Hy (2,) =

seguintes:
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Un Z, U, Z Ho Z Un Z
C5 sen 22 2 + C6 cos 22 2 + C7 senh 22 2 + C8 cosh 22 2
2 2 2 2
5 | Hp 2 Hp 29 Hy 2p Ho %o
-~‘C5 cos - T C6 sen 7 + C7 cosh i + C8 senh 7
2 2 ! 2 2
o | U, Z fi, 2 z U, Z
§§x|°C5 sen 2 2 66 cos 2 =+ C. senh 2 2 + C, cosh 22
5 [ 7 %, 8 %
k [ .
ug Ho Hp 4o ) My 2 |
~= -0 cos SF + €, sen -2 + C, cosh —-=-5 + C, senh —=—-2
s | 5 6 [ 7 [ 8
(2.700)

i

1

H, (0) = 0
HU(0) = 0
oLp) =0

——
)

e
S

{
g
~No =
—~
O
S

(2.101)
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Substituindo-se esses valores nas expressoes (2.100), obtemos:

C, + C4 =0

2

- 62 + C4

[
law}

C5 Sen U, + C6 cos u2-+C7 senh Ho + C8 cosh Mo = 0

- C5 sen u, - C6 cos y, + C7 senh by + C8 cosh Hy = 0

6 78

=
—_— N

H rg »J(:.I sen Hy - C? €os 1y + C3 senh u1%-64 cosh u1] = — (=C.+C,)
l >

\
M . . o
§E~ C.1 €os 1y “LZ sen py + L3 cosh M + C4 senh u1 J = EE (C5 + C7)
\

C] sen iy + CZ oS 1y * C3 senh Hy ¥ C4 cosh Wy = 0
C6 + C8 =0 (2.102)
i} Cg
C Dessas expressoes, tem-se que C2 = 64 =0, C6 = - C8’ C7==-aiT7I~
8 e C. =~ C senh W 2
tg Ho 1 3 sen u1f
0 sistema se reduz a:
S |
senn b 63 - "2*68 = 0
2

{cosh - ES_Y.]_h_E.]_ C. - P_.Z, ! - 1 C. =0

(2.103)
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Para que 0 sistema tenha solucao real e necessario que o

determinante da matriz dos coeficientes seja igual a zero, ou seja:

) } (
mla e
% k tgh u, tg u, Ly | Tgh Hy o tg oy

\

(2.104)
Portanto: tg Hy = tgh H

tg Mo = tgh Ho (2.105)

A solugao e: Wy =y = 3,92660; 7,06858; 10,21018, etc., valores que se
aproximam de Lﬁm%ill~ﬂ param =1, 2, ..., @,
B ~ (4 mtl) B -
Hy moC Mo o = Wy = i - op/m=1, 2,..., (2.106)
2 ~ )
Fazendo-se C,3 m S obtem-se, entao, os valores para todas as
constantes: 2
2 senh I
Com ™ T, *sen
2 Hm
Cop = O‘
c .
3m %y
C4 0= 0
A ) i§4 senh o
5m 2 tg iy
%
C6 _— Eq-senh o
C = - fﬁé cosh
7m 2 Mo
QZ ;
C8 . -— senh b (2.107)



I1.7.2 - Extremidades engastadas

As condicoes de contorno sao as seguintes:

M (0) =0 —=  H(0) =0

51

17
Mk(ll)zzzo =0 HZ(O) =0
W)z may = Ma)g 0 7 M () =y (0)
uk(KW)z]zﬁi = ”k(ﬁl)zzzo —r Hj (Q]) = Hé (0) (2.108)
Substituindo em (2.100), obtemos:
C2 + C4 =0
C] + C3 =0
65 sen p, + C6 Cos , + C7 senh by + C8 cosh Hy = 0
C5 Cos u, - C6 sen Ho + C7 cosh Hy + C8 senh ny = 0
C] sen jy + C2 Cos uy + C3 senh up ot C4 cosh Hy = 0
C6 + C8 =0
M , b2
E% - C] sen py - CZ Cos yy + C3 senh uy ¥ 64 cosh My =~;g (—C6+C8)
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U‘l UZ
ﬁﬁ: C1 Cos Uy - C2 sen g + 63 cosh Hy C4 senh Wyl = EE (C5 + C7)
(2.109)
Dessas expressoes, obtem-se:
Cr =ty
C] = - C3
Ce = - Cg
(-cos py+ cosh “1>
C = e C y S
3 4 (- sen Wyt senh u1) (2.110)

Substituindo-se na penultima equacao de (2.109), temos:

u% | (-cos uy + cosh Hy)
53:64 " T=sen T TN u]) (sen Hy senh u]) + C4 (cos Hy ot cosh u1) =
UZ
2
= ”5[5' (2 CS)

que pode ser transformada em:

2 2
U u
ul-C - €O0S u, senh u, + cosh u, sen u 1 -2 C, (sen u, - senh uy)
2 4 1 ] 1 1 2 8 1 1
L > 3
1 2
e dai em
2 2
u '3 cosh p, . sen y, = CO0S u, senh u
Lt g, . ‘ 1 1 L o_¢c =0 (2.111)
2 2 sen gy - senh i 8
M5 l]

Utilizando-se as expressoes de (2.110) na ultima equacao de
(2.109), tem-se:
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Uy g (-cos Hy ot cosh u1) \
??’C4 % " T=sen T el 1i7) (= cos uy + cosh by + (sen py + senh u]) -
L
U
2

cujo desenvolvimento fornece:

u 8
1 _ .2 -
§;~2 C4 (1 - cos My cosh u]) = »QE(C5 + C7) (sen My senh u])
e, finalmente:
1 22 1 - cos Hy cosh 1y
CS + C7 = 97; X }'j"' 2 C[l. sen u - Senh i (2']]2)
. 2 1 1
Da terceira equacao de (2.109), temos:
o 68 (cosh.u2 - COS “2) - C7 senh Mo
CS = (2.113)
sen U,
que substituindo na quarta equacao de (2.109), fornece:
- Cq (cosh u, = cos u,) - C, senh u
8 2 2 7 2
sen u, Cos 1, + C7 cosh Ho +
+ C8 (sen Hy senh UZ) =0
0 desenvolvimento dessa equacao leva a:
e (1 - €0S Wy cosh Ho + senh Wy sen p2> (2.114)
7 8 cosh Uy Sen u, - sen u, €os u, ’
Substituindo-se (2.114) em (2.113), chegamos a:
cosh u, €OS U, - | + sen u, senh y
C = C 2 2 z 2 (2.115)
5 8 cosh Hy Sen p, - Cos u, senh Uy .
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Substituindo-se os valores de C5 75
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dados respectivamente por

(2.115) e (2.114), em (2.112), obtem-se a seguinte equagao:

My 22 1 -~ cos Hy cosh Hy

(-1 + cos Mo cosh “2>

.

— G
1 Mo 4 sen Hyo- sh My

C8 (cosh Ho sen Wy -

cos 1, senh “2) =0

(2.116)

Esta ultima equacao e a equacao (2.111) formam o sistema de

equacoes em C, e C,, cujo determinante da matriz dos coeficientes deve ser
4 8

igual a zero.

Hy QZ (cosh Hy sen Hy

= C0s 1y sh u])(*1 + COSUZChUZ)

= (1 - cos uy cosh uy) + o
2

(cosh Uy sen Uy =

Cos w, sh Ho )

(2.117)

Para que a equacao acima seja verdadeira e necessario que:

{
—

cos Uy cosh Hy o=
Cos 1y cosh Hy = 1

As ralzes dessas equacoes sao: 4,7300;

(2 m1) =

(2.118)

7,8532; 10,9956

14,1372, ...., valores que se aproximam de S, para m = 1, 2, 3, ... =,
principalmente a partir do segundo termo.
Him = Hoom = Mg T 4,7300 para m = 1
. o (2 mtl) o _
Wy S Mo " My T para m =2, 3, ....,
(2.119)
Q]

Fazendo-~se 64 . EE

- CO0S
f]_ cosh o 0 i

=5 —
2 senh . sen

obtemos todas as outras constantes:

=0
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Q' , —
1 cos Um cosh Mo

C = =
3m 22 senh W T oSen u
¢ -
4 m 22
Q,r S .
: " sen W senh Wy
5m %y (senu - senh 1)
. ) ig (cosh W SEN . CoS senh “m)
6m 9., N ‘
21 (senh Mo sen Um)
c - f@/ sen Moo senh Umﬂm
7 m %, (sen Uy ™ senh M)
‘ Lo (cosh Hp S€N g 7 COS g senh “m>
‘g m T, T '

¥ (sen - senh “m)
(2.120)

[1.7.3 - Uma extremidade simplesmente apoiada e a outra engastada

Considerando-se a primeira extremidade como simplesmente apoiada
e a segunda engastada, temos as seguintes condicoes de contorno:

M (0) =0 > H(0) =0
0, (0) =0 ——>  HJ(0) =0
Mk(sa] + 22) =0 » Hy (22) =0

Mk(ﬁ])z]_ﬁ] =0 — H] (Q]) =0

Mli)g,m0 =0 7 Mpl0) =0
Tk )z e = A0 T (2y) = Hz (0)
uk(SL-{)Z]:SL] k (21>Z =0 > H]l (2]) = le (0)

(2.121)
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Essas condicoes de contorno conduzem as seguintes equacoes:

C2 + C4 = ()

- C2 + C4 =0

C5 sen u, + C6 COS W, + C7 senh Ho + C8 cosh Hy = 0

C5 COS iy - C6 sen 1y, + C7 cosh Hy C8 senh Hy = 0

CT sen My + 62 c0S$ My + C3 senh Hy + C4 cosh Hy = 0

C6 + C8 =0

u% - C, sen - C,, cos + C., senh + C, cosh } = Ué (=C.+
I 1 T Byt g Hp Ty M1l Tz et

7

™~

2

\ )
3 cosh Hyt C4 senh U7J = Q7»(C + C

T {C] cos Hy - C2 sen + C :

(2.122)

De maneira analoga ao item I1.7.2, chegamos ao sequinte sistema

em C3 e L8:
U2 UZ
1 2
— senh py, C, - — C, =0
2 173 2 78
K1 QZ
) [ . Y 1 (5 » ‘ \
El-icosh L. - EEEEMEl | C. - ﬁ§,§ 2+ 2 cosh yp COS c =0
21 I ] tg | 3%, i (cosh 1, S&n 1, - senh 1, cos y,| 8
(2.123)

0 determinante da matriz dos coeficientes, que deve ser igual a
zero, € dado por:



Sy
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P (
My 2 + 2 cosh Ho cos Hy ﬁg | 1 1

T, | tghuy T g H J

S

1 coshn Ho sen Wy - senh Hy cos Wy

PR

{

(2.124)
Para que esta relacao seja verdadeira € necessario que:
tg Wy = tgh Hy
cosh Uy COS U, =] _ (2.125)
As raizes dessas equacoes sao:
U_I m = Qmmmda.i.ln)ﬂ__j p/ m = ]3 29 csseg P
Ho o = 4,7300 p/ m =1
W, = i§~9%ll~3 B/ m=2,3, ., (2.126)
As constantes C»1 o @ C8 m sao dadas pelas expressoes (2.127):
C = - fom fﬂ. EEEEWEJMT
T m - 12 sen uy
C2 n - 0
Lt
3m Hy Q]
64 . 0
. ) - fg‘ senh Hy sen Ho senh Ho
g

5m Ho o Y (cosh Mo o SEN 1y - senh Ho . COS 1y m)

m 2
= - — h
C6 . T Q] sen My
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. - Hy %2‘ senh Mo senh Ho Sen u, o

7 m Mo o 2] (cosh Wy o SEM 1y - senh o o COS Uy 1)
C _Yin f@_ senh

am u, 2 "m

(2.127)

11.7.4 - Uma extremidade livre e a outra simplesmente apoiada

Considerando-se a primeira extremidade como sendo a extremidade
apoiada e a segunda como sendo a extremidade livre, temos as seguintes
condicoes de contorno:

OK(Q‘] + 12) = (0~ Hg (22) = 0

S, (8 + 2,) = 0 ——> Hy" (1)) = 0

Mk(21)21=x1: 0 ——Hy (&) =0

Mk(21)22=o =0 = H, (0) =0

)z e T k2,0 Hy (L) =y (0)

P L B U (2.128)

Fstas equacoes, apos o devido desenvolvimento e eliminagao de
incognitas, levam a seguinte condigao para determinacdo dos parametros

U] e UZ:
\
L, ] 1+ cos u, cosh i, , Ha [ R iy
%, | (cosh Hy SeNn y = COS 1y senh “2) D [ tgh TP TR

(2.129)
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Cada parcela da soma de (2.129) deve ser isoladamente igual a

zZero, ou seja:

tgh uy o= tg Hy

COS 1, cosh Hy = - ] (2.130)

As raizes dessas equacoes sao:

U-[

Hom

i

i

i

x~LﬁJE£ll¥ﬂ param =1, 2, 3, ...., =

1,8751 para m = 1

4.,6941 para m = ¢

(enl) n param =3, 4, ..., w (2.131)

As constantes C1 o @ C sao dadas pelas formulas:

M1

8 m
'2] senh ST

o SEM Uy g

22 ! senh M senh uzn]sen “2\mﬁ

X —
29 l(cosh Wy o S€N Uy - senh Ho o COS 1 m)

%o
X @;- senh U1
22 { senh - senh Ho o SEN Wy

=

2 (cosh Ho o SEN Yy o - senh HpCOS 1y m)

(2.132)



segunda (z = Ly + 0

de Hy e

Ho

I1.7.5 - Uma extremidade livre e a outra engastada

Admitindo-se que a primeira extremidade (z =

5)

Mk(O) = Hl(O) =

uk(O) =0 —+ H) (0) =0

Gk(Q] + 22) = — HE (2

S, (B 4 8,) =0 —  HY' (g
M )y c, =00 7 i)
M, (21)22:0 =0 Hy(0) = 0
o (), g =0 (%),

k 71 z1=4 k1 2,50

uk (21)21%1 Uk (QZ)Z =0

As expressoes (2.133) levam

sz
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0) seja engastada e a

Tivre, temos as seguintes condicoes de contorno:

(- 1 + cosh by €OS Ul)

u

.,

equacao:

1

, * (cos iy senh ur sen uy cosh T 4y

1

= 0
Hy (2q) = Hy
() -

(2.133)

a sequinte equacao para determinacao

(1 + cos My cosh “2)

* (cosh u, sen u, -

sedﬁuz cos “2>

(2.134)

Separando os termos e igualando-os a zero, chega-se a seguinte

cosh up COS Wy =

cosh Mo Cos u, =

cujas raizes sao:

(2.135)

=0



it

i

[

i
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4,7300 p/ m =1
(Zmz‘])ﬂ p/m____29 3, ey @
1,8751 p/ m =1
4,6941 o/ m =2
Q‘.%‘.;L]M p/ m = 3’ ZJrs , ®
(2.136)
As constantes C] - C8 ; Sao dadas pelas formulas:
JB2m l
Mm%

Ho o ) 2] (senh Hy g T oSen m)
M Lo (cosh My cos Hy m)

Vo M
T

M 2

"2 m » 4y . (senh piy - sen g )
e X X oTs ”

M % {cos uy cosh My m)
Il 32T, i + 3
CopSenn 1, C8m(cos My o * cosh Ho m)

sen UZ m

o f@_ (cos M senh Wy~ SeN Wy o cosh Hy m)
Ho o % {cosh Hy g = €OS m)

senh Ho 1 S€n Hy

C8m(senh Ho o COS Uy o = cosh Ho o SEN U, o

M %2 (cos Mo senh My g Tosen uy cosh M m)

H2m ] (€os 1y = cosh g )

(2.137)
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IT1.8 - Calculo das constantes das funcoes de aproximagéo para os

diversos tipos de cargas

I1.8.1 - Geral

Como foi visto no item II.5 qualquer funcao pode ser representada
aproximadamente pelas fungoes fundamentais e quanto mais termos forem

usados maior sera o grau de precisao.
Portanto, a carga real pk(z) aplicada a estrutura pode ser

representada por:

P (2) = ) Py Ho(2) (2.138)
k mzo Kmom
;‘2
onde: j pk(z) Hm(z) dz
= 0 (2.139)

No caso de cascas com dois tramos a expressao (2.139) se trans-

forma em:
2, %,
f P 1 (27) Hy plz)dzy + { P olzp) Hy o (25) dz,
. 0 o)
Pkm = pis o (2.140)
2 2
J Hy o (2y) dzy + J e (z,) dz,

o] o)

Como se pode ver pela expressao acima, mesmo se a carga atuar
em um so tramo, o denominador devera ser formado pelas funcoes Hy @ Ho o

Alem disso, a constante devera sempre ser aplicada nos dois tramos, como

mostra a expresséo (2.141).

o]

Pem H] . (z]) para 0 < z < a
m=0

P (2) = % o
Z Pim H2 m (22) para 2] <z< 2] + 22
=0 (2.141)
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k k

as constantes p, . nao e necessario calcular as constantes ?ég) e 6&5) atraves

de (2.65). Basta coloca-las como funcGes de . de acordo com o tipo de carga.

Os termos 7(p)(z) e 5(p)(z) sao fungoes de pk(z) e conhecidas

As cargas nas arestas dependem apenas da coordenada z e aqui
serao estudadas as cargas parcialmente distribuidas — uniforme,
triangular aumentando no sentido positivo de z (0 a P), triangular
diminuindo no sentido positivo de z (P a 0) — e concentrada,

As cargas nas laminas variam tambem com a coordenada s.
No sentido longitudinal (coordenada z) serao estudados os mesmos tipos de
cargas das arestas ja que as formulas das constantes Prm sao iguais para as
laminas e as arestas. Conhecidos os valores Prm? calculam-se os efeitos
das cargas no sentido transversal (coordenada s), dependendo do tipo da
carga neste sentido, que tambem pode ser parcialmente distribuida ou
concentrada. Sera estudado tambem o caso de diferenca de temperatura entre

as faces de uma mesma lamina.

Como em todos 0S casos sera necessario o calculo de
.
| H
J
O

F= ]

(z) dz, o seu valor e dado em (2.142). No caso de dois tramos, as

integrais parciais podem ser calculadas atraves da mesma expressao, com uma
troca conveniente de variaveis (z para zy € 22) e comprimentos (£ para
Ly € 22). 0 valor final devera ser a soma das integrais nos dois tramos.
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2 1 2 1
+ C (5 + 57— sen 2 u ) + C 1
2m 2 4 o m) 3m (2 Uy senh M cosh M 2) *
2 | N I
+Cp (?Mig-senh My COSh i+ ) Pl sen” 4
m
N C] m C3 m (cosh
m-a;-~u cos M Sen Moy ™ senh H, COS um) +
C
+ 1m ; m (senh sen - Cosh
u Hoy Hp = cosh - cos Mot 1) +
C C
2Zm '3m
+ ~w~ﬁ;~“-’(cosh Mo cos My + senh v, sen .- 1) +
C C.
. MEMQLWEME {senh u cos u_ + cosh u_ sen u ) +
;j.m : m m m m
CB m C4 m f
BT (cosh 2 “m - 1) > (2.142)
m |
I1.8.2 ~ Cargas nas arestas
[1.8.2.1 - Carga uniforme
De acordo com a figura 2.23, considera-se a carga
= a.

uniformemente distribuida atuando em um comprimento ¢ a partir de z
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Figura 2.23 - Carga distribuida uniformemente na aresta k
A carga pk(z) e dada por:

| O para 0 <z < a

z) = < b para a <z <a+c

0 para a + ¢ <z < i
- (2.143)

A expressao (2.144) fornece o valor da integral do produto
P (2) x Hm(z), necessaria para o calculo de Py

*
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L a+c
P (2) H (z) dz = 5k Hm(z) dz =
0 a
-

= i J - C s (A +c) = cos (A, @)
= X;' \l 1 Lco (A, (a+c m +
+ C isen (A _(a+c)) = sen (X a)\

2m | m m }

3
+ C3 0 (cosh (Am (a+c)) - cosh (Kma)

|+
{ J
( .
. )
+ 0y isenn (An(2+c) - senh (Km a); f
)
U
= .n
Ay =T (2.144)

Portanto, as constantes P serao obtidas atraves da divisao
do valor da expressao (2.144) pelo dado por (2.142).

I1.8.2.2 - Carga triangular 0 a P

Figura 2.24 - Carga triangular parcialmente distribuida
na aresta k



A carga Py

expressoes a seguir:

e

+

+ C senh (xm a)

3Im

+

L
(z) e a integral ( p

J
0

p/ a

p/ a

I A
N

p/ atc <

V3 m

.67.

|<(z) dz sao dadas pelas

(2.145)
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[1.8.2.3 - Carga triangular P a O

Figura 2.25 - Carga triangular parcialmente distribuida
na aresta k

As expressoes (2.147 e (2.148) fornecem os valores
necessarios para o calculo das constantes Prm

0 p/ 0 <z <a
pk (a+c—z)

Pl2) = ————— p/acz<a
0 p/ atc <z < 2

(2.147)



IT1.8.2.4 - Carga concentrada

Figura 2.26 - Carga concentrada na aresta

.69.

I,'QJ _6 {6\'%@
z _ Tk - -
P (2) H (z) dz = 7;;} (a +c-z)H(z)dz =
;j; a
5 [ atc a+c atc
ok 3 .
=-= | a J H (z) dz + ¢ [ Hm(z) dz J z Hm(z) dz =
a a a
P ) |
»w-zxtsen (A _(a+c)) lC] +2cC xm CZ m} + cos (A _(a+c)) ( C2 n 2 c A C1
C A
m
+ senh (Am(a+c)) (ECB n T 2 ¢ A C4 n + cosh (Am(a+c)) [=C4 nt 2 c A C3m
- (C] oAy C C2 m) sen (xm a) - (C2 m " Ay © C1 ) cos (x_a) +
%
+ (C3 m " A © C4 m) senh (A_a) + (Cd m " A © 63 m) cosh (A a)J>
(2.148)
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Figura 2.27 - Carga no elemento k, uniforme parcialmente
distribuida no sentido Tongitudinal e
triangular no sentido transversal

Figura 2.28 - Carga no elemento k, triangular parcialmente
carregada no sentido longitudinal e uniforme
no sentido transversal



A

Os valores de p ara a carga concentrada sao dados pela
km P g

expressao seguinte:

P, H_(a)
k 'm
Pem = T ” (2.149)
J Hm (z) dz
o
onde: (2
’ Hi (z) dz e dado em (2.142) e
J
9]
- _ T T poa i
K Hm(a) = Pk (C] sen ——p— + C2 qm COS ¥ C3 m senh Tt 64 mcosh R
(2.150)

II.8.3 - Cargas .nas laminas

Para as laminas  somente serao estudadas as distribuicoes
das cargas no sentido transversal, ja que no sentido longitudinal valem as
expressoes (2.142), (2.144), (2.146), (2.148) e (2.150). Portanto, todos
os tipos de cargas no sentido Tongitudinal podem ser combinados com todos
0s tipos no sentido transversal (ver figuras 2.27; 2.28 e 2.29), com
excecao da variagao de temperatura, que sera estudada no item II.8.3.5.

As cargas no sentido transversal irao influenciar,
principalmente, o calculo dos giros relativos das arestas no sistema
fundamental, as reagoes transferidas as arestas para o calculo das
reagoes ficticias e os momentos e forcas cortantes no sentido transversal.

a
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Figura 2.29 - Carga no elemento k, concentrada no sentido
Tongitudinal e uniforme parcialmente
distribuida no sentido transversal.

1T.8.3.1 - Carga uniforme

— dk |
a, i e b
- } e Py (2)
i 3 v/
A AT
2
| S Oék_l(z} o<k(z/

aresta @ aresta @

Figura 2.30 - Carga uniforme parcialmente distribuida no
sentido transversal. Secao por um elemento.

Supondo-se que pk(z) seja normal ao plano do elemento, os
giros o _1(2) e o (z) podem ser calculados atraves das seguintes formulas:
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2 d,
o _4(2) = p(z) o b g (1= B2 - 0,25 v?)
k“"”] E 63 k ]
K
2 d
o (z) = —— p(z) . a' ey (1 -0 -0,25v?)
k Esd K 1
Kk
(2.151)
1
onde: a' = a1 + v
C
. 1
bt =byt
C
o = al B = b A “1
dy dy dy

As forgas cortantes nas arestas devidas a carga pk(z),
supondo a lamina articulada (sistema fundamental), sao dadas por:

p (z) ¢
4] _ k ] '
Tkw],k (z) dk . b
-p, (z) ¢
0 Tk T .
Tk,k () ”Wd“k“““““a (2.152)

Os esforcos cortantes, bem como os momentos transversais da
estrutura fundamental em qualquer ponto do elemento sao dados por:

k-1.k (z) p/ 0 <s < ay

TE (z, 5) = J TE~],k(Z) - pkz) (s—al) p/ ap <8 <3y +c

, .
Tk,k (z) p/ a]+c] <s < dk

(2.153)




normal ao plano das laminas,

74,

TE=1,k(Z) S p/ 0 <s <3y
0 (s - a1)2
Tk—15k(z) S = pk(z) 5 p/ a1 <'s E)aj +C
0
- Tk,k(z> (dk -s) p/ ap +cy < s < dk
(2.154)

I1.8.3.2 - Carga triangular 0 a P

De acordo com a figura 2.31 e supondo-se que pk(z) seja
sao validas as seguintes formulas para o

calculo dos giros o (z) e o _4(z) :

. F d3 . ¢l c? (a, + cq)
e | , v 1 1 ., 17 1 1 1 1 1
=S LR (2) d2 - W(z) (o + m 6F b bo o] D
E Sé : 1 k dk 6 -1 270 dk 6 dk
d3 c? (a, + ¢,)
2 1 17 ¢® 1 71 Y9 1
- 2R (2) d2 + W(z) (4o oL LD 1T g g
E 6§ 1 k dk 70 dk 6 dk 1
(2.155)

com os seguintes significados:

1
dy =by + 3
p (z) c
d
R (2) = W(z)
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Figura 2.31 - Carga distribuida linearmente no sentido
transversal, aumentando no sentido positivo de s.
Secao por uma lamina.

Considerando~se o sistema fundamental, temos as Seguintes
formulas para o calculo das forcas cortantes nas arestas e dos momentos e
forcas cortantes transversais em qualquer ponto da lamina :

0 o Pl2) g ¢
Tt (2 =g =2 Oyt g
0 1 Rl g 2 ¢
Te(2) = - el . (ay + =)
(2.156)
9 . (2) /0 <s <a
k-1,k P/E 25 =8y
10 0 (s - a1)2
(Bs) =g T (2l - ple) = P/ray <s < apty
T (2) p/ a, + ¢, <5 <d
k,k 179 = 9%
(2.157)
o (z) . s p/ 0 <s < a
k=1,k'47 =Sy
- 3
MO(z,5) = < TV . (z) . s - (z)Ea‘) /a, <s <a, +
k205 G TkeT,k B T Py 6, P73y ST Y
0
- Tk,k(z) . (dk -S) p/ ajtcy <s <_dk

(2.158)
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11.8.3.3 - Carga triangular P a 0

o () T

Figura 2.32 - Carga linearmente distribuida no sentido
transversal, diminuindo no sentido positivo de s.
Secao por uma lamina.

De acordo com a figura 2.32, 0S giros @kml(z) e ak(z), as
forcas cortantes nas arestas, os momentos e forcas cortantes transversais
nas lamimas (todos os valores relativos ao sistema fundamental) sao dados

pelas formulas a sequir:

[
i d3 C3 (b +C)
2 117112112}
o _1(2) = — 12R2(4) di + Wz) - (3 * 575 T "8 4 -3 d]):
E dk ! k k k j
L J
( 3 3
d c (b, + ¢y)
2 1 1 17 1 1 1 1
ap (z) = R,(z) d? - W(z) (= + 2 Ci+ 595 . — = = C )
k £ 6§ 2 k dk 6 71 27 dk 6 1 dk E
J
(2.159)
“
onde: d] = a] + 5
p (z) ¢
Tk 1
W(z) = =7



T

=~ O

M

A

Z,5) =

(2.164), (2.165) e (2.166) fornecem as formulas para calculo de o
S ).

0

3

(Z,S) = <

1 Al g (b, + i C])
dy 2 ] 3
1 P2 g “1
N 2 (@) +3)
(2.160)
p/OiSia]
(a]+2c]“s)
- pk(z) ummwj?Y;;ww $~a]) p/ a; < s < aytc
p/ aptcy < s < d
(2.161)
S p/ 0 < s < 9
(d =5 - by) ,
s - p(2) 5 P/ a; <5 < apic
(dk -s) p/ a+cy < s < d

(2.162)

I11.8.3.4 - Carga concentrada

Analogamente aos outros tipos de carga, as expressoes (2.163),

k-1 <Z>s ka<Z),

6] O
T 4(2) Te ik (2) Tﬁ(z,s) e M(z
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Figura 2.33 - Carga concentrada no sentido transversal.

DK(Z) b}
dy
(2
dy
p/ 0 <s <8,
p/ ay < S dk
S
( dk"S )

Secao por uma lamina.

by
(1
dy
%
(1 + a“)
k (2.163)
(2.164)
(2.165)
p/ 0 < s < ay
p/ 81 < S < dk

(2.166)
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11.8.3.5~ Diferenca de temperatura

di

VS B s TR N

(7) ééK{Z,) Li?k

k-1 (E)

Figura 2.34 - Diferenca de temperatura entre as faces de
uma lamina

A diferenca de temperatura Atk(z) atuara em todo a lamina

e para o calculo devera ser substituida pela expressao:

At (z) = ) Aty H (z)
K nso KMo (2.167)
onde: . &
it J Ho(2) dz
— O
Mym ~ ” -
|2 (2) dz (2.168)
J

0 denominador desta divisao e dado por (2.142) e o

numerador por (2.169), a seguir.

L {2 3
Aty | Hm(z) dz = ~~ﬁﬁ;ww' 61 0 (1 - cos um) + C2 o SEM u*
0]
+ C3 m (cosh My~ 1) + C4 n senh U

(2.169)
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No sentido transversal, supoe-se que a diferenca seja

constante, e 0s giros “k«1(z) e uk(z) sao dados por:

d at, (2)

| % k

(2 = oy
d 8ty (2)

k (2.170)

onde o e o coeficiente de dilatacao termica do material constituinte.

A diferenca de temperatura nao provoca momentos e forcas

cortantes transversais no sistema fundamental.
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I1.9 - Exemplo

0 exemplo apresentado foi retirado de Billington (2J,
para que se possa comparar o processo de calculo 1a apresentado e o metodo
de Vlassov. A figura 2.35 mostra a estrutura e a sua secao transversal.

(a)
(b)
" - ”/T ‘%: 109
©
oY
)
‘0\
5
S ]X”’”"
[+
oy
) 6
2,60 3,00 3,00 2,60

Figura 2.35 - Caracteristicas geometricas da estrutura

X
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Como mostra a figura 2.35, temos as seguintes caracteristicas
geometricas da estrutura:

o] = 66 = 0,15 m
62 = 63 = 64 = 65 = 0,10 m
d1 = d6 = 0,90 m

d, = d. = 3,00 m

2 = %

dy = d, = 3,05m
by = - v = 90°
by = - g = 30°
by = 7 Uy = 10°
N

2 = 21,30 m

0s coeficientes geometricos da estrutura, dados pelas
formulas (2.34), (2.37), (2.39) e (2.47), sao os seguintes:

m) 1

Yé ) - ~ = 0,428
’ 0,90 . 3,00 . sen 69
r%m% I cotg 60° + cotg 20° + 3,0 5 T 3,0 5| = -1,117
’ 3,0% 0,90 . sen 60 3,05 . sen 20
)
(m) 1 -
r]’3 = 0,320

3,0 . 3,05 . sen 20°
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1 0
1 (cotg 60° + cotg ZOO) + 2 5t . (2 cotg 207) =
3,0” 3,0 . 3,05 . sen 200 3,057
[ 2 e )
1 2 cotg 20° + 3,05 5t 3,05 5l = - 1,225
3,057 3,0 . sen 20 3,05 . sen 20
Y ! ~ = 0,314
’ 3,05%. sen 20
(m) _.(m) _ _ -
r3 = 'p.3° 1,225
oM = 2 (2 cotg 20°) + 1,810
2 3,057 3,052 sen 20
(M) _ (M)~ o o 3 simetrd
r3a =3, ° 1,225 (devido a simetria)
(m) _ (m) _
I 0,314
(m) _ (m) _ _
r4’3 = r3’4 = - 1,225
(m) _ (m) Cdo 3 simetri
rpa T2 " 1,599 (devido a simetria)

é,% ],% = 0,320 (devido a simetria)

H

-:1,117  (devido a simetria)

i

0,428 (devido a simetria)
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O
w
wrond
[n}
<o
.
(Xed
(o)
i

0,0450

(on]
-
o
O
©
(e

I

0,0225

(0,15 . 0,90 + 0,10 . 3,00) = 0,1450

o
‘:—J
o
o
-
o
i

0,0500

5= (0,10 . 3,00 + 0,10 x 3,05) = 0,2017

. 0,10 . 3,05 = 0,0508

(0,10 . 3,05 . 2) = 0,2033

i

0,0508 (devido a simetria)

= 00,0508
= 0,2017 (devido a simetria)
= 0,0500 (devido a simetria)

0,0500

fl



i

i

i

i

0,1450 (devido a simetria)

0,0225 (devido a simetria)

0,0225

0,0450 (devido a simetria)

=g (20 305 L ouan

0,10¢  0,10°

@gmz); _ eém% . 2. 3,25 - 6100
: ; 0,10
3,05y~ 24 400

0,10°

- réT% - - 0,428

- rgT% - 1,117

- réT% - - 1,599

o) - ol = )

: rgT% -~ 0,314

; r%T% - - 0,320
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A casca esta apoiada em timpanos transversais, cuja rigidez
em seu plano e considerada infinita e no plano normal a rigidez e nula.
Portanto, a casca pode ser considerada como simplesmente apoiada nas
extremidades transversais. A solucdo geral para este caso e dada pela
formula (2.78). Sera considerado aqui apenas o primeiro termo da solugao,
ou seja:

m 2z

H(z) = sen -t
(2) = sen 71750

0 carregamento aplicado a estrutura consiste no peso proprio,

considerando-se = 24 13 : Ards 15 2

€ Yconcreto ,0 kN/m°, e em uma sobrecarga de 1,50 kN/m?% em

toda a superficie da casca.

A carga vertical em toda a superficie das laminas 2 a b
e igual a 1,50 + 0,10 . 24,0 = 3,90 kN/m*. A carga nas arestas 1 e 5, proveniente
do peso proprio das laminas 1 e 6, e igual a 0,15 . 0,90 . 24,0 = 3,24 kN/m.

Pelas formulas (2.142) e (2.144), as cargas externas podem
ser transformadas em fungoes de H(z).

(2 Q

2 -
} H? (z) dz = —
O
L 2 Ek g
J p(z) H (2z) dz = -
0]

2 Ek 2

. B . -~

P = = T P

B _ _ _ 4 Tz T Z
Pe 2 Pg 3 Pg g = Pe5 ™ 7+ 3,90 . Senoy—y = 4,966 sen 575
=p -4 3,24 sen s = 4,125 sen so%
Pa 1 a5 7> 27,30 ’ 27,30
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Estas cargas produzem as seguintes forgas nas arestas:

v 3,00

Vi = Y5 = 4,125 + 5 - 4,906 = 11,574 kN/m
v _ v . (3,0 + 3,05) _
Y2 = Y4 = 5 . 4,966 = 15,022 kN/m
Y, = 3,056 . 4,966 = 15,146 kN/m

3

A expressao (2.23) fornece as forcas nos planos das laminas:

]
a, = - 4 :‘592_.2%5 . 11,574 = = 11,574 kN/m
sen
— — cosS 900 cos ]OO
G, = - qg = B2 1e7a - 2100 95,002 < - 43,254 ki/m
cos 60 sen 20
0 1n0
y = - ay =230 5,002 - €08 L1005 046 - - 5,574 kauym
sen 20 sen 20

Atraves da expressao (2.54) calculam-se as reacoes ficticias
devidas as cargas:

=(p) _ z(p)_ 1 ; } - -

= s g (-11,574) 700 (-43,254) = 1,558
=(p) _ =(p) _ 1 ) ] ) -

= g (-43,254) S5 - (-5,574) = - 12,590

=(p) - 1 (-5,574) - =

; e . (5,574) = - 3,655

O0s giros nas arestas da estrutura fundamental provenientes
das cargas sao calculados atraves das formulas (2.55) e (2.151).
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SP) = | S 2PY 4,966 . cos 30° . 222, 3,00 + 0,5 +
2 4 . 0,10° 2
v 22305 4 g6 ‘3205 . 3,05 . 0,5 =
0,10°% J
olP) =2 2205 g 066 . cos 10° 5% 3,05 . 0,5 = 138
0,10° '

02, G39 04, 0'5 e (56

-5 -5
2,130 . 107G+ 1,065 . 1077 5,
-5 _ . -5
1,065 . 107° G+ 6,862 . 107G,
- - 1,558
2,366 . 10“5‘5] + 9,545 . 107° 5,
- 12,590
0,428 9+ 1,117 5, - 1,913 5, +
4,808 | 10"5‘8? + 9,621 . 107° 5,
-0,640 G, + 2,450 T, - 1,810 5, +

+ 0,428 Wé = - 12,860

v 2,366 . 107 G, - 1,117 W,

£ 2,004 10725, + 1,913 W
».404 | 5yt 1, )

1,225 G + 24200 M, + 6100 M,

- 2,450'M2 + 1,810 W3 = 3,655

12200‘M2 + 24400 Mé = - 138.

Resolvendo o sistema, obtemos:

.88.

128.508,437

757,892

0 sistema que determina as incognitas Mé, M3, M4, Tys 07

considerando-se a simetria do problema, e dado por:

I

+ 0,320 Mé

- 1,225 M

fl

3

-128.508,437

757,892
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g =0, =~ 491.100,9718

H

- 17.740,4536

Oy =04 = 98.954,5140
83 = 46.374,6243

M2 :‘Md = - 5,1650

M3 =~ 10,0656

Estes valores levam aos seguintes esforcos maximos no meio
do vao (z = 4/2):

=0 = 10.683.4 kN/m? = '
o max 9% max 10.683.4 kN/m 10,68 MPa

Oy 1o = O o - 385,9 KN/m’ = 0,39 WP

Oy = og = - 2152,7 KN/t = - 2,15 MPa
oy o = - 1.008,8 ki/m? = - 1,00 MPa

My =My == 5,17 KN/ ERY:

M3 max ~ 10,07 kN m/m

A figura 2.36 mostra a comparacao dos resultados obtidos
pelo metodo de Vlassov e pelo metodo apresentado por Billington (2) .
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VLASSOV
mmmmmm BILLINGTON — valores entre parenteses

0:39(-0,24)

2
B
=
3

10,68 (10,22}

SZ(MP&) Mg (KN m/m)

Figura 2.36 - Comparacao entre os metodos de Vlassov e o
apresentado em Billington (27 .
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ITI. PROGRAMA PARA O CALCULO AUTOMATICO DE CASCAS PRISMATICAS

ITI.1 - Consideracoes gerais

0 programa aqui apresentado calcula os esforcos e deslocamen
tos em cascas prismaticas de um ou dois tramos, utilizando o metodo de
Viassov desenvolvido no capitulo II.

Ele foi elaborado em linguagem APPLESOFT, que e a linguagem
BASIC desenvolvida para o microcomputador APPLE II PLUS e o sistema
operacional utilizado foi o DOS 3.3. 0 equipamento ("hardware") minimo
necessario para a execugao do programa consiste em:

1]

UCP Apple II Plus com 48 kbytes de RAM;

monitor de baixa resolugao (pode ser TV comum);

]

uma unidade de disco flexivel de 5 1/4";

uma impressora Epson de 132 colunas (MX 100, RX 100 ou FX 100).

A listagem do programa ocupa cerca de 30 kbytes de memoria,
sendo necessaria a divisao do mesmo em dois subprogramas para que haja
mais espaco disponivel para os dados, aumentando assim a capacidade do
programa para resolver estruturas com maior numero de arestas, alcancando
um maximo de 16 arestas.

A ligacao dos dois subprogramas e feita automaticamente
durante a execucao, atraves do programa "CHAIN" que & fornecido no
“disco mestre" do sistema operacional DOS 3.3.

0.equipamento necessario anteriormente descrito e
praticamente o minimo para o funcionamento do computador, o que demonstra
que mesmo em microcomputadores de pequeno porte o programa € utilizavel,
ao contrario de programas baseados no metodo dos elementos finitos que



.92.

necessitam de computadores de grande capacidade de memoria e maior precisao
para resolver o mesmo tipo de estrutura.

IT1.2 - Montagem da matriz dos coeficientes

De acordo com (2.68), o sistema de equacoes mostrado pode
ser desenvolvido para a forma indicada na tabela 1, tomando-se como
exemplo uma estrutura que tenha 10 incognitas: 86 8.56’ Mé,'ﬂ3 e‘M4.

Quando a estrutura possuir dois tramos, A; deve ser
substituido por Ims dado pela seguinte expressao:

24 %y
b 4
M J H] m(z) dz + A J H2 m(z) dz
_ ) 0
- T {22 : (3.1)
f H] m(z) dz + j H2 n (z) dz
(9] (@]
H M
Tm 2 m
onde A = e A =
1 QZ 2m 22

Esta expressao pode ser obtida integrando-se a primeira
formula de (2.53):

kg] (o) - fﬁl v & i
r . (] H (z) dz + J H (z) dz) +
i=k-1 k,i im oY 1 m o
0 0
+ i:g-z red M&m (J Hi (z) dz + [ Ho m(z) dz) +
0 0
) 2, %
+ Fép)( [ Hy (2z) dz + J Ho o (z) dz) =0

portanto:
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(3.2)
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o m a 96 m* Mé m’ Mé m e"M4 m

Oes para o calculo de o

TABELA 1 - Sistema de equag
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Tomando-se apenas a matriz dos coeficientes, substituindo-se
e§0& por - rémg, conforme a ultima formula de (2.50) e generalizando para um

numero qualquer de incognitas, obtém-se a matriz da tabela 2, que permite
tirar as seguintes conclusoes:

- se todos os elementos das linhas 3, 5, 7, ..., 2n - 5 forem multiplicados
por (-1) a matriz torna-se simetrica;

- considerando-se a sua simetria, a matriz tem largura de banda igual a 6 e
pode ser representada em sua forma final na tabela 3.

) i, elm, 0 0 0
Im rg?% r%T)Z Im r%?)z r%T% 0 0
I
A O N R
K TR I
L S (. R
LA LR PR
Im ré?& réT)k+l Imréﬁ)k+1 rlﬁTk+2 0 0
) @éT%, n-3 rﬁT%’ n-3 ) GﬁT%, n-2 rgT%, n-3 réT%,n~3 0
Im Fg?%, n-3 réT%B n-2 Im Pé?%’ n-2 0 0 0
oMo rr(wr—n%, n-2 ‘“fxr-n%, n-2 ”r(ml?)n—z 0 0
Im rﬁ?%, n-2 Im rﬁ?%, n-1 0 0 0 0
Im rﬁ?%’ n-1 Im ré?%’ n 0 0 0 0
i) 0 0 0 0 0

TABELA 3 - Matriz dos coeficientes, considerando-se a simetria
e a largura de banda.
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A matriz da tabela 3 tem dimensoces 2 (n-1) x 6, e

chamando-a de (KR), a sua lei de formacdo sera dada por:

KR

KR

KR

KR

KR

KR

KR

KR

KR

KR

KR

KR

KR

i} (o)
(0,0) = Im oo
; (o)
(0,1) = 1 r”]
_ (m)
(0,2) = ry"
) (o)
(k,0) = 1, "+ k+1
T
_ ()
1) =1 ks
Al
} (o)
(k:2) = 1, ny ko3
2 2
_p(m)
37 Nl s
2 2
(i,0) = - @1m) ;
=+1, §+]
(i,1) = Pm
1 1
?+], §+1
(i,2) = - o™
?+1,47+2
(i,3) = riM
%+2, ?+]
(i,5) = riM
=+3, %+1
; NG
(2 n-8,0) = @n—3, -3

> p/ k=1,3,5, ..., 2n-9

> p/1 :2, 456 . .,Zn"-lo
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Todos o0s outros elementos da matriz sao iguais a zero.

Para cada termo da funcao fundamental, ou seja, para cada
valor de m (1, 2, .... =), a matriz dos coeficientes muda e portanto, e
necessario montar no programa tantas matrizes quantos forem os termos
adotados da funcao fundamental. Deve-se notar, tambem, que apenas o0s

elementos da matriz que contem Im sao variaveis.

IIT.3 - Montagem da matriz dos carregamentos

Seja { B} a matriz coluna dos carregamentos.

De acordo com a tabela 1 e levando-se em conta a troca de
sinais das linhas 2, 4, ..., etc., temos os seguintes valores para os

elementos de {B}.

__ 2(p)
B (0) = P m
B (i) = - ?§i% p/ i =1,3,5, ..., 2n-5
7"
B (j) = olP) D/ =2,4,6, ..., 206
% +1m
24y = - 3(P)
B (2n-4) = - W00
23y = - 3(p)
B (2n-3) = P m (3.4)

Para que sejam validas as relacoes (3.3) e (3.4) e
necessario que a matriz {X} das incognitas tenha a seguinte formacao:

X (i) = o. p/ i =1, 3,5, ..., 2n-5




dada por:
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X (3) =M, p/ j=2,4,6, ..., 2n-6
61, m
2
X (2n-4) = -1, m
X (2n-3) = En o
’ (3.5)

Portanto, a equacao final que resolve o problema pode ser

I11.4 - Calculo das incognitas atraves do metodo do

Cholesky modificado para sistemas simetricos

0 metodo de Cholesky para resolucao de sistemas de equacoes

Tineares se baseia na decomposicao da matriz dos coeficientes (A} em duas

matrizes {L)e (U), triangulares inferior e superior, respectivamente.

Portanto, (A ) = (L}« (U)

A resolugao do sistema e feita atraves das seguintes

formulas matriciais:

(Ll

(v)

{B}

—
~
R—
—
[ouny
f—
®
—~
>
f—
H

{Y}

—~~
<
QN—
°
N
><
f——
fl

No caso de matrizes simetricas, a decomposicao

se transforma em:
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(A) = (L) -()f = (u)te(u)

0s elementos da matriz { U ), quando { A ) & simetrica, sao

calculados atraves das sequintes formulas:

formulas:

Uy = /a]

N ;
Uy 5 7 T p/ j =2,3, ....5s N

H
S

Yii TV % T }E_]“m p/i=2,3, ...,

1 i-1 . .
Yij T Ui (a5 - ré] Ui Upg)  P/3 =D

(3.7)

Os elementos do vetor { Y } sao calculados atraves das

b
1
‘y"‘___,_._.
1 U1y
1 i-1
y, = — (b; - U Y. ) p/ i =2, , N
Poous 2y iy
(3.8)
Finalmente, as incognitas sao determinadas por:
= In
" Unn
! )
X, = —— (y; - Us . X)) p/ i =n-1, ...., 1
oo T e 0T
(3.9)

Quando a matriz { A ) for positiva definida todas as raizes



quadradas extraidas conduzem a numeros reais.
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No caso da matriz (KR ), isto

pode nao acontecer e portanto, € necessario usar um artificio para eliminar

as raizes quadradas das formulas.
dos elementos de

expressoes (3.7)

"metodo de Cholesky

Este artificio consiste na substituigao
(U) pelos seguintes valores:

Vs, ! U.. = S

. vos..'
1J

ij i

As expressoes (3.10) a (3.12) a seguir, substituem as
a (3.9), respectivamente.

117
413 .
S_‘\j:“‘STE p/J:Z,B, ...,ﬂ
i-1
— - 2 L
Sii 7 %45 T Lo Spi Spp p/i = 2,3, oo
r=1
1 il -
543 =-¥T (aij - PZ] Sei Spri Spr p/j = i+l,.....n
(3.10)
b
41 =__§_1__
11
1 iil
z, = — (b; - s z) p/i = 2, , N
iose U gy Tl ey
comy; = 2z, % Sii-
(3.11)
Xn = 2,
)
X; = Z. = L% p/i =n-1, ..., 1
i ik Tir T
(3.12)
As expressoes (3.10) a (3.12) sao conhecidas como o

modificado para sistemas simetricos".

No caso da matriz dos coeficientes, alem de ser simetrica
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e de banda, e considerando-se apenas os elementos da diagonal e a parte
superior da matriz dentro da largura de banda, as expressoes (3.10) a (3.12)
podem ser modificadas para este caso particular.

Colocando-se os elementos da diagonal da matriz { A ) na

primeira coluna de uma nova matriz e os elementos adjacentes de maior ordem
W]

nas demais colunas, a matriz resultante tera dimensoes (n) - (wﬁ—) onde w e

a largura da banda, considerando-se a matriz (A] inteira.

As novas formulas, dadas em (3.13) a (3.15) sao mostradas a
seqguir:

S11 7 4
a .
13 . W]
S, = p/ J =2, » 5
sy 2
i-] ,
Si1S814 T L Sk Se e
r=1
i~1
1 ! . W+1
S.. = (a.. = ) S, S S p/ J =2, s ~H—
iJ 541 ij w21 rk “rm “r 1 2
k=1-r+1
m:-i_*ajg.yﬁ (3.]3)
b
1
Z P —
1 51
1 i-1
2 = S5 (by - r§1 Srk Sro1 Zr)
k=14 -r+1 (3.14)
Xp = 2y
W
X: =2z, - ) S: X p/ i =n-1, ..., 1
i i Ly Tir Ty
p:'i+Y“-i (3.]5)

No programa foram utilizadas as expressoes (3.13) a (3.15).
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111.5 - Calculo dos esforcos e deslocamentos em toda a

esirutura

0s esforcos e deslocamentos que determinam os estados de
tensao e deformacao da estrutura, conforme indicado no capitulo II, 530 0S
seguintes: os(z,s)s qz(z,s), M(z,s), t(z,8), u(z,s) e v(z,s).

Esses esforcos e deslocamentos ficam perfeitamente
determinados através do conhecimento dos mesmos nas arestas em fungao da
coordenada z e de suas variacoes em fungao de s.

Valem, portanto, as formula para a aresta k:
a) Oz, m(z) = Ezksm H% (z)

Eék 0 fornecido pela determinacao das incognitas e em

3

S, c&(z,s) tem variacao linear.

by M, (z) =M H (2)

k,m k,m m

-'ﬁk . fornecidas diretamente pela determinagao das
3 e
incognitas hiperestaticas,

- variacao em s dada pela expressao (2.3).

) Tiskont?) = Tkom (2

Tk,k+1,m (z) = Tk,k+1,m Ha (2)
T V:—Mmk,m— Mk—1,m +T0
k,k,m dk k,k
- .
—_— _ k+#1,m k,m =
T k+l,m = p T ke

k

- a variacao em s dada pelas expressoes (2.4), (2.153),
(2.157), (2.161) e (2.165).
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S . k& o
S > 5 Oyt Vo)

x‘
3

w Tk,k,m (cos g, cos y o + Sen Y sen q’kﬂ) + Tk,kﬂ,m + Xy, SeN g vk{n oS ¥, .4

Kok om - sen Y, COS W,y + COS Yy Sen Yy

Tk.kﬂ.m (sen v, sen y, y + cos v CoS Yy © Tk‘k,m + X sen ¥y ¢ Vyocos gy

= sen !J}k cos lbk*] + €05 Wk sen tkq,]

- variacao em s dada pela expressao (2.21).

enl2) e (2)

=
k,m m

- v e constante em s.

programa sao calculados os esforgos e deslocamentos em
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11 pontos no sentido longitudinal (coordenada z) por 5 pontos no sentido
transversal (coordenada s) em cada lamina totalizando n x 55 pontos por
tramo em toda a estrutura.

111.6 - Significado das variaveis do programa

[11.6.1 - Geral

As variaveis acompanhadas pelo simbolo % (“por cento") sao
consideradas variaveis inteiras pela linguagem Applesoft.

As matrizes tém seus indices comecando por 0 (zero), 0 que
faz com que algumas quantidades, principalmente as dimensoes das matrizes,
sejam diminuidas de 1.

111.6.2 - Dados

a) Nao indexadas:

A = distancia do infcio da carga ao inicio do tramo, utilizada para cargas
nas arestas;

AF = 3ngulo da carga com 0 eixo x, em graus, positivo no sentido anti-
horario (ver figura 3.1). Deve ser adotada a mesma convengao para
as cargas nas arestas e nos elementos.

o X

/7

AE
N /X P
K\\ //<\AF

X

Figura 3.1 - Sentido positivo do angulo AF
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distancia do infcio da carga ao inicio do tramo, no sentido Tongitu-

dinal, para cargas nas laminas;
coeficiente de dilatacao teérmica do material constituinte;

distancia do infcio da carga a primeira aresta da lamina no sentido
transversal;

extensao da carga, utilizada para cargas nas arestas;

extensdo da carga no sentido longitudinal, utilizada para cargas
nas laminas;

extensao da carga no sentido transversal, utilizada para cargas nas
Taminas;

diferenca de temperatura At entre as faces de uma mesma Tamina,
DT e positivo se a temperatura maior estiver atuando na face
inferior;

modulo de elasticidade longitudinal do material constituinte;

1% =

1J%

IR%

numero da condicao de vinculacao do apoio inicial. Se Il% = g,
nio existe vinculos em z = §. Se for igual a 1, o apoio inicial e
articulado e se for igual a 2, o apoio e engastado. No caso de
cascas com dois tramos, o apoio inicial so pode ser articulado ou

engastado (ver figura 3.2);

numero da condicao de vinculagao do apoio final. Assume 0s mesmos
va]ofes de 11% para as correspondentes condigoes de apoio. Para
qualquer numero de tramos da estrutura, o apoio final s0 podera ser
articulado ou engastado (ver figura 3.2).

identificacdo do tipo de carga no sentido transversal, atuante nos
elementos. IR% tem os seguintes valores:

1 - carga uniformemente distribuida

2 - carga triangular aumentando com s
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110/021 I\J O/o:]
i A
;;H o= 2 I 1J%=2
7 E
11%=] g1 %=2
AN 2
IIO/OZO 1J D/032
B 4
. Z_
1% =1 1% =1
,_Z‘l__ N\ A
!
1I%=2 10%=2
4 A
E] N Z
n% =1 | j[J /0:2
A N /
4 fz
Zy —-—-—»—sz
z

Figura 3.2 - Vinculagoes aceitas pelo programa para as
cascas com um ou dois tramos
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3 - carga triangular diminuindo com s
4 - carga concentrada;

identificacdo do tipo de carga no sentido longitudinal, atuante nas
arestas ou nas laminas. IT% tem os seguintes valores:

1 - carga uniformemente distribuida

2 - carga triangular aumentando com z

3 - carga triangular diminuindo com z

4 - carga concentrada
5

- diferenga de temperatura entre as faces de um elemento (nao e
valida para arestas);

umero de tramos da funcao fundamental;

umero de laminas da estrutura;

numero de arestas carregadas;

numero de cargas atuantes na aresta N1% ou na Tamina N2%;
numero de elementos carregados;

numero de tramos da estrutura;

numero da aresta carregada;

numero do elemento carregado;

P = valor real da carga, nas arestas ou nos elementos. Deve ser fornecido
sempre com sinal positivo.

Indexadas

H(I) = espessura da lamina I (dimensao N%);

L(I) = comprimento do tramo I (dimensao 1);

XC(I) = coordenada segundo o eixo x do no I (dimensao N%);
YC(I) = coordenada segundo o eixo y do no I (dimensaoN%).



.110.

I11.6.3 - Variaveis calculadas pelo programa

a) Nao indexadas

F = valor da funcao fundamental em um ponto onde a coordenada z e dada;

F1

]

valor da primeira derivada da funcao fundamental em um ponto onde a
coordenada z e dada;

F2 = valor da segunda derivada da funcao fundamental em um ponto onde
a coordenada z e dada;

T
(oW
i

= valor da terceira derivada da funcao fundamental em um ponto onde a
coordenada z e dada;

F4 = valor da quarta derivada da funcao fundamental em um ponto onde a
coordenada z € dada;

Hi €
M= m 7
%
NI% = 2 . N% - 3, numero de incognitas hiperestaticas, comegando de zero;
PD :-Ekm para cargas nas laminas;

PH = componente de PD na direcao do plano da lamina na qual PD esta

aplicado;

PN = componente de PD na direcao normal ao plano da lamina em que PD
esta aplicado;

Q1 = componente na direcdo do plano da lamina k  das cargas aplicadas na
aresta k;

Q2 = componente na direcao do plano da lamina k+1 das cargas aplicadas
na aresta k;

RA = reacao no sentido transversal das cargas aplicadas em uma lamina
na aresta de menor ordem;

RB = idem RA na aresta de maior ordem;
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it

coeficiente geometrico r<m) usado em sub-rotinas;

RM ik

S9 = coordenada s de um elemento em analise;

it

TT = coeficiente que multiplica um termo generico da funcao fundamental,

representando a diferenca de temperatura;

XK = componente na direcao do eixo x da carga PK(1), aplicada em uma
determinada aresta;

YK = idem XK para o eixo y;

Z9

1

coordenada z de um elemento em analise.

Indexadas

B(I) = matriz coluna dos coeficientes independentes (cargas) do sistema
de equacoes (dimensao NI%);

C1(1,d)

1

constante C1 m do tramo I+1 e termo J+1 da funcao fundamental
(dimensoes NV%-1 X M%-1);

C2(1,J) = constante C2 - do tramo I+1 e termo J+1 da fungao fundamental
(dimensoes NV%-1 X M%-1);

C3(I,J) = constante C3 n do tramo I+1 e termo J+1 da funcao fundamental
(dimensoes NV%-1 x: M%-1);
C4(I,J) = constante C4 m do tramo I+1 e termo J+1 da fungao fundamental

(dimensoes NV%-1x M%-1);
DK(I) = largura da lamina I (dimensao N%);

FI(I) = angulo ¢, da lamina I (dimensao N%);

G1(I)

1§

2.
{ ! Ho(2) dz (dimensdo NV%-1)

0

L
H2(1,d) = f H?m (z) dz, onde I+1 & o tramo e J+1 o termo da funcao
0
.F

undamental (dimensoes NV%-1 x M%-1);
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IH(I) = parametro Im dado na expressao (3.1) para o termo I+1 (dimensao
M%-1) 5

KR(1,J) = matriz dos coeficientes das incOognitas do sistema de equagoes
(dimensoes NI% x 5);

ME(I) = variavel auxiliar para o calculo de M(z,s) no ponto I+2 no sentido
transversal de uma lamina (dimensao 2);

MM(1,J) = momento final na aresta I correspondente ao termo J+1 da funcao
fundamental (dimensoes N% x M%-1);

MB(I,J,K) = MEm (z,s) no ponto I+1 da lamina J+1 correspondente ao termo
K+1 da funcao fundamental (dimensoes 4 x N%-1 x M%-1);

NK(I,J,K) = forga O - 6k no ponto I+1 do elemento J+1 para o termo K+]
da funcao fundamental (dimensoes 4 x N4-1 x M%-1);

PA(I) = RA correspondente ao termo I+1 da funcao fundamental (dimensao
M%-1) 3

PB(I) = RB correspondente ao termo [+1 da funcao fundamental (dimensao
M%-1)

PD(I) = PD correspondente ao termo I+l da funcao fundamental (dimensao
M%=1) 5

PG(1) = variavel auxiliar para o calculo de N, (z.s) no ponto I+2 no
sentido transversal de um elemento (dimensao 2);

PH(I) = PH correspondente ao termo I+l da fungao fundamental (dimensao
M%-1)

PK(TI) =‘Ekm para cargas nas arestas, onde m = I+l (dimensao M%-1);

PN(I) = PN correspondente ao termo I+1 da funcao fundamental (dimensao
M%-1) 5

PS(I) = angulo Y; da lamina 1 (dimensao N%);

I

coeficienteiiéﬁ) da aresta I, correspondente ao termo J+1 da

funcao fundamental (dimensoes N% x M%-1);

RP(I,J)
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SK(I,Jd) = coeficiente Skm da forca Skm(z), correspondente ao termo J+1
da fungao fundamental (dimensoes N% x M%-1);

SR(I,d) = matriz que assume os valores de KR para o termo em analise da
fungao fundamental (dimensoes NI% x 5);

SS(I,J) = incognita Efm na aresta I e termo J+1 da funcao fundamental

(dimensoes N% x M%-1);

TG(I) = variavel auxiliar para o calculo de Tk(z,s) no ponto I+2 no
sentido transversal de um elemento (dimensao 2);

TK(I,J,K) = forca Tk(z,s) no ponto I+1 do elemento J+1, correspondente ao
termo K+1 da funcao fundamental (dimensoes 4 =1 Mz-1);

TP(1,d) = ééa)da aresta I, correspondente ao termo J+1 da funcao
fundamental (dimensoes N%-2 x M%-1);

U(I,d) = parEmeﬁro iy doMtraQo I+1 e termo J+1 da funcao fundamental
(dimensoes NV%-1 x M%-1);
UK(I,J) = coeficiente Ekm do deslocamento uk(z) da aresta I para o termo
J+1 da fungao fundamental (dimensoes N%  M%-1);

VK(1,d) = coeficiente'ﬁkm do desTocamento v (z) da lamina I,
correspondente ao termo J+1 da funcao fundamental (dimensoes
N% x M3-1);
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ITI.7 - Entrada do programa

Dentro do limite de capacidade do microcomputador Apple II
Plus, na configuragao indicada no item II.1, as seguintes quantidades maximas
devem ser respeitadas:

- Numero de laminas: 16
- Numero de termos da funcao fundamental: 4
- Numero de tramos: 2

Nao ha limitacao para o numero de cargas atuantes na
estrutura.

Para o inicio da execugdo do programa, deve-se carrega-lo
na memoria do computador atraveés do comando "RUN CASCACONTI". 0 programa
deve estar armazenado em arquivos em disco com os nomes "CASCACONT1" (1la.
parte) e MCASCACONT2" (2a. parte). Alem disso, o mesmo disco deve conter o
programa "CHAIN".

Os dados de entrada para a resolucao da estrutura sao
pedidos atraves do monitor pelo proprio programa e devem ser fornecidos na

seguinte ordem:

a) geometria e caracteristicas do material constituinte:

a.1) numero de laminas (N%);

a.2) coordenadas das arestas no plano formado pelos eixos x e y, de
0 a N%;

a.3) modulo de elasticidade longitudinal do material;

a.4) coeficiente de dilatacao termica do material (so sera utilizado se
houver carregamentos com diferencas de temperatura);

a.5) espessuras das laminas (supostas constantes), de 1 a N%;

a.6) numero de tramos da estrutura;

a.7) nimero de termos da fungao fundamental utilizados na resolucao da
estrutura;

a.8) comprimento(s) do tramo(s);
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a.9) numeros das condicoes de vinculacao dos apoios inicial e final;

b) cargas atuantes

Para cada tramo deve ser fornecido o seguinte conjunto de dados:

b.1) numero de arestas carregadas (caso seja zero, ir para b.4);

b.2) para cada aresta carregada, fornecer o seu numero, o numero de
cargas al atuantes e os dados de b.3;

b.3) fornecer para cada carga o tipo, o seu valor, a distancia de seu
infcio ao apoio inicial do tramo, a sua extensao e o angulo com
0 eixo x; ‘

b.4) numero de laminas carregadas (caso seja zero, passar para o tramo
seguinte);

b.5) para cada lamina carregada, fornecer o seu numero, o numero de
cargas ai atuantes e os dados de b.6 ou b.7, caso a carga atuante
seja diferenca de temperatura;

b.6) fornecer para cada carga atuante, o tipo no sentido longitudinal
(diregao paralela ao eixo z), o valor, a distancia do seu inicio
ao apoio inicial do tramo, a sua extensao longitudinal, o anqulo
com 0 eixo x, o tipo no sentido transversal (direcao paralela ao
eixo s), a distancia no sentido transversal entre o seu inicio e a
primeira aresta e a sua extensao no sentido transversal;

b.7) se a cérga for diferenca de temperatura entre as faces de uma
lamina, deve-se fornecer apenas 0 tipo e essa diferenca;

Todos os dados devem ser fornecidos em unidades compativeis,
sendo que a unica exigencia € que o angulo entre a carga e o eixo x deve ser
dado com seu valor em graus.

Supoe-se que todas as cargas atuantes sejam paralelas ao
plano formado pelos eixos x e y.

A convengao de sinais e outros detalhes dos dados de
entrada devem ser vistos em III.6. 2.
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I11.8 - Saida do programa

Na saida do programa, sao apresentados todos os dados de

entrada para verificacao dos mesmos.

0s esforcos e deslocamentos finais mostrados na saida sao

0s seguintes: momento transversal (Ms), forca cortante (T), tensao normal

longitudinal (o,), tensao normal transversal (o) tensao de cisalhamento
(1), deslocamento longitudinal (u) e deslocamento transversal (v).

Estes valores sao fornecidos para cada tramo e cada lamina

da estrutura da seguinte forma:

4

divide-se longitudinalmente a lamina em 10 partes, obtendo-se 11 pontos em
retas paralelas ao eixo z;

para cada divisao longitudinal, divide-se a largura dk de cada lamina em
quatro partes, obtendo-se 5 pontos no sentido transversal;

nestes pontos, totalizando 55 por lamina, sao fornecidos os valores dos
deslocamentos e esforgos solicitantes.

As convencoes de sinais sao as seguintes:
momento e forga cortante positivos:

G@g oD

lem.K

tensoes normais de tracao: positivas;

tensoes de cisalhamento positivas:
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- deslocamentos u e v: o mesmo sentido de v e S, respectivamente,

No Apendice B, encontram-se as listagens dos exemplos do
item I11.17, as quais mostram as saidas descritas neste item,



IIT.9 - Fluxograma simplificado

—

(i'/Nché

N
1y

Leitura dos dados da geometria
da estrutura

|

¥
Leitura das caracteristicas do
material

|

Calculo das larguras e éngzﬂosI
b e ¢ de todas as laminas

i

Calculo dos coeficientes geometricos

r(m}

Ha colocagao dos mesmos na
’ %

matriz (KR}

|
4

Calculo dos coeficientes egmi e
4
colocagao dos mesmos na matriz { KR |

f
!

!

Calculo dos coeficientes régg e

9

colocagao dos mesmos na matriz { KR )

l

Calculo das constantes C1 m a C4 n e

coeficientes M das funcoes fundamen-
tais para cada tramo

i
©

.118.
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&
£ i ?‘ ) dz para cada tramo

QZ?QU?G das in%egPais fgi H?](z) dz ¢

¢

|

+

Calculo dos coeficientes L

¥
P §

f

|

!

[Meitura do numero de arestas l
i carregadas (NA%) |

Leitura das cargas atuantes
nas arestas

|

6515510 dos coeficientes que multiplicam as
fungoes fundamentais de aproximagao das cargas

|

Calculo dos coeficientes independentes
dos momentos nas arestas 1 (se a carga
estiver na aresta 0) e n-1 (se a carga
atuando na ultima aresta)

=(p)
rkm e
atuante

estiver

-, - -
Leitura do numero de laminas
carregadas (NE%)

119,
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e
{2
TN

.

/'/‘J \\ V
"\\A» / !

e
"Leitura das cargas atuantes nas
| laminas

Calculo dos coeficientes que multiplicam
as funcoes fundamentais de aproximacao
das cargas

|
|
{
!

!
|
{

Calculo dos coeficientes independentes

Zipy . , f ;
@§p$ @ dos momentos nas arestas 1 {se a ;
A i

carga atuante estiver na lamina 1) e n-1
(se & carga estiver atuando na ultime
Tamina) |

[P

Calcule dos momentos, forcas cortantes e |
forgas normais no sentido transversal, |
considerando-se a lamina simplesmente |
apoiada nas arestas %

|

j

Calculo das reacoes nas arestas e dos

coeficientes independentes Ft”é
‘ 3




f; w"'”\\i
(3
]
|
¥
!
o1 oe ] F
bt MY o
3 i+ i+
z
y
s%?

SOSN—

Montagem da matriz ( SR ) atraves da
multiplicagao dos termos adequados da
matriz { KR ) pelo coeficiente L.

o

i

1

|

}

Montagem da matriz {B } com os coefi-

“fentes =(p) 5(P)
cientes das cargas rksi e @k,i

PR ——

|

i

|

o €M s

DU,

Determinacao, atraves do processo_de
Cholésky, das incognitas hiperestaticas

|
:

7

Determinacao dos caeﬁcientesﬁ"k .
- . — pu— sl "
N, v e u em funca

i,k,m’ Tk,m k,m a0

de O .m © ﬁk,m'

i,k,m’

4

Calculo e impressdo dos esforgos 9,5 Og

g MS ¢ T e dos deslocamentos u e v

em varios pontos da estrutura

Y

s”;‘IM\}

/
7/
\«..——J’/

L e

27,
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IIT.10 - Cuidados na utilizacao do programa

Como acontece com todos o$ programas computacionais que
necessitam determinar a solucdo de sistemas de equacbes lineares, atraves
da inversao de matrizes ou algum outro metodo numérico, o programa para o
catculo de cascas prismaticas pelo método de Vlassov pode apresentar
alguns resultados incorretos se a matriz dos coeficientes for mal condicionada,
ja que a linguagem Applesoft trabalha com 9 digitos.

Alem disso, as funcoes fundamentais que aproximam as cargas
podem, em alguns Casos. traﬁsfsrméwlas em valores irreais, principalmente
nas estruturas com dois tramos, 3% que a carga atuante em um tramo e
aproximada por uma funcao fundamental nos dois tramos. Portanto, quando se
tem cargas completamente diferentes nos tramos (por exemplio um tramo
carregado e oulre nao) ou quando se tem tramos com vaos ou rigidezes muito
diferentes entre 51, 05 resultados obtidos podem fugir muito dos valores
reais.

Por esses motivos, nao foram incluidas no programa
as estruturas com dois tramos, sendo um deles em balanco, embora as
constantes das fungoes fundamentais para estes casos tenham sido calculadas
no capitule I1.

Por problemas de precisao, o quinte termo da funcgao
fundamental das estruturas com um tramo com apoio inicial livre e final
engastado (balango), conduz a resultados absurdos e por este motivo o
programa, para estruturas desse tipo, utiliza no maximo 4 termos, mesmo
se 0 wsuario pedir 5.
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FaPn s o o e, = o~ . P TR ey . D
Un ex (““mé SOTOram reEvlradaos das o pubitg acoes

Tndicadas na Diblingr entre ns resyltados

1

obtidos atraves do prograna e metodos de calculo,

19 exemplo:

Este examplio foi vetivado de Billington (20 ¢ & o mesmo

- PP A P P S O 3 L ST o
exemp fo do CEDITWIG 1L, mostrado na Tliguras 2.35.

para 1, 3 e b5 termos da funcac
fundamental & as tensoes o m

estao mostrados ne tabela 4,

Juntamente com os resultados obtidos por Billington.

0 método utilizado por Billington utiliza & fungao seno
como fungao de a&r@a%ma ¢ao para as cargas apenas no calculo do efeito
"chapa® e para o efeito "placa” & carga utilizada € a real, ou seja,
uniformemente distribuida. Dal decorrem algumas das diferencas entre o0s
dois metodos, verificadas na tabela, principalmente para o 19 termo da
fungao fundamental.

Foram processados tambem mais dois carregamentos, cada um
com 1 e 5 termos da fungdo fundamental. O primeiro carregamento & composto
de uma diferenca de temperatura de 10°C entre as faces de todos os
elementos, sendo o aumento na face inferior. 0 segundo carregamento
corresponde 3 combinaclo dos dois anteriores. A tabela 5 mostra os
rezultados obtidos ﬁtravés do programa, mas hao compara com o método de
Billington, pois ele nao aceita carregamentos com efeitos térmicos.

Embora as diferencas de temperatura sejam carregamentos
frequentemente desprezados na pratica, a tabela 5 mostra que os seus
efeitos nic sic aﬁsérez?vaés, principaimente os momentos transversais
positivos.

Scerdelis (10) calcula a mesma estrutura, com dois tramos,
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EaN

Programa Programa |Programa
(1 termo) (3 tevmos) (5 termos)

Billington

|
1
{

¢_ na aresta O , é
(MPa) 10,22 10,71 10,40 ‘ 10,38

i

i~

U_ ng aresta 7
(MPa) 1,97 2,15 ~2,03 0 -2,00

N

o]
T
o
“! &
[
g
o
ok
[

M na aresta 2

" {kim/m) -4, 29 6,14 4,00 -4,51
i M. na a 3
C 7 (khm -9,36 -10,07 -9,45 -9,34

/ B N N e A Yy % -
4 - Tensoes & non e Tt 8/Z, para

a0 de

Y

AT+ cargas
(5 termos)

i
LY

§5z na aresta 0 (MPa) 1,24 f 116 é 195 E 1,54
5, ne aresta 1 (MPa) R T R B B
o, na aresta 2 (MPa) 0,02 -0,03 | -2,13 | 2,05 :
o, na aresta 3 (WPa) 0,07 | ﬁ 0,37 ] -0,74 -0,75

T ;
v myesne b RS 3 5o ! £ 7 n
I na aresta 2 (kNm/m) Z,15 _ 1,57 ‘ -2,99 ~7,94
P

(@8]
™

O

e e

(8]
"

<
o

na aresta 3 (kNm/m) -6,48 6,31

entes do 19 exemplo em 2z = o/

»
d5 nNa prameira dinha da

£
e
™3
.
s

[a3)
Z
o

oo
Cu
£
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por intermedio de dois programas: o primeiro baseado no método dos elementos
finitos e o segundo atraves de series de funcoes semelhantes as fungoes
fundamentais do metodo de Vlassov, com 95 termos.

Os carregamentos sao iguais para os dois tramos e os
resultados obtidos estao mostrados nas tabelas 6 e 7.

Algumas hipoteses basicas do método de Vlassov, como por
exemplo, momento nulo nas arestas 1 e 5 e sobre todo o apoio intermediario
e distribuicao Tinear das tensoes o, €m uma mesma lamina, ndo sao seguidas

nos programas de Scordelis. Isto explica algumas diferencas nos valores

obtidos por esses metodos. . .0

et st T | T
% ?QP:;eSta 0 5,21 5,48 5,73 5,46
°, ?&P2395ta 1 0,10 0,14 0,09 0,05
% ?§P2;65ta 2 -1,08 -1,15 -1,21 -1,08
0, ha aresta 3 -0,59 -0,59 -0,27 -0,33
(MPa) ’ ’ ; ’
M ?ﬁngﬁita 0 0 0 0 0
Mg ?img;ﬁita ! 0,680 0,499 0 0
Mg ?EN;;ﬁita 2 2,177 | -2,994 | -3,828 ~2,561
Mg ?ﬁNgygjta 3 -5,489 | -6,623 | -7,393 -6,253

TABELA 6 - Tensoes e momentos do 10 exemplo (2 tramos) em z = 2]/2.
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intermediario

Scordelis Scordelis | Programa Programa
(MEF) (Series) (1 termo) (5 termo)
° ?;P:§95ta 11,34 ~12,45 -9,80 -10,62
°, ?§P2365ta 0,66 0,25 -0,16 -0,25
9 ?§P2365ta 2,79 3,24 2,07 2,38
%, ?§P2§e5t5 1,37 1,54 0,47 0,33
M ?iw%?i?ta 0,363 2,948 0 0
Mg ?ﬁNgygﬁta 0,499 0,998 0 0
Mg ?iNgyiﬁta -0,953 -3,583 0 0
Mg ?iNgyiita -0,680 -1,814 0 0
TABELA 7 - Tensoces e momentos do 19 exemplo (2 tramos) no apoio
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29 exemplo:

Da referencia (1), temos este exemplo, cuja secao transversal

e mostrada na figura 3.3.

g = 10,0 m

006 1 0,594 m

, 12 m

0,40

L,29m

|
]
1,42 m !

4,00m

Figura 3.3 - Secao transversal do 29 exemplo

A carga p e igual a 1,0 kN/m e e uniformemente distribuida
nas arestas 2 e 3.

Na referencia (1), a estrutura foi calculada pelo metodo
de Vlassov com 1 termo da funcao fundamental, considerando tres condicoes

de vinculacao longitudinal: apoios articulados, engastados e articulado/
engas tado.

Grekow Programa Programa Programa
(1 termo) (1 termo) | (3 termos) (%’termos)
o f(‘apg.esm O 1 0,095 0,095 0,105 0,105
. ’(‘&Pg‘)”e“a "1 0,403 0,403 0,383 0,382
o ?@ngesm 2 | 0,342 -0,341 -0,329 -0,328
Mg ?iN;;:Sta 21 0,202 0,241 0,239 0,239
TABELA 8 - Tensoes e momentos do 20 exemplo em z = £/2, considerando-se

0s apoios articulados.
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Grekow Programa Programa Programa
(1 termo) (1 termo) (3 termos) | (5 termos )
O_ na aresta 0
z (MPa) 0,111 0,110 0,126 0,126
0, maaresta 1 | 4 44 -0, 341 -0,372 -0,372
(MPa)
0_ na aresta 2 -
z (MPa ) 0,235 0,235 0,256 0,256
M. na aresta 2
S (khim/m) 0 0 0 0

TABELA 9 - Tensoes e momentos do 20 exemplo em z = 0, considerando-se
0s apoios engastados.

Grekow Programa Programa Programa
(1 termo) | (1 termo) (3 termos) (5 termos)
0y Ma aresta 0 | o -0,067 -0,056 -0,056
(Mpa) 9 3 L]
o, ha aresta 1
z (MPa) 0,208 0,207 0,185 0,185
Oz Maaresta 2 |, 444 -0,143 -0,128 -0,128
(MPa)
M. na aresta 2
S,<kNm/m) 0,088 0,088 0,086 0,086

TABELA 10 - Tensoes e momentos do 20 exemplo em z = 8/2, considerando-
se 0s apoios engastados.



| Grekow Programa Programa Programa
(1 termo) (1 termo) (3 termos) | (5 termos )
o, na aresta 0 + € 0,068 0,092 0,098
(MPa)

o_ na aresta _ _ _ _

z (MPa ) 0,447 0,447 0,498 0,509
O_ ha aresta

z (MPa) 0,330 0,330 0,363 0,370
M. na aresta

s (kNm/m) 0 0 0 0

TABELA 11 - Tensoes e momentos do 20 exemplo em z = &, considerando-se

0 apoio inicial articulado e o apoio final engastado.

Grekow Programa Programa Programa
(1 termo) (1 termo) (3 termos) (5 termos)
o, na aresta 0 _ -
z (MPa) 0,045 0,045 0,033 0,035
o_ na aresta
z (MPa) 0,296 0,296 0,272 0,276
o, na aresta -0,219 -0,219 -0,203 -0,206
(MPa)
M_ na aresta
s (kNm/m) 0,150 0,149 0,147 0,147

TABELA 12 - Tensoes e momentos do 20 exemplo em z

= 0,42,

considerando-se o apoio inicial art1cu1ado e 0 apoio
final engastado.

Utilizando-se o programa, calculou-se a estrutura para as
mesmas condigoes de apoio, com um, trés e cinco termos da funcgao

fundamental. O0s resultados comparativos estio mostrados nas tabelas 8 a 12.
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Os valores das tabelas mostram que para 3 e 5 termos da funcao
fundamental, os esforgos quase ndo se modificam para a estrutura em estudo.

As diferengas nos esforgos obtidos entre um e cinco termos da
funcao nao e muito grande para as tensoes g, (cerca de 10% em media),
enquanto que para os momentos transversais elas sao praticamente nulas.

30 exemplo:

Ramaswamy (3) adota o metodo de Simpson para o calculo de
cascas prismaticas continuas, como por exemplo a estrutura da figura 3.4,
calculada dessa maneira. Essa mesma estrutura foi calculada atraves do

programa para 1 e 5 termos da funcao fundamental e os resultados sao
mostrados nas tabelas 13 e 14.

As cargas mostradas na figura 3.5 sao uniformemente distribuidas
nas laminas e nas arestas. Foi suposto que a estrutura & simplesmente
apoiada nas extremidades transversais.

As tensoes g, no meio do 19 tramo sao bem parecidas para os
dois metodos, enquanto que os momentos na aresta 2, considerando-se 5 termos
da funcao fundamental para o metodo de Vlassov, sao menores que 0s do
metodo de Simpson. Isto nao significa muita coisa, pois, os momentos nos
outros pontos do tramo sao bem maiores, ou seja, os momentos maximos no
tramo para os dois metodos sao bem parecidos.

No apoio intermediario, as tensoes normais variam bastante
entre os dois metodos. Isto pode ser explicado pela diferenca de hipoteses
de calculo, ja que o metodo de Vlassov admite momento nulo nos apoios.
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Figura 3.4 - Exemplo de Ramaswami (3)
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_O60KN/m 3,20 kN/mZ
(i Carga aresta 0)/

e,

-
K 2

é 2 85KkN/m? 2
b 2,85kN/m

0 45KN/m
(Carga aresta 5)

3,20 kN/m%

( _5

~2,85 KN /m%

Figura 3.5 - Cargas aplicadas na estrutura da figura 3.4
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—— N
° ?§P§§9Sta 5,372 5,537 5,417
°, ?nggeSta 1,076 1,389 1,214
o ?apggeSta -3,515 -3,685 -3,450
% ?ﬁpggeSta 3,466 3,664 3,429
o ?gpggeSta -1,027 -1,372 -1,189
% ?;PZ;eSta -5,273 -5,424 -5,323
Ms ?ﬁNgjgjta -0,159 -0,197 -0,136
Mg ?ﬁNgygﬁta 1,139 21,227 -0,402
Mg ?Emﬁﬁﬁita 0,925 -1,09]1 -0,276
Mg ?EN;jsita -0,145 -0,178 -0,123

TABELA 13 ~ Tensoes e momentos do exemplo 3 em z = 2]/2.
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Ramaswamy ?§°§£i$§) ?goggigis)
na aresta -5,512 9,474 -9,909
(MPa)
?apggesta -6,025 -2,377 -2,835
?§P2§esta 8,676 6,304 6,966
ﬂ ?apggeSta -8,774 -6,270 ~6,931
?apigesta 6,700 2,348 2,822
?gngesta 4,197 9,281 9,673
S L ’
R IR :
o I :
R I :

TABELA 14 - Tensoes e momentos

intermediario.

do 39 exemplo no apoio
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Iv. CONCLUSOES E SUGESTGES

0 programa elaborado neste trabalho mostrou-se muito bom
para o calculo de cascas prismdticas, pois, além de resolver estruturas de
um tramo com varias condicoes de apoio, ele resolve estruturas de dois
tramos de uma forma muito mais proxima da realidade que a maioria dos outros
metodos existentes, que algumas vezes fazem aproximacoes até certo ponto
incompativeis com o comportamento da estrutura.

Alem disso, as cargas aceitas pelo programa cobrem
praticamente todas as condic¢oes de carregamento existentes, inclusive efeitos
termicos.

Isto abre um campo de pesquisa muito bom, pois, com o
programa podem ser cestudados:

a influencia das condigoes de vinculacao sobre os esforcos e deslocamentos
internos das estruturas encontradas na pratica, ja que nem sempre os vinculos
podem ser perfeitamente definidos.

- 0s efeitos termicos, que como foi visto no 10 exemplo do capitulo III,
podem ser importantes no dimensionamento, principalmente em coberturas;

- as cascas cilindricas com qualquer secao transversal, pois elas podem ser
aproximadas por cascas prismaticas, variando-se o numero de laminas até a
precisao desejada;

~ 0 numero de termos da funcdo fundamental necessario para um bom resultado
da analise, economizando-se tempo de processamento em outros problemas
semelhantes.

Deve-se notar que esse programa foi feito para
microcomputadores de pequeno porte, apresentando alguns problemas proprios
desses equipamentos, tais como pouca capacidade de memoria e precisao
numerica relativamente baixa (9 digitos significativos). Por outro lado, o
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seu desempenho pode ser equiparado, dentro das condicoes por ele aceitas,
aos programas que utilizam o método dos elementos finitos para resolver
estruturas semelhantes, os quais sao muito mais dispendiosos e necessitam
de grandes computadores, alem de um trabalho muito maior na entrada de
dados e elaboracao de malhas. |

Para a sequencia deste trabalho, sao sugeridos:

§

a dedugao das equacgoes para as condicoes de contorno referentes a tres,
quatro ou mais tramos e a implantacao das mesmas no programa;

- a implantagao de carregamentos de protensao no programa; A

- a automatizagao, pelo programa, dos carregamentos mais corriqueiros, como
por exemplo peso proprio, vento, etc.;

- a introducao de rotinas para dimensionamento de armaduras, utilizando-se
os esforc¢os calculados;

- a adaptacao do metodo de Vlassov para cascas curtas;

- a introdugao de rotinas para o calculo dos coeficientes geometr1cos e das
cargas para laminas com espessura variavel;

- a tradugao do programa para linguagens que utilizam o sistema operacional
CP/M, pois, este sistema € aceito por um numero muito maior de
microcomputadores e trabalha com precisao numerica maior.
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