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RESUMDO

Neste trabalho & feito um estudo geral de insta-
bilidade elastica para barras de secgao delgada'aberta, u-
tilizando o método dos elementos finitos. Desta forma, po-
dem ser considerados 0S efeitos da flexao, torgao e flexo-
-torgao independentemente ou em sua forma acoplada. ‘

Em problemas de primeira especie, a carga criti-
ca e o modo de flambagem sao encontrados empregando O métg
do da iteragao inversa. Em problemas de segunda espéecie, os
esforgos e deslocamentos, obtidos da resolugao do sistema
linear de equagaes, podem ser calculados tanto em teoria de
primeira como de segunda ordem. )

varios exemplos foram resdlvidés e os resultados

sao comparados com 2 solugao exata quando possivel, mos-

trando a precisEo da sistematica proposta..



ABSTRACT

In this work a general study of elastic insta-

bility, for open cross section thin-walled bars, is
carried out using the finite element method. Thus,
bending, torsion and torsional-flexural effects can"_be

considered independently or in a coupled form.

For first kind problems, critical load and
buckling shape are found employing inverse iteration
process. For second kind problem, internal forces and

displacements; computed after the linear equation system
solution, can be obtained assuming or not geometrical
nonlinearity.

Several examples are solved and the resulté,_
are compared with exact solution whenever "possible,

showing the accuracy of the proposed formulation.
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LISTA DE

SIMBOLOS USADOS NESTE TRABALHO

area

bimomento
bimomento
centro de
centro de

modulo de

exterﬁou
gravidade
cisalhamento
Young

11} . ] " .
WD’¢D‘¢D’¢D) = funcional

carregamento externo aplicado

parcela i

modulo de

do funcional

elasticidade transversal

momento de inércia em relagao ao eixo y

momento de inércia em relagao ao eixo 2z

momento setorial de inercia

momento centrifugo

momento setorial central de inercia

momento setorial central de inercia

momento de inércia 3 torgao

coordenada do centro do circulo de estabilidade na

diregao y

coordenada do centro do circulo de estabilidade na

diregao z

momento fletor em relagao ao eixo y



momento fletor em relagao ao eixo z

momento de torgao livre

momento de flexo-tofgio

momento torgox

momento de flexao concentrado em relagao ao eixo j
forga normal

origem da ordenada s

cortante na diregao y

cortante na diregao z

carga concentrada na diregao j

funcdo que representa as tensoes cisalhantes atuan

do na extermidade s,

momento estatico em relagzo ao eixo y
momento estatico em relagao ao eixo 2z
momento setorial estatico |

energia cinética

energia de deformagao

caracteristica geométrica definida por Vlassov.
energia potencial das cargas exfernas
trabalho realizado pela tensao O
trabalho realizado pelas forgas internas
trabalho realizado pelas forgas externas
forga volumétrica na direcao X

constantes nao nulas que dependem de cs

ordenada perpendicular ao esqueleto
dimens3o caracteristica da secgao transversal

deslocamento do ponto de aplicagao do carregamento



externo aplicado, medido na diregao e sentido do

mesmo

d? = componente i do vetor g

fm = fator dé multiplicagao do carregamenté unitario
'que o transforma no carregamento aplicado a viga

g(x) = funcio de x que representa os deslocamentos so de
pendentes da ordenada x e constantes em toda sec-
3o

hi = comprimento do elemento finito i

ip = raio de giragao polar

L = comprimento da viga

m = carga torgora distribuida

ng o= distancia do ponto B ao ponto E, ambos no esﬁueieto

n, = & umélrelagzo entre o menor auto-valor e Ag

P = aproximagao ao auto-valor desejado

q; = carga distribuida, na diregao j

r = segmento caracteristico

s = ordenada que percorre a linha do gsqueleto

t = deslocamento na direc3ao tangente ao esqueleto

u = deslocamento na direcao x ‘

u, = deslocamento na direg3ao da tensao externa

v = deslocamento na diregao do eixo y

w = deslocamento na airegso do eixo z

WB’VB’tB’uB = deslocamento do ponto B

x = eixo longitudinal da viga

y = eixo principal de inércia

z - = eixo principal de inercia

o = angulo que a tangente do esqueleto faz com o eixo z
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distorgcao correspondente a ij
distorgao de segunda ordem correspondente a Tjk
espessura

o maior valor da espessura

primeira variagao em relagao a v,

deformagao longitudinal

deformacao de segunda ordem na diregao longitudinal
um auto-valor

auto-valor do problema (capitulo 6)

menor auﬁo—valor

maior auto-valor da estrutura para a ordem m da ma-
triz M, ou M ' '
auto-valor com i-esimo valor de grandeza (i=1...n)
auto-valor da iteragao k

auto-valor ), elevado ao numero da iteragao k

coeficiente de Poisson

relagao entre a ordenada x, local no elemento, e o

comprimento do elemento finito

energia potencial total

tensao na direcao longitudinal

tensao na diregao j

tensao externa na direcao longitudinal
tensao cisalhante devido a torgao livre
tensao cisalhante media na espessura

tensao cisalhante atuando no plano perpendicular

a j na diregao k
angulo de rotagao da seéggo transversal

- [
area setorial
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area setorial em relagao a um ponto C

area setorial em relagao a um ponto E

As letras das matrizes e vetores utilizadas neste

trabalho foram:

matriz da estrutura cujos elementos sao invarian-

tes a carga critica
vetor independente da estrutura

matriz da estrutura que concentra os termos cons-
tantes e os variaveis com a carga critica

matriz identidade

matriz da estrutura

matriz do funcional i ‘ : ' ‘ : .

matriz das caracteristicas geometricas

matriz da estrutura montada para um carregamento u

nitario, abaixo do critico

matriz das caracteristicas geometricas e docarrega-

mento ctonstante
matriz do carregamento variavel
vetor das funcoes aproximadoras

matriz da estrutura variavel com a carga critica

e montada para um valor unitario desta
vetor dos parametros nodais
vetor dos parametros nodais da iteragao k

auto-vetor de baixa precisao (capituio 5), parame-

tros nodais do elemento (capitulo 6)
parametros nodais da estrutura
sao os auto-valores que formam a base

vetor independente



(=

auto-vetor associado a A, ja determinado (Capitu-
1o 5): vetor dos termos independentes devido ao no

i (Capitulo 4).

vetor independente formado pelo carregamento apli-

" cado aos nos

vetor dos termos independentes devido a i no ele-:

mento k

matriz do elemento finito

matriz do elemento finito de efeitos em i Aevido aj
matriz dos efeitos em i devido a j no elemento k
vetor dos esforgcos no elemento finito

yétor resto na iteragzo k

vetor nao nulo

vetor dos parametros do nd i

vetor dos deslocamentos nodais v do elemento finito
vetor dos deslocamentos nodais w do elemento finito

vetor resultante na iteragao k, no calculo dos auto-

~-valores seguintes ao primeiro

vetor dos deslocamentos nodais ¢ do elemento finito
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1, INTRODUGAO

0 problema de flexo-torgao e ijnstabilidade late-
ral, no regime elastico, de barras de segao delgada com es
queleto aberto, embora estudado anteriormente, Vver TIMO-
SHENKO [19], foi sistematizado por VLASSOV [21]. ‘

Obtém-se equagoes diferenciais nas fungoes: angy
1o de rotacao (9) e deslocamentos (vD e wD) do centro de
cisalhamento nas diregoes dos eixos principais (y e z, res
pectivamente) da secgao. Estas equagoes sao de dificil so
lugao direta mesmo para casos simples de vinculagao e car-

regamento.
A tecnica dos elementos finitos, baseada em con-

sideracoes de energia potencial total do sistema, tem sido
usada para a resolugao das equagoes regentes do problema.

Problemas de primeira espécie (elastica indeter-
minada) foram estudados [14] com a determinagao da carga
critica de instabilidade de Euler, puramente torcional ou
lateral. Neste ultimo trabalho foi estudada, também, a in-
fludncia do bimomento no valor da carga critica.

Cargas torgdras, imperfeigaes geométricas da bar
ra, cargas axiais excéntricas e O bimomento transformam um
problena de primeira especie em um problema de segunda es-
pécie (elastica determinada) .

Problemas de segunda espécie, para elasticas pu-
ramente de torgao [6], ou puramente de flexao em um  dos
planos principais [10], ja foram estudados com a determi-

nagao dos esforgos e deslocamentos de segunda ordem e o



calculo da carga critica de instabilidade de Euler ou ins-—
tabilidade puramente torcional.

Pode ser verificado, [6] R [10], que, em proble
mas de segunda espécie, os esforgos de segunda ordem po-
dem ser determinantes no dimensionamento das estruturas.

0 presente trabalho pretende, utilizando ainda a
téecnica dos elementos finitos, retomar as equagoes basicas
do problema de flexo-torgao e de instabilidade elastica e
fazer o seu estudo geral, levantando as restrigoes existen
tes nos trabalhos anteriores.

Assim, em relagao aos problemas estudados em [6]
e [10], serao estudados os efeitos reciprocos da flexao e
flexo-torgao nos respectivos esforgos e deslocamentos de
segunda ordem; sera feita, tambem, uma verificagao da in-
fluéncia deste acoplamento mna carga critica. _ )

v Em relagao aos problemas estudados em [14],.ser5
levantada a restrigao de as vigas serem altas (um momento
de inercia bem maior que o outro) com o carregamento conti
do no plano de maior rigidez. Como consequéncia, as trés e

quacdes em v_, w. e ¢ nao sao mais independentes e este fa

D* D
to devera ser levado em conta, noc procedimento computacio-
nal. Serao igualmente estudados os esforgos e deslocamen-

tos de segunda ordem do problema de segunda espécie.



2. RESUMO DA TEORIA DE FLEX0-TORGAO

2.1 - INTRODUCAO

Seja a secgao transversal de uma barra mostrada

na Fig. 2.1,

$ =8,
= = ————
¢
D(yD, z,)
D: centro de torgdo
C.G.: centro de gravidade
e ————
s=s,

FIGURA 2.1

A barra que possui esta secgao esta referida a
treés eixos ortogonais x, y, .Z, nos quais x € um eixo lon-
gitadinal passando pelos centros de gravidade das segoes
e 0os outros dois (mostrados na Fig. 2.1) sao ‘os eixos

principais de inercia. Nesta figura, a linha de esqueleto



‘é representada por uma linha pontilhada equidistante dos
bordos e na qual uma ordenada s com origem Os pode ser es-
tabelecida. '

A espessura § pode variar com s e o elemento de

area da secgao e dado por:

dA = 6 + ds ’ ....i(z'.l)

0 deslocamento sofrido pela barra tem as suas
componentes mna diregao e sentido de x, y e 2 representados
por u, vV e W, respectivamente e para a componente angular

¢, o sentido mostrado na Fig. 2.1.

2.2 - HIPOTESES BASICAS

A exist@éncia de determinados tipos de perfis
transversais que, ao sofrerem flexao, produzem empenamento
da secgao transversal foi constatada experlmentalmente por
Bach, ver [21], em 1909 para um perfil U de ferro. VLASSOV
[21] chama esta sollc1tagao de flexo-torgcao e sua princi-
pal diferenga com a torgao estudada por Saint-Venant @& a
ocorréncia de tensoes normais acompanhadas por tensoes tan
genciais. Neste trabalhd sera usada a teoria de flexo-tor-

¢ao com as seguintes hipoteses:

a) Deve-se abandonar a hipotese de seccoes planas e es-
tudar a flexo-torgao de uma barra de secgao delgada
como a torgao de um sistema espacial de paredes del-

gadas sujeito ao empenamento das secoes transversais.

b) A barra & constituida de um nimero finito de placas
delgadas e estreitas, planas ou curvilineas. Supoe-
-se que a ligacao entre estas placas, constituida ao
longo das arestas, seja rigida e de tal modo 'que O

deslocamento relativo entre placas seja impedido.

Sendo GM o maior valor da espessura da segao, d



uma dimens3o caracteristica da secgdo transversal e £ o
comprimento da barra, sao admitidas as relagoes para as di

mensoes do perfil:

$

M 1 | |
_d-'\<0’1 oo-o'(2.2)
% £0,1 ” ' cees (2.3)

¢) Admite-se a seccgad transversal constante ao longo de

todo o comprimento da barra.

"d) O perfil transversal de uma barra de secgao delgada
& considerado como rigido, ou seja, ele @ indeforma-

vel no plano da secgao transversal,

e) A deformacao por distorgao do esqueleto e considera-

da como nula, ou seja, © angulo reto formado pelas

linhas de coordenadas x constante e s constante per-

manece reto apbs a deformagao..

2.3 - DESLOCAMENTOS

Devido a hipotese de indeformabilidade da secgao
transversal em seu plaﬁo, os deslocamentos de dois pontos
E e B, mostrados na Fig. 2.2, guardam no seu plano yz as

seguintes relagoes:

Wy = wE_¥ (v - vg) ¢ Ceees (2.4)
vBévﬁ+ (zg = zg) ¢ - i (2.9)
onde:

v. e w. sao os deslocamentos do ponto E
e v. sao os deslocamentos do ponto B.

¢. € o giro da secgao transversal



ESQUELETO

QG(E://
¢

E(yE,zE)

FIGURA 2.2

© caso em que Vg, e Wy sao nulos significa que o
ponto B & o centro instantamneo de rotagao.

Por haver o empenamento da secgao transversal, o
deslocamento total de um ponto no esqueleto tera componen-
tes nas direcgoes x, y e z. Sabendo-se que para 0Os desloca-
méntos transversais valem as relagoes (2.4) e (2.5), o des
locamento longitudinal & encontrado utilizando-se a hipdte

se de a deformagao por distorgao ser nula no esqueleto, ou

seja:
du . ot _ o S
5‘2’_ + 3; = 0 v . ‘ ) . M e & 9 0 (2‘6)

onde t & o deslocamento na diregao tangente ao esqueleto.
Para o calculo de t, toma-se a posigao deslocada
de uma secgdao transversal,mostrada na Fig. 2.3; o desloca-

mento tangencial no ponto B & dado por:



TANGENTE

POSIGAO INICIAL

y \  _rosicio DESLOCADA

FIGURA 2.3

t = W

B g coso + vg sena : eees (2.7)

Substituindo-se, em (2.7), Wy e Vg, por suas ex-

pressoes (2.4) e (2.5) obtém-se:

t, = W

B g €0s0 + vp sent + [(ZB—ZE)sena-—(yB—yE)cosa‘]¢ |

ceee (2.8)

Os termos entre colchetes, na expressao (2.8),re
presentam a distancia do ponto E i tangente ao esqueleto
passando pelo ponto B, como mostra a Fig. 2.4, e define a

grandeza ny, na seguinte expressao:

ng = (szzE) sena - (yB-yE) cosa ene (2.9)

Substituindo-se ng pela expressao (2:9), na ex-

press3o (2,8), resulta:



FIGURA 2.4

tB = chosa-+vEsena-+nB¢  ....A(2.10)
No caso de B ser um ponto qualquer'do esqueleto,
a expressao (2.10) do deslocamento na diregao tangente pas

sa a ser escrita como:

t(x,s) wE(x)cosa(s) +VE(i)sena(s)-+¢ (x)+'n(s) (2.11)

A partir'da expressSo.(Z.G), o deslocamento lon-

gitudinal & dado por:

s
g(x)-I - ds . eees (2.12)
81 :

onde g(x) & uma fungao de x.

u(x,s)

Diferenciando-se a expressao dada pof (2.11) em

relagdao a x, e multiplicando-a por ds, obtem-se:



ot
55" ds==wé(x)cosa(s)ds-fvé(x)-sena(s)ds4—¢'(x)-n(s)~ds .. (2.13)
Observando-se a Fig. 2.5, notam—-se as seguintes

relagoes:

FIGURA 2.5

|

cosd - ds dz , vee. (2.14)

seno - ds dy cees (2.15)
Definindo-se uma nova grandeza como irea seto-
rial, pelo fato desta formecer o dobro da area do setor,

como mostra a Fig. 2.5, tem-—se:

s : .
w = I ~n(s) ds © . eeeea(2.16)
onde a area setorial & considerada positiva quando o' raio
vetor r (com sentido do ponto E para o ponto de coordena-

da s) girar no mesmo sentido que d.



-10-

Assim, utilizando-se as relagoes (2.14), (2.15)

e (2.16) na expressao (2.13), obtem-se:

%ﬁ.' ds = wi(x) dz +vp(x) dy + 3" (x) dw eee. (2.17)

Utilizando-se a expressao (2.17) em (2.12)'e fa

zendo-se a integragao, resulta a seguinte expressao:

ulx,s) = g(x)-wé(x)Z(S)-vé(x)y(S) - dg (x)u(s)
cee. (2.18)

Nota-se que o deslocamento 1ongitudiha1 -de © um

ponto no esqueleto, dado por (2.18), tem, nos tres primei-
ros termos, as parcelas correspondentes a lei das .secgses
planas e no dltimo a parcela correspondente ao empenamento
da secgdo transversal segundo a lei das superficies  seto-

riais.

2.4 - CARACTERISTICAS GEOMETRICAS

"a) Momentos Estaticos

s ' ' ' :
Sz = f y dA ’ PR (2.19)
Sl ) ' . ‘ .
s . o
Sy = z dA eeos (2,20)

51

b) Momentos de Inercia
5 = [ 22 aa L (2a2D)
y A : . .

J, = f y° dA. ‘ S cees (2.22)
A .
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¢) Momento Centrifugo
J = J VAR dA es e e (2023)
I .

Por z2nalogia com estas caracteristicas geométri

cas, VLASSOV [21] definiu as seguintes:
d) Momento Setorial Estatico

s ' )
S, = J w dA | ceee (2.28)

¢) Momento Setorial de Inércia (ou bimomento de iner

‘¢ia)
-, | | |
J = U.) dA : ) o o 0 (2.25)
w .
A
f) Momentos Setoriails Centrais de Inercia
sz=j w z dA . eee. (2.26)
_ A
Jwy = IA w y dA . e o b oo (2.27)

2.5 - POLO DAS SUPERFTICIES SETORIAIS

A equagao (2.18), que formnece O deslocamento lon
gitudihal de um ponto qualquer da sec¢ao transversal em re
lagdo ao ponto E, mostrado na Fig. 2.2, usa as fungoes 1,
y(s), z(s) e w(s) que sao linearmente independentes.

Para que estas fungoes sejam ortogonais e neces-

gario que as seguintes condigoes sejam satisfeitas:

‘a) Os momentos estaticos, dados por (2.19) e (2.20),
quando integrados para toda a secgao transversal de-
vem ser nulos, Esta condigao & satisfeita quando o0s

eixos tém origem no centro de gravidade.
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b) O momento centrifugo de inercia, dado por (2.23), de
ve ser nulo, Isto ocorre quando oS eixos y e 2 'sao

eixos principais de inércia.

¢) Os momentos setoriais centrais de imercia dados por
(2.26) e (2.27) devem ser nulos. Para os eixos prin-
cipais y e z, com origem no C.G., sera determinado,
no plano da secgao transversal, o pomnto que satisfaz
esta condigao. Este ponto sera chamado de polo das

superficies setoriais.

d) 0 momento setorial estatico, dado por (2.24), seja
nulo quando integrado em toda secgao transversal. E

ta condic3o determina a origem (ou as origens) Og.

A determinagao do polo das superficies setoriais
& feita utilizando-se a terceira condigao de ortogonalida
de.

FIGURA 2.6
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Assim, um diferencial de area setorial em rela-
cao ao ponto E, mostrado na Fig. 2.6, e dado por:

dug = (z - 2g) dy - (y -yg) dz .. (2.28)

Com procedimento analogo em relagao ao ponto C
da mesma figura, obtém-se um outro diferencial de area se-

torial, com a seguinte expressao:
dv, = (z-zc)'dy - (y-yp) 4z : vee. (2.29)

Subtraindo-se a expressao (2.29) da expressao

(2.28) e fazendo-se a integragao, resulta:

wp = wg ¥ g YeI? " (z5-2g)y *+K oo (2.30)
onde K & uma constante resultante da integragao.

A expressao (2.30) representa a area setorial
calculada em relagao ao ponto E a partir do valor calcula-
do em relagao ao ponto C. o

Para que o ponto E seja o polo das superficies
setoriais & necessario anular as expressoes (2.26) e (2.27)
para Wg Substituindo-se, na expressao (2.26), w pela ex-
pressao de W dada pela expressao (2.30), fazendo-se a
jntegracao e utilizando-se as condigoes de ortogonalidade,

tem-se a seguinte igualdade:
]A We 2 -dA-+(yE-yc) Jy = 0 vees (2,31)

Procedendo-se de maneira analoga com relagao a
expressao (2.27), tem-se uma outra igualdade que e dada

por:

JA wc.y.dA_(zE»—zC) Jz=0 . | s s e e (2-32)
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Portanto, as coordenadas do pclo das superficies
setoriais sao calculadas utilizando-se um polo C arbitra-

rio, de acordo com as seguintes equagoes:

r

1
y =y - W ‘,z'dA . co e (2-33)
E C Jy J A C
‘ f
z = z +_l_ UJCY dA e (2-34)
E c J
z ‘A

2.6 - TENSOES

Retomando-se a expressao (2.18), que exprime o
deslocamento de um ponto no esqueleto em relagao ao ponto

E, tem-se:
u(x,s) =g(x)-—wg(X)?(s) —Vé(X)Y(S) -¢'(x)w(s)

Admite-se que o ponto E seja o.polo das superfi-
cies setoriais e as fungoes 1, y(s); z(s) e w{s) sejam or-
togonais. Utilizando-se a teoria de primeira ordem Y{peque-
nas deformagoes), a tensao normal na direcao x, admitindo-

se tragao como positiva, é¢ dada por:
0 =E » = : o ’ ve.. (2.35
E * 3, _ ( )

onde E & o modulo de Young.,

Fazendo-se a diferenciagao em relagao a x da ex-
pressao (2.18) e colocando-se o resultado na expressao
(2.35), obtém-se: '

¢ =E [g'(X)-w;(X)Z(S) -vg(x)yKS) -¢"(x)w(s)].. (2.36)
,Analogamenté a expressao (2.18), os trés primei- -

ros termos da expressao (2.36) representam as tensoes re-

. . -~ - .
partidas segundo a lei das secgoes planas e no ultimo as



~15~

tensoes produzidas pela lei das superficies setoriais. Nes
te Gltimo termo & que existe a diferenga da teoria de Vlas
sov [21] com a torcao livre de Saint-Venant pois, na tor-
¢ao livre nao aparecem tensoes normais e a tensao existen-
te @ apenas tangencial.

A torcao livre de pegas delgadas pode ser estuda
da utilizando-se a analogia de membrana. Neste estudo, mos
tra-se que a tensao cisalhante & linearmente distribuida

na eSpeS'Sﬁra e com a Seguinte express‘ao:
'!.- = 2 ¢ T/ Cc . . e e e (2137)

Nesta expressao c, @ uma ordenada perpendicular

a6 esqueleto com origem nele; Jt ¢ o momento de inércia a

torgao, sendo dado pela expressao:’
t 3

3 =1J £3 as | .. (2.38)
S . )

L

com o angulo ¢

M. & o momento de torgao livre que tem a seguinte relacgao

M = G . J . ¢ - . : 9 e s o (2-39)
onde G & o modulo de elasticidade transversal que guarda
com o modulo de Young e o coeficiente de Poisson (v) a re-

lagao:

-1 _E . (2.40)

¢ =2 T , ' v '
Na teoria de Vlassov [21] a ocorrencia de ten-
soes normais leva 3 exist@ncia de tensoes cisalhantes pa-
ra equ111bra—1as. No cilculo da temsao cisalhante, utili-

za~se o elemento infinitesimal de barra mostrado na Fig.

2.].
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FIGURA 2.7

Admitindo—se,que no elemento infinitesimal desta
°r¢a volumétrica X seja nula,
equagao de equilibrio:

figura a f tem-se a seguinte

3(08) . a(re)
3%~ t T3 =0

ceen (2.41)

A expressao da tensio cisalhante média atuando

Na espessura § € dada por:
_ 1T ® 30, . .
s
. 1'
onde S & uma fungao de x.
O significado fisico de So pode ser encontrado

calculando o valor de T na ordenada S1, Oou seja:

T(x,51) = 5 5_(x) Cees (2.43)

A equagao (2.43) mostra que $,(x) & a fungio que

representa as tensoes cisalhantes atuando na extremidade




-17-

s Na auséncia destas tensoes cisalhantes, - 2 equagao

1'
(2.42) torna-se:

. s A :

T(x,8) = % [—I LA ds] ceer (2.48)
s
_ 1

Substituindo-se na equagao (2.44) o pela relagao

(2.36) e fazendo-se as operagoes necessarias, resulta a sg

guinte expressao para T(x,s8):

T(x,8) = - %[ g7 () ACs) - Wi (x) S (s) = vy’ (x) §,(8)
= M (%) Sw(S)] | ceee (2.45) :

onde: _
A(s) & a area da parte da secgao compreendida entre as

ordenadas Sy e s.

: Sy(s), Sz(s) e Sw(s) s3o os momentos estaticos deste

ponto da secgao.

2.7 - ESFORCOS

De acordo com a Resisténcia dos Materiais, os es

forgos tem as seguintes definigoes:

a) Forga Normal (positiva quando de tragao)
N=J o . 1 - dA | | ees (2.46)
A .

M LR ) (2047)

2

f
—
"
Q
<
[
[

M = -»I g « 2z * dA vees (2.48)
A
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onde o momento Mz traciona as fibras com ordenada y posi-

tiva e My traciona aquelas com ordenada 2z negativa.

¢) Forgas Cortantes

.Qz = I (TG) dz K] (2049)
A

Q, = J (t8) ay vees (2.50)
y A

Analogamente a estas definigoes, Vlassov [21]

introduziu:

d) Bimomento - traciona as fibras com area setoria po-
sitiva
B =[ o + w ¢« dA ceee (2.51)
A

e) Momento de Flexo-Torgao

M = I (TG) dw K] (2052)
ft ' ,
A o

Utilizando-se nestas definigoes as expressoes de
0 e T dadas por (2.36) e (2,45), respectivameﬁte, e ten
do-se em vista, além das condigoes de ortogonalidade, que
a segunda derivada da funcao g & nula por nao serem apli-
cadas tensoes tangenciais nas bordas longitudinais, resul

tam as seguintes relagoes:

N=E-¢‘A-* g(x) - cee. (2.53)
My = E Jy- wg(x) ' oo (2154)
M, = -EJ_+ vp(x) ' - eees (2.55)

B = - .E I,° ¢".(x) | | _ vees (2.56)
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Qz 2 - E Jy . YJE' ('x) e e e e (2057}
Qy 2 e E Jz . VE' (x) : o6 o o (2058)
Mee © -E J, * 9" (%) ' eees (2.59)

Assim as expressoes das tensoes normais e tan-
genciais podem ser colocadas em funcao dos esforgos soli-

citantes, na seguinte forma:

N Mz ) Mz B
o'—_A_._J . z.-.--‘—I—-cy-}--j-—-'u) 2o (2'60)
yv z W
Q Q M
1 z Y. ft' .
T=-% [ 3 Sy(s) 5] $,(s) +-3 S,(s) ] .. (2.61)

y z w

A tens3o cisalhante media, dada pela expressao
(2.61), deve-se acrescer a distribuigao linear de tensoes

cisalhantes da torgao livre dada pela expressao (2.37):

M
T=23_2_’0cr
t
Assim, utilizando-se as expressoes (2.61) e
(2.37), tem-se a distribuigao de tensoes cisalhantes 'na

espessura.

2.8 -0 CENTRO DE FLEXAO OU CENTRO DE CISALHAMENTO

0 centro de flex3o & qualquer geratriz da barra
na qual passam as linhas de agcao do carregamento e das
reagoes de apoio. Quando as cargas passam pelo centro de
flex3o a solicitagdo resultante & apenas de flexao, .

Nas barras que possuem secgao transversal cons-
tante, a linha do polo das superficies setoriais coincide
com o centro de flexao. Para demonstrar esta afirmagao,
basta anular-se o momento das tensoes cisalhantes em rela

930 ao polo das superficies setoriais, ou seja:
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f T .68 . dy = 0 ' L s (2.62)
A

Utilizando-se g expressao de T dada por (2.61)

Q Q M L
35 f S, (s) do + X f S_(s) dw-+T§£ f S, (s) dw = ¢
z ‘A y ‘A % w 4 Y
- LI (2.63)

Devido 3s condigoes de Ortogonalidade, og dois
Primeiros termos da expressio (2.63) sao nulos, Assim,

quando o momento de flexo-torggo e nulo, a carga transver-

2.9 - EQUAGKO BASICA pa TORCAO

' De acordo com a teoria de Vlassov [21], a torgao

de uma barra a composta por duas Parcelas, a primeira € a

Utilizando-se, na equagao (2.64), . ag relagoes

(2.39) ¢ (2.59), obtém-se
= v "y

Mt G Jt¢. E Jy ceee (2,65)

A equagao (2,65) & 4 €quagao clissica da flexo-

~torgio e quando a barra estid sujeita apenas 3 torgao o

ponto E, polo das superficies setoriais, ser3i o centro de
torgao , '
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Diferenciando-se a equagao (2.65) em relagao a x,
obtem—se:
_ ) _ RY
M =6 J. ¢ E J ¢ eve. (2.66)
A equacgao (2.66) pode ser escrita em fungao do
bimomento, utilizando-se 2 relagao (2.56) e tem a seguinte

forma:

t“B"-B =-1r m ' vee. (2.67)

onde:
r e definido como segmento caracteristico e tem a ex

pressao:

E Jg
r =
G Jt
m e a carga torgora distribuida sendo igual a M; e

tendo seu sentido positivo mostrado na Fig. 2.8.

FIGURA 2.8
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Para os casos de m constante ou variando linear-

mente em x, a solugdao geral da equagao (2.67) sers: dada
por: '
_ X X 2
B = , senh(—f)-l-c2 cosh(;)-+r m eee. (2,68)

onde C, e C, sao determinados pelas seguintes condigoes de
contorno:

a) Extremidade livre

Sendo O, nulo, de (2.51) vem:
B =0

b) Extremidade engastada

Com o deslocamento loﬁgitudinal (u) nulo para

qualquer ponto do eésqueleto, ocorre,; por (2.18):
' =0

0 momento de torgio livre, por (2.39), tambénp se
ra nulo, Baseando-se em (2.64), o momento torgor sera ape-

nas o de flexo-torcio.

Utilizando-se as relagoes (2.56) e (2.59) sabe-

~se que:
= ' . .
Mft B cees (2,.69)
Assim, devido ao momento livre ser nulo, resulta:
SN
Mt B

¢) Extremidade com distribuicao dada de tensoes

v "Pode ser utilizada a propria definig¢ao (2.51) pa
ra o calculo do bimomento Ou, no caso de cargas concentra-
das, utiliza-se:
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n ,
B=) P, w cees (2.70)
i

pa

i
onde Pi sao cargas concentradas aplicadas a pontos de area

setorial wi.

d) Secgdo intermediaria com descontinuidade no diagrama

de Mt

A descontinuidade no diagrama & resultante da a-
plicagao de um momento torgor concentrado externo, mas 2
continuidade exige a igualdade de G  em seccoes adjacentes,

logo:

Besquerda Biireita



3. 0 METODO DA ENERGIA

Uma estrutura em regime elastico deforma-se sob
a agao de um carregamento qualquer e ocupa uma posicao fi-
nal diferente da inicial. Assim, um elemento plano ABCD su

jeito a uma tensao normal O, aplicada lentamente, ocupara

uma posigio deslocada dada por ABC'D', conforme mostra a
Fig. 3.1,
A c __C‘
W _l espessura dz
dy S |0 'r_é Adx = Edx
|
1
-——— -————l|
B D D
dx Adx |
1 -
FIGURA 3.1

0 deslocamento do ponto de aplicacgao da tensao O
mostra que nessa deformagao houve a realizacgio de trabalho.
Devido 3 lei de Hooke, a expressao do trabalho realizado

pela tensdo ¢ & dada por:
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dw = % g « € . dx +» dy ¢ d=z vees (3.1)

Cenericamente, para um elemento infinitesimal de
volume dx dy dz, sujeito a tensoes normais e ¢isalhantes,

a expressao do trabalho sera dada por:

1, _ :
W =5 (0 g +0 € +0,E Ty Yy P Txexz + Tyzsz)dx dy dz

e 00 (3.2)
onde:
F 2 a tensdo normal na diregao j
€5 Z a deformagao especifica na direcao j
Tig e a tensao cisalhante atuando no plano perpendicu
JX 1ar a j e na diregao k

Y., e a distorgao correspondente a Tjk

Em uma estrutura o trabalho total & dado pela so
ma dos trabalhos executados pelas forgas internas com o das

forgas externas, ou seja:
W=W, +W eees (3.3)
i e

Analogamente a expressao (3.3), utilizando-se as
definigoes de energia potencial dos esforgos internos ou &
nergia de deformagao e energia potencial dos esforgos ex-
ternos ou apenas chamada de energia potencial, a energia
potencial total de uma estrutura sera a soma da energia de
deformagao (U) com a energia potencial dos esforcos exter-

nos (V), ou seja:
T|'=U+V : . e 0 oo (3.4)

Para o estudo da estabilidade de uma estrutura,
deve-se recordar que a energia mecanica de um corpo e
constante e dada como a soma da energia potencial com a

energia cinetica, ou seja:
Energia = T + T ' oo (3.5)

onde:

- . . - e
T e energla cinetica.

Assim seja uma esfera situada no percurso mostra
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do na Fig. 3.2, com'o sentido da aceleragao da gravidade

(g) mostrado.

g
p = peso da esfera
g = gceleragto da gravidade

FIGURA 3.2

Observando-se esta figura, nota-se que a esfera
tende a permanecer nesta posigao ou em locais proximos, se
houver uma pequena perturbagao. A esfera esta em equili-
brio estavel pois, uma pequena perturbagao correspondera a

variagoes pequenas das energias potencial e cinetica

o
n

peso da esfera

(']
[

aceleracdo da gravidade

FIGURA 3.3

Para mostrar um caso de equilibrio instavel, se-
'ja a Fig. 3.3 em que 2 esfera esta situada em um novo per~
curso. Percebe-se nesta figura que uma pequena perturbagﬁo
na esfera fara com que ela abandone a posigao de repouso e
n3o passe mais por este local. Em termos de energia, o que

ocorre & uma diminuigao da energia potencial e um aumento
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da energia cineética, indefinidamente., C¢ principioc do equi-
1ibrio instdvel & que uma perturbagao infinitesimal na po-
'sicao de repouso produzira grandes variagoes nas energias
cinetica e potencial.

Com base nas figuras 3.2 e 3.3, conclui-se que
o equilibrio sera estavel quando a energia potencial for
minima. Portanto, quando a expressao (3.4) da energia po-
tencial for uma fungao da posicao da estrutura no espago,
a posigao de equilibrio correspondera a um extremo . desta
expressao.

0 equilibrio indiferente @ caracterizado por uma

energia potencial total comnstante.

3.1 - TIPOS DE PROBLEMAS

3,1.1 - Problemas de Primeira Especie

Neste tipo de problema, existe uma carga critica
que altera o estado de equilibrio. Para cargas abaixo da
carga critica, a -estrutura ocupa posigoes de equilibrio
estavel e com a pequena deformagao dos materiais que resulta
em pequenos deslocamentos, 2 valida a teoria de primeiraor
dem. :

" Ao ser atingida a carga critica, o equilibrio
torna-se indiferente ou seja, a energia potencial total da
estrutura é constante. Por ser © equilibrio indiferente,
os grandes deslocamentos correspondentes invalidam a teo-
ria de primeira ordem. Um exemplo de problema de primeira

- - - » -~ .
especie e uma barra esbelta com carga axial centrica.

3.1.2 - Problemas de Segunda Especie

Nestes problemas, desde o inicio do carregamento,

os deslocamentos nao sao fungoes lineares das cargas, pela
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propria consideragao da posicao deformada mo equilibrio de
um elemento da estrutura, O que inviabiliza a utilizagao da
teoria da primeira ordem. Por outro lado, se © material se
guisse indefinidamente a lei de Hooke, por mais aumentado
que fosse o carregamento, Seu equilibrio continuaria esta-
vel e sem nenhum ponto em que a teoria utilizada no inicio
do carregamento deixasse de ser valida. Um exemplo  deste
tipo de problema e uma barra esbelta com carga longitudinal

excentrica.

3.2 - ENERGIA DE DEFORMACAO

Nas barras que terao sua estabilidade estudada
segundo a teoria de Vlassov [21], as tensoes internas con-
sideradas sao a tensao normal O e as tensoes cisalhantes
Ty- A energia de deformagao, segundo a expressao (3.2), pa

ra estas tensoes internas e dada por:
-1 .
v = 5 (o - €+ TR,YQ,) dx dy dz vee. (3.6)

Utilizando-se a lei de Hooke na expressao (3.6),

tem—-se:
2
av = + (93+:’:) dx dy dz (3' 7)
2 E G y o & o @ .

Substituindo-se, na expressao (3.7), 0 e T, pe-
las expressoes (2.60) e (2.37), a expressao da energia de

deformagao da estrutura passa a seguinte forma:

M M M

. <

U=II _;_[ (%‘J—Y'z*j'z‘y“jB‘ m)2+%(2-j-8'- cr)]dAdx
LA y z w t

] =

cees (3.8)

‘Desprezando 2 contribuicdo da forga normal (N),
por ser pequena, 2 energia de deformagao reduz-se a ex=-

pressao:
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J J G J

MM M 2
U=I J %[.}E—(-J—Zy-—lm—‘?—w)2+l(2—§.cr) }dA-dx
L ‘A z y w t

cess (3.9)

Lembrando-se as condigoes de ortogonalidade e que

um diferencial de area pode ser colocado na forma:
dA = d c_ * ds ees. (3.10)

A expréssao (3.9), quando integrada -na seccao

transversal, tormna-se:
2
M M
o1z, vy, By L
z y

A expressao (3.11) representa a energia de defor
magao colocada em fungao dos esforgos produzidos na estru-
tura. Para colocar a energia de deformagao em fungao dos
deslocamentos v, w e ¢, deve-se utilizar ad "relagoes
(2.54), (2.55), (2.56) e (2.39). De acordo com as hipote-

ses, as barras analisadas s3o de secgao‘constante e o pomn-

to E, polo das superficies setoriais, @ o centro de flexao.

Assim, a expressao da energia de deformagao, colocada em
fungao dos deslocamentos Vv, W & $ do centro de flexao (D),

€ dada por:

"2

= 1 |l2 . "2 '2 , : .
U LZ, —i[EJz Vo +EJwa +EJw¢D +GJt¢D dx ..(3.12):

3,3 - ENERGIA POTENCIAL DAS TENSOES DE PRIMEIRA ORDEM NOS
DESLOCAMENTOS DE 22 ORDEM

A necessidade do acréscimo desta parcela fica e

videnciada pelo exemplo a seguir.



Seja uma viga com carregamento no plano xy e que
assume uma posigﬁo deformada com deslocamentos Vg, v e ¢D
de uma secgao genérica. Considerando-se as tensoes referen
tes aos deslocamentos vy e ¢D’ produzidos pela instabilida
de, como pequenas de primeira ordem, seus efeitos re-
ciprocos sao de segunda ordem e, portanto, negligenciaveis.
Entretanto, as tensoes produzidas pelo deslocamento Vv e

~ D ~
dependentes do carregamento, terao seu trabalho na rotacao
da secgao nao desprezivel e portanto, a sua contribuigao
devera ser computada. A

Com o carregamento sendo feito em dois planos,
resultara em somar-—se tambem o trabalho das tensoes devi-
dos a w;, nas rotagoes, & expressao final da energia de de
formagao.

Assim, pela nao proporcionalidade entre esforgo
de primeira ordem e deslocamento final, segundo a teoria

de segunda ordem, a parcela de energlia a ser somada & dada

como
E 3 = . ok % *
v LJ (oc-€ +Tnyxy + szsz) df\ dx ve.. (3.13)
A
onde:

o e dada pela expressao (2.60).

Q Q | -
Txy =-% [ jl Sz(s) +33-Sy(s)] senda(s) R, (3.14)
it z » y .
’ Q Q
sz =-—% [ ji.Sy(s)r+3§ Sz(s)] cosa(s) te.. (3.15)

0 Eﬁgulo a(s) & o angulo que a tangente da linha

esqueleto faz com o eixo z, como mostra a Fig. 2.3.

* * * ° 2 a -
€*, ny e sz, deformagoes de 2 ordem, sao da

das'por: ‘ . .

_Oou 1 du,2 v, 2 ow, 2 '
e* ——a—x+—2-[(—a—;{-) +(-a—}—{') +('§'}'{') ] K (3-16)
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_3v,%u, du_ du_ dv Odv dv 3w |
Yay T 3x *3y * 3x T 0y TIx T 9x T3x Ty vees.(3.17)

x _ Ow _odu | du du  dv 9dv 3w Ow
sz_ -5_x'+az+ ax TZ-*.-S-;E._B-—Z"'T}—{-.-S_; e o w0 (3-18)

Devido a instabilidade ocorrer com deslocamentos
v, w e ¢, a parcela referente ao deslocamento u deve ser

retirada das expressoes (3.16), (3.17) e (3.18). Resultam

as seguintes expressoes para e*, Y;y e Y:z:
e¥ = % [(%%)2 + (%% 2 J S e G
X5 =%+'g_§;%‘}_§+g_z.g_‘y’ eer (3.20) .
Vi TRt WE R 32 c T
3.3.1 - Energia Potencial da Tensao Normal

Quando o carregamento externo produzii - momentos
fletores de primeira ordem constantes ou nulos e portanto,
com tensoes cisalhantes de primeira ordem nulas, a energia
potencial das tensoes de primeira ordem nos deslocamentoé
de segunda ordem & reduzida a apenas esta parcela. As-

sim, seja a tens3o 0 dada pela expressao (2.60):

M M
N _y 2 B
I .z+_—.y+_—-w
A Jy J, Ju
Substituindo-se na expressao de e*, dada por

(3.19), v e w pelas relagoes (2.4) e (2.5), a deformagao £~
em um ponto qualquer da secgao transversal, colocada -- em.
fungao de v, w e ¢ do centro de flexao (D), torna-se:
* _1 12 '_‘ 1 _ 2,12 12 _ v,
€ 3 [VD +2(z zD)vD¢D~+(z zD) ¢D wa 2(y yD)cbDwD

+ (y—yD)2¢;2 ] | : oo (3.22)



-32-

A energia potencial das tensoes normais de pri-

meira ordem tem a seguinte expressao:

- 1 12 12 .2 12 v N
V1 =3 fl{}J [VD _+wD +1D .¢D +2(waD zDvD)(bD ] +

‘ 12 t ot 12 t
+ 2‘MZ[(Ky—yD)¢D = 9p¥p ]—ZMy [(KZ-ZD)¢D +VD¢D ]+
U
+ B =2 ¢'2} - dx cees (3.23)
: J D
w i
Nesta expresszo tem-se:

i € o raio de giragao polar em relagao a um eixo pas-

D
sando pelo centro de flexao e com a definigao

, J +J
.2 _ 2 2 z
1D - yD + zZ + A a0 0 0 (3.24)
Ky e Kz sao [21] as coordenadas do centro do circulo de
estabilidade nos eixos y e z, respectivamente.
Suas expressoes sao:
K, = I y(y2 + 2%) aa | vee. (3.25)
y z ‘A
z 23
y ‘A

U, . - Vlassov [21] definiu esta nova caracteristica, de
mesma dimensao que o momento setorial de inércia ,

com a seguinte expressao:

v = f w (g2 + 22) da | . (3.27)
A |



3.3.2 - Energia Potencial das Tensoes Cisalhantes

Quando existem tensoes cisalhantes, deve-se a-
crescentar esta parcela de energia a expressao (3.23). Pa-
ra calcular-se a energia potencial das tensdes cisalhantes
nas rotagoes da secgao transversal, despreza-se a contri-
buigao da energia potencial da cortante por ser peguena
frente daquela do momento fletor relacionado; as expressoes

% - *
para ny e sz tornam—-se:

* v dv dw dw ‘ (3.28)

Y = =&x— * 77— t+t = L e s

Xy 9x dy 9x oy

* _ Ov _ 9dv ow _ dw D
sz = _a_}.{_ _a_z_+.ﬁ. gz e e o 0 (3-29)

Substituindo-se, nas expressoes (3.28) e (3.29),

Vv e w pelas relagoes (2.4) e (2.5), as deformagoes Y:y e
%

tro de flexao (D) ficam com a seguinte forma:

Y:y = -¢, [: w]') - (y - yD) ¢1;] | (3.30)
Y =4, [ vy + (2 - z) o ] C e Gl

. o q s * *
Assim, utilizando-se para Yoy © Yz as expres-

y
soes (3.30) e (3.31), respectivamente, a energia potencial

das tensoes cisalhantes & dada por:

_ ( . 1 _ 1 R ]
vV, = ¢ Txy O |t oy by [T 0 vyt
2 /AL )

f (z.—zD)‘d)]')] \ dA-dx - cens (3.32? |

/

Utilizam-se, para Txy e sz as expressoes (3.14)

e (3.15), Pode-se demonstrar:

sz colocadas em funcao dos deslocamentos v, w e ¢ do cen-
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a) 1 \ Txy¢D(Y"YD)¢; dA dx + X } sz¢D(z-zD)¢;dAdx=
L ‘A 2 ‘A

= ‘ Qy¢D(Yc—yD)¢;)dx+ ‘ QZ¢D(zc—zD)¢1') dx ... (3.33)
A L

onde y _ € z, sao as coordenadas do ponto de aplicagﬁo da

carga transversal.

ﬁj X % Sz(s) seno(s) dA = —'Jz ' coee (3.34)
A : '
1 _ T
.X 3 Sy(s) cosa(s) dA = Jy wene (3335)
A '
‘ % Sz(s) cosa(s) dAa = 0 cos (3.36)
- 4A
I % Sy(s) seno(s) dA = 0 ‘... (3.37)
A :
A ‘expressao (3.32) se reduz a forma:
% _ - ' v, _ '
v, = x [ Qwa¢D+szD¢D+Qy(yc yp) 4pp *
[
+ Q (zc-szI‘,%] ax veen (3.38)

As relagoes entre cortantes e momentos sao dadas

1 S ‘ ' .
Q, = -~ MY : , . . , .....(3.39)

Q =ﬁ' ) : ' | ev e (3040)
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Colocando-se estas relacoes na expressao (3.38),

resulta:
V2 - [M‘[W ‘Y)¢WA-WW -—M;- '
2 . z c D’ YD'D DD] y[(zc—zD)¢D¢D+
|
+ VD¢D ]] dx ceee (3.41)
3.4 j‘Energia Potencial das Cargas Transversais

As cargas transversais sao constituidas por:

a) Forgas distribuidas qy e q, e forgas concentradas P

e Pz’ aplicadas nas direcoes y e z, respectivamente.

b) Momentos MEy'e MEz cujos planos de agao sao perpendi

culares aos eixos y e 2z, respectivamente.
¢) Momento torgor M_ e carga torgora distribuida m.
d) Bimomento B,-

A energia potencial de qualquer um dos carrega-~

mentos pode ser escrita, genericamente, como:

Ve=-Fa dd | V o e e e (3.42)
onde:
F - € o carregamento aplicado
dgy € o deslocamento medido na diregao e sentido

deste carregamento extermno,
A energia potencial das cargas transversais pode
ser separada nas seguintes parcelas:

a) Cargas concentradas.Py e P, e cargas distribuidas qy

e q,.



-36-

Vep = "Pyi Vi~ Pyiv. -fz(quDwzwD) dx ..., (3.43)

onde os deslocamentog sao aqueles do centro de fle-

Xd0 nas secges,

b) Momentos MF e ME

y z
L . ' -— . ' . | ’ :
Ve2 MEyi v MEzi vi | cees (3.44)

c) Momento de torgao concentrado Mt € carga torgora dis

tribuida n.

¢ao ¢, positivos, ser contraria.
d) Bimomento (Be)

As tensoes normais éxternas que representam o bimo~

mento aplicado sio distribuidas segundo a leji:

'ueT = ¢, - w o cvee (3.47)

» A energia potencial do bimomento aplicado sera
dada por:

Ve4 ="IA Ue ue dA i _ 0;00 (3.48)

'Substituindo—se na expressao (3,48) To e u_,  pe-
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las relagoes (3.46) e (3,47), respectivamente, e fazendo-

~-se a integragao, resulta:
V' = - B » ¢! ' . o e 00 (3049)

A energia potencial das cargas externas, que € a
soma das expressoes (3.43), (3.44), (3.45), (3.49), pode
ser escrita, em sua forma completa, como:

\j
V =-Z%P .v,-L P ,w,-L ME ,w;~-L ME_.v, +I M .¢, +
e yi'i zi i yi 1 zii tivi

] . .
- ZBEi¢i-+f (m¢D-quD-—qzwD) dx eeee (3450)

L

3.5 - ENERGIA POTENCIAL TOTAL

Somando-se a energia de deformagao (3.12) com a
energia potencial das tensoes de primeira ordem nos deslo-
camentos de 2§,dadépe1as;nntelas(3.23) e (3.41), e a ener-
gia potencial das cargas transversais externas, dada por
(3.50), obtem-se a expressao da energia potencial - total

que, colocada na forma de um funcional, & do tipo:

- 1 1" ] " | " _ _.
T LF ( VD’VD’VD’WD’WD’WD’¢D’¢D’¢D) dx-1Z Pyivi z Pzi v, +

: 1
- Ces? v _
zMEini ZMEZ]'. Vi EBEi ¢1 + 2 Mti(bi cess (3.51)

onde:

2 |2+ 12 .2 '2__._

A 1 1?2 " "2 12
= s +
F=3 {EJZVD +EJy"’D +EJm¢D +GJt¢D +N[VD YD 1D¢D

U
' ' t w .12 12 4t
+2 (waD - ZDVD) ¢D ]4- B —Jw CbD + 2 Mz [(Ky— }’D)d) _¢DWD ] +

- 2.My [(Kz—zD) ¢I')2 + ¢r'>"1') ] +2 M; [(yc-'ynml')cbn - wl')ch ] +
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~n ' 1 ) .]

- 21 z - ¢ b+ v b4 2md, - v,.~2 q.Ww .52

2 4y [:(zc z)opbp * by _]4 2mdy - 2 4V qzwD} (3.52)
A energia totai slerﬁ extrema na posig::lo de equi-

1ibrio. Para encontrar o extremo do funcional (m), recor

re-se as equagoes de Euler, ou seja:

2 )
8F _d (3F, ,d (3F, .
8vD dx ¢! dx2 dv..
- °Vp D
9F _ d ,3F a2 oF y
a—"'—(‘"")"—"'(—) = 0 cese (3.53)
hé)) dx 5y dx2 v
D D
oF _ d (3F, a? 2Fy - o
B 9% Taer  ax” 3¢p

-

A aplicacgao das equagSes (3.53) para o funcional
da energia potencial total conduz as seguintes equagoes di

ferenciais nas fungoes v, w, e ¢p

: '
Vv 1 ' "

'E'JZAVD -[:N(_VD- de)D) ] + (My¢D)_ - 4= 0 vees (3.54)
IV ' a1t " _

EJwa -[N(WD+yD¢D) J + (Mzd)D) -q; = 0‘ eee. (3.55)

J

EJ cpﬁ’ " [ NiZ+2M (K )y-2M (K . )+B.__U‘”r o N
w9 "G % 1p*t oM By T y K= %’ 237 %

{ .
4 N(wa]')- ZDV]'))} +Mzw +M V. +m + M;(zc- zD) +

D yD
" :
- - = e s » . 6
M (5, YD)]. 4, =0 L e 359)
onde: .

" ’ . .
My = qz , ) . : . | s 0 0.0 (3.57)
o - - | | | .. (3.58)

z - qy - - . ‘ . . e 0 0 0 .

‘As'relagaes (3.57) e (3.58) s3o explicadas na Fig.

3.4 em que utilizaram-se as relagoes (3.39) e (3.40)..
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ay Yok
RREN ' T{1314 L

Q ‘ | ‘ | & Q * l o

y z B
’ Qy+_C_l_Q~y_dx Qz‘*’ dQz.dz
dx N dx dx ! dz

—

=
N
u

- qy ‘M, = +az

FIGURA 3.4

As fungaes encontradas para Vg, vy € ¢D, solu-
goes das equagoes diferenciais, sao as que tornam eXxtremo
este funcional e portanto, aquelas da posigao de equili-

brio. Em alguns problemas a procura do extremo do funcio-

nal leva a equagoes diferenciais cuja solugdo direta & ex—

tremamente trabalhosa ou mesmo imposs{vel, o que resulta
na utilizagao de processos aproximados.

Um processo muito conhecido para encontrarem-se
solugoes aproximadas ¢ um que foi convenientemente utiliza
do, pela primeira vez no estudo de vibragoes, por Rayleigh

0 método de Rayleigh parte da ideia que um siste
ma mecinico com infinitos graus de liberdade pode ser redu
zido a um sistema com um numero finito de graus de liberda
de por meio de hipoteses a respeito da natureza das defor=

magoes. Na pesquisa do extremo do funcional (3.51), este

processo comsiste mna escolha de fungoes aproximadas _para

os deslocamentos dependentes de alguns parametros,e O pro-

blema de encontrar—-se o extremo de um ‘funcional transfor-
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ma-se no problema de encontrar o extremo de uma fungao com
um nimero finito de variaveis, que sdao os parametros. Ritz
em 1909, refinou e generalizou este metodo, impondo que as
fungoes escolhidas satisfizessem as cbﬁdigaes de contorno.

Sobre a convergencia da solugao aproximada para a solugao

exata, Ritz afirmou que as fungoes escolhidas seriam exa-

tas quando elas formassem uma base do espago vetorial de
solugoes, no intervalo considerado. Entretanto o maior in-
conveniente deste método € a escolha adequada das fungoes,
as quais, para cada caso particular, devem satisfazer as
condigoes de contorno do problema. Além disso, as integra-
goes que devem ser feitas podem tormnar o probléma extrema-

mente trabalhoso.

3.6 - PROBLEMAS ANALISADOS

Nos problemas de primeira especie, também chama-
dos de auto valor, ate o valor da carga critica,.o equili-
brio & estavel e resulta um valor nulo para os deslocamen-
tos. Quando a carga atinge o valor critico, a viga passa a
ocupar uma posigao de equilibrio indiferente, caracteriza-

da pelo fato de que as fungoes v e ¢D.,que definem es

D’>YD
sa nova posigao, sao determinadas apenas na sua forma.

A resolugao do problema de primeira espécie pelo
método de Ritz conduz a um sistema de equagoes homogéneas
nos parametros. A carga critica sera aquela que anula o de
terminante deste sistema e torna as equagoes linearmente
dependentes. Os parametros serao determinados em fungao de
um, pelo menos, o que mostra que o conhecimento da elasti-
ca dar-se-a apenas em sua forma.

Nos problemas de segunda espécie nao se define
carregamento critico pois nao existe uma carga a partir da
'qual muda o estado de equilibrio. Portanto, o equilibrio &
sempre estavel independentemente se ha aumento indefinido

do valor do carregamento desde a posigao descarregada.
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Devido a aproximagao utilizada, para cargas pro-
ximas do carregamento critico do problema de primeira espe
cie relacionado, existira uma variacdo grande no valor dos
deslocamentos para uma pequena variagao da carga .

A resolugao de problemas de segunda especie, pe-
lo método de Ritz, conduz a um sistema linear nio homogé-
neo nos parametros, O que determina de maneira unica os
seus valores. O fator determinante nas vigas, em problemas
de segunda espécie, cera a tensao admissivel pois, se esta
tensao fosse infinita, o carregamento, por mais aumeuntado

que fosse, produziria maiores deslocamentos mas, nao alte-

raria o equilibrio da v1ga. Assim, nestes problemas defi

ne-se um carregamento de ruptura, que é¢ aquele em . que &

tens3o admissivel estara sendo atingida, em uma secao qual

quer da viga, pelo menos. .

A e vt



|

L, APLICAGAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Para a resolugao dos problemas de instabilidade
optou-se pela utilizagao do método dos elementos finitos.

0 método dos elementos finitos consiste numa sis
tematizagao do processo de Ritz para a utilizagao do compu
tador.

A viga, chamada de dominio, & dividida em segmen
tos de barra, chamados sub-dominios, que sao os elementos fi

nitos mostrados mostrados na Fig. 4.1.

I 2 3 g i i k A n n+1
o O @ © 0 ® 4
FIGURA 4.1

Aos pontos de conexao entre os elementos finitos
da-se o nome de nos e, para a viga da Fig. 4.1, com n ele-
mentos finitos, existem n+l nds. Aos nos associam-se para-
metros que, neste estudo, sao em numero de seis, sendo

para um no i, generico, os seguintes:
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a) ordenada da elastica w., no ponto (wi}

) . . i
b) primeira derivada de w, no ponto (wi)

¢) ordenada da elastica v, no ponto (vi)

[
~

primeira derivada de v, mo ponto (vi

e) rotacao ¢D no ponto (¢i)

£) primeira derivada de ¢D no ponto (¢;)

onde vD e wb referem~se aos deslocamentos do centro de fle-

xao (D) e ¢D a rotacao da seccao transversat,
A um elemento finito “ndividual assaclaram-se

funcoes independentes para Vg, Vp ¢D do tipo parabola de
30 grau em fungao dos correspondentes pardmetros de nd. AS

sim, com elxo x local, como mostra a Fig. 4.2, tém-se as
expressoes de Ve Wp @ ¢D utiiizando a notaggo de produto
T ]

interno de vetores.

FIGURA 4.2

|
{
' n
= SRS . o 0 o ® (401)
v, = RV
w. = R * wh .. (6.2)

| = o n ) LR ] :4'03)-
by =R 4T ,



bl

onde:
R = {1-387+28° , by (E- 287480 3g2-26%, b (-£7+E))
eee (L8
N
E'= cees (4.5)
i _
n,t _
hd (Vi > Vi V5 2 Vi cee. (4.6)
yn,t = {wi R w; » Wy we} cee. (4.7)
n,t _ ! v
? - {¢i’¢i’¢j ’¢J} . .._(4-8)

(o indice t como expoente indica matriz transposta).

Para as expressoes das primeira.e segunda deriva

das, tem-se:

vy = ﬁ% R -V cees (4.9)
i -

WB = ﬁL 5' ~_gn . : : eee. (4.10)
i

1 1 ' n

¢ =7 ° R ¢ cee. (4.11)
i

v; =-J§ . B" . zn : ceso (4.12)

" 1 n n '

WD = —i M B hd Y ) s 8 o 0 (4.13)

o = _12- R" - " ~ cee. (4.18)
h - - '
i

onde:

R = .{—66;4652 , hi(1—4E+3€2) , 6E-6E", hy(-28+ 3% }.. (4.15)

COR"= {-6+12(, b (-4+68) 6- 128 , b (-2+6E)} .. (4.16)
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Com as expressaes (4.1) a (4.16) e ‘o0 - funcional

da estrutura, dado por (3.51), integrado no comprimento h.

do elemento finito, tem-se a energia total de um elemento

em fungao dos parametros nodais incognitos:

moe F(v., v ey Wi Gis O1p Vs Vis Wis Wis O 81y ... (61D
1’ 1’ 1’ 1’ 1, 1’ J, J’ J, J’ J’ J .

Como e de interesse encontrar O extremo do fun-

cional, o que se faz ¢ igualar a zero a primeira variagao

do mesmo, assim:

_JF oF v JF 3F v OF oF
§F = T, § i * o 5v1+ - (Swi+ . Sw +-a—di— (Sd)l ad): 54)1 +
i i
OF 3F . 1, OF F OF 3F '
+ Sy, + 2 Sv, + = Ow, +— Sw. + 8¢, +— 8¢, . (4.18)
vy I gyl 3 we 3 gyr 3, 3 ger A
J J- ]
Devido aos acréscimos de Gvi Cee e 5@;,_na ex—
pressao (4.18), serem arbitrarios, resulta um sistema de

~ . - 1 1 1
12 equagoes lineares mnos parametros V., V., Wi Wi ¢i’ ¢i,

Vis Vs Wis Wi 05 ;- ~ : <
0 motivo do sistema de equagoes Ser linear e de-
vido & lei de Hooke, onde as deformagoes sao lineares com
as tensoes correspondentes. ‘
Assim, o metodo dos elementos finitos transforma
o trabalho de se encontrar a fungao que satisfaz um extre-
mo de determinado funcional, na procura do extremo de uma
fungdo com n parametros €, neste caso, na resolugao de um
sistema de equagoes lineares queé determine os valores da
fungio incognita nos pontos desejados. A aproximagao sera.

melhor quanto maior for o numero de elementos em que se di

vide a estrutura.
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4,1 - MONTAGEM DA MATRIZ DO ELEMENTO

A matriz de um elemento, que formara a matriz da
estrutura, e montada na disposi¢ao mostrada na TFig. 4.3.
Nota-se nesta figura que a primeira linha provem - da pri-

meira variagao da energia do elemento em relagao ao deslo

. ’ 1 ' '
camento v, e seguindo-se a ordem v., W., W., ., ¢., Vv.
. 1 , i i i i i ]
Vj’ wj,_wj, ¢j. ¢j tanto na sequencia de linhas das varia-

goes como na disposigao do vetor das incognitas.

vi v Pwi Pwel @i} @] v | vl M LY o)) 9

FIGURA 43

Pelo processo de resolugao ser computacional e
devido ao fato de as fungses Vs vy e ¢D’ no elemento, se-

rem iguais, a menos dos parametros incdgnitos, optou-se pg
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la montagem da matriz final atraves da scma couveniente de

matrizes basicas.

Considerando-se o funcional dado pela cxpressao

(3.51), percebe—-se a existéncia de quatro matrizes basicas,

ou seja:

a)

b)

c)

d)

Matriz do primeiro tipo, dependente do quadrado da

segunda derivada da fungao aproximadora, presente nos

termos:
1 n2 n2 n2 .
Fq Ll 7(EJ D +EJ v, +Ede)D)dx ce.. (4.19)
i
Matriz do segundo tipo, dependente do quadrado . pri

meira derivada da fungao aproximadora ou do produto
de primeira derivada de fungoes aproximadoras dife-

rentes, presente nos seguintés termos:

_ 1 12 v2 |2 .2 |2 1
Fz’Ll _2'{G‘It¢D +N[VD +wp S wdip ot v 20ypup ¥

1

1 v 12 1
- 2pvp) ¥ ] v, [(KY—YD)CbD - op¥p

12 vy | |
- ZMY[(KZ—ZDMD +¢DVD]}dx , (4.20)

Matriz do terceiro tipo, dependente do produto da
fungao aproximadora pela primeira derivada desta ou

de outra fungao aproximadora, presente nos termos:
F, = M| (y .- )¢'¢ -w'¢ -M' | (z -2z )¢'¢ +v.d | dx
37 ) 2 Y p’"p'D DD] o1 2% % T Yn'
i . .
‘ vee. (4.21)

Matriz do quarto tipo representando a influencia do

bimomento:

12

F =I B . —-9-4) . dx ‘ ',...'(4.22)
4 h J, D o .

i
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0s esforgos de primeira ordem, presentes mno fun-
cional (3.51), foram aproximades no elemento. A normal (N)
foi assumida com variagao linear, os momentos fletores co-
mo parabolas de segundo grau e o bimomento como soma de

fungdes hiperbolicas. As expressoes destes esforgos sao:

' 1 2 1 2.2
M = M + M..-M - h' - .h. 4,24
SO =M Qe - g a R By a R (4:20)
_ 1 2 1 2.2
Mz(x) - M21'F(sz M21'+7 qyi”hi)‘g—'fqyi hiE (4.25)
(B.—rzm.) —(Bi-rzmi) cosh(%) <
B(x) = J L 5 senh (=) +
senh (+=) - T
T
+ (B —r2m ) cosh(z)-krzm ' (4.26)
i i r i . e o & o .

onde os indices i e j na forga normal, nos momentos fleto-
res e no bimomento referem-se aos numeros dos nds inicial
e final, enquanto nas cargas uniformemente distribuidas o
{ndice i refere-se ao numero do elemento. Os sentidos des-
tes esforcos sao aqueles das definigoes (2.46), (2.47),
(2.48) e (2.51); para o sentido das cargas transversais

distribuidas, assume-se o dos eixos y e z, respectivamen-

te e, da carga distribuida de torgao @ contrario ao giro ¢.

4,2 - MATRIZ DO PRIMEIRO TIPO

Esta matriz & obtida a partir do funcional F, da-

do por (4.19). As parcelas de F, produzem a matriz My da

1
seguinte forma:

a) F, =J 1 g1 w'? ax
&

2 y D . o e 0 (4-27)
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Substituindo-se w" pela equagao (4.13), obtém-se:

n,t 1

F, = w —_— J(R"’t-EJ -R")dg} wh

cev. (4.28)
la Zh? A
i
Fazendo-se a primeira variagao de F,, na expres-
s3o (4.28) e chamando-se o resultado da integral entre col

chetes de matriz Ml’ mostrada na Fig. 4.4, a expressao da

5o 4 o % ~6ah; 2 ah?
. Oc¢j X ’

12a | -6 a hj

6c] X '

.2

oci 4Gh|

onde o e um fator de multipticacdo

~FIGURA 4.4

primeira variagao torna-se:

sr,, = ™t LM eee (4.29)
h; . : : '
i
onde, na matriz M, tem-se:
@ =EJ

y
c =W
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3 1 : w2 »
i
Analogamente a Fla’ a primeira variagao de F1b
produz a matriz Ml da seguinte forma:
= 6 n’t . -—.1_. . . n | o LI N
§Fy, v 5 c My ooV (4.31)
h;
i
onde na matriz L tem-se:
o =EJ
z
c =v
3 1 n.2 ' ' " .
: .
Para a primeira variagao Fioo analogamente is
parcelas anteriores; resulta: ‘
= n’t . _1'... . . n
6F, . =8 ¢ " 3 " My - ¢ | eees (4.33)
h;
i
onde, na matriz M, tem-se:
a =E J,
c = ¢

As matrizes resultantes de F1 sao somadas conve

nientemente na matriz do elemento mostrada na Fig. 4.3.

4,3 - MATRIZ DO SEGUNDO TIPO

A matriz do segundo tipo M, é obtida a ~partir
da primeira variacao do funcional F, dado por (4.20), ana-

logamente ao mostrado no item 4.2. A matriz M, e mostrada

na Fig. 4.5, onde a e ¢ sao os deslocamentos v, w ou ¢,
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As parcelas de ¥, relacionam-se com a matriz M

da seguinte forma:

e, €y <y ‘ot
6aj 2a+s P +2ay | nfa+Bry -12a 6B -24Y “((.9_ -_z.Y)
1s s 35 s s 7 5 5 35 \s 3%
60} nfag+l +4 l-a -B - ! .
[aq+B +ay mima =B -y nfa -8 Y
, " "(w 15 ms) ( s 5 7) (? 30 35)
ba; : J2a+6B+24y h(_g_+_z_y)
} 5 s 35 5 35
ai ' ntlaa+r B +6
6 ] : '(IS 'g ’Sg)

‘a, B.y : Folores de multiplicasBo

FIGURA 4.5

o6

.2 ‘ 12
GJt-+N 1D+ ZMZ(Ky—yD)-ZMy(KZ—ZD)]¢D dx

n
o’
o
=
N
o
|
Sy
=
(S
1 1

eees (4.348)

- n,t 1, . on
an - 6 9 L4 hi Mz 9 e o 0 0 (4.35)

onde na matriz M,, tem-se:
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1 2
o==(GJ + N, i +M (K -y).-M (K -z).
2 t 1 Di) z; Yy Yp’i " yivz DA
Ny 2 1 2
8 _—2-(Nj Ni)lD-+(Mz' M.t quihi)(Ky yD)i+

1 3 1

1 2
e (Myj Myi_f 125 hi) (Kz- ZD)i

1 2 1 2
Y=-gay;hi (R -z -7 a2z K-yp); By

F2b=f -;—-N -vl')zf d}; . ceee (4.36)
hi : :
6F2b = GAXn’? El—— "M, !n ' . eees (4.37)
i

onde na matriz M,, tem-se:

c)

onde:

a = v
c =V
_ 1
a_f.Ni

1 12
Foo = f 7 ¢ N oWy dx ceos (4.38)
h, '
1
= n’t _1— L] L n N
GFZC 6‘1 . hi M2 Y e e o 0 (4-39)
a=w
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d) F2d = Jh (N Yp Mz) WD¢D dx eee. (4.40)
i
t 1 1 t
5 F2d = § Yn’ 'h.—' Mz . ?n'*' 6911 ¢ -}q (MZ) Wn

a=w
c = ¢
1
o = -E(Nl yDl - Mzi)
=1 - - -1 2
B =3 [(N N )yDi sz'!'MZi 5 45, hi_]
1
Y =74 y;h,
1 1 . . » .
e) er = - Jh (NZD+MY) VD¢D + dx veee (4.42)
i
_ n,t 1 n n,t 1 t n
6F2e7“ 62 ’ .l'Ti Mz 9 +69 ’ "h_i (Mz) 'X (4.43)

onde valem as relagoes:

a = v
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Analogamente ao que foi feito no item 4.2, as ma
trizes resultantes de F2 sao somadas convenientemente a ma

" triz do elemento mostrada na Fig. 4.3.

4.4 - MATRIZ DO TERCEIRO TIPO

Esta matriz, obtida a partir da primeira varia-
gao do funcional F, dado por (4.21), somente e diferente
de zero quando da existencia de carregamento transversal.

0 funcional F, usa derivadas dos momentos fleto-

res que, de acordo com as expressoes (4.24) e (4.25), sao:

o1 1 2 |
| My(x) —ﬁ; (MYj My, -7 4 zihi) +q zihi g ce.. (4.44)
' _1 _ 1 2, _ :
Mz(x) _E; (sz Mzi-+2 q yihi) q yihi g eee. (4.45)

0 calculo da primeira variagao procede-se como 0
mostrado no item 4.2, com a utilizagao ~das _expressoes
(4.44) e (4.45) para as derivadas dos momentos fletores. A
" matriz do terceiro tipo M3, e mostrada na Fig. 4.6, onde ¢
e um deslocamento v, W ou é. As parcelas do funcional F3

relacionam-se com a matriz M4 da seguinte forma:
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8 g ¢; ¢}
' B
bo | c2-8 | neg-d e H | e
be! In (& 28 n? -_E_. qoa. 38 h.’(l.+_9_)
¢ il - ETE) i {210 ) nil—76 ~220 il%s0 84

a . B2F a 37 K- SR
dc, =+ h‘(m-_i- ) >

o u8 e o Bl 2R e )

1]
601 nl- o~ 16 210

ONDE a P SAO FATORES DE MULTIPLICAGAD

FIGURA 4.6

a) _F3a = Jh [Mz (yc-yD) —My(zc—zD) ]th cbD dx (-4.4.6)

i
' - n,t t n '
6F3a S ¢ (M, +M3) ¢ cee. (4.47)
onde na matriz M3, tem-se:
c = ¢
1 1 2
0 = — | (M. -M_ +3 qy,h; _y )= (M, -M_ o+
- hy [( zj z; 2 173 1)(yc yD)l (yj Vi

1 2
- 5 az; h)(z, ‘.zn>i]
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1 1
= n’t . - n .n’t . t . n
»6F3 GY M3 9 +6? M, W cees (4.49)
onde na matriz Mg, tem-se:
c =W
_ 1 _ 1 2
o = hi (sz M + 5 45, hi)
B =4q ylhi
fhe _ _' U ' ) . :
¢) F3c = Ll My vy ¢D dx oo (4f50)
i
- n,t e n,t t n ‘ S
onde na matriz Ma, tem-se:
c = v
1 1
O = -5 (M, - M - = h
By ( y5 Vi qz )
B = - q zi . h]_

A matriz M, nao & simetrica mas, somada a matriz
do elemento de acordo com as relagoes (4.47), (4.49) e
(4.51) para as parcelas a, b e c respectivamente, nao alte

rara a simetria da matriz final.

4.5 - MATRIZ DO QUARTO TIPO

Esta matriz, obtida do funcional F, ‘dado " por
(4.22), seria igual 3 matriz M, caso o bimomento nao fosse

aproximado no elemento como: - soma de fungoes hiperbolicas
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e sim como uma parabola ou reta., Para melhores resultados
o bimomento foi aproximado como soma de fungoes hiperboli-

cas e a primeira variagao do funcional F, e dada por:
'B""“'R') d£'¢ ¢ e (4052)

A matriz MA’ encontrada como resultado da inte-
gral indicada na expressao (4.52), tem as seguintes expres

soes para seus elementos:

P ' .
2. =al Z(cosh(p)-1) - 432 Senh(p) + 86% (cosh(p)-1) |+
11 3 4 5
Lo P P
+ B l—% senh(p) - £32(cosh(p)+1) + B8 semn(p) |+
_p o P
+ 5
24 5 180 432
112 = hi {a {_i(cosh(p)— 7)— i senh(p) + z (cosh(p)-1) i+
_p P P
| 6 24 180 252
+ 8 [-—7 + =3 senh(p) - A cosh(p)"—jr +
Lo p - P P

432 Y
ps senh (p) FTﬁ}
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- _ §_senh(p) 24 Scosh(p) _ _ 252
214 'hi{a { —————pz p3(——-———--z 1) p4 senh{(p) +

+ 333(cosh(p) 1)

D -

2
p 03

B[__ 6cosh(p) N 60senh (p) +

-.252 cosh(p) _ 180 432 senh(p)‘\ + -lo- }

4 4 5 1
p P p :
%.. = b {a _1,8cosh(p) 44 _72 i.npn(p) + 218 osh(p)-1) |+ ’
22 i o 3 37 7%, N
p pT P P
+8 [—85 ( senh(p)-p)- -7—2,;(cosh(P)+2) +2—136— senh(o):‘ + % ]
P P P
b3 = = 212
224 = h% {a [—M+ (2— 216)(cosh(p) 1) - 108 senh(p):‘-i-
i 2 . 3 5 4
p ..,,p P P
+ B [ZZSegh(p) - (__?:2_ 108) (cosh(p)+1)+ 2165er;h(0) +
P o o p i
.
30
L33 = %11
A = - 2
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- h {G senh(p) _ Bcosh(p) %‘44senh(;p) _Z_?_(zcosh(p).{.l).}.
2 3 4
P p P
216 )
1 senh(p) + o COSh(p)'-—-B—(_senh(p) +_]_h_) +
5 P 2 o]
p , p
44 h
co; (p) + 216(cosh(p) 1)__ll;l&senh(p) . i; }
P p p
~onde
_h
b=z
Yy =rm
1
= — .-y - (B.- sh(p)
o —a (o) BJ Y- (B;-Y) co P
8 = Bi i f

A matriz M4’ simetrica, somada 3 matriz do ele-
mento conforme (4.52) nao alterara a simetria da matriz f1

nal.

4,6 - MONTAGEM DO VETOR INDEPENDENTE

0 vetor independente & formado pela energia po-
tencial das cargas extermas. A primeira linha deste vetor,
analogamente a matriz do elemento, ven da primeira varia-

¢20 em relagao a v, e as seguintes estao relacionadas com

. . . ~ ~ 1 1 ] .
a primeira variagao em relagao a Vi, Wi LPE ¢i’ ¢i, V. o,
] L | . -~ . . J
vj, wj, wj, ¢j’ ¢j' A existencia do vetor independente o-

corre nos problemas de segunda especie quando a resolugEo

do problema, analogamente ao explicado para o metodo de
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Ritz, consistira na resolugao de um sistema linear nao ho-
-~ - . - . 3
mogeneo. Para o elemento finito generico, mostrado na Fig.
4.2, o vetor dos termos independentes & dado por:
( h
h

q'yi. i

No]

2
q yihi

—
o = .Nh—
0

N

j= ot

o]
[ o3
=

1
N =
=S
=2

- + ‘ sy

N1
Nal
«

[=

Nl =
0
N
o

1 2
17 ™ Py

-/

onde foram colocadas apenas 2as contribuigoes das cargas
distribuidas no elemento. Para as cargas concentradas a
montagem e feita por nd, ou seja, para as cargas concentra

das atuando no nd i, o vetor devido a este nd e:
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cevl (4.56)

BE

k-_i/

A primeira linha do vetor dado por (4.54) vem da

variagao em relagao a v, e a Gltima linha da variagao em
~ ' . ' . s
relagao a ¢i' Para o vetor final do elemento finito soma-

n .
-se o vetor f mnas 1inhas correspondentes de fe'

Quando sao montados os vetores dos elementos fi-

nitos, separadamente, a contribuigdo dos nos ocorrera em
apenas um elemento finito e nao nos dois elementos finitos

adjacentes.

4.7 - MONTAGEM DA MATRIZ E DO VETOR INDEPENDENTE DA ESTRU-

TURA

A matriz da estrutura, como O vetor ~dos ‘' -termos
independentes, & formada a partir da soma das contribui-
goes dos elementos finitos. Para o elemento finito, mostra
do na Fig. 4.2, a matriz e o vetor dos termos independen-

tes podem ser divididos em blocos da seguinte forma:

k.. k.. t £.
~il ~1] ~i ~1
k.. k.. t f.
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onde:
Eii & uma matriz de efeitos correspondentes ao no 1
Ejj e uma matriz de efeitos correépondentes ao no j
Eij e a matriz de efeitos em i devido ao mnd j
Eji e a matriz de efeitos em j devido ao no i
t ¢ o vetor dos parametros do no i
£ 2 o vetor dos parametros do ndé j
£, e o vetor dos termos independentes devido ao nd i
gj 2 o vetor dos termos independentes devido ao nd ]

Como se percebe na Fig. 4.1, a disposigao dos ele
mentos finitos na estrutura & sequencial e assim, © no j de
um elemento & o n6 i do elemento seguinte. Por esta razao,
a matriz e o vetor independente de uma viga com tres elemen

tos finitos & montada da forma mostrada na Fig. 4.7.

. .
t, ) ( ¢ 3
K k' i~ !
tt 12 ~
—~ —
. i 2
klzz + 2 ‘2 fz + fz
Ko — 2 K23 —~ ~—~
— kK22 —~ )
,-.J 1 '= z 3 ’
t2,f
2 3 3
k + 3 t3 — —
kz ’:3 3 ku —
32 K Jed
—~ 22 3
f
&
,—J
Kas K te
/ /
FIGURA 4.7
onde:
k - . . - . - .
kij € a matriz dos efeitos nono i{ devido ao no 3 no

elemento k
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£ ¢ o vetor dos parametros do nd i
- k - - . - -
fi e o vetor dos termos independentes devido ao no

do elemento k

e

4.8 - IMPOSIGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO

X matriz da estrutura impoem-se as condigoes

\J

-~ \i
contorno anulando-se os parametros Vi’ vi, Wi wi, ¢i,

correspondentes ao nd que possui vinculagao rigida.

He =

o QA

A anulagao de um parametro conduziria 3@ elimina-
¢ao da linha e da coluna correspondentes da matriz da es-
trutura; essa eliminagao obrigaria a um nove arranjo da ma
triz. Para evitar essa dificuldade, utilizou-se um método
alternativo de se fornecer a matriz as informagoes sobre
as condigoes de vinculagao.

Esse método consiste em se anularem todos os ele
mentos da linha e da coluna consideradas, com execegao do
elementos da diagonal, que e feito igual a unidade e zerar
na linha, o termo independente,

A matriz assim obtida equivale ~dquela de ordem

menor, obtida pelo processo de eliminagao.



5 . PROBLEMAS DE PRIMEIRA ESPECIE

Nos problemas de primeira especie, a determina-
cao da carga critica, em aproximagao de segunda ordem, con
duz a um problema de auto-valor. Encontrando-se o0 menor au
to-valor, tem-se a carga critica que ao ser atingida, na
discretizacgao da viga pelos elementos finitos, reduz o sis
tema de equacoes nos parametros de no a um sistema linear-
mente dependente com a elastica conhecida apenas em sua
forma. .

Para o calculo de auto-vetores e auto-valores e-
xistem muitos métodos com vantagens e desvantagens pro-
prias. Tendo em vista estes fatos, procurou-se escolher um

.
método que trabalhasse com matrizes simetricas e ja cal-
culasse 0 menor auto-valor com o auto-vetor. Nestas condi-
gaes,,um.método recomendado pela simplicidade e confiabill
dade & a iteracdo vetorial classica.

0 problema de auto-valor considerado tem a se-
guinte forma:

~

(c -Aruy d=0 veee (5.1)

onde:

-

¢ a matriz da estrutura cujos elementos sao 1inva-

taQ

riantes em relagdo & carga critica

el

e a matriz da estrutura em que OS elementos sao al

terados com a variagao da carga critica.
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L~ A
0]

o vetor dos parametros incdgnitos

g
®

a carga critica ou o auto-valor.

0 processo iterativo parte de um vetor arbitrario
que foi assumido como aquele cujas componentes sao iguais a
um. A seguir, calcula-se o menor _auto. vetor atraves da e-
quagao: A

c af =y ¢t cee. (5.2)

Na equagao (5.2) a matriz U ¢ montada para uma
carga critica de valor unitario e, como a matriz C, permang
ce inalterada ao longo da iteracgao.

0 auto valor & aproximado a cada iteragao atraves

da seguinte expressao, que ¢ recomendada por Schwarz [17]:

r af!
A, = ' cees (5.3)
K5k
i
A expressao (5.3) calcula o auto valor como o

quociente da soma das componentes dos auto vetores de duas
jteragoes sucessivas., Para o caso de o problema ser tal
que os dois menores auto valores sejam de mesmo modulo - e
sinais diferentes, o calculo do auto valor modifica-se - e

passa a ter a expressao:

A = e o o 9 5.4

K (5.4)
0 processo iterativo termina quando a diferenga

relativa entre duas aproximagoes sucessivas do auto valor

for menor que a precisao desejada.



a)

b)

c)

d)

e)

£)
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VANTAGENS DO METODO

As vantagens da iteragao vetorial classica sao:

De acordo com a equacgao (5.2), trabalha-se com produ
tos de matrizes por vetores jterados e, portanto, as

matrizes C e U sao montadas uma vez.

Devido a matriz C nao ser alterada, pode-se decomps—ﬂ-

-la apenas uma vez para a resolugao do sistema de e-

quagoes.

Devido ao segundo membro da equacao (5.2) resultar
em vetor, optou-se pela utilizagao da mafriz U ' na
forma de matrizes de elementos finitos individuais,

guardadas em memoria auxiliar e recuperadas indivi-
dualmente no momento do produto com o vetor gkfl,.pi

ra redugao da memdria central utilizada.

A grande simplicidade e confiabilidade do método, em
relagao aos outros, para calcular o menor auto-valor
com o respectivo auto-vetor, em problemas mal condi-

cionados.

Nao ha necessidade de a matriz U ser montada com um
valor maior ou menor que a carga critica assim como,
ser de mesmo sinal ou sinal contrario. A matriz uti-
lizada para resolver o sistema de equagoes & a ma-
triz C, positiva definida, que nao & influenciada pe
la carga critica. Desta forma o calculo do auto-va
lor e auto-vetor tem um carregamento unitario de va-
lor arbitrario e, portanto, a resposta sera o produ-
to do auto-valor calculado pelo carregamento assumi-

do como unitario.

Para encontrar o auto-valor nao ha necessidade de mo

dificar a equacdo (5.1) em uma equagao do tipo

(_g'—AI')' d' =0 L e (503)
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onde a matriz H concentra as matrizes C e U.
O Gnico cuidado refere-se is imposigoes das condi-
¢oes de contorno pois, embora as linhas e colunas correspon
dentes ao vinculo sejam anuladas, apenas a diagonal da ma-

triz C possuira a unidade.

5.2 - CONVERGENCIA

A convergéncia deste método, tambem conhecido co-
mo iteracao inversa, pode ser mostrada da seguinte forma:

k . .
. Um auto vetor d iterado pode ser escrito:

+ C —_— LR I (5.6)

nesta expressao tem-se:

e. (i=1,...,1n) s30 os auto-vetotres que formam uma base

: dos auto-vetores solucao da ‘equacao
(5.1): .
(li)kA(i =1,...,0) sao os auto-valores da equagao (5.1)que
estao elevados ao numero da jteragao;
Cy s30 constantes nao nulas que dependem

de e..
~1

Assumindo-se que Al a An sao numerados em ordem
crescente de valores absolutos e colocando-se em evidencia,

na equagﬁo (5.6), o inverso do menor auto-valor, obtem-se:

@

x _ 1 | k 1.k
= ;? [ 0151'*C2(X_) 52-+... +C (X ) e ] .. (5.7)
‘1

o~

~n
2 . . n

Com o aumento do numero de iteracoes k, os quo-
* k »
cientes (Allki) convergem para zero, O que determina o me

nor auto-valor e correspondente auto-vetor.
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A convergéncia deste metodo ¢ rapida, so tornan-
do-se ‘lenta quando o sistema for mal condicionado ou seja,
os dois menores auto-valores sao tais que sua relagao e
proxima de um.

Uma solugao muito citada, para aumentar a veloci
dade de convergencia, e fazer uma modificacgao conhecida co
mo deslocamento de origem. Neste casSo, transforma-se a e-
quagdo (5.2) em uma outra do tipo:

(c - p U gk=ggk'1 | veee (5.8)
onde p & um valor que, se escolhido convenientemente, au-
menta a taxa de convergeéncia. A .

Wielandt[ZZ] trabalhando nesta equagao em 1944,
mostrou que, ao assumir-se para o valor de p uma aproxima-
gao do auto-valor desejado, a convergencia segundo (5.8) se
ria muito rapida.

’ Wilkinson [22] trata da iteragao inversa de Wie-
landt assim como formas de melhora-la; entretanto, devem

ser lembrados os seguintes fatos:

a) Para encontrar-se O valor de p atraves de uma aproxi
magao grosseira do auto- -valor deseJado, deve-se, an-—
tes, calcular esta aprox1magao. Para este calculo,su
gere-se o uso da equagao (5.2) e a matriz C e monta-

da e decomposta pela primeira vez.

b) A matriz do membro esquerdo da equagao (5.8), devido
ap, nao sera necessariamente positiva definida, o]
que 1nv1ab111za a utilizagao do método de Cholesky
que & muito pratico para resolugoes de sistemas de

equagdo ‘com banda estreita.

c¢) A matriz que sera usada para resolver o sistema de e
quagoes e montada e decomposta duas vezes, a primei-
ra quando.se calcula a aprox1magao g1os seira do auto-

vetor e a segunda quando da utilizagao ~da equagao
(5.8). |
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d) A resolugao da equagao (5.8) atraves de computador
requer o uso de subrotinas, para resolugao do siste-
ma de equagoes, maisvelaboradas do que as que sao u-
tilizadas normalmente pois, O determinante da matriz

a ser decomposta, na segunda vez, ¢ proximo de zero.

Schwarz [17] recomenda para a implementagao da

taxa de convergéncia o uso de relaxagoes. Neste caso, a re

laxagao a ser feita na equagao (5.2) & do tipo:

N N L L cees (5.9)
~ k-1 ~ k ~
d: d.
Imax lmax
: d.
lmax
onde
Ek ¢ chamado de vetor resto da iteragao k.
A utilizagao das expressoes (5.9) e (5.10), em

alguns casos, em Vez de acelerar o processo de convergen -
cia até piorou, o que levou a seu abandono por nao ter a-
plicabilidade geral.

Assim, para o calculo de auto-valores e auto-ve-
tores continuou-se a utilizar as expressoes (5.2) e (5.3)
com o procedimento de, a cada iteragao, tornar a componen=

- . k . :
te maxima do vetor d igual a um,

5.3 - 0 _QUOCIENTE DE RAYLEIGH

Nos exemplos resolvidos, notou—-se que 0 erro re-
1ativos nas componentes do auto-vetor era menor que O do
auto-valor, o que levava a um nimero maior de iteragoes pa
ra atingir a precisao desejada na carga critica ou auto-
valor. Devido ao maior interesse ser a carga critica pois

o auto-vetor trata apenas da forma da flambagem, procurou-
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-ge uma expresszo para o calculo de auto-valores melhor
que a expressao (5.3).

Para o calculo de um auto-valor a partir de um
auto-vetor com baixa precisao, Wilkinson [22] recomenda a
utilizagao do quociente de Rayleigh.

Sabe-se que um auto-vetor 9*’ de baixa precisao,.
ao ser aplicado na equagao (5.1) nao produzira como resul-
tado um vetor nulo mas um vetor diferente de zero. Analoga
mente, quando a matriz U for a identidade havera o mesmo
problema ou seja:

~

(c-aD d¢* =" cees (5.11)

* . .
onde r e o vetor diferente de zero.

Rayleigh mostrou que O auto-valor A que torna'mz

nima a norma de r* & dado por:

%,C

[ 4=%

.c.d* . 7 o
A - = s . e & & (5.12)

_ Para utilizar a expressao (5.12) na iteracao ve-
torial, Wilkinson [22} recomendou que o auto-valor kk seja
calculado da seguinte forma:

dk-l,t. dk

X = = .

k AT

(5.13)

-

A convergencia com a expressao (5.13), na. equa-
~ : k-1
cao (5.11), pode ser mostrada escrevendo-se os vetoresd -
k - ~ .
e d atraves da expressao (5.7), ou seja:

k1 k kK -
g = ;E [ Clgl-bcz n, e, +...+Cnnn sn ] vee. (5.14)
o 1-
k-1 1 k-1 k-1 :
- 4 ;E:T [ Clgl'FCZ by} 52+'°'+Cnnn Sn ] e (5.19)
1
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onde:
Al é o menor auto-valor
n, ¢ uma relacao entre Ai e os outros auto-valores,
ou seja:
xl
n, = — < 1 (i = 2’ ¢ s s n) s o 0 o (5.16)
* i
. . k-1 k ~
Substituindo-se d e d pelas expressoes (5.14)

e (5.15) na expressao (5.13), resulta a seguinte expressao,

devido a ortogonalidadeAdos vetores da base.

2k-1 2k-1 ]
[C1-+C2n2 * e +Cnnn

Zk Zk] « s 0

A, = Al
[Cl +C,ny + ... +Com

(5.17)

nn

Nota-se, na expressao (5.17), que, devido as re-
lagoes hi serem menores que 1, o auto-valor X, tende para
Ay 3 medida que o nimero de iteragoes k aumenta. Portanto,
a expressao (5.13) tem maior taxa de convergeéncia que a ex
pressao (5.3) pois, como mostra a expressao (5.17), a ate-
nuagao & relacionada a um expoente elevado a duas vezes ©
nimero de iteragbes. Entretanto, ha uma perda maior na pre
cisao dos auto-vetores.

Tendo em vista a expressao (5.13), foi utilizada
uma outra expressao para o calculo de auto-valores com mes

mo médulo e sinais opostos. Esta expressao & dada por:
k-1,t k-1, 1/2

d d .
A= = = eee. (5.18
_ KTt kT ' ( )

~

A demonstragio da convergéncia na expressao(5.18)
& aniloga 3 feita para a expressao (5.13).

A convergencia do processo em todos o0s exemplos
foi levemente melhorada, o que levou a utilizar-se as ex-

pressces (5.13) e (5.18) sistematicamente.

vt ———
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5.4 - CALCULO DOS AUTO-VALORES SEGUINTES

No calculo do segundo auto-valor, a componente
do primeiro auto-valor, ja determinado, e retirada a cada

iteracao, ou seja:

¢ X -y vee. (5.19)
FLIN L A Y IO R : ee. (5.20)
(eSope - 7
1 ~= 1 '
onde:
X & o auto-vetor-calculado da resolugao do sistema

de equacoes (5.19)

2 o auto-vetor ja determinado.

0 vetor dk dado pela expressao (5.20), ortogonal
ao primeiro auto-vetor f,, ¢ usado na expressao (5.13) e
(5.18) para o calculo do auto-valor associado.

- 0s auto-valores seguintes (K3 e kn) e seus au-

to-vetores sao calculados ortogonalizando-se, a cada itera

gzo, o novo vetor em relagao aos auto-vetores conhecidos.

0 método da iteracdo vetorial cladssica & vantajo

so quando se deseja calcular apenas uma parte do conjunto
de auto-valores, nao sendo recomendado para calcular todo
o conjunto, por existirem metodos mais eficientes a empre-

gar.

Para o calculo dos auto-vetores seguintes ao pri

meiro, foram utilizadas as equagoes (5.19) e (5.20), para
continuar fazendo uso das vantagens mostradas no item 5.1,
e pelas matrizes serem simétricas pois, caso contrario,
Wilkinson [ZZJ recomenda o uso de deflagoes.

Em alguns casos, na utilizagao das equagoes

(5.19) e (5.20), pode ocorrer que a ortogonalizagao em re-

lagao a um vetor conhecido leve a um vetor ortogonal ao de

sejado. Schwarz [17], quando apresenta o calculo de um gru
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po de auto-vetores, faz uma serie de modificagoes nas equa
goes (5.19) e (5.20) para otimizar o processo. No programa
feito para o computador, como O interesse principal ~era
calcular a menor cargd critica, optou-se para o] calculo
dos auto-valores @& auto-vetores seguintes ao0 primeiro uti-
1izando as expressSes (5.19) e (5.20) . Para evitar que o
auto-vetor calculado seja ortogonal ao desejado, recomen
da-se caicular alguns auto-vetores a mails que © numero de-
sejado. Confirma-se a correspondencia entre O segundo au-
to-valor apresentado e o segundo menor'auto-valor atraveés
do modo de flambagem. Assim, quando a elastica tem um pon-
to de cruzamento com O eixo da barra, o auto-valor associa
do a este auto-vetor ¢ referente ao segundo modo de flamba

gem.

5.5 - INTERPRETAGAO DOS RESULTADOS

_ 0 auto-vetor iterado converge assintoticamente ao
desejado. Para facilitar a visualizagao dos resultados, ©
auto-vetor jterado teve a sua maior componente de valor u-
nitario. Para as componentes nulas o processo leva a valo-
res proximos de zero. Por esta razao, quando da apresenta-
gao de resultados, mostram-se OS resultadoé das quatro ul-
timas iteragoes para verificar as componentes que estao

sendo atenuadas e despreza-las.



6 . DETERMINAGAO DOS ESFORCOS NOS PROBLENAS DE SEGUNDA
ESPECIE '

Sabe-se que os problemas de segunda especie cor-
respondem 3 resolugao de um sistema linear nao homogeéneo
para a determinacao dos valores dos parametros mnodais in-
cognitos. Em uma estrutura, esse sistema linear de equa-

goes provem da anulagao da primeira variacao da energia,

ou seja:
K. d" =7F cee. (6.1)
onde:
K € a matriz da estrutura

n ~ -~ : . . - .
d"™ s2o os parametros nodais 1ncognltos

2 o vetor independente.

1

Assim, a partir da resolucao do sistema de equa-
goes (6.1), obtém-se os valores dos parametros nodais. Pa
ra o calculo dos esforgos mno elemento finito, multipli
ca-se a matriz do elemento k pelo vetor g*. com os valores
dos parametros nodais calculados e obtém-se o vetor dos es

forgos neste elemento, ou seja:

=

g*=2. L R (6.2)

-
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onde:
k e a matriz do elemento finito
a* sao os parametros nodais do elemento e do tipo:
x,t _ 4 ! v ' ' '
g - {Vi.’ Vi, wi’ Wi’ ¢i.’ ¢l’ Vj: Vj’ sz Wj’ ¢j’ ¢j}
p & o vetor dos esforgos no elemento € do tipo:
S{Q LM, Q LMo M s By QM Qe Y ,M_ B}
vi zi zi Vi £y 1 ¥j zj z3 Yj tj h]
Q e Q c30 cortantes nos mnds i e j
Yi Y3 -
M e M, sao os momentos torgores nos noés i e j.
i J : '

A partir dos valores calculados dos momentos tor-
gores nos nos (Mt' e Mt ), calculam-se 0S valores dos momen
tos de flexo-torgao (Mf e Mg, . ) e momentos de torgao li-
vre (MSLi e MQJ) que ocorrem nestes mnos.

Sabe-se das relagoes (2.39) e (2.64) que{

=
]
@
oy
©

M, = Mg + Mg

t

. ' ' * - '
Assim, com ¢i e ¢j do vetor d obtem-se OS valo-

res do momento de torgao livre:

=
|
]
(>
-©-

ceos (6.3)

=
i
[»]
[
-

. ' veeo (6.4
zj t J. ( )

Com os valores de Mt e Mtj do vetor p e ©S -do
momento de torgao livre (MQ'i e Mg ) obtém-se os momentos, de

flexo-torgao no elemento, ou seJa.

M =M . "MQ'. DRI (6-5)
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. q ¢ & ¢ (6.6)
ftj t3 ]
Em teoria de segunda ordem, as expressoes (6.3)

e (6,4) alteram-se da seguinte forma:

a) Quando existe apenas O bimomento, Mori [6].mostr0u
que:

: U v
My = (GJ + B )0 ceee (6.7)
t J
w
b) Quando existe apenas a forga normal aplicada no cen-
tro de gravidade, em uma seccao que o centro de gra-

vidade coincide com o centro de cisalhamento, Vlas-—

. sov [21] mostrou que:
M, = (GJ, +Nil) ¢ ' ‘ vees (6.8)
L t D

Deve-se lembrar que a forga normal e o bimomento,
utilizados nas expressoes (6.7) e (6.8), sao aqueles obti-
dos da teoria de primeira ordem e utilizados no funcional
dado por (3.52)

-

6.1 - PROBLEMAS DE SEGUNDA ESPECIE EM PRIMEIRA E SEGUNDA
ORDEM

Pode-se resolver problemas de segunda especie em
aproximagao-de primeira ordem ou de segunda ordem, fazendo-

-se as seguintes modificagoes:

a) Para obtengao dos esforgos de primeira ordem, utili-
za-se o funcional dado por (3.51) sem considerar a e

nergia potencial devida aos esforgos de primeira or

dem.
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b) Para obtengao dos esforgos de segunda ordem, utiliza-
-gse o funcional dado por (3.51) na sua forma comple

. ‘ta.

6.2 - RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUAGOES

Para resolver o sistema de equagoes foi utiliza-
do o processo de Cholesky. Sabe-se que este método aplica-
-se 3 decomposigao de matriz quando esta for positiva defi
nida e isto ocorre quando todos os auto-valores da matriz
s3o positivos e nao nulos. .

Este método, portanto, sO resolvera o sistema de
equagoes qUando o carregamento nao ultrapassar 0 menor au

to-valor., Assim, caso © carregamento ultrapasse O menor, au

-

to-valor, que e o primeiro ponto onde os deslocamentos ten
dem para infinito, o sistema de equagbes nao podera ser re
solvido. '

Esta afirmacao pode ser mostrada facilmente pe-

la seguinte forma:

Seja a seguinte equagao:

n : .
M - f M d = F e e o 0 (609)
(~c ~M ~u) ~ ~ _ _ :
onde:
2 matriz das caracteristicas geomeétricas
~c
M @ a matriz da estrutura montada para um carrega-
~u A
mento unitario, abaixo do critico
£y 2 o fator de multiplicagao do carregamento unita-
rio que otrmwfonmxnocarregamentb aplicado a viga.
Um problema de auto-valor do tipo
* d = A M o d ’ 0.00(6010)
“c ~ -~y - :
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onde:

A & um auto-valor.

tem os auto-valores da estrutura, colocados em ordem cres-

cente de acordo com o indice, do tipo:

A =1{2 .....,An} | cee.(6.11)

Xl & menor auto-valor da estrutura

A ¢ o maior auto-valor da estrutura para 2a ordem

da matriz M ou M .
c u

0 problema de auto-valor associado 3 equagao (6.9)

€ do tipo:

o ' L
(gc fM gu) d = A d | Cee..(6.12)
onde:
* -
A @ um auto-valor do problema.
 ar s ‘ *
Wilkinson [22] mostra que os auto-valores A

deste problema sao:

LI NTHEE NI VES SRR O_-fa) . 61D

A equagao (6.13) mostra que Os auto-valores A"
do problema dado  por (6.12) sao os auto-valores A do pro-
blema (6.10) subtraidos de £_.

Assim a matriz do sistema de equagoes dado por
(6.9) sera positiva definida quando todos A* forem positi-

vos, ou seja:
A, > f _ ' ceo. (6.14)
Desta forma, pode-se utilizar o processo de Cho-

lesky que, interpretado desta forma, constitui-se em uma

seguranga ao usuario.



7 . EXEMPLOS

7.1 - EXEMPLO NUMERICO 1

A viga de secgao transversal mostrada na Fig. 7.1

e comprimida por uma forga aplicada no centro da gravidade.

0 problema de instabilidade desta viga foi resol
vido variando-se o seu comprimento £ e com as seguintes ca

racteristicas geométricas da secgao e comstantes elasticas:

4 4

J = 434 cm J_ = 2898 cm
y z

J = zero | J =13 cm4

©-

A = 39 cn? i;‘; - 152 cm?
Yp = -6,3 cm | zy = 5,2 cm

E = 2100 tf.cm > c = 840 tf-cm

As equagoes diferenciais do problema sao acopla-
das, ou seja, relacionam deslocamentos v com ¢, w com ¢,

sendo da seguinte forma:

v
v

"

EJ, ¥ * N (vp - zpé) =0 (7.1)
| IV . " _ .
EJy i) + N (wp + ypdp) =0 . ceoe (7.2)

. Iv .2_ " " _ " o L
EJ,% + (Nig GJt)¢D+N(waD ZDVD) 0 vees (7.3)
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8,31

C.G.

25

P

3,31

Espessura constante = 1,0 cm
Medidos em cm

|

X RS ® ©® O 6

/]

9
%r

-+
Vv, =0 V9=O
w, =0 w9=0
g, =0 ¢9-=0

" FIGURA 7.1
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Devido a igualdade de condigoes de contormno nos
apoios extremos para v, w e ¢, as fungoes Vv, W e ¢, solu-

goes das equagoes diferenciais, sao as seguintes:

vy = Kl sen (% + X) v ....v(7.4)
v, = K2 sen (% . x) _ eess (7.5)
¢D= K, sen (% « X) : ceses (7.6)

As fungoes v, w e ¢ dadas por (7.4), (7.5)e(7.6)
catisfazem as condigdes de vinculagao do problema e da
substituic3o nas equagoes (7.1), (7.2) e (7.3) resulta um
sistema linear homogéneo nas incognitas K;, K, e Ky O de
terminante da matriz dos coeficientes deste sistema de e-

quagoes ¢ da forma:

. 2 2 2 2
(e, - 2) (P, - ) (% - ) 112) -zp R’ (2 - P) <y (2, ~P) =0
eer. (7.7)

onde:

P e Py sao as cargas de flambagem por flexao, também

chamadas cargas de Euler e sua expressao para

o menor auto-valor &:

. |
PZ:T _ cees (7.8)
A ﬂz EJy '
Py = 2 o e e (7.9)
L
Py 2 chamada de carga de Wagner e nao representa a
carga de flambagem por torgio, sua definigao sen
do: ' ”
1 “2 E.]w
P, = — (—5—+* GJ.) ' cee. - (7.10)

W . 1% L
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Sabe-se que, quando o determinante da matriz dos
coeficientes deste sistema de equagoes for diferente de ze
ro, as constantes Kl’ K2 e K3 sao nulas. A carga critica P
anula o determinante dado por (7.7) logo, as constantes
sao diferentes de zero e conhecidas a partir de uma delas
ser arbitrada. Por esta razao, este problema de instabili-~
dade @ de primeira espécie.

A analise deste problema foi feita no computador
para uma precisao fixada de 10"° e os resultados sao ~mos-

trados na Tabela 7.1.

'3 P (exato) P (obtido) Erro
(cm) (tf) (tf) (%)
100 70,073 70,103 +0,043
200 64,487 64,476 ~0,016
300 54,182 54,179 -0,056
400 41,241 41,241 -
500 30,167 30,167 -

TABELA 7.1

Na Tabela 7.2 apresentam—se 03 resultados da me-
nor carga de flambagem por flexao (Py)’ da carga de Wagner
(PW) e do valor da carga P que anula a equagao (7.7). De-
ve-se notar que a medida que o comprimento aumenta, a car-
ga P que anula o determinante dado por (7.7) aproxima-se
da carga de Euler, enquanto que para comprimentos pequenos,.
a carga critica aproxima-se da carga de Wagner.

Qutro aspecto que se deve notar na Tabela 7.2, €
a constancia da carga de Wagner com a variagao do compri-
mento de flambagem, pelo fato de ser nulo o momento seto-
rial de inércia (Jw)' Sobre esta carga, sabe-se que Wagner
trabalhou com flambagem por torgao, utilizando uma teoria
parecida com a de Vlassov [21] mas, fez algumas hipoteses

erroneas a respeito da posigao do centro de  cisalhamento
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) P Py |1 Pw

(cm) (tf) (tf) (tf)
100 70,073 899,52 71.764
200 64,483 224,88 71,764
300 54,182 99,946 71,764
400 41,241 56,220 71,764
500 30,167 35,981 71,764

TABELA 7.2

no instante da flambagem, o que restringiu a Qtilizagﬁo de
sua teoria somente a alguns casos particulares _de secgao
transversal. )

Vlassov [21], ao analisar este problema, mostra
que a carga critica P, que anula o determinante (7.7) do
sistema de equagSes, sera sempre menor que Py’ Pw e PZ. A
analise por computador, deste problema, mostrou, além des-
te fato, que para OsS comprimentos de 100 cm e 200 cm da Ta
bela 7.3 o problema de auto-valor & mal condicionado, ou
seja, a relagao entre O primeiro e segundo menor auto-va
lor & proxima de um. Assim, no calculo do menor auto-valor
para o comprimento de 100 cm , ja na segunda jteracao o au
to-valor obtido foi 70,133 tf, na terceira o auto-valor fol
de 70,908 tf, mas, somente na nonagésima primeira iteragao
é que o auto-valor foi de 70,073 tf.

O0s auto-valores seguintes (XZ, X3, e An) si-
tuaram-se proximos de 71,500 tf e o nimero maximo de itera
g3es foi nove. A explicagao para estekfato € que a carga
Pw nao se altera com a diminuigao do comprimento de flamba
gem e, portanto, todos os auto-valores seguintes convergem
assintoticamente para 71,764 tf que e o valor Py.

Utilizando-se oS resultados obtidos para os com=
primentos testados, pode-se mostrar a variagao da taxa de.

convergéncia em fungao da relacdo entre o primeiro e o se-

gundo auto-valor. A Tabela 7.3 mostra, em fungao do compri
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mento L e a relagao entre o primeiro e o segundo auto-valor,
o nimero de iteracoes necessarias para atingir ‘o menor

auto-valor.

L ) o~
(¢m) kzlkl teragoes

100 1,018 91

200 1,087 29

300 1,252 10

400 1,563 12
500 1,99 11

TABELA 7.3
Deve-se lembrar que a Tabela 7.3 n3do & . gerdl,

pois somente se aplica a matriz desta estrutura.

Por outro lado, nao & somente O segundo auto—vi
lor que esta proximo do primeiro mas todos os outros pois
eles também tendem assintoticamente ao valor de Pw. Assim,
pode-se notar o bom comportamento do método iterativo, mes
mo em problemas de auto-valor muito mal condicionado.

Quanto aos modos de flambagem obtidos, foi nota-
do que nas barras curtas predominaram os deslocamentos de
torgao, enquanto nas longas predominaram oOs deslocamentos
de flexao.

Sobre a precisao destes resultados pode-se afir-
mar que eles diferiram do exato em 1,07 no maior erro. En-
tretanto, para o menor comprimento (2 =100 cm) , onde o0 -pro
blema & dramaticamente mal condicionado, os:-erros foram
maiores.,

Cumpre notar que Wilkinson [22]; ao analisar os
problemas mal condicionados, afirma que, quando dois auto-
valores sao muito proximos, o auto-vetor correspondente ao
menor auto-valor sofre uma influéncia nao deSprezivel. da-

quele correspondente 'ao segundo menor auto-valor. Por esta
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" razao, a precisao do auto-vetor associado ao menor

-valor, do comprimento de 100 cm,
A Tabela 7.4 apresenta os

meio do vao para Vv,

& mais baixa.

auto-

resultados obtidos no

w e ¢ em fungao do comprimento L.

L Exato Obtido Erro Z%Z

100 v -0,0614 -0,0630 + 2,
W -0,5322 -0,5468 + 2,
¢ 1,000 +1,000 -
200 v -0,0921 -0,0921 -
W -1,000 -1,000 .-

o 0,3947 0,3946 - 0,025
300 v -0,0616 -0,0616 -
W -1,000 -1,000 -

¢ 0,1341 0,1340 -:0,075
400 v -0,0370 -0,0370 -
w -1,000 -1,000 -
o 0,0576 0,0576 -
500 v -0,0228 0,0228 -
-1,000 -1,000 -
¢ 0,0306 0,0306 -

TABELA 7.4

Finalmente, apresentam-se na Tabela 7.5 os resul

tados obtidos para as cargas
P, o0 quociente de Rayleigh dado por (5.13),
adotado neste trabalho,e para P2
[17],dada por (5.3).

Schwarz

criticas, utilizando-se

proced

para

imento

a expressao proposta por

Na Tabela 7.6 apresenta-se o nimero de iteragoes

fecessarias para ser atingida a carga critica, tanto

casos 1 como 2,

gundo e o primeiro auto-valores.

noes

em funcao do vao % e da relagao entre o sg



a)

b)
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1 RS Py
(cem (tf) (tf)
100 70,073 -
200 64,476 64,491
300 54,182 54,185
400 41,241 41,241
500 30,167 30,167
TABELA 7.5
g Ayl Ny N,
(cm)
100 1,018 91 150
200 1,087 29 61
300 1,252 10 27
400 1,563 12 16
500 1,99 11 12
TABELA 7.6

Nota-se, nas Tabelas 7.5 e 7.6 que:

A utilizagao do quociente de Rayleigh incrementou a

_taxa de convergeéncia nos casos em que O problema &

mal condicionado (& =100 e 200 cm), como mostra a

coluna Nl da Tabela 7.6.

Para o comprimento de 100 cm a utilizagao da expres
sao proposta por Schwarz [17] dada por (5.3) nao
conduziu ao auto-valor P2, na precisEo desejada de
10—5, em 150 iteragoes como mostram as primeiras 1i
nhas das colunas Py e Njp das Tabelas 7.5 e 7.6, res

pectivamente.

Vale lembrar que estas conclusoes nao sao  ge-



rais mas, considerando-se o fato de os auto-valores seguin
tes(lj,k3,

foi explicado anteriormente, pode-se ter uma ideia quanti-

..., A\) aglutinarem-se no valor 71,764, como
n _

tativa da razao da escolha do quociente de Rayleigh.

7.2 - EXEMPLO NUMERICO 2

A viga de secgao transversal mostrada -na Fig.
7.2, de comprimento 1200 cm, e dividida em oito elementos

finitos iguais.

1 2 3 4 5 6 7 8 S
3 ] ] ) o ] 1 S |
A_ T T n ) 0 n Y A
OO ® @ 66 6 o =
| . ) 1200 cm R
| | '
-w.l =0 - WS:O
V] =0 . - VQ:O
01 =0 0qg:0
i
o
”
Secgoo
n
)
— 7;;:
7,04°
I6jl 8.8 24 cm 8
espessurag L0 cm
FIGURA 7.2
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As condigoes de vinculagao dos apoios extremos
saoc de restricao aos deslocamentos v, w e ¢ (Garfos)

Foi também tratado o caso de restrigao aos des-
locamentos v, w € ¢ e suas primeiras derivadas (engastamen
tos). .

As caracteristicas geométricas da secgao trans-

versal e as constantes elésticas S.ElO:

E = 2100 tf-cm 2 ¢ = 800 tf-cm 2
I = 1946 cm” 3 = 12820 cm”
z : y

3 = 101900 cm® 3. = 21,37 ca”
w cm t s m

A = 64,1 cm2 'ig = 352,27 cm2
K, = 1,473126 - 10 %cn R, = -13,7 cm
E 2,2.cm Yp = 10,82 cm-

‘A precisio fixada no programa foi de 1072,

7.2.1 - Carga de Compressao no Centro de Flexao

Quando o iUnico carregamento & uma carga de com-
pressao aplicada no centro de flexao, as equagoes diferen-

ciais de instabilidade sao independentes e do seguinte ti-

po:

v "o '
EJZVD + N VD = 0 ¢ 0o 0 (7-11)
IV " o_ ’ ’
EJwa +NwD—0 S e (7.12)
E J'¢IV + {N if+2y (R_-y) + 2z (K -z.)| +
w'n D D y D D z D

‘G%}%=° . ceee (7.13)
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A independencia das equagoes (7.11), (7.12) e
(7.13) ocorre devido 3 existéncia dos momentos fletores do
carregamento excentrico aplicados 3s extremidades da viga.
Por esta razao, a viga solicitada por este carregamento Sg
r3a estudada com apoio simples nas extremidades ( caso a )
pois, para o caso b, o engaste na extremidade absorve este
momento aplicado e as tensoes normais serao apenas devido
a forga normal.

As condigoes de contorno do problema sao:

vy(e) =0 . - ceer (7.18)
vD(l) =0 ' _ cees (7.15)
E;Tzv;(o) = Ny, cee. (7.16)
Esz;(l) = Ny, .. (7D
wp (o) =0 ' vee. (7.18)
wy(2) =0 vee. (7.19)
EJyw;(p) = -Nz, : L eeel (7.20)
EJyw;;(R,) = -N z | .. (7.21)
80) = 0 cee. (7.22)
4(8) = 0 | TR TS
NORKE vl (7.28)
op (L) =0 vee. (7.25)

As equagoes (7.11) e (7.12) tém a elastica deter

minada, ou seja:
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. .81 5
o cos [gl(% - x)]
w (x) = = 2 1 - o e 0 o (7-27)
D D cos &)
81 %
onde:
N
gy = i3 eeee (7.28)
z
N
gz = EJ o e o @ (7.29)
y
Das relacoes (7.28) e (7.29) nota-se que as solu
coes (7.26) e (7.27) valem quando a forga normal ¢ de com-
pressao e com as seguintes condigoes: v
cos (g &) # 0 e sen ( &) #0 (7.30)
1 2 gl 2 * o o .
cos (g &) £ 0 e sen ( &) # 0 (7.31)
2 2 gz 2 e e 8 9 L]

As condigoes (7.30) e

em outra forma, ou sejas

nmy~ para n
N £ EJT (5

N # EJY (%21)2 para n

As relacgoes (7.32) e
de compressao deve ser diferent
por flexao de Euler, para que n
(7.26) e (7.27).

Logo, o problema de i
(7.11) e (7.12)

-

a - .
e de 2= especile

(7.31) podem ser colocadas

3’ e o 0 e s 0 (7.32)
3, e e e 00 (7.33)
(7.33) impoem que a carga
e das cargas de flambagem

3o haja divisao por zero em

nstabilidade existente para
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A resolucao da equagao diferencial (7.13) resul-
ta em deslocamentos angulares ¢ nulos ate a carga de flam-
bagem e uma elastica conhecida apenas em sua forma na car-
ga de flambagem, © problema da instabilidade nestes deslo-
camentos & de primeira especie.

A menor carga de flambagem por torgao é:

- EJ
Ry = ( 26T ) 1
2 ij + 2 Yp (Ky— yD) + ZZD(KZ - zD)
o« o e (7034)
A forma de flambagem sera:
¢ = K, sen (7 %) | " (7.35)
D 1Sn QIX . ) ) ¢ & 9 O ..
Vlassov [21] ao analisar este tipo de problema
recomenda que sejam calculadas as cargas de flambagem de

Euler (flambagem por flex3o em y e z) e carga de flambagem
por torgao; a menor carga sera a carga critica. Caso a
flambagem seja por flexao, no plamno qué haja momentos fle-
tores do carregamento excéntrico, o problema sera de segun
da especie; caso nao haja momentos fletores aplicados nes-
te plano ou a flambagem deu-se por torgao, o problema sera
de primeira especie. _

Para encontrar a carga critica pelo computador,
o procedimento, a partir dos resultados obtidos, e o mesmo
de-Vlassov [21]. Caso o problema seja de segundé especie,
pode-se, em uma segunda execugao, calcular os valores dos
deslocamentos com uma carga de compressao fixada.

A resolucao exata deste problema encontra para a
menor carga critica o valor 28,009 tf que @ a carga de Eu-
ler da equagao (7.11). Portanto, © problema & de segunda

espécie, apesar de o estado de equilibrio n3o alterar-se

na carga critica, os deslocamentos que ocorrem tendem:para

infinitoy na aproximagﬁo de segunda ordem, para o valor da

carga critica, ha divisao por zero ma equacao (7.26).
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A resolugao por computador encontrou para o me-
nor auto-valor o resultado de 28,01 tf (erro de +0,0036 %)
em seis iteragSes. 0 auto-vetor associado teve as maiores
componentes em VvV, enquanto as componentes em w € ¢ da pe-
nGltima para a ultima iteragao mudaram de sinal e sua or-
dem era de 10—3. A interpretagao do auto-vetor mostra:

a) Os deslocamentos w e ¢ devem ser desprezados pois mu
daram de sinal em duas iteragoes com redugao da or-

dem de grandeza.

b) Os deslocamentos Vv que decorreram indicam ser O pro-
blema de segunda espécie pela existencia de flexao
normal devido a momentos fletores externos nesta di-

regao.

A resolucao do problema de segunda espécie levou

aos resultados para N = 10,0 tf mnas Tabelas 7.7 a 7.10.

x/L Obtido ~ Exato
0,125 -3,138 -3,138
0,25 -5,510 -5,510
0,5 -7,490 -7,490

TABELA 7.7 - Deslocamento v, (cm)

x/L - Obtido (x 10_2) Exato (10_2) Erro 7%
0,125 6,771 6,772 -0,015
0,25 11,65 11,65 -
0,5 15,58 15,58 -

TABELA 7.8 - Deslocamento vy (cm)



-03~

x/% Obtido Exato.
0,125 -139,6 -139,6
0,25 ~163,3 -163,3
0,5 -183,1 -183,1
TABELA 7.9 - Momentos Fletores Mz (tf-.cm)
x/2 Obtido Exato
0,125 22,68 22,68
0,25 23,16 23,16
0,5 23,56 23.56

TABELA 7.10 - Momentos.Fletores My (tf-cm)

Pelo tratamento deste problema ser em te

segunda ordem,

gEo deslocada e, port

normal excéntrica sao equilibrados

nal,

anto,

por

o que resulta na anulagao do esforgo

o equilibrio dos elementos & feito na posi-
os momentos fletores da

ela na posigao fi-

cortante.

Nos resultados obtidos pelo computador, as

tantes QY e Qz,

foram inferiores a 10

o] problema'deinstabilidéde de segunda
confirmado nos resultados obtidos

plo, do deslocamento V do centr

] .
vada v no apoio com

como mostra a Tabela

-12

a variagao da forga de compressao

7.11.

como os deslocamentos e esforgos de torgao,

pela variagao, por exem-

o do vao e da primeira deri

A Tabela 7.11 mostra que, 3 medida que a

ﬁormal tende a 28,01

camente para o infini

tf,

to.

os deslocamentos tendem assintoti

oria

especie
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N Yo (cm) VQ (rad)
1 -0,463 -0,001
10,0 -7,489 -0,023
15,0 ~15,64 -0,046
20,0 ~34,06 -0,096
25,0 ~114,03 -0,308

TABELA 7.11

7.2.2 - Carga de Compressao no C.G.

-

Este problema & analogo ao apresentado no item
7.1, com as mesmas equagoes diferenciais (7.1), (7.2) e
(7.3) e de primeira especie em v, w e ¢. A carga critica e
xata anula o determinante (7.7) e deve-se lembrar que, no
v’ P
e P, s30 calculadas com o comprimento de flambagem igual

caso de engaste em ambas as extremidades, as cargas P W
a

metade da distancia entre apoios. A Tabela 7.12 apresenta

e P para os dois casos de vinculagao.

as cargas Py’ PW
Vinculagao Py‘(tf) P (tf) Py (tf)
~Apciado 184,5 28,01 52,69
Engastado 738,1 112,0 65,18

TABELA 7.12

Na Tabela 7.13 apresentam-se as cargas criticas

para os dols casos de vinculagao.
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. - P (exato) [P (obtido)
Vinculagao (tf) (tf) Erro 7
Apoiado 27,562 27,562 +0,015
Engastado 62,214 62,222 +0,013

TABELA 7.13

0 modo de flambagem, no caso de apoio simples nas

extremidades, tem para as fungoes v, w e ¢ as senoides da-
das por (7.4), (7.5) e (7.6), ou seja:

v ='K1 sen (% . x)
sen (% . X)

D 2

¢D= K3 sen (% ﬁ x)

Quando existirem engastes nas. extremidades, as

fungoes v, w e ¢ do modo de flambagem saoc as seguintes:

O K4 i 1 -cos (2
W= K5 i 1 =-cos (2
¢D= K6 ] 1 -cos (2

v, w e ¢$ obtidos no caso
7.15 o modo de flambagem
gastadas. Deve~se notar nestas tabelas. que, em ambas, os -

maiores deslocamentos ocorridos foram para o

de flexao v.

5
-2"' X)

™
7P

%’-x)]

Na Tabela 7.14

de apoios simples e, ' na

ceer (7.36)
ceee (7.37)

ceos (7.38)

apresentam-se oOs resultados ©para

Tabela

obtido no caso de extremidades en

deslocamento
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Assim , apesar de a viga ao ser engastada ter a
sua carga critica (62,2 tf) proxima de Fy (65,2 tf) , como
mostram as Tabelas 7.12 e 7.13, nao significa que a proxi
midade da carga de Wagner implicara em maiores deslocamen

tos por torgao como ocOrreu no exemplo anterior, item 7.1.

x/% Exato obtido
0,125 -0,3827 -0,3827
0,0053 0,0053
o 0,0028 0,0028
0,25 v -0,7071 -0,7071
w 0,0098 0,0098
¢ 0,0052 0,0052
0,5 v ~1,000 -1,000
0,0139 0,0139
y 0,0073 0,0073
TABELA 7.14
x/% Exato Obtido Erro %
0,125 0,1464 -0,1562 + 6,6
w 0,0531 0,0581 + 9,4
¢ 0,0533 0,0616 +15,6
0,25 v -0,5000 ~0,5246 + 4,92
0,1813 0,1939 + 5,90
) 0,1820 0,2029 +11,48
0,5 v -1,000 -1,000 -
w 0,3626 0,3627 0,03
¢ 0,3640 0,3643 0,08

TABELA 7.15
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Por outro lado o engaste nas extremidades intro-
duziu maiores perturbagSes,como mostra a Tabela 7.13, para

oa erros 0,125 % do apoio.

7.3 - EXEMPLO NUMERICO 3

[ 2 3 4 3 ¢ ! 8 9
%;Tl 2 3 4 5 6 7 s J\
ar J77Im
| L =187 |
hae gann T
vy =0 vg= 0
w, =0 ‘b=0
¢| = O ¢9= O
" —4 v
8+_ " espessura 0,5 cm
C.G.
2 medidas em cm
i

" FIGURA 7.3

Na viga de seccao transversal e compri-
mento mostrados na Fig. 7.3. foi aplicada uma carga de com
pressao no centro de flexao (D).

Devido a seccgao ter um eixo de simetria, as ca-
racteristicas geométricas K, e 2z, sao nulas, enquanto que
a forma do tipo da secgao em estudo leva a um momento seto
rial de inércia (J,) nulo.

' As equagoes diferenciais do problema de instabi-
lidade s3o as equagoes (7.11), (7.12) e (7.13) fazendo-se

a eliminagao dos termos nulos, ou seja:

IV wo_ ' ‘
EJZ VD +NVD"‘0 . « o 00 (7.39)
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v | " ’
E Jy ‘VD + b‘ WD 0 ) e s o 0 (7.40)
N|iZ+2y. (K ) G " .0 (7.41)
'p TV Yy T I & = veer MWRR

As condicoes de contorno sao dadas por:
)

cees (7.42)

vy(o) =0

v () =0 s (7.43)
Esz;(o) = -Nyg cee. (7.64)
EJ, v () =Ny, cee. (7.45)
wp (o) = 0 cev. (7.46)
wy(2) =0 oo (7.47)
w (o) =0 B ceve (7.48)
wp(2) =0 ] | . (7.49)
QD(O) =0 | A | | eee. (7.50)
QD(QS -0 | o e (75D

Nota-se, em. felagao ao item 7.2.1, que devido a
existéncia de um eixo de simetria na secgdo transversal, o
problema de instabilidade & de primeira especie nos deslo-
camentos w e ¢ e de segunda especie nos deslocamentos Vv,
com equagoes independentes.

As cargas criticas dos problemas de primeira es-

pécie sao:
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P =""'-__'_}" : e e o0 (7.52)

P = ' e 0 0 (7053)
¢ " 32 -
ip+ 2’ Yp (Ky yD)
Nos problemas de primeira especie, com este tipo

de vinculagdao, o modo de flambagem para flexao sera uma se

noide do seguinte tipo:

T -
wo= K, sen (T x) ‘ ....‘(7.54)

Para flambagem por torgao, neste problema, d se—-

ra qualquer fungao que satisfaga as condicoes de contorno.
Para o problema de segunda especie os deslocamen
tos serao conhecidos com uma equacao anialoga a dada por

(7.26) e do seguinte tipo:

% .
: cos [g:(—-—x) ] =
vy (%) = yD[ L2 - 1] vev. (7.55)
cos (gl f) ‘
onde:
gy = ENJ— Ceee. (7.56)
z : :

‘ Deve-se lembrar que a solugio'(7.56) e valida
quando a forga normal N & de compressao e com a restrigao
(7.32), ou seja:

' 2
N # E Jz(Egb para n=1,2, 3, ...
0 procedimento de cilculo da carga critica & o

descrito no item 7.2.1.

0s valores numaricos deste problema sao:

E = 2 100 000 kgf-cm—2 ¢ = 840 000 kgf.cm-2
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J, = 83,39 cm®

i2 = 22,94 cm?
K = 0,731 cn
y

Yp = -3,333 cm

A menor carga critica & dada

5,313 cm4

0,625 cm

7,5 cm2

pela . expressao

(7.52), com valor de 3948 kgf e, portanto, o problema e de

primeira especie.

0 resultado obtido mno computador foi 3949 kgf

(erro de +0,025%7) em quatro iteragoes e a analise do modo

de flambagem mostrou:

.a) O0s deslocamentos v e ¢ tiveram sua ordem de grandeza

reduzida em duas iteracoes sucessivas e na Gltima i-

teragcao 0s maiores deslocamentos em v e ¢ eram 10

vezes o deslocamento w.

4

b) Os deslocamentos w que ocorreram indicam ser o pro-

blema de primeira espécie por nao haver deslocamen-

tos iniciais devido 3 flex3o nesta diregao.

A Tabela 7.16 mostra os resultados obtidos .para

o modo de flambagem comparados com a expressao (7.55) onde

a constante K2 foi arbitrada como a unidade.

x/2 w (obtido) w (exato) Erro %
0,125 0,3827 0,3827 -
0,25 0,7072 0,7071 +0,014
0,5 1,000 1,000 -

TABELA 7.16

A precisao dos resultados foi considerada boa e

pode-se notar que mesmo com numero reduzido de iteragoes

os erros obtidos no modo de flambagem foram pequenos.
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Devido 3 independ@ncia das equagoes diferenciais,
este problema de primeira especic tem deslocamentos em V 3
- - .
té a carga critica e neste ponto o0s deslocamentos em w pas
sam bruscamente a valores diferentes de zero e produzem a

instabilidade da estrutura.

7.4 - EXEMPLO NUMERICO 4

sec¢Go i 12 cm
3

FIGURA 7.4

A viga da Fig. 7.4, engastada em uma extremidade
e livre em outra, possui a carga concentrada aplicada so-
bre o eixo axial que passa pelo C.G.

' Devido 3 dupla simetria da secgao transversal,
K, Kz’ YD e z, sao nulos, enquanto que a forma retangular
torna nulo o momento setorial de inercia (Jm)'

As equagoes diferenciais do problema de instabi-

1idade sao:

IV -
EJZVD - 0 ' ‘ e s 0 (7.57)
v w o '
E Jwa + (MZ¢D) - 0 . Au. L o( (7058)

uTURAS
e £0 CAR [

copm i

eNTO P
QEPAR{&?EﬁwwwWA“E
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" '
GJt¢D"'M w —0 | ¢ s 00 (7.59)

M, = -PR(1 - x/) ‘ cee. (7.60)

Este problema, também conhecido como problema de

Prandtl, é de primeira espécie em w e ¢ com as equagoes di

ferenciais acopladas nestes deslocamentos e tem as seguin~- '

tes condicoes de contorno:

EJyw]')" (8) +M_(2) ¢7(8) +M (R) 4 (1) = 0 cees (7.61)
wp (9)-=0 ' ' a cees (7.62)
v ' '
G.Jt¢D(2)-MZ(2) wD(R) = 0 7 - Ceees (7.63)
¢D(o),F0 : cees (7.64)
EvJywb(l) = 0 eees (7.65)
wp(o) = 0 cere (7.66)

A solucao das equagoes diferenciais (7.58) - e

(7.59), segundo Timoshenko [19], & dada por:

" GJt(I);;;(X)
W.D(X) =W ' eees (7.67)

.Z

( P (x--SZ,)2

-1/4 Z\IE J +GJ
y ot

¢D(5<) - K..- \’lx—ll - J ) ci.. (7.68)

K @€ uma constante qualquer

J-1/4 representa uma fungao de Bessel de primeiro ti

po de ordem -1/4 e dada pela expressao:
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. ® 2 '
V 1 - z
3. ) = ("] (=" el (7.69)
m=0 m!l(m+n+l) '
para n = -1/4
onde:
* 1
T'(a) = j et . 7" at cees (7.70)
o
As solugoes dadas por (7.67) e (7.68) existem

quando a carga critica P & dada por:

. 4,0126 FJ I | L (7.71)
[} y t _ o

Os valores numericos deste problema sao:

3 =1,0 cn” | 3 = 144,0 cm®

y z

A = 12,0 cm2 Jt = 4,0 cm4

-2 -2
E = 2100 tf.cm : G-= 800 tf-cm
2 = 300 cm
A viga foi dividida em oito elementos iguais._ e

a precisao foi fixada em 10—5. A carga critica foi - de
0,1156 tf, que coincidiu com a calculada pela expressao

(7.71), devido ao arredondamento e foram necessarias 13 i-
teragoes.

Para comparar Os resultados encontrados para o
angulo ¢, utilizaram-se os valores da fungao de Bessel da-
da por (7.69), que foram tabeladas em Jahnke [4]. Os resul

tados sao apresentados na tabela 7.17.
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x/% ¢ (obtido) ¢ (Jahnke) Erro (%)
0 0

0,125 0,3461 0,3406 +1,61
0,25 0,6292 0,6185 +1,73
0,375 0,8259 0,8114 +1,79
0,5 | 0,9425 0,9300 +1,34
0,625 1 1 -
1,0 1,0271 1.,0088 +1,81

TABELA 7.17

- Por outro lado, confirmou-se nos resultados, que
a carga critica tem os menores valores de mesmo modulo e.si -

nais opostos:

a) A expressao que calculou a carga critica na precisao

vdesejada foi (5.18)

b) A existencia de dois auto-vetores de diregoes dife-

rentes nas ultimas iteragoes.

Fisicamente, pode ser notado, na.Fig. 7.4,4que a
inversio de sentido da carga P, com as consequentes mudan-
cas de sinal desta carga nas expressoes (7.67) e (7.68),
produzira o mesmo problema de instabilidade, com a mesma
carga critica mas, de sinal trocado.

A prec1sao do resultado para a carga critica foi
considerada boa, enquanto que OS erros encontrados para O
modo de flambagem situaram-se, nos valores mostrados, infe-
riores a 2,0%. -

Na Tabela 7.18 apresentam—se oS valores do deslo
camento ¢ que foram obtidos para uma divisao enlquatro(¢ )

oito (¢8) e dezesseis (¢16) elementos finitos iguais.
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x/% ¢, %g %16 ?ahnke
0 0,6292 0,6292 0,6292 0,6185
0,5 0,9424 0,9425 0,9425 0,9300

TABELA 7.18

Deve-se observar que os valores mostrados na Ta-
bela 7.18 foram obtidos fazendo-se o deslocamento ¢ a
0,625% igual a unidade, por tratar-se de auto-vetores. 0
deslocamento ¢ a 0,6252 na divisao em quatro elementos fi-
nitos foi obtido através da expressao (4.3) pois, esta di-
visao implica em deslocamentos de pontos distanciados de
0,258,

Observando-se as tabelas 7.17 e 7.18 pode-se no-

tar:

a) Os erros mostrados na Tabela 7.17 oscilam -em torno
de 1,57 e sao maiores que os obtidos com a fungao de

Bessel aproximada.

b) A Tabela 7.18 mostrou uma constancia nos valores de

¢ para as trés divisoes em elementos finitos, mesmo

observando-se os deslocamentos de dois pontos apenas.

Como os valores da fungao de Bessel foram retira

dos da tabela de Jahnke [4] por interpolacao linear e ten
do-se em vista as observagoes a e b anteriores pode-se con

cluir que os valores obtidos no computador com oito elemen

tos finitos, tiveram boa precisao.

7.5 - EXEMPLO NUMERICO 5

_Este exemplo mostra o calculo da carga de com-

pPressao variavel que & critica para a viga da Fig. 7.5.
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FIGURA 7.5

A Fig..7.5 mostra, aléem da seccao transversal da
viga, o numero e o comprimento dos elementos finitos emque
foi dividida. As caracteristicas geométricas e as constan-
tes elasticas sao da viga do exemplo numerico 4.

As equacoes deste problema sao:

v (7.72)

] 1
E szD + (N VD) =0
IV LENE
.E Jwa + (N wD) = 0 e (7‘.73)
c3. " - (il ¢‘)'=6 | o (7.74)
t D 1D 'D - e @& e 0 L]
onde: .
N = q(%-x) ‘ vees (7.75)

As condigoes de contormno sao:

vpe) = 0 | | v (7.76)
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K(2) vp (%) sLJ v (R =0 | coes (77D
vplo) =0 cees (7.78)
vy (1) =0 cees (7.79)
w (o) =0 | cees (7.80)
N(2) w (R) +E Jng'(m =0 ee.. (7.81)
wI‘)(o) =0 veos (7.82)
w;(l) =0 eer. (7.83)
¢p(0) =0 cee. (7.84)

e... (7.85)

i
(o]

' L2t
63, 65 (0) - N igen ()

As tres equagoes diferenciais sao independentes
e a equacao diferencial (7.74) tem solugao quando a deriva
da do angulo de giro (¢ ) for nula. A carga critica sera a
menor das cargas criticas das equagoes (7.72) e (7.73). A
equagao (7.73) possui a menor.carga critica e sua solugao

é dada por:

v . q _ V1/2_ 2 q _ 3" :
vy = K (Ej;(ﬁ X)) J_1/3 (3 Ej—(l x)~ ) .. (7.86)
onde:
K & uma constante qualquer
J_1/3 representa uma funcao de Bessel do primeiro

tipo de ordem -1/3 e dada pela expressao (7.69)

fazendo-se n = -1/3,

"A solugdo dada por (7.86) existe quando a carga

critica q & dada por:



-108-

EJ
q,, = 7,8369 ——gL ’ cee. (7.87)
%

Como o problema & de primeira especie, para valo
res de q inferiores ao critico os deslocamentos sao nulos
e ao ser atingida a carga critica os deslocamentos tem a
sua forma dada por (7.86).

A viga foi dividida em oito elementos finitos i-
guais e a precisao desejada foi de 10_5. A carga critica
encontrada foi de 0,257 kgf/cm, que coincidiu com a calcy
lada pela expressao (7.87) devido ao arredondamento.

Para comparar os resultados da derivada do modo
de flambagem (w') utilizaram-se as Tabelas de Abramowitz
[1], que apresenta os valores da fungao de Bessel desejada
atraves de soma de funcgoes de Airy. Os resultados sao apre

sentados na Tabela 7.19.

x/% w' (obtido) w' (tabela) Erro (%)

0 0 0 . --
0,125 0,3170 0,3175 -0,16
0,25 0,6017 0,6021 ~0,07
0,375 0,8312 0,8324 -0,14
0,50 1 1 --
0,625 1,1070 1,1070 -
0,75 1,1636 1,1635 +0,01 "
0,875 1,1848 1,1846 +0,02
1,0 1,1876 1,1878 -0,02

TABELA 7.19
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" 7.6 - EXEMPLO NUMERICO 6

Este exemplo trata da conjugacao de

transversal uniformemente distribuida com uma

‘uma = carga

carga axial.,

A secgdo da viga deste problema, assim como a divisao em e

lementos finitos, os esforcos de primeira ordem e o compri

mento sao mostrados na Fig. 7.6,

T I I T I T I T T T T T T TITT3—%%0

% X P Tj__'
A e e e — e e e e —— ——
7

7y

! 200 |

i |

l 25 % 25 % 25 ¢ 25 % 25 'Lr 25 # 25 ? 25 i‘

Q)

t =t
t 3 4 5 6 7 8 9
pl [T T+«7 [T T | 1w
76,56 5625
100 P ~ 3904 L4 14,06 5,25 1,25 MZ
FIGURA 7.6

medidas em cm

As caracteristicas geométricas e as constantes e

lasticas sao do exemplo 4, item 7.4.

As equagoes diferenciais de instabilidade

problema sao:

. IV "
E szD - N Vo qy

n
o]

deste

(7.88)
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lBJywéV-N w;-+(M2¢DY'= 0 | BEEE
Mow' - (N-iZ+ca el =0 - e
z D D t’ 'D

onde:
M= - oos (407 e
N =P oo
Para este problema resultam as condigoes

torno:
~vD(o) =0 | | .o
~ N vi(L) + E J,vp () =0 e
vs(o) - | : “e
vy (£) =0 cee
wD(o) =0 oo
(+M_(2)¢,(2)' +E Jyw;'(z)- Now (2) =0 e
wé(o) =0 ' ' ....
Cwn(R) = 0 cee
4p(0) = 0 . |
(63, +Ni2) 61 () M (1) wp(W) =0 . ...

. (7.89)
. (7.90)
. (7.91)
. (7.92)
de con-
. (7.93)
. (7.94)
.}(7Q95)
. (7.96)
. (7.97)
. (7.98)
. (7.99)
(7.100)
(7.101)
(7.102)

‘Enquanto a equacao diferencial (7.88) e indepen-

dente, as equagoes (7.89) e (7.90) sao acopladas e

repre-

sentam um problema de primeira especie nestes deslocamen-

tos.
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Submetido este exemplo no computador para uma

. ~ "5 - . .
precisao de 10 , a carga critica P encontrada foi de
~-0,1275 tf, ou seja, a carga axial & de compressao - e a

transversal esta dirigida contra o eixo V¥..

‘7.7. EXEMPLO NUMERICO 7

Neste exemplo numérico utilizou-se a viga apre-
sentada no exemplo numérico 2, mostrada na Fig. 7.2.

0 carregamento constou de uma carga de compres-—
sao excentrica N aplicada no ponto A da secgao mostrada
na Fig. 7.7.a.

Para a resolucao do problema sdo necessarios os
bimomentos e momentos fletores de primeira ordem. O momen
‘to fletor de primeira ordem & constante e igual ao produ
to da carga de compressao pela excentricidade em relacao
ao centro de gravidade.

Para contar com a influéncia do bimomento, sao
necessarios os valores destes, obtidos na teoria de pri-
meira ordem. .

A éxpressgo dos bimomentos de primeira ordem e

dada por:

B

B = ———g—z— [ senh(z)-+senh(&:§) ] eees (7.103)
r : r
senh (=)
r
onde:
Bd e o valor do bimomento externo aplicado em ambas
' extremidades da viga, produzido- pela carga de

compressao aplicada em um ponto de area setorial

diferente de zero.

Os resultados obtidos para os bimomentos de pri
_meira ordem em alguns pontos da viga e comparados com OS
valores exatos sao apresentados na Tabela 7.20. As carac-

teristicas geométricas sao as mesmas do exemplo numérico
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FAGURA 7.7

o

2 e a viga foi dividida em oito elementos finitos. O valor

do bimomento da extremidade & dado por:

Bd =N - w, = 1 tf - 12 cm2 = 12 tfcm2
Exato Obtido ‘Erro
x/2 (tf-cm?) | (tf-cm?) (%)
0,125 3,1408 3,1512 +0,33
0,25 0,8254 0,8309 +0,67
0,5 0,1125 0,1140 +1,33

TABELA 7.20 - Bimomentos de Primeira Ordem

Assim o diagrama de esforgos de primeira

ordem

para uma carga de compressao unitaria & mostrada na Fig.

7.8.



-113-

Esforgos de Primeirg Ordem
TR I
& TR
LR
I 2 4 S 6 7 6 9
5.49
! 1 ‘
"D il | |
'l 4 5 6 7 8 9
1.0
B8
1 2 a N 7 8 9
12 3,1512 0,8309 O.é320 00,1140
FIGURA 7.8
As equagoes diferenciais do problema sao:
1V " nyoo_ ‘ . )
E szD - N (vD zD-¢D) 0 IR (7.104)
» IV " " LI
EJwa N (WD+yD ¢D) +Mz ¢D =0 vee. (7.105)

oy )
1v " .2 w '
4E de)D —Gth)D --U:N 1D+2Mz (Ky-yD) +B :]—-] ¢)~D}+

w

1" . "

n ) = .
+ Ny, vy -N zp vy * M W 0 (7.1.06)

z D

0 momento fletor e a forga normal sao constantes

e o bimomento e dado pela expressao (7.103).

As condicoes de contormo deste problema sao:
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vD(O) =0 : eees (7.107)
EJ’zv;)'(o) = -5,49 N ‘ ve.. (7.108)
wD(o) =0 vees (7.109)
w;(o) =0 ' vee. (7.110)
b, (0) =0 | vees (7.111)
EJ ¢po) = 12 + N vee. (7.112)
vy (£) =0 ' vee. (7.113)
EJ vp(2) = -5,49 N cee. (7.114)
wp (2) =0 e (7.115)
wl')'(ﬁl) =0 . vee. (7.116)
¢D(2) =0 , ‘ , .. (7.117)
Ede)D'(SL) = 12 N wee. (7.118)

Da observacao das equagoes diferenciais (7.104)
a (7.106) nota-se que elas estao acopladas e a ‘determina-
¢3o de uma elastica (v, w ou $) leva 3 determinagao das ou
tras.

Portanto, este problema & de segunda especie em
v, w e ¢. Entretanto, devido a aproximagao utilizada, -com
a aproximagao da carga de compressao a um auto-valor da ma -
triz da estrutura, os deslocamentos crescem muito para um
pequeno acréscimo na carga de compressao. Isto e mostrado

neste exemplo da seguinte forma:

a) Em fungao da carga de compressao e sua relagao com
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os momentos fletores e bimomentos de primeira ordem,

o menor auto-valor desta estrutura & atingido quando:

P = 27,77 tf

Esta carga nao representa carga critica pois nao ha

mudanga no estado de equilibrio.

b) Tomando-se como referéncia o giro e os deslocamentos
v, e vy do no central, construiu-se a Tabela 7.21
que mostra a influéncia do aumento da carga de com-

pressao nestes deslocamentos.

P (xlO_zrad) wD(xlb-ch) vy (cm)
14 0,1743 0,0894 ~6,870
19,25 2,388 13,54 | -15,30
24,5 15,03 120,7 -50,85
27,77 w _ o

TABELA 7.21

Observando-se a tabela nota-se que a aproximagao
da carga de compressao ao menor auto-valor da matriz da es
trutura leva os deslocamentos ao infinito, como mostra a
Fig. 7.9. Isto ocorre devido ao fato que para deslocamen-
tos grandes em relagEo 3 estrutura, a aproximagao, segundo
a teoria de segunda ordem, torna-se imprecisa. Entretanto,
na pratica, devido as limitagoes de tensoes de ruptura nos
materiais, dificilmente serao atingidos valores grandes de

deslocamentos.
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carga P

menor outo valor

—— deslocamento

FIGURA 7.9

7.8 - EXEMPLO NUMERICO 8

Neste exemplo retoma-se o caso de instabilidade
de colunas por carregamento distribuido axial com momento

de inercia. setorial nao nulo.

_ﬂ,_J_

300
|

l
|
|
&
&
|
|
{

espessura  t = 0,304 cm
medidas em cm

—
4 /77708077 r—

FIGURA T7.10




-117- -

As equagoes diferenciais deste problema sao:

E.JZVEV-+(N_VB)' =0 | | e (7.119)
E Jngv (N w)' =0 e (7f120)
EJ 05 - GJ_op * :.N iIZ) ¢]')]' =0 oL (7.121)
onde:
N = q (%-x) . cen. (7.122)
As condigdes de contorno deste problema s3o:
vy(e) = 0 - cev. (7.123)
g(z) vy (L) +E sz;'(z) =0 cos (7.154)
vi(o) =0 L e (7.125)
ngz) =0 | eee. (7.126)
wy(o) = 0 | | | vee. (7.127)
N(L) wp(2) +E Jyw;'(z) =0 .- ceen (f.lés)
wi(o) = 0 . eee. (7.129)
wo(8) = o. cee. (7.130)
¢plod)= 0 - cees (7.131)
‘.kcJ;-Nuoi§¢£uo—EJw¢§(m S0 e ga
'55(0) =0 S o e (7.133)

pp(2) =0 | | el (7.138)



-118-~

As tres equagoes diferenciais, (7.119) a (7.121),
sao independentes e homogenas, caracterizando um pro-
blema de primeira espécie.

Para analise deste problema calculam-se os meno-
res auto-valores das tr@s equagoes e o menor deles sera o
da estrutura.

Os valores numericos deste exemplo sao:

E = 2100 tf.cm 2 G = 800 tf.cm 2
J = 38,4 cm4 A : J_= 704 cm4

y Z

J = 5802 cm® J. = 0,3278 cm”
w m t ? n
A = 10,64 cm

yp = O zy = 0

Este exemplo foi submetido ao computador, com u-

ma divisao em oito elementos finitos e uma precisio de
-5 . .

10 °, para dois comprimentos da coluna e os resultados fo-

ram:

a) Para o comprimento de 300 cm o valor do minimo q foi
de 23,41 kgf/cm que @ o menor auto-valor da equagao
(7.120). Deve-se lembrar que a equacgao (7.120) tem
solugao através de fungoes de Bessel e com expressao
para o modo de flambagem analoga a expressao (7.86).
A carga critica € dada pela expressao (7.87). O re-
sultado obtido pelo computador confirma estes resul- .
tados e, para a carga critica, foi encontrado o mes-
mo valor do calculado por (7.87), devido ao arredon-

damento.

b) Para o comprimento de 600 cm, o menor auto-valor con
tinuou sendo o da equagao (7.120) e carga critica -
obtida no computador foi 2,926 kgf/cm, que coincidiu

com a calculada por (7.87) devido ao arredondamento.
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7.9 - EXEMPLO NUMERICO 9

Este exemplo faz a comparagao entre resultados
obtidos para trés valores de espessura de secgao da
mostrada na Fig. 7.11.

viga

F'1 N R A A S N S Y S N S T

® ©® & ®

medidos em cm

0,952 cm

o) (¢ =
= CcG espessura { t = 0,635 cm
A * = 0,317 cm
o 3
Lol oe = —
<

—y e

0,695 |2,€~71
| e

i

FIGURA 7.11

A viga desta figura & muito utilizada em edifi-

cios industriais e o carregamento constou de duas cargas

distribuidas (qy e q,) e uma carga distribuida de

(m).

torgao
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Este & um problema de segunda espécie nos deslo-
camentos v, w ¢ ¢. Admitiu-se que os carregamentos qy > 4,
e m guardassem alguma relacao.

A relagao entre os carregamentos distribuidos foi

baseada em Yagui [23] e € mostrada na Fig. 7.12,

o
N
¢
L
N
H

= 0,04q

f
~
[l

=1,00q
‘m =0,14 g

FIGURA 7.12

As equagoes diferenciais deste problema sao aco-

pladas e da seguinte forma:

IV Xi} ’ =
EJ vy + O $)"- q =0 cee. (7.135)
EJYW]I)V + (M %)" -q, =0 : eees (7.136)

.y ¥
IV " : v
‘E Jm ¢D - G Jt cbD - { [2 Mz(Ky—yD) -2 My (Kz_zD):‘ ¢D} +

] q,(z ~z) + qy(yc-yD):l ¢D= 0

) 11] [}]
4+ m+ MzwD + Mva +

eees (7.137)

M =%q cx . (2-%) cee. (7.138)

M =,‘% 4.+ x + (2-x) ' ceee (7.139)
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As condigoes de contorno deste problema s20:

vp(e) =0
vp(o) =0
wy(o) =0
w;(o) =0
¢5(0) = 0
¢p(0) =0
vy (2) =0
vp () =0
wy(2) = 0
Cwp(2) =0
¢p8) =0
¢p(R) =0

Os valores numéricos deste exemplo sao:

E = 2100 tf-cm"2

2 = 480 cm

z = =2,493 cnm

sem variagao linear com

de

z. .= -3,361 cm

K = 2,306 cm
z

G

y

c

Yp

K
y

=

=

800 tf.cm

-6,308 cm

2,709 cm

-0,3558 cm

Assumiu~se que os valores de Jy, J, e J

Je s30 mostrados na Tabela 7.22.

(]

a espessura e estes valores

(7.140)

(7.141)

(7.142)

(7.143)

(7.144)

(7.145)

(7.146)

(7.147)

(7.148)

(7.149)

(7.150)

(7.151)

tives~-

com o
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t (mm) SN (cm4) Jz (cma} Jy (cm4) Ju,(cm6)
9,52 8,20 827 166 3503
6,35 2,43 551 111 2337
3,17 0,303 275 55 1167

TABELA 7.22

Na Tabela 7.23 apresenta-se o menor auto-valor
de q, que faz os deslocamentos tenderem para o infinito e
na Tabela 7.24 tem-se os deslocamentos v, w e ¢ do centro

do vao que ocorrem quando a carga q tem um valor fixo de
0,1 tf/m.

t (mm) = 9,52 6,35 3,17
g(tf/m) = 1,113 0,431 0,119
TABELA 7.23
t (mm) vy (cm) Wy (cm) ¢(x10—2rad)
9,52 3,58 0,79 -0,344
6,35 5,97 1,17 -0,752
3,&7 11,95 4,39 -35,71

TABELA 7.24

Deve-se notar, nas Tabelas 7.23 e 7.24, que en
quanto os deslocamentos tornam-se infinitos em 1,113 tf/m
para 9,52 mm de espessura, os deslocamentos sao da ordem
de £/120 para uma carga de 0,1 tf/m que e um limite consi
derado alto em construgdes metalicas,

Por outro lado, este exemplo tambem mostra uma
extensao do programa desenvolvido para carregamentos dis-
tribuidos nao localizados no centro de gravidade ou cen-

tro de flexao,
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7.10 - EXEMPLO NUMERTICC 10

Este exemplo trata do calculo dos
seguintes a carga critica da viga do exemplo
item 7.2,

A divisao em elementos finitos e a segao da viga

e lembrada na Fig, 7.13.

auto-valores

numerico

L3 5 6 7 9' 9‘
s 1 1 L L 1 _A_
HAO ® 0 @ ® © 0 &
J 1200 cm )
1 ‘ ' l
vV, =0 : V9=O
w, 0 , - Wg:0
@,:0 | 0s:0
E .
g# espessuraz |,0cm
©
© c6

FIGURA 7.13

A carga de compressao foi aplicada no centro
gravidade e, portanto, o problema de instabilidade &
primeira espécie. Os auto-valores seguintes seri3o as
tras raizes do determinante dado por (7.7), ou seja:
.2 22 2 2 e
(¢, P)(Py-—p)(Pw--p)lD 2P (Py P) yp P(2,-P) =0

de
de

ou-
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onde:
" EJ ’
= z - 2 % & % 2 & &
P2 T 2 para bep= (303, 323505728 )
£
T°E 3
P =
y 22
£
2.
EJ
_ 1 I w
Pw—lz( :le +GJt)
D “£R

Os resultados
ma divisao da viga em oi
10--5 e desejando-se que
res auto-valores com oOs

A Tabela 7.25
ro da ordem de saida no
o0 modo de flambagem cruz

v, w e $ que tem maior c

foram obtidos no computador para u
to elementos finitos, precisao de
o programa fornecesse 0os nove meno
respectivos modos de flambagem.

mostra, além do auto-valor, o nime
computador, o numero de vezes -que
ou o eixo da viga e o deslocamento

omponente.

NQ Saida Ph(tf)_ NQ CruF. DES1‘m5x
19 27,566 0 v
20 48,520 0 v
30 84,035 2 v
49 152,16 4 ¢
59 62,22 1 v
69 113,68 3 )
79 115,23 1 v
80 257,60 2 v
9¢ | 200,74 5 ¢

TABELA 7,25



-125-

Na Tabela 7,26 os auto-valores apresentados em
7.25s30 colocados em ordem crescente de seu valor absoluto,
sao acompanhados do niimero de saida e o deslocamento que

possuiu a maxima componente,

N¢ Aut.Val, P (tf) Desl. N?Q Cruz,. NQ Saida
19 | 27,57 v 0 19
29 48,52 v 0 29
39 62,22 v 1 59
49 84,04 v 2 : 39
59 113,7 ¢ 3 ' .69
69 115,2 ' v 1 79
79 152,2 ¢ 4 4o
89 200,7 ¢ 5 99
9¢ 257,6 v .2 80

TABELA 7.26

Na Tabela 7.27 apresentam-se os valores de Py’

Pz e Pw calculados para os seis primeiros comprimentos de

flambagem.
NQ Auto-Val. Pz(tf) _ Py(tf) Pw(tf)
1 28,01 | 184,5 52,69
2 112,00 738,1 65,18
3 252,10 1660,0 86,00
4 448,20 2952,0 © 115,10
5 700, 20 4613,0 152,60
6 1008,00 6642,00 198,40

TABELA 7,27
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As caracteristicas geométricas e eldsticas - sao

as do exemplo 2;

E = 2100 t:f-cm_2 G = 800 t:f-cm--2
4 4

J, = 1946 cm _ Jy= 12820 cm

3 ,= 101900 cm® ' i2=352,27 en®

£ = 1200 cm

Vlassov, ao analisar este problema, mostrou que
a carga critica P sera menor que P _, P e P, como mostrou-
~se no exemplo 1, Ttem 7.1. Confirmam-se estes valores pa-
ra as menores cargas criticas dos comprimentos de flamba-
gem 0,5%, 0,332, 0,252, 0,22 e 0,167%. Entretanto, entre
os menores auto-valores estao aqueles referentes Es'outras
raizes do determinante dado porv(7.7); ou seja, a segunda
raiz para o comprimento de flambagem igual a £ & menor. que
a menor raiz do comprimento de flambagem igual a 0,52. Es-
te fato @ um caso diverso daquele mostrado no item 7.1.

Na Tabela 7.28 apresentam-se as raizes do deter-
minante dado por 7.7 para os seis primeiros comprimentos de

flambagem.

2 (£2) P, (tf) P, (tf) Py (tf)
2 27.57 48,51 v 331,4
0,52 62,21 115,2 1149,0
0,332 83,94 256,9 2551,0
0,252 113,1 456,0 4517,0
0,208 150,4 711,7 7044,0
0,172 195,8 1024,0 .10130,0

TABELA 7,28

Com os auto-valores apresentados na Tabela 7.28
e os obtidos do programa, que foram apresentados na Tabela

7.26, monta-se a Tabela 7.29.
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N? Auto-Val. P(exato) tf P(obtido) tf | Erro (%) ’ Qfl
19 27,57 27,57 - L
20 48,51 48,52 +0,02 .
39 62,21 62,22 +0,02 0,52
49 83,94 84,04 +0,12 0,33%
590 113,10 113,70 +0,53 0,252
69 115,20 115,20 - 0,502
79 150, 40 152,20 1,20 0,202
89 195, 80 200,70 2,50 0,178
990 256,90 257,60 0,27 0,332

tido;
gem to
tica a
curva

lores

tados

a)

TABELA 7.29

Sobre os erros apresentados entre o exato e © ob
deve-se lembrar que quando o comprimento de flamba-
rna-se proximo do comprimento do elemento, e a elas-
proximadora dos deslocamentos 1o elemento for uma
diferente do modo de flambagem, os erros nos auto-va
serao aumentados.

Por outro lado, a Tabela 7.29 confirmou os resul

obtidos no computador, devendo-se acrescentar:

0 calculo dos auto-valores seguintes, com 0s corres
pondentes auto-vetores, deve ser acompanhado de uma
interpretagao do modo de flambagem pois, conforme foi
explicado no Capitulo 5, a ortogonalizagao em rela-
¢dao ao auto-vetor calculado pode levar a um vetor OF
togonal niao desejado e o numero n de saida do auto-

valor, como mostrou-se na Tabela 7.25, nao & o enési

mo auto-valor em valor absoluto,

b)

Por estas razoes deve-se deixar o programa calcular
sempre alguns auto-valores a mais que o numero de au

to-valores desejados.,

Considerando-se que o programa nao foi otimizado

para resolver grupos de menores auto-valores, como Schwarz

[17] recomenda, os resultados obtidos foram considerado



8 . PROGRAMA PARA RESOLUCAO DE INSTABILIDADE DE PRIMEIRA

E SEGUNDA ESPECIES

A partir dos trabalhos desenvolvidos por Rachid
[14}, Mori [6] e Paiva [10], foi mnecessario o desenvolvi
mento de um programa para computadqr que, considerando a
instabilidade geral com os deslocamentos v, W e $, resol-

vesse os seguintes problemas:

a) Resolugao dos problemas de primeira espécie com a de
terminacao da menor carga critica e o respectivo mo-

do de flambagem.

b) Resolugao dos problemas de segunda especie em duas

formas:

b.1) Determinagao do menor auto-valor que faz com
que os deslocamentos que ocorrem em valores pro

ximos deste nimero cresgam indefinidamente.

b.2) Calculo dos deslocamentos que ocorrem em uma vi
‘ga devido a um carregamento pre-fixado. Deven-
do-se notar que este carregamento pré-fixado pro
duz deslocamentos finitos na estrutura quando @

menor que o minimo auto-valor.

‘Assim, a consideragao do caso geral de instabili
dade possibilita a resolugao de problemas com seccao trans
versal sem simetria para os mais variados tipos de carrega

mento e vinculagao.
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8.1 - ESTRUTURA DO PROGRAMA

Tendo em vista os objetivos do programa, procu

rou—-se desenvolve-lo com os seguintes aspectos:

a) Devido aos problemas analisados serem vigas $imples

b)

c)

d)

ou continuas, era necessario que o tamanho do progra
ma e a memdria utilizada para armazenamento de varid
veis fossem minimos pois, desta forma, poderia ser u
tilizado em computadores de mesa com pequena capaci-

dade de memoria. .

Por outro lado, o tempo de processamento do programa
deveria ser rapido, assim o usuario nao procuraria

utilizar outros recursos para a solugao do problema.
© método de resolucao dos problemas deveria possuir
um minimo de restrigdoes quanto @ utilizacao, - para
que as possibilidades de erros de um usuario, com pou
ca experiéncia no programa, fossem reduzidas.

Finalmente, a resolugdao deveria ser confiavel sobre

o maior nimero possivel de casos de instabilidade.

Tendo-se em vista estes aspectos, a estrutura ba

sica do programa devidiu-se em quatro partes de execugao

linear, ou seja:

a)

Leitura dos dados que sao armazenados em vetor e,
dependendo das necessidades do equipamento de utili-

zagao, podendo ser utilizada memoria auxiliar.

b) Montagem da matriz de cada elemento de forma indivi-

c)

d)

dual e consequente armazenamento em memoria auxiliar

para redugdo da memdria central utilizada.

Resolugio do problema de auto-valor de acordo com ba

liza existente.

Calculo de deslocamentos de acordo com baliza exis—-

tente.



-130-

Deve-se notar que a unica relacdo que existe en-
tre os itens a, b e c ou a, b ed s30 os dados que estao em
membria central ou auxiliar. Assim, quandb da resolucao de
problemas de suto-valor ou do calculo de deslocamentos nao
ha necessidade de se montar a matriz da estrutura (b) ou
se recorrer a leitura de algum dado do problema.

Este expediente possibilita a resolugao do pro-
blema atraves de segmentagﬁo do programa, quando houver pe

quena memdria disponivel.

8.2 - LEITURA DOS DADOS

0 programa inicia-se com a leitura de informagoes
a respeito do problema a ser resolvido. Desta forma sao li-

dos:
a) Numero de elementos em que ira dividir-se a viga.
b) Nimero de ndos com carregamento concentrado..
¢) Nimero de elementos com carregamento distribuido.
d) Numero de nds que possuem vinculagao.

e) Baliza que indica se o© programa deve calcular os au
to-valores ou se deve calcular os deslocamentos para

um carregamento fixado.

f).Indicador do deslocamento que sera desprezado.

g) Indicador de um outro deslocamento a ser desprezado.

h) Numero de auto-valores a ser calculado.

i) Baliza indicando se a influéncia do bimomento - sera
considerada. '

j) Modulo de Young.

k) MGdulo de elasticidade transversal.

Cumpre observar que a existéncia dos ‘indicadores

de deslocamento a ser desprezado (itens f e g), refere~se
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a uma comodidade ao usuario. Assim, se houver necessidade

de resolver o problema considerando-se apenas um oOu dois

deslocamentos, basta indicar os respectivos niimeros nestes

indicadores, Por exemplo:

3

e

m

o mesmo que deslocamento v,
o mesmo que deslocamento w,

o mesmo que deslocamento ¢.

A partir das restrigses aos deslocamentos, o pro

grama elimina, na matriz da estrutura, as linhas e colunas

correspondentes a estes deslocamentos.

Em um segundo passo, sao lidas as caracteristi-

cas geomeétricas de cada elemento, ou seja:

a)
b)
c)
d)
e)
£)
g)
h)
i)
i)
k)

Comprimento do elemento.

Momentos de Inércia em relagao ao eixo y

Momento de Inércia em relagao ao eixo z.

Momentos Setorial de Inercia.

Momento de Inércia 3 Torgao.

Area da Secgao Transversal,

Ordenada z do centro do circulo
Ordenada y do centro do circulo
Ordenada do centro de flexao no
Ordenada do centro de flexao no

Caracteristica geométrica Uw.

de estabilidade.
de estabilidade.
eixo y.

e1X0 Z.

O terceiro grupo de dados refere-se aos momentos

de flex3o e bimomentos obtidos segundo a teoria de primei-

ra ordem:

a)

b)

Momento de flexao em y que nao

] ~ - ]
riagao da carga critica.

Momento de flexdao em 2z que nao

[3 ~ - .
riagao da carga critica.

alterado com a va-

alterado com a va-



c)
d)
e)
£)
g)
h)

ponto

madas
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Bimomento que nao & alterado cowm a variagao da carga

critica.

Ordenada z do ponto de aplicacao do carregamento

transversal.

Ordenada y do ponto de aplicagao do carregamento

transversal.

Momento de flexao em y que e alterado com a carga
- .

critica.

Momento de flexao em z que e alterado com a carga

critica.

Bimomento que & alterado com a carga critica.

\

Deve-se acrescentar que as coordenadas y e z do
de aplicagao do carregamento transversal sao aproxi-
no elemento finito com a média dos valores dos nds.

Passa-se, a seguir, 2 leitura dos carregamentos

aplicados a viga.

a)

b)

c)

d)

e)

£)

a)

Para o elemento finito sao lidos:

Carregamento distribuido constante em y que & inva-

. ~ — - *
riante em relagao a carga critica.

Carregamento distribuido constante em 2z que & inva-

. -~ - - -
riante em relagao a carga critica.

Carregamento distribuido constante de torgao que e

"invariante com a carga critica.

Carregamento distribuido constante em y que & varia-

vel com a carga critica,

Carregamento distribuido constante em z que & varia-
vel com a carga critica.

Carregamento distribuido constante de torgao que e
variavel com a carga critica.

Para cada no da viga e lido:

Forca normal que & invariante com a carga critica.
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b) Momento concentrado de flexao (Mz).
c) Momento concentrado de flexao (My).
d) Forga normal que & variavel com a carga critica.
e) Carga concentrada na diregzo y.
£) Carga concentrada na direcio z.
Finalmente, sao lidos os nimeros dos nds que pos
suem vinculagao. Para cada nd existe um indicador de cada
-~ - [ ] ) .
um dos parametros de no (v, v s Wy W'y ¢, ¢'). Assim, quan
do um indicador for assinalado, significando a existéncia
de restricao a um parametro de né, o programa elimina, na

matriz da estrutura, a linha e a coluna correspondente a

este parametro,

8.3 - MONTAGEM DA MATRIZ DA ESTRUTURA

Conforme mostrado no Capitulo 4, a matriz da es-
trutura e formada a partir das matrizes dos elementos fini
tos, com a matriz de cada elemento formada a partir da so-
ma conveniente de matrizes basicas.

Para o espalhamento das matrizes basicas foi uti
lizada a subrotina MONRI, que & dada a seguir.

A subrotina MONRI soma os elementos da matriz ba
sica (A) nas correspondentes posigoes da matriz do elemen-
to (RI). Por exemplo:

Un elemento aj; da ma;riz A, da linha da primei-
ra variagao em relagao a v, e da coluna cujos elementos
multiplicam o deslocamento v (ver Fig. 8.1), sera somado
ao elemento rij que pertence a linha da primeira variagao
em relagao a v, e da coluna cujos elementos multiplicam o
deslocamento Ve

Devido a uma matriz basica ser usada tanto para
deslocamentos Vv, w e § como para produtos entre deslocamen

tos, para que houvesse aplicabilidade maior de MONRI & que
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SUBPIUTING MUNET(NPLNP2,A,0 1)
TUPLICIT REALTA (A=h,01=72)

DIMENSTUN AQGy )P TLL2412)

M=

IFLAGL=0

M1l=0

M2=0

K=0

1FLLG2=0

LD= 2NP1 + Nl - 2
K= 2%tpP2 + N2 - 2
b0 30 I=1,2

00 30 Jg=1,?

RIGLL#TKD+J)= RL(LD+],

TFOTHLAG?2) 50,4 0,50
K= K + 2

Ne= k2 + 6

1FLAG2=1

GO TG 20
[FCIFLAGLY 70,060,790
Nl= ¥l + 6

M= M ¢+ 2

IFLAGL=1

%0 TC 10

RE TURN
END

KD#3) + A(1+M,J+K)

[ S S TLIEIND B
IneRea2n
5600070
12500 1,0
1ML aane e
| LN AL et}
INECDATN
| LR B
TR0
[M:anlan

RSO ThE
INeno oo

IsperLe
INP OO 40
| ESHL R KNS
ENECA D
INEOG L7 ¢
| S FIEELAAR IS
Mo lan
Inpne2an
MEno 210
THEQD 200
THECR? 20

ANLON 240

ItEGE230
Meon2.La

IREQNDTH

8\1&

PN

8V',
!

vi vi' vy

FIGURA 8.1
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se incluiram as coustantes NPl e NP2, Desta forma, NP1l re-

fere-se as linhas correspondentes a

mentos

e NP2 refere-se as colunas,

variacoes nos desloca

como explicado a seguir.

Se uma matriz A sera scmada nas posigoes de colu

nas em v e linhas de variagoes em v, as constantes NP1 e

NP2 serao iguais a unidade pois os deslocamentos Vv

convencionados com 0 nﬁmero um.

foram

A seguir, sao apresentadas as codificagoes das

subrotinas que calculam as matrizes basicas.

a) Matriz do primeiro tipo, apresentada no item 4.2,

SUBRCUTING 427 2(R4H,A)
IMPLICIT KEALAE (A-H,C-7)
DIMENSION Al 4,40

All,1)=
A(tL,2)=
A{l,2)=
Ally4)=
Al2,a)=
Al2,3)=
A{2,4)=

A(3.3)=

Al344)=
Al4,4) =

12.%0

6o FIRRH
-A(Ls L}
A, 2

G o P AT
-A(1,2)
Do ¥ AR
AL, L)
A1243)
AL242)

0 3 I=)s
Na 30 J=1l,as

A(Jd. U=
RETUKN

END

A1, J)

T LER

IMCOD24D0D

1M 00950

JMLO0G R

[ oca7o

{LEQCQND

TNENGOGC

AT IR

tLarnte

[Lfera2o

[T R R Rete

[NEOIN40

CHLclase

freorneaee

InECIaT0

. INEO10RD
’ . [LEOLOSO
(i 1D

Fo11L

b) Matriz do segundo tipo, apresentada no item 4.3.

SURBRCUTINE 4PV ILFCeDobaA)

IHPLICIT REALHR (A-H, (-7

DIMENSION A vy 4)

Allell=0 2.4%F + 1,2%0Q ¢ 24,%0/35,)/H

All.2)=
All.3)=
Ally4)=
A{2,21=
Al243)=
Al2,4)=
A(3,3)=
A(3,44)=
Albs0)=

C2°0Te0) + D17

=AtL,1) ‘ : _
L25F - 2.%0/35. :

( 4.7F/15. + Q/15. + 4.%D/105.1%H
—AtL,2)

( ~-F/l%. =G/30. = D/35. )*H

ACL 1) :

—A (L) :

( 4a%H/154 ¢ 2250 + 6./35.42D )¥H

DO 20 I=1,y4
DO 30 J=1l,4

AtJ.1)=
RETURN
END

Aty )

10 LAC
ireo11sa
enptee

< T INRGELLTE
[renL1ed

1kEOYILND

R AR ML

IMEDL 210

1LECc1220

1ra0n123¢

11601248

1801250

. INBOL 25O

ILEOL2TO

| -1 IR
1MROLPSC
JHEQL 3v0
INGGL3LO
1NBOE3 R
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c) Matriz do terceiro tipo, apresetitada no item 4.4

SULRCUTILE MPVEOIC o0y HyAY
FAPLICIT MPALYY (A=t (~7)
D}M[HSIMU by d) ¢
Allyld= =00"C = 13,/76G.°8
Al2y 1= (120 =~ 2,/210.23)%H
A{3,1)= ~-All,1)

Alaylls (= 10 =~ 11./620,%0) %1
A(Ly2)= (=120 =~ 3,/70430) 11
Af2,2i= ~B/2 1.4y

A(3,2)= =2(1.2)

Al4y2)= (=076D ¢ = G/21Ca ) HAH
A{Lle3)= =o9%0 = 22./70.%
Al2,2)= [=.1%C = 31./420.%3)*H
A(3:3)= =a(143) :
Al443)= (J1¥C + 23./210.%E)*H
All.6)= (J31¥YC + 4./770.%E)2H
Al2+4)= (C/9%0. + 37884 )%
A{3,46)= 'A(ly*)

Alasbi= A(2,2)

RETUENM .

END : .

d) Matriz do quarto tipo, apresentadano item 4.5,

SUBRCUTINE APVSIB I y0J T oligh o FMyA)
IMPLICIT RFAL*8 (A- r.n—z)
DIMEESIUN Al 4y 4)

Al= /R

A2= AL*A1

A3= A2%AL

A4= A2%A2 _ .
AS= A4*AL s
SH= [SINH(AL)

CH= £CO5HLAL)

P3= HTROTERY

P2= BI%FM - p3

Pl= (BJYEM = P3 —pr2CH)/SH

| AL A S
Thioo7io
[ronryc
IMron7e

[recntzan
INeeo?ne
Ihsenyee
It an?so
TN en
INBOO TG

B SN THEDTEY

[rnaeye
| INESE IR oyl
[ananyan
| BRI )
[ oaven
IR N T N o
| E LTI et
lkli?"\f\()(.v\
INRQD e
THRaNaNG

f* 00300
LNEGO 30
1HEN0 3N

R IHINER Y]

| R CAR Y

o RS UM E VT

ITMEON 300
pyeeo o
TLRONYag
THREOD 3a0
THECN 400
INEOD4 10
ity 2n

ALy L)=(PLHLT2 2 (Ch=14)7A2 =432,%SHYAL +864 .4 (Cid-1,1)/45 +""‘(7? L IR TER PR

¥SHNA? ~432  H{CHeL J)P AL #8645 SHI/AS 4381, 2) /4

TN 004 o“

ACLy21= 217(24,°CHPA2 =c0.% A2 =140, 2 SHEAL +432,<(CH-1 .))/‘5 P22 THENN, S

FroFSEAAL =6 TA Y <120 ACHSAL =252 .7A1 +432.28HI/A 5, ¢34, |
A(1,20= =-A(1,1)

I‘(“ﬂﬁhﬂ

TNECOG T

AlLy4)= PLAIOD G CHP A2 =0 *SHTAB =24 ,%22 =252.*3+3 A1 %4722 ,% (CH=1.) ) 111 oag

BIASEP2FLANGHNAL —6 P OHEIA S =292, "L HPAL ~18CPAL+432 .2 54101 /\5+.

LIRS LAY R TARNCA

AL2¢2)=(P130 30 %CHSAZ =A4 =44 .7A2 =72 2SH AL +216.%(CA=1.)) /45 #P2* (81 001

FIB HASH-ALIEA2 =722 (CHe2. 3% A1 4210 4 SH)I/AS «-2."‘1»‘3/15.)-"1—{
Al2,3)= -a(1,2)

INEANG D
14:R0a570

AC2y4)=(PL 022 *(CH=14)%A2 =2.#%SH'AZ ~108.4SHAL +2164% (Ch=1.))/ZA0T5HLANS 20
P[22, 454N ~2 Gt ABX(CH+ 1L} =103, FALR(CHE L) 4206475 h)/u‘) =PR/EENORA0

*0 o) *H

Al3,3)= A(l, 1)
A(3,%4)= =&l W%

Ihreassn
1HEGNSA0

St onsTe

Al4y4)=(P27(5H%A4 —L.*CHYAZ #44,%SH™A2 =72,%{2,%“CH+ 1. )AL #21¢.2Silrnpgan
E}/AS 1PLP(CHMAG =B ASHTAS #9442 CHYA2 =8 ,%A2 ~144,%85HEA] #2016, S (Cli=1%10050

£1J)I/AS #2.5P3/15.04R
DO 40 [=1,3

DO 40 Jy=1,23

AlJ+1,1)= A(L1,d¢1) .
CONT TNUE.

RETYRMN-

END

[ 500
Ttooern
IMODB2C
ITMEOD e 30
E00L40
[HECOuHn
THPOO:HG0
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Com as subrotinas MPV1, MPV2, MPV5, MPV6 e MONRI
sao montadas as matrizes dos elementos,

da forma mostrada
no Capitulo 4, _

0 tnico cuidado foi a divisao da matriz de cada

elemento em duas matrizes, ou seja:

.. . . - .
a) matriz das caracteristicas geometricas e carregamen-
to constante (MC);

b) matriz do carregamento variavel (MV).

Desta forma as matrizes, guardadas em memoria au

xiliar, estao prontas para resolver os problemas de primei

ra ou de segunda especie.

A sequencia de operagoes foi:

60 510 1J=1,2 , , IHE04 4

DO 320 I=1,M11S . - ' : INRO 4440

BHY{ )= BMYW {1.[J)

8M2{ 1= BMIV L, 1)

Batl)=  BAV(I, 1J} -
EN(T)= FNVIL, LJ)

INEOS450
[N GIR TN
1NEOG ATO
1K30449C

NN 44230
320  CONTIUIME S {kﬁnzgén
00 320 I=1,"KhiEL Inpoasas
QX(I)= (FN(I) - EN(I+11}/HID Lignast ¢
QY ()= GYvil,tJ) xﬁ;é«één
Qz U= vl 14 1m6r 4520
330  CUNTINUE Irecasag
DO 500 I=1,NJAEL . Ihinosses
DO 3¢0 L=1,12 [Nn0asse
: g?(ifgxigf'lz 1gez:;:;
CAXY=s PKY(I) = YOUI) - i:ggﬁg;g
AXZ= PKZ(1} = zn(x)p 1Ak [Ne 04 62C

= BUZ(IIHAXY - DM % 60462
'23;;- 4 ] SRGY AT 1T IFHITITAXY —.5¢;Z(I)*H(!)*H(I)*AY7 1§g226?;
AUX2= u"(IJZ)‘\XY - BNY(NU2)#AXZ - AUXL - AUX3 xngnéo,c
EAT= AUXL + 5%FN{IIZECP(T) [ﬁgn':ﬁc
QAT= AUX2 =~ 5*0((!)*!([)*RGP(I) iginzgqe
AUX4= (1) INgoacne
CALL MPYL(FAT,UAT s ALX2,AURG . A) IhE04Ge 0
s vt 11e o F{; 0Z{1I*ECT INROGTTA

= - 'Y(I)*k“Y( + .

23;; ((éiz(uug) BMZI)IREQYLL) = (BPY(NCL)-EMY(I))*Eul(l))/AUX4 - ixtgzgzg

*.5%AUX? . L INR0ATS
CALL +12Y¥a (AKX ¢ WK3,AUX4G,A) ::23:;:3
CALL MUNRT(34344,R1) ,‘;b047£c
DG 380 L=143 [nooarec
DG 38D K=t 43 Lowrre
AXY= A{L,K+1) ISR
TA(LyKE))= A{K+1l,L) INEOAARO
‘ ALK#1,L0= AXY Ineea e

380 CONTINJT

CALL MINRIIL3,3.4,R1)

INE0432C
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AUXYI= Y {T)rAlYs

AUXZ= (=407(002) ¢ BM2{D))I/AUXG - J5%AUXD

CALL ¥PVolAlX? AUX 34 AUX44A) .
CALL SR TE2 93 0AWRT) '

DO A0 L=1,7 )

O 450 ¥=L,3 ’ .

AXY= ALL Kel)

AlLokt))= ALKrLl)

AlKel, L) = AXKY

CONTIHUT

CALL LRI 4240 ART)

AUX3= « 32 (1) ra x4

AUXZ2= (-HMY( $12) + BMY(T))/AUX4 ~ J5%AUX3

CALL MPVEHLAUK2 o \JX34AUXG4A)

CALL MOMRI(L ,34A,R1T)

DO 4¢0 L=},3

DO 40 K=l 43

AXY= Allyk+l)

A(L+ktl)= ACIHL, L)

A(K+),L )= AXY

CUNTIM UE

catlL l"'.l'!-'qfxl (341 1asR1)

AUAL= JOtUEN(TIRYI(T) - 3MZ{ 1))

AUX3= .QJ*DY(I)’AUXQ”AUXQ

AUX2= ~ 5% QX0 1IIMHLTIPYD(L) + BMZINC2) -BMZ(I) + 2.%AUX3)
¢ ALL MPYL{AUX] AUX2 9 AUK3 AUK4'A)

CA[[ 'rl-“"?, v\vpl) '

CALL NCNRI(3,2,0,R1)

AUKL= = 552D UINFRLT) + tEY(T))

AUX3= =250 0TI AUY 47 ALXS ) ;

AUX?= o5 (200 =CXCDI*RET) = BHYINN2) + 8MY(]) - 2.%AUX3)

CCALL MPVLILAUXL,AUX2, AUXTyAUX4,4A)
TCALL MENRI(L 344 R1)

CALL MOVET (341l 4a,R1)

AUXT= J5*FN(T)

AUXZ = —.»’u«([)‘H(I) *
CALL HPVLI(ASKL yAUK?,0, O)tOO,AUx4,A)

CALL FUOIRI{Lsl A RT)

CALL ‘('l'p“ 1-).1‘\1RI]

FFL1Jaiue2) G TO AFO

KAT= 51 Trei )T ()

CALL UPYI{FAT, 2.00+#00,0.0D+00,AUX4,A)

CALL f'!f;'\::?.l (3':‘!'i\' F’l ’

RAT= YR JW(1) ZLAUXGF AUX 47 AUXA)

CALL \.“‘/L(iAr|0\|("l‘ }

CALL MUOANRIA{3 43 a4 1)

AUXl= YRR JY (I }/{ AUX4E AUX@*AUX4)

CALL NOV20AIXL ,AUX 4, A)

CALL HONRTI(2y20a,4R 1)

AUXL= YR UZ (1) (AUXSTAURSGTAUXSG)

CALL MPV2LAIKL 9 \UX4,44)

CALL YUnFT{LaLeAWRIT) . . -

CIRCILLEY ) U TGO 490

AUXL= BALT)

CAUX2 = BALe?)

AUX3="T5:H(1)
RAT= DSQRT LY PRy (!)/(TM PITETNN)

CFAT= ut D) /R D)

CALL M’Vb(ﬂJ(l.AdX? AUX}.AUXQ'RAT FATLA)

CALL "MET(3 4340, 1)

MON= T ¢ 1}

WRIFT (N, PEC=T)RT :
CONT IHUE : *

 CONT INUE

[hEnqansn
l “l' (‘0’0 ﬂ /' n
ITNPOAHS0
IKBOGHA
{AMGORETC
THEO 4P 0
IMic4 800
INBOA900
[MNRO49L0
IKH0492C
INEQaN30
IMNBC4L 40
1rE 049N C
INROAYG0
INRO4OTN
INBO4CRC
INRQ4ADDO
INpOSOD0
INENSDYEO
TNBOSN20
nNg0sorc
FMNBOSOAD
INBOSOS0
INBOSOEC
TMBOSOTC
INBOSCRC
INRO SO0
IMROG G0
15505110
INBOSL2C

TINIOSERC

ENBOSTA0
INEOS LS50
INEOSL460
INEORL70
IMBOSLAC
(NEQS AN
INBOS 20D
INEOS210
ITNROG 220
InpOS23C

. INBO5240

INEQS 250
INEOSH 20
INBORR2TC
M os20C
INENS 250
[NEOS 30D
IHBEOSAL T
1hpea5320
TaEDNS32C
IMBECS5 340
TNROS350
THRCS 360
1He0837C
IMe053¢Q0
1HE0s3G0
INEOS4GN
ILEQS410
TRE0S40C
INR(S47C
INL OIS ARA0
1MENSESC
1LP0OS 460



Para a montagem da matriz da estrutura da forma

mostrada na Fig. 4.7, item 4.7, e utilizada a

" MONGE que e dada por:

SUGHLUTINT A VIS hP e $1e 1)
FTAPLICTT BEALRS (A=H, G0}
DIMENS LR LT (300, PYeSEELD, 12)4MP(5042)

C MACREC LINHA L
c MACRE COLUNA
c foL NUMEEG DA PoISELRA LINHA EM CADA MACRPCUL INHA
c LG buMERG DA P AETEA ChLulA B4 CABA MACROCCLUNA
Cc MUNMEL  SHMERO DA L TEHA DA ATETZ S
[ NUMCE  WUMERD DA COLUNA DA MATKIZ SM

MH(S=2

MVAFN=6

D) 820 I=1,M108
L=he (N L)
NLG= Y AR * L= (VAR N=1)
DU 810 J=1,850S
K=NP (Fy J)
NCG=hV A - (NVARN=1)
D 626 Ll=1, A
NUNLL=IVACE (L =1+ T
BUMLG= INLG=L) F 1T

61 DU 740 JI=1, & aAd
MUMCLEMNY AR LI -1+ JJ
HUMGL=INCG-1) #4)

36 JTF (AU CG-M Lo ) 849,50, 50

50  KI=NUVCG=NIMLG +1
ST NLNL G KT =S TINUMLG KTV +SMINUMLL, NUNCL )

840 CONT INUE

830 CONTINJE

B10 CUNTHivIE

8§20 CINT IHUE

KETURN -
"END :

onde:
N e

-

subrotina

[ HARCIR
1vMR0200
AR S N AN
1reornen
| SN A M MEE
INBEODINA
AU B AL
LN R PR
INFOPL0
N2 tat
INEG 2T
TR O
| S NARE Wi
1O Lr0
T RS K8
INPO 2200
TR GREIN
* 222 cC
N (2220
T 22400
[Leo2s0
RN 2200
INR0227C
INEQ22Y D
T TORFEIS
IHAN235)
ARE02ID
| XY AT Tl
INEO 2330
- IMBO 27340
tneg235%n
INENZ 360

o numero do elemento que esta sendo montado;

NP @ a matriz que apresenta, na linha n, o numero do

nd inicial (coluna 1) e o numero do no final (co-

‘luna 2) do elemento nj

SM € a matriz do elemento finito;

ST @ a matriz da estrutura.

De acordo com o problema a ser resolvido, a ma-

triz dos coeficientes do sistema de equagoes & formada com

as duas matrizes de cada elemento ou com apenasiuma,qu seja:

a) Problemas de auto-valor tem a matriz dos coeficientes

montada apenas com a matriz (MC).
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b) Calculo de deslocamentos nos problemas de segunda es
pécie tem a matriz da estrutura formada com as duas
matrizes de cada elemento (MC e MV) e o vetor inde-

‘pendente formado a partir do carregamento transversal.

Apds a montagem da matriz dos coeficientes do sis
tema de equagoes e do vetor independente (quando do calculo
de deslocamentos), sao impostas as condigoes de vinculagao

e a matriz dos coeficientes @& decomposta pelo método de

Cholesky.
DO 52C L=l ) . B R ALY AN
Fti)=u. . - . : . ) TR S480
DG 5z0 J=1,12 S o : INROS 450
RlLsd)=0. e e pNeeLsee
520 CONT 1Hmie ) o . : 1RSS50
DO 529 =L LEIEL : s Hp0Es20
PEAD(E N EC=TIRE , v : . 1HFOSS530
CALL HUHGT(T HPyRIR) : ) . S { X J LT NY
525  CGNi INUF B I | XA A2
IF (M IPK.FGL0) GG 10 526G . : _ IHEOSS¢0
DO 527 I=1,IJMEL T ) o - INEQSS5T0
NO2=1+1 . - ) ' IRE0S550
READ(9,REC=1)RT . . ‘ [Mahnese0
CALL MOWNGLAUT 4P yn 1) ) Privna o
FLEAI-5)= FLoOxi=-5) + ETSY(I)*HLTI)/2, o R INFORELD
CF{6*I-4)=s HlenI-a) + EINYCLIXH(D)®A(TI/ 12, ) I [Rense 0
FLOTI-3)= Flo®[=-2) + FTQZ(I}iH(T1Y /2. e S INpOSee
FlosT-2)= F(o=1=2) + E1QZLiI3A(II=n(T1)/12, . . INCOS G40
FL6%1-11= Flesi-1) = TS¥(II2H(LII/2, o : [P CRast
Floxll=  floxI) - TSMUIIYHOI)I PRIV /1 2., - 1HEROS6EC
FLenhC2-5)= F(5302-5) + ETOY(LI*FE(1}/2. ) I.eesere
FLerMC2-a)= FLerN02-4) - ETOQYLI)SHOT)®HLT)/ L2, . INENSBEC
FlOLNC2-2) = F(6 NN2-2) + ETQZI1)I*HIT) /2. B . IrROS6°C
FEnNG2-2) = FLE™U2-2) ~ ETGICIYFH{TI*HITY /2. ’ . INsOs7GC
X FIE*NA2-1)= F{&NN2-1) = TSM(DI*HLIN/2, - . INpOs71IC
Floxnu2)= Fle®inz) + TSH{TIPH(UIZH(T/ 1z, ' = : INROS 20
§27  CONTINUE . - : N - : INRNS T30
DO 52° 1=1,MNOS » : . ITNBRNG 740
FLex[-5)= #o*xI-5) + ETY(1,2) - . b SEMROR TS C
FlEexI-4)= Flarl=4) + ETYUI,1) ' . : ) INGENSTAG
F(oI-3)= FLet1=-3) + ET7(1,2) ' S o INGOSTTC
Flox1-2)= Fle:1-2) + E17(1,41) v IREONB TR0
Flerl-1)= florl-1) - TS(1) . : ' INROST75C
. OE{6t )= KF(nxl) + pSEnD) _ R INE0S5RC0
528 (OMTINUE ' ) ' : . _ 1NBOS3LN
c IMPUSICAD DAS CONDICCES DE CCMTORNO : . INp0s920
529 .G 0O 1=1,NV _ . Lo INeOSA2C
DO 590 3=2,7 . . S . INEQSB4C
K= 6*ICVLI 1) ¢ 0 - 7 AR TINEOSA50
TFCICVIT, JheEL o0 GO TC 590 _ o . o . INBOSRE0
DO 580 XA=2,12 ) . ‘ : : T . INEOSATC
LA= K = KA + L , , - © L INBOSAARC
R(K, KA} =0, T o : o INBOS8SC
IF(LA)YS W, 580,578 - . INBOSOOO
570  R(LA,XAI=0, _ - : : INBO5910
$80  CONTINUF : L s : INEOS5920
R{Kyl)=1a , ' o ' : ' 1NROS9C
F(K)=0. L ' o . e T INBOSGAC
§90  COANT INUFR . .- S S : ) INEOSASO
600  CONTINUE ' ' . . K , INROSQL O

CALL CECIHTINED 9124R4ND) . INPOSGTC
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8.4 ~ RESOLUQKO DOS5 PROBLEMAS DE AUTO-VALOR

Para a resolugao do problema de auto-valor foi u
tilizada a iteracao vetorial classica como foi explicado
no Capitulo 5. |

Inicialmente sao impostas as condigoes de vincu-
lagao nas matrizes do carregamento variavel. Neste proces-
so, anulam-se as linhas e colunas que countribuem ao no que
foi vinculado.

Em seguida, o vetor independente, que sera utili
zado na primeira iteragao, tem suas componentes iguais a
um, exceto para as que sao vinculadas, que sao nulas.

A sequéncia de passos e mostrada a seguir:

[FIKIPRLNEDY GO TR S00 - o ) ] : Thnsaan

DO €40 1=1,MJ%EL : S : Its0534¢C

NG2= | ¢ 1 . : INGOLOOO

READIG L EC=T1)R | , INEOLOLO

D0 GG =1V : : . C o IMpreen?e

R LLenE ICVES 1)) GG TG 5e0 : INECEO2C

DO 550G K=2,7 o . _ INEOE DAL

IF{ICV{J,K).EQ.0) GO TG 550 Lo S INBOGLNSD

© 00 540 L=1,12 : INBOERHC

RI(K-1,L)=9. ) : : INPOENTC

RI{L.k-11=0, v : . . v . INETEP 8D

540 CONTImULED ) 1INt L9

$50  CONT MUY . ' . - 15FOe1n0

560 TFANEZ2.H0TCVT,1)) GO TC 630 . . Ieoarie

DO 620 £=2,17 : . ’ . Lo INCLGELD2C

IF LICV Id4K ). 23.0) GL TC 620 - o INROELD2D

00 610 L=1,12 : e . ) ILBO6 1T

RI(i‘\"blL)=\’). . ’ . . InEDELSN

RI{L,K45)=0, . : . - INEN6G L0

610  CONVIMUE S , ) _' inFeoeL7e

620 CONT ThuUs : . ) o JNOOLLF O

630  CONTINUF L . N : IKEOEL 90

WRITE{9REC=[IR] ' : - - - ITNENE 200

640  CUNTIMNUE : ) T : Irnne2tic

’ DO 890 L=],Nave . ' ' 1MeQe 220

WRITE (1M, 88000 S INEOR 220

880 FOEMAT(/710X,"' CALCULC DU AUTC-VALOR £ AUTO-VETOR DE NRO. *,15/7) I1Li0&24C

ITE=1TCY o A INBOGERSO

VA=0, : . , . . ‘ . . INECE2( C

VAR=(, . : CIKRO& 270
LVA=n, : . L : : CINEQE 28O

D0 74U I=1,MNE0 o o 1hE0424GC

FA(I,1)= 0, . v L o TREGAICD

FAlTI.2)= 0, _ S : : - INEGE3LC

Ftiy=1. : - : ' - IREDC320

740 CONY JLiuE . R ) INEDE 320
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Antes de iniciar o processo iterativo, © vetor

iterado & ortogonalizado em relagao aos auto-vetores conhe

cidos.

IF(L.T0.1) G T 530 v ) INEOERE0

PO L1790 I=1, [AVC 7 : INEDF2E0

DO 1520 J=1,MEQ - - . 1IN OO C
AVCMR{J) = 0. : : : : INECERTD

1520 COKRYIRUE . : . ) INEOE 220
DG 1535 TJa=1,MNUMEL T . o . INPQ63O0

READ (Y ,PTC=1JIRI ) INRCE 400

00 1525 J=1,12 ) . : INCOEGLC

D0 1525 K=1,12 < S : INBOGARO
AVCMBLGE [ TJ-114J)= AVCHBLO*( LU-1)+)) P TUJ KIFAVIMEE® (T J=-1) 4K, 1) THLOCAR0

1525 CONRTINUE - . . : - INRDL 4D
1535 CGNTINUE . v . ’ ’ : TABNG4S D
AUX%= 0. . ’ . . 18084 C
PINV= 0, ' o . - IMC0e4a7 0

DC 1770 J=1,HEQ : : . INRCE 4

PINVE PTHYV ¢ FLIIPAVOHRLD) : INANLAS 0

o AUXA= ALY ¢ AVCALdy TIFAVCARIIY : : : THANGS0C0
1770 .CONTINUE T INGOSEC
. PINhY= PINV/AUXG . : [N 520
DU L7800 J=lyiEC . [pUCLs 20

F{J)= F(J} - PINV*A\CN(J.X) L : : JrEneses

1780 CONTINYE . _ . . RIS
1790 COHTINUE : . THEDLSLC

Inicia-se o processo iterativo com os seguintes

aspectos:

do,

a) Sao acumulados, em memoria central ou auxiliar, os

quatro ultimos vetores iterados.

b) Calculam-se os auto-valores pelas equagoes (5.13) e
- (5.18). '

¢) A cada iteragao, o auto-vetor iterado & ortogonali-

zado em relagao aos auto-vetores conhecidos.

d) Compara-se o numero de iteragoes ja feito com um va-
lor ‘limite para que o programa termine o processo i-

terativo ao ser atingido esse valor.
e) Calcula-se o erro relativo a cada iteragao.
Quando este erro relativo for menor que o deseja

o programa para.

A sequéncia de operagoes & mostrada a seguir.,



20

650

653
655

660

1500

1510
1515

170

780
7490
705

670
‘680

700
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CAUXTE O

U 5231 1=1,%409
FAGL s Eally 2)
Fallerd= FALESIY
FAtEyL)= 1 (1)

AUY 1= AUKY ¢ FLLMAFLD)
CUNT ITUT

D0 645 1=142

AVXL D)= O

COMY IMGE

DG %Y I=1,NuviL
READ(O,REC=T 12T

Do o6SG J=1,12

DO 650 K=1,12

AVX(Jl= avxld) - Ri{SeskIAFLER{E-1) oK)
CONTINGE

DO 653 J=1,6 . .
FLO*(]=1e 0= AVX (LD
AVX(J1= AValJI+Cd
AVX{Jd+6)= D,

CONTIN UL

CONT Thut

DN AE0 J=1,5
FLESUMEL+JY= AVX L)
CONTINUE

TCALL SGLVE (NFN,12 . F 4 IND)

IF(LLEQL Y)Y o Tt 105
00 770 1='I'I'\‘/('.

DO 1500 J=1l.0E0
AVCMP(JY= D

COnT iUt .

0O 1515 T3=1,NUAFL
READIG i tC=1JKI

DO 1510 J=1,12

DO 1510 r=i,12

AVCHMELATLTIA-1)4d) = AVC*RI& (1J-114J) =RTI (I »KIHAVCMLOG

CCANT 1hWE
COMTINUE
AUXa= 0,

CPINV= L.

D0 770 J=1,NEQ
PINVE PINV ¢ F {J)2AVCHE()
AUXG= AUXG + AVEM (s 1)¥AVENE(J)

‘CONTINUE

PINV= PLNV/AUX.
00 780 J=1,400
Flil= r(4) - P LW EAVCM(J o )
CONT Iliut

GaLT UL

AUX?2= 0.

AUX3= 0,

AUXa= 0,

DO &80 J=1.F)

AUX2= AIX? + FLJIEFIN
AUXG= AJKG ¢ FALS,LIRF(Y)

CTE CAMZ 3=DASIE L) ) ) 67T, £8C,680

AUCI= DABSIF L)
COMEINUE

DO TCO J=1,NZQ

FLd)= €C1IZAIRY .
TFUDAIS(E(J)I.GT.1.C0=15) GO T3 700
FtJd)= .

CONT IMUF

ATVR= AUXG/ZAYIX2

AUX3= NSRT{AUXIZAUX2)
ATV2= DSORT(AJXISVAR) .
IFOLTE.CO.ITNG) GO 16 720
1YEY= 170 - 115 + 1

VR ITELIM, OV JATVR, ATV, L TEN

*{1d- 1)+K 1)

IreCe uin
hioe e
jhonsC
INEN6ET D
ITMpnul 0
INenensC
INUOLET
INeGE Aa0
INEDNGHAC
IRRQLHAT
IO TN
1 YRR A
[Hr e s
preceree
| E RSV R RS
1tEQeI7C
nene 120
R AR
[tene740n0
Jreai e C
Ipena77C
INEQETR O
Ir'i’ﬁ{, %0
INEGCAT 0
[apaagt e
IN2O&G?C
ENES 1D
INICER4AQ
INFOERSC
Ite0enec
INRDENTC

CINEOGARD

HA AR Y
IrLecesno
TrECssI 0
INGOES52C
INRNAT30
INBQEAND
IKROETSAN
N9 C
1re0EGT

INEOEOPO

B E AR

1eE0700C
15 07CIC
Q7020

[Fra7a0
INtOTNA0
180705
ILEQOTOEC
| XU ANAN
[MEOTON 0
[aenTANe
1(Hro710¢

ANEOTLLIC

[en7ien
(nrn7ise
[NEQT7LAO
I EHNIE A I
INROT 16O
INROTLTO
INRoOTLRE
IRBOTLCEC

S InBOT200

IRBOT2LC
INEOT220
IrNpGI27C
INBOT24C
1pQ7 250
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690 FORMAT (/75 "AUTH VALCR MCOM L =9 ,515.9, %y MUDO 2 =8 4515.947y TTTRIMBCT 200

*,=0,15) INEOT 200
LRRO=(1=0AES (VAZATVE D)/ (L#DARSIVALZATVR)) ' INEOT2uC
ERRCE=(1-0A3S{ SYAZATVZ2 I/ (L+DASS(TVAZATV2) ) . . ; 1LB0 7290
IF(DALSTERRN) = JOGCCL)I T, 720,715 INEO T 300

715 1F (DAL STEREOR) = L0C00L) T30, 730,720 (rpo7T3Ie
720  VA=ATVR . IKBOT3PC
VAR=2UX) . . ) INROT 32C
RVA=ATV? : ' TINB 0T 34C
ITE=1TE-1 ' ’ : o INRO 7350
IFLIIL.H0. 1) G0 TN 530 ' - ) INBOTAAD
WE ITE (T2, 725) LTES ‘ INROTITR

725 FOAMAT(/Z/10X, AJTU-VALCR NAC ATINGIDO EM v, 15,7 ITERACCESY///710Xy L0 T730C
- [HUO T30

FAUTC-VETNP DV ULTINA ITERACAC//)

) GO TC £l - INRTAN0
730 CO 820 [=1&N00 ’ : o :

IF(DALSIR(I) ) auTa1.0D-10) GU TU 83% L o TN 420

F{I)=0, . IHB0747C

835 . AVC (L, 0AvC+el) = FLIT) - : _ o 1Hen7aean

830 CONY JNUET - INBOT7 450

TAVC= fave + L _ - o INANT4LC

WRITO([4,870) . - IMROT 47N

870 FGLaMalt/z/7toy,tauTn VETCR OESTE AUTC VALCR *//) . ' Iha0748C

871 WATTE L, 710 {J)yd=1NEQ) ITNROT 40

DL R77 (=1,3 ' : Heo7ene

. WRITE(L A, 07501 . . INEOTSED

815 FORRAT(//L1O%,0a)T0 VETCGR DA [TERACAD M=%, 1177) ItRO7S20

l\'i-:lH'(H.'H'.H(F'\(Jvl).J=l'NE-L;’) .. INBOT53C

710 FoRasT (6 (54,51546)) . ) TREOTHAD

877  CUNT LML ’ : _ INBOT550

FTFRLETE o .0) 5C TN $¢6C . ) fMBOT7500

890 CUMNT UL ) . : . COINBOTSTO

GO T Y60 ) ' . : o ' l?;BOT}S?‘C

8.5 - CALCULOC DE DESLOCAMENTOS

Para o calculo de deslocamentos, resolve-se a ma
triz da estrutura para o vetor independente montado com O
carregamento transversal.

Com os deslocamentos determinados, procede-se ©
calculo dos esforgos como explicado no Capitulo 6.

A subrotina que decompoe a matriz segundo Choles
ky @ chamada DECOM e a que resolve o sistema de equagoes
assim decomposto e chamada de SOLVE.

As codificagoes destas trotinas em linguagem FOR

TRAN sao dadas a seguir.

SUSRCUTINE JECUMIN,L 1y AyKS) _ ' . o ‘ lano}nig
IMPLICTE POAL~E (A-H,0-2) L Fheods
DIMFESINT &0 6412) oo - R U
¥5=0 : [ R I AR ]
DO 2 1=1,4 ' o , PARO1TLE
NP=N-1¢1 o ‘ LT
TE(LB-NPY Loy 3 : , o _ S AL
1 v HP =t : ) o ll‘;f-i'l_?f(‘.
3 B0 2 J=LaNP . . . 1LROL740
AUX="-H.JI . X ’ ) . | B3R 4R ’~“'-
Na=Lv=J : _ _ [nen1?rn

trnazal €
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15
2

17
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TFANG=T4115 502
NY=1-1

TF{NC) 9,74 1L

DO o4 raleNy

Ih=1-K

JK= ) +K

Kl=K+}

AUX /\’ \( k\(“’(y \lHAHK.JK)
TF(J-1)13,13,15
TFLAUX LT b T ol
TEPP= LO/D5IRT (AGY)
ALY, J)=TEYD

GG 100 2

ACT, J) =AUXeTERP
CONT INUE

GO 1C 6

KS=1

WEITO(S 900V AIXGA TN JK1D) ALK, JK)-IK.JKoKl

GO1 FOFRMATI3ILOXE14470,30104,110))

18
10

6

N S Vi W) e

WRITVE(5,1D)1

[ESTR A
THen1 760
LR L9920
1o OLRlIc

NEOYA 2D
IN~0 (RN
JHEOY 240
) TR R AT
RSO RLTS
Inpp a7
HAXIEHERY
[NEQY PG
[T A R

B LA e e
INROLO 20
Thee1a3n

el can
I\HC'QGP
[NUGLGEC
INGe157N

fURan(//'l)X.‘A M4ATRIZ NAD E OEFINIDA POSITIVQ.VER INTROOUCAD DE INEOI2RD

£DACOS! )

RETUKN
END

SUBRCUTINE SALVEIHs LBsUs39KS)
IMPOICIT REAL™S (A-HeL-7)
CI¥ENSTUN UU3H6,L2).8(30a)0
DG 2 1=LlK

AuXx=gll}

Ne=[-13+l

NQ=1-1

1FINP=111+33

Np=1

IF(!\P—.‘,) 5'512

DR 4 J=NP, M3

K=l-d+1

AU = AUX~ULL, K1 *A0J)

Bt L)=aus=tlitl b

DO 6 L=1.N

I=N~-L+ LD

AuX=rt1)

NP=1+4L3-1

NQ=1+1

IF“\IP‘N) ’1 ,p 9

NP2 =M

IF(NO=NP )L 1140

DO 8 J=NTeR

K=y-1+1
AUXTAUX="1{ 1,1 ¥8(0J)
SUL)=AUKEJ(l 1)

- RETURN

END

Para a apresentagao de resultados,

1RGO194Q
THB02000
IMEOZO10

tMang 2n0
TNENLTTO
1301200
[HR0 260
THEO L4590
AR T ALl
[NgQla20
IN3GLARD
T80 440
INGO L1450
THEGT A0
INFEDLATO
INGOLA4YD
188014 4C
[ty L 500
[MH0LSLo
[HE01L520
| A IR
1MRO1540
INFI L 5490
INRGEHAOD
JaA0LSID
1H30L59 )
| § T 6R B
1HEOLAND
INCOLAHLO
[NEnLa2n
BETHIANER

o.elemento fi

- - 3 . . I3
nito e individualizado com os valores dos deslocamentos e

esforgos do no apresentado.

a leitura de resultados,

Apesar desta forma de apresentagao tornar lenta

por outro lado evita que o wusua-
rio inexperiente cometa erros.

A listagem deste procedimento & dada a seguir.



200

905

906
910

915

925

950
960
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Call SOLVEIC) g 124Ky Fy IND) INB07590
00 940 1=1,0HEL ) INEDOT 600
RLADLE P EC=T I : Co CINBOTSAIC
KA=03 (1-1) . : ' . TRBOT62D
DO 9C% J=1,12 . ' INGOT763C
RESP{J) =0, : . ) INPO T BN
DG 0% K=ty12 : L . INEOT 450
RESP(JY= BFS2{J) + RI(JeHI%RFIKA+K) INBOT66C
CONT INUE ) ) INBOTH IO
READ(S,KEC=TIR [ . i ' INBQ760C
DO apn d=1,12 : L o INEOTRON
00 906 X=1,12 . o . INEOT 700
RESP ()= RISPUIN + RT{JoKI¥F(KA+K) . INBOT71C
COUNTINGE . O INROTIRO
WRITE(TIM, 21001 ) . . . INROTT 30
FORAAT (/7710 *ELENENTE 4,157/} : : . ' ILe0774C
WRITFLI14715 ) (FIKA+IY,J=1,12) : 1HBA7750

FORAATEY VI =1 4518 ,9," CVI=¢,515.6,* Wl =1,G61%5.9, ¢ DWI=t,G15.9/% GI1Me0776¢C
L =04015.9," DGI=4,G15.97/7% V4 =%,515.9," DVJ=*,G15.9+" WJ =',015. (AiQT7770
¥4 =, G100/ G =1,015.G, " DGI=Y,G15,4/) 1eor7ao

WRITELLiIL, 925 IRESP C INEDTTIC

FORMAT(Y BYI=! 51547, MI1=%,515.6, ' PZI=4,G15.9¢ " MYI=',G15,9/¢ MINROTSOC
XT1=0,015.9, 0 n[=0,015.5//% PYJ=1,315.G, 1 MZU=%,G15.9," PZJI=*,G15.1M 07010

Qv ¥YU=' 5155/ MTJ='015.6, DMI=,515.97) en7isn
CONT IMUF ) INECT7R2O
CALY EXIT . : : " [NEOTA40
£END _ o N , TMS0785C

8,6 -~ CONCLUSOES

Como se pode notar pelos resultados mostrados mno

Capitulo 7, o programa apresenta boa precisao e boa confia
bilidade.

Pelas consideragoes sobre o programa computacio

- nal pode-se notar que ele exige muito pouca memoria cen-

tral.para variaveis e possibilita a execugao atraves de

segmentagao.

Para o calculo dos auto-valores, ele nao exige

nenhum conhecimento do usuario para fornecer um valor uni-

tario do carregamento variavel menor que o critico, como

mostrado no Capitulo 5.

"Por estas razoes e a boa taxa de convergéncia e

que este programa torna-se indicado para a resolucao deste

tipo de problema.

Finalmente, o calculo de deslocamentos  sd exige

que antes seja calculado o menor auto-valor para que um

carregamento transversal proximo deste nimero nao produza

deslocamentos grandes e incompativeis na estrutura.
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O0s exemplos mostrados no Capitulo 7 trazem, indi
vidualmente, as conclusoes parciais sobre a precisao dos
resultados e as observacoes necessarias sobre a convergen-
cia do método numerico envolvido.

Assim, a precisao obtida foi boa, mesmo no exem-
?10 um que & um caso tipico de problema de auto-valor mal-
-condicionado pois, a relacao entre eles, em alguns casos,
era muito proxima de um. o

' Foram também mostrados as particularidades do
calculo dos auto-valores seguintes ao primeiro.

Pode-se concluir dos exemplos, que o calculo do
modo de flambagem, no caso geral de instabilidade, e impor
tante em processo computacional pois pode auxiliar na de-
terminagao do tipo de problema envolvido (como no segundo
e décimo exemplos), na dependéncia ou independéncia das e-
quagoes envolvidas no problema (exemplos um, dois e quatro)
e na determinagao da ordem da carga critica, no calculo dos
auto-valores seguintes ao primeiro. ‘

Em problemas de segunda espécie, o trabalho de-
senvolvido permite o calculo de deslocamentos e esforgos de
segunda ordem com boa precisao.

O0s objetivos fixados para este trabalho foram
plenamente alcangados. Podem ser tratados problemas de ins
tabilidade no caso geral de vinculagdao, carregamento e geo

metria da segao. O programa desenvolvido, cujas caracteris
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ticas permitem a sua utilizacao mesmo em computadores de
pequeno porte, constitui um instrumento rapido e eficiente
para o calculo da carga critica e modo de flambagem em pro
blemas de primeira especie, como o dos esforgos e desloca-

mentos de segunda ordem em problemas de segunda espécie,
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