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RESUMO

Estuda-se neste trabalho, o comportamento elasto-
plastico de estruturas estaticamente indeterminadas, compos
tas por elementos lineares.

Apresenta-se o metodo das rotulas plasticas, que
se aplica com bons resultados as estruturas de materiais
ducteis, Para elas a capacidade de rotagao das rotulas plas
ticas e suficientemente grande para permitir a formagao de
mecanismos de colapso.

No caso de estruturas de concreto armado, a capa-
cidade de rotagzo € normalmente pequena, e existe portanto,
a possibilidade de um colapso prematuro da estrutura. Por
esta razao, estuda-se o metodo das rotagges impostas,o qual
procura garantir a seguranga em relacao a ruptura fragil.

A presente dissertacao procura esclarecer os con=-
ceitos basicos do método das rotagoes impostas, sendo uma
tentativa de sistematizacao de sua aplicagao no meio técni-

co nacional.
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The present work is concerned with the elastoplas
tic behaviour of statically indetermined structures COmpo-~
sed by linear members.

1t is presented the Plastic Hinge Method which
can be applied with good results in the structures of due-=
tiles materials. In this case, the rotation capacity of
plastic hinges is sufficiently large to allow the formation
of collapse's mechanisms.

In the case of reinforced concrete structures,
the rotation capacity is usually small and must be taken in
to account, therefore, there is the possibility of a prema
ture collapse of the structure. Thus, the Imposed Rotation
Method is introduced, in order to guarantee the safety re-=
gatding the brittle rupture. |

In this work, the basic concepts of the Imposed
Rotation Method are presented; it can also be seen as an at
tempt to achieve the systematization of the method for the

application in the brazilian current engineering practices.
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NOTACGES

fletor

resistente ultimo (maximoc momento fletor que

pode resistir),
de plastificacao total
de inicio de plastificacao
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forca, acao

carga de inicio de plastificacao

carga ultima (de colapso)

resultante das tensoes de compressao na secao trans=—
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resultante das tensoes de tragao na secao transver=

sal

forga normal

forga cortante

tensao normal

tensao normal de inYcio de plastificacao

resisténcia caracteristica do concreto 3 tragao

resisténcia caracteristica do concreto 3a compressao
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resistencia caracteristica do ago a tragao
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resistencia de calculo do ago a tragao
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area da secao transversal

momento de inercia

‘modulo de resisténcia 3 flexao (em regime elastico)

modulo de resisténcia & plastificagao (na flexao)

- '3 = o ° o o
modulo de resisteéncia da parte interna em regime elas
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te elastica
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momento estatico de area.

area da secao transversal da armadura longitudinal tra

cionada

modulo de deformacao longitudinal

modulo de deformagao longitudinal do comcreto
modulo de deformacao longitudinal do ago
coeficiente de seguranga

coeficiente de minoragao da resistencia do aco
coeficiente de minoragao da resisténcia do concreto
raio de curvatura

curvatura do eixo da pecga

(1/r)e = curvatura do eixo da peca em regime elastico
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deformagdo especifica normal

deformagao especifica @ltima do concreto i compressao
fator de forma da segao transversal
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coordenada; profundidade da linha neutra; distancia
da linha neutra ac ponto de maior encurtamento na

secao transversal de uma peca fletida

distancia da extremidade tracionada ao centro de
gravidade da secao transversalj altura do diagrama
retangular de tensoces de compressao do concreto na
secao transversal de uma peca fletidag distancia de

yma fibra 3 linha neutra

distancia entre Re e R
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dist3ncia do ponto de aplicacao da resultante  das
tensoes de compressao na armadura longitudinal ao

ponto de maior encurtamento de uma segao transver-
sal de peca fletida, medida normalmente a linha neu

tra (altura util).
altura da secao transversal
vao; comprimento

comprimento entre os pontos onde o momento de fissu
ragao corta o diagrama de momentos resistentes ulei

mos, conforme a secao critica analisada
deslocamento, flecha

grau de hiperestaticidade

deslocamento horizontal
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1. INTRODUCAO

Quando se projeta uma estrutura, e necessario ga-
rantir uma certa margem de seguranga contra & ruinag pois
em sua utilizacao, ela deve resistir a todas as solicita~-
¢oes previstas, sem ocorrencia dos estados limites. A segu=
ranca das estruturas e um problema que sempre existiu para
os engenheiros,

Em se tratando de seguranca estrutural, a ruptu-
ra dos materiais e o colapso das estruturas, sao dois fenOme=-
nos muito importantes. Para se caracterizar a capacidade re-
sistente das estruturas, estabelece-se de forma convencio-
nal o esgotamento da resistencia dos materiais, baseando=-se
em varios fenomenos, alem da simples ruptura dos mesmos.

Pode-se dividir a ruptura dos materiais em dois
tipos, fragil e ductil. Considera-se ruptura fragil gquando
os materiais se rompem com deformacoes especificas relativa
mente pequenas. Caso contrario, tem=-se a ruptura ductil,

Em termos de resistencia estrutural, o material &
ductil se permite a acomodagao plastica, com deformacoes de
ruina suficientemente grandes, de tal modo que ocorra uma
redistribuigao completa dos esforgos na estrutura.

0 concreto estrutural apresenta os dois tipos de
ruina, pois e formado pela armadura, que & um material dic~
til, e pelo concreto, que e um material fragil.

Em uma estrutura de concreto, ocorre a ruina duc-
til quando e o escoamento das armaduras que condiciona o
seu aparecimento, sendo visiveis os sinais de advertencia.
Quando o escoamento das armaduras nao influi no aparecimen-
to da ruina, nao existem sinais de adverténcia e fica carac

terizado a ruina fragil.



Portanto, para cada tipo de estrutura e necessa-
rio uma certa ponderacao na escolha dos metodos de calculo,

Para uma estrutura estaticamente indeterminada,
de material dictil, em regime elastoplastico, aumentando-
-se as cargas de forma progressiva e proporcional, surgem
regioes plastificadas, onde os momentos fletores atingem o
momento de plastificacao total. Admite-se, nestas regioes
plastificadas, a formagao de rotulas plasticas onde se con
centram as deformagoes plasticas. Para acrescimos posterio
res de carga, estas rotulas plasticas podem sofrer rota-
¢oes, permanecendo com momentos fletores constantes e de
valor igual ao momento de plastificacao total, Entende-se
por regime elastoplastico, o estado de solicitacao no qual
parte da estrutura se comporta elasticamente, existindo no
entanto,regioces ja plastificadas.

Em uma estrutura n vezes estaticamente indetermi
nada de material ductil, geralmente, chega=se a um mecanis
mo de colapso, pois nao se esgota a capacidade de rotacgao
das rotulas plasticas, permitindo assim a formagao das
(n+1) rotulas plasticas sem que ocorra uma ruptura prematu-=
ra.

Nas estruturas estaticamente indeterminadas de
concreto estrutural, os metodos de calculo devem prever as
verificagoes do estado limite Ultimo, abertura das fissu=
ras e deformagoes. Deve-se observar tambem a capacidade de
rotagao das rotulas plasticas, que ¢ normalmente pequena,
e pode impedir uma adaptagao completa da estrutura,

Neste trabalho existe a preocupagao em verificar
apenas o estado limite ultimo. Quando se fizer necessario,
as verificacoes da fissuracao e deformagao devem estar de

acordo com as normas existentes.



2, METODO DAS ROTULAS PLASTICAS

2.1 = Generalidades

Aumentando-se gradativamente o carregamento de u-
ma estrutura, ela permanece em regime totalmente elastico a
té que, em um ou mais pontos da estrutura, ocorra a plasti-
ficacao do material., A partir desse ponto ainda & possivel
aumentar o carregamento, passando a estrutura a ter um com=
portamento elastoplastico ate que, em uma situagao limite
seja atingido o colapso.

Pela teoria plastica quando uma segao transversal
se plastifica totalmente, forma-se uma rotula plastica e o
momento fletor transmitido permanece constante. Admite-se
que o momento fletor atuante na rotula plastica seja o mo-
mento de plastificagao total Mpe

0 metodo das rotulas plasticas estuda o comporta=-
mento da estrutura na iminencia do colapso plastico,isto &,
na imin®ncia da situacao em que a estrutura nao reage a a-
crescimos de carga ou em que as deformacoes sao crescentes
para uma carga constante. Aplica-se principalmente no cElcE
lo de estruturas estaticamente indeterminadas de materiais

dicteis, submetidas 2a flexao.

2.2 - Hipoteses basicas

Sao estabelecidas em fungao do diagrama momento
fletor - curvatura das barras da estrutura, conforme Fig.
2.2.10
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Fig., 2.2,1 - Diagrama momento fletor - curvatura

Convencao de sinais

Definindo~se o momento fletor como positivo, quando
traciona as fibras inferiores ou as fibras do lado tracejado
da estrutura, tem=-se que a curvatura E’positiva quando causa
alongamento nas mesmas fibras.

Conforme a Fig., 2,2.1, quando se aplica um momento
fletor em uma viga indeformada e sem cargas, a curvatura cres
ce linearmente com o momento fletor no trecho OA. Esta re=
giao @ elastica e termina quando se atinge o momento de ini-
cio de plastificacao M, no ponto A.

Aumentando-se o momento fletor, a curvatura comecga
a8 crescer mais rapidamente por unidade de acrescimo do momen
to fletor no trecho AB e tende finalmente ao infinito com um
valor limite do momento de plastificagao total Mp' Basicamen
te, isto corresponde a propagar a plastificacao das fibras
extremas para as internas.

Quando se aplica um momento fletor negativo,obtem-
-se para o trecho OCD um comportamento identico ao do trecho
OAB, notando-se que acreéscimos negativos de momento fletor

acarretam acrescimos negativos de curvatura.
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0 trecho EFG resulta da aplicagao de um mowmento
fletor negativo ao longo de OCE e em seguida um momento fle
tor positivo., 0 diagrama momento fletor=-curvatura e linear
no trecho EF, com inclinacao ipgual 3 da reta OA, Para mo-
mentos fletores acima do valor correspondente ao do ponto
F, a curvatura cresce mais rapidamente e o momento fletor

tende ac valor limite M ,

p
-~ = @ . = hd [ o °
Naec e possivel ocorrer a trajetdria AHI, pois a
relagcao entre momento fletor e curvatura & monotonica.

Estas hipoteses se resumem a:
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Fig. 2.3.1 - Diagrama tensao-deformagao (aco com baixo teor

de carbono).

Oug = Tensao normal superior de inicio de plastificacao.

Og; Tensao normal inferior de infcio de plastificacgao.



Admite-se um comportamento elastoplastico ideal,

onde se despreza o encruamento, considera-se a tensao nor-
- o < 2 L& > b 3 s b o

mal superior de inicio de plastificagao igual a inferior e

Ll * ki - & I & &

tambem que exista uma reserva de deformagao plastica infini

ta sem que haja ruptura, sendo o comportamento a tragao i~

dentico 3 compressao

=9

g2
£V} b e e e e =
o

o

——-0,

Fig. 2.3.2 = Diagrama tensao-deformacao ideal

9.4 - Estudo das vigas de material elastoplastico ideal

Considera-se apenas o estudo da flexao pura, des—

prezando-se os efeitos dos esforcos normal e cortante.

2.4.1 - Hipoteses

a) As secoes transversais planas permanecem pla-
o~ - - - »
nas na deformacao, tanto em regime elastico como em regime

plastico.

Adx
dx
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Fig., 2.4.1
%E = %i (semelhanca dos triangulos OEF e FHI)
dx , Adx
T y

Portanto

b) O diagrama tensao-deformacao e idealizado de mo

do a ter duas linhas retas.

-~

o

Gle b

= €

0 ge

Fig. 2.4.2 - Diagrama tensao-deformacao ideal
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c) As deformagoes sao suficientemente pequenas de

modo que:

d) As condigoes de equilibrio sao expressas por:

i

= Forg¢a normal: N o dA

A

= Momento fletor: M = [.ouyqu
QA

2,4.,2 - Flexao plastica pura de uma viga de secao transver-—

sal duplamente simetrica

Considere=-se a secao transversal da Fig. 2.4.3 com
dois eixos de simetria, sujeita a um momento fletor atuando

no plano que contém o eixo de simetria vertical,

LN
2
L
2

|

l
b4 —

l

!

|

Ib/Z ID/Z

A linha neutra passa pelo centro de gravidade si=-

Fig. 2.4.3

tuado na metade da altura como consequencia do equilibrio
das forgas axiais.
Aumentando-se o momento fletor, as tensoes nor-

mais e as deformacoes se comportam conforme a Fig. 2.4.4.
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TENSOES

Gé o'e Ge G’e
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DEFORMACOES

Ee

Ee
[
e AK:if_“,J e ]
Ee
{b) {c) {(d) (e}
Fig. 2.4.4

Quando se atinge o valor da tensao normal de ini-

cio de plastificacgao Oy

nas fibras extremas, tem—se que:

Q
=
il

(

g

)e.E;

0 .W
e
EX

Ee W
2
EI

]

=
[

L. tem-se:
. h/2 )
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Portanto,

(?)e = o (2.4.1)

Com acrescimos no momento fletor, para valores a-

£~

cima de M_, as fibras extremas se plastificam e esta plasti

ficagcao se propaga para as fibras internas ate a linha neu-

tra.

Devido a manutencao da segao plana, a curvatura
1 1 . e s P
< > (»;;)e , se relaciona com a distancia y a linha neutra.

1. %e
¥ v
Logo,
e = 1
“a 7

Portanto,

2y (l/r)e
h 0 1/t
Teoricamente, para uma curvatura infinita Ve T g,

tem-se a distribuicdo biretangular de tensoes representada

na Fig. 2.4,4(e). Como Mp e proporcional a o, pode-se escre

ver;
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2,4,3 = Lei de variacao do momento fletor com a curvatura

Oe

Fig. 2.4.5 = Secao parcialmente plastificada

Dividindo-se o diagrama trapezoidal das tensoes em

& b ° 3
tres partes, pode-se escirever a equacao de equilibrio,

M= /U.y.dA
A

da seguinte maneira:s

M =0 W, +0_ .2~ oe,ze (2.4.2)
Oe
h o A
—— el o ..
— i
h y A
= 4| ——o, A
2
b O,

Fig. 2.4.6 - Diagrama biretangular de tensoes

Na plastificagao total, para se obter o equilibrio
das forgas axiais, a linha neutra divide a segao transversal

em duas partes iguais:



onde

S
%

-15-

Oy « 2 = 0, J[ ly| da
A

Za[]yldA=zsx
A

Portanto,

Z = 28
X

e o momento estatico de area da parte da segao de

um lado do eixo x, em relacao ao eixo de simetria horizontal x.

~se:

M
Substituindo Oe = ER na expressao (2.4.2), tem-

) %p "p Nt %,
M= 7 .We + 7 .Z - 7 .Ze = M ( 7
Moo ER 1-( e_we)

M M Z

We e Ze dependem somente da altura relativa ——

(2.4.3)

2y
h

da regiao interna da segao transversal que permanece em re-~

gime elastico.
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Pode-se escrever a expressao (2.4.,3) da seguinte

formag

=
i
o™

{ (l/r)e

1”1:1(”1“7’?“’“) » (2.4.4)

=
=

onde Y e uma fungao que relaciona,

(1/1) Z, 7
—17r— con (3

)

A expressao (2.4.4) permite construir, para cada
tipo de secao transversal, um diagrama adimensional que da

a variacao do momento fletor reduzido E/Me em fungao da cur
vatura reduzida 1/r
(17r5e )

No caso da secao circular, tem-se:

Db S

2| s T
4ye

D I 1€

4

Fig. 2.4.7

. I 64 _ mD
D/2 D/2 32

v(2ye)4 3

1 64 e

W B m— = = 4
e ye ye
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(2y )2 by 4y3
7 = 27 e e _ e
e 8 * 37 3
3
_ 7D
Me Geew el Ge ° '§T
3
M = 0 az = G ° ‘“9"’“'
) e e 6
Tem=se que,
3 3
éye 'iTye 3
Z =W - y
e e _ 3 4 e
z 3 = 3,3 =3
D~ /6 D
1 E.e W € W
&y - e . e
r'e EI I
Com,
1
Ee (?) o ye
tem~se:
3 ‘
1 ™D
el J 2
(r)e Heye _ 37 Ve _ Ve
1 I “Da D
r 64

Portantoy
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1 3
‘"% 3,30 (zye\B _3,30 | e
Z 8 b g |71
T
3
y Mp‘- (1/1) e, 2 [ (1/1), 3“
o = B ey (— I = ————11-0,41 (—55—)
4 7 )
Me .xeL /T - JL ® 1/r J
o .
e 3
3
y (1/r)
W 1,70 |1-0,41 (77—
M .
.=—E. = E = a
M W
e
M = , 1/r L » - e N
A curva Me ((1/r) o) e assintotica a horizontal
M
com ordenada EL = 1,70,

Para outras secoes transversais, obtem-se curvas

identicas, conforme Fig. 2.4.8

M
M
e
Mp
2,8 Me
A 2,37
2,04 ’ 2,00
B .70
15 a 1 450
0O 1,27 -
1,0
0,8
1/r
“/l’)e

Fig. 2.4.8
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2.4.,4 -~ Secao transversal com um eixo de simetria

la} (b} (c) (a)

) Ope O¢ Oe Oe
Y, l
I S
| —— L L N
| fro e : _ Iy
o T o, T
Fig., 2.4.9

e.i.a = eixo de igual area.
Fig., 2.4.9(a) - As tensoes se encontram no regime
elastico e a linha neutra passa pelo centro de gravidade da

secao transversal. O momento fletor maximo vale:

Fig. 2.4.9(b) - A plastificacao comeca na fibra
extrema mais afastada da linha neutra, caminhando para as

fibras internas. A tensao permanece constante no valor Ue.
Fig. 2.4.9{(c) - Nas fibras extremas menos afas

tadas da linha neutra, a plastificagao comeca a caminhar
para as fibras internas, com a tensao mnormal 0, constan
te. 0 momento fletor tende assintoticamente ao seu va
lor altimo. ) '
Fig. 2.4.9(d) - Quando a segao transversal esti-
ver totalmente plastificada, a linha neutra & tal que exis-

te o equilibrio das forgas axiais.
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Isto e, que as areas de ambos o0s lados do eixo de

o Ll v ® ° I3
lgual area (e.i.a) sejam iguais,

Fig. 2.4.10

0 eixo de igual 3rea de uma secao transversal qual
quer com um eixo de simetria, & a reta normal a este eixo
que divide a segao em duas partes iguais e o modulo de re-

sistencia 3 plastificacao correspondente, vale:

Z = % (y'+y")

¥

sendo y' e y" a5 distancias dos centros de gravidade CG1

e CG2, respectivamente, ao eixo de igual area,

2,5 - Casos simples de colapso plastico

2.5,1 - Generalidadeg

Nas estruturas isostﬁticas, aumentando=-se as car-~
gas aplicadas, o colapso ocorre tao logo se forme a primei
ra rotula plastlca, quando o momento fletor maximo atinge o
valor do momento de plastificacao total Mp, e a estrutura
se transforma em um mecanismo que continua deformando sob
carga constante,

Nas estruturas hlperestatlcas, 0 colapso geral-
mente nao ocorre quando se forma a primeira rotula. Ao se

atingir o momento de plastificacao total MP em uma determi-
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nada segao transversal, forma-se uma rotula plastica. Para
se formar outras rotulas plasticas & preciso que se aumen-
tem os momentos fletores, mantendo-se constante 0 mMOmMENto

de plastificagao total na rotula plastica ja formada,

o

2.5.2 = Principio dos trabalhos virtuais

A palavra virtual significa susceptivel de se rea
lizar. Por deslocamento virtual entende~se um deslocamento
hipotético infinitesimal, de um ponto ou sistema de pontos
materiais. O deslocamento e suposto de modo a nao alterar
a configuragao estatica e geométrica do sistema e das for-
¢as que nele agem, nao violando as condicoes de equilibrio
a que tais forgas obedecem.

Utilizando o principio dos trabalhos virtuais
pode-se- expressar o equilibrio de uma estrutura e pode
ser enunciado da seguinte forma,

“"Se a uma estrutura deformavel, em equilibrio sob a acao
de um sistema de forgas externas, for imposto um desloca-

mento virtual compativel com seus vinculos, o trabalho rea

lizado pelas forgas externas durante o deslocamento @& i=

gual ao trabalho realizado pelas forgas internas, isto e;
- "

Text Tine ©

Se o sistema e indeformavel, as forcas internas
nao produzem nenhum trabalho e o principio se reduz a for-
ma bem conhecida da mecanica racional, Text. = 0,

Se o sistema € uma estrutura plana formada por
barras, carregadas em seu proprio plano, o trabalho das k

forgas externas F.» vale;

onde a, € a componente de deslocamento do ponto de apli

cagao da forga Fi' na direcao desta forga. As componentes
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da resultante dos esforgos internos em uma segao transver-
sal sao a forga normal N, o esforco cortante V € ¢ momen-
to fletor resultante destes esforgos que se reduz ao momen

to fletor M,

Um elemento de viga de comprimento dx, medido ao
longo do eixo longitudinal x, conforme Fig. 2.5.1, sofre
um deslocamento Adx ao longo do seu eixo x e dy na direcgao
perpendicular, sofrendo as secoes transversais que limitam
este elemento, uma rotacgao relativa Adf.

0 trabalho realizado pelas forgas internas,vale

T. = (NAdx+Vdy+MAdS)
int. .
sistema

de modo que o principio dos trabalhos virtuais ficag

k
z Fiai = (NAdx+Vdy+MAdB) ' (2.5.1)
i=1 sistema

Aplica-se o principio dos trabalhos virtuais pa-
ra determinar a carga de colapso das estruturas planas.
Considera~se um deslocamento de modo arbitrario em um sis~-
tema que sofre colapso sob carga constante; Neste desloca=-
mento as deformagoes eldasticas do sistema nao variam,e sen
do muito pequenas, nao modificam significativamente a for-
ma inicial. Pode-se admitir que a estrutura se comporta co
mo um conjunto de barras retilineas indeformaveis e articu

ladas entre si por rotulas plasticas.
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Conclui-se que Adx, dy e AdO® sao nulos em todos
os pontos, exceto nas "m" rotulas plasticas, onde se prody
zem as rotacoes finitas Sj(jzl,z,ege,m)g A expressao(2.5.1)

se reduz a igualdades:

k m
b Fi‘ai = § M.0,
i=1 j=1 13

onde a primeira somatoria se estende as k forgas externas

aplicadas ao sistema e a segunda as "m" rotulas plasticas
que se formaram,

Caso existam scmente cargas distribuidas, a pri

° - » - 5. -
meira somatoria e substituida por,

p.a.dx

sistema

2,5.3 = Viga biapoiada

A viga simplesmente apoiada da Fig. 2.5.2, tem se
gzo transversal constante, comprimento L e carga concentra
da F, na secao do meio do vao.

Admite-se que esta viga simplesmente apoiada te
nha rigidez a flexao EI, O diagrama momento fletor-curvatu
ra e conforme a Fig. 2.5.3.

Quando se aumenta a carga continuamente, a par-
tir de zero, tem-se no inicio um comportamento elastico.,
Para um determinado valor da carga, ao se atingir o momen-
to de plastificagao total na secao de maximo momento fle-
tor, forma-se uma rotula plastica. Na maioria dos casos as
rotulas plasticas se formam em secoes 1isoladas onde supoe-
-ge ocorrer toda a rotagao plastica., Na realidade, o com-
primento da zona plastificada se estende sobre a viga e de
pende da carga e da geometria.

Mantendo-se o equilibrio, nao & possivel acrés-

cimos de carga, porque o momento fletor nao ultrapassa o



-l

A B
I < } a)
A7 | < oo
F %”EE“L ”F
2 2
] L/2 L/2
I x

b)

c)

Carregamento

Diagrama de momen

to fletor.

Configuragoes de-
formadas:
(1) para F = T,

(2) durante o co-=

lapso.

d) Mudanga da fle
cha durante o co
lapso.

Mi
Mp~“—~
ET ET
A1
r
Mp

Fig.2.5.3. - Diagrama momento fletor-curvatura, ideal.
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momento de plastificacao total, Contudo, a rotula plastica
® - -

pode, por hipotese, sofrer rotagoes mantendo-se constantes

o momento fletor e a carga.

Com a formacao da rotula plastica, a viga conti-

& L4
nua a se deformar sob carpga constante e chega a rulina por
colapso plastico. A carga na qual isto ocorre ¢ denominada

c
carga ultima (de colapso plastico), sendo determinada por,

F .L
@Zmu = M
p
Logo,
4Mp
Fu = L

Nas proximidades dos pontos A e B (Fig. 2.5.2a)
da zona plastificada, a curvatura 2 muito pequena, e nas
proximidades do ponto C (de aplicacao da carga), a curvatu
ra e extremamente grande. Devido a este fato, admite-se a
viga constituida por dois tramos rigidos articulados entre
si no ponto de aplicacao da carga.

A viga permanece em regime elastico enquanto o©s

momentos fletores sao menores que M .

o~ p - - 3
o Na segao onde se forma a rotula plastica, a caxr

ga e consequentemente o momento fletor se mantem cons

tantes.

0 aumento da flecha durante o colapso & devido
somente 3 rotagao da rotula plastica, Fig. 2.5.2(¢). A cur
va (1) mostra a configuragao deformada, no momento em que
se atinge a carga ultima Fu, e antes de ocorrer qualquer
rotagao na rotula plastica ja formada. Isto se da devido a
aproximagao adotada de que o comportamento @ elastico ate
Mp, desprezando-se a plastificagio apos a fase elastica
real. A curva (2) mostra a configuracao da flecha apos a

- - . . - . ~ -~
rotula plastica ja formada ter sofrido rotacao de um angu-

lo arbitrario 26.
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A Fig. 2.5.2(d) mostra a mudanga de flecha = o~

corrida durante o colapso, que 2 devido somente a

rotacao

da rétula plastica ja formada. Pede-se dizer que represen=

ta o mecanismo de colapso para este caso simples.

o - s s - -
No regime elastico, a flecha no meio do vao e da

da por:

L3

8ET

vz

|

v%

o~

Quando se atinge a carga ultima, se fosse
do o regime elastico, a flecha valeria,

F QL3
v o=
4LB8EL
4M
Com, Fu = ng tem=se:
2
HpeL
vV = Y7ET
F
idealizado
4Mp | A B
L e ‘
|/ ~~real }
aMp | _J | |
aL Ci ;
{ L.s %
{2 1
L l
I |
| | ~
0 'WPL2 v
12ET

manti

Fig. 2.5.4 - Diagrama carga~deslocamento (secao do meio do

vao) .
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Conforme a Fig. 2.5.4, o comportamento e elastico
na regiao OA, Mantendo a carga constante, a regiao AB repre
senta o colapso, com o deslocamento aumentando de A para 3,
do valor %.8, conforme o mecanismo da Fig. 2.5.2(d).

Admitindo~se o diagrama momento fletor-curvatura
da Fig. 2.2.1, o comportamento elastico termina em C,enquan
to que o momento fletor maximo e Me’ Sendo Me = Mp/a, a car
ga F_ na qual o comportamento elastico termina e a2 primeira

plastificagao ocorre e:

Fu &M
Fe "5 T on
M
com F = éMp e a = —£ = Z
u L M, W

Durante o colapso, a energia de deformagao elas-

tica armazenada na viga nao se altera, pois a distribuicac

"de momento fletor permanece constante, Assim, o trabalho rea
lizado pela carga ultima durante o pequeno movimento do me-

canismo de colapso & igual ao trabalho realizado na rotula

plastica., No mecanismo da Fig. 2.5.2(d), o ponto de aplica-

cao da carga Fu se desloca de uma distancia %.6, logo o tra

balho realizado pela carga ultima F _, e:
u

« F. . LB

3
%
pof e

ext.

A rotacao da rotula plastica e 26, logo o traba-

lho realizado na rotula e:
T. = 2 M .0
P

Como o trabalho externo e igual ao interno, tem-

-ge:
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2} & F & Le = 22{ o 6
“ iR P
Logo,

&M
’Fu = 1

2.5.4 - Vipga biengastada

A viga da Fig. 2,5.5, tem segZo'transversal cons—

° ° » I3 @
tante, comprimento L e carga uniformemente distribuida p.

D I‘sz.L

P L

] ' /
F f : | : % F
2 ? L/2 L/2 2
- .

a} Carregamenio
JUS— S

, | ,
) FL

%’ - FL i \FL

/2 /,f

b} Distribuigdo do momento fletor na fase eldstica

M
Mp Mp p
Fy-L

¢) Distribuigdo do momento fletor no colapso

S~

9

d) Mecanismo de colapso

Fig. 2.5.5
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O0s maiores momentos fletores que ocorrem na viga
sao o0s de extremidades, onde se formam rotulas plasticas
quando se atinge o momento de plastificacgao total.

Se fosse mantido o regime elastico ate a plasti
ficagao total dos apoios, a carga seria dada por:

Fé.L
= M.
12 P
Logo,
MP
f = .
F 12 i

Para a carga ng o momento fletor positivo na se

¢ao do meio do vao da viga vales

F' L
_e
24

1
ou 5 Mpe

A flecha na secao do meio do vio, em regime elas

tico, e dada pory

FL3

vV % JB4EI

o -~ ° .
Para a carga de inicio convencional de plastifi

¢ao F; , tem-se:
F'.L3 M .L2
v = e = P
e 384E1 32E1
"p
v b4
onde Fe 12 i

, Aumentando-se a carga de AF acima de F;, as duas
rotulas plasticas nas extremidades da viga sofrem rotagoes,
enquanto que o momento fletor de cada uma delas permanece

. constante no valor Mp.
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T I T
s | 2
| |
% |

Momento
fletor

Portanto, para este incremento de carga F acima

de Fe’ a viga se comporta como simplesmente apoiada. 0O mo=

[£3)

mento fletor na segZo do meio do vao, com carga (Fe+AF)

dado porg

1 AT . L
3 M, g

Este processo de acrescimos de carga termina gquan
do o momento fletor positivo na secao do meio do vao atin=
ge M .

P
Portanto,

Para a carga ultima (de colapso), tem-se:
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Em uma viga biapoiada com carga uniformemente dis

e, W - ) -
tribuida, a flecha na segao do meio do vao, vale:

5FL3
384E1

v =
o R S °
Assim, o acrescimo da flecha quando se tem o0 11~
o ] A . - s g
cremento de carga AF acima de ng ge continuasse valido 5]

regime elastico, seria dado por:

3 2
= L )
v -y ) SFL3 _ S(Fu ?e% ) SMP L
u e 384ET 384E1 SHET

Ter-se-ia entao, a flecha para a carga Gltima:

5M eLz 5M eLz M .Lz M eLz
u 96EL e 96EL 32E1 12E1
P
lSMpm_“_ B C
L =
A = ‘
12Mp | g i
- 7~
L 1// {
IZMD_”___P /} |
al | i
‘ !
|
| |
|
, F 1 -
o Mp.L® Mp.L? Mp-L2 v
32EL 24E1 12ET
Fig. 2.5.7 - Diagrama carga-deslocamento (segao do meio do

vao) .
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Obtem-se o trecho OABC da Fig. 2.5.7, quando se admite a re
“lacao momento fletor—curvatura, ideal., Tem-se comportamento elastico
no trecho OA,sendo que no trechc AB as rotulas plasticas es-
tao girando nas extremidades da viga. 0 colapso plastico o-
corre no trecho BC. A trajetoria ODEC representa o tipe de
relagao carga-deslocamento que se obtem quando Me nao coin=
cide com MDe 0 comportamento elastico real termina no ponto

&

D, e a carga correspondente vale;

12m 12M

ol L
16M

Aumentando-se a carga F ate o valor ultimo wfmgg
e retirando-a antes que a rotula plastica do meio do vao s0
fra rotacoes, a descarga ocorre ao longo do trecho BF.

Descarregando a viga depois de se atingir a carga
3ltima (ponto B da Fig. 2.5.7), o comportamento e elastico

e portanto a flecha diminui de,

3 513 M .LZ
u = B

"38LEL  24EI

onde F = —b

Depois de se descarregar totalmente a viga, resta

uma flecha residual de valor,

M .L2 M .L2 M .L2
P p P

19T~ ~ J4ET . 24ET

Os momentos fletores residuais existentes na viga
apos a descarga completa, sao determinados conforme Fig.

2.5.5, da seguinte maneira;
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a) Nas secgoes das extremidades da viga

FueL FueL
N Mp - (= niiu) T Mp T 12
16M
com F = e tem=se:
u L
16}

= M % Ie}i_m::ﬂ];}l

P L 12 37

b) Na secao do meio do vao da viga

FﬁL
u 16 1
= opmmmemwem B @1 e 2 ew N
ﬁp 57 %P 57 Mp 3 Jp
Pode~se calcular a carga ultima F,» conforme a

Fig. 2.5.5(c), onde se tem;
M = % . F. . L Logo F = —Ek

£ possivel também, calcular a carga uUltima Foo U
tilizando o mecanismo de colapso da Fig. 2.5.5(d), onde o
deslocamento vertical da secao do meio do vao da viga, du-
rante este pequeno movimento do mecanismo de colapso e
% . LB, por se ter carregamento uniformemente distribuido.
O trabalho externo realizado pela carga Fu e da-

do por,

1
Text. Z ¢ Fu L6

A rotula plastica da segao do meio do vao da vi-
ga sofre uma rotacgao de 26, sendo o trabalho interno reali
zado de ZMP . 8. A rotagao de cada uma das rotulas das ex-
tremidades da viga e 8 e o trabalho interno realizado em

cada rotula da extremidade vale MP . B,
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Portanto, o trabalho interno realizado por todas

as rotulas plasticas e dado por;

T, = 2M 6 + M 6 + M 8 = 4M 0
int. p P p p
Pela igualdade Textgg Tinte , tem=se:

2.6 « Teoremas fundamentais

2.6.1 ~ Generalidades

Em uma estrutura carregada, OS metodos gerais de
investigacao da carga dltima, se baseiam em dois teoremas
fundamentais que sao respectivamente, teorema estatico e
teorema cinematicc. Estes teoremas se devem a Greenberg €
Prager. O primeiro d% um valor aproximado da carga ultima
por defeito e o segundo poOr excessoO.

Nas estruturas simples em que existe apenas um
mecanismo de colapso possivel, o calculo da carga ultima
nao apresenta dificuldades. Porem, nas estruturas em que
se tem mais de um mecanismo de colapso possivel, e necessé
rio distinguir qual o mecanismo de colapso real.

A validade destes teoremas depende essencialmen-
te do diagrama momento fletor-curvatura da Fig. 2,2,1, No-
ta-se neste diagrama que um acrescimo de momento fletor sem
pre causa um acréscimo da curvatura de mesmo sinal, e quan
do o momento fletor tende ao seu valor limite Mp, a curva-

tura torna-se indefinidamente grande.
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Como consequencia, quando o momento fletor atin-

ge o valor M_ admite-se nesta secao transversal a formagao

o p s s
de uma rotula plastica que pode sofrer grandes rotagoes sem
alterar o momento de plastificagao total Mpg Nao se consi-
deram os efeitos das forcas axiais e esforgos cortantes que
possam existir nos elementos da estrutura e exclui~-se a pos
sibilidade de ruptura por flambagem antes de se atingir a
carga ultima,

Durante o colapso plastico, a distribuicao de mo
mentos fletores permanece constante, enquanto que 0sS deslo
camentos aumentam, e a curvatura nao pode se alterar em
qualquer segzo transversal da estrutura, exceto nas segges
onde se tem o momento de plastificacao total. O acrescimo
dos deslocamentos no colapso plastico e devido somente a
rotacoes das rotulas plasticas, que sao em numero suficien

te para transformar a estruftura em um meeanismo.

2.6.2 - Teorema estatico ou teorema do limite inferior pa-

ra Fo.

2 3 -~ 3 = ° =

Baseia-se na consideragao de um equilibrio esta-
tico das solicitagoes de uma dada estrutura. No caso de es
truturas isostaticas, a distribuigao de momentos fletores

ind L ed . - - °
que obedece as relagoes de equilibrio e unica.

L/2 L/2

i
|
-

_A_

777
‘l
_1
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caso de estruturas hiperestaticas, existenm va-

2%
[e]

rias possibilidades.,

AN

¢ L/2 L/2

——
e

Fige. 2.6.2

Adotando-se valores quaisquer para os momentos fle
tores X, e X, pode-se obter varias distribuicoes de momen
tos fletores que obedecem as relagaes de equilibrio.

Considera-se uma distribuicao de momentos fletores
estaticamente admissivel, quando nao se ultrapassa o momento de

plastificagao total em nenhuma secao transversal da estrutura.

Tem=se um carvregamento proporcional quando todas
as cargas aplicadas na estrutura sao multiplas de valoresde
referencia F, por um fator Ao
Enunciado
"para uma dada estrutura com carregamento propoercional, se

existe uma distribuicao de momentos fletores ao longo da
estrutura, que seja estaticamente admissivel e obedega as
relacoes de equilibrio, o valor do carregamento F deve ser

menor ou igual a carga ultima Fu"'

Supoe-se uma estrutura sujeita a um conjunto de
cargas definidas por X F_,que atinja o colapso quando a
i
carga F,for igual a F, e que se tenha um acrescimo de des-
i

locamentos posteriores ao colapso.

(1))

a; o deslocamento na diregao e sentido de A .F,
1

e

e a rotacao nas posigoes j onde se tem rotulas com ij

tada

(sinais de M_. e 0. coerentes) .
) Pl J
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© @ <4 ° = -
Aplicando-se o principioc dos trabalhos virtuais,

F_ . L A, a,. = L M . , 8 (2.6.1)

Como ij e ej tem sinais coerentes, o produto

e sempre positivo, ¥ tambem ¢ sempre positivo.

Portanto,

Em uma outra distribuicac de momentos fletores,
com Mj nas posigoes j, em equilibrio com F e segura, tem-

=8€e3:

le] §lij! (2.6.2)

Inpondo os mesmos deslocamentos anteriores e apli

cando o principio dos trabalhos virtuais, tem=-se,
F . I, o a; = ZMj . 0 (2.6.3)

Das expressoes (2.6,1) e (2.6.3) obtem-se:

o

(F -F) . A. a. = (M . ~ M,) . 6..
u P

i i h] 3 J

e M

Com a expressao (2.6.2) garante-se que (ij—Mj)

tem o mesmo sinal de Gj, e portanto:
I(M_.~-M.)6, 2 O
1 3 R

Como, ZXi a; > 0 tem-se que:
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Logo F&LPF .

- L » o @
2,6,3 - Teorema cinematico ou teorema do limite superior pa

ra F.

Conhecendo-se o mecanismo de colapso real de uma
dada estrutura que tenhaz carregamento proporcional, pode-se
determinar o valor da carga ultima igualando-se o trabalho
realizado pelas cargas externas, durante um pequenc movimen
to do mecanismo de colapso.

Quando nao se conhece o mecanismo de colapso real,
e possivel escrever uma equacao de trabalho desta natureza,
para qualquer mecanisme que se adota como sendo o de colap-
so, determinando assim,um valor para F.

Enunciado,

"para uma dada estrutura sujeita a um carregamento propor-
cional, o valor de F determinado atraves de qualquer meca-
nismo que se adota como sendo o de colapso, deve ser maior

ou igual 3 carga ultima Fu"“

Supoe-se uma estrutura sujeita a um conjunto de
cargas definidas por A F.e adota~-se um mecanismo com deslo
camentos a. na direcao e sentido de A F.e rotagoes Bj nas
posigoes j onde se tem rotulas plasticas com o momento de
plastificacao total ij.

Aplicando-se o principio dos trabalhos virtuais,

tem—=se:

tj
.
pate £
>
[ N
o

a, = I M. .08 (2.6.4)
i

Como ij e Sj tém sinais coerentes, o produto e

sempre positivo. F tambem & sempre positivo.
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Portantog

no colapso, torrespondente g Fu em equilibrio e conm Mj nasg

Mesmas posicoes jsgarante-ga que,

IMj! s Im . (2.6.5)

resulta:

Das expressges (2.6.4) o (2.6,6) obtem-se,

(F»Fu) i Ai a, = ? (ij&h.) « B

Com a expressio (2.6.5) garante-se que (ijnMj)

tem o mesmo sinal de Sj € portanto,
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mos de colapso possiveis, a carga ultima Fu real,
nor destes valores. Procedendo desta maneira, determina-se
a carga ultima atraves de consideragoes puramente cinemati-

cas.

2.6,4 - Teorema da unicidade

Os teoremas estatico e cinematico podem ser combi
nados para formar o teorema da unicidade. Pelo teorema esté
tico, sabe-se que para valores de F acima de Fu e impossi~
vel encontrar uma distribuiggo de momento fletor,que seja es
taticamente admissivel e obedeca as relagoes de equilibrio.Entretan
to pelo teorema cinematico e impossivel encontrar um meca-
nismo no qual a carga correspondenterg menor que Fug

Enunciadog
"Se em uma dada estrutura com carregamento proporcional, po

de-se encontrar uma distribuicao de momentos fletores, que
seja estaticamente admissivel e obedeca as relagoes de equilibrio, e
nessa distribuigao o momento fletor @ igual ao momento de plasti
ficagao total em um nimero suficiente de secoes para cau-
sar a ruina da estrutura por um mecanismo de colapso devi-
do 3 rotacao das rotulas plasticas nestas secoes, entao a

carga correspondente e igual a carga ultima Fu".

2.7 - Méetodos gerais de determinacao da carga limite

2.7.1 -~ Generalidades

Em uma estrutura complexa com alto grau de hiper
estaticidade, & trabalhoso analisar todas as formas possi-
veis de colapso.

Necessita-se, portanto, de um procedimento que con
duza sistematicamente a solucao.

Dentre os varios metodos existentes,utiliza-se nes

te trabalho, apenas o metodo de combinagao de mecanismos,
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idealizado por Meal e Symonds, que conduz rapidamente ao re
sultado exato, porem requer certa habilidade do projetista

. . “ e
e se basela no teorema cinematico,

2,7.2 = Metodo de combinacao de mecanismos

0 metodo consiste em construir o mecanismo de co-
lapso atraves de um certo numero de mecanismos independen=
tes. Comega~se por identificar todos estes mecanismos inde-
pendentes e escrever a equacao de trabalho para cada um de-
les,

Sabe-se pelo teorema cinematico que, de todos os
mecanismos possiveis, o de colapso se distingue pelo maior
valor do momento de plastificacao Mpe

A técnica consiste em selecionar o mecanismo inde
pendente que proporciona ¢ maior valor de'Mp e combina~-1lo
com um ou varios mecanismos independentes para formar um me
canismo combinado que deé um valor maior de Mp. £ importante
comecar pela combinagao em que e possivel o fechamento  de
rotulas plasticas. Analisam-se todas as combinagoes  mais
apropriadas ate que se pense ter encontrado o mecanismo de
colapso, ou peloc menos um mecanismo que se aproxXime muito
do mecanismo de colapso. Uma verificagao estatica e sufici-

ente para ser aquele o maior valor de M_ possivel.

2,8 - Tipos de colapso

2.8.1 - Colapso completo

£ aquele em que o numero de rotulas plasticas que
se formam e igual ao grau de hiperestaticidade mais um, e a
distribuigao de momento fletor & definida, sendo possivel de

terminar as incognitas hiperestaticas e o valor de F.
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2,8,2 -~ Colapso redundante

£ o colapso que ocorre simultaneamente com dois
ou mais mecanismos. 0 mecanismo de colapso tem dois ou mais

graus de liberdade,

2.8,3 - Colapso parcial

E o colapso no qual o nimero de rotulas plasticas
que se formam e menor que o grau de hiperestaticidade mais
um, e a distribuigao de momentos fletores nao e definida.

2,9 - InfluEncia do esforco normal sobre o valor do momento

de plastificacao total

Alem de causar instabilidade nos pilares, a pre-
senga da forga mnormal de compressao tende a reduzir o momen
to de plastificacao total., No entanto, pode-se modificar fa
cilmente os procedimentos de c2lculo para considerar esta
influencia, devido ao fato de que as caracteristicas princi
pais de uma rotula plastica continuam existindo na presencga
desta forga, mesmo ate quando se reduz a capacidade do mo~
mento de plastificacao total,

0 efeito nao e muito importante no caso de forga
axial pequena, porque nos pilares de porticos comuns, qual-
quer redugao do momento fletor na rotula pode geralmente,
ser desprezada. Entretanto, no caso de estruturas de varios
pavimentos, o momento fletor resistente dos pilares de pavi
mentos inferiores e reduzido por influ@ncia da forga normal
e no calculo da carga {iltima deve-se considerar esta influ-
encia.

Uma determinada viga de material elastoplastico
que tenha o diagrama tensao-deformagiao da Fig. 2.9.1 & sub-
metida @ flexao composta em seu dnico plano de simetria con

forme Fig. 2.9.2.
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Fig. 2.9.1 - Diagrama tensao-deformagao (material elasto-

plastico)

iw,wz \ <\ » <\
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ta) (b} (c) (d)

Fig. 2.9.2

Aumentando-se gradativamente o esforgo de tragao
excentrico N, a distribuigao de tensoes normais em uma de=-
terminada segao transversal, passa pelas tres fases seguin=-

tes:
1) Distribuicdo elastica, Fig. 2.9.2(a).

2) Distribuigi3o elastoplastica com plastificagao
de um so lado, Fig. 2.%9.2(b).

3) Distribuicao elastoplastica com plastificagao
nos dois lados, Fig. 2.9.2(c) e tende 3 ultima fase, que e
a plastica, Fig. 2.9.2(d), em que o diagrama se compoe de

dois retangulos desiguais.

ﬁﬂﬁma
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Limita~se neste trabalbo, discutir o efeito do

esforgo normal sobre o momento de wiastificacao total, res

H

tringindo a discussao para uma Viga cuja secao transversai

apresenta dois eixos de simetria,

T Ce
777N
P_ /,/ A Ge
2 e ,
N Va2 B
J TN TN RS S = [ QRS A N S U
e ' B ?M
j_l,, MRt
2 y iyl 4
G,
Gé Je
{a) {b]} {c)
Fig. 2.9.3

Mp - momento de plastificacao total sem N
M. - momento de plastificag2o total com N
N =~ esforgo normal de plastificagao sem M

bt o o o
A - area da parte intermna da segac que permanece em regi-

me elastico.

Admitindo-se que a segao transversal esteja in-
teiramente plastificada, obtém-se a distribuigac biretan-
gular de tensdes Fig. 2.9.2(a). A fibra de tensac nula es=-
ta situada 3 distancia "e" do eixo de simetria horizontal
e constitui o eixo de igual 3rea.

Para calcular o esforgo normal e o momento fle-
tor, convem decompor o diagrama em duas partes, Fig.
2.9.3(b) e (c), das quais uma se estende a ambos 0s lados
do eixo de simetria horizontal de uma altura 2e,equilibran

do o esfergo normal & a outra tem resultante nula que equi
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libra o momento fletor M, Esta decomposigao demonstra que ©
momento de plastificagao total Mp se reduz de uma quantida-
de representada pelo momento de infcio de plastificacao M,
da parte interna da viga que permanece em regime elastico,
de altura 2e.

Tem=se que,

N=A .0
e e

M=2Z .0
P e
sendo
N e
N A
P

determina-se o valor de "e".

=

My

M_
P

e
=1 = 5
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3. ESTRUTURAS ESTATICAMENTE IND

ETERMINADAS DE CONCRETO COM~-
POSTAS POR ELEMENTOS LINEARES

3.1 = Generalidades

Quando uma estrutura deixa de atender a qualquer
uma das finalidades para as quais foi construida, pode~-se
dizer que nesta estrutura apareceu um estado limite.

. Os estados limites Ultimos surgem quando ocorre o
esgotamento da capacidade resistente de parte ou de toda a
estrutura, e os estados limites de utilizacao surgem quando
as exigencias de conforto e durabilidade da estrutura, mnao
sao atendidas.

As principais causas que podem levar uma estrutu-

ra de concreto a um estado limite sao as seguintes:

a) Dos estados limites ultimos

al) Perda de estabilidade de uma parte ou do conjunto da

estrutura assimilada a um corpo rigido.
a2) Ruptura de segoes criticas da estrutura

a3) Transformagao da estrutura em um mecanismo, isto &,

ruptura apos a plastificacao
a4) Instabilidade por deformacao (flambagem)
a5) Deterioragao por efeito de fadiga

a6) Deformagoes elasticas ou plasticas, deformagao lenta
e fissuragzo, que provoquem uma mudanga de geometria

que exija uma substituigao da estrutura,
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b) Dos estados limites de utilizagao

b1l) Deformagoes excessivas para uma utilizacao normal da

estrutura
b2) Fissuragazo prematura ou excessiva
b3) Danos indesejaveis (corrosao)
b4) Deslocamentos excessivos sem perda do equilibrio

b5) Vibragoes excessivas

Nas estruturas estaticamente determinadas, O esgo
tamento da capacidade resistente ocorre gquando em uma seggo
qualquer da estrutura se tem a ruptura do concreto comprimi
do ou deformacao excessiva da armadura tracionada.

No caso de estruturas estaticamente indetermina~-
das, quando se excede a capacidade resistente em uma deter-
minada regiao, os momentos fletores se redistribuem para as
regioes vizinhas que ainda oferecem resisteéncia. Desta ma-
neira, existem mnestas estruturas, reservas de capacidade re
sistente, que sao utilizadas quando se formam rotulas plas-
ticas nas segoes criticas. |

0 diagrama de momentos fletores e alterado toda
vez que se forma uma rotula plastica, e apos varias adapta-
¢oes & possivel se obter a carga ultima. ,

Em uma estrutura n vezes estaticamente indetermi-
nada, socmente ¢ possivel uma adaptagso completa, quando o
colapso ocorre com a formacao de (n+l) rotulas plasticas.
Para que isto ocorra, & necessario que todas as ratulaéxﬁiﬁ
ticas que se formam anteriormente tenham capacidade de rota
¢ao suficiente, pois caso contrario, nao se obtem uma adap-
tagao completa, e a carga Sltima & menor do que a correspon
dente ao mecanismo de colapso final.

Quando se aplica o calculo plastico em estruturas
de concreto armado, & necessario verificar a seguranga quan
to ao colapso, fissuragao, flechas, e tambem a capacidade

"de rotagao das rotulas plasticas.



Na verificagao da seguranca quanto ao colapso da
estrutura, as cargas de servigo wmultiplicadas pelos coefi-
cientes de segurancga nao devem ultrapassar as cargas ulti-
mas. Quanto 3 fissuragao, as cargas de servigo nao deven
provocar fissuras com aberturas excessivas, isto e, abertu
ras superiores as maximas admissiveis. As flechas nao po-
dem comprometer a estetica da estrutura e devem respeitar
os limites maximos admissiveis.

Deve-se garantir que nenhuma rotula plastica ex-
ceda o limite de sua capacidade de rotacao, antes de se for
mar as n rotulas plasticas que precedem o colapso da estru
tura, Esta verificacao @ importante, pois em estruturas de
concreto armado, a capacidade de rotagao das rotulas plas-
ticas nao e grande, e isto favorece a ocorréncia de um co-
lapso prematuro da estrutura,

A possibilidade de se alterar, tanto as taxas de
armadura, quanto a sua distribuigao, favorece a aplicacao
do calculo plastico em estruturas estaticamente indetermi-

nadas de concreto armado.

3.2 = Diagrama tens§o~deformag§o do concreto

Para qualquer tipo de concreto, o diagrama ten-
sao-deformagao nao segue a lei de Hooke, sendo sempre cur=~

vo praticamente desde a origem 0, conforme Fig. 3.2.1.,

o
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Fig. 3.2.1 - Diagrama tensao-deformacac a compressao do
concreto.
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Muitos parametros influem nesta forma curva do
diagrama, e os principais s30: a resistencia do concreto,
idade do concreto na epoca do carregamento, geometria da
segzo transversal, modo de se carregar, duracao do carrega
mento e posicao da linha neutra.

S30 muitos os tipos de concreto, portanto existe
uma certa flutuacao nas suas propriedades e particularmen~
te nos seus diagramas tensao-deformagao.

Neste sentido, foram realizados muitos ensaios
com resistencias 3 compressao do concreto diferentes, car-
gas de curta duragao, velocidade constante de deformagao,
e concluiu-se gue para as resisteneias dos concretos mais
usuais, a tensao maxima ocorre com uma deformacao da ordem
de 2%, , atingindo-se a ruptura com uma deformacao em media
igual a 3,5%. .

A NB-1/78 utiliza o diagrama tensao-deformagao a

compressao do concreto da Fige. 3.2.2.

A e e o e o o e o i s

£
0 2 %0 3.5 %o <

Fig. 3.2,2 - Diagrama tensao-deformagao a compressao do com
creto

Este diagrama simplificado apresenta um trecho i~

nicial parabolico, da origem atée 3 deformagao de 2%, com ten

sao maxima de 0,85f ;. A tensao neste intervalo e dada pela

gseguinte expressao:



=50=

£
- S 42
O 0985%&\? (57007’

0 trecho final do diagrama & uma reta entre as
deformagoes 2%, e 3,5%, , tangente & parabola e paralela ao
eixo das abceissas.,

Para o calculo da tensao de tragac do concreto,
na falta de determinagao experimental, a NB-1/78 adota as

relagoes:

: £
. ck
ftk o para fck £ 18MPa
e ftk = 0506£ck+057 para f@k > 18MPa

Quando uma pega de concreto e solicitada por uma
forca normal de compressao ocorre um encurtamento na dire~
¢ao desta forga, Para carregamentos repetitivos tem-se o

diagrama tensao-deformacao a compressao da Fig. 3.2.3.

e

0

Fig. 3.2.3 - Diagrama tensao-deformagio & COmpressao.

Apos o primeiro carregamento, observa-se que as

deformagses sao praticamente proporcionais 3s tensoes para



valores mao atingidos no primeiro carregamento. Para ten<
soes com valores que se atingem pela primeira vez, as de=
formagoes crescem mais rapidamente que as tensoes, € de=
pois da descarga nota=se uma deformacao residual significa
tiva. Nas repeticoes de carga e nas descargas subsequen~
tes, o aumento da deformacao residual vai-se tormando cada
vez menor, passands 2 predominar a deformacao elastica. Esg
tas consideracoes se referem 3s deformacoes que ocorrem 0o
jnstante da aplicagao das cargas.

Para carregamentos que atuam por algum tempo s0-
bre a pega, ocorre a deformag?c lenta, que e explicada de
maneira geral por Freyssinet, partindo-se do fato de que
o concreto nAao e um COrpo solido perfeito, mas sim um pseu
do-solido, como sao chamados os corpoes que, embora tendoc a
aparencia exterior dos solidos, possuem uma rede de poTOS
muito finos contendo agua ou ar. Estes poros possuem pro”
priedades de deformagao diferentes das dos solidos, por cau
sa da existencia de tensoes capilares da agua no interior
dos poross

Em pegas de concreto carregadas com esforgos de
compressgo, estes esforgos fazem diminuir o tamanho dos po
ros do concreto. A agua dentro deles nao pode escoar-se
rapidamente, por isso vai encher os poros de maior dimen-
sao, que estavam vazios, aumentando a umidade relativa do
concreto e em consequencia tem-se tensoes capilares meno-

res. Ocorre entao a deformacao imediata.

Com o tempo, evapora-se a agua em excesso e as
tensoes capilares tornam a aumentar, originando esforcgos
equivalentes a uma pressao aplicada de fora para dentro,

sobre o esqueleto s6lido de concreto, dando origem 2 defor
Ll 0 » . - L3 » .
magao lenta, que cresce mais rapidamente no inicio e dimi-
nui com o tempo, de modo a tender assintoticamente para um
limite de duas a trés vezes maior do que a deformagao i-
mediata,dependendo da idade do concreto na data de aplica

gao da carga.
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Com a hipotese simplificada de um corpo elasto-~

= o 3 ¢ ot s o
plastico perfeito, admite-=se a relagao tensao-deformagao
bilinear, que e suficiente para o comportamento de materi

ais ducteis, Fig. 3.3.1,

0 e .

Fig. 3.3.1 - Diagrama tensao-deformacao bilinear

Considera-se a reta horizontal sem limite e ad-
mite-se a deformagao sob tensao maxima suficientemente
grande para excluir a possibilidade de se atingir a defor
magZo 1imite numa fibra ou elemento, antes de uma comple-
ta redistribuicao de momentos fletores na estrutura.

Na flexao pura, estas hipoteses ccnduzem a um
diagrama momento fletor-curvatura identico ao diagrama
tensao-deformagao, exceto na parte curva entre as duas re

tas, Fig. 3.3.2.

M)

(o) /r

Fig. 3.3.2 - Diagrama momento fletor-curvatura bilinear
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Ao se aplicar estas hipGteses em uma estrutura n
vezes estaticamente indeterminada, a falta de uma curvatu«
ra limite permite a formagao sucessiva de (n+1) rotulas
plasticas, seguido pelo colapso da estrutura cOmo um meca=
nismo.

Nas estruturas simples, geralmente se conhece a
posigao das rotulas plasticas e a analise se reduz a um
problema estaticamente determinado., Em casos mais comple-
xos, conforme os tecoremas demonstrados por Greemnberg e Pra
ger & possivel encontrar 2 configuracao critica, que e a-
quela de carga limite minima entre todas as configuragoes
cinematicamente possiveis ou de carga limite maxima entre
as configuracoes estaticamente possiveis, Da mesma forma,
os metodos propostos por Heyman, Symonds e Neal, permiten
resolver casos relativamente complexos.

Para aplicar a teoria elastoplastica em estrutu-

ras de materiais ducteis,admitem-se as seguintes hipoteses:

e @ Ed
a) Comportamento elastico entre as rotulas

b) Diagrama tensao-deformacao do material com um extenso

1imite horizontal.

Obs,:Em servigo, mnﬁsenta‘menOS“-problema quando comparado
com o concreto estrutural. Somente limites de deforma=-

¢ao e nenhum limite de fissuragao.

Existem algumas dificuldades na aplicagao prati-
ca desta teoria em estruturas de materiais ducteis., 0 com=
portamento real 2 um tanto diferente da teoria na presenga
de tensoes residuais em segoes laminadas. Observa-se algu-
mas vezes que nao se alcanga a carga limite devido a defor
macgoes excessivas local ou total, Podem ocorrer problemas
anteriores por flambagem local ou total e por fragilidade
de costuras soldadas.

As dificuldades sao ainda maiores quando se apli
ca a teoria elastoplastica ao concreto estrutural . Durante

os anos de 1952 a 1956, pesquisadores de muitos paises se
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esforgaram na pesquisa experimental para estudarem a vali~
dade desta teoria aplicada em estruturas estaticamente in-
determinadas.

v 0s resultados foram surpreendentes pois, de um
lado os testes feitos por Guyon e por Morice e Lewis pfovg
ram a validade de conclusoes elastoplasticas dentyo de uma
ampla regiao de variagoes da distribuigao de resistencia
ao longo das estruturas, por outro lado os testes de Mag-
nel, Lin, Tichy e outros mostraram ao contrario, gque a ca=
pacidade limitada das deformagoes de estruturas de concre=
to pode conduzir & ruptura antes de se formar um mecanismo

Uma analise tedorica permite concluir que no pri-
meiro grupo de testes, as condigcoes foram particularmente
favoravels a uma completa redlstrlbuzgao de momentos fleto
res nas estruturas e 0o segundo grupo de testes, as condi-
goes foram sistematicamente menos favoraveis. Deve-se este
fato a tendeéncia natural dos pesquisadores testarem estru~
turas muito simples : vigas continuas de dois ou tres tra-
mos . (Macchi, 1973) "

Uma analise teorica posterior juntamente com OS

primeiros testes sistematicos sobre rotagoes limites de e-

lementos lineares submetidos 32 flexao e carga axial mostra

ram que mesmo em condigoes mais favoraveis, ocorre na pra=
tica, a falta de uma completa redlstrzbulcao de momentos
fletores quando existem elementos muito deformaveis e ele-

mentos frageis em uma mesma estrutura.

3.4 - Metodo das rotacoes impostas

3.4.1 - Consideracgoes gerais

Em estruturas estaticamente indeterminadas de

concreto armado, quando solicitadas por um dado carregamen

to, ocorrem redistribuicoes de momentos fletores, contri-
buindo assim, para que 3 abertura das fissuras permanega

com valores que nao excedam oOS limites admissiveis.

®
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Desta forma, e possivel analisar qualquer confi-

guragao inelastica, de uma dada estrutura, atraves dc uma

generalizagao dos metodos elasticos usuais, (em particu=

»

lar, a configuragao ultima e as outras configuragoes limi-
tes) .

Com a equacgao de Muller-Breslau, pode=-se impor
ap mesmo tempo,; O equilibrio e a compatibilidade da defor=
magao tctal, e escrever para cada votula plastica i intro-
duzida na estrutura para torna-la estaticamente determina-

da, a seguinte expressaos

MiM M. M. HiMk

. 5 e s <« = 4,

=T dx+X, [—57 dx+L X, [-57F du%’MiE fZMiwn 0 (3.4.1)
onde

¥. - momento fletor imcognito que atua na rotula plastica

e

.
Lo
—

¥. = momentos fletores que atuam nas outras rotulas plas-

ticas.

Mi - momentos fletores devidos a Xi = 1 atuando na rotula
plastica i.

Mk - momentos fletores devidos a Xk = 1 atuando na rotula

plastica k.
M - momentos fletores elasticos devidos ao carregamento externo.

@ . - rotacao inelastica considerada s6 na i-gésima rotula plastica.

¢ - rotacdes inelasticas que se produzem entre as rotulas

plasticas introduzidas.

po

EI - rigidez 3 flexao do trecho nao fissurado.

- - - . . *
a - numero de rotulas plasticas introduzidas para tornar

a estrutura estaticamente determinada.

0 principio do método das rotagoes impostas con-

siste em determinar a configuracgao real em regime inelas~—
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tico, da mesma forma como 2 definido teoricamente pela ex-~
presszo (3.4.1), sem perder a sua generalidade. Admitem~-se
as Kotagoes inelasticas como rotagges impostas nas segges
crfticas da estrutura ainda elastica. f possivel subdivi-

dir a expressao (3.4.1) em duas outras, da seguinte forma:

a) Efeito do carregamento externo

M. M. MiMi MiM
i dx + Xi I sdx + XXk mg‘f‘”edx = 0

b) Efeito de uma rotagao inelastica unitaria

M.M

Estas duas expressoes podem serx resolvidas utili
zando-se as tabelas existentes para o calculo elastico de
estruturas estaticamente indeterminadas.

0 objetivo do metodo das rotagoes impostas, e a
verificacao de uma dada estrutura estaticamente indetermi~

nada, no estado limite ultimo, de fissuragao e deformagao.

0 dimensionamento e feito, geralmente, atraves
de cilculos aproximados. Para estruturas com nes desloca-
veis, impoe-se a utilizacdao de um calculo mais rigoroso,
pois as 51mp11f1cagoes podem conduzir a erros muito gros-
seiros. Em estruturas comumns de edificios, por exemplo, po
de-se adotar a 51mp11f1cagao que consiste em calcular cada
pavimento isoladamente, supondo as bases dos pilares infe-
riores e os topos dos pilares superiores engastados. 0 cal
culista deve sempre avaliar os erros provenientes das aprg
‘ximagoes.

Na pratica, o método das rotagoes impostas e a-

plicado a estruturas com baixo grau de hiperestaticidade.
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No entanto, pode=-se aplicar tambem a estruturas mais com=
plexas, precisando para i8C0, subdividi-las em partes sim=
ples e independentes. Dentro do que se propoeg admite-se
que as acoes tangenciais e os efeitos de flambagem nac mo=
dificam sensivelmente a configuracao de colapsoo

2

A primeira fase do metodo consiste em consLrulr
os diagramas de momentos fletores, devido ao efeito elasti
co do carregamento externo. Na segunda fase, considera-se
o efeito elastico das rotagoes inelasticas unitarias impos
tas a cada uma das secoes onde se admitem 3 formagao de ré
tulas plasticas, e constroem=se os diagramas de momentos
fletores para toda a estrutura. A terceira fase consiste
no calculo inelastico real, onde se faz a supernosxgao dos
diagramas de momentos fletores, devido ao carregamento ex-
terno e devido as rotagzes impostas, considerando em cada
caso, um coeficiente de magoragao, respeitando=se 0s dia-~
gramas reais de momento fletor=- rotagaoB

Neste trabalho, aplica~se © metodo das rotacoes

o o 4 5 @
impostas em vigas continuas de concreto armado, verifican-

do-se apenas o estado limite altimo.

3.4.2 = Secoes criticas

Consideram-se como segoes criticas, as segoes
mais solicitadas de cada regiao submetida a um momento fle
tor de mesmo sinal. Admite-se que, en regime inelastico,
concentram-se nestas secoes uma parcela significativa da
rotagao inelastica.

- - - . - $ -
0 numero de segoes criticas &, em geral, diferen
- - - » - 3
te do numero de rotulas plasticas necessarias para condu=
zir uma estrutura estaticamente jndeterminada em estrutura
estaticamente determinada.
- Ll o

Para uma mesma estrutura, O numero de segoes Crl

ticas pode variar conforme a condigao de carregamento. No

caso da viga contTnua de dois tramos, da Fig. 3.4.1, exis-



tem trés segoes criticas (D,B,E), quando se considera a so
brecarga em toda sua extensao, e duas segoes criticas

(B,E'), quando se considera a sobrecarga em apenas um tra-

Mo,
As posicoes das segoes criticas D e E podem ser

determinadas de forma aproximada, admitindo-se o carrega-

mento total e uma adaptacgao completa.

/sobreccrga q

0 O A
lHHHHHHHHHlll/ﬁper?ngnemeg
N X X ]
A D - E A
A 8 e

Fig. 3.4.1
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A diferenca de posigoes das segoes criticas E @
E', nao influi de forma significativa no cdlculo das arma-
duras. Porem, & necessario considerar a posicao correta da
secao critica, quando se faz a disposigao das  armaduras.
Em uma estrutura n vezes estaticamente indetermi
nada, escolhem-se 1 secoes de momentos fletores maximos

°

onde se formarao as n primeiras cGtulas plasticas que pre-
cedem o colapso da estrutura. Nestas segoes sao feitas as
reducoes dos momentos fletores, e deve=se atingir o momen
to de plastificaggo total antes das demais secoes de momen
tos fletores maximos., No caso de uma viga continua, essas
n segoes sao, normalmente, as segoes dos apoios intermedid
rios, onde os momentos fletores negativos sao reduzidos,

baixando as "linhas de fechamento", e aumentando os momen=

tos fletores positivos.

3,4.3 - Calculo do efeito elastico do carregamento externo

Para cada configuracao de cargas prevista e fei-
to um diagrama de mementos fletores, Fig. 3.4.2.

Qualquer metodo de calculo pode ser utilizado.
Nas estruturas simples, estes diagramas sao obtidos manual
mente. Os momentos fletores de engastamento perfeito de al
gumas estruturas com OS carregamentos mais comuns estao no

anexo I.

3.4.4 - Calculo do efeito das rotacoes unitarias

-

Em cada secao critica e feito um corte, aplican-
do-se uma rotagao relativa unitaria imposta, nas faces do
corte.

Desta forma, para cada secao critica obtém~se um
diagrama de momentos fletores em regime elastico, onde se

permite utilizar qualquer matodo de calculo, Fige. 3.4.3.



-0

A//é}; 3 B 1 c /79,7

Fig. 3.4.2 - Primeira fase do matodo das rotacoces impostas
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Fig. 3.4.3 - Segunda fase do metodo das rotagoes impostas
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No anexo I1, encontram-~se os diagramas de momen=
tos fletores devido 3as rotacoes impostas para diversos ti=

pos de estruturas.

e o @
3.4.,5 = Calculo dos momentos resistentes ultimos das se=

coes criticas

Em uma estrutura n vezes estaticamente indeter-
o - o * w2
minada, obtem-se as armaduras das segoes criticas atraves
de um c3lculo previo. Adota-se arbitrariamente a porcenta-
- - . ~
gen de redugao dos momentos fletores maximos das n segoes
onde se admitem as n rotulas plasticas que tornam a estru=
tura estaticamente determinada.
Utilizam=-se as resistencias de calculo do concre

to e aco, sendo:

h

[ed

=
I

v A determinagao do momento resistente ultimo, pa-
ra cada secao critica, & feita segundo o calculo do estado

limite uwltimo .

3.4.6 - Diagramas momento fletor-curvatura e momento fle-

tor-rotacgao

Seja uma viga biapoiada, solicitada por um carre

gamento F, no meio do vao, conforme Fig. 3.4.4
F

! L/2 L/2

A”% }7__%_75
| | |
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Para um determinado valor do carregamento F, e
possivel obter nesta viga, os estados de tensoes e deforma

¢oes indicados na Fig. 3.4.5.

O, € o, €

7 |/ E
[ ——f ¥V
ég . ©s // ///Ss
f

Eceu !

=
o
a5

MS— VY

Fig. 3.4.5

Com o momento fletor M tem inTcio a fissuracao,

com o momento fletor M comega a plastificagao, e com o mo

e s

mento fletor Mu’ chega~se ao maximo momento fletor que a
secao pode resistir. ,

Para momentos fletores menores que O momwento fle
tor de fissuracgao, tem=-se a integridade da zona tracionada
da pega. Com a hipotese de um comportamento elastico 1i-
near, calculam-se os efeitos estruturais atraves das teo=
rias usuais da resistencia dos materiais, considerando a
influencia da resisténcia a tragao do concreto. No trecho
de momentos fletores entre Mr e Me, esta influencia e des-
prezada. Para o trecho de momentos fletores entre Me e Mu’
admite~se o diagrama triangular de tensoes ate que ocorra
a plastificagao das fibras extremas da sec¢ao transversal,
e posteriormente, se estenda para as fibras internas, ate

3 ruptura.
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No calculo de estruturas de concreto, em Tepim

B
©

elastoplastico, e fundamental o conhecimento dos diagramas,
momento fletor-curvatura e momento fletor-rotagao, dos ele
mentos solicitados 5 flexao. Existem algumas idealizacoes
destas curvas, alem da possibilidade de se obte-las experi

mentalmente.

a) Diagrama momento fletor—=curvatura

.
&

/v

Fig. 3.4.6 - piagrama momento fletor—-curvatura bilinear

Inicialmente, as deformagoes sao elasticas e 2
curvatura em qualquer segao se relaciona com o momento fle

tor, atraves da conhecida expressao da resisténcia dos ma-=

teriais,
1, M
r E .1
c
onde I & o momento de sinercia da segao de concreto nao
fissurado.
Neste trecho, admite-se constante a rigidez a

flexao E_I. O ponto A, corresponde ao inicio da fissuragao

e sua ordenada, no caso de flexao simples, vale:
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) ftk°i

M = e
r y
2 2 2 ® I3 e - - o=
onde se considera a snfluéncia da resistencia @ tragao do

concretoe.

No trecho AB, considera—-se apenas uma parte da
gegao, devido 3 fissuragao. A plastificagao comega no pon~
to B, quando a deformagac na armadura corresponde a do es-

coamento, ou a deformagao no concreto comprimido atinge 2%ee

Oc
— 7 Ree 1
M X g——«
Ag /

/
/ /és Rst

Lan:-——_—ﬁ 8

Fige 3.4.7 - Tensoes na fase fissurada

& =
Rst As°dst AS°ES°€3

M = R Oz = A DE 0€ .Z
st 8" s 8

Como,

€
1 8 - de
< .}-;— e y d-x
tem~se ques
€ (d=-x)
s T

Portanto,
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ES.AS(dmx),z

Pode-se determinar, de forma aproximada, a varia-

¢ao de curvatura, da seguinte maneiras

1

dM
d(=)=

ESeASeZ(dE"X)

Nesta expressao nao se leva em conta o efeito do
concreto tracionado entre asz fissuras.
No caso de flexao simples, a curvatura inelastica

pode ser determinada pela seguinte expressao:

1. AM _ _AM
T Es°lii EC,I
onde,
AM = M=-M
T

IIIB AS eZo (d-x)

Atraves do calculo usual do concreto armado, a or

denada do ponto B, e determinada por:

M = A .f
s

e .z (desde que 9.4 possa .chegar a fyd ).

yd

£ importante observar que neste trecho ocorre pra

ticamente, um comportamento inelastico, devido a mudanga
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que a fissuracz2c provoca na distribuiczo de tensses (da se-
e

u
¢ao) e na distribuigio de momentos €] tores (ao longo da es
trutura), embora nao se tenha nem a armadura e nem o comncre

€0 no regime plastico.

b) Diagrama momento fletor-rotacao

Calcula~-se o diagrama momento fletor-rotagao trili

near, conforme Fig, 3.4.8,

M

L Ol |
N
c

[
B

Mr+—/A

0

e

Fig. 3.4.8 ~ Diagrama momento fletor-rotacgao

Nos trechos 0OA e AB, pode-se obter a rotacao rela
tiva de duas se¢oes de abcissas X, e x,, atraves do diagra

ma momento fletor-curvatura, da seguinte forma:

g = 2-%.dx (x = abcissa ao longo da barra).

No trecho BC, tem~se um comportamento plastico da
armadura e do concreto, ou de apenas um deles, onde a defor
magao na armadura atinge 10Z, ou a deformagao no concreto
comprimido chega a 3,5%, . A reta BC & obtida, definindo-se

© ponto C, cuja ordenada e o momento resistente ultimo e na



. - - . - ~
abscissa acrescenta-se a votagao plastica Gpg a rotagao do

ponto B, Conforme a Fig., 3.4,9, pode-se obter a rotagao

plastica epg em fungzo de & = %e
Sp {
rad.
|
0,040
0,020+ \\
Exgg
=
o) ! . X
6 0,2 03 04 05 06 ggi;a

Fig. 3.4.9 - Rotacao plastica

Este grafico foi obtido de resultados experimentais, admi
tindo-se as rotagoes plasticas concentradas nas secoes cri_
ticas e desprezando-se o efeito favoravel das armaduras
transversais. Foi proposto pela XI Comissao do CEB e intro
duzido no Codigo Modelo para estruturas de concreto.

0 Prof. Giorgio Macchi, admite o diagrama momen-
to fletor-rotagao inelastica, da Fig. 3.4.10,

Tem-se neste diagrama,duas curvas: OABCS e OABCia
Com o limite inferior emin , obtem-se a reta superior BCs

.

e com o limite superior 6 obtem-se a reta inferior

BCco
b 8

max.’

Conforme a Fig., 3.4.10, a abscissa do ponto A @
nula, pois no trecho OA, ainda nao existe rotagao inel3s-
tica.

Para cada secao critica considerada, a abscissa

do ponto B da Fig. 3.4,10, pode ser determinada, integran-
.do-se a curvatura correspoﬁdente, no trecho da viga onde o

momento fletor de fissuragao e ultrapassado.
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efrotacdo
ineldstical

Fig. 3.4.10 - Diagrama momento fletor-rotagao inelastica

Fig. 3.4.11

Nos casos usuais de cargas distribuidas, pode-se
considerar com suficiente aproximacao, que os diagramas
das curvaturas inelasticas sao parabolicas nos tramos e

triangulares nos apoios.
Nos casos em que os efeitos das forgas concentra

das sao muito preponderantes aos das forgas distribuidas,
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pode-se considerar os diagramas triangulares de curvaturas
inelasticas, tanto nos tramos COmO NOS apoios.

Para o calculo das rotagoes inelasticas, do tre-
cho AB da Fig. 3.4.10, no caso da viga apresentada na Fig.

3,4,11, aplicando-se os teoremas de Mohr, chega-se as se

guintes conclusoes:

a) Na segao D

Considera-se o trecho da viga, de comprimento

LIID9 solicitado por um carregamento igual ao do diagrama

de momento fletor reduzido da rigidez EI, conforme Fig.,

3.46.123),

Fig, 3.4.12

Nestas condigoes de carga, a viga A1A2 e denomi-
nada de viga conjugada da viga inicial, solicitada pelo
carregamento uniformemente distribuido p.

Com os teoremas de Mohr, pode~-se mostrar que a
rotacao da segao nos apoios, e numericamente igual i rea-
¢ao dos apoios & viga conjugada, isto &, da mesma viga car
regada, porem, com o diagrama de momentos fletores reduzi-
dos da rigidez EI.

Conforme Fig. 3.4.12a e b, tem-se que:

1 ,- -
BAI Ra1 BAZ Rop =3 (area da parabola)
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Portanto, a rotacao inelastica concentrada na se-
cao D, correspondente Ao trecho de comprimento L., tem O
A 4
IS Lod &
valor igual ao da area da narabola do carregamento da viga

conjugada. Logo,

b) Na secao B

- ‘ o > o =

Obtem=se a rotagao inelastica desta segao, de ma-
neira identica ao caso anterior , modificando apenas o0 caxrrg
gamento da viga conjugada.

Lus

Fig. 3.4.13

Conforme Fig. 3.4.132 e b, tem=se que:

(area do triangulo)

@
8
o
"
@
#
1
]
po) e

Bl Bl B2 B2

Portanto, a rotagao inelastica concentrada na se-
950 B, correspondente ao trecho de comprimento LIIB’ tem ©

valor igual ao da area do triangulo do carregamento da viga

conjugada. Logo,
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Rotagoes
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As abscissas dos pontos C, e C, sao obtidas acres

centando-se a abscissa do ponto B, os valores de Bmi e
L]
» Tespectivamente,
max.
Portanto,
6 =8 + 0 ,
us e min
6 . =06 + 0
ui e max
Para se obter os valores de £ ., Prof.
min max,
Giorgio Macchi utiliza as curvas da Fig. 3.4,14,
180
160
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100
0 !
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050 0860 w
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Fig. 3.4.14 -~ Rotagoes totais
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Estas curvas foram construidas atraves de resul-

2 oy

1

Y
o

4]

coordenadas pelo

[
[
1]
s

t:zr?n avnavriment i o ﬁ‘:}fv:;um P oy aa
aQGE Chapna s iiLds SoULIE08 L8 {}'L‘:

£

CEB, levando~se em conta apenas as armaduras longitudinais.
No caso de flexao simples, determinam=-se os valc

res de 8_ ., e B , em funcao da taxa mecanica de armadu
min. Mmax., ' -

ra, e no caso de flexao composta, em funcgao da posicao da
linha neutra, atraves da relagao x/d., Pode~se obter curvas
que representam um comportamentc mais proximo da realida-
de, considerando a influencia das armaduras transversais,
que tambem influem na capacidade de rotacao das rotulas
plasticas., No entanto, as curvas da Fig, 3.4.14, servem pa
ra se calcular uma estrutura em regime elastoplastico, com
uma certa prudzncia.

A ordenada dos pontos CS e Cig correspondem ao
momento fletor maximo que pode ser desenvolvido em uma se=
¢ao critica.,

Na situacao atual do metodo, nao e considerada a
possibilidade de se ter no diagrama momento fletor-rotacao

inelastica, os trechos BC, e BC, descendentes.

3.4.7 « Verificacao do estado limite ultimo

Os diagramas de momentos fletores calculados em regime
elastico correspondentes as cargas permanentes sao majorados com o
coeficiente Yg e os das cargas acidentais com o coeficiente Yq’ Fige
3.4.15a e b,

Para cada uma das configuragoes mais desfavora-
veis das sobrecargas, verifica~se que os coeficientes Yq
das cargas acidentais que conduzem ao estado limite sao pe
lo menos iguais aos coeficientes Yy das cargas permanentes.

Procura-se atraves de varias tentativas, qual ¢
menor coeficiente de majoragao yq que conduz o diagrama de
momentos fletores da Fig. 3.4.15c ao estado limite Gltimo.

Observa~se que para o diagrama de momentos fleto
res da Fig. 3.4.15c existem duas possibiiidades, ou o dia-
gramavnzo & estaticamente admissivel, ou entao ele & esta-

- » b
ticamente admissivel,
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cargo permgnente g

L L P LT T

o) Yg. Mg.

sobrecarga g

C)Yg Mg +Yq -Mgq

Fig., 3.4.15 - Diagramas de momentos fletores

. -~ - .
a),Caso em que o diagrama de momentos fletores nao & estati

. camente admissivel

Na Fig. 3.4.16, o diagrama de momentos fletores
nao €& estaticamente admissivel, pois o momento fletor da se

¢ao E € maior do que o momento atuante ultimo.
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L limites

|

L 0l (YgMg +Yq Mg ) ndo €

c estaticamente odmis-
sivel

b} redistribuicdo de
momentos fletores

L ' ¢} diagrama de momen-
tos fletores estotica -

mente admissivel

Fig. 3.4.16 = Diagramas de momentos fletores

Admitindo-se uma redistribui¢ao de momentos fleto
res, e possivel superpor os diagramas de momentos fletores
da Fig. 3.4.,16a e b, e obter o diagrama da Fig. 3.4.16¢c que
€ estaticamente admissivel, Para saber se ele & o diagrama
real, € necessario verificar a compatibilidade das deforma-
goes : Sabe-se que os diagramas da Fig. 3.4.15a e b sao compativeis com
as condicoes de contorno. Falta verificar se o diagrama de redistribui

¢ao de momentos fletores da Fig. 3.4.16b € consequencia < das ro

tagoes inelasticas que ocorrem nas secoes criticas D, B e E,
devido aos momentos fletores My MB e ME da Fig. 3.4.16c.
A ordenada AM que caracteriza o diagrama de redis

tribuicao de momentos fletores no caso da viga apresentada

na Fig. 3.4.16, esta na secao do apoio B, e vale:

AMB = ECI(kBB.GB+kBD.eD+kBE9E) (3.4.2)
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Fig. 3.4.17 - Diagramas de momentos fletores devido 3 rota-
goes unitarias impostas, em cada uma das se=
goes criticas da viga.

Os coeficientes k sao provenientes dos diagramas
de momentos fletores devido is rotacgoes witarias impostas
nas segoes criticas consideradas da viga, conforme Fig.
3.4.17, O0s valores das rotacoes inelasticas 6gs 65 e 6, que
B? MD e
M da Fig. 3.4.16c, sao obtidas dos diagramas momento fle~-

correspondem respectivamente aos momentos fletores M

tor-rotagao das secoes criticas B, D e E.
0 diagrama momento fletor-rotag¢ao proposto pelo
Prof. Giorgio Macchi nao & univoco, portanto, para valores

de momentos fletores maiores que Me, obtem-se eus e eui‘
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Com estes dois valores, determinam-=se AMm,ﬁ e
1ile

Aﬁmaxeg através da expressao (3.4.2).

A compatibilidade das deformagoes pode ser obti-
da por tentativas, variando-se gradualmente o coeficiente
Yqe A situagao ideal & aquela em que AM & igual a AM . .

Comparando=~se os valores de oM, AW . e AM R
. mine. max,
e possivel ocorrer uma das tres possibilidades, descritas

a seguir:

al) AM e AM sao de mesmo sinais e majio-
min, max.

res que AM necessario, conforme Fig., 3.4.15b,

Isto significa que mesmo com a combinagao mais
desfavoravel das rotagoes, pode-se obter uma configuracgao
estaticamente admissivel e compativel, com o momento resis
tente ultimo na segao critica E, sob uma sobrecarga maior
do que a suposta iniecialmente com Y = Y o Logo,conclui-se
que o coeficiente Yq e maior do que o coef1CLente Y

a2) AM esta entre AM |, e AM

min. max.

Isto indica que entre as combinacoes extremas de
deformagoes consideradas, existe uma configuracao na qual
ocorre a compatibilidade com a ruptura na secio critica E.

No entanto, e poss1ve1 ocorrer uma ruptura prema
tura na segao critica E com o coeficiente Y menor do que
o coeficiente Y . Neste caso, deve=se modlflcar a estrutu-
ra, e mais especxficamente aumentar a resistencia ou a de-
formabilidade da secao critica E.

0 diagrama de momentos fletores que proporciona
maior economia para a estrutura & aquele no qual se obtem

o valor de AM mais proximo do valor de LY. S

L

a3) AMm. e AM 830 menores que AM, ou mesmo .

in, max.

de sinais contrarios.
Neste caso nao se consegue obter a compatlblllda
de de deformagoes. £ necessario modificar a estrutura na

secao E, que neste caso o fragil.,
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b) Caso em que o diagrama de momentos

estaticamente admissivel,

Neste caso, nenhuma secao critica apresenta momento fle
tor maior do que o momento atuante {ltimo. Todavia, a configuracao
elastica pode nao ser compativel com as condicoes de contorno.

E possivel efetuar um controle da compatibilida~
de das deformagoes, atraves dos sinais de AM . e AM

N min, max.
que geralmente, sao diferentes de zero.

Os sinais destas redistribuigoes de momentos fle
tores, indicam a segao critica que esti sobrecarregada pe-
lo efeito das deformagoes inelasticas. Admite-se que nesta
segao critica & atingido o momento resistente Gltimo e uti
liza~-se o procedimento do item a) .

Para estes dois casos a) e b) apresentados, a ve
rificagao do estado limite ultimo & feita controlando-se
a desigualdade Yq z Yge Vo entanto, o calculo do verdadei-

ro coeficiente de majoracao Y das sobrecargas, que sob

min,

as combinacoes mais desfavorﬁgeis, levam a estrutura ao es
tado limite Ultimo, & importante para se analisar os reais
limites de segurancga, e eventualmente, diminuir as secgoes
superdimensionadas.

Portanto, para a verificacao do estado limite a1
timo, admite-se Yq = Yg’ e por tentativas, altera-se o coe
ficiente Yq de forma gradual e crescente, ate que ocorra a
compatibilidade das deformacoes. Ao menor valor de Yq para

0 qual se obtem AM = AM . , € o coeficiente Y . procu=~
min qmin

@ i d

rado.

3.5 - Metodo aproximado para analise limite de estruturas

simples de concreto armado

Os elementos frageis, frequentemente presentes
nas estruturas de concreto armado, influem de forma signi-
ficativa na determinagao da configuragao de colapso. Eles

atingem a ruptura com uma deformagao pequena e provocam u-
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dos a deformagoes igualmente pequenas e desenvolvem apenas
uma parte de sua capacidade resistente.

Esta limitacao das segoes dicteis, causada pela
falta de deformabilidade das secoes frageis @ um fenBmeno
muito importante no comportamento ultimo das estruturas es-
taticamente indeterminadas. Normalmente, em varios metodos
de calculo existe a possibilidade de segoes frageis permane
cerem despercebidas.

Um procedimento preliminar a calculos mais exatos,
permite analisar este fenomeno com maior clareza, de modo a
se tornar nao somente um metodo de analise, mas tambem e
principalmente uma diretriz na concepcao das estruturas.,

Consideremos uma viga biengastada, vao L e sujei-

ta a um carregamento uniformemente distribuido (Fig. 3.5.1).

ANRRARSY

Fig. 3.5.1

. Chamando de GE a rotacgao total positiva da viga e

By = 8, as rotagoes negativas, a condigao de compatibilida-

de e dada por:

6 ..
B 7z
Se os diagramas momento fletor-rotacao das duas

secoes criticas B e E sao obtidos experimentalmente ou cal-
culados conforme as propriedades ja expostas, a maneira mais
simples de se impor a condig¢ao de compatibilidade e repre-

sentar graficamente como mostra a Fig. 3.5.2.
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A compatibilidade das deformacoes & satisfeita

quando os pontos X e K que representam os momentos fleto-
res das duas secoes criticas est3o na mesma reta vertical,
Cada configuracao possivel e representada por u-
: - _ pL? .
ma reta vertical e o segmento XK = g da o valor da car-
88 98

ga "p~ correspondente. Em particular, a configuragdo ulti-

ma e definida pela reta vertical X'M que passa pelo pon

B,u

to de ruptura M da segao critica B, no caso a mais fra-

B,u

gil.
Considerando=-se a viga como uma parte da estrutu

ra, Fig. 3.5.3, na condigao de compatibilidade deve-se le-

var em conta a rotacgao Bj do nd, resultando:

X esquerda dos diagramas anteriores acrescentam-

-se 0os diagramas momento fletor-rotagao dos elementos 2, 3
: -9, 3 -

e 4 M, 2 3 M3 63
res e Gi as rotagoes do no B, comum a todos os elementos.

e M,-6, , onde M, $3a0 os momentos fleto
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Fig. 3.5.3
Obtem-se os diagramas momento fletor-rotacao do
no (MB-Gj), somando-se graficamente as ordenadas dos tres

diagramas a esquerda da figura base, empregando-se a mesma
origem O,

Agora, o objetivo e definir a configuragao ultima.
Para isto, supoe-se por exemplo, que a secao critica E, do

meio do vao, € a mais fragil, onde deve ocorrer a ruptura,
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Em seguida, traca-se a reta vertical ME uH a partir do pon
— Opbo» -
to de rvuptura M encontrando OH = —,
E,u 2

Se o diagrama momento fletor- ~rotacao do no (M -
93) e transladado horizontalmente ate que sua origem coine-
cida com H, encontra-se um ponto K na intersecao com o dlg
grama M ~0. da se¢ao critica B. No ponto K a condicao de
compatibilidade 6 + B = TE esta satisfeita, pois os
segmentos OH e QK sao lgualsg

A secao critica B a dita limitada, pois a ruptu-
ra ocorre em E, e o ponto K de seu diagrama esta bem dis-

tante do ponto de ruptura M « Se o no for menos rigido,

B,u
o ponto de intersecgao K devesficar mais a esquerda, e a 1i
mitagao torma-se ainda mais acentuada,

A reta vertical tragada a partir do ponto Q de-
termina os momentos fletores dos elementos 2, 3 e 4, que

tambem sao limitados. O momento fletor M & obtido somando-

-se as ordenadas dos pontos ME u K, e pode ser medido di

. =

retamente na figura, Da condicao de equilibrio resulta a
-, 8M
carga ultima: p = —,
u LZ

A segao fragil que determina a secao ultima pode
ser qualquer uma das segoes criticas, mesmo em elementos
nao carregados. A secao de ruptura pode ser encontrada a-
traves dos diagramas momento fletor-rotacio, se estes s3o
preparados como mostra a Fig. 3.5.3,

Nestes diagramas, a trajetdoria que da a condicao
de compatibilidade comega sempre do ponto de ruptura da
secao mais fragil, na qual se considera ter sido atingida
a ruptura.,

Pode~se aplicar este procedimento em qualquer fa
se de carregamento, desde o regime elastico até a ruptura.
E possivel entao, utiliza-lo para verificar a estrutura nos
estados limites de fissuragao e deformagao.

No caso da Fig. 3.5.3, se a trajetoria de compa-
tibilidade comega no ponto de inicio de fissuragao C da
secao B, o diagrama (ME - ~—) e interceptado num ponto da

segunda fase (fissurada). Isto significa que se tem uma
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transferencia de momento fletor da segao E para a segao B,
e a proporgao entre os momentos fletores nas duas secoes e
bem diferente da proporcao quando os momentos fletores es-
tao no regime elastico,

A fissuracao pode ser verificada determinando-se
o ponto de fissuracao admissivel em cada diagrama momento
fletor-rotacao. Comegando destes pontos, ao inves dos pon=-
tos de ruptura, a trajetoria de compatibilidade permite de

terminar a carga correspondente 3 fissuragao admissivel,

3.6 - Analise experimental e instrumentacao

3.,6,1 = Generalidades

0 intercambio entre a analise teorica e a anali-
se experimental & imprescindivel ao desenvolvimento tecno-
logico. Na analise tedrica sao utilizados modelos matemati
cos e varias hipoteses que consideram as propriedades dos
materiais, as caracteristicas e o comportamento das estru-
turas. Na analise experimental tenta-se reproduzir atraves
de um modelo fisico o estado real das estruturas.

Pode-se analisar o comportamento de uma determi=
nada estrutura, desde a fase elastica ate a ruptura.

Geralmente, quando se faz uma pesquisa experimen
tal, observam-se os deslocamentos, as deformacoes, as ten-
soes e os esforgos na estrutura, que podem ser provocados
por soiicitagSes estaticas ou din@micas. Para que esta pes
quisa experimental seja confiavel e alcance o seu objetivo
€ necessario um planejamento cuidadoso e uma execugao rigo
rosa.

De uma maneira geral, no planejamento de uma pes

quisa experimental, e importante definir:

a) Objetivos da pesquisa

b) O problema a ser estudado
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e) A literatura disponivel sobre o assunto em estudo

d) Prazos a szrenm cumpridos

{ Zb

e) Verba necessaria
£) Equipe de trabalho

I3 = ° 3 Aid ° o
g) Recursos disponiveis para a realizacao do ensaio, tais
comos local de ensaio, oficinas de apoio, dispositivos
de carregamento, instrumentos de medlcao e materiais pa

ra a confeccao dos modelos,
h) Escala e quantidade dos modelos
i) Metodo de ani3lise a ser utilizado: direto ou indireto
j) Tecnica de ensaio
k) Detalhes de montagem
L) Seguranga do pessoal e do instrumental
m) Verificag3ao prévia dos instrumentos de medicao

n) Controle dos fatores que podem influir nos resultados do

ensaio,
o) Controle tecnoldogico., Corpos de prova
P) Preparagao de tabelas e folhas de anotacoes
q) Documentagao da pesquisa. Documentacao fotografica
r) Utilizacao dos resultados experimentais

8) Relatorio final

Pode~se acrescentar ou retirar itens deste plane
Jamento, conforme as particularidades espec1f1cas, em estu
do, de cada pesquisa experimental,’

A precipitacao no planejamento e na execucgao de
uma pesquisa experimental pode prejudicar, ou ate mesmo
invalidar todo este trabalho, que na maioria das vezes e

lento e dispendioso, acarretando serios prejuizos,
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3.6,2 - Instrumentacao

Para se determinar o estado de tensao em um ele=
mento, normalmente se utilizam as deformagoes. O problema
que se coloca ao pesquisador experimental, consiste em ava
liar o estado de tensao a partir do estado de deformacao
que ocorre no elemento.

Aceitam-se as hipoteses da teoria da elasticida-
de para determinar o estado de tensao a partir do estado
de deformagao em um elemento homog@neo e isotropo.

No entanto, observa=-se que para caracterizar o
comportamento mecanico-resistente de um elemento, pode ser
suficiente conhecer apenas o estado de deformagao. Para is
to, € preciso se fixar extensao limite ao inves de tensao
limite,

A tradigao dos calculos estruturais da resisten-
cia dos materiais, baseados no equilibrio entre forcas atu
antes e estado de tensao interna, faz com que os pesquisa-
dores experimentais apresentem os resultados em forma de
tensoes.

Na determinacao experimental do estado de defor-
macgao, as grandezas que se medem, geralmente sao os deslo-
camentos lineares e angulares, deformacgoes especificas,

temperatura e abertura de fissuras.
a) Medigao de deslocamentos lineares

Utilizam-se para este efeito, os defletOmetros.,
Eles se baseiam em varios principios, sendo alguns deles es

tudados para determinadas utilizagoes especiais.

al) Defletometros mecanicos

Quase sempre, se tem deslocamentos muito peque-
nos e um dos principios que surgiu primeiro,foi o da am-
pliagzo dos pequenos deslocamentos que se pretendem medir

atraves de alavancas ou engrenagens.
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cO consiste em uma escala

W

0 defletometro mecan

usando a3 ele se tran
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graduada, onde um ponteiro s:

o
mite, mecanicamente, um deslocamento linear. Eles podem ser

de haste, tambor ou registradores.

{]

Fig. 3.6.1

Na Fig. 3.6.1, tem=se um defletometro de haste,
onde o movimento retilineo da haste e transformado e amplia
do atravées de cremalheira e engrenagens, no movimento circu

lar do ponteiro.

A /1 /)/ e

ST
3.6.2 Fig. 3.6.3
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Na Fig. 3.6.2, a haste esta em contato direto com
a estrutura e na Fig. 3.6.3, a haste se encontra em contato

direto com um fio sob tensao ligado 3 estrutura.

Fig, 3.6.4

Fig. 3.6.5

Os defletOmetros de tambor,Fig. 3.6.4 e Fig.3.6.5,

consistem de um fio que sob tensao e ligado a estrutura e en
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rolado no tambor, 0 movimento do fio & transmitido ao tam-

bor, por atrito, e ampliado atraves de engrenagens,

%

AR NANNAN

Fig. 3.6.6

No defletometro registrador da Fig. 3.6.6, 08
deslocamentos que sao transmitidos ao aparelho por um fio,
sao ampliados atraves de um sistema de alavanca e cantxnug

mente registrados,

a2) Defletometros eletricos

Consiste em uma grandeza eletrica que varia pro=
porcionalmente aos deslocamentos lineares, que sao transmi
tidos ao defletometro., Possibilitam a leitura 3 distancia
e podem ser acoplados a registradores.,

Na Fig. 3.6.7, tem=-se o defletometro elétrico de

indutdncia e na Fig. 3.6.8, de resistencia,

a3) DefletOmetros eletromecanicos

Obtém=-se os deslocamentos lineares diretamente,

ou atraves de um sinal eletrlco.

ak) Nivel Liquido (Fig. 3.6.9)
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Fig. 3.6.8

Fig. 3.6.9
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a5) Nivel Gptico com mira de precisao

ab) Catetometro

=)

Fig. 3.6.10

a7) Fios de prumo associados a coordinometros
a8) Processos geodésicos

b) Medigao de deslocamentos angulares

Utilizam-se para este efeito os clinOmetros., A
maioria dos clinGmetros de precis3o que existem atualmente,

utilizam como elemento fundamental, o nivel de bolha de ar.
l

=7
<
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ST | s NS
B |

| |
. Fig. 3.6.11
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distancia B entre os dois pontos do clindmetro,
conforme Fig., 3.6.11, em relacao aos quais se mede a rota-

¢ao angular ocorrida, denomina~se base do clinometro.

L ]

@)

)

Fig, 3.,6.12

Na Fig, 3.6.,12, tem-se um clinometro com um nivel
de bolha muito sensivel sobre uma base inclinavel, no plano
vertical, que € nivelado antes e depois da rctacao atraves
de um parafuso micrometrico que pode estar graduado em uni=-
dades de rotacao angular.

Para se medir os deslocamentos angulares podem

ser utilizados tambem os clinometros de cordas vibrantes.

c) Medicao de deformagoes

Utilizam-se os extensometros., Na realidade, os ex
tensometros medem a variagao de comprimento AL entre dois
pontos distantes inicialmente de um comprimento L, <chamado
base de medida,

A deformagao especifica ou relativa € = AL/L, po
de ser lida diretamente na escala do aparelho ou facilmente
calculavel com o conhecimento da base e do valor da varia-
¢ao de comprimento AL, correspondente a menor divisao da es
cala (constante do extensometro).

A ampliagao da variacao de comprimento AL & feita

- . - . - » - .
atraves de sistemas mecanicos, opticos ou eletricos.
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c¢l) Extensometros mecanicos -

Medem a variacaoc de comprimento AL, que & amplia-
do atraves de um dispositivo de alavancas ou de engrenagens

ligadas a dois cutelos, que definem a base de medida.

c¢2) Extensometros aclGsticos ou de corda vibrante

A deformagac @ medida através da auscultacao do
periodo de vibracio de um fio de aco esticado entre dois
pontos ligados a base de medida, Utiliza-se um eletroima pa

ra a auscultacao e para a excitagao da corda vibrante,

¢3) Extensometros eletricos de resistencia

As deformagoes sao medidas a partir da variacio

da resistencia de uma grade ligada 3 base de medida.

c4) Extensometros el&tricos de inducgao

A medigao das deformacoes & feita atraves das cor
rentes induzidas em um eletroima, atraves das variacoes

de campo magnético introduzidas pela deformagao.

¢5) Extensometros opticos

Obtem~se a ampliacao da variacao de comprimento
AL, atraves de um sistema de espelhos ligados por alavancas
ou engrenagens a base de medida.

Existem outros tipos de extensometros, que se ba-
seiam em outros principios, por exemplo, os extensometros
fotoelasticos. Porém, a utilizagao destes extensometros &
mais restrita,

Os extensometros sao indicadores quando o valor

das deformagoes & obtido por leitura direta da posigao da a
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gulha em uma escala do aparelho, e sao registradores quan=
do se obtem o valor das deformagdes indiretamente, atraves
do registro efetuado pela equipagem movel que amplia as de

formacoes ocorridas,

3.6,3 = Plano de ensaio de uma viga continua de dois tra-

mos

P
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b) Medigoes e instrumentagao

bl) Rotagoes - (posigao dos clinOmetros)

187,85 cm ,25]25! 187,28
=TT
2.5 | ] ] | [ 12,5
gL CLIN. 1 CLIN.2gn | _pgCLIN.3 cLing
Voavza );7‘>7 777,7-—13/—
b2) Deslocamentos verticais - ( posicao dos catetometros)
12,5 12,5 | (11, 12.5
N
i 2 3 4 5 67 8 9 10 1] 12 13
e -] e e & & 6 & @ e -1 -] 9
ZQ» AN
1 ! 1 Vorara
50 | 50 | 50 |

A
|
|

b3) Deformagoes no concreto
Utilizam-se para medir este efeito, os tensotast
com base de 10cm, nas regioces do apoio central e de carre-

gamento.

BASES DE MEDIGAO DA DEFORMAGAO DO CONCRETO

;

Vista da lateral direita
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Vista da lateral esquerda

b4) Deformagoes no ago

Para medir este efeito sao utilizados extensome-~
tros eletricos de resistencia, com base de Smm, colados nas

barras longitudinais,

< FACE SUPERIOR

51 |Scm
L ol |19 I
<$ — —

3

4 L

§’ ,!SCm
12 I g‘ l |

- |
L‘-_ L e A
< — — =
I 5 &

FACE INFERIOR



«0 6

4. APLICACAO

4,1 - Para a segao transversal apresentada na figura abai-
%0, determinar o modulo de resisténcia 3 plastifica~

Gao, em torno do eixo paralelo ao eixo x-x.

~Tio
TV
X /ALM.CG.A7Lﬁ~mw“;.iM
/// 30¢cm
/ .
0] 30em |10
Ge
y* / . CG‘/ . eia. = F
y" A\\\ CG, 2y C =
N N

7 = % (yv*yn)

A= 2,10.30+10.50 = 1100cm?

% = E%QQ = 550cm2

Portanto;

2.(10.2y") = 550
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y" = 13,75cm

Para calcular Vs @ preciso saber a posigao do

CG2.,
. 50 cm
=~ ~]
v 168y y = 40-2,13,75 = 12,5 cn
R . . R . .
¥ yaux. e.li.a
10 30em |10
i !
- 50.,10.5+2,10,2,5. 11.25. = 2,07 cm
Yee 50,1042.10.2,5
Logo,
y' = 12,50 - 5,57 = 6,93 cm
Z = 550.(6,93+13,75) = 11374 cm°
4,2 - Determinar o mecanismo de colapso e a carga ultima

(de colapso), para a estrutura abaixo.

] T ?
| | L5m
I |
F | il
—-----—-»i | — 3.0m
i : 15m
!
A '
V.
2m l‘ 2m 2m l 2m
i ]
4m 4m

Mp = constante = 10 kNm

Convengoes:
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M > 0 quando provoca tracao no lado tracejado
€ > 0 gquando provoca extensao nc lado tracejade

Admite-se a formagao de rotulas plasticas nas se

guintes secoes:

A estrutura apresentada e cinco vezes hiperesta-
tica, onde se admite a possibilidade de se formar 10 rotu-
las plasticas. Portanto, existem 5 mecanismos independen=

tes, que estao relacionados a seguirs:

a) Mecanismos de viga

' 2m

26 20
(1) e (2)

Vi !; 777

b) Mecanismo lateral

39! 38 36,

(4)
© o 6
7. Ve
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¢) Mecanismo de no

|
|
9‘\ (5)
|

el » é! Veryza

Mecanismo Equagoes de F Relacoes de
n? trabalho (kN) equilibrio
1 F.20=4y 0 20,00 2F==M,+2M, M,
2 F52034Mp6 20,00 ZF=~M5+2M6“M7
3 Fo1,50=3M 0 20,00 L,5F==Mg+2M,
4 2F¢36+F.1,56g5Mp6 6,67 |7,5F = *M1+M2+M9=M?+H8
5 03F33Mp9 o 03~M4“M9+ﬁ5

Através da combinagao de mecanismos, tenta-se che
gar ao mecanismo de colapso. Analisando-se os mecanismos in
dependentes, deve-se comecar com 0s que apresentam menores
valores de F, isto e, os maiores MP, procurando fechar o

maior numero de rotulas plasticas.

Mecanismos (1) + (4):

&

rotula que fechou

(5] oL+ -

7 ‘ Z; 77777
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F928¢2F639¢Fa1§55=4HD8¢5M99$2MDG
N
953F = 7Mp devido a rotula que

fechou,
F o= 0,?37Mp = 7 . 37kN

Mecanismos (1) + (4) + (2):

9 %ﬁ;' e ] ee
2
o o o
o A ua

9,5F0+F,.20=9M B+4M 0-2,.2M ©
P P P
11,5 = 9¥M
p

F o= 0,783M = 7,83kN

Neste caso, os mecanismos combinados apresentam
valotes de F maior do que o mecanismo independente (4).,
Portanto, parece que o mecanismo (4) & de colap~-

s0. Para ter certeza, e necessario uma verificagao
ca. Este

estati-
mecanismo determina apenas 5 dos 10 momentos fle-
tores.,

M, = =M = ~10kNm
1 P

M, = M_ = 10kNm
p

M, = M = 10kNm
9 P
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M7 = =M = =]0kNm
D

M, = M = 10kNm
P

Verificando-se a relacao de equilibrio correspon-
q

dente, com F = 6,67kN, tem-se:

7,5.6,67 = 10+10+10+10+10

50 = 50 (satisfeita identicamente)

Ainda restam &4 equagoes com 5 incognitas. Pode=
=ge adotar uma incognita e determinar as outras.
Adotando M4 = «M = =10kNm, e substituindo nas

outras relacoes de equilibrio, tem-se:

~10+2M3+10

%

do mecanismo (1) 2.6,7

LT3

)

H3 6,7kNm < M_ = 10kNm
p

ow

do mecanismo (3) 1,5.6,7 = =10+2M

10

M

10= 10kNm = MP

0 = «=10+10+M

do mecanismo (5) 5

MS = 0 < MP

do mecanismo (2) +10

(1]

2.6,7 = -0+2M,

M6 = 1,7<Mp

Portanto, esta distribuigao adotada & estaticamen
te admissivel. Pelo teorema da unicidade, o mecanismo=-~ de

colapso & o mecanismo (4). A carga ultima e Fu = 6,67KN.
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4.3 = Para a estrutura apresentada na figura abaixo, pede-

=se determinar o momento de plastificacao total Mp

25 KN/m
sokn | | [ [T T T T T T
l"“"‘*”"""‘“““"‘“""“"‘"“”“‘“"“"-““‘l
! |
| |
| |
| | 3m
J |
| |
l l
oy
; &m

MP = ¢constante

Convencoes:s
M > 0 quando provoca tracao no lado tracejado

& > 0 quando provoca extensao no lado tracejado

No caso de carga distribuida, nao se tem um nume
ro finito de rotulas plasticas possiveis. Admite-se a posi
¢ao da rotula plastica em qualquer secao e por iteracao de
termina-se a posigao correta. Normalmente, com a rotula na

segzo do meio do vao carregado, chega~se a bons resultados.

2 3 4
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Nesta estrutura 3 vezes hiperestatica, tem-se 5
“2 = e Py ® 3
rotulas plasticas possiveis, e portanto 2 mecanismos inde=-

pendentes.

a) Mecanismo lateral

36 36
© ©
€ =) (1)
77T VorzZid
b) Mecanismo de viga
© )
20
(2)
Vs 7777
Mecanismo Equagoes de Mp Relag§es de
n? trabalho (kNm) equilibrio
1 80,30 = 4Mp9 60,00 240 = =M M-, 4 M,
6
2 25.5.36 4Mp6 56,25 225 --PIZ-»-ZMB-M4

Mecanismo combinado (1) + (2)
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20,0 + 225,6 = 8M B - 2M ©
2 P
465 = 6M
p

Hp = 77 ,50kNm

0 mecanismo combinado apresenta Mp maior do que os

mecanismos independentes., Portanto, parece que & de colapso.
Verificagao estatica para o mecanismo combinado

M, = =M

1 p
My = M
M, = =M
Mg = M

Com Mp = 77 .,50kNm

Substituindo estes valores nas relagoes de equili-

brio, tem=~se:

mecanismo (1)

o

240 = 77,50+M,+77,50477,50

2

M = 7,50kNm

mecanismo (2)

L4

225 = -M,+2.77,50+77,50

=
N
"

7 ,5kNm

Portanto, a distribuigao de momentos fletores & es
taticamente admissivel para as rotulas plasticas nas posigoes adotadas.

E necessaro verificar nas posigoes fora das rotulas plasticas. .:+-
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b

'

(T TPl

P

L2 L/2 |

Por semelhanca de triangulos

Considerando apenas o trecho de comprimento X s

tem=se:
‘D-go
M ! M
¢ 1 max
(U HER)
————— ———
l Xo ,
{ i
X
Me * PeXy o 3= = Mpan. ©
2
*o
Mpax, = M * P 3™
Portanto,

_ =77,50=7,5
o 25,6

= -0,567m
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M = 77,50 + Z2ile

Mo — = 81,5kNm > Mp = 77,5kNm

Logo, esta distribuicao de momentos fletores nao
€ estaticamente admissivel.

Para se obter melhores resultados, e feita uma

verificagao com a rdtula plastica na secio do maximo momen

| 30
2| 5 3 0.682.6 ,

to fletor,

Je \\‘2\-@ A,_,—jaf R
Te==Il6820 :
/ o
3m e 8/
-/
——— sl
0,567
2,433m || 3m
I
3m 1 3m
i
80,304 2326

e 2,4330 = M 0+M _.1,6820+M «1,6820+M 6
2 P P P P
Hp = 78,76kNm
Verificagao estatica:

M, = -78,76kNm

=
L

6 78,76kNm

M4 = ~78,76kNm

=X
W
n

78,76kNm



=107~

a) Mecanismo lateral

c] ©

!

Vezozd oz
80,36 = (EML+H2@MQ+H5)66

M, = +3,72klNm

2

b) Mecanismo de viga

0,682 6

1,682 ©

2,433 m 3.567m

2,4330 = -M_,0 + M_.1,6820 - M,.0,6820

2 6 4

. 2,4330 = (-M,+1,682.78,76+0,682.78,76) .6

M, = 3,71kNm

2

Desta forma, pode-se dizer que os resultados obti
dos com a rotula plastica na segao do meio do vao, sao sa-
. - [ 3 - - . ~
tisfatorios. Quando se considera a rotula plastica na segao
de maximo momento fletor, praticamente chega-se ao resulta-

do. exato,
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4.4 ~ Determinar o mecanismo de colapso e a carga ultima pa

ra a viga da figura,

F F
//7/’_77.“‘ - “::;«;E? - */;77:;' S Mﬁ;;m
P" 6m Lo3m | 3m 7 3m | osm 7
i

| | | I

Kp = 20kNm (constante)

Admite-se para esta viga, a possibilidade de se
formar rotulas plasticas nas secoes 2, 3, 4 e 5,

2 3 4 5
AN
ﬁ?w A 2%;5 A

6

Com isto, sao possiveis os seguintes mecanismos:

’ 26

(1)

(2)
zx%? A JUARSE) SR vAN
' 26
Mecanismo Equagoes de F Relagoes de
n? trabalho (kN) equilibrio
(1) F.30 = AMD.B 26,67 3F = -M2+2M3-—M4
(2) F.36 = 3Mp.e 20,00 3F = -M4+2M5

Atraves do teorema cinematico, tem-se que o meca-

nismo (2) @ o de colapso, e a carga ultima & F, = 20kN.
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A viga apresentada e duas vezes hiperestatica, e
© mecanismo de colapso determina apenas 2 dos 4 momentos
fletores., A distribuic3o de momentos fletores nao e estati

camente determinada, portanto, o colapso e parecial,

i . = FoL
2 3 4
H2+20 . M - 20.6
2 3 4

0,5M, + My = 20 | (1)

Obtém-se distribuicoes de momentos fletores esta
ticamente admissiveis que obedecem as relacoes de equilibrio
para valores de M, e My menores que Mp,e satisfazendo a expressao(I):

Por exemplo, admitindo-se valores extremos para
M,, resultam distribui¢oes de momentos fletores estaticamen

te admissiveis.

a) MZ = Mp = 20kNm

Logo; 0,5 . 20 + M3 = 20

M, = 10kNm < Hp

3
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0,5 . 0 + MB = 20

MS = 20kNm = M
P

4,5 = Determinar o mecanismo de colapso e a carga ultima pa

ra a viga da figura,

AN AN AN
”7¢73m j 3m /7%bén1 2m/7?73m 3m/77377
|

| I i L

Mp = 10kNm (constante)

Admite-se a formacao de rdtulas plasticas nas se-
goes 2, 3, 4, 5 o 6,

2 3 4 5 6
7
L 7o it 5

e < <
Mecanismos possiveis:

L £T6 s T2 A i
26

(2) AN =
> x£§>\61\*<5?§iJa_ .y

(3) 5 6
A Y 777 7
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Mecanismo Equagoes de F Relacoes de
n® trabalho (kN) equilibrio
(1) Fo30 = JHPS 10,0 3F = 2M,-M,
(2) 2F,20 = Anpe 10,0 4F = =M +2M, =M,
(3) Fo36 = 3M 0 10,0 3F = -M_+2M
P 5 6
Pelo teorema cinematico, tem~se que os mecanismos
(1), (2) e (3) sao de colapso, com a carga ultina F.= 10kN,

Mecanismo (1)

Mp Mg
a) &;M“S‘*Ma” L

it T 2,10.4

3 4 %

b,SMS + M, =15 | (1)
b) ;2 + M = %L

;'5“‘“6'“1%“6'

0,5M; + M, = 15 (11)
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Adotando Mg, obtem-se M, e M, das expressoes (I)

e (11),

Por exemplo, com MS = Mp = 10kNm, tem=-se:

de (I): 0,5 . 10 + M, = 15

ﬁ4 =10kNm = M
P

de (ITI): 0,5 , 10 + M, = 15

Mé = 10kNm = M
P

Esta distribui¢ao de momentos fletores e estati-

camente admissivel e obedece as relacoes de equilibrio.

Mecanismo (2)

AN T
A W il

M
a) '2"2+M"FL

2 &
10 10.6
7t Myt

Mz = 15«5 = 10kNm = M
P

b) Analogamente, M = Mp

Esta distribuigao de momentos fletores e estatica

mente admissivel e obedece as relagoes de equilibrio.
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Portanto, para esta viga o colapso ocorre enm mais

de um mecanismo, carvacterizandc o colapso redundante.

4.6 - Determinar o maximo valor da carga F em regime elasto

plastico, A tensao de escoamento do aco e O, = 25kN/
cmze
3 - y
€
[2]
0
ﬁ‘i,_w
©
i3

A = 38,28-30,20 = 464cp2

7 = % (y'é-y")

Cey4
Yaux [

4

I
y

NANNN

. 2:4.19.9,5+20,4.17 _
Yeel 2.4.19+30 % 12,09¢m

y' = y" = Yegr = 12,09cm

Z= ﬁ%ﬁ (12,09+12,09) = 5610cm3

N = A.0_ = 464,25 = 11600kN
P e



=114~

My = F.17

P

a . . -
1= hipotese: e £ 1l5cm

A = 2,4,2e = lb6e
e

16.e ey _ 2

My L z,
M

P

1F o, L 8e?
140245 5610
N 2e

N TR

p

F - 16e

11600 464

e = 0,0025F

F = 8250-11,765 (0,0025F)2

M o= Zede = 5610,25 = 140245kNcm
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2 8

F° + 13600F - 1,122,10° = 0

=13600+£25174
2

F, = 5787kN

F, = =19387kN

o’ & = 0,0025,5787 = 14,47cm < 15cm
Portanto,

F = 5787kN

4,7 = Verificar a seguranca da estrutura apresentada na figura abai

%0, pelo método das rotagoes impostas.

plkN/m ) .
se¢ao transversal
Ca LI LA T T T [ 1] 7
A 7,
”"71;' /9/7 B /%C / £
6m l 6m o
| | | 7
/]
20
Dados:
Ago CA-50A Ys = 1,15
fck = 18MPa Yc = 1,4 }

Es = 210000MPa

SRV
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Carga permanente B = 15kN/m

Carga acidental = 10kN/m

Ik

Armaduras:

no apoio As = 5cm2 (4p12,5p

nos tramos As = Scmz

(3¢16)

Calculo do efeito elistico de um carregamento unitario

}__Wﬁ p-‘:lkN/m
ALI e T O O 0 e
AN D AN B E A\ ¢
777225  375m 777 3 75m 1 228777
! 6m l 6m !
I

Das tabelas do anexo I, tem~ge:

2,252
My = M. = 2,25.2,25 - 1,022 = 2,531kNn
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- c
/ \\l)/ M(kNm)

Admitem-se as secoes criticas nas seguintes posi-

coes:
D E
N X 73% X,
% B * /'7%7"
| 2,25 ; 3.75m | 3.75m | 225 |
; I I 1 1

Calculo do efeito das rotagoes unit3rias nas se-
¢oes criticas,

Utilizando as tabelas do anexo II, tem=se o0s dia-
gramas de momentos fletores:

a) Rotagao unitaria positiva nas secoes D e E

| 2,25 | 375 375 | 2,25m,
l L ] B

0,1875 EIX

MNI\

N
0,0703 ET 00703 EI
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b) Rotagao unitaria negativa na secao B

6= -1
1 P4 1
A A >
1 &6 m 6 m 1
P s
0.,09375 ET 9,250 ET 0,09375 ET

‘\\\\\\L\\\\\!?\\i/////’//i////”

=2 a Ll I3
Calculo dos momentos resistentes ultimos

£
= Ck 1,8 2
fcd Y. 1% 1,29kN/cm
fok 50 2
£q " 7 - T 43 ,5kN/cm

a) Secoes D e E A, = 5§0cm2 (4912,5)

, . 0,85 fed

Re

OB x

60 cm

>

w
s57cm

=
z22d-0,4x

0,85f ;.0,8x.b = A_.f

0,85.,1,29.0,8x%.20 = 5,0.43,5

x = 12,4cm

[ o
e



e

=119=

2 = 57-0,4.12,4 = 52,0cm
Myp = Myp = 5,0.43,5.52,0 = 11319kNem = 113, 2kNm

b) Secao B : A = 6,Ocm2 (3¢16 )

0,85,1,29.0,8%x.20 = 6.43,5
x = 14,9%9cm
2 = 57-0,4,14,9 = 51,0cnm

Myg = 6.43,5.51,0 = 13311kNem = 133, 1kNm -~

uB
Observagao: Ao se tragar o diagrama de momento atuante ul
timo, respeitando~se os momentos fletores das secoes criti

-

cas, pode-se considerar a carga p, da seguinte maneira:

MuD
a b
L
M
uB b
X=g— M 1 -
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uld
ba }iuB b
Ee - . b
2 i + MUC (J} L) M“D
M
2 uB b
SETIN A T e =P

Mu (kNm)

ESC.VERT : Iem = 40 kNm
ESC.HORIZ : Igms |

13,2
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Calculo da rigidez a flexao

E, = 6600[/fcj (MPa)

fcjg fck + 3,5 (MPa)

E_ = 6600]/18+3,5 = 30603MPa = 3060kN/cm’

3 3
_ bh” _ 20.60° _ 4
I = 4 = 360000cm

E_.I = 1,1016.10 kNen” = 1,1016,10 kNn?

Construgao dos diagramas momento fletor-rotacao inelastica

Primeiro trecho

f
- _Ck _ 1,8 _ 2
ftk To— Tﬁ@» 0,18kN/cm
feel  0,18.360000
M = = el = 2160kNem = 21,6kNm
T y 30
Segundo trecho
o _.A
e 2bd
x = (-1 +|/1 + i)
e s

Considera-~-se ae = 15

a) Secoes D e E

X = 15, 5 0 (-1 + VQ + 2 20 57) = 17,3cm
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zed-%=57- iési = 51,2%em

M, = As"fyd°z = 550.43,5,51,2 = 11136kNecm = 111,4kNm

AM = Me - Mr = 11136 ~ 2160 = 8976kNcm

Iyp= A .2(d=x) = 5,0.51,2(57-17,3) = 10163cn”

3

1 _ AN AM 8976 8976 . 334,10 Sen- L
e = = @ = ® &

£ E Iy T E.T T 2T000.10T63 T [ g

0, =2 ., L, 1 =2, 440.3,34.107° = 9,8,10 3 rad.

1 3 ° Tin

b) Segao B

15. 6 ,0 2.,20.57
X = (-1 +L/1 + 1576 ) = 18,6cm

18,6

zZ = 57 = 3

= 50,8cm
Me = 6,0.43,5.50,8 = 13259kNcm = 132,6kNm

AM = 13259 - 2160 = 11099kNcm

I, = 6,0.50,8(57-18,6) = 11704cn®

11099 11099

21000.11704 1,1016.109

= 3,51,10 "cm”

1.
r

-5 3

8, = % . 160.3,51.10 = 2,8,10 “rad.
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Terceiro trecho

A .f
e .5 vk
b.d ok

-]

Com o valor de W,

min, max.

a) Secoes D e E

5,0.50

“*70.57.1,8

= 0,12

3

) = 27,10 “rad.,

mine

3

) = 140,10 “rad.

max.,
Logo,

= 0 = 9.8,1

1*em1n

+8

= 9,8,1
max.

1

b) Segao B

. 6,0.50
20.57.1,8

0,15

= 24.10-3rad.

3

= 115,10 “rad.

Logo,

3 3

8 +24,10°

= 2,8,10"
“us

3

0 . = 2,8,10 “+115.10°

ui

na Fige

3 3

077+27,107° = 36,8,10°

3 3

0 ~"+140,10 °=149,8,10"

3

= 26,8,10 “rad.

3 . 117,8.10 3¢ a4,

3

3

3.4.,14, determinam~-se

rad,

rad,



Diagrama momento fletor-rotacio inelfstica das secoes D e g

120 4

14

L M (kNm )

HO+

20+

80+

70+

21.6

e. 163 rad.

T T T T T 1 T T ¥ T T T T N L
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 20 130 1490 i'50

36,8 » 1498



Diagrama momento fletor-rotacio inelastica da seci3o B

BM (kNm)

110-]

100+ -

804

70

80~

404

246§
20 A

9.!63rcd

1 T 1 T Y v T T T T T T T
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 Hno l 120 130
2.8 268 n7.8
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VERIFICAGCAO DO ESTADO LIMITE BLTIMO

Carga permanente = Yg = 140

g = Ygggk = 1,40,15 = 21kN/m

Carga acidental - admite-se inicialmente Yq =y = 1.4
q = quqk = 1,40.10 = 14kN/m
Momentos fletores nas secoes criticas:

Mp = =4,5(21414) = =157,5kNm

M= M, = 2,531(21+14) = 88,6kNm
Excede~se o momento resistente ultimo na secao B,
Admite-se uma redistribuicao de momentos fletores, conforme
a figura seguinte.
As rotagoes inelasticas correspondentes aos momen
tos fletores totais das secoes criticas, sao obtidas dos
diagramas momentos fletores - rotagGes inelasticas, ja cons

truidos.

MB = 133,1kNm

® = 26,8.10 3rad.
us

8 . = 117,8.10 3rad.
ul

MD = ME = 97 ,8kNm

6 =0 . = 8,0.10 >rad.
us ul
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Q= 14kN/m
R T T .
L T T T T T T 9s2tkvm
Y77 z%%r ﬁé%
133, 1
157.6
A b / E ¢ M (kNm)
B
as.e/ \ea.s
______ 32 T us,e
9.2 = 0.2 AM=157,5~1331224, 4 kNm
133,1
Mooral KNM
7.8 97.8

AM_. = 1,1016.10°(=0,1875.8,040,250.26,8) .10~ = 573kym

A 1,1016.10°(=0,1875,8,040,250.117,8) .10™3 = 3079kNm

AM e AM sao de mesmo sinais e maiores que
in. max.

AM. Isto 81gn1f1ca que & possivel obter uma configuracao es

taticamente admissivel e compativel, com um coeficiente Yq>
Y, e

23
Adotando Yq = 2,0; tem-se:

p =21+ 2,0, 10 = 41kN/m

My = =4,5 . 41 = 184,5kNm

My = M. = 2,531 . 41 = 103,8kNm
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84,5

M{kNm]}

— 103.8 03,8
AM (kNm)
19,3 @ 9.3

51,4
133,1

M.m.r( KNm}

Wus.z ) 13,2
123.1 [ 53,

0 coeficiente Yq deve ser menor que 2,0gypois MD

e ME excederam os valores limites, e o momento fletor em B

-

Lid ° o= 3 s
e o maximo que a secao pode resistir.

Por tentativas, com Yq = 1,732, tem-se:
p = 21 + 1,732,10 = 38,32kN/m

My = ~4,5.38,32 = =172,4kNm

MD = ME = 2,531,38,32 = 97,0kNm

Conforme o diagrama de momentos fletores totais,

da figura seguinte, tem=-seg

My = M, = 111,74kNm

8 = 14.10-3rad.
us

8 . = 34.10 3rad.
ul
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2.4
87,0 57,0
N /
\\\\\“iw////// \\\\\\‘:://///
I
1474 o~ 14,74
39,3
33,1
i, 74 , 11,74

AM = 1,1016.107%(-0,1875.3440,250.26,8).10"° = 35,8kNm

min.

AM = 1,1016.10%7(-0,1875.13+40,250.117,8) .10™°>

=2975,7kNm
max@

Esta configuragao de momentos fletores estatica

L 2

mente admissivel e compativel, pois AM = 39,3kNm e maior que

AM
mine

te igual a AM

e menor do que AMmax»OO valor de AM e aproximadamen=-

min.® © due proporciona maior economia para a
estrutura.

£f feita uma verificacao do estado limite ultimo,
para a sobrecarga atuando apenas em um dos tramos da viga,

e com o coeficiente Yq = 1,732,

/q=21kN/m T T I I T 1 q_=17.32kN/m
N N O O T T O Y A T T L1
5 A e
] 6m ! 6m
l )
‘ussm 133.4 2.42m
B M({kNmM])

e
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Admitindo-se, de forma aproximada, as secoes cri-
ticas em D, B e E, tem-se o diagrama de momentos fletores

para as rotagoes em D e E, atraveés da equacao dos 3 momen-

tos.

G441
[ X B
i%% D ﬁé& %;ﬁ
! 2.258m § 275m f 8,0 m |
l | 1

0,09375 EL

Portanto,

My = 133,4kNm = M . = 133,1kNm

0 = 26,8.10 3rad,
-3
0 .= 117,8.10 3rad.
M, = 112kNm
-3
8 = 20,10 “rad.
-3
6 .= 69,5,10 “rad.

M. = 39,2kNm

-3
eus eui 1,8.10 “rad.

aM_ . =1,1016.10*5(0,25.26,8-0,09375.1,8-0,09375.69,5).10’3=
®« 1,7kNm = 0

M =1,1016.10%%(0,25,117,8-0,09375.1,8-0,09375.20) . 10" 3=
= 3019kNm

Logo, existe a compatibilidade das deformagoes.
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4.7 - Verificar a seguranga da viga da figura pelo método

das rotagoes impostas,

F F
sepdo transversal
S 3
AN I
3m 3m 3m 3m f g
/// o
6m 6 m d
20 |em
Dados
A¢o CA-504 Yg = 1,15
fck = 18MPa Yo © 1,4

Es = 210000MPa

Calculo do efeito elistico de um carregamento F

F(kN) ' F(kN)
X ~—~{
\ 1
AN
Ve
!
l

7
1

3m 3m 3m 3m

777
{
Das tabelas do anexo I, tem=se:

F.3.3 (6+3) = 1,125F
2 62

V(x) = ; - li%gég = 0,3125F (para x < 3m)

M(x=3m) = 0,3125.3,F = 0,9375F
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M{kNm])

0,9375 F 0,9375 F

Admitem-se as secoes criticas nas seguintes posi-

goes:
0 E
A L X 2 X lc
paS 5 »>
] 3m 3m !B 3m ‘ 3m l
I I l | l

Calculo do efeito das rotacoes unitarias nas segoes ecriti-

Casg .

Utilizando as tabelas do anexo II, tem=-se os dia-

gramas de momentos fletores:

a) Rotacao unit3ria positiva nas segoes D e E

CERY 0 =+1
| X X i
077_&77 ’;»7 Yoszie
1 3o0m | 30 3,0 | 30m |

~ ~
0,125 EI 0,25 ET 0,125 EXI

b) Rotacao unitiria negativa na secgao B

e:=-1
bs ; '
ATv 6,0 m 6.0m |
|

0,25 EI 0, 125ET QI25EI
z Z

e
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Calculo da rigidez 3 flexao:

18+3,5 = 30603MPa = 3060kN/cm>

E = 6600 ]
c !
20 603 4
I = i2 = 360000¢cm

E,oI = 1,1016.10 kNem? = 1,1016.10 kNn2

Adotando F = 100kN, e admitindo uma reducao

15Z no momento fletor da apoio B, tem-se:

2.8
\\\ M{ENM)
93.8 93.8
&AM (kNm)
95,6
/
102,2 102,2
\l/ \1// ot
Pre~-dimensionamento das armaduras:
20cm
0.85 fcd
€ @« -
o o :
E L o
o 0 M ;
8 - ‘> ©
"
R ~
— 1 _— 1

r<l
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0985fcd°0’8x°b = Asefyd {1}
M =R .2 = R .2
c g
M = Asefyd(d“ogéx)
M

A = (11)

S fyd(d O,éxﬂ

Substituindo (IT) em (I):

0,85 ,.0,8%.b = -

9 828 4005 0%, d=0,4%
0,68bodof .ox = 0,272bof ,ox> = M

® el o gde 8 ® CdG,

2 M
x = 2,5dx + m%—?m 0

cd

2 M o
2,5d§l/§2,5d) —4.(6:3723?:“)

- d
d 2
4= H
s fyd(d-0,4£7
1,8 2
fcd -i—’-z- 1,29kN/cm
50 2
fyd -i—’-T-S- 43,5kN/}cm

Para b = 20cm e d = 57cm , tem-se:

M )

2
295057'-t 1[(2'5‘57) -4.(0,27202001929

x = 7




Fh DS

14295i‘y56306,25»o,5?,n
3

Portanto,
Secoes D e E

MD = ME = 102,2k¥m = 10220kNcm

x = 1ll,lcm

10220 2
Ay = TrE(sT0, 4 1T,y © 4ehlem

Secao B
M. = 95,6kNm = 9560kNcm
x = 10,3¢cm
A = 4916cm2

Armaduras adotadas:

no apoio: A_ = 4,2cm2 (4$10- + 2¢8)

nos tramos: A = 4,5cm2 (2612,5 + 2016)
_ Calculo dos momentos resistenﬁes tltimos.
a) Segoes D e E : A_ = 4,5cm2

0,85.1,29.0,8x.20 = 4,5.43,5

x = 11,1lcm

Mop = Mg " 4,5.43,5(57-0,4.11,1) = 10289kNcm = 103kNm
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b) Segao B A = ésZcmz

0,85,1,29.0,8%x.20 = 4,2,43,5
x = 10,%¢em

MuB = 4,2,43,5(57=-0,4.10,4) = 9654kNem = 96,5kNm

DIAGRAMA DO MOMENTO ATUANTE frLTIMO

Mu (kKNm)
ESC. VERT. 1em =40 kKNm

ESC. HORIZ .iem=1m

Construcao dos diagramas momento fletor-rotagao inelastica.

Primeiro trecho:

fer ™ %ﬁﬁ = 0,18kN/cm?

- 0,18.360000 _
r 30

2160kNcm = 21,6kNm

Segundo trecho:

a) Segoes D e E

, - .
o 15.4,5 2.20.57, _
X ———5'6——.( 1 +1/1 + —‘-—'—-—"'-15.4,5 ) 16,5cm
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2= 57 - 1822 = 51,5,

Mea 4,5.43,5.51,5 = 10081kNem = 101kNm
AM = 10081 - 2160 = 7921kNem

1= 4,5.51,5(57-16,5) = 9386cm”

1 7921 7921 =1

-5
= = - = 3,3,10 “em
r " 21000.9386 T | 0TE 109

0, % . 350.3,3.107° = 5,8.10 °rad.

b) Secao B

15.4,2 [ 2.20.57, _
50 ( 1 '9']/1 % m) 16¢en

z = 57 - ;%;g = 51,7cm

Me= 4,2,43,5.51,7 = 9445kNem = 94 ,4kNm
AM = 9445 = 2160 = 7285kNcm

I;p= 4,2.51,7 (57-16,0) = 8903 cm”

7285 7285 -1

21000.8903 1,1016.109

% - - 3,24.10 cn

3

5 2 3,7.10  rad.

1 -
81 E e 23003,24410
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Terceiro trecho

a) Segoes D e p

4,5.50 ‘
w 20,57.1.8 9,11

0 . = 29610”3rad°
min,

= 147,107%, 4.
max,
Logo,

Ous = 5.8.10730 09 1073 _ 34,8,1073, 4.

Oui = 5,8.1073,147 143
(1]

= 152,8,1073; 4.

b) Secac B

4,2.50
w = 20,571,858 = 0,10

-3
min, 31.10 rad,

= -3
emaxo 157,10 rad,

Logo,

us = 3,7.1073,37 1073 | 34,7.1073, 44,

wi ™ 3,7.10734 157 1073 . 160,7,107 3,44
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Diagrama momento fletor-rotacao inelastica das secoes D e E

b M (kNm)
110+

103 Cq Ci

101,56

80+

B804

6 O~

50+

40+

30

218
55%A

8. 16° rad.

T T T T T T T T ¥ T T 7 T Y
[ 10 20 30 40 50 &0 70 80 90 100 Ho 120 i30 140 150

5.8 34.8 152.8

.
i ket
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Diagrama momento fietor-rotagao inelastica da secao B

I M (kNm)
 96.5

100 ]

9244
B

70
60
50+

401

30+

216
207 A

8. 10%rad

VERIFICAGAO DO ESTADO LIMITE GLTIMO

Momentos fletores nas segoes

dentes rotagoes ineliasticas.

M, = 95,6kNm

B

0 = 22,10 344,
us

3

.= 95,10 “rad.

ul

My = M. = 102,2kNm

H T ‘7’/‘“‘ ] 7 e
100 1o 40 150 6o
J

180.7

criticas e correspon
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0 = 25,10 %rad.
us

b=

8 . = 110.10 3rad,
ui

AM = 1,1016.10%°(0,25.22,0-0,25.110) . 10" = -2423kNm

ﬁ]ine

AM 88 1,1016310+5(0 25.95,0«0,25°25)91033 = +$1928kNm
max. ®

Nao se consegue obter a compatibilidade das defor
magoes,

Considerando o carregamento F = 99 ,6kN, tem-se:

{12
e
M (KNm)
\\\J7(;;3 \\\J;><f;;;//
AM{KNm)
96,5
Mgy (KNmM)
01,1
101,1
0 diagrama de momento atuante gltimo pratica-
mente nao se altera, logo:
MB = 96,5kNm
-3
6 = 34,7,10 “rad.
us
3

6 .= 160,7.10 “rad.
ul
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My = M, = 101,1lkNm

0 = 8,10 Jrad,
us »

- -3
eui 34,2,10 “rad.

AM = 1,016.10"°(0,25,34,7-0,25.34,2) .10"> = 13, 8kNn

min.

AMmax = 19016°105(0525°1609730925~8,0)51003 = 4205kNm

@

Portanto, para F = 99,6kN com uma reducao de 13,83
no momento fletor da secao B, consegue-se uma configuracao de

momentos fletores estaticamente admissivel e compativel.

4.8 - Verificar a seguranga da viga da figura, pelo método das
rotggaes impostas.

F E segdo transversal

) 1 4 Z
Fs Py ZB:
1.5 1,5 20 | 20m //’ o

|
3,0 4.0m ) /
20 icm
Dados:
Aco CA-50A Yo = 1,15
fck = 18MPa Ye 1,4

Es = 210000MPa F = 150kN
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21 1 £ 1 i
Calculo do efeitsc elastico de um carregamento T

ANN

2,0 2,0m

O.8313 F

N

04844 F

M{ENm)

04922 F

Admitem-se as segoes criticas nas seguintes posi-

coes:
D B E cy
[ X ¢ X
s 1 s T 2,0 | 20m |
|

| l l |

Leod ° End N L 3 b #
Calculo do efeito das rotagoes unitarias nas segoes criti-

cas.

a) Rotagao unitaria positiva na secao D
6=+1

P = /
|
l

1.5 | 1.5 4,0m

0,250 ET

%7\

WQIZSEI
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b) Rotagao unitéria negativa na segao B

0= -

p—
=,

s

{ Im I[ 4m
3

0,500 ET -~y 0,250 ET

NANN

-0, 3125 ET

@ 0,875 EI

Calculo da rigidez 3 flexao

Ec = 6600 1/18+3,5 = 30603MPa = 30601<N/<:m2



=145~

X
20,
I = ngggm = 208333cm

4

E_.1 = 6,375.10 kNem? = 6,375.10 kNn”

Admitindo uma reducao de 157 nos momentos fleto-

res dos apoios B e C, tem=-se:

79,7

/////1 72.7
A D / E c
8 M{ENm]
~72.,6 73.8
/u,l AM {KNm)
10,9
M“%kNm)
67,7
////1 61,8
78.6 , 84,9

Com os momentos fletores totais das segoes criti
cas, atraves do prée-dimensionamento, obtem~se as seguintes

armaduras:

b
]

Segao B: 3,58cm

Segao C: A 3,24cm

Secao D: A 4,22cm

4,60cm2

b
]

Segao E:
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Foram adotadas as seguintes armaduras:

Segdo B: A_ = 3,60cm” (2$10+ 1916)
P 3

Segao C: A_ = 3,25em” (4¢8+ 1912,5)

Secao D: Ay = 4,50cm2 (2¢12,5+. 1916)

Segio E: A_ = 5,00em’ (4912,5)

Secao|A (cmz) x(em)| z(em) | M (kNm)|{ x (cm)| 2z (cm)|M (cm)

s u e e e
B 3,60 8,9 | 43,4 | 67,7 13,5 | 42,5 | 66,6
c 3,25 8,0 | 43,8 | 61,9 12,9 | 42,7 | 60,4
D 4,50 11,2 | 42,5 | 83,2 14,8 | 42,1 | 82,4
E 5,00 12,4 | 42,0 | 91,4 15,4 | 41,9 | 91,1

Diagrama do momento atuante ultimo
660

My (KNm)
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P DUV B ST R P~ 6 . .10°6.15%e 153 6 . .10°
Segaol e r IT}r -1 | I 1 w | min max us ui
(kNm) | (cm®)| (em™) (em) | (rad.) (rad.) (rad.) (rad.)]| (rad.)
B [°1,6 5126 |4,7935) 120| 2,9 |o0,11] 23 148 30,9 150,9
C 45,4 14732 13,8565| 60 1,2 10,10 39 160 31,2 161,2
D (67,4 16100 {4,2043 190§ 4,0 0,13 26 128 30,0 132,0
E 76,1 16620 4,2803{ 195 4,2 0,15 24 106 28,2 110,2
M. = 15kNm para todas as secoes criticas.
Diagramas momento fletor-rotacao inelastica
a) Secao B
M{kNm)
704 677 Cq i
66.6— P
B
60
50.)
404
304}
204
5__,
104A
S.Io—arod
, H‘) 2;) 3“0 ‘;O 510 6'0 7‘0 BIO 92) !Cl)O l;O l.;.O |'30 0;0 lgCT—
29 )\ I
309 150.9




b) Segao C

éM {kN /m)
70

61.9

Cs

“L48=

==
N

-3
8 .10 rad.

¢) Segao D

M {(kNm)
90-

83.2
82.4 4

T ’I’l ¥ 1 1
70 80 20 100 10 140 150 18D
161.2

804 |g

704

60

40

304

201
15—e A
104

-3
9. 10 rad.

T T
70 80 90 100 1o 120 130 140

|

T T L]

132
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d) Segao E
ILM(kNm)
166+
911] 9Le Cs Ci
20+
B
80-
7 0+
60-
50
40+
30-‘
zoJ
154
A
104
-3
6. 10 rad.
‘ ] 1 it 1 1 i T ¥ | T it 1 b
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 1O 120
¥
4.2 282 ilo.2

VERIFICAGAO DO ESTADO LIMITE ULTIMO

Momentos fletores nas segoes criticas e correspon-

dentes rotacoes inelasticas.
MB = 67,8kNm
-3
® = 30,9.10 “rad.
us

6 .= 150,9.10 >rad.
ul

MC = 61,8kNm
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0 = 31,2.10 3rad.
us

6 ., = 161,2.10 rad.
Ui

M, = 78,6kNn
=3

6 = 4,9,10 “rad.
=3

8 .= 4,9,10 “rad.

M, = 84,9kNm

0 = 4,1610®3raae

3

8 .= 4,1,10 “rad.
ui
Ammin = 6,3759104(0ssoe3os9wo,zse31,2«0,2564,9a0,12504),10”3§
= 378kNm

by = 6,375.10%(0,50.150,9-0,25.161,2-0,25,4,9-0,125,4),10 =

= 6941kNm

Considerando um carregamento F = 155kN, tem-se:

82,3

~ L~ 13,2 AM({KNm)

e

82,8 | 90,2

Mm4kNm)
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MD = §2,8kNm

6 = 7,0.10 ¢ad,
us

o .= 28,0.10  rad.
ui

ME = 90,2kNm

6 =8 , = 4,1.10 2rad.
us ul

MM, = 693759104(0550630993092593152a09256zseo,lzseagi)910”3§

= 8,8kNm

pM_ 6,375.10%(0,50.150,9-0,25.161,2=0,25.7-0,125.4,1),10 =

= 2096kNm

Portanto, para F = 155kN com uma redugao de 17,77
no momento fletor da secao B, e possivel obter uma configura-

cao de momentos fletores estaticamente admissivel e compativel,

Observacgao: Estes exemplos apresentados tem como objetivo prin
cipal mostrar que o método das rotulas plasticas e o metodo das
rotagoes impostas sao exequiveis, e podem ser aplicados, res
pectivamente, as estruturas lineares e estaticamente indetermi
nados, de materiais ducteis e de concreto armado.

No caso do método das rotagoes impostas, os exemplos
foram escolhidos, de forma a se ter uma variedade de carregamen
tos e vinculagoes para as vigas. As taxas de armaduras nas se
gSes foram adotadas para que se obtivessem diagramas momentos
fletores — rotagoes inelasticas, da Fig. 3.4.10, com as retas

dos trechos B-Cs e B-~Ci ascendentes.
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5. CONCLUSOES

Com o proposito de se aproveitar o maximo possi-
vel da capacidade resistente de uma determinada estrutura,
foram desenvolvidos métodos de calculo em regime elasto~-
plastico, que analisam a estrutura na iminencia de colap~
S0, |

Em estruturas de materiais ducteis compostas por
elementos lineares, e possivel a formagao do mecanismo de
colapso, pois se consegue obter a deformabilidade necessa-
ria. O Metodo das Rotulas Plasticas apresenta resultados
satisfatorios quando aplicados a estas estruturas.

Dos metodos existentes para o calculo de estrutu
ras estaticamente indeterminadas de concreto, em regime e=
lastoplastico, apresenta-se nesta dissertacgao o Metodo das
Rotacoes Impostas, desenvolvido pelo Prof. Giorgio Macchi.
Este metodo ainda pode ser melhorado, embora, da forma co-
mo se apresenta, seja exequivel e se constitua em um ins=
trumento significativo para o calculo em regime elastoplﬁi
tico.

Conforme o item 3.2.2.3C, da NB1-78, tem-se: “"Per
mite~-se, observado o disposto nos itens 3.2,2.3A e 3.2.2,3B
calcular as vigas continuas em edificios por processo sim-
plificado, em regime elastoplastico, unicamente alterando-
~se a posigao da linha de fecho determinada no regime eléi
tico de modo a reduzir os momentos sobre os apoios no méxi
mo de 15Z".

0 metodo das Rotagoes Impostas, permite analisar melhor a
redistribuicao de momentos fletores, e respeitando as suas limitagoes,

podem—se obter redugoes inferiores ou superiores a 157.
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Observa-se na Fig, 3.4.10, o diagrama momento fle
tor-rotagao inelastica, apresentado pelo Prof. Giorgio Mac~-
chi. A situacao atual do Metodo das Rotacoes Impostas nac
considera o caso em que o momento resistente Ultimo seja me
nor do que o momento de inicio de plastificacao. Desta for-

- e 2 - s
ma, o metodo limita a maxima taxa de armadura que pode serx
utilizada. Por outro lado, nas curvas das rotagoes totais
da Fig. 3.4.14, o0s valores de 6 . e O nao sao bem de-=
min, max.
'3 ° L I3 o “
finidos para taxas mecanicas da armadura inferiores a 0,09,
e foi desprezada a influencia das armaduras transversais.
Atuvalmente, com o0 progresso dos computadores de
o = v
todos os portes, das calculadoras programaveis, e das tecni
e 8 Ll - P -
cas computacionais, e possivel automatizar o Metodo das Ro-
tacoes Impostas, tornando a sua utilizacao mais pratica. A
aplicacao de outros metodos de calculo em regime de ruptura
necessita da investigacao experimental das curvaturas ulti-
mas das pegas de concreto armado.

No item 3.6, & apresentado um breve comentario a
respeito da pesquisa experimental, que & indispensavel para
que os metodos de calculo em regime elastoplastico se desen
volvam, e possam levar em conta todas as peculiaridades das

estruturas de concreto estrutural.
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6. ANEXOS

6.1 = Anexq@i

Tabelas de momentos de engastamento perfeito em

barras prismaticas (I = constante) = Convencao de Grinter.
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6.2 - Anexo 11

Diagramas de momentos fletores devido as rota-

o ° Rl o s
coes unitarias 1mpost:as a



=159

- 16 EIo




~160-
6 = +1

o= +1

._ +_
SadnYy, :

e
i
+1

-1

2
L
'l

6= +1 b=

TNNNNS

PN AN

2
6

0= +1
L/

2”é>'L/2
>

o= +1

T
S
n_N_u -
24 o~y
~
H !
o (o]

P A

=
i <




EE
o

-1

e._

o= -1

=161

+1

H=

T

Bt =

Ml

0= -1

0= -1
=1

9

L "%L/Z@/f% ’7%’ L

o= +1

+ 1

Q=

8= +1
/2, T
6= +1
IR Y1 5 =

"%4/2!1,5% L 7?7 L

. 4 ngt "
5L
+ 1L EIT T

5L

Bl Bla
N i

-

Sl

23

R

HlaBla

NN e
1 "+

6=

-1

A0




=162~

A=

f= =1

+1

B=

0= -1

+1

=

0= +1

ET

LR——

6

LEL

12 (a+1)
2
4(a+l) -1 b

-+

—

e b 4 (at+1) -1 L

+1

f=

_,'A,-
e -
= gl A
~ 4_
P S
A= |
B |3
O -
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