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RESUMO

0 presente trabalho tem por principal objetivo
servir como fonte de consulta bibliografica aos interessa
dos nas estruturas formadas por chapas dobradas. Pretende,
também, apresentar os principais métodos continuos de ana-
lTise das folhas prismaticas simples, curtas e continuas.

No primeiro capitulo, @ apresentada uma extensa
analise bibliografica, procurando fornecer indicagoes so-
bre as diversas possibilidades de aplicacdo e analise des
sas estruturas. Descreve-se também os resultados experimen
tais obtidos por diversos pesquisadores, visando dar sus-
tentacao as conclusdoes apresentadas.

No segundo capitulo, € apresentado o equaciona-
mento, o qual foi feito de maneira a englobar todos os prin
cipais métodos de analise das folhas simples, visando faci
litar a compreensao e resolucao dos exemplos apresentados
no terceiro capitulo.

No terceiro capitulo, atraves de exemplos, des-
crevem-se os metodos de Whitney, Simpson, Yitzhaky e aque
le recomendado pela A.S.C.E., para analise das folhas sim
ples. Examina-se também a extensdo do método de  Yitzhaky
para folhas contTnuas.

No quarto capitulo, descreve-se um método de ana
lise das folhas curtas. Foi examinado o método de Reiss e
Yitzhaky.

Finalmente, no quinto capitulo, examina-se um m§
todo de analise das folhas contTnuas, mediante o uso de s
ries de Fourier. Procura-se descrever o metodo de Mousa,
Parmelee e Lee, bem como comparar os resultados obtidos
com aqueles fornecidos por Beufait, o qual utilizou um pro
cesso discreto de analise.



ABSTRACT

The main purpose of this work is to be useful as
a reference source for folded plate structures. The work
also presents the mainly processes for the analysis of
simple, short and continuous folded plates.

Chapter one introduces a extensive bibliography
review, trying to provide some indications about the
various possibilities of application and analysis of such
structures. It also shows experimental values taken from
other authors, wich give support to the conclusions.

In chapter two equations comprising all mainly
methods to solve the simplest folded plates are presented,
to improve the compreension of the exercises solved in
chapter three,

Chapter three introduces: Whitney, Simpson,
Yitzhaky and A.S.C.E's methods of analysis for simplest
folded plates; it also shows how to extend the VYitzhaky's
method to continuous folded plates.

Chapter four shows the analysis of short folded
plates, using Reiss and Yitzhaky's method.

Finally, chapter five is concerned with analysis
of continuous folded plates, using Fourier's Series. The
results obtained with this technique are compared with
values given by Beaufait.
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CAPTTULO I

CONSIDERACDES GERAIS - ESTUDO BIBLIOGRAFICO

I.1 - INTRODUCAO

A estrutura em folha poliedrica ("folded plate”
ou “hipped plate" nos paises de 1inqua inglesa e "faltwer-
ke" nos de 1ingua alemd) pode ser definida como um sistema
de chapas finas dobradas Tongitudinalmente, conectadas mo
noliticamente pelas arestas formadas nas dobras, constitu
indo uma estrutura resistente espacial. A Fiq. I-1 define
0s elementos tipicos de tal estrutura.

0 sistema estrutural assim formado aproveita a
rigidez tanto dentro do plano das chapas ("acdo de chapa")
como perpendicularmente a eles ("acao de placa") para ab
sorver o carregamento, aparecendo aqui uma das vantagens
desse esquema em relacao 3 construcao convencional: pensan
do em cobrir a mesma d@rea com uma estrutura comum, teria
mos apenas a acao de laje, alem da necessaria colocacao de
vigas na juncao de duas Tlajes adjacentes.

No sistema estrutural em chapa dobrada, as lajes
se apoiam mutuamente pelas arestas e originam carregamen
tos no plano das chapas. Assim, o efeito portante da estru
tura em folha poliedrica se baseia nesse efeito reciproco
de placas "flexiveis" e de chapas "rigidas", onde as ares
tas desempenham papel fundamental: cada aresta substitui a
viga que normalmente seria colocada na juncao de duas Ta
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Figura I-1

jes, constituindo assim verdadeiras "linhas de apoio" embu
tidas na estrutura.

E facil verificar que a colocacao de vigas seria
ineficiente, do ponto de vista do comportamento estrutural,
desde que o anqulo formado por duas lajes adjacentes nao
esteja proximo de 180°.

0 deslocamento 2-2' de qualquer aresta (Fig.
I.1.c) pode ser decomposto nas flechas a, no plano da cha
pa 2 e Wy 5 perpendicular a ele, ou alternativamente, na
ra chapa 3 , pode ser decomnosto em ay e w2’3.

As flechas a5, 23 das chapas 2 e 3 , nroduzi
das pelo carregamento nos planos dessas chapas, serao rela



tivamente pequenas, ja que elas se comportam como vigas de
grande rigidez, pela sua considerdvel "altura" (distancia
entre duas arestas consecutivas).

Por outro lado, a resistencia das chapas contra
cargas perpendiculares ao seu plano & pequena, pela sua
baixa rigidez (efeito de laje), e um carreqamento relativa
mente pequeno produzira as flechas m2’3 e w2,2' Assim, um
eventual carregamento concentrado sobre a aresta 2 serd re
sistido em sua maior parte nela "acao de chapa", demons
trando assim a rigidez da estrutura, pelo pequeno desloca
mento da aresta. Portanto, como as deformacdes relativamen
te pequenas das chapas nos seus planos limitam o desloca
mento da aresta, este tera a magnitude daquelas e qualquer
viga colocada nas jungoes resultaria ineficiente, por ser
muito mais flexivel (pela sua menor altura) do que as cha
pas.

Assim, o consumo de material & muito menor que
nos sistemas convencionais de construcdo. Quando comparado
com o sistema em casca cilindrica, o consumo de material
requerido para o sistema em folha poliédrica & um pouco
maior, mas este, como um todo, acaba sendo mais econdmico
que aquele, devido a ausencia de curvatura, o que simplifi
ca e diminui o gasto com formas, além de facilitar a con
cretagem e o descimbramento.

Alem da economia, & de bom alvitre salientar a
vantagem "arquitetonica”, ja que as folhas poliedricas ofe
recem uma dama enorme de aplicacoes, com formas agradaveis
do ponto de vista dos arquitetos.

I.2 - HISTORICO E APLICAGOES DAS ESTRUTURAS EM FOLHA POLI-

EDRICA
Um historico do desenvolvimento das folhas polig
dricas e de suas aplicacoes pode ser encontrado em varias
publicacoes, como por exemplo a que foi nreparada pela



comissao da Sociedade Americana de Engenheiros Civis(ASCE)f*

em 1963, ou mais recentemente, no trabalho de Iffland?, en
1979, ambos trazendo grande bibliografia sobre o assunto.
Alem desses, como histérico,pode-se consultar os trabalhos
de Ramaswamy?, Winter e Pei*,Craemers otc.

A primeira utilizacao desse tipo de estrutura [
correu na Alemanha, em 1924, tendo sido empreqgada nor
Ehlers para a fabricacao de qrandes silos de carvao. Ehlers
publicou um artigo sobre a analise estrutural em 19302°3°%
Sequiram-se contribuicoes dadas por Craemer, Gruber®, Grue
ning®, Petry, Goldenblatt e Ratz, Fluage, 0hlig®, Vlassow
e Girkmann®,

0s trabalhos iniciais de Ehlers e Craemer supu

nham as chapas rotuladas nas arestas e desprezavam os mo
mentos transversais. Gruber, em 1932, apresentou uma  teo
ria rigorosa que levava em conta a rigidez das arestas e
os deslocamentos relativos entre elas, estabelecendo que
grandes erros podiam ocorrer se tal riqidez fosse despreza
da.

A primeira publicacao em inglés sobre a analise
das folhas poliedricas surgiu em 1947, por Winter e Pei® ,
analise esta em que eram desprezados os deslocamentos rela
tivos das arestas. Em 1954, Gaafar’ mostrou que o erro co
metido ao se desprezar esses deslocamentos era, em media,
de 200% nos valores das tensdes e, em alquns pontos, 0s si
nais das tensdes eram opostos aos obtidos pela experimenta
¢ao (destaque-se aqui o fato de que o trabalho de Gaafar
foi o primeiro a apresentar uma analise tedrica sustentada
por uma analise experimental).

Desde entao, proliferaram os métodos de anilise,
0s quais serao discutidos em item posterior. Uma classifi
cacao de parte desses metodos e a comparacao entre eles
foi apresentada por Powell®,

Usada principalmente em coberturas, as folhas po
liedricas tém sido empregadas para a construcao de silos,
auditorios, ginasios de esportes, edificios industriais,

* Os numeros indicam referencias bibliograficas, encontradas a partir
da pagina 319.



armazens e ate mesmo fundagfes®, escadas®, pontes®’!0°!l ¢

pilares!?:13,

Embora o maior interesse na sua aplicacdo
tenha se voltado para o concreto armado, pela sua methor
trabalhabilidade, o uso das folhas poliedricas se eStendeu
as construcdes metalicas e de madeira.

Varias publicacdes j3 sao encontradas sobre a a
plicacao das folhas poliédricas em estruturas metidlicas? ,
como os artigos de Nilson®’'*’1°, Baer'®, Davies?’!'7, Krau
se'®, Lawson'®,Lundgren® e Shogren®®, existindo escassa bi

bliografia sobre a aplicacao em madeiras?!/ 2!,

I.3 - TIPOS DE ESTRUTURA

As folhas poliédricas podem ser desenvolvidas jun
tando-se chapas individuais através de muitas combinacdes:
as primeiras folhas foram usadas para construir silos de
carvao, semelhante ao mostrado na Fiq. I1.2.

Quando as chapas individuais sao juntadas de ma
neira que toda a secao transversal seja constante ao longo
do comprimento da estrutura, esta e denominada folha pris
matica (ou casca prismatica); a Fig. 1.3 mostra alqumas se
coes transversais desse tipo de folha poliédrica.

Se toda a secao transversal varia ao longo do
comprimento, tem-se uma folha n3o-prismatica, como as mos
tradas na Fig. 1.4. Deve-se notar aqui que o termo nao-pris
matica, refere-se 3 estrutura como um todo, podendo as cha
pas individuais serem prismaticas ou n3o-prismaticas.

Quando mais de duas chapas se juntam numa aresta,
a estrutura e denominada folha poliddrica multipla. A Fig.
I.5 apresenta varias segdes desse tipo estrutural, nas
quais se incluem as pontes (casos d, e, f).

A Fig. 1.6 apresenta outros casos, como a folha
prismatica continua, escadas e a cobertura em guarda-chu
va??,
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Figura I .2 - SILO

(a)

(b)

{c)

/\/\/\/\/\/\/ (d)

(e)

(f)

Figura I.3 — Segoes transversais tipicas de fdlhas
prismdticas ( ver tambem figura I .1 )



Fig. I .4 — Folhas ndo prismolticas
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FI1G. I-5 - FOLHAS MULTIPLAS - ALGUMAS SEGOES TIPICAS.




o) FBlha Prismdtice
Continug

b) Escadas

¢) Coberture em gquarda - chuva

d) Folha prismatica simples , de mdltiplas balas

Figura [-6



I.4 - CONSIDERAGCOES SOBRE 0 COMPORTAMENTO ESTRUTURAL

-10-

DAS

FOLHAS PRISMATICAS

I.4.1 - Acdo de placa e acdo de chapa

A Fig. I.7 mostraoconceito basico da acio estru
tural das folhas prismaticas: as cargas aplicadas podem ser

decompostas em duas componentes - uma perpendicular e
tra paralela a@ superficie da chapa.

ou

a) Distribuigdo das cargas
aplicadas para as ares-
tas (as quais funcionam
como apoios das placas)

b) Decomposi¢do das reagoes de"laje"
em forgcas no plano das chapas ;

¢) Agdo de viga das forgas dis-

APOIO

tribuidas no plano da chapa
para os apois

APOIO

Figura I-7



=11-

As cargas perpendiculares 3 superficie da chapa
provocam flexao (acao de placa) e esta transmite tais car
gas para as arestas (reacoes de apoio das placas). Estas
reacoes podem entao ser transformadas em cargas paralelas
ao plano das chapas e somadas com a componente das cargas
anlicadas, ocorrendo entao a "acao de chapa", com tais car
gas sendo transmitidas aos apoios de extremidade. Conside
ra-se entao gque as cargas distribuidas sobre a estrutura
sejam resistidas primeiro pela acdo transversal de laje e
depois pela acao longitudinal de viga. E evidente que, pa
ra ocorrer essa distribuicao de forcas, e necessario haver
um angulo razoavel entre as chapas adjacentes (o que serd
comentado adiante).

Na agao de placa, deve-se notar que cada laje po
de ser apoiada diferentemente em todos os seus bordos, e
que esses apoios podem ter graus variaveis de rigidez, de
vendo essas possibilidades serem consideradas na anilise.

A acao de chapa também & afetada pelas condicdes
de apoio. Alem disso, a distribuicdo de tensdes sobre a se
¢ao transversal da chapa pode nao ser linear, caso em que
uma das hipoteses de cdlculo, hipoteses estas discutidas
no capitulo sequinte ("as secoes permanecem nlanas, apos a
deformagao") nao seria valida. Isto ocorre, por exemplo,
quando a chapa funciona como viga-parede, isto e, quando a
relacao vVao-altura da chapa for pequena.

Sob certas condicOes, alqumas simplificacdes po
dem ser adotadas. Assim, por exemplo, a maioria dos metodos
simples de calculo tém em comum a adocao de uma relacao vio-
-altura grande (normalmente, adota-se L/h>3), permitindo a
hipGtese da linearidade de tensdes e o tratamento da estru
tura, quando da acao de placa, como laje continua apoiada
em uma so direcao, ou seja, desprezam-se os momentos Tongi
tudinais nas lajes.

Deve-se considerar também na analise, o efeito
sobre as agoes de placa e chapa da compatibilizacdo de ten
soes e deformacoes nas arestas.
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I1.4.2 - Comentarios sobre as formas prismaticas usuais e

sua influéncia na distribuicao dos esforcos

Como foi visto, a estrutura em folha prismatica e
composta, basicamente, por chanas inclinadas juntadas pe
Tas arestas. 0 angulo de inclinacdo das chapas nao deve ser
maior que 45° com a horizontal, para evitar o uso de for
mas duplas. Normalmente, procura-se usar um anqulo em tor
no de 300, para facilitar a concretaqen.

A forma mais simples de uma folha prismatica con
siste de duas chapas inclinadas em forma de V. Nesse caso,
transversalmente, as chapas funcionam como duas lajes em
balanco engastadas na aresta, resultando em grande momento
fletor. A desvantagem desse tipo de secdo transversal (bem
como de sua extensao, isto e, varias chapas inclinadas em
forma de V) & que a drea de concreto junto as arestas pode
nao ser suficiente para resistir aos esforcos de compres
sao causados pela flexdo e nem para permitir a colocacdo
da armadura necessaria (além, evidentemente, do grande mo
mento fletor que aparece nas arestas de extremidade, 0
qual, no caso de uso de chanas de mesma dimensao, coloca
das com a mesma inclinagao, e seis vezes maior que os  mo
mentos das arestas internas - ver Fig. 1.8.b).

Para diminuir os esforcos e permitir a adocio des
se tipo de secdao transversal, recomenda-se?? 3 colocacgao
de vigas de enrijecimento horizontais, as quais irao impe
dir a deformacdo do bordo 1ivre (desaparece, portanto, 0
balango de extremidade), tornando, com isso, a secao trans
versal aceitavel do ponto de vista estatico (ver Fig.I.8.d).
A vantagem dessa secao e apresentar menores esforcos, embo
ra com maior consumo de material, do que, por exemplo, uma
secao como a da Fig. I.1, a qual, por ser mais flexivel
transversalmente, apresenta maiores momentos transversais.
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Figura I -8

Os momentos e as forcas cortantes na secao trans
versal dependerao do numero e do espacamento das arestas,
bem como da disposicao das chapnas. Voltando ao caso da es
trutura formada apenas por duas chapas (Fiag. I.8.a), se a
dicionarmos a ela mais duas pequenas chapas (Fias. I.9.a e
1.9.b), a estrutura, na direcao transversal, passa a  fun
cionar como laje sobre tres apoios, reduzindo os esforcos,
A colocacao de uma placa horizontal (Figq. I.9.c) tambem re
duz os momentos negativos nas lajes e permite cobrir um
vao maior, aumentando o espacamento transversal de pilares.

Uma forma mais pratica (reduz substancialmente os
esforgcos) e obtida pela colocacao de placas horizontais jwn
to as arestas superior e inferior das chapas inclinadas
(ver Figs. I.3.c e 1.3.f) com largura suficiente para limi
tar as tensoes de compressao no concreto e permitir a colo
cacao da armadura necessaria.
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{a) {b)

{c)

Figura I.9

0 uso de chapas inclinadas se estendendo em uma
unica linha reta resulta geralmente numa secao transversal
mais economica do que aquela obtida com formas mais compli
cadas (com arestas intermediarias entre as superiores e in
feriores).

A inclinacao entre as chapas tambeém desempenha
papel importante na distribuicao dos esforcos, pois guanto
menor for o angulo o entre chapas adjacentes, menores se
rdo os esforgos de chapa que surgirdo. Isso sera facilmen
te verificado se examinarmos as expressoes analiticas des
ses esforcos, deduzidas no capTtulo sequinte (ver equagoes

(I1.14) e (I1.16), item I11.4.1).
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Os exemplos seguintes, encontrados em Franz®®, i
Tustram bem o que ocorre, pois nota-se que, diminuindo a
inclinagao entre as chapas, aumenta a flexao transversal
e, em consequéncia, cresce a flecha do bordo livre (ver
Fig. I1.11), a qual pode chegar a valores inadmissiveis. A
lem disso, se a configuracao deslocada da estrutura for
tal que altere a forma da secdo transversal, noder-se-a
ter que reescrever as equacoes de equilibrio, principalmen
te se lembrarmos que os metodos simples de calculo ndo le
vam em conta a resistencia das chapas a distorcdo origina
da pelas deformagoes diferenciais das duas arestas de uma
chapa (ver Fig. 1.10).

secdo antes da deformagdo = posi¢do
das extremidades das chapas

deslocamento das arestas

estrutura deformodq‘

]
em Xz— !
2

Figura I -10 - Distor¢do das chapas de uma
estrutura prismdtica

Recomenda-se! entdo, para minimizar os efeitos da
distorcao, usar um angulo entre chapas adjacentes ndo  me
nor que 15° nem maior que 165° (15° < o< 165°).

Tendo em vista a Fig. I.11, observa-se que as de
formagoes das arestas (cuja importancia para os valores
dos esforgos sera melhor destacada em item posterior - ver
item I.4.4) sao tanto maiores quanto mais rebaixada for a
estrutura, conforme ja salientado.

Comparando-se os diagramas de esforcos, verifica-
-se que, quanto mais rebaixada for a estrutura, maiores
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serao 0os momentos transversais nas arestas (como conseqﬁég
cia do aumento de deformacao) e maiores serdo as diferen

cas de tensoes longitudinais nos bordos externo e interno.

E de se salientar tambem que as forgas longitudi
nais nas estruturas prismidticas se aproximam tanto mais da
distribuicao linear (efeito de viga) e, consequentemente,
das hipoteses de calculo, quanto menor for a distorcio, ou
seja, quanto melhor se conserve a forma da secdo transver
sal. Assim, as tensdes de flexdo, no caso das chapas inter
nas, se aproximam das tensoes de viga, mas podem ser muito
diferentes destas no caso das chapas de extremidade, nor
causa da grande deformacao dos bordos livres (efeito de ba
lango). Pode ser necessirio, entdo, enrijecer esses bordos,
0 que pode ser feito atraves do uso, por exemplo, de vigas
de bordo (ver Fig. 1.12) ou de vigas intermediarias ou ner
vuras (ver Fig. 1.13 e tambem item I1.6.3).

A Fig. 1.12 traz um estudo comparativo??® entre
vigas de bordo de diferente inclinacdo. Resulta que a colo
cacao de uma viga horizontal & inconveniente pois, embora
reduza os momentos transversais, as tensdges longitudinais
serao ainda maiores que as obtidas sem o uso de elementos
de borda (ver Fig. I.11), alem de praticamente niao reduzir
a flecha. A distribuicdo de tensGes e momentos resultara
muito mais conveniente com as disposigdes b ou ¢, pois nes
ses casos, os elementos de borda servem de apoio as chapas
adjacentes, reduzindo assim as flechas, ja que tém aproxi
madamente a mesma direcdo.
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nervuras intermediarias
de enrijecimento

Figura I-13 — Enrijecimento das bordas

Os esforcos de chapa de uma estrutura prismatica,
com pequenas diferengas de inclinacao, 3 medida que se di

minui a largura das chapas, aumentando, consequentemente o

seu numero, tendem ao valor limite S = q.r, correspondente

a casca cilindrica de diretriz circular (ver Fig. 1.14).
Com efeito, estudos comparativos2®,2%,%% demonstram a gran

de semelhanca de comportamento estrutural entre as cascas

cilindricas e as folhas prismiticas, principalmente quan

to as tensdes longitudinais, havendo uma diferenga quanto
aos momentos fletores transversais, devido 3 descontinuida

de nas arestas das folhas prismaticas (ver final do
1.6.1).

item

| £ i
H Reg.{ | g
IRRENIRNENEE IREER <
TS | 4 R a
/4\ E ; S
J 24y 1 /4 f
I R T S=R.cosP = g. £ cos B
\ S / sendl senal
pwkvﬁ
oy

Figura I.14 — Cargas de chapas S, no caso de pequenos Gngulos O

entre as chapas [ ver capitulo I, item TL.4.1, fig IL. 10,
equagoes 16)
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[.4.3 - Forca cortante longitudinal nos bordos das chapas

Como visto (Fig. I.7), quando duas chapas adja
centes sao continuas sobre uma aresta, as cargas nela apli
cadas, que sao as reacoes de apoio da placa continua trans
versal, sao decompostas em duas componentes, cada uma atu
ando no plano de uma chapa. Esses esforcos de chapa, soma
dos com aqueles provocados nas arestas vizinhas, irao cau
sar flexao (efeito de viga) e provocar o aparecimento de
tensoes normais (ver Fig. I.15.a). A menos que a aresta co
mum as duas chapas esteja contida num plano vertical de Si
metria (tanto da estrutura quanto do carregamento), as ten
soes normais calculadas para o mesmo ponto, ao longo da a
resta comum, serao diferentes para as duas chapas adjacen
tes (Fig. I.15.a), ou seja, haveria um "deslizamento" en
tre as superficies em contato (Fig. I.15.b), causado pela
flexao independente de cada viga.

Evidentemente, as chapas nao atuam independente
mente, e as tensoes nos bordos adjacentes precisam ter 0
mesmo valor (nao ocorre o "deslizamento"), ja que ambas
sao juntadas monoliticamente pela aresta (Fig. 1.15.c).Por
tanto, deve haver tensoes cisalhantes horizontais atuando
ao longo da aresta, de maneira a iqualar as tensdes e as
deformagoes nos bordos das chapas adjacentes a ela, e cor
rigir a diferenca que aparece numa primeira analise. A re
sultante dessas tensoes sera a forca cortante longitudinal
na aresta, e cujo valor pode ser obtido pela "equacao das
tres cortantes", deduzida no capitulo sequinte (ver equa
¢ao (II.24), item I1.4.2).
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Figura I - 15

I.4.4 - Deflexoes das arestas

Como visto,quando as cargas sao transmitidas as
arestas, originam-se momentos transversais iquais aos de u
ma laje continua rigidamente apoiada, quando a secao trans
versal conserva sua forma. Mas essa hipotese de conserva
cao da forma da secdo transversal so e valida se se puder
considerar as chapas rigidas em seu plano, o que & admissT
vel no caso de dimensoes reduzidas, com as arestas repre
sentando linhas de apoio indeslocaveis (sem variacao de
comprimento).

Porem, se as dimensoes das chapas forem tais que

sua esbeltez seja grande (L/h > 3, por exemplo), tem-se
que levar em consideracao as deformagoes no plano da chapa,
pois a acao de viga causada pelo carregamento e as ten

soes cisalhantes corretivas que aparecem nos bordos (ver
item 1.4.3) provocam flexdo das chapas em seu proprio pla
no e, consequentemente, deformam a secdo transversal (ver
Fig. 1.16.d).
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c) Tensbes longitudinais no meio do vdo ; 0s nimeros entre
parenteses represeniam o0s valores corrigidos.

e) Momentos transversais. (kgm/m de laje}

FIGURA I- 16
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Essa flexao das chapas, quande se considera o seu
conjunto, ira alterar a posicao das arestas, e essa modifi

cacao tera,sobre os momentos transversais, o mesmo efeito
que recalques de apoio teriam nos momentos da Tlaje conti
nua idealizada, como demonstra o exemplo sequinte, dado
por Brielmaier?® (ver Fig. I.16), aqui colocado com fins i
lustrativos, bem como demonstrardo os exemplos resolvidos
em capitulo posterior. Na Fig. I1.16.e, a linha tracejada
representa a variacao dos momentos calculados sem levar em
conta a translacao das arestas, e a linha cheia representa
0os momentos ja corrigidos, isto e, levando em conta o efei
to dessa translacao.

Para carregamento simetrico, como as deflexoes
das chapas variam de zero nos apoios ate um maximo no meio
do vao, a correcao dos momentos variara de modo semelhante.
A curva cheia, portanto, da os momentos no meio do vao, mas,
a medida que a secao considerada se aproxima do apoio, o0s
momentos transversais se aproximarao daqueles assinalados
pela linha tracejada.

A variacao dos momentos transversais produzida
pelas deflexoes das arestas pode ser grande e deve sempre
ser considerada, pois a variacao das cargas nas chapas as
sim produzida sera apreciavel, havendo consequentemente a
variagao tambem das tensGes cisalhantes nas arestas. Isso
tudo ird produzir uma variacdo tambem das deflexdes nas a
restas, caminhando entao para uma solucao por séeries de a
proximagoes ou correcoes sucessivas, cada passo comecando
com as deflexoes das arestas obtidas no passo anterior. Em
muitos casos, a primeira correcao devido as deflexdes e su
ficiente. Em alguns casos, sao necessarias varias corre
coes e, em outros, as correcoes sao muitas e oscilantes,
convergindo lentamente. Esta & a grande desvantagem do mé
todo iterativo?®:%°>%%, sendo preferivel fazer a correcio
dos esforgos atraves de equagOes que permitam a solucgao di
reta para os valores finais das translacdes das arestas (co
mo e feito nos metodos nropostos, pnor exemnlo, pnor Sim-
pson?%s3  Yhitney®°27, Yitzhaky?4228529530,531 oo
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I.4.5 - Condigoes de apoio

Foi visto que as chapas se comportam como viaas,
transmitindo o carregamento no seu plano aos apoios de ex
tremidade. Tal transmissao nao deve ser feita unicamente
pelo apoio do canto inferior da chapa, como carga  concen
trada, sendo de bom alvitre apoiar a chapa tangencialmente
ao longo do seu bordo menor (ver Fig. 1.17.a).

reagdo da chapa / H\

_timpano

aoc apoio

b) Momentos e cortantes desprezados

no calculo; Tem-se que té-los em
conta construtivamente

a) Reagdo tangencial no
plano da chapa

Figura I-17

Esse apoio pode entao ser feito de diversas ma
neiras (ver Fig. 1.18), com os timpanos nodendo ter forma
de paredes ou de porticos. Pode-se tambem apoiar as chapas
direto nos pilares (ver Fig. I1.18.c). Os apoios transver
sais, alem das extremidades, tambem podem ser colocados ao
Tongo da estrutura, caso em que as chapas funcionariam co
mo vigas continuas. .

0 tipo de apoio dave ser considerado na analise
da estrutura, pois as restricoes quanto a sua deformagao,
ou a ausencia delas, pode modificar a distribuicao de ten
soes em toda a estrutura. 0Os metodos classicos de analise,
para simplificar os calculos, sundem que os timpanos sao
rigidos em seu plano e flexiveis pnerpendicularmente a eles,
bem como desprezam a rigidez a flexao das placas no senti
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do longitudinal (isto &, supGem-se laje contTnua apoiada
em uma so direcao), o que justifica a suposicao de tengen
ciais as cargas das chanas. Todavia, devido as flechas das
arestas, no apoio ocorrem tambem forcas transversais ner
pendiculares ao plano das chapas (reagdes longitudinais d;
apoio das lajes), bem como momentos de engastamento, 0s
quais, embora desprezados para facilitar os calculos, de
vem ser considerados construtivamente (ver Fig. I1.17.b),
com adogcao de armaduras de engastamento, assunto esse me
Thor discutido em capTtulo posterior. Nao ha, evidentemen
te, maiores problemas em se considerar tais efeitos nos
calculos, quando se usa técnicas como a dos elementos fini
tos para a solucao dessas estruturas (ver item 1.6.1).

a) Diafragma b) Pdrtico Atirantado

NS

as chapas podem estar
em balan¢o fora do pla-
no dos apoios.

/ balango opcional

/

~
~ ,/

c) Pilares

Figura I.18 — Apoios das chapas
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I.5 - CONSIDERACOES SOBRE 0S METODOS DE ANALISE

Os métodos de analise das estruturas em folhas po
liedricas foram classificados de duas maneiras: a primeira
classificagao foi feita pela comissao da A.S.C.E.!; a segun
da foi feita por Powell® e ampliada por Iffland?.

Procurar-se-a aqui dar uma idéia geral das duas
classificacoes mencionadas e dos trabalhos nelas envolvidos,
bem como amplia-las com novos artigos. Al&ém disso, no item
seguinte, incluir-se-a um novo estudo bibliogrifico sobre a
investigacao experimental dessas estruturas, hem como procu
rar-se-a analisar os principais resultados obtidos nessas
investigacoes, tentando dar o necessario suporte as hipote
ses, equacionamento (que serao discutidos no capitulo se-

guinte) e comportamento dessas estruturas (ja discutido nos
itens anteriores). ‘

I.5.1 - Classificagao baseada na comissao da A.S.C.E.

Na classificacao apresentadal!, consideraram-se a
penas as estruturas prismaticas. 0s meétodos de andlise re
caem em quatro principais cateqorias:

a) Metodo de vigas:

Consiste na aplicagao da teoria geral de vigas as
estruturas em folhas prismaticas. A principal hipotese ado
tada e que a estrutura deslocada mantenha a sua forma origi
nal, isto e, todos os pontos de uma dada secdo transversal
sofrem o mesmo deslocamento. Essa hipotese, em geral & fa
lha, porque a espessura b de cada chapa e relativamente pe
quena, quando comparada com as outras dimensoes da Secao
transversal e, sob carregamento, a secao muda de forma. A
teoria de viga pode ser aplicada as folhas nas quais nervu
ras intermediarias tenham sido previstas, espacadas de ma
neira a conservar a forma da secao transversal (V.Fiqg. I1.13).
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Varios autores discutem essa teoria.Citar-se-ao a
qui: Brielmaier?®, Craemer® , Gaafar’ , Scordelis, Croy e
Stubbs??, Whitney, Anderson e Birnbaum®”, Yitzhaky?®, Briel

majer?s

faz um estudo comparativo atraves de um exemplo re
solvido pelos metodos iterativos 2 de vigqa. Craemer®,27
estuda uma secao particular, aproximando-a da casca cilin
drica, visando especificar a gama de valores das espessu
ras, vaos e alturas das chapas para os quais os resultados
fornecidos nelo metodo de vigas sejam suficientemente pre
cisos.

Todavia, como os resultados obtidos atraves de
analise mais rigorosa geralmente diferem totalmente dos for
necidos pela teoria de viga, a comissao da A.S.C.C. desa
conselha o uso do metodo como caso geral. Tambem a experi

mentacao ’»3?2

(ver item 1.6.1) desaconselha o seu uso,por
que o método geralmente subestima os valores dos esforcos.
Alguns autores,como Chacos e Scalzi®?®, consideram o méto
do aplicavel, mas apenas para a estrutura particular por
eles examinada. Gaafar” e Yitzhaky?® sugerem uma modifica
¢ao do metodo pela corregao dos valores fornecidos, de ma
neira a obter resultados suficientemente precisos (ver i-

tem I.6.1).

b) Folhas prismaticas - método aproximado

Despreza-se a influencia dos deslocamentos rela
tivos das arestas. A analise por este metodo e bem descri
ta por Winter e Pei*, os quais consideram que os esforgos
provocados por esses deslocamentos sao despreziveis, compa
rados com os valores obtidos pela consideracao de arestas
indeslocaveis (so efeito do carregamento).

Todavia, a pratica demonstra que esses esforgos
nao sao despreziveis (veja-se item I.4.4, Fig. 1.16.d).
Tambem a experimentacao demonstra isso (ver item I.6.1, Ta
bela I.1). A comissao considerou esse metodo como insatis

fatorio, no caso geral, podendo-se utiliza-lo quando anali
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ses previas demonstrarem que os deslocamentos das arestas
sao despreziveis.

c) Folhas prismaticas - metodos simples

Levam em conta os efeitos dos deslocamentos das a
restas, A grande maioria dos metodos recai nesta categoria,
como os de Vlassow?’, Simpson®>2%, Gaafar’, Yitzhaky?® 2° 30,
Yitzhaky e Reiss?®, etc.. A experimentacdo demonstra que
elas sao perfeitamente aplicaveis (ver item 1.6.1), -embora
possam resultar em dimensionamento antieconomico, pois uma
das hipoteses classicas ndo se verifica na realidade: 0s
diafragmas, pela hipotese, deveriam ser perfeitamente f]exi
veis perpendicularmente ao seu plano (as chapas funciona
riam como neles articuladas), mas isso nao ocorre(ver  tam
bem item 1.4.5).

Como alguns desses metodos serao melhor analisa
dos no capitulo seguinte (ver item II.5), n3o mais nos es
tenderemos, mas e util lembrar que a comissao da A.S.C.E. a
ceita os metodos e recomenda uma modificagao do proposto por
Gaafar, como sera visto adiante (ver item II.5.4).

d) Metodo baseado na Teoria Linear da Elasticidade

Uma grande variedade de metodos simples de anali
se (os quais, como hipotese simplificadora, desprezam os mo
mentos longitudinais nas placas, assumindo-as como conti
nuas, apoiadas em uma unica direcao) e encontrada na litera
tura, mas sao poucos 0Ss trabalhos disponiveis que facam uma
analise mais rigorosa, baseada em hipoteses mais exatas, co
mo as da Teoria da Elasticidade. Podem ser citados: Gold
berg e Leve®*, Rudiger®®, Werfel?®, entre esses, os quais
propoem solugcoes para as folhas prismaticas combinando as
equacoes da teoria das placas para cargas perpendiculares
aos seus planos e as equacoes da elasticidade definindo 0
estado plano de tensoes, para cargas no plano das chapas.
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Como demonstra a experimentagao (ver item I1.6.1),
esse metodo ndo deve ser aplicado para resolver estruturas

que cubram grandes vaos, mas & indicado para pequenos vaos,
por melhor traduzir o comportamento da estrutura nessas
condigoes, ja que nao ocorrera o uso inconveniente, no ca
so, da hipotese simplificadora citada.

Os tres metodos acima citados requerem que se de
senvolva a carga em series de Fourier. Cargas nao unifor

mes requerem grande numero de termos, para que se atinja a
necessaria precisdo. Em vista do grande trabalho de calcu

lo requerido, os métodos se tornam praticaveis apenas com
o auxilio do computador. De Fries-Skene e Scordelis?’ apre
sentam um programa em que o metodo desenvolvido por Gold
berg e Leve e analisado dessa forma.

Mast?®® propos um método iterativo baseado nas
mesmas hipoteses dos metodos acima citados. A vantagem a
presentada & que o método de Mast pode ser utilizado para
calculos manuais (pois reduz o nimero de equacdes, em rela
¢ao aos outros), podendo também ser estendido para o compu
tador. Alem disso, Powell® observa que o metodo iterativo
proposto por Mast e melhor que os metodos iterativos pro
priamente ditos, os quais apresentam varias restricoes, co
mo veremos no capitulo seguinte (ver item I1.6.1).

[.5.2 - Classificagao baseada em Powell® e ampiiada por
Iffland?

Powell® apresentou a seguinte classificacao (pro
curou-se colocar novos itens. e respeitar a classificacao,
bem como utilizar apenas as referéncias encontradas
na pesquisa biblijografica).

a) Solugoes exatas para folhas poliedricas prismaticas
simplesmente apoiadas:

Born®; De Fries-Skene e Scordelis?® ; Gibson3™9;
Goldberg e Leve?®*; Rudiger® ; Scordelis,Croy e Stubbs3?
Werfel?3®
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b) Solugoes diretas

Barker*'; Holand®; Meek*?; Parme"*®; Scordelis*
Traum® >3 ; Whitney3’?7,

c) Metodos para calculos manuais - Metodos de membrana

Brielmaier?®; Mast®®; Reiss e Yitzhak*S; Seetha
ramulu e Kulkarni*®; Winter e Pei*;

d) Metodos de coeficientes de influéencia

Gaafar!’7; Simpson3’26°30. Tpayp3023l, Yitzha
ky2®23%: Yitzhaky e Reiss??;

e) Metodo de coeficiente duplo de influencia

Goble"7,

Embora alguns dos metodos citados acima nao te-
nham esta limitagao, a maioria se limita ao caso de folhas
biapoiadas. Tendo isso em vista, Iffland® procurou ampliar
a classificagao, agrupando solugbes para outros tipos de
estruturas, como segue:

f) Folhas continuas

Beaufait®®**?>3%; Born®; Faria®'; Goldberg, Gutz
willer e Lee3®; Lee, Pulmano e Lin%®; Mousa, Parmelee e
Lee® ; Muhlbauer e Beaufait®%; Pulmano e LeeSS; Pultar,
Billington e Riera®”; Ramaswamy?®; Sharma e Goyal®®; Wahab
e Mousa®?; Vakil®®; Yithaky e Reiss??;

g) Folhas multiplas

Born®; Chu e Pinjarkar® ; Chu e Dudnik!!; Gibson
e Gardner® ; Lee e Vos®; Lo e Scordelis®"; Paulson®s ;
Yitzhaky?2®;

h) Folhas nao prismaticas

Beavers e Beaufait®® ; Franz?®; Johnson®;  John
son e Lee®7°58°8% . Welch’?®; Whitney?” ;



Procura-se agora apresentar uma complementacgao
dessa classificacao.

i) Folhas protendidas

Billington®*; Brough e Stephens’?; Driskell?®
Goble*”; Govindaswamy e Swartz™; Klaiber, Gutzwiller e
Lee”®; Ramaswamy®; Yitzhaky e Reiss2?;

j) Pontes de secao celular resolvidas como folhas polié-
dricas

Buragohain e Agrawal "®; Chu e Dudnik!!; Chu e
Pinjarkar’ ; Davis, Scheffey, Castleton e Evans’®; Meyer e
Scordelis!?;

k) Folhas poliedricas resolvidas mediante o uso de dife-
rengas finitas

Conrado’®; Farmer e Breen®® ;Ghazaleh®!; Shan
mughasundaram®?; Goldberg, Gutzwiller e Lee5?;

1) Folhas poliedricas resolvidas mediante 0 uso de fai-
xas finitas

Chung®; Ibrahim e Monforton® ; Victor e El-
lyin8s;

m) Elementos finitos

Beavers e Beaufait®®; Fazio e Ha®'; Rockey e E

vans®®;

Iffland sugere ainda outra classificagao, por
problemas especiais, como os que se referem a estabilidade:

n) Instabilidade das folhas poliedricas

Avent e Bounin®; Lind®°; Mikhail®'; Mikhail e
Guralnick® ; Swartz®®; Swartz e Guralnick®; Swartz, Rose
braugh e Fanjiang®°; Swartz e Rosebraugh?®.
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0) Metodos de energia

Fialkow® ; Swartz®

p) Calculo das folhas em regime plastico

Fialkow?®®2%% 2100 . Gapdpeptt?
No item II.6, procurar-se-a discutir alguns dos

trabalhos aqui citados.

I.6 - A INVESTIGACAO EXPERIMENTAL DAS ESTRUTURAS EM FOLHAS
POLIEDRICAS

Numerosos trabalhos envolvendo experimentacao
das estruturas em folhas poliedricas se encontram a dispo
sigao dos engenheiros. Procurou-se,de maneira semelhante 3
feita no item anterior, dividir os artigos e referencias
encontrados por assuntos. Assim, tem-se:

a) Folhas simples

Aldridge!®®; Billington e Mark'°®; Chacos e Scal
zi%; Dykes!®; Farmer e Breen® ; Fazio!®°S; Gaafar’; Gib-
son*®; Grahan'®®; Rockey e Evans'®” ; Scordelis, Croy e
Stubbs3?; Scordelis e Gerasimenko!®®; Swartz e Rosebraugh!®
Yang!!? ;

b) Folhas continuas

Beaufait e Gray!!! ; Fazio e Kennedy!!'?; Goldberg,
Gutzwiller e Lee5?; Lee''®; Muhlbauer e Beaufait5%; Seetha
ramulu e Sinhall" ;

c) Folhas nao-prismaticas

Candreval!®; Del Pozo, Torroya e Palanco!l® ;
Johnson e Lee®’;

d) Folhas protendidas
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Klaiber, Gutzwiller e Lee’; Glanville!!'”; Mar-
tin!® ; Rontsch!® ; Schwaighofer e Seethalep!? ;

e) Folhas pre-moldadas

Rontsch!'?®; Schwaighofer e Seethaler!® ; Vishwa
nath, Mhatre e Seetharamulul?!;

f) Folhas obliquas

Siddall, Dokainish e Win'?? ;

g) Analise em modelos fotoelasticos

Billington e Mark!®3; Mark e Rieral2?®;

h) Segao celular

Davis, Scheffey, Castleton e Evans’8;

I.6.1 - Folhas simples - Comparacao entre os metodos teor?

Cos e a experimentacgao

Gaafar’ fof o primeiro a se preocupar em dar su-
porte experimental as hipdteses adotadas para o metodo de
calculo por ele proposto. Em seu trabalho, Gaafar resolveu
dois exemplos (ver Fig. 1.19), o primeiro com carga unifor
memente distribuida e o segundo com cargas concentradas, e
comparou os resultados do segundo com aqueles obtidos pela
experimentacao. A intengao de Gaafar era demonstrar a vali
dade de seu método, 0 qual era uma modificacgao daqueles
propostos originalmente por Winter e Pei", CraemerS, etc.,
0s quais desprezam a influéncia dos deslocamentos nas ares
tas. Segundo Gaafar, o erro assim cometido na avaliagao das
tensoes longitudinais & de 200%, em média, e na avaliacgao
das tensoes transversais seriam ainda maiores, e sempre con
tra a seqguranga (quando comparados com os valores experim
mentais). 0 metodo proposto por Gaafar, em relacao aos va-
lores experimentais, diminui as médias citadas acima para
40% e 20%, a favor da seguranga. ‘
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TABELA I.1 - Tensoes longitudinais maximas - exemplo nQ 2

Tragao = +
Tensb‘es; o, (psy) " |Erro (porcentagem) o método
Aresta "ap:(?i?;:da" Dezlggigsnto p:ggglia Experimental|Aproximada|Proposta|de Vig9a(Psy)
C -1360 +435 -925 . -820 +66 +13 =337
B -2000 . -980 +1020 T 4740 +170 +38 +165
A -1000 +1122 +122 +378 -365 -68 +1102

As tensoes longitudinais o, para o exemplo 2 de-
terminadas pelas varias teorias e pela experimentacao es
tao listadas na Tabela I.1 e representadas graficamente
na Figura 1.20. A Tabela anterior denota claramente a im-
portancia que os deslocamentos relativos nas arestas exer
cem sobre os esforgos (veja-se tambem o item 1.4.4, Figura
[.16.d), e o erro cometido ao despreza-los. Observe-se que,
inclusive, a teoria "aproximada" prediz erradamente o si-
nal das tensoes na aresta A.

A Figura 1.21 apresenta as tensdes transversais
obtidas experimentalmente (assinaladas pelos circulos) e
pelo metodo proposto, o qual, como se v@, apresenta boa
concordancia com a experimentacio.

Outra conclusao importante: a estrutura n3ao se
comporta segundo o metodo de viga (ver item I.5.1.a) como
se ve pelo exame da Tabela e da Figura 1.20:a distribuicgao
das tensoes longitudinais & aproximadamente linear para ca
da chapa, mas as tensoes nao sdo proporcionais a distancia
ate o centro de gravidade da secao transversal, como deve-
ria ocorrer pela hipotese de comportamento de viga. A con
dicao "as segoes planas permanecem planas apos a deforma-
¢ao" nao se verifica para a secao transversal como um todo,
mas se aceita para cada chapa, especialmente para segoes
distantes dos timpanos de apoio.
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Um fato interessante observado por Gaafar (Figu-
ra 1.20), & que os diferentes diagramas de tensdes passam
atraves de dois pontos comuns (pontos nulos no diagrama cor
retivo). Essa condicao indica que, se as ordenadas do dia-
grama corretivo sao multiplicadas por uma constante apro-
priada e subtraida algebricamente dos valores obtidos pela
teoria de viga, os resultados concordarao com os valores
obtidos experimentalmente. Em outras palavras, Gaafar so
recomenda a utilizagao do metodo de viga, na solugao das

folhas prismaticas, desde que devidamente corrigido.

Chacos e Scalzi®? demonstram a validade do meéto
do de viga no calculo do momento Ultimo suportado por uma
folha; nao se pode generalizar o resultado, como assinalam,
pois ele sd & valido para a estrutura particular por eles
examinada.

Scordelis,Croy e Stubbs®2?  realizaram experien
cias em um modelo de aluminio (ver Fig. 1.22), biapoiado,
e determinaram, experimental e analiticamente, valores de
momentos transversais m, tensoes longitudinais o, ¢ deslo-
camentos verticais §. 0 objetivo do trabalho foi comparar
resultados experimentais e analiticos, estes obtidos pelos
metodos de viga, simples e de elasticidade (ver itemI.5.1),
visando determinar a validade das hipoteses usadas nesses
metodos. O modelo por eles testado tinha um comprimento to
tal de 4 pes, com 3 pes de altura, e era formado por 3 ele
mentos, cada um com 5 chapas. A estrutura foi soldada num
dos diafragmas e apoiada em outro, movel, e o modelo foi
assim testado para dois vaos: um de 4 pés e outro de 2 pés.

Os valores analiticos para o metodo simples fo
ram obtidos atraves do processo descrito por Scordelis“‘e,
para o metodo da elasticidade através de Goldberge Leve?*.
Com fins comparativos, os valores experimentais e analiti-
cos estao tabelados a sequir e representados nas Figs. 1.23
a 1.27, para ambas as extremidades examinadas. Em ambas, o
carregamento @ o mesmo.
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TABELA I.2 - Resultados para o vdo de 4 pés (L = 47,44 in)

Aresta a b C d e f
Tensoes longitudinais o, (psi) Tracao = +
) 2500 -1500 - 550 6090 1500 -2700%*
i;?er‘meﬂ 1620 -990 | -300 790 950  |-1380%**
510 -380 -350 450 100 -150**x*
3370 -1907 -524 524 1907 -3370
Simples 2611 -1507 -343 343 1507 -2611
1580 -927 -162 162 927 -1580
3102 -1674 -681 631 1674 -3102
Elastici< | 2415 -1336 -457 457 1336 -2415
dade 1472 -833| -230 230 833 |-1472
1640 -380] -1530 1530 380 -16490
Viga 1230 -285| -1150 1150 285 ~-1230
720 -166 -670 670 166 ~-720
Momentos Transversais m (p.i/i)
0 0,42 -1,19 -1,19 -0,50 0
Experimen 0 0,18 -0,88 -0,80 0,22 0
tal 0 0,10 |-0,42 |-0,35 0,20 0
0 0N -1,448 |-1,448 0 0
Simples 0 0 -1,038 [-1,038 n 0
0 0 -0,569 [-0,569 N 0
0 0,086 |-1,434 |-1,434 0,086 0
Elastici-| 0,070 |-1,038 |-1,038 | 0,070 | 0
0 0,046 |-0,574 |-0,574 0,046 N
Deslocamentos Verticais § (in)
Experim. - 0,0543| 0,0001|-0,0006 00,0544 -
Simples - 0,0770|-0,0098|-0,0008 0,0779 -
Elastic. |0,1136| 0,0691] 0,0023|-0,0023 0,0691(0,1135
* - x = L/2
** - x = L/4
*** - x = 1/8
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TABELA 1.3 - Resultados para o vao de 2 pés (L = 23,44 in)
Aresta a ) c d e f
Metodo Tensoes longitudinais o, (ps;)(Tracao = +)

Experimen| 950 -530 80 30 430 -900*

tal 620 | -340 -20 20 380 _500%*

Simples 1263 -350 131 -131 350 -1263

947 -638 100 -190 638 -947

Elastici-|1214 -897 103 -103 807 -1214

dade 914 | -607 79 279 | 607 914

Vi 402 -93 -375 375 93 -402
1g9a 302 -70 -282 282 70 -302

Momentos Transversais m (p-i/1)

Experimen 0 0,11 -0,21 -0,11 n,05 g

tal o lo,06 |-0,15 |-0,07 |0,10 0

Simnles 0 0 -0,171 |-0,171 0 )

0 0 -0,122 {-0,122 0 0

Flastici- 0 0,048 -0,208 |-0,208 0,048

dade 9 10,036 |-0,150 |-0,15 | 0,036

Deslocamentos Verticais & (in)

Experim. - 0,0058 9,0013{-0,0012|0,0063 -

Simples - 0,0081 { -0,0011({-0,0011 {0,008] -

Elastic. |(0,0136)0,0080 | -0,0008|-0,0008|0,0080 | N,0136

* - x=1L1/2

** -y = L/4
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Uma comparacao dos resultados analiticos obtidos
pelo metodo simples e aqueles ohtidos pelo metodo da elas
ticidade mostra uma concordancia boa. As tensdes Tongi tudi
nais Oy obtidas pelo primeiro sao ligeiramente maiores gue
as obtidas pelo sequndo. K medida que o vao longitudinal
diminui, diminuem as diferencas de tensdes lonqitudinais e
deslocamentos verticais encontrados por ambos os metodos.

0s momentos transversais m encontrados pelos dois
metodos s3o praticamente os mesmos para o vio maior, en
quanto que para o vao de 2 pes o método da elasticidade con
duz a valores bem maiores, o que & razoavel pois, 3 medida
que o vao longitudinal diminui, o método da elasticidade
descreve melhor o comportamento como placa da estrutura(re
corde-se aqui que, como hipotese de calculo, os metodos sim
nles adotam a estrutura como placa continua apoiada em uma
direcao, o que perde a sua validade para pequenas relacdes
vao/altura), assumindo-a apoiada em duas direcdes.

Os resultados experimentais obtidos sao, em ge
ral, bem menores que aqueles calculados com os dois meto
dos acima citados, mas o simples exame das Figuras I-23 a
[-27 mostra que o padrao de distribui¢cdo dos esforcos ao
longo da secao transversal sdao semelhantes para os tres.
Tambem dos diagramas se conclui que o método de viga, para
estruturas sem simetria, fornece valores consideravelmente
menores que 0s obtidos experimentalmente, induzindo erros
serios e, portanto, ndo devendo ser utilizado.

Scordelis, Croy e Stubbs®? observam tambem que,
embora os metodos simples e da elasticidade parecam predi
zer corretamente o padrao de distribuicao das tensdes, mo
mentos e deslocamentos, os valores encontrados sio sensi
velmente diferentes dos obtidos experimentalmente, o que
atribuem a erros nas hipoteses adotadas, princinalmente a
que reza "os timpanos ou diafragmas de apoio sido infinita
mente rigidos paralelamente ao seu plano e perfeitamente
flexiveis perpendicularmente a ele". A sequnda parte dessa
hipotese parece n3ao ser totalmente certa, como ja comenta
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do (ver item I.4.5), pois o0s apoios afetam significativamen
te os valores dos esforcos e dos deslocamentos.

Baseados nisso, Rockey e Evans!®” realizaram expe
riencias em varias estruturas, visando investigar quais os
erros que a adogdo dessa hipotese introduz nos calculos. Os
valores experimentais obtidos foram comparados com os valo
res analiticos obtidos atraves do método da elasticidade e
do metodo dos elementos finitos, este Ultimo por eles desen
volvido.

As segoes transversais dos modelos ensaiados sao
mostradas na Figura I-28. Para obter uma indicacao do efei
to de mudangas de carregamento sobre a precisao das teorias,
o nrimeiro dos modelos foi carregado com cargas simetricas
e sem simetria. Tambem procurou-se examinar a maneira pela
qual a mudanca de secao transversal afeta a validade das
teorias, o que foi feito atraves do sequndo tipo, carregado
simetricamente, com chapas de mesma espessura e mesmas rela
goes vao/altura que o primeiro tipo.

Foram ensaiados 4 modelos do tipo 1 e um modelo
do tipo 2. 0s quatro modelos do tipo 1 tinham vaos de 71 % R
54, 36 e 18 polegadas, todas as chapas desses modelos com
mesmas alturas h e espessuras b. 0 modelo 2 tinha vao de
71 % nolegadas.

Na Fiqura 1-29, estao representados os momentos
transversais m e as tensoes longitudinais 0, na secao X =
= 3L/8, para o maior dos modelos tipo 1 (vao de 71 g no-
legadas), sob carregamento simetrico e sem simetria.

Na Fiqura 1-30, estao representados os movimentos
dos diafragmas de apoio, para os tinos 1 e 2, vao de 71 %
noleqadas, sob carregamento simetrico.

O0s deslocamentos verticais e horizontais do bordo
Tivre (aresta 7) dos modelos 1, na secao do meio do vao,sob
carregamento simetrico, estao representados na Fiqura I-31,
Analogamente, na Fiqura I-32, estao representados os deslo
camentos verticais da aresta central 4.

A Figqura 1-33 apresenta os momentos transversais
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nos 3 modelos menores do tipo 1, sob carregamento siméetrico.

Dos graficos apresentados, nota-se que os valores
teoricos das tensdes, momentos e deslocamentos obtidos com
o metodo dos elementos finitos concordam melhor com os valo
res experimentais do que aqueles obtidos com o metodo da
elasticidade, que s3ao significativamente diferentes dos ex
perimentais.

Para os maiores modelos do tipo 1, o metodo da e
lasticidade superestima os deslocamentos horizontal e verti
cal dos bordos livres (Fiq. I-31), bem como os valores das
tensoes longitudinais nesses locais (Fig. 1-29). J3 nas re
7ioes centrais, o método da elasticidade fornece valores de
deslocamentos e tensoes bem proximos dos eXxperimentais. Tam
bem os momentos transversais sao superestimados pelo metodo
da elasticidade, na maior parte da segdo transversal (Figu-
ra 1-29).

A precisao do metodo da elasticidade melhora, a
medida que se diminui o vao da estrutura. Ficando apenas
com o caso dos momentos fletores, isso e evidente ao se exa
minar a Fig. I-33. Rockey e Evans observaram adicionalmen
te que resultados semelhantes sao ohtidos sob carregamento
nao simetrico. Essas observacdes feitas por Rockey e Evans!®?
sobre o metodo da elasticidade s3ao analogas as feitas por
Scordelis, Croy e Stubbs®2? (basta examinar as Tabelas I-2 e
I-3, ou as Figuras 1-23 a I-27).

Em contraste com os grandes erros observados nos
valores dados pelo metodo da elasticidade para qrandes vaos,
os valores obtidos pelo meétodo dos elementos finitos mos
tram boa concorddncia com os valores experimentais, concor
dancia esta que se mantém, independentemente da variacdo do
vao da estrutura, o que indica claramente o simples exame
das Fiquras I-31 e 1-32, onde as curvas dadas nelo metodo
dos elementos finitos acompanham aquelas obtidas experimen
talmente. As curvas nas Fiquras I-29 e I-33 mostram que os
momentos transversais obtidos pelo metodo dos elementos fi
nitos sao coerentes com oS experimentais.
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As razoes para a qrande imprecisao nos valores
teoricos dados pelo metodo da elasticidade sao claramente
percebidas ao se examinar a Fig. I-30. Todos os movimentos
medidos na experiencia indicaram que o comportamento real
dos diafragmas e muito diferente daquele assumido pelo me
todo da elasticidade, mas & bem descrito pelo metodo dos e
lementos finitos.

Hota-se que o metodo da elasticidade superestima
0s movimentos nas extremidades de cada chapa, as quais se
assume que girem livremente, j3 que a hipOtese adotada diz
que o diafragma e perfeitamente flexivel perpendicularmen
te ao seu plano. 0s diaqramas da Fiq. I-30 mostram que o0s
movimentos na extremidade das chapas sao, em parte, res
tringidos pelos diafraamas.

0 metodo da elasticidade, entdo, acaba tambem su
perestimando os deslocamentos das arestas na reqiao cen
tral, como decorrencia do qiro livre que se assume existir
nas extremidades. 0s momentos transversais sao, em parte,
produzidos pelos deslocamentos relativos das arestas e
sio, consequentemente, tambéem superestimados, como de-

monstram os resultados obtidos por Rockey e Evans!??

e por Scordelis, Croy e Stubbs3?.

Para se ter uma idefa melhor dos efeitos provoca
dos pelas restricoes aos movimentos das extremidades, Ro
ckey e Evans realizaram um teste adicional, libertando a
estrutura dos diafragmas, pela retirada dos parafusos que
0s uniam, transformando a 1ligacao em apoio movel. Os
deslocamentos feram, entao, novamente medidos e veri
ficou=se que se aproximavam daqueles preditos pelo mg
todo da elasticidade.

De todo o exposto, conclui-se que:

- 0 metodo de viaas, em geral, subestima os esforcos e
nao deve ser utilizado, a nao ser que se facam as cor
recoes indicadas por Gaafar ou que se tenha certeza
sobre o comportamento da estrutura, como ocorre no ca
so citado por Chacos e Scalzi ‘ver item 1.5.1.a);
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- como a hipotese assumida nos métodos simples e da e
lasticidade acasiona superestimacdo dos esforcos (ou,
em outras palavras, subestima a verdadeira rigidez
qlobal da estrutura), a favor da sequranca, eles no
dem ser utilizados, feita a ressalva de resultaren,
possivelmente, anti-economicos. Nao se deve wutilizar
o metodo da elasticidade nara qrandes vios, para 0s
quais node-se dispor dos meétodos simnles. Para peque

nos vaos, o procedimento & 0 inverso.

- o0 metodo dos elementos finitos pode ser usado com me-
nores restricdes quanto a forma e vinculacao na discus
sao sobre o comportamento das folhas prismaticas; 1i-
dando facilmente com condicoes especificas de apoio e
o mais recomendado,quando se dispoe de programas.

Ainda no setor de exnerimentacdao visando a d

o)

monstracao e comparaciao de teorias, Gibson“® demonstra a
validade do metodo analitico por ele desenvnlvido??, atra
ves do qual as tensdes numa folha prismatica sao calcula
das usando a teoria das cascas cilindricas. Em seu artigo,
Gibson*® tambem demonstrou a validade do seu método pela
comnaracao com os resultados obtidos nor Scordelis, Croy e
Stubhs?®? (Figura I1-34), para a estrutura da Fiqura I-22,
vao de 4 pes. Nota-se que o método de Gibson fornece os re
sultados bastante proximos daqueles dados nelo metodo  da
elasticidade, e também que a concordancia com a evidéncia
experimental e boa. Os graficos das fiquras [-35 e 1-36,
sequndo Gibson, mostram que um minimo de oito chanas devem
ser usadas para aproximar os esforc¢os entre a casca cilin
drica e a folha poliedrica, jd que, com apenas quatro cha
pas, nota-se uma discrepancia muito arande, principalmente
quanto aos momentos transversais, como ja havia sido comen
tado (ver final do item I.4.2).
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1.6.2 - A investigacao em modelos de concreto armado

A experimentacao de estruturas em folhas polie
dricas, na grande maioria dos casos, foi feita em modelos
de aco, aluminio ou plastico, mas a maioria das estruturas
foi construida em concreto armado, 0 que evidencia uma
maior necessidade de experimentacao em modelos de concreto.
Tem-se noticia, porem, de poucas experiencias nesse campo,
podendo-se citar trabalhos como: Dykes!®*  Chacos e Scal

zi33%, Scordelis e Gerasimenkol!®®,

Estes ultimos citam ain
da trabalhos realizados por Enami e pela Syracuse Universi
ty, N.Y.

Scodelis e Gerasimenko'®® fizeram um estudo com
parativo do comportamento de dois modelos identicos de fo
Thas prismaticas, construidas em concreto armado, cujas di
mensoes estao mostradas na Fig. I-37. As Unicas diferencgas
nesses modelos estao na quantidade de armadura e na manei
ra com que foram determinadas: para o modelo A, a armadura
foi calculada com base no diagrama de momentos transver-
sais e tensoes longitudinais determinadas atraves do meto
do da elasticidade, como apresentado por DeFries-Skene e
Scordelis?®’, e para o modelo B, sequndo o metodo de  viga
(evidentemente, para o modelo B, determinaram-se apenas as
tensoes lonaitudinais, ja que o metodo de viga, como foi
visto, pressupoe a inexistencia de momentos transversais,
pois assume que todos os pontos da secan transversal se
deslocam iqualmente).

A carga total utilizada para o calculo foi de
57,5 nsf (peso proprio do modelo mais 29 »nsf de sobrecarga),
resultando as cargas nas arestas mostradas na Fig. I-38.

Embora a distribuigano de tensoes longitudinais
obtidas pelos dois metodos (Fiaqs. I-33.b e d) seja conside
ravelmente diferente, as armaduras longitudinais obtidas
foram quase identicas (com a armadura do modelo A Tligeira
mente maior). Ja a armadura transversal, devido aos momen
tos m (desprezados no modelo B), foi muito maior no modelo
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Figura T.38 — Cargas e esforgos em ambos 0s metodos (os numeros entre
parenteses representam o efeito do carregamento a aplicado )

A, sendo que no modelo B apenas uma pequena quantidade de
armadura foi colocada, para nrevenir os efeitos de retra
¢cao e variacao de temperatura.

A analise, para cada modelo, foi feita em  duas
fases distintas de carregamento. A primeira fase constitui-
se de uma séerie de sete (7) ciclos de carregamento (de ze
ro ate a carga aplicada) e a sequnda fase até a  ruptura
da peca, a partir da sequencia final de carqga.

Durante o transcorrer da primeira fase, nenhum
dos modelos apresentou sinais visiveis de fissuracdo. 0s
deslocamentos experimentais (Tabela I-3) indicam que ambos
os modelos sofreram deslocamentos relativos das arestas,
como previsto pela teoria das folhas (isto &, falha a teo
ria de viga). A media experimental para o modelo A & marca
damente proxima da teoria prevista nelo metodo da elastici
dade. Para o modelo 3, os valores experimentais para o 19
ciclo de carregamento sao proximos dos tedoricos (elastici
dade), mas a media € consideravelmente menor.
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Na sequnda fase de carregamento, o modelo A apre
sentou fissuras visiveis sob uma carga de 2 % vezes a
carga total (e bom assinalar que os incrementos eram de
1/4 da carga total durante o carregamento). Essas fissuras
(Fig.1.39.a) eram de tres tipos: fissuras transversais nor
mais ao eixo longitudinal (efeito das tensoes Tongi tudi
nais); fissuras diagonais proximas aos anoios e fissuras
nos diafragmas de apoio causadas por flexao como resultado
do empenamento induzido pelas deformacoes longitudinais des
chapas (isso mostra mais uma vez a falha da hipotese adota
da, sequndo a qual os diafragmas seriam perfeitamente fle
xTveis normalmente ao seu plano). Com um carregamento de
2 3 vezes a caraga total, fissuras longitudinais causadas
pe]%s momentos transversais m apareceram na superficie do
modelo A. Sob carregamento adicional, essas fissuras se es
tenderam e tornaram mais numerosas, sem contudo aumentar
("abrir") siagnificativamente. Nenhuma fissura transversal
de flexao apareceu na superficie inferior do modelo, con
firmando assim o sentido dos momentos transversais previs
to pela teoria das folhas, como representado na Fig.l.38.c
(veja-se tambem o exemplo III.4, Fig. III.20, que apresen
ta as trajetorias das tensoes principais num modelo seme
Thante, e compare com a Fig. 1.39.2).

0 modo de rupntura se tornou evidente com um car

reqamento de 4 1 vezes a carga total, quando as fissuras

diagonais "abriram" significativamente. A ruina ocorreu
1 _

com um carregamento de 4 3 vezes a carga total, apos as

fissuras diagqonais e nos diafragmas se tornarem excessivas.

0 comportamento global do modelo B (calculado co
mo viga) foi semelhante ao A. Na sequnda fase de carreqga
mento, a primeira fissura ocorreu um pouco mais cedo que
no modelo A, com um carregamento de 1 % vezes a carga to
tal. As fissuras subsequentes pareceram ser mais pronuncia
das que no modelo A (ver Fig. I.39.b). A fissuracao Tlongi
tudinal como resultado dos momentos transversais concen-
trou-se ao longo de uma linha maior proxima ao eixo de si
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tria, ao contrario do modelo A, com varias linhas. Sob car
regamento adicional, esta fissura aumentou e, diferentemen
te do modelo A, se estendeu até a superficie inferior, sen
duvida como consequencia da falta de armadura transversal,
A ruina ocorreu de maneira identica ao modelo A, sob um
carregamento de 4 1/2 vezes a carga total (veja-se as  fo
tos da Fig. I.39.c e d).

Na Fig. I.40 estdo apresentados os graficos de
carga versus deslocamentos na secao central, bara ambos o0s
modelos. A comparacao dos graficos indica que os desloca
mentos do modelo B foram maiores que os do A, provavelmen
te como resultado da falta de armadura transversal. Nota-
-se ainda, que o modelo B exibiu incrivel "dutilidade",com
deslocamentos maximos de aproximadamente 3 in (no modelo A,
1,6 in) antes da ruina.

Scordelis e Gerasimenko!®® destacam ainda que
sua investigacao mostrou que os diafragmas devem ser arma
dos contra a flexao normal ao seu nlano (como ji fora pos
sivel perceber na anilise feita no item anterior).

[1.6.3 - Influencia das nervuras de enrijecimento

Swartz e Rosebraunh!®® realizaram investigacdes
sobre varios modelos (cujas sacoes transversais e demais
dimensoes sao mostradas na Fig. I.41) visando determinar
a influencia das nervuras intermediarias de enrijecimento
nas folhas prismaticas simples, bem como o efeito nestas de
carqas simetricas e ndo simétricas. Foram realizados  tes
tes sobre tres tipos de secao transversal, em modelos cons
truidos em aluminio. A sequinte notacdo & usada para iden
tificacao (ver Fig. I.41):

T - primeiro simbolo (I, II, III): tipo do modelo:

2 - sequndo simbolo (0, 1, 2, 3): numero de nervuras
intermediarias ou de apoios;
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3 - terceiro simbolo (S, C): S = stiffener = nervura in
termediaria e C = apoio central;

I
t

quarto simbolo: se ausente, carga uniforme simétri
ca e aplicada na estrutura; U = carga uniforme ape-
nas sobre a projecao horizontal de uma chapa incli-
nada.

Assim, um modelo designado como I-1S apresenta

uma secao transversal do tipc I, com uma nervura localiza
da na secao central, sob carqa simetrica. I-1SU @ a desig
nacao para o mesmo modelo sob carga assimétrica. I-1C & um
modelo do tipo I com anoio central (folha continua) subme
tido a carrengamento simetrico.

Para caraas simetricas (ver Fia. I-42), as  ten
soes longitudinais oys nas proximidades da secao central
do modelo I, foram medidas no bordo livre, na aresta e no
centro da chapa de tono. Ve-se pela fiqura que o efeito
das nervuras sobre as tensoes de bordo livre & pequeno. As
tensoes g, na chapa superior sao aproximadamente as mesmas,
para a aresta e para a secao central, antes do infcio do
empenamento (“flambagem") da chapa, apds o qual as tensdes
diminuem no centro e aumentam nas arestas.

Como se vé na Fig. I-43, as nervuras tambem afe
tam (diminuem) os deslocamentos do bordo livre do modelo I,
0 que ja era esperado (ver Fig. I-13, item 1.4.2).

Nas Figquras I-44.a e 1TI.45.a estao representadas
as variacoes das tensoes longitudinais e dos momentos trans
versais na aresta de topo (verifica-se que as nervuras afe
tam muito pouco as tensoes, mas reduzem siqnificativamente
0s momentos transversais m; alem disso, a colocacao de mais
uma chapa no modelo II, em relacdn ao I, comnarando as duas
fiquras, mostra que reduzem-se tensoes e momentos, como ja
fora assinalado no infcio do item 1.4.2, fiqura I1.9) e, pa
ra efeito comparativo, nas Fiquras 1.44.b e 1.45.b estdo re
presentadas a variagao das tensoes longitudinais para 0
mesmo ponto, sob carregamento assimetrico. Verifica-se que
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nervuras tendem a raduzir as tensoOes, para carqa assimetri

ca, o que se pode notar mais claramente se examinarmos a
figura 1-47, onde se ve que todas as tensoes siao considera

velmente afetadas pelas nervuras.

A Fig. I1.46 demonstra que as nervuras afetam mui

to pouco as tensoes longitudinais no bordo livre do modelo
ITI, para qualquer tipo de carregamento. Isso ja era espe

rado pela pequena distorsao que se observa nesse tipo de

se¢ao transversal. Contudo, & bom lembrar que o convenien

te, para enrijecer esse tipo de secdo, & o uso de escoras,
como assinalado por Franz?® e j3 comentado no item 1.4.2
(ver Fig. 1.8).

O0s resultados obtidos por Swartz e Rosebrauqh!??®

para considerar os efeitos das nervuras intermediarias de
enrijecimento podem, entdo, ser resumidas:

a)

as nervuras intermediarias afetam muito pouco as ten
soes lonqgitudinais o, nas folhas prismaticas carrega
das simetricamente, mas podem alterar essas tensdes
no caso de cargas assimetricas;

as nervuras, em geral, reduzem oS momentos transver
sais m;

nervuras espacadas de um valor proximo da altura da
maior chapa aumentarao o valor da carqga de infcio do
empenamento; para um espacamento maior, as nervuras
nao influirdo na carga de flambagem; em qualquer ca

so, o comportamento pos-empenamento da estrutura e
melhorado pela presenca das nervuras;:

as nervuras reduzem a distorgao da secao transversal
e assim sua influencia e melhor aproveitada naquelas
estruturas em que a distorgao cria tensdes secunda
rias siaqnificativas.

Para os modelos de folha continua, os resultados

sao mostrados nas Figuras 1.48, 1.49 e 1.59, apenas para
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carga simetrica. Infelizmente ocorreu, durante os ensaios,
um pequeno recalque de apoio central, o que deve ter dimi
nuido o valor das tensfes (veja Fiq. 1.438.b), particular
mente no meio do vao. A distribuicao de tensdes indica um
comportamento aproximadamente iqual ao que se esperaria de
uma viga continua simetrica. A variacdo dos momentos trans
versais & interessante, porque indica ser aproximadamente
do mesmo tipo (embora com valores majores) daquela obtida
para o modalo com uma narvura central (ver Fiquras I1.44 e
[.45).

Embora as segoes transversais sejam um pouco di
ferentes, 2 interessante comparar os momentos e tensdes ob
tidos experimentalmente com os teoricos obtidos no exemplo

ITT.5 (veja-se os graficos de momentos e tensdes, Figura
I11.22).

1.6.4 - A investigacao em estruturas continuas

Varios pesquisadores investigaram as estruturas
en folhas contTnuas. Beaufait e Gray''! realizaram experi
encias em tres modelns de aluminio com o intuito nrincipal
de verificar a validade do metodo proposto por Beaufait*®
nara o calculo das folhas contThuas = simples (ver Figura
I.5.1). Um exame dos resultados obtidos exnerimentalmente
mostra uma diferenca media de 15% com os obtidos pelo me
todo por ele proposto (o gual & criticado por Lee*®, Scor
delis e Lo®® e lMousa, Pamelee e Lee’"* ).

Outra conclusao importante feita por Beaufait e
Gray: desenvolvem-se momentos longitudinais desprezados na
consideracao da acdao de placa nas proximidades dos apoios
(como ja assinalado no item I.6.1), incluindo-se aqora o a
poio interno (ver Figura 1.52). Os valores teoricos dos mo
mentos transversais foram determinados considerando-se pla
cas continuas apoiadas em uma direcdo, desprezando-se  as
sim a influencia dos apoios na distribuigio longitudinal
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dos momentos transversais. Na vizinhanca dos apoios, devi
do a agdo de placa apoiada em duas direcdes, diminuem os
valores dos momentos transversais. Uma secao mais distante
do apoio mostra melhor concordancia entre os valores tedri
co0S e experimentais.

A acao de placa apoiada em duas direcdes na re
giao dos apoios também & destacada nos trabalhos de  Mulh
bauer e Beaufait®® e Seetharamulu e Sinha'®*. Estes  Ulti
mos realizaram ensaios em dois modelos de concreto (Figura
[.53), e conduziram a experiencia em dois estagio: mo pri
meiro, ambos os modelos foram testados como simplesmente a
poiados, com carregamento no regime elastico; no sequndo,
foram adicionados apoios internos e ambos os modelos testa
dos ate a ruina.

A diferenca entre os dois modelos esta na manei
ra de conexao com o apoio interno: no modelo 1, atraves de
barras soldadas na armadura longitudinal da folha e na ar
madura vertical do apoio (Figqura I.54.a); no modelo 2, mol
dou-se uma nervura de secao (10x10)cm juntada monolitica-
mente com o modelo no meio do vao, com armadura penetrando
no apoio (Fig. I.54.b).

A comparacao de deslocamentos e deformacoes expe
rimentais foi feita com resultados analiticos obtidos pelo
metodo da matriz de transferéencia (ver me&todo de Ivar Hol
lTand, descrito em Ramaswamy?®). 0s resultados experimentais
apresentam boa concordancia com os tedoricos para as folhas
simplesmente apoiadas (Fig. I.55), para as quais as cargas
estavam dentro do campo elastico. Para as continuas (Fig.
1.56), nao se esperava boa concordancia devido ao comporta
mento nao linear dessas estruturas sob carregamento mais
forte.

Durante o primeiro estagio de testes (sem apoio
interno), nao houve fissuracao visivel em nenhum dos mode
los. Durante o 20 estagio, as primeiras fissuras diagonais
apareceram proximas aos apoios externos, nas chapas dincli
nadas, com carregamento proximo da metade da carga de ruf
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na. Em sequida, observou-se fissuras verticais nas chapas
inclinadas e de extremidade, entre os apoios (Fig. 1.57) e
proximos a0 apoio interno. Numerosas fissuras diagonais fo
ram tamhem observadas prdoximas ao apoio interno. As fissu
ras eram mais pronunciadas nas chapas inclinadas.

Alqumas trincas foram tambeém observadas nas ares
tas superiores, na direcao longitudinal (efeito dos momen
tos transversais), chamadas de L (Fiqura I1.57), bem como
sobre o apoio, na direcao transversal (efeito de placa a
poiada sobre duas diregoes), chamadas T. A ruina do modelo
1 caracterizou-se pelo aumento da abertura dessas trincas,
bem como de outras (assinaladas A e B) localizadas proxi
mas as arestas superiores e inferiores, e foi atingida conm
uma carga de 10,25t por aresta.

A ruina do modelo 2 se deu de modo semelhante,
com carga de 10,75t por aresta, embora as trincas deste
nao fossem t3ao pronunciadas quanto as do modelo 1 (isso de
vido a melhor conexdo entre a estrutura e o apoio 1interno
no modelo 2, o que deu maior monoliticidade ao conjunto).

Fazio e Kennedy!'!? apresentam um estudo visando
comparar resuitados exnerimentais com os teoricos obtidos
sequndo o método por eles propostos nara a solugao de fo
Thas continuas, baseado no método de viga. Assim, testaram
dois modelos, um de concreto (Fiq. I.53) e outro de alumi
nio, com a finalidade de verificar a diferenca de comporta
mento.

Na Fiqgura I.59 estao os valores experimentais e
teoricos das tensoes obtidas para os dois modelos, na S

(D

cao central de cada vdo, havendo maior concordiancia para
modelo em aluminio (sequndo eles, devido a sua maior elas
ticidade, quando comparado com o concreto). Nota-se que as
maiores tensoes de tracao ocorrem na aresta, que une as
chapas vertical e inclinada, o que sera causa da fissura
numero 10, assinalada na Fiqura I.60.

Sequndo Fazio e Kennedy, as trincas proximas aos
apoios foram a causa da ruina dos modelos, bem como as fis
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suras longitudinais nas arestas superiores, causadas pelos
momentos transversais, momentos estes desprezados na an§
lise.



=76~

CAPTTULO 11

METODOS SIMPLES DE ANALISE DAS FOLHAS PRISMATICAS

I1.1 - HIPOTESES BASICAS

As seguintes hipoteses basicas sdao adotadas em to
metodos descritos neste capitulo:

a estrutura € monolitica e as arestas sao rigidas;
o material e elastico, homogéneo e isotrdpico;

a distribuicdo longitudinal das cargas & igual em to
das as chapas;

as chapas, transversalmente, suportam cargas apenas
por flexdo normal aos seus planos (ac3ao transversal
de placa apoiada em uma direcao); supbe-se, portanto,
grande relagdo L/h, para que esta hipJtese seja verda
deira;

as chapas suportam cargas longitudinalmente apenas
por flexao nos seus proprios planos (agao longitudi
nal de viga);

em todas as chapas, as secoes planas permanecem pla
nas apdos a deformagao, isto e, as tensdes e deforma
coes longitudinais variam linearmente sobre a altura
de cada chapa; (deve-se observar, porem, que a secao
transversal, como um todo, nao permanece necessaria
mente plana apos a deformacdo);
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g) despreza-se a rigidez a torcdo das chapas:

h) considera-se apenas os deslocamentos provocados por
momentos fletores, desprezando a contribuicao dos de
mais esforgos;

i) a secao transversal & constante ao longo do comprimen
to, isto e, a estrutura € prismatica:

j) o apoio das extremidades das chapas (timpanos, vigas,
porticos) e infinitamente rigido no seu préprio plano
e completamente flexivel normalmente a ele;

k) o coeficiente de Poisson & zero.

I1.2 - CONVENGCAO DE SINAIS

* timpano

Figura I.1- Folha prismu’tico simplesmente apoiada

E essencial que se observe uma rigida convengio
de sinais, principalmente se se recorrer a uma sistematiza
¢ao dos calculos. Procurar-se-a observar o0s eixos coordena
dos como mostrado na Fig. II.1. As convengoes para cada i
tem serao definidas conforme forem introduzidas. Procu
rar-se-a, tambéem, respeitar as convengoes usuais normalmen

te adotadas para os esforgos solicitantes.
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I1.3 - ESTRUTURA EM PLACA CONTINUA

IT.3.1 - Cargas e reacoes de apoio

Considere-se uma estrutura em casca prismatica
com arestas i, j, k, etc... e considere-se sobre a placa u
ma faixa de largura unitaria. Apenas a componente normal do
carregamento, gn, pode ser suportada pela acao de laje con
tinua. Devido as hipdteses adotadas, apenas podem ocorrer
os esforgcos solicitantes m e v. Tem-se (Fig. II1.2):

v.
Vii jk

n
%M + Mii™™Mi
1] 2 h"J
el (IT01)
_g_?.-h.. M.:~M: -
v, = —3 1, J7 1J
J1 2 hij

Para carga nao uniforme, equacdoes semelhantes sao
facilmente obtidas.

Numa aresta j, a reagdo RY de apoio da laje conti
nua precisa equilibrar as cortantes Vji e Vik (Fig. I1.2).
A diregao dessa reacao geralmente so sera conhecida apos
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completar a analise. Normalmente, no calculo ~ das cascas
prismaticas sob carregamento vertical, assume-se que a fai
xa de laje suporte todo o carregamento vertical, e nao ape
nas a sua componente normal, e as reacdes RY assim obtidas
serao verticais.

I1.3.2 - Deslocamentos das arestas e giro das placas

Considere-se uma chapa ij da faixa de placa conti
nua que, sob o carregamento, se desloca parai'j' (Fig.II.3).
Os deslocamentos das arestas i e j normais ao plano da cha
pa serao wij e wji’ com oS des]ocghentos verticais sendo
§; e Gj. Como se vera adiante (ver eq. II.51 e I1.52), 0s
deslocamentos w, sendo funcdo das flechas no plano das cha
pas, serao diferentes entre si, pois aquelas sio diferentes,
isto e, variam de chapa para chapa (consequdncia da varia
¢ao de carregamento no plano das chapas).

A consequencia dessa diferenga, combinada com o e
feito de flexao do carregamento, sera a ocorréncia dos gi

ros de no eij e 0.

ji (Fig. I1.3), as quais, entao, consistem

de duas partes:

a) rotacao 6' da placa causada pela diferenca de desloca
mentos das arestas (giro de corda);:

b) giros elasticos 6" causados pelos momentos transver
sais;

Pode-se entao definir o deslocamento relativo en

tre as arestas i e j atraves do giro de corda:

e;j=3.j_‘%i_i cee. (I1.2)
ou

5! =ilf-‘. coe. (I1.27)

i o

onde zij = projecao horizontal da altura hij da chapa.
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posicao original
da chapa;

posicao desloca-

Wij Vs 9ij da;
/ eij = giro de corda:
eij’ eji = giros elasticos;
eij, eji = giro de no

Figura II. 3 — Deslocamentos dos arestas e giros

de no

Observe-se aqui a preferéncia pelo uso da formula

(II.2) como caso geral para definir o qiro
no caso de placa vertical,ter-se-ia zi. =

de corda, pois

N, 6. =68§., e a

J 1 J
formula (I1I.2') perderia seu significado.
Sejam m?i e m$j 0s momentos de engastamento per

feito para o vdo i1j da placa continua, sob

carregamento gij'

O0s momentos de engastamento podem ser facilmente

encontra

dos para qualquer variacdo da carga 955- Exemplo: se 95 ; e

uniforme:
n 2
g..-h..
AU N B N} I1.3
M5 T i 12 (11.3)
0 sinalna formula acima se deve ao fato de res-
peitar-se aqui a convencgao usual, pela qual sao positivos



-81-

os momentos fletores que produzem tragao nas fibras infe
riores.

Seja bij a espessura da chapa ij e E o modulo de
elasticidade do material; adote-se:

3
ij
K.. = —— cee. (11.8)
W s

E-b

1]

onde l-b?j/lz Ipij e o momento de ingrcia da chapa 1ij pa
ra a acao de placa, para faixa de larqura Im. K sera cha
mado de coeficiente de rigidez.

Pode-se entao escrever as equagdes para o vao 1ij:

= 5 . - !
(11.5)
- . g
myg = M3 + 2 Kij (zeji+eij 3eij)

Os momentos m tambem podem ser obtidos apenas em
funcao dos giros elasticos 6", bastando lembrar que a rota
¢ao tangencial total 6 contem o giro de corda 6', isto &:

9 = ec + en

_ e . H 1 1
mij = mij + ZKij (291j+eji) ¢ o0 (II'S )
My = MS. + 2K, .- (264,465 :)
ji ji ij jitvig

As equagoes (II.5) podem ser escritas alternati
vamente como:
" f ]

. = 0,.46., = LatM. . -2ms L -m; . )+0; .
913 61J+e1J ” .(2m1J LEF 2m1J mJ1) ij

1 .. (11.6)

e e !

e e !
s .. = LatM. .- L .=M. . )+0. .
%51 = 85i%0; e VEMyitmy Ty )0y
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I1.3.3 - As solugdes para a estrutura continua transversal

Conforme visto (ver item I1.4.1), o comportamento
estrutural das cascas prismaticas assemelha-se a uma estru
tura mista de placas e chapas, e considera-se que as car
gas sobre a estrutura sejam resistidas primeiro pela agao
transversal de placa, e depois pela agao longitudinal de
chapa. Com as hipoteses simplificadoras adotadas, na dire
¢ao transversal a estrutura se comporta como uma placa con
tinua apoiada em uma direcao sobre as arestas, constituin
do-se assim, uma estrutura hiperestatica. Para soluciona-
-la, normalmente sera utilizado o Processo de Cross (ver
exemplos), podendo-se recorrer a outras solugGes, como a u
tilizacao da equagao dos tres momentos® ou do processo dos
esforgos, conforme sugerido por Yitzhaky?®°2% (este ultimo
para levar em conta apenas os momentos provocados pelos
deslocamentos das arestas).

I1.3.3.1 - A equacgao dos tres momentos

Numa aresta j, a condigcao de continuidade da pla

ca e mantida se se verificar a igualdade de momentos das
lajes adjacentes e nao houver rotacao relativa das chapas,

isto e:

5

m-' =m'
ji jk
eee. (I1.7)

851 T 8jk T 9

Combinando as equagoes (II.6) e (II.7), pode-se
obter uma forma da equacadao dos tres momentos:

m. m
L I, mj( 1 + 1 ) + K - (2 ms. + m?.) +
6 Kij 3 Kij 3 Kjk
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1 e e ' 1

+ o (2 m;, + . 6.. - 0, e .
5 K ( L ka) + 04 eJk (I11.8)

0 numero de equacdes dos tres momentos que se po

de escrever sera sempre iqual ao numero de incdgnitas (mo

mentos nas arestas).

I1.3.3.2 - 0 Processo dos Esforcos

Adota-se como sistema isostatico fundamental a
estrutura articulada nas arestas, com os momentos devidos
aos deslocamentos das arestas como incognitas hiperestati
cas (redundantes), as quais serdo determinadas atraves das
equagoes de compatibilidade de deslocamentos (giros dos
nos). Pelo principio de superposicido de efeitos, a estrutu
ra isostatica e carregada primeiro unicamente com as car
gas externas [prob]ema (O)], e depois atraves de momentos
unitarios aplicados nas arestas, atuando separadamente (pml
blemas (1),(2),... etc.). A continuidade da placa numa a
resta e mantida se n3o houver .giro relativo entre as cha-
pas adjacentes a ela.

Numa casca prismatica, os giros de no variam
longitudinalmente ao longo das arestas, podendo-se faze-
los variar de modo semelhante ao longo de toda a estrutura,
isto e, o giro de no correspondente em cada faixa transver
sal sera proporcional 3 maxima ordenada. Nesse caso, asse
gurando-se a continuidade transversal da estrutura ao lon
go de qualquer faixa, estard assequrada a continuidade em
todas as faixas, ou seja, na estrutura toda.

A variacao do giro de ndo ao longo da aresta pode
ser exprimida por 6.f(x), onde 9 @ o giro de nd maximo e
f(x) e a fungdo que define a curva de variacdo na direcido
Tongitudinal. A variagdo dos momentos transversais nas a
restas deve ser feita da mesma forma atraves da fungao
f(x), isto &, m'.f(x). Isto porque a variacdao dos momentos
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so ocorre devido aos giros relativos das chapas, devendo
portanto obedecer a mesma equagao. As equacoes de compati-
bilidade serao escritas para a faixa transversal da placa

a uma distancia x do apoio das chapas, onde os valores @
sejam maximos e f(x) = 1.

Figura IT .4 — Estrutura isostdtica fundamental

Como exemplo, seja a segao transversal da figura
IT.4, cujas equagdes de compatibilidade de deslocamentos
serao:

B1 = B1g * ByyMy + Byomy + Bygmg = 0
By = 850 * BpqMy + 0,5ms + B,amy = O (11.9)
O3 = 839 + B3yMy + B3,m, + B3,mg = 0

0 termo eij representa o0 giro que ocorre no no i
quando a estrutura estiver sob a acdo da carga do problema
j. Por exemplo:

612 = giro de no sobre a aresta 1 com a carga do
problema (2), a qual pode ser representada por mé = 1.f(x).

Yitzhaky observa®® que adotando-se variacao seme
Thante para os giros de no elimina-se a necessidade de ex
primir a carga externa variando senoidalmente (series de
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Fourier), como sugerido nos metodos classicos de analise
(ver item II1.5.6), e torna possivel analisar cascas prisma
ticas sob qualquer tipo de carregamento e com diferentes
condigoes de apoio.

0 giro de no numa aresta, como ja mencionado, con
siste de duas partes (ver Fig. II.5):

a) rotacgao o' das chapas adjacentes causada pela dife
renca de deslocamentos das arestas (giro de corda):

6! = 8., +0,, =4 3 _ 3k eev. (11.10)
J 1] jk 21.3. ij
cuja variagao longitudinal & definida adequadamente pela

fungao f(x) da curva normal (a ser definida no item seguin
te), independente da variacdo da carga;

b) os giros elasticos 8" causados pela carga ou momen
tos atuando nas placas;

b) Giros elasticos ©" causados por
momentos aplicados nas aresfas

a) Giros de nos

Figura I - 5

O0s giros elasticos 8" provocados por momentos po
dem ser calculados com o auxilio das equagdes (II.6), das
quais se tem:
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8: = ! m' = __j_j___. . mf
J 6 K'(J J 6 E Ipij J
h.. h.
wo_ " " - J'| Jk ]
6: = B.. 9. ( + ). m,
k . . .
J J1 J 3 E Ip]J 3 E Ika J
h.
n Jk '
%k T T E I "

(I1.11)

Para fazer com que os valores 6" variem tambeém

com a funcao f(x), far-se-a:

1.

a curva de variagao das cargas momentos nos proble
mas (1),(2) etc., sera escolhida de maneira a variar
com f(x). Com isso, as reacoes de apoio das placas
(cargas nas arestas) tambem,variardo com f(x) e, em
consequencia, as cargas,momentos e flechas da estru
tura em chapa tambem variardo com f(x).

a parte do giro elastico 8" causado por flexao das
placas devido ao carregamento externo [problema (0)]
serd eliminada da analise. A estrutura (ver figura
IT.6) serda resolvida de maneira que a placa continua
transversal seja suportada por apoios indeformaveis
(supoe-se inicialmente arestas indeslocaveis), apare
cendo reagoes Ro de apoio. Essas reagoes Ro serao en
tao consideradas cargas nas arestas da estrutura em
folha prismatica, as quais sdo supostas articuladas,
como ja se disse. Essas cargas R, ndo produzirdo fle
x30 das placas, isto &, 6" = 0; o giro de n6 8 ser3
funcao apenas do giro de corda 8', isto 8, 8,
ou, em ultima analise, como &' varia com f(x), entdo

1
..90,

0, variara tambem com f(x).
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Ros
| Roz
Ro,
= -+
(a) {b) (c)
Figura I .6 — Estrutura resolvida em placa sdbre apoios indeformadveis somada com

estrutura carregada nas arestgs pelas reagdes de apoio da placa continua

I1.3.4 - Curvas normais

Alguns dos métodos de analise a serem aqui discu
tidos (Gaafar’, Simpson®>2¢, A.S.C.E,!) adotam o desloca
mento relativo transversal w entre duas arestas consecuti
vas como incognita e tratam-no como uma carga adicional na
estrutura. Esses deslocamentos afetarao os momentos trans
versais de laje, as reacoes de apoio e, consequentemente s as
cargas p e as flechas a nas chapas.

Se o deslocamento relativo maximo entre duas a
restas consecutivas for chamado de A,ter-se-ao tres pontos
dados para tracar a curva de deslocamentos relativos, ja
que, nas extremidades das arestas (apoios) o deslocamento
e nulo. Assim, a forma geral da curva & conhecida, mas nio
se conhece sua equagao. A melhor aproximacdo para tal cur
va pode ser a linha elastica de uma viga carregada de ma
neira semelhante. Os momentos transversais devido aos des
locamentos das arestas devem, entdo, ter variagdo Tongitu
dinal igual a variacdo dos deslocamentos que os provocaram,
isto e, devem variar aproximadamente como a elastica de u
ma viga.

A forma da elastica de uma folha prismatica de
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pende principalmente das suas condicoes de apoio, como o
corre no caso das vigas, onde elasticas de estruturas igual
mente apoiadas sao semelhantes, independentemente da varia
¢ao longitudinal da carga. A elastica de uma viga biapoia
da, por exemplo, & semelhante a sendide. A elastica causa
da por um carregamento senoidal & tambem uma senoide. Toda
viga com condigdes de apoio definida tem uma curva especi
fica de carregamento que produz uma elistica semelhante.
Essas curvas, que sdo semelhantes na forma a curvas causa
das por outros tipos de cargas, sdo conhecidas como curvas
normais. 0 uso das curvas normais permite fazer com que to
dos os giros de no 8 das equagdes (II.9) variem de modo se
melhante, independentemente do tipo de carregamento exter
no.

0 carregamento em curva normal e os momentos e
flechas por ele produzido sao apresentados na Fig. II1.7 pa
ra tres tipos de viga; para efeito de comparacao, reproduz-
-se ali tambem os casos de carga uniformemente distribuida
e carga concentrada no meio do vao.

Gaafar’ demonstrou a semelhanca na forma de va
rias elasticas no caso de vigas biapoiadas e sugeriu a ado
cao de variagdo senoidal como caso geral. Yitzhaky??® e
Yitzhaky e Reis?® demonstraram tambem essa semelhanca no
caso de vigas biengastadas, engastada-apoiada e em balancgo.
A Tabela II.2 representa essa demonstracao, comparando-se
as ordenadas de varias elasticas, ordenadas essas medidas
em intervalos de h/10. Observa-se que a discrepancia nas
ordenadas e muito pequena em todos os casos, e assim o er
ro introduzido na analise pela substutuicio da linha elas
tica por uma curva normal & desprezivel.

Um estudo mais aprofundado, com as equacgoes e
comparagao dos diversos diagramas da fiqura II.7 pode ser
encontrado em Yitzhaky?®.
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apresenta o caso de carregamento por
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"TABELA II.1 -

COEFICIENTES DE FLECHA E

DE MOMENTOS

VIGA Biapoiada Apoiada engastada Biengastada
CARREGAMENTO “ Com Ce Cy Com Ce Cw Com Ce
Curva Normal 9,87 0 9,87 17,82 | -11,82 ] 13,33 29,2 -17,75 17,1
Uniforme 8 0 9,6 14,28 | -8 12,99 24 -12 16
Concentrada no
meio do vio 4 0 12 6,4 -5,38 (17,14 8 -8 24
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TABELA I1.2 - COMPARACAO DAS LINHAS ELASTICAS PRODUZIDAS
POR DIFERENTES TIPOS DE CARGAS
Valores de d/émax

X Curva . Concentrada
L Normal Uniforme x = L/2
a) Viga simplesmente apoiada
0,00 0 0 0
0,10 0,309 0,314 0,296
0,20 0,588 0,593 0,568
0,30 0,809 0,812 0,792
0,40 0,957 0,952 0,945
0,50 1,000 1,000 1,000
0,60 0,957 0,992 0,945
0,70 0,809 0,812 0,792
0,80 0,588 0,593 0,568
0,90 0,309 0,314 0,296
1,00 0 0 0
b) Viga apoiada engastada
0,00 0 0 0
0,10 0,370 0,376 0,335
0,20 0,687 0,692 0,636
0,30 0,906 0,908 0,870
0,40 1,000 1,000 1,000
0,50 0,970 0,964 0,992
0,60 0,803 0,812 0,835
0,70 0,536 0,583 0,583
0,80 0,301 0,320 0,312
0,90 0,084 0,089 0,085
1,00 0 0 0
c) Viga biengastada
0,00 0 0 0
0,10 0,119 0,129 0,104
0,20 0,390 0,410 0,352
0,30 0,690 0,706 0,648
0,40 0,917 0,922 0,896
0,50 1,009 1,000 1,000
0,60 0,917 0,922 0,896
0,70 0,690 0,706 0,648
0,80 0,390 0,410 0,352
0,90 0,119 0,129 0,104
1,00 0 0 0
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IT.4 - ESTRUTURA EM CHAPA

IT.4.1 - Cargas

Considere-se a estrutura em chapa com arestas i,

J» k, etc., a qual suporta a componente tangencial do car

regamento, gt e as cargas R nas arestas, como na Fig. II.8.

-

Figura 1.8 — Carregamento tangencial e cargas nas arestas

A componente de carga tangencial gt e considera

da positiva quando no sentido negativo do eixo y.

As cargas R nas arestas podem ser subdivididas
em duas partes. A primeira parte, RY, & igual e oposta as
reagoes de apoio da estrutura em placa (ver Fig. I1.2). As
sim, o carregamento Rg numa aresta j, tem componentes R?j
normal a placa ij e ng normal a placa jk, sendo:

g .
Rii = Vi

(11.12)
g .
Rik = ~Vjk

RY & considerada positiva quando atua no sentido
positivo do eixo z.
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A segunda parte, Rd, consiste de carga externa
distribuida aplicada diretamente nas arestas da estrutura,
distintas da carga distribuida sobre sua superficie. 0
carregamento Rd e suposto como atuando diretamente na es
trutura em chapa. Contudo, mesmo quando forem as unicas
cargas atuando na estrutura, RY nio e suportado inteira
mente pela estrutura em chapa, pois ocorrerao flechas nes
tas arestas, induzindo assim momentos transversais na es
trutura em placa, e RY ndo serd entdo necessariamente nu
lo.

Qualquer carga R? na aresta j sera decomposta
convenientemente em Rji e Rjk’ componentes normais as pla
cas 1j e jk, com as componentes de carga total sendo en
tao:

_ nd d
co.. (11.13)

R. =prY 4+ rd

jk T Rjk jk

As chapas individuais podem resistir apenas a
cargas em seus proprios planos, sendo necessario portanto
decompor as cargas R em Sji e Sjk na diregao desses pla
nos, como na Fig. II.9. As cargas S serao consideradas po
sitivas quando resultarem "saindo" das arestas, como na
figura, e serao dadas por:

i Figura IL.9 — Decomposi¢do das cargas nas arestas
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: _ Rji°COSaj+Rjk
ji seng
J
(11.14)
R..+R., -cosa.
5., = —iidk %
J sena,
%
onde oy = angulo entre as chapas adjacentes 3 aresta (ver
Fig. 11.12).

b)

Figura II.10 — Decomposicdo das cargas nas arestas em cargas
nos planos das chapas , no caso de cargas verticais .

. ‘ d .
Caso considerem-se 0s carregamentos g e R verti

cais, as reagoes R serao tambem verticais, e as equacgoes
(I1.14) podem ser reescritas (ver Fig. II-10). Do triangu
lo de forgas na aresta j, tem-se:

_thJ_k =

R,
H, = J eev. (I1.15)
thij-thjk

Lembrando que sena; = sen(Bij-Bjk) e que tgg,  +

sen(Bij-Bjk)AtosBij.cosBjk) pode-se entdo escre

ver, com o auxilio da (II.15):
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H R.. ,
s . 2R cosBJk
J] cosBij sena.
! cee. (11.76)
S.k - HJ . Rj'COSBij
J
c:osBJ.k senaj

Da mesma maneira, para a aresta i tém-se (Fig. IT1.10a):

i Hi i Ri-cosBij
Sih i sB3 ) seng
€OSPh; i
(IT.16")
o - Hi ) Ri-cosshi
1]
cosBij senai

A chapa ij estara entdo submetida, no caso geral,
a um carregamento total:

_ - t
p = Sji Sij + 95 5

(I1.17)

0 carregamento p sera considerado positivo quan
do no sentido negativo do eixo y (vale lembrar que o eixo
y e considerado positivo quando no sentido crescente da nu
meracao das arestas), ou seja, quando resultar "de cima pa
ra baixo" na chapa (ver Fig. II.11), analogamente ao caso

de carregamento em vigas biapoiadas:
P

|y

Figura II. 1l — Carregamento de viga
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No caso particular de carregamento vertical, a
(IT.17) pode ser reescrita:

p =Sy - S = ——(H, - H) cee. (I1.18)
cosB, 5 J

0 carregamento p, cuja variacao e semelhante ao
das cargas R, flexiona a chapa no seu proprio plano (com
portamento de viga biapoiada)(ver item I.4.5).

Flgura I 12— Angulos entre chapas adjacentes e inclinagdo
das chapas

As seguintes regras devem ser observadas ao defi
nir os angulos: a inclinacdao B8 deve ser medida a partir de
cada chapa, tomando por base a aresta de numero maior (sen
tido positivo do eixo y) e girando no sentido horario ate
encontrar o eixo de referéncia horizontal (suposto & direi
ta da secao transversal da chapa considerada), e o angulo
a entre chapas adjacentes deve ser medido no sentido hora-
rio, partindo-se da projecao da direcao da chapa anterior
ate encontrar o eixo da chapa seguinte, como indicam os ca
S0s representados na Fig. II1.12.
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I1.4.2 - Forgcas cortantes de bordo. Tensoes normais nas
chapas

Considere-se duas chapas adjacentes ij e jk da
estrutura em casca prismatica (Fig. II.13). Nelas atuam
forgcas cortantes V e momentos fletores M provocados pelo
carregamento p de chapa (analogamente ao que ocorre no ca
so de vigas), alem de forgas de bordo T, resultante das
tensoes cisalhantes que se desenvolvem ao longo da aresta
de uniao de duas chapas adjacentes, em decorréncia da con
tinuidade da estrutura (ver item 1.4.3), e cuja fungao, co
mo ja visto, & igualar as tensdes normais nos bordos das
chapas adjacentes.

T
Tkj Tk oM o Oy

Mik
ij hjk
. Tl l yA

i . . ji ji

; M T s 2Q 2O
T o) og | 03i=T ik
T X _ ik } Ti CTM jk ik oT “+‘ t e

i i %

Figura I .13 — Tensdes normais nas chapas .
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A variagao de V e M, como no caso de vigas, de
pende do tipo de carregamento e das condigoes de apoio das
chapas. A variagao das tensdes normais o e das tensdes ci
salhantes T sobre a secao transversal da chapa, tambem co
mo no caso de vigas, sera respectivamente linear e parabo
Tica. As forcas cortantes longitudinais podem ser obtidas
em funcao das correspondentes tensdes cisalhantes de bordo,
fazendo-se:

0
X X

Tj =Jo Ty bij . dx=1[0 Tk bjk « dx
X

(I1.19)

onde b = espessura da chapa considerada.

Como se vera adiante (ver eq. (I1.24), bem como
a (IT.19)), as forgcas T tem a mesma variacao longitudinal
dos momentos fletores M, provocados pelas cargas p. As ten
soes normais em qualquer secdo transversal da chapa, sao
determinadas em funcao de M e T. Portanto, a variagdo Tlon
gitudinal de o e semelhante a variacao de M, e calculando-
-se o em qualquer secao, as tensdes em toda a estrutura es
tarao definidas.

Os momentos fletores M provocam tensoes normais
oM (que aqui serao chamadas tensdes de bordo livre), as
quais podem ser calculadas por:

C.'p-6
Mo e PN S ceee (I1.20)
Z b.h? .
onde Z = modulo de resisténcia da secdao e as tensdes de

tragao sao tomadas como positivas. 0 valor C, & uma cons
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tante que depende do vao e do carregamento da chapa. No ca
so de carga uniformemente distribuida, C = L2/8; para uma
distribuigdo de carga senoidal, CS = L2/n2,= L2/9,87; para
carga concentrada no meio do vao, CS = L/4.

Em geral, como visto, as tensGes de bordo livre
0?1 e O?k numa aresta j serdo diferentes, mas a continuida
de exige que elas sejam iguais, pois as deformacdes Tongi
tudinais deverao ser iguais (as tensoes so seriam diferen
tes se houvesse variagdo de E entre as chapas adjacentes).
Assim, na aresta j devem se desenvolver também as tensoes
adicionais G}i e G;k de maneira a igualar as tensoes (Fig.
IT.13):

MT MooT

Oj.i = Oji+0j1 = Ojk+gjk = ij = GJ. R (II.Z])

Reescrevendo a equacdo (II.21)

ch = O?i - O?k = G}k -~ 0. ceee (IT.21Y)
nota-se, como ja fora dito, que a diferenca de tensoes nor
mais Aoj na aresta j e eliminada pelas forcas cortantes de
bordo T.

Considere-se . sobre as chapas adjacentes ape
nas o efeito de Tj’ inicialmente. Em qualquer ponto x do
véo,TJ atua como uma carga excéntrica sobre a secdo (Fig.
IT.14). As tensGes normais na chapa ij devido a Tj Serao:

. T. T.:h,.-6 4 T.
O'T\?= J + J 1‘]2 =+-E—_;].
J1 . ; iJ
bij h1.J 2 b13 h13 ij
ce.. (I1.22)
Tj ) TJ i 3 Tj o 2Tj
%5 T R.: i
1] 1J 1
onde A,. = b'j - hij = area da se¢ao transversal da chapa
iJ i

ij. A segunda parcela nas expressoes acima representa o e
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feito de momento fletor que aparece devido 3 excentricida

de da forga Tj (Fig. II.14). Considerando-se agora a atua
cao conjunta das forcas Tis Tj e T, sobre a aresta j, ob

tem-se:

T 4T, 2T.
0'31 = 4 —J + A
A.ij Aij (I1.23)
0-!- L 4Tj i 2Tk
Jk Ajk Ajk
2Tj/Ajk

Tj
\ hik . ‘9‘ i ’

2

———

Tj | Ajk

hn/zl ; *
B3 hij -f‘P—i>—>i

. Tj.hij é
]

2 2Tj/Al}

Fig.Il . 14 — Efeito de uma forga longitudinal sobre
as chapas adjacentes

Substituindo agora as expressdes 20 e 23 em 21 ,
a diferenca de tensdoes normais sera (ver Fig. I1.13):

J Zij ik Aik  Ajk Mg Ay

e, melhorando essa relagao, obtém-se a expressio geral da
equacao das trés cortantes (analogia com a equacdo dos tres

momentos da estatica):
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T. T . .
i 1 1 k 1,71

— + 2T .( + )+ = m(=—% + =)
Aij J A'ij Ajk Ajk 2 :

(I11.24)

Com o auxilio das equagdes (I11.20) e (II.23), e
tendo em vista a Fig. II.13, pode-se escrever as expressdes
gerais de tensoes normais nos bordos da chapa ij:

M. . 2T.44T.
g, = + = - T5*4 T
v 3 M3 (I11.25)
M..  4T.+2T. '
OJ1='21J+ ; 1
iJ HJ

As equacoes (II1.25) podem ser reescritas em fun
cao das forgas T:

.. M. .
- _1J 1J
T1 : (201j+031)+ hij
(I1.26)
Aij Ms 5
TJ = —-—6~—(0'1.J+20'j1-)+ -H—i-jj—

Escrevendo a expressao de Ty para a chapa jk e i
gualando-se a expressao de Tj das equacoes acima, tendo

s (05§793¢"
=Oj)’ pode-se escrever a equagao das trés tensdes:

em vista a continuidade da estrutura nas arestas

6My 6My
AR P LT A T A S Tl i 7

(11.27)

Tanto a equagao (II.24) como a (II.27) podem ser
usadas para resolver a estrutura em chapa. Como ocorre com
a equagao dos trés momentos (ver item II.3.3.1), havera
tantas equagoes quantos forem as incdognitas (tensdes nor
mais ou forgas cortantes nos bordos), mas o numero real de
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equagoes dependera das condigcdes de contorno dos bordos
das chapas. Mas, para resolver a estrutura em chapa, nao e
necessario resolver as equacdes citadas acima, podendo-se
corrigir as diferencas de tensces de bordo livre nas ares
tas atraves de um processo de distribuicio de tensdes, se
melhante ao processo de distribuicao de momentos (Cross) a
plicado em vigas continuas, como sera visto no item sequin
te.

I1.4.3 - Distribuigcao das tensdes normais

Pode-se aplicar um processo de distribuicdo de
tensoes para igualar as tensdes de bordo livre nas arestas
das chapas adjacentes, semelhante ao processo de Cross pa
ra distribuicao de momentos. De fato, examinando-se as e
quagoes (I1.22) (Fig. II.14), observa-se que:

1) o efeito de uma forca Tj nas tensoes normais nos bordos
adjacentes a aresta j @ proporcional a 4/A, analogamen
te ao coeficiente de rigidez do processo de Cross;

2) o efeito da forca Tj nas tensoes normais nas arestas vi
zinhas i e k e proporcional a (-2/A), ou seja, metade do
valor da tensao na aresta j, com sinal trocado, eviden
ciando assim um coeficiente de propagacao igual a -1/2,
analogo ao coeficiente 1/2 do processo de Cross;

3) as tensoes de bordo livre s3do anilogas aos momentos de
engastamento perfeito do processo de Cross.

Encontrar-se-ao agora as expressdes que fornece
rao os coeficientes de distribuicao de tensdes. Como visto,
as forcas T devem produzir tensoes normais que, somadas
com aquelas produzidas pelo carregamento (tensoes de bordo
livre), igualem as tensodoes nos bordos das chapas adjacen
tes (ver eq. (II.21)). Ou seja, as forgcas T sao corretivas,
isto e, devem corrigir o desequilibrio existente entre as
tensoes de bordo livre.
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Considere=-se inicialmente apenas o efeito da for
ca Tj sobre a aresta j (Fig. II.14), a qual imediatamente
iguala as tensoes normais de bordo livre na aresta J, pois
produz tensoes adicionais (4Tj/Aij) na aresta j da chapa
ij e (—4Tj/Ajk) na chapa jk; com o auxilio da equagao (II.
21), pode-se escrever:

S

T, w41

-—--‘J—: ‘——..‘.i 2
j 59t 1 05k ... (I1.28)

Ajk
0 valor de Tj pode ser determinado em funcao da
equacao (II.28) por:

A, .-A.
T; = (o?k-o?i)- 13 gk coe. (11.29)
4(Aij+Ajk)
Substituindo-se a equagao (I11.29) em (II.28), po
de-se obter a expressao final (numa primeira compensacao)

da tensao 04, Sem usar o valor de Tj:

A.
oMo M jk oM o_, MM
o5 = ogitlogrogi) s o = og oy ).
iJ ik
A .
L (11.30)
Aij+Ajk
M Moo
Ou, lembrando que 95k 05 = AOJ
M M
.= O A PR M R U .30
o o5y t AOJ rii 05k AGJ rik (IT.30")
onde :
Pk
L A; - +A
13770k (11.31)
- iJ
T
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sao os coeficientes de distribuicao de tensodes procurados.
Equilibrada a aresta j, propaga-se as correcdes
de tensoes encontradas para as arestas vizinhas i e k, a
traves do valor (-1/2). Compensa-se entdo outra aresta,
etc. Passo a passo, como no processo de Cross, as tensdes
sao distribuidas, até que se atinja boa precisdo. Valem a-
qui tamb®m o0s mesmos principios que norteiam o processo
de Cross, como por exemplo: comega-se a compensacao pela
aresta mais desequilibrada e caminha-se para a que tem me

nor desequilibrio, visando acelerar a convergencia, etc.

- Esquema do processo:

I Tin | "ij [ l [ rxj e ]
O™ | O OiM | T T | T

2
+ACjx " =00 = "k 2.

4
2

etc..

IT.4.4 - Variacao das tensdes cisalhantes. Tensoes princi-

pais

Apos completar a analise da estrutura, os resul
tados significantes a serem obtidos serao:os momentos fle
tores transversais (placa continua), os quais servirao pa
ra determinar a armadura transversal de placa,e as tensoes
longitudinais principais, as quais servirao para determi
nar a armadura longitudinal de chapa. As tensoes princi
pais sao obtidas combinando-se as tensOes Tongitudinais nor
mais o com as tensoes cisalhantes t (ver formula II.45).

Para obter as tensoes cisalhantes em qualquer
ponto da estrutura, e necessario primeiro derivar expres
soes gerais para as forgas cortantes longitudinais de bor
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do, as quais podem ser calculadas por equilibrio de forcgas
horizontais (IX = 0):

T:jo.dA e.. (11.32)
g,
T, S
4
Ty =T+ O3t Ty . A
® =0
T2
\ -
%
3 'TZ ‘_
Y T,=T, +0,+05 a,

2
T

T,

B
Ti= 0,tG A
cuara (1) + 2
I +°_—I—+‘ |

Fig. II.15 — Equilibrio de forgas horizontais

Os valores de T podem ser obtidos sucessivamente
por semi-integragcao grafica (Fig. II1.15). 0 equilibrio es
tatico para uma aresta qualquer j fornece:

. +0 .
0'10'

- U
=T A S oo, (11.33)

A forca cortante longitudinal Ty em qualquer pon
to entre arestas & dada por (Fig. II.16):

1
y =Tyt g byyyiogee) oo (11.34)

ou, substituindo Uy em funcao das tensoes nos bordos Oi eoa,:
.+ = .b...y. (o040, LTy D pLy.0,. L
.y 1 2 13 1 1 h]J 2 1J J h'iJ
(I1.34")
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expressao que, para y = h,

i fornece a equacao (II.33), e
para y = h/2, resulta:
T1+Tj Aij
T = . =0 . .
y 7t ¥ cJ) (IT.35)

Tmax 2Parecera onde o muda de sinal, o que pode
se perceber da (I11.32):

_dT _
A
L T o
‘-‘— ‘—17—
| T i Nij-y 2
P — Ny hii Oy
;hl h..
J i)
y —
Tij ]

Fig. Ir . 16 — Forga longitudinal qualquer Ty numa segdo da chapo ij

Em qualquer ponto x do vao, Ty representa a soma
de todas as tensoes cisalhantes T, para aquele ponto e a
quela fibra de altura y. Com o auxilio das (II.19), pode-
-S€ escrever:

X

T =J T-b.dx .. (11.36)
Y 0

ou, de uma maneira geral, para qualquer fibra na secdo x:

dT

T= s ool (11.37)



-107-

Para resolver a equagdo (II.37), & necessdrio co
nhecer a variacao longitudinal de Ty. Da equacao (I1.24)
conclui-se que as forgas T tem a mesma variacdo dos momen
tos longitudinais devidos ao carregamento p.

Assim, para carga uniformemente distribuida SO0

bre a chapa, tem-se:

2
Mo 4x _ 4x
14 = Mmax( L 1—2—*) v e e e (II.38)
e, nortanto:
T =T . (4x - 4x2) (11.39)
y  ‘max ‘[ L2 T :

expressao esta que, quando diferenciada e substituida na
(I1.37) fornece:

4T-w
T MAX gl 2x)

b-L L

; (11.40)

Notar que a expressao entre parenteses e a mesma
que descreve a variacao da forca cortante no sentido Tongi
tudinal, pois e 12 derivada da expressao entre parenteses
na equagao (II1.38) (basta lembrar da relacdo diferencial

dM/dx = V). Assim, a equacdo (II.40) & linear e T.5x Fepre

ax
senta a forca cortante longitudinal no meio do vao, obtida
da equagao (II.34').

No caso de carregamento senoidal, tem-se:

M= M . sen =X ceo. (I1.41)
e, portanto:

T =7 . sen ™X cev. (11.42)
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Derivando e substituindo na (I11.37):
1= I_MAX  rpe IX oo (I1.43)

A tensao cisalhante maxima ocorre nas regides de

maxima forca cortante e, no caso de chapas biapoiadas,
tem-se:

- Para carga uniformemente distribuida: com x = 0 e
x = L, obtém-se; a menos do sinal:

T . = X cev. (I1.40Y)

T - = —_MaxX coe. (11.43Y)

A maioria dos métodos cldssicos de analise trata
separadamente o efeito da carga externa (normalmente uni
formemente distribuida) e o efeito dos deslocamentos das
arestas (que se adota resultar em carregamento senoidal),
somando os resultados no final. Assim, a tensao cisalhante
T em qualquer ponto & dada pela soma das equacoes (II.40)
e (I1.43):

1 2
47T . T =
max 2X max X
= 1- =2) + = . < ... (I1.44
L L L e A} €os T ( )

1 2 ~ . o
onde TmEx e Tmix sao as forgas cortantes longitudinais de

vido @ carga externa e aos deslocamentos das arestas, res
pectivamente.

Normalmente a forga cortante longitudinal devida
aos deslocamentos nas arestas produz pequena tens3ao cisa
Thante, quando comparada com aquela produzida pelo carrega

mento e, em tais casos, recomenda-se?® calcular T unicameﬂ
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te com a equagao (II.40), isto e, assume-se variacdo para
1 2 N

bo11ca para imbas as fo;gas ;mix e Tme (na equacdo(II.40)
teriamos entao Tme = Tm5x+Tm5x)'

Deve-se salientar porem que, quando os desloca
mentos das arestas produzem grandes tensdes cisalhantes,
essa aproximacao pode conduzir a erros graves.

As tensoes principais sao calculadas atravéds da
formula usual:

a a
OIII =§§t (-X)% 4+ 12 .. (11.45)

onde op = tensao principal de tracdo, o1 = tensdo princi

pal de compressao e Oy = tensao longitudinal no ponto con
siderado.

IT.4.5 - Deslocamentos das arestas e rotacao das chapas

Os deslocamentos das arestas sdo determinados pe
las flechas a nos planos das chapas adjacentes a elas. Por
tanto, inicialmente & necessario calcular as flechas a, as
quais, de maneira geral, podem ser obtidas para uma chapa
ij por:

R I B ce.. (I1.46)

onde Iij = momento de inércia da chapa ij, Cf 2 uma cons
tante que depende da distribuicao da carga (ver Fig. II.7,
Tabela II.1, no item 11.3.4) e M, s e o momento no meio do

J
vao, englobando a soma dos momentos devido ao carregamento
com aqueles provocados pelas forcas cortantes Tongitudi

nais T de bordo. Procurando aproveitar resultados conheci
dos, e conveniente expressar Mij na formula acima, em fun

cao da diferengca de tensdes normais nos bordos (Oij'gji) ,
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as quais englobam os efeitos de M e T. Para isso (Fig. I1.
17):

9j 9]
______ - S
n..
Is (S’_i;fj - hij.bjj
i 2
% -0
Fig. T .17 — Momento interno resistente
0.-0 h. 0s =0
7J N BN R A R
iJ ? id i 2 ij
(11.47)
a qual, substituida na anterior, fornece:
2
(0;-0.)-Z,.-L
a5 = 13- 1) co.. (11.48)
2 Cf'E'Iij

a qual, no caso particular de secao retangular, pode ser
escrita:

(c.-c.)-L2
a,, = ——J ce.. (11.48")

1J Cf-'E'h.ij

a & positiva quando no sentido positivo do carregamento de
chapa (no sentido negativo de Y> portanto). A diferencga de
tensoes de bordo (oi'oj) e medida na distancia x, onde os
momentos de chapa sao maximos. Alguns métodos de analise
porem, tratam inicialmente a estrutura como articulada nas
arestas, impondo o efeito da continuidade como carga - adi
cional nas estruturas (método de Whitney3,27, por exemp o).
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Isso significa que, numa analise inicial, como nio se co
nhece o valor final dos momentos, n3o se pode englobar o e
feito conjunto de ambos, M e T, sobre as flechas, como fei
to nas formulas anteriores. E necessario encontrar a ex
pressao que mostre o efeito das forcas longitudinais de
bordo T sobre as flechas. Para isto (Fig. I1.18):

T1+Tj
Mij = > . hij cee. (IT1.49)

onde ng = momento fletor causado pelas forcas T.

Fig. I. 18— Efeito das forgas longitudinais de bordo
sobre as flechas
A parcela de flecha a' causada por esse momento
adicional pode entao ser escrito pela substituicio da
(II.49) em (I1.46):

2
(T.""T.)'h-"L
aj; = — b1 (11.50)
2 CeeElyg
devendo ser somada com a parcela provocada pelo momento

fletor do carregamento de chapa p, obtendo-se entdo a fle
cha total.

As flechas aij e ajk nas chapas adjacentes, devi
do 3@ continuidade, provocam deslocamentos wij’ wji e wjk
na aresta j (Fig. I1.19), os quais sao diferentes entre si
(basta verificar que as flechas variam de chapa para cha
pa), provocando entd giros de corda 6' nas chapas.
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1
2
i_i-hij
61// =TT ok
—— R—k"-qu
j nlll:aij
7= wik KKz W

Fig.IL. 19 — Rotagdes das chapas e deslocamentos das arestas

Da Fig. II.19, tem-se:

Tive e iMoo JJ T s an .
Ji'"= Jr + rj" = coqu + 3 tqaj
ou
- __Jk
aij cosa twgg ot tgag
de onde:
a. a..-CO0SO.-a,
w.. = a.. -Cotgy, - —dk - 1] i “jk
ji ij j ~ Sena. Sena.
J J
(11.51)
v o 3 Py ;‘j—“L " =
JJ = r + rj senaj JJ tguJ
= (a o J3" ] jj‘"tqu.
- 1J cosa., Sena. : 305
J J
a .
- Jk 1 )
ik = (34 COSaj) Sena toagtaay
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ou
.. c:=d., *COSQ.
Wy = a]J -a, -cotga, = E I L i
jk senaj jk J senocj
eoe. (I1.52)
Da fiqura, tem-se:
- el Tt . -8 .
6j Jr.sen81j+3 r-sen(90 BJk)
ou seja:
. '\']TTj‘u . Y‘j m .
Gj cosaj SenBij+ senaj COSBjk

a qual, resolvida, fornece:

a..°C0SB,, -a,, *cosB..
§, = 13 Pk UN .. (11.53)
J sena,
J
ajj /cos Bij
Fi J Ojk /cosBjk
j—j"=ij
jim=aij
"= wik
i wi

Fig. Ir. 20 — Deslocamento da aresta |
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0 deslocamento de uma aresta j (ampliado na figu
ra I1.20 para maior clareza), pode ser visto como formado
pelas flechas da chapa ij (aij no plano da chapa e wji per
pendicular a ele). A interseccdo das normais define o des
locamento jj' do ponto j, cuja componente vertical @& 6j.

As linhas j'j" definem sobre a horizontal a par
tir de j o segmento Fj, 0 qual pode ser calculado (Fig. II.

20):

%13 sk (11.54)
F. = - veos {IT,
J cosBij cosBJ.k

Colocando-se as flechas a em funcao das diferen
¢as de tensoes nos bordos, com o auxilio da equacao(II.48")
pode-se escrever:

2 O.~0. 0.=-0
Foo= £ ( — - K ee. (I1.54%)
B i ik

Yitzhaky e Reiss?? utilizaram o seamento F; para

calcular o deslocamento vertical da aresta j (5.): pbde-se

J
entao, reescrever a equacdo (II.53):
i
§. = J (I1.53")
J thij thjk
O0s deslocamentos Gj, wyy e Wik da aresta j, na

estrutura em chapa precisam ser iguais aos seus correspon
dentes na estrutura em placa continua.
As equagoes acima permitem calcular as rotacdes
das chapas ij e jk. Para essa altima, por exemplo,tem-se:
i Yik k

gt = _KJ = J ee.. (11.55)
Jk N5k % 5k

Calculando os valores com o auxilio das equa-
coes (I1.51) e (II.52), node=-se escrever:
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g = 1|, tgo, +cotgu.)- A i
jk ~ hik jk'(co go reotga senoy  senag
(I11.56)
Analogamente, para a chapa ij, tem-se:
CoL ] ik %hi
eij = e a5 (cotgaj+cotgui)- TR Cana
J ] 1
(I11.56")

0 giro de corda total na
calculado com o auxilio da (II.10).
dugao do angulo interno na aresta,
giros das chapas adjacentes, node

aresta j (63) node ser
(ver Fiqg. II.5.a). A re
dos

i3)-

como consequencia
t
ser escrita (ejk-e
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IT.5 - ALGUNS METODOS DE ANALISE DAS FOLHAS SIMPLES

IT.5.1 - 0 Metodo de Whitney

0 metodo apresentado por Whitney2?? e discutido
em Ramaswamy® e, segundo este observa, uma modificacdo do
proposto por Girkmann®. A Unica diferenca entre ambos & o
tratamento dado as placas de extremidade. Girkmann trata-
-a como apoiada em tres lados e livre num quarto, isto &,
supde-se apoiada nas extremidades(timpanos) e engastada,
por continuidade, na primeira aresta interna, tratamento
esse muito rigoroso. Whitney simplificou o tratamento aci
ma, supondo as placas de extremidade como balancos de uma
laje continua apoiada em uma so direcao, isto &, as pla
cas de extremidade funcionam engastadas na primeira ares
ta interna adjacente a elas.

0 metodo de Whitney, como apresentado inicialmen
te, & aplicavel a estruturas de apenas um tramo, com dia
fragmas intermediarios. Sharma e Goyal>® apresentaram uma
extensao do metodo de Whitney, por eles aplicado para a so
Tucao de estruturas continuas.

Powell® observa que a principal desvantagem des
te metodo (o qual ele afirma ser devido a Vlasov) esta no
grande trabalho que se tem em resolver as equacoes em sua
forma algebrica.

A seguir, apresenta-se a analise, como proposta
por Whitney, passo a passo (ver exemplo III.1, capitulo se
guinte):

1) Se a altura e a espessura das placas e a intensidade
da carga nao variarem com x, substitui-se o carrega
mento uniforme g pelo seu correspondente 10 termo
das s€ries de Fourier e calcula-se as cargas R cor
respondentes nas arestas:

= R, - X -r .2
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R e a soma das reagoes de apoio das placas biapoia

das (pois supoe-se inicialmente arestas articuladas).

Quando isso e feito, todas as tensdes,

¢oes e momentos variam senoidalmente, tendo maximos
res no meio do vao ( x = L/2).

deformg
valg

2) Resolve-se as cargas nas arestas e acha-se as cargas
nas chapas usando as equagoes (II.16).

Ri-cos 813 Ri-cos Bhi

S,

e S.. =
ih sen o. 1

i sen O(._i

mj—ml
¢Qij
I Lhi ’ J ’elj l
i |
| ]
Fig.II. 21 — Efeito dos momentos transversais nas arestas

Aplica-se cargas adicionais nas arestas ARi para
Tevar em conta o efeito da continuidade (momentos transver
sais de placa, que sao as incognitas do problema) e resol
ve-se de maneira analoga ao do item anterior:

_mTm M
ARy = 7
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ARi-cothi

=
w
ande
=
L]
=
W
3]

Senui 1] sen ai

4) Calcula-se as cargas p nas chapas, com o auxilio da
equacao (I1I1.18):

p'l = (S‘S

3 ii ij)+(As..-AS.

Ji 13')
_ Essa expressao, por decorrer das anteriores, tam
bem envolve as incognitas m do problema.

5) Utilizando a equagdo das tres cortantes (ver equacao
I1.24), escreve-se as equacoes das cortantes lTongitu
dinais de bordo e obtem-se as forcas T em funcgdo dos
momentos m.

6) Calcula-se as flechas no plano das chapas; para isso,
soma-se as equacoes (II.46) e (II.59) anteriores, le
vando em conta o efeito conjunto das cargas na chapa
e das cortantes no bordo. Tem-se:

2

L (Ty+T4)hy oL

- ' = iJ

RN B 2CerE 1y,

No caso, por ser variacao senoidal, tem-se Cf =
2

=1 = 9,87 (ver Tab. II.1). 0 momento Mij pode ser escri
to em funcao da carga com o auxilio da equagao (11.20):
pij'Lz
M,. = C_ep,, = —d___
ij s FiJ 2

Substituindo nas expressoes acima e levando em
conta que as forcgas T sao consideradas positivas quando pro
duzem momento fletor negativo nas chapas, isto e, momento
com sentido contrario aquele produzido pelas cargas nas
chapas, tem-se:
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a,, = —— (L4, - TitT5) e (T2
g g ij 2 ij
i]

7) Com os valores das flechas a, calcula-se os giros de
corda 6' com o aux7lio das equacdes (I1.56).

8) Calcula-se os giros elasticos 68" causados pelos mo
mentos transversais (acgao de laje), com o auxilio
das equagoes (II.6), as quais, para uma aresta j, for
necem (ver Fig. I11.22):

M 1 e e

eji = - --(2mj-+m1- iji-mij)
6K, .
1J
" 1 e e
ejk - (2m.+mk ijk mkj)
OKjk

0 sinal negativo na primeira dessas formulas nao

mais se justifica (ver Fig. II-3) porque agora os giros 8"
concordam com o sentido suposto positivo para os momentos
fletores; como Whitney trata separadamente as cargas e 0sS

momentos nas arestas, reescrevendo as formulas:

hijx

hik {
S

A6 b) Efeito dos momentos
nas arestas

'Qij ‘ 2k {

a) Efeito do carregamento

Fig. IT. 22— Giros elasticos 8"
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a) - Efeito do carregamento (Fig. I1.22.a):

1 e e £ ij b?j
Be. = ——(-2m5, -m, . K,. = —PVd ., o= —4
J1 6K.-( I 13) 1] h. . Ip13 12
1] 1]
8., = ~l—~(-2m -m& ) K = E;iﬂlk I - bgk
ik 3Kk "k pik = 75
6K h. 12
jk jk
Ip = momento de inercia da
nlaca
n 2
g, .+h;.
e - e - - 1] 1J -
mss my 1 (formula II.3)
g?j = componente do carregamento normal ao plano da
placa
n = .
gij = 953 cos 81j
n .2 n .3 3
A D L Lhy . e . hy .
e;i 1 (-3.- 911 i3y -y 913h13 i 95 3 cosBth1J
6Kij 12 24E1pij 24 E Ipij
Lembrando que hij-cosBij = zij e substituindo o valor de
I .., tem-se, finalmente:
p1J
or = 213 Mgy
J1 3
2 E bij
2
. g., 2., h;
Analogamente: B = Jk “jk _Jk
J 3
2 E bjk

Assim o giro elastico total, devido ao carrega
mento, na aresta j (tendendo a reduzir o angulo interno
(180-aj) entre as placas), sera:
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- 2 - 4
J Ji J i 3 3
2 E bij 2 E bjk
. 4 - -, X
pois g =— - g -= 10 termo das series de Fourier, onde
g = carga uniformemente distribuida.
- 2 - 2
g, .8, .hs. Qsy 22,05
Assim: e; -2 ( 1J31J 1J 4 2k %k Jk)
E 7 bij bjk

b) Efeito dos momentos nas arestas (Fig. I1.22.b)

h

R = 13
Aeji e (2mj+m1) — (ij+mi)
i piJ
Ao, = L (2m.+m ) = ik (2m.+m, )
Ik 6k TS AT A
jk pjk

0 acrescimo de giro eldstico A8 (tambem tenden
do a reduzir o angulo interno) seria:

hes h .
8" = o', + o' =2|_ i +m, )+ K (2m. +m )
J Ji Jk E [ p3  mi bgk ik
1] J

9) Calcula-se a reducao do angulo interno devido aos gi
ros de corda das placas adjacentes a aresta j por:

e
a

Fig.JI. 23 — Redugdo do dngulo interno devido aos giros de corda o'
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10) Impoe-se a condicao de continuidade nas arestas,
pois, pela sua monoliticidade, nao ocorre variacio
do giro entre as placas adjacentes (as arestas sao
rigidas), isto e, a soma das reducdes dos angulos
internos encontrados nos passos 8 e 9 &, portanto,
nula.

ou

(ej1.+eJ’.'k) + (A8

i H i

§i*th05y ) + (845 -8;55) = 0

11) Resolvendo-se as equagoes assim formadas,encontra-
-se as incognitas m (momentos transversais nas a

restas’.

12) Faz-se a superposicao de efeitos, encontrando-se os
valores dos momentos M e das cortantes Tonqgitudi
nais T nas chapas. Com M e T, calcula-se as ten
soes normais nas fibras das chapas, para a secao
central. Com os valores de o, chega-se as tensdes
para qualquer outra secao, pois a distribuicao das
tensoes ao longo do vao e senoidal. Deve-se corri
gir os valores das tensoes, multiplicando-as por
w3/32, para levar em conta que apenas o 19 termo
das series de Fourier foi usado.

I1.5.2 - 0 metodo de Simpson3»2°©

Segundo observa Ramaswamy?®, o metodo de Simp
son?® & uma modificacdo do proposto inicialmente por Gaa
far’, sendo diferentes apenas quanto a escolha das incogni
tas. Ambos, ao contrario de Whitney, supdem arestas rigi
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das desde o inicio da analise, assumindo que elas sejam, i
nicialmente, indeslocaveis, levando em conta, posteriormen
te, o efeito dos deslocamentos nas arestas. No metodo de
Simpson, o deslocamento das arestas e levado em conta, ar
bitrando-se, para cada chapa (uma por vez), uma rotacao no
meio do vao; Gaafar adota como incognita o desTocamento
relativo transversal entre duas arestas consecutivas.

Em ambos os metodos, a analise & reduzida a uma
serie de distribuigoes simples de momentos transversais e
de tensoes longitudinais.

Caso a estrutura a ser analisada seja simetrica,
tratam-se duas chapas (simetricas entre si, evidentemente)
por vez, para aproveitar a vantagem da simetria.

Deve-se salientar tambem que ambos os metodos
sao decorrencia daquele apresentado por Winter e Pei®, com
a diferengca que Winter e Pei ignoravam os deslocamentos das
arestas.

A analise, passo a passo, deve ser feita (ver e
xemplo II1.2, capTtulo seguinte):

1) Assumindo que as arestas sejam indeslocaveis, toma-
-se uma faixa de largura unitaria na secdo transversal; re
solvendo a estrutura em placa continua assim formada (pro
cesso de Cross), acha-se as reacgoes Ri de apoio das placas
e aplica-se forgas iguais e opostas como cargas Ri nas a
restas da estrutura em chapa; decompoe-se esse carregamen
to em forgas no plano das chapas e, supondo cada chapa a
tuando independentemente, calculam-se os momentos fletores
e as tensoes longitudinais normais de bordo livre; a sequir,
compatibiliza-se as tensoes normais nas arestas comuns as
chapas adjacentes, pela distribuicao de tensoes, conforme
processo descrito no item I1.4.3. As tensoes resultantes
sao aquelas que ocorreriam se as arestas nao se deslocas
sem (ate aqui, portanto, a solugdo e identica aquela dada
por Winter e Pei*). A solucao da placa continua sera chama
da de problema (o).
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Fig. IT. 24 — Rotagdes arbitrdrias das chapas.

Considere-se, para exemplificar, a estrutura da
Fiqura II1.24.a, onde as chapas 1 e 5 sao consideradas em ba
lanco. E necessario levar em conta os deslocamentosdas ares
tas, o que sera feito adotando-se giros nas placas 2, 3 e 4.
Comecando pela 2, adota-se um deslocamento AZO da aresta 2,
o qual provoca momento de engastamento perfeito (Figura
I1.24.b)2

Fazendo By = —— . my; = 3

0 giro arbitrario 6,5 e o giro eé estarao rela
cionados por uma constante k2 (uma das incognitas do pro
blema), atraves de:

82 = kp * 9
0O momento arbitrado 3 na aresta 2 e agora distri
buido pelo processo de Cross, e dai encontram-se as cargas
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nas arestas, carregamento nas chapas, momentos e tensoes
Tongitudinais, analogamente ao feito no passo anterior. Es
se passo sera chamado de problema (1).

3. Em sequida considerar-se-a o efeito de uma rotacao ar
bitraria na placa 3 (Fig. I1.24.c), atraves de um deslo
camento transversal A5, da aresta 3 em relagao a 2,induzin
do assim um momento:

nyy = mo - 6EIpA30 _ 6EIp63O ' onde eéD Asg
3 n3 3 n3
Fazend S :
razendao: 630 = _I.l;. . m32 = m23 = 0

0 giro real sera: eé = k3.eéo, onde k5 = constan
te e outra incognita do problema.

0 momento 6 e agora distribuido, etc.. Resolvem-
-se, assim, sucessivamente, os problemas 1 , 2 , 3 , etc.

4. Calcula-se agora as flechas a nas chapas, atraves
das equagoes (II.48):
2
a, ., = ——J9 para cada problema.

1 CeeErhy s

(0;-0.)-L

A flecha total sera:

a5 = (aij)o+ k2-(aij)]+ k3.(a1j)2+

5. Com as flechas a, calculam-se os giros de corda 6 ,
atraves das equacoes (II.56):

ik i
sen O, Qa,
3 sen i

8., = _;5 ajj(cotg as+cotg a;)-

giros esses que contem as incognitas ko, k3, etc...
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(o2

Iquala-se os giros obtidos no passo 5 com os anterio
res:

= k2'620 63 = k3’630 etC-..

Obtem-se assim um sistema de equacdes lineares
que, resolvido, fornece os valores das constantes k.

7. Fazendo-se a superposicao de efeitos, obtem-se os es
forgos finais na estrutura (momentos transversais e ten
soes longitudinais).

I1.5.3 - 0 metodo de Yitzhaky®»2%»28,29

Na 1iteratura, encontram-se referencias a dois
metodos devidos a Yitzhaky: o método da carga particular e
o método dos giros de nd. Somente este Ultimo sera aqui a
nalisado. 0 primeiro método de Yitzkaky e discutido em seu
Tivro?® e nos artigos de Trawn3°:3! e de Powell®.

0 metodo dos giros de no nada mais e do que uma
variacao do Processo dos Esforcos, aplicado as cascas pris
maticas (ver item II.3.3.2). A analise e feita em duas par
tes: primeiramente, analisa-se a estrutura em placa conti
nua, apoiada em uma diregao (considera-se apoios indeforma
veis), sob o efeito de carga externa, e as reagoes Ri de a
poio da placa serao as cargas nas arestas da estrutura em
casca prismatica, que sera analisada em seguida.

Assim, na primeira parte da analise elimina-se
os giros de no da placa continua (pela consideragao de a
poios indeformaveis) e todos os giros de no da estrutura,
na segunda parte, variarao de modo semelhante.

Os momentos transversais nas arestas produzidos
pelo carregamento R serao somados com os momentos de placa
continua no final da analise. Conforme visto (itemII.3.3.2),
na segunda parte da analise, adota-se como sistema isosta
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tico principal a estrutura rotulada nas arestas, com os mo
mentos transversais como incognitas hiperestaticas. Todos
os passos de calculo sao registrados numa tabela, o que
permite facil verificacdo em todos os estagjios.

A analise, passo a passo, & feita como seqgue (ver
exemplo III.3, capitulo seguinte):

1) Assumindo que as arestas sejam indeslocaveis, toma-
-se uma faixa de largura unitaria na secao transversal; re
solvendo a estrutura em placa continua assim formada (pro
cesso de Cross), acha-se as reagoes R de apoio e aplica-se
forgcas iguais e opostas como cargas na estrutura em chapa;
decompoe-se esse carregamento em forcas no plano das cha
pas e, supondo cada chapa atuando independentemente, calcu
lam-se os momentos fletores e as tensdes longitudinais nor
mais de bordo livre; a sequir, compatibiliza-se as tensoes
normais nas arestas comuns as chapas adjacentes pela dis
tribuicao de tensdes (ver item II.4.3). AtE aqui, a anali
se e identica aquela feita por Simpson. Denomina-se  esta
fase de problema (o).

2) Calcula-se os giros de corda 6 ', os quais podem ser
obtidos com o auxilio das equagoes (II.55) e (II.54), res
pectivamente (ver item II1.4.5):

eik = Gj_ak §. = Fj
J J -
) L2 01-0j ) Gj- Ok
Fj = ( [ q )
Cf E 1] Jjk

Fazendo.se C = (Cf‘E)/L , pode=-se escrever:
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CF - (AO)j ) (Ao ), - (ke
j [ 9. 7)
1] jk
C-0;p = 0570 e
J ij [

0 giro total numa aresta j pode ser calculado com
o auxilio da (II.10):

' C-(Aa)j C-(AS)
c-ej = C.(6,.+6 -

]
ij jk) - 255 23k

k

- . " . - . ~
Os giros elasticos 6 , como ja se disse, serao
nulos, e, com isso, 0s giros de no iniciais serao:

Co = C o » para cada aresta.

Com isso, esta resolvido o problema (o).

3) Impoe-se a continuidade das arestas na estrutura em
chapa, supostas articuladas inicialmente, atraves de momen
tos unitarios m', aplicados um de cada vez (ou aos pares,
caso a estrutura seja simetrica). Com esses momentos, cal
culam-se as reagoes de apoio da estrutura em placa conti
nua, as quais serao as cargas sobre as arestas da estrutu
ra em chapa. Com essas cargas, determinam-se, analogamente
ao problema (o), os momentos, tensoes longitudinais e os
giros de corda 6', para cada problema.

4) Calculam-se os giros elasticos 8 provocados pelos
momentos transversais m', atraves das equacoes (IT.11).
Com isso, calculam-se os giros de no 6 nos problemas (1),
(2), etc...

5) Com o auxilio das equagGes (I1.9), compatibilizam-se
os deslocamentos, lembrando que a continuidade da placa nu
ma - aresta e garantida se for nulo o giro relativo en
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tre as chapas adjacentes a ela, isto e, 8. = 0. Com as e

J —

quagoes assim obtidas, determinam-se os momentos m'.

tura.

6) Faz-se a superposicao de efeitos, determinando-se en
tao os momentos, tensoes e deslocamentos finais na estru

11.5.4 - Metodo recomendado pela A.S.C.E!

0 metodo recomendado pelo A.S.C.E. @ uma versao

modificada daquele propo to por Gaafar’. A analise & divi
dida em tres partes (ver exemplo III.4):

1.

2.

Analise elementar: consiste de dois passos:

a)

Analise transversal de placa: e feita considerando
todas as cargas externas como suportadas transversal
mente pelas placas, as quais atuariam como estrutura
continua apoiada numa so direcao sobre as arestas
(consideradas como apoios indeslocaveis);

Analise longitudinal de chapa: todas as cargas supor
tadas transversalmente pelas arestas (reagoes de a-
poio da placa continua) sao transferidas longi tudi
nalmente aos apoios de extremidade das chapas, as
quais atuam entao como vigas biapoiadas inclinadas;
as flechas dessas vigas mostrarao que ocorrem deslo
camentos relativos entre arestas sucessivas, violan
do assim a hipotese basica de apoios indeslocaveis,
adotada na analise da estrutura em placa; essa incom
patibilidade forca a introducao de uma corregao; a a
nalise elementar sera chamada de problema (o).

Analise corretiva: consiste em determinar as correcgoes,

devido aos deslocamentos relativos das arestas, em am
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bas as estruturas (placa continua transversal e chapa
biapoiada longitudinal), o que & feito da sequinte ma
meira:

- Para cada aresta e aplicado um deslocamento relativo
unitario, enquanto as arestas restantes sdo mantidas
indeslocadas; esse deslocamento produz momentos fle
tores transversais m, os quais por sua vez produzirao
as cargas R (reagoes de apoio) sobre as arestas da es
trutura em chapa; resultarao, entao, novas flechas e,
consequentemente, novos deslocamentos relativos.

- 0s deslocamentos relativos obtidos com a correcgao sao
relacionados matematicamente com os determinados ini
cialmente no 20 passo da analise elementar, resultan
do um sistema de equagoes com o qual sao calculados
os deslocamentos relativos A reais;

- Calculados A reais, obtem-se as corregdes nos  esfor
¢os, momentos e tensoes, multiplicando-se os valores
obtidos na analise corretiva (problemas 1 , 2 , etc)
pelos valores dos deslocamentos relativos reais.

Superposicao de efeitos: na qual se combina os resulta
dos das duas fases anteriores, para se obter os valores
finais dos esforcos, momentos, tensoes e deslocamentos,
atraves da equac¢ao geral de superposicao:

(r) = (0) + A,(1) + A3(2) + ...

onde Ai = deslocamento relativo real entre as arestas
da chapa i etc...
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IT.5.5 - Comparacao entre os diversos metodos analisados

Powell® observa que, numa estrutura em folha po
lTiedrica, e necessario satisfazer seis condigcoes (trés de
equilibrio e tres de continuidade).

As condigoes de equilibrio sao:

I) As reagoes R da estrutura transversal em placa preci
sam ser iguais e opostas as cargas nas arestas da es
trutura longitudinal em chapa;

IT) as forgas cortantes longitudinais de bordo Tji e
Tjk’ numa aresta j da estrutura em chapa, precisam
ser iguais e opostas;

ITI) os momentos fletores transversais ms e Mk numa
resta j da estrutura em placa precisam ser iquais e
opostos.

{s

As condigoes de continuidade sdo:

IV) 0s deslocamentos das arestas na estrutura em placa
precisam ser iguais aos seus correspondentes na es

trutura em chapa;

V) as tensoes normais longitudinais 954 e o5k numa ares
ta j da estrutura em chapa precisam ser identicas;

VI) os giros de no ejj e 0, numa aresta da estrutura em
placa precisam ser identicos.

As folhas podem ser analisadas por metodos. nos
quais se satisfacam cinco das condigcoes acima em todas as
fases de calculo, violando-se a sexta condigdo; pode-se en
tao montar um numero relativamente pequeno de equagles,ten
do em vista que, apos a superposicao dos efeitos nas dife
rentes fases, a sexta condicao esteja satisfeita. A viola
cao de uma condi¢do de equilibrio fornecera um metodo  de
rigidez, e a de uma condigao de continuidade, um metodo de
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flexibilidade. Tendo em vista o exposto nos itens anterio
res, os metodos examinados podem ser classificados em:

a) Metodos de flexibilidade, baseado em combinacao 11
near, com a condicao IV violada: Gaafar, Simpson,
A.S.C.E.;

b) Metodos de flexibilidade, baseado no processo dos Es
forgos com a condigdo VI violada: metodo dos giros de
no, devido a Yitzhaky, metodo de Whitney;

0 método das cargas particulares, de Yitzhaky, ci
tado no item II.5.3, & classificado por Powell como um mé
todo de rigidez, baseado em combinacao linear.

Com base nos exemplos resolvidos no capitulo se
guinte, pode-se concordar com Powell em sua afirmacao: 0
metodo dos giros de no, de Yitzhaky, & o melhor dos méto
dos de calculo manuais, por ser de simples aplicacao e fa
cil entendimento. Outra grande vantagem desse método & ©
fato dele ser tabelado, o que facilita a verificacao em

qualquer fase do calculo.

Alem disso, o tabelamento permite que a analise
de uma folha possa ser usada na analise de qualquer outra
folha com identica segao transversal, com diferentes com
primentos e condigoes de apoio, bastando que se conservem
as relagoes entre as alturas e as relagdes entre as espes
suras das chapas adjacentes (estas exigencias, evidentemen
te, sao feitas para manter os mesmos coeficientes de dis
tribuicao de momentos transversais m e tensdes normais lon
gitudinais o). Pode-se entao preparar tabelas para secoes
transversais tipicas, o que ira reduzir o trabalho de cal
culo. Examine-se os exemplos III.3 e III.5, no capitulo
sequinte: a tabela III1.9 foi usada para a analise de uma
estrutura semelhante, de mesma secao transversal, no exem
plo III.5. A tabela IIl.9 ainda pode ser usada no projeto
de qualquer outra folha, de secao transversal semelhante,
respeitadas as condigoes citadas acima.



-133-

I1.5.6 - 0 uso das series de Fourier e das curvas normais

Examine-se o metodo de Whitney (ver item II.5.1
e III.1). Ele apresenta uma grande desvantagem, que € a
sequinte: resolvida a estrutura, obtem-se os momentos
transversais m nas arestas, 0s quais englobam efeito de
carga externa e efeito dos deslocamentos das arestas. Co
mo a primeira parte varia ao longo da estrutura proporcio
nalmente a distribuicao da carga externa (para carga uni
formemente distribuida, esses momentos sao constantes) en
quanto a segunda varia proporcionalmente a linha elastica
(ver item I1.3.4), a distribuicao dos momentos totais nas
arestas ao longo da estrutura nao e conhecida, mas adota
da, ja que, no primeiro passo da analise, assumiu-se va
riacao da carga externa, ao longo da estrutura, identica
a lTinha elastica (adotou-se exatamente a senodide).

Os outros metodos aqui analisados eliminam essa
desvantagem, pois tratam separadamente o efeito das car
gas externas (as quais podem ser analisadas entao com sua
variacao real) e o efeito dos deslocamentos das arestas,
obtendo no final da analise dois "tipos" de momentos, por
tanto, e isso permite a determinagao exata de todas as
tensoes e momentos = em .qualquer  ponto - da estrutu
ra. Para considerar esse ultimo efeito, como ja foi dito,
(ver item II.3.4), Gaafar’ sugeriu a adocdo da sendide co
mo caso geral, isto e, deve-se adotar os deslocamentos
das arestas variando senoidalmente atraves, por exemplo,
da formula:

éj = aj - sen X , onde 5j = deslocamento méxi
L mo (x = %)

Essa aproximacao apresenta como grande vantagem
o fato que todos os esforgos por ela produzidos (momentos
transversais m, cargas R nas arestas e p nas chapas, mo
mentos M e flechas a nas chapas) variarao tambem senoidal
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mente. E necessario apenas definir o valor de x, o qual se
aplica as equacoes e, em todos os demais valores de x as
equacgoes estarao satisfeitas e os valores dos esforgos,
deslocamentos, etc, em qualquer secao sao facilmente deter
minados. Evidentemente, esse valor de x e escolhido no
meio do vao (x = L/2), onde a variagao senoidal atinge va
lor maximo. Poder-se-ia aumentar a precisao adotando  ter
mos adicionais das series de Fourier, mas isso e desneces
sario.

No final da analise, teremos, portanto, duas va
riagoes de momentos, os quais, somados, darao o momento to
tal em qualquer segao. Suponhamos, por exemplo, que a car
ga externa seja uniformemente distribuida. Vamos chamar os
momentos devidos a carga externa de m, (o qual, nesse ca
so, sera constante para todas as secdes) e os momentos ma
ximos devidos aos deslocamentos das arestas de md-TEremos:

X

m=m_ + my ° sen T onde m = momento total.

A variacao longitudinal das tensoes normais o e
nroporcional a variacao dos momentos M das chapas. Esses,
por sua vez, variam de duas maneiras: a primeira, paraboli
camente (continuamos supondo, para exemplificar, carga ex
terna uniformemente distribuida) e a segunda senoidalmente
(deslocamentos das arestas). Analogamente ao dito acima,
para qualquer secao, teremos:

i

X X - X
o —5(1- f) + 04 - sen T

onde 50 e Ed s3o os valores maximos das tensoes, em cada

caso. Por exemplo, nos quartos de vao:

g =10,75 50 + 0,707 - 0o
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I1.6 - COMENTARIOS SOBRE OUTROS METODOS DE ANALISE DAS

FOLHAS PRISMATICAS

Como visto no item I.5, os metodos de analise das
folhas podem ser classificados de duas maneiras, ali deta
lThadas. 0 que se seque e uma complementacao daquele item.

I1.6.1 - Metodos de analise das folhas simples

Como viste, Iffland? e Powell® classificam esses
metodos de cinco maneiras: solugoes exatas, diretas, ma
nuais, coeficientes de influencia e coeficientes duplos de
influencia.

As solugdes exatas, baseadas no metodo da elasti
cidade, ja foram discutidas no item I.5.1.d; alguns dos me
todos usando coeficientes de influencia foram discutidos no
jtem I1.5, no qual tambem se discutiu um dos metodos dire
tos (Whitney).

A respeito das solugoes diretas, a sua principal
desvantagem, como se nota no metodo de Whitney (ver exemplo
III.1), & que as equacdes a serem resolvidas sao trabalho
sas. Powell® comenta que, todavia, Parme*?® mostrou que 0s
calculos podem ser feitos numa forma tabelada simples. Bar
ker** programou o metodo para computador.

A analise matricial da solucao direta, baseada no
Processo dos Esforcos e extensivel ao computador, foi feita
por Scordelis**; Meck*? apresenta um metodo parecido, basea
do no Processo dos Deslocamentos.

A respeito dos metodos manuais, cabe aqui um cO

mentario a respeito dos metodo iterativo descrito por
Brielmaier2S e comentado em Ramaswamy?®, Traum®®, Franz?? e
no relatdrio da comissao da A.S.C.E. (ver tambem o item

1.4.4). A comissao da A.S.C.E. nao recomenda 0 seu uso, €O

mo metodo geral, pois ndo & aplicavel a todos os tipos de
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secoes prismaticas. Embora de facil entendimento, o metodo
as vezes converge vagarosamente ou diverge, como no caso
de estruturas com pequenos angulos entre as chapas adjacen
tes (as quais, por serem mais flexiveis, apresentam maior
sensibilidade aos deslocamentos das arestas). Powell® co
menta sobre o metodo iterativo melhorado, apresentado por
Mast®®, mas conclui, como a comissdo da A.S.C.E., pelo uso
de meétodos manuais baseados no uso dos coeficientes de in
fluencia (Gaafar, Simpson, Yitzhaky, etc.).

A respeito do método desenvolvido por Goble*7(co
eficiente duplo de influencia), Powell?® comenta ser este
mais indicado para computador, pois & necessario resolver
um grande numero de equagoes.

11.6.2 - Metodos de analise das folhas continuas

a ) Extensao dos metodos examinados no item II.5

Varios autores tratam das estruturas continuas
com solucdes baseadas nos metodos examinados. Sharma e
Goyal®® examinam as folhas continuas atraves de uma exten
sao do metodo de Hhitney. Ramaswamy® propGe uma solucao ba
seado NnO metodo de Simpson e Yitzhaky2® e Yitzhaky e

29 npropoe solugdes baseadas em ambos os metodos de

Reiss
Yitzhaky.

Porem, todos tratam o problema considerando cada
vao individualmente, com as condicoes de apoio idealizadas
como engastado, livre ou simplesmente apoiado, sendo o0s me
todos aplicaveis apenas quando houver simetria (de carga
e geometrica).

De todos, o de mais simples aplicacao e o de
Yitzhaky, pela forma tabelada (ver exemplo III.5).
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b) Outros metodos

Lee, Pulmano e Lin®? apresentam uma solucao para
o painel interno de uma folha continua de multiplas baias
apoiadas diretamente em nilares.

Beaufait*® apresentou um metodo de analise de fo
Thas simples e continua que requer o uso de computador, ao
qual procurou dar sustentagao experimental!!!; mas o meto
do sofreu algumas restrigoes, feitas por Lee*?®
e Lo%% e Mousa, Parmelee e LeeS*“.

, Scordelis

Uma solucao mais rigorosa, baseada no metodo da
elasticidade, proposto por Godberg e Leve®* para folhas
simples, foi proposto por Pulmano e Lee®® para folhas con
tinuas sobre pilares internos.

Tambem baseados em Goldberg e Leve?*, Pultar, Bi
1lington e Riera®’ propGe um método para a solugao de fo
Thas continuas sobre apoios flexiveis, baseado no Processo
dos Esforcos.

Goldbergqg, Gutzwiller e Lee®? propde um metodo
baseado em Goldberg e Leve®* mediante o uso de diferencas
finitas.

Mousa, Parmelee e Lee®* propde um metodo baseado
no de Simpson (folhas simples) para solucao da estrutura
transversal (acao de placa continua) e no metodo desenvol
vido por Lee'2?5 para solucdo da estrutura longitudinal con
tTnua (acdo de chapa). Segundo eles, o método fornece re
sultados mais precisos que o proposto por Beaufait"®. A
grande vantagem deste metodo @ a possibilidade de se resol
ver manualmente a estrutura, podendo-se tambem programa-lo.
Além disso, nao ha necessidade da simetria, como acontecia
com os metodos analiticos idealizados de Sharma e GSoyal®®,
Simpson® e Yitzhaky2®>2%. A estrutura pode ter tambem qual
quer numero de apoios internos. Pareceu-nos ser um metodo
indicado para calculadoras programaveis, pois, embora fa

cil, a parte analitica @ bastante trabalhosa.
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Faria®! propos um metodo em que a estrutura con
tinua & substituida por uma estrutura discreta equivalente,
tridimensional, e analisada matricialmente pelo  processo
dos deslocamentos.

Muhlbauer e Beaufait®® nopropoe uma extensao  do
méetodo de Beaufait*®, baseados no metodo iterativo propos
to por Mast®®, com a utilizacdo de computador. 0 método re
solve estruturas simples e continuas, admitindo balangos
inclusive.

Wahab e Mousa®® propde um metodo baseado em Gold
berg e Leve®* para solucao de estruturas contTnuas sobre a
poios intermediarios flexiveis, considerando rigidos os a
poios externos.

I1.6.3 - Métodos de analise das folhas multiplas

Chu e Pinjarkar ®! propde um meétodo para analise
das folhas miltiplas simplesmente apoiadas, baseados no me
todo da elasticidade, como desenvolvido por De Fries-Skene
e Scordelis?®7?,

Lee e Vos®? propde um método para analise de fo
Thas multiplas simplesmente apoiadas, com varias condigoes
de apoio, baseado nos metodos simples de analise e naquele
proposto por Beaufait*?®.

Ambos os metodos acima sao indicados para compu
tador.

Atualmente h3a uma tendencia a se resolver as es
truturas de pontes de secao celular como folhas multiplas
(veja-se as referéncias bibliograficas, item I1.5.2.3).

11.6.4 - Matodos de analise das folhas n3o-prismaticas

Em seu livro, datado de 1969, Franz?® afirma que

"a teoria das folhas ndo-prismaticas ainda ndo esta desenvolvi

da" e sugere um metodo aproximado. Tambem Candrevas''®, em
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sua tese de doutoramento (1970), afirmava ndo haver encon
trado, na bibliografia que pesquisou, a solucdo tedrica do
problema que lhe foi dado solucionar (Ginasio de Esportes
de Araraquara, S.P., Brasil). Assim, encontrou-se na pesqui
sa bibliografica casos de projetos de folhas ndo-prismati
cas construidos com base no estudo de modelos, como o caso
ja citado de Candrevas'!® ou do estadio citado em Del Pozo,
Torroya e Palanco!!®,

Atualmente, ja se dispde de alguns metodos de a
ndlise, como o proposto por Johnson e Lee®® (1963), basea
dos numa extensao dos metodos simples de analise, e seme
Thante a outro, devido a Yamahara, por eles citado. Mais
recentemente (1977), Beavers e Beaufait®® propuseranm um
processo baseado no metodo dos elementos finitos para a so
lugao dessas estruturas.

I1.7 - A ARMAGAO DAS FOLHAS PRISMATICAS

Encontram=se indicacoes sobre a maneira de armar
as folhas prismaticas em Billington®*, Franz??®, Guralnick

124 " Ramaswamy?®, etc.

e Swartz

Como se verifica pelo exame dos exemplos e da
descrigcao dos metodos de analise, os resultados a serem ob
tidos sao os momentos transversais m e as cortantes na es
trutura em placa, e as tensoes longitudinais o e cisalhan
tes T na estrutura em chapa, podendozse tambem obter deslo
camentos verticais §. As tensoes o e T podem ser combina
das atraves da equagao (II.45) para fornecer as tensoes
principais o8 de tracao e 917 de compressao (ver exemplo
(I11.4).

0s momentos transversais e cortantes na estrutu
ra em placa determinam as armaduras superior e inferior a
serem colocadas na diregao transversal. As tensoes princi
pais (efeito de membrana) determinarao a armadura longitu
dinal a ser colocada, o que pode ser feito usando-se uma
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unica camada que acompanha as trajetorias das tensoes prin
cipais, ou duas camadas em malha ortoqonal. A armadura lon
gitudinal pode ser colocada no plano medio das chapas: po
de-se, entao, ter ate tres camadas de armadura na estrutu
ra.

0 calculo e colocacao dessas armaduras devem se
guir alguns nrincipios basicos, recomendados pelo "A.C.I.
Committee 334 on Concrete Shell Structures™.

Como ja foi salientado (ver itens I1.4.5, 1.6.1,
1.6.2 e 1.6.4), embora desprezados no calculo, ocorrem o
mentos longitudinais de ennastamento na reqido de lioacao
das chapas com os timpanos de apoio, sendo as regides de
apoio zonas provaveis de ruina da estrutura. Tais momentos
devem entao ser cobertos, ao menos construtivamente, com
armaduras de engastamento; Franz?® estima grosseiramente
essas armaduras, recomendando que se use aproximadamente
1/3 da armadura de flexao que se coloca nas arestas da es
trutura (ver Fig. I1.25).

Recomenda-se?? verificar as tensdes principais
de tracao nas extremidades das chapas, ja que ali as cor
tantes sdao maximas. Franz®® sugere que a armadura para es
sas cortantes seja composta da sequinte maneira (ver Fig.
IT.25): metade com malhas e metade com barras obliquas benm
distribuidas na superficie media da chapa (armadura segun
do as isostaticas); essa disposigao & denominada "armadu

ra em tres camadas".
J ~ _2L da largura da chapa

———

4 g F -~ MALHAS SUPERIOR E
————— f—— @ e —— —— R

r | ___— INFERIOR : PARA ABSOR-

A= ™ v v v ] VER A FLEXAO TRANS -

|| VERSAL E AS TENSOES
PRINCIPAIS DE TRAGAO
NO VAo

i
; i ARMADURA SEGUNDA
AS ISOSTATICAS (DIA-

. o o GONAL) NA REGIAO DOS

APOIOS

Fig. IL. 25 — Armadura de engastamento para os momentos
longitudinais desprezodos no cdlculo
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CAPITULO III

EXEMPLOS

ITT1.1 - METODO DE WHITNEY?®»27

Fig. Il .1
\ 1,10 m 1
[ [ L=18,30m
| v (@ o0
® Estrutura em concreto:
[ 80°
0,62 | Y =2500 kgf/m’

sobrecarga =75 kgf /m’

0,305
e:)°
-+ oez
0,62 /
1 1,IOm {
|
0,108 N
2,848
|

Fig. IIT. 2 — Caracteri'sticas da se¢do transversal
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1 - Propriedades geometricas

TABELA III-1

Chapa 8 8 ‘5 Ipi
(n?) (n*) (n?) (n*)

1 0,0558 0,001787 0,005766 0,0QOO6D75
2 00,1100 0,011092 0,020167 0,00008334
3 0,3375 0,395508 0,210938 0,00006075
4 0,1109 0,011092 0,020167 0,00008334
5 N,0558 0,001787 0,005766 2,00006075

Ai = area da secao transversal da chapa i = bi'hi

I, = momento de inercia da chapa i = bi.h?/12

Ipi = momento de inercia da placa i = 1-b?/122

Z; = modulo de resisténcia da chapa i = bi'hi/6

2. Calculo das cargas
2.1 - Cargas nas arestas Ri

Supoe-se inicialmente todas as arestas internas
como articuladas. As placas 1 e 5 de extremidade sao
supostas em balango, engastadas nas arestas 1 e 4, respec
tivamente. Tem-se:

225
+75

g = 300 kqf/m?

- placas 1, 3 , 5 : 2500x0,09
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placas 2 , 4 : 2500x0,10 = 2590
+75

5 = 325 kaf/m’

Com isso, o peso total de cada pnlaca sera:

- placas 1 , 5 : 300x0,62x1 = 190 kq/m placa
- placas 2 , 4 : 325x1,10 = 360 kq/m
- placa 3 : 300x3,75 = 1125 ka/m

Considera-se cargas adicionais nas arestas 0 e 5,
devido ao guarda-sol e ao vidro:

aresta 0 = 69 kg/m
aresta 5 - 45 kg/m
Pode-se agora calcular as cargas nas arestas R,.

Considerar-se-a apenas o 10 termo das series de Fourier.
Sabe-se que, se Ri e a carga uniformemente distribuida,

tem-se:
R, =R, - sen(7X) ou R, =R, - %
i i In 1 1 it
onde R, = valor da carga senoidal no meio do vao (x = %)
Assim, tem-se:
Ry = (60+190+ 2. & . 543 kqf/m

_ _ (36041125, 4 _
Ry = Ry = (F=2==2)- o = 945 kgf/m

=
§

- (45+4190+180). & = 528 kgf/m
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2.2 - Cargas nas chapas devido a R;

Essas cargas serao calculadas atraves das equa
coes II.16':

R, .c0sB. . R,-cos83,.
S.p = 1 §., = 1 _""h1 (Fig. 11.10)

seno, enc.
i sén 3

Tem-se:

Fig. 11.12 - item I1.4.1

—-;‘o = Or‘l
ay = 80 0o 40~ 35
0q = 319%25" o, = 2300
(Fig. I11.3)
R]-cos 0
Syp = — _ = 560 kqf/m
19 sen 300
R]-COSBOO ~
319 = e = 548 x 0,1763 = 100 kqgf/m
- sen 30
R,-c0s319925" o
S = = = R,-cotg 40735 = 1100 kqf/m
21 ° gap 40935" 2
R,-cos0® =
S,q = — - = 21z 9450 kgf/m
sen40°35 0,6506
R3-cos 0°
S = - = -1459 kqf/m
32 Onp'
sen319+-25
Ry+c05319°25 o
534 = = -R3-cotg 40735 = 1100 kqgf/m

sen 319°25°
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R4'c05800

S = = -R_.cotg 899 = -95 kaf/m
43 sen230° 4
R -cos9® ]
845 = —4-"’———--——~—— = - -—5—&2..— = _535 kq.f.‘/m
sen 2890 sen8n
RI Rz
SIZ

convengdo
" entrando

"'saindo " = @

éj

Fig. . 3 — Cargas S nas chapas devido as cargas Rj nas arestas

2.3 - Cargas adicionais nas arestas ARi devido aos momentos

transversais

Considera-se agora a continuidade da estrutura em
placa, devido ao fato das arestas serem monoliticas, atra
ves dos momentos ms . Considerar-se-ao positivos os momentos
que tracionam as fibras inferiores. As placas externas, co
mo ja se disse, sao consideradas em balanco e, portanto, os
momentos my e my sao conhecidos (restam, pois, duas inc69ni
tas: m, e m3):

m = - 6OX(QL%Q~ +9,108)+190. 21031 = _(25,9). % kafm/m
l 5 ‘
0,193

m, = -[45x0,108+190x - ] = -(15,1)x kgfm/m

SN

: { 2
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0BS.: my, # m, » sendo pequena a diferenca, deprezar-se-a a
1 4 ° ° ¢
torgao na analise.

my

C ’—_PT

e ]

1 | 1,I0m l[_~

Fig. IIC. 4 — Cargas adicionais nas arestas devido aos
momentos transversais

Com isso, tem-se(Fig. [II.4):

m2+m.|

AR] = = 0,909 m, + 29,379
1,10 &
ma-m,
AR, = -(0,902 m, + 29,979 ) + = = = -1,256 m2+0,35 m3+
- 2,85
- 29,979
EMC IR PPTE 0,35 m,+
- - f - - = =1 ,233 m, + U,35 m
AR3 0,35 m3 + 0,35 m2 _— My 2
- 17,473
Mo+,
AR, = ———= = 0,809 My + 17,473
Y110
Oqp! _ _ 4 3
A534 = —AR3 cotg 40735 = 1,47m3 0,408m2+29,25
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= - : 300 = - - 3
AS43 AR4 cotqg 30 O,]6m3 ,08
-AR4
AS . o= o = -0,923m,-17,743
45 sen 89° 3

2.5 - Carqgas resultantes nas chapas P
Py = (Sin = Spy) # (855 - 85p,)

Superpondo os esforcos (Fins. IIT.3 e III.5):

py = (569-0) + (0,923m,+30,442-0)

p, = 590,442 + 0,923 m,

S
i

, = (1100-100) + (-1,466 m,+0,499m,-35-9,16m,-5,285)

p, = 959,715 + 0,400 My = 1,626 M,

e, analogamente:

Py = -2827,06 + 1,397 may + 1,397 Mo
Dy = 972,66 + 0,409 m, - 1,626 Ma
Py = 562,748 + 0,923 Mq
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3. Momentos nas chapas M

Considerando as cargas p distribuidas senoidal
mente, tem-se:

~No

=
1]
=
'r—'
[1I]

33,93 p. L = 19,30 m

—
=
(RS

M1 = 22033,7 + 31,32 Mo

M2 = 32563,13 + 13,87 m, - 55,17 Mo

3

My = ~95922,146 + 47,4 m, + 47,4 mq

Mg = 33002,35 + 13,837 my - 55,17 m,

~J

1. = 18754,74 + 31,32 m,

4. Equacoes das cortantes nos bordos

Usa-se a "equagao das tres cortantes" (ver for
mula I1-24, item I1.4.2) para levar-se em conta as forgas

Ti corretivas nos bordos das chapas:

i ko1 Mg Mk
o 2T, (b —) + = = (=L +

J Aij Ajk Ajk 2 Zij ij

Assim, tem-se:

- Aresta 1:
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Substituindo os valores A e 7 (Tabela II1.1):

T | 7
ot (e Ly 2 1 N 2

1
0,0558 0,11 0,11 2 0,005766 N,02%167

103 T1 + 18,18 T, = 5089250,21 + 2695,05 m, + 687,81 ma

(4.1)
- Aresta 2:
T T M M
Lo,y 301 3, 2

18,18T]+48,22T2+5,93T3 = +1169134,65—2511,20m2+912,49m3

e (4.2)
- Aregzg_gz
T T M M
2 1 1 4 1 3 4
—_ 2 - — )t — = = [T
Ay " T3 3 Aa) Ag 2 (23 Za)
5,93T2+48,22T3+18,18T4 = 1181915,56+912,49m2—2511,2m3
(4.3)
- Aresta 4.
T Y M
3 1,1,y .1 ,.4,..5
KZ + 2T4(A4 + A5) 5 (24 ZS)
18,18T3+108T4 = 4889221,1+587,31m2+2695,95m3 e (4.48)

Resolvendo essas quatro equagoes, obtem-se:

T, = 45077,1 + 36,62 n

. + 1,317 m

2 3
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T, = 5662,74 - 69,14 m, + 26,8 m,

T, = 7078,28 + 25,3 m, - 69,14 m,

T4 = 43983,15 + 1,817 my + 36,62 mq

T2 + T3 = 12741,22 - 42,34 my - 42,34 m,
T3 + T4 = 51061,43 + 28,62 Moy = 32,52 Mo

Flechas nas chavas:

Serao calculadas com a expressao:

h,
1 L4 my2, _d X
A, =T ———— W= .'T+T. L s ¢ T - sen{-—
j £ 1, () i (Th*T5) (L) 2 <L )
031,151 my2
ap = 22 . |590,84240,923m,- (T #Tq) - (£) -
£.0,90179 L
10°
a; = —— .(109623,5+373,9m,-10,55m,)
1 . 2 2
19°
a, = “E_ -(12379,28-115,11m,-5,628m,)
19°
a, = —=— -(-10234,43+10,37m,+10,37n,)
- E =
103 . 5
a, = —— -(15331,2-5,623m,-115,11n,)
_ 103 9766 a 375.9
ag = +(97654,97-10,66m,43 3,9m4)

o~
()]

(@2 ]
~—
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6. CALCULO DOS GIROS NAS ARESTAS

II1.6.1 - Giros devido as flechas das chapas (acao de viga)

Formula geral (ver eq. (I1.56'), item II.4.5):

a. a, .
L hi

e‘ b + ‘;(1. -
s s ; - aij(Cthot. cot¢ .I)

(ver Fig. I1.19)

Assim, tem-se:

- Aresta 2
4 A
9, ] (cotga,+cotagn,) i il
= — | a,(cotga,+cotga,)- -

12 ho L 2 ! 2 sena, senny

' . 3y 2
0o = — a?-(cotga2+cotga3) - - - .
o 14 y Seno, sena.,
" i‘

h, = 1,10m hy = 3,75m ay = 90°
ay = 47%35" 0, = 319°25
190
81, = —=—(-71053,35-505,43m,-12,24m,)  .... (6.1)

L.

3
. l%~(1025,79+44,89m2-44,99m3) oo (6.2)
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- Aresta 3:
5. =8,
32 7 °23
8., = 1 1a -(cot +cotgo, )~ ’5 -3
347 h, | fantt I0g 10
sen@4 senc.v.3
hy = 1,10 m n, = 230° o, = 310%25°
v 103 ]
83q = = (56957,16+12,24n,+505,43m5) ... (5.3)

5.2 - Giros devido ao efeito de nlaca (agao de laje)

— . 1 .
1. Giros elasticos 8 devido ao carregamento:

Supoe-se lajes simplesmente anoiadas nas arestas.
h2 oot 0 12

" i 1 a".’Q"""' g';"“' ‘N
N T AR F B b M F IS LRGP LI 13"
J Ji jk Em b3 3

%ij bjk

Assim, com os valores de g (ver item 2.1), tem-se:

- Aresta 2:
’ W 2 325x1.10° . 300x3,75%x2,85
82 = 82]""623 = T"T’E" '<\“ — + : ’),r) 3 e )
9,103 7,99
3
gl = l%_ x 10777,12
- Aresta 3:
en : 91: +8“ - 8“ - J.QE 19777 12
3 7 732 734 2 e
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- . . - - 1 .
2. Acrescimos de giros elasticos A8" devido aos momentos
transversais

h, . h.
"= A9, L= 23 Ko
Aej Aeji + Aejk £l 53 (ij+m1)+ ~b--\,;---(‘_mj+mk)
ij jk
- Aresta 2
no " v 21,10 3,75
AB, = A62]+A923 =T ; 103(2m2+m])+ ; 093(2m2+m3)
lembrando que my = -25,9 . % = -32,976 kam/m, vem:
voo = 107 (24,976m,+10,288m,-72,555)
2 E‘ s - 2 5 L)l 3 s :
- Aresta 3
" 213,75 1,10
= 2|22 (2 A
Ae3 E 9’093 ( m3+m2)+ 710 ( m3+m4)
Com m, = -12,226 kam/m, vem:
10°

Ae§ = (24,976m,+10,288m,-42,30)

6.3 - Compatibilizacao

Pelo principio de superposicao dos efeitos, deve-
-se ter:

Gv. + A9, + (ejk—gji) =0

- Aresta 2
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103 L u ' t
5 (By + 88y + 0p5 = B7,) = 0
82734,20 + 575,296m2 - 22,352m3 = ) e (D)
- Aresta 3
lgj (03 + 864 + 034 = 63,) = 0
66666,19 - 22,362m2 + 575,296m3 =0 (I1)

sistema que, resolvido, fornece:

iR

=
=

(%)
1}

7. Calculo dos esforcos finais

-143,6 kam/m chana

= -121,7 kgm/m chapa

Com os valores de m, € m

tram-se:
M] = 15380 kgfm
MZ - 39070 kgfm
M3 = -108730 kgfm
M4 = 37655 kgfm

H

14945 kqgfm

- Chapa 1

IR}

1

1R}

e

3’

substituindo, encon

42415 kaf
12675 knf
11510 kaf

39255 kaf
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T, =40 415kqf

®

DI5380kgfm b\x ==
o G _
n‘qF -

0,62m

= +
= F
M o= momento final da chana 1
ms = 15380 - 40415 x 2;&3 = 2851,35 kgfm
[ g |
. - 2851,35 40415 o 122 kqf/cm’
7,005764 0,0553
235 { - 2
oy = . 2851,35 + 40415 + 23 kaf/cm”
0,005766 0,7553
- Chapa 2:
T T,=12675 kof
2 .
1,JO m ®@ j:) 39070 kgfm
! ——
T,=40 415 kgf
i, = 39070 - AMRISXA2675 g yy L P 2 gag
2 2 2
a7 ) - 2
o, = 9370 - 27749 - +23,7 kaof/em©
0,020167 0,11
02 = -43,94 - 25,22 =

2
=74 kaf/cm
- Chapa 3:

i+

o | —

i

-h
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mg = 14945 - 39255 x 0,31 = 2776 kof
? 5 -
o, = _ 2776  _ 39255 = - 22,2 kgf/cm2
0,005766  9,0558
2
og = -48,14 - 79,35 = -113,5 kgf/cm”

- Momentos reais:

“116,7
2) = ( ) Kafm
- 95,5

3
w

- Tensoes longitudinais

9 +118,2

99 + 23 ‘
x (o, (-72,7)  kof/cn?
3 0 + 71

Og - 22,3

Og -114,7

0 fator ﬁ%az,acima, aparece devido ao fato de
foi usado apenas o 12 termo das series de Fourier, alem da
suposicao de que as tensoes variam parabolicamente ao lon-
go do vao (mesma variacao do momento fletor das chapas).
Assim, para transformar a variacao senoidal em variacao pa
rabolica, faz-se:
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II11.2 - METODO DE SIMPSON3»26

31992330

3,277
6,555m
L= 18,30m Estrutura _em concrefo:7\= 2500 kgf /m>
sobrecarga = 75 kgf/m2
Fig. I - 6 — Caracteristicas da segdo transversal
1. Propriedades geometricas
TABELA T1I-2
Ai Zi
hapa '” :
(n®) (m3)
1 2,025 0,0N0104
2 0,135 0,03375
3 3,05 N,00416
4 0,135 0,03375
5 0,05 0,00416
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2. Cargas e momentos de engastamento perfeito na secado

transversal

- Placas 1, 3, 5

[}

2500 x 0,10 250 kqf/m2

75

Sobrecarga

3 = 325 kqf/m?

- Placas 2 , 1
2500 x 0,09 = 225
75
- A 2
g = 300 kgf/m
325
CELT 300xh =
j%%%ﬂ/l 3 ]r—391kgf/:
! 300 mo==my =39.1,15 =
_+_f, 12
0,25 43 kgf m/y,
mo 6,125 10 kgfm/m
2
325
{
IRRARE Mpy = ~mMyp = 325.05°
2 3 12

0,50 m = 7kgfm/m chapa
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TABELA TII-3

Placa (E3?9§> (kg%g}ij
] 30 10
2 450 43
3 165 7
4 459 43
5 165 7

3. Efeito de placa continua [Prob]ema (o)]1

3
2 100x9° | oo 4
12
109x10° 4
= Z— = 3333¢cn
T2
Ipz 1,37 Ip]




3.2 - Compensacao de momentos (kgfcm) e calculo das cargas R;
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nas arestas

30 450 165 450 6
E 1 j 2 : 3 ; 4 ;
0 | 011 ! 0,15 o,s?l ' 0,80] 0,20 [ 0,20} 0,80 '
1 i i { }
M.ELP, -1000]|+4300 -4300 | +700 -700{+4300 -4300 | +700
-3300 ——— -1650
4788 [+4462 —— 4223
-2332  e———  -3665|-1166 ——— - 583
+350 [+#1982 ———= 4+ 991+ 418 —~—— + 837 | +3346
- 564 =———  -1127|- 282 —~ - 141 ] -1673
+ 85 |+ 473 ——= 4+ 239+ 182 =—— + 363 | +1451
- 169 =—— - 337|- 84 ——= - 42| - 726
+ 25 |r 144 ——— 4 721+ 77 —— 4+ 154] 4+ 614
- 60 -—— - 119|- 30 —— - 15} - 307
+ 9 |+ 51 -— ~ + 25|+ 32 ——— 4+ 64|+ 258
- 23 -—— - 46)- 11 —— - 5| - 129
+ 3 [+ 20 ——= + 10|+ 14 =——m 4+ 271+ 108
- 10 =——— - 19|-. 5 —= _ 2. 54
+ 2 |+ 8§ — + 4]+ 5 «—— + 174} + 45
- 4 = - 7= 2 —— - 1|- 23
+ 1 3 — + 1]+ 2 - 4 51+ 19
T -3 - o
I B + 2|+ 8
- 4
+ 4
Momentos finais(kgfm/m)  -10{+10 -46,87 |+46,87 -34,5|+34,5 -36,27 [+36,27
Reagoes devido aos mo~
mentos.(kgf/m) l 32 ] T 24,74 l 1 1,54 t
Rea¢io total (kgf/m) ‘ 273 ' 364 [ 281 T 309
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3.3 - Cargas nas chapas devido a Ri (chapa biapoiada)

) \ 12I73 309 l %

364 28l 4

Fig. Il. 7 — Cargas S nas chapas devido “as cargas R,
nas arestas

Essas carqgas serao calculadas atravas das equa

Medicao dos angqulos: ver item II.4.1, Fiq. II.12.

o, = 40936307 = « = 319923'30" = %

4 %2

Ri-cos319023'30"
S, = _

1]
I

273 x 1,166 318,3 kgf/m

10 sen 49936'39"
5, = 213 -cos 0 = 419,5 kaf/m
sen 40935130
R, - cos 0
S,y = 2 - 364 = -559,3 kaf/m
sen 319923'30"  -0,6508
S,y = 364 - (-1,166) = -424,4 kqgf/m
Sa, = 281 - (-1,166) = -327,7 kaf/m



a2

T

o
1)

O
H

3.4 - Tensoes longitudinais devido as carqgas nas chapas

34

309 x 1,166

)

-978,3 kqf/m
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i

i

95,7 kqf/m

31,3 kgf/m  og

it

"

Py

-431,8 kgf/m

474,3 kqf/m

360,3 kqf/m

206,6kgf/m

0 calculo dos coeficientes de distribuicdo

A

de
tensoes sera feito atraves das formulas I1.31, item II.4.3:

jk - i
r.. — r., = e J
J1 1j+Ajk jk Aij+Ajk
| 2 3 4
Aj = 0,025 0,135 0,05 0,135 0,05
) o) O ‘8
S e @ pre
084 | oOl6 0,27 0,73 Q73 0,27 Q7 0,73
————— e - — ————————p e
~ i an
Y‘-},) = 2.’.]__?.5. = 0,34 r.‘,) = .:‘)._L?_‘_‘_é = 0,16 etc ..
; 2,16 - 0,16
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. tragcdo = +

esforcos nas

M — kgfm/m

Tensdes de bordo

TensOes apos

ka

2
(&5 x 10 = tf/m")
cm-

Z—m3 livre (kgf/cm?) distribuigdo (kgfAm?)
chapas
O — kgf/cm?
906,6 kgf/m M=p.L%= 3795(,4 112,45
P SR TR N O 8 43,5
® > Z = 0,03375
s =M= 12,45 112,45 +
z 22,8
96,7 kgf/m M = 4048
B T T A 97,30 22,8
® ) Z =0,00416
2 o =97,30
97,30 157,3
978,8 kgf/m M =40973,8
. I I 21,4 157,3
® ) 2 = 0,03375
, o=121,4
121,4 282,0
318,3 kgf/m M =13324,4
it 1 1 7§ 1281,2 282,0
) Z =0,00104 7_
o o=1281,2 T+
1281, 2 781,5
- Compensacao

Ver item I1.4.3: o coeficiente de pronagagido & -1/2.
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q
. : ; ‘ |
o [o,84 To,i6 ] [0,27 [o,73] [0,73 Jo,27] [0,27 Jo,73] |
+12812 - 12812 |-1214 +1214 | +973 -973 |+1125 -1125 !
4871 «——  +9742([-i1856 —  +928 |
+158 =—  -316[+853 —> -426 ]
-67 ~—— 4I133|-25 —— +1i3|-922 -——  4+iB43|-68I — +340
+126 -——  -252|+683 —  -34//-106 < +212|-573
=53 ~—— 4106 |-20 —— + I10[- 86 =~—— 4+ |72|- 63 —» + 32|+286
+13 -—— -26[+70 —> - 35|- 34 @-—— + 69[-185
-6 —  +1|- 2 — + 1|0 -— +1]l0  — O+ 93
[ 0|+ —_— ol-13 — +25 |- 68
+78I5 -2820 |-2820 +4 -— -9 |t4 —_— 2{+34
+ 1 (-3 — +2|-5 -~ +10 |-26
(f2 ~— -5 |+2 - -1 |+13
2 —_— w1 -2 — +4 |-10
+573 41573 —2 |+ —_— 0 |+5
+228 |+228 t1]-4
+2
0 |-2
-435 [-435
+781,5 -282,0 +157,3 +22,8 -43,5

4. Efeito dos deslocamentos das arestas. Rotac3do arbitrértg
das placas

4.1 - Rotacao arbitraria da nlaca 2 [Prob]ema (1)]

SRR VY
Moy = 2
h
! o 2
m zé B2
9'20 ¢ A20 = arbitrado
| " | |




0 qiro real sera dado por:
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75

k

2
<

- B

N T

2N
o

r

0 momento 3, acima, e admensional. Adote-se:
Moy = 3 tfm, ou seja, introduziu-seum myltinlicador 1 tfm.

- Compensacao de momentos

(tfm) e calculo das caraqgas Ry

nas areaestas

M.E.P.

momentos finais

reacoes

reagoes totais

cargas Rj (tf/m)
nas arestas

o | 1 015 | 0,85 | 0,8 |0,2 0,2 | 0,8

+300
+2,46 |- 2,46 -0,3 [+0,3 +0,1 |-0,l

apos compensagdo ( tfm)
de apoio 2,14 tf/m j J 5,52 r 0,35 J
A

2,14 tf/m 7,66 5,87 0,35
2,14 7,66 5,87 0,35

- Caraas nas chapas p, devido as caragas nas arestas R

Obtem-se (ver

2

I
o

,485

tf/m

item 3.3):
Py = 3,482 tf/m
p. = 0

- Tensoes longitudinais

?3

-15,7

76 tf/m
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- 2 - .
Esforgos M =p.L /T (1£/m) Tensdes de bordo Tenspes apos
nas - (m3) livre (kgf/cmz ) distribuigdo(kgf/cmz)
chapas O :=xM/2Z ( kgf /em?)
8,482 f/m M = 287,8I
. 853 1185
@ D Z =0,03375
3 o = 853,0
853 2834
15,776 tf/m M = 535,3
12868 2834
3
@ ) Z = 0,00416 T X
2 T = 12868 N i
12868 2615
8,4 =
,482 t/m M = 287,81 853 2615
2 1
o =8530 +
' 853 500
2,495 #/m M= 84,66
8140 500
L} —
) Z =0,00104 ;
o o = 8140 + +
8140 3820
CL
| 2 T 4
084 [0,16 | |o,27 0,73 | |o,73 0,27 I ]o,27 0,73
Tensces de +8140 -8140| + 853 - 853 | —12868 +12868| + 853 -853
bordo livre
Tensoes apos +382Q + 500 - 2615 +2834 -1185

distribuigdo
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4.2 - Rotagao arbitraria da placa 3 [problema (2)]

6 E Ip,A,
m - -+ M273)
e 23 3? 2
_rAw "3
A
_ . ! =39
633 arbitrado 633 = E;~
) h3
Fazendo-se 930 = £ , tem-se: Mo m32 = +5
P2
Adota-se: Myg = Mgy = 4+ 6 tfm
airo real : Ay = k3 835

- Compensacao de momentos (tfcm) e cilculo das caraas nas
arestas
t 2 3 4
o |o | | 015 (a85 Iqe 0,2 0,2 [o8 ,
M.E.P. +600 +600 |
mamentos finais (tfm) -,65 |+0,65 +0,78 |- 0,78 -0,28 |+ 0,28
reagdes ( tf ) l 0,565 1 t 2,86 l j 0,922 Y
reagOes totais {tf ) 4
Jo,sss 3,425 j 3,782 0,922
cargas R;(tf/m) [0'555 3,425 T 3,782 l 0,922
nas arestas
\
- Caraas p nas chapas, devido 2 Ri
Obtem-se: Py = -0,659 tf/m n, = -4,395 tf/m
= -4,395 tf/m n. =0

Pq = 43,403 tf/m

Py

w



- Tensoes lonaitudinais
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M=plL /T2

{tf/m)

Esforgos Tensdes de TensGes apos
nas z — (m3) bordo livre distribuigdo
chapas T=tM/Z {kgf/cm?) { kgf /cm?) ( kgf/cm?)

4,395t/ m M = 149,13
. 442 632
Z = 0,03375 N
) o=442 _ >
3
442 1519
8,403 tf/m M=28543
s 6854 1519
t) Z = 0,00416 = —:;
, o = 6854 :5 :}
6854 1504
4,395 tf/m =
.z M =149,13 442 1504
D Z = 0,03375
. o= 442
442 583
0,659 tt/m M=22,36
' 2150 583
D Z =0,00104 -
o =2150 _>
o]
2150 783
! 2 3 4
Io,e4 0,6 [ [0,27 0,73 [ ]0,73 0,27 | ]0,27 0,73
Tensdes de - 2150 +2150 |- 442 4442 |+6854 46854 |-442 - 442
bordo livre
—— —— —_—]
TensGes apos -783 -583 +1504 - 1519 + 632

distribuigdo
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4.3 - Rotagao arbitraria da placa 4 problema (3)

m = nm = + 5 tfm

i = .
onage 640

-

firo real = 64 = k4 -8

- Compensacao de momentos (tfcm) e ciAlculo das caraas nas

Analogamente ao anterior:

arastas
CL|
| 2 3 4 .
o [o [ 1] 0,5 0,85 | 0,8 Jo,2 | [0,2 Jo,8
M.E.P. + 600 + 600
momentos finais(tfcm) +0,37 |- 0,37 -3,89(+3,89 +359 [-3,59
reagoes (tf/m) 1 0,322 l 1 8,52 ‘ [ 6,504 j
total (tf/m)
0,322 { 8,842 15,024 6,504
cargas Rj nas
0,322 8,842 15,
arestas (tf/m ) ‘ ' l 5,024 6,504

- Caraas nas chapas i devido a Ri

(IR}

Py = +0,375 tf/m D,
&

D, = 413,29 tf/m ng = 8

+13,79 tf/m n, = -27,323 tf/m
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- Tensoes longitudinais

2 .
Esforgos M =p.L /T (tt/m) Tensdes de Tensdes apos
nas Z (m3) bordo livre distribuigao
chapas 2 2
P o=+tM/Z (kgf/cmz) { kgf £m*®) (kgf /ecm*)
13,09 M =444,2
1316 2027
4 |
Z = 0,03375 —; 7
3 o= 1316 St ST
1316 4988
27,828 M = 944,2
22698 4988
3
Z = 000416 ( + _\_+
2 o= 22698 h CZZ::>;
22698 5202
13,09 M= 444,2
) 1316 5202 )
® Z =0,03375 ‘; - ;
\ o =1316 + %
1316 2698
0,375/l M=12,72
1224 2698
]
o Z = 0,00104 5;
o o=1224 i.,_ _
1224 7 38
1 2 3 4
0 IO,84 0, I6| 10,27 0,73 I IO,73 0, 27| IO,27 0,73
Tensdes de
) + 1224 -1224) +1316 -13i6] —22698 +22698| +1316 -1316
bordo livre
TenSbeS Clpds= e —————— B = =
distribuiggo. | = 738
i ' + 2698 -5202 + 4988 -2027




-173-

5. Flechas nas chapas a,. (cm)

1]
2
(01-cj) L
As flechas serao calculadas com: aij = —7f-~
+E.h
Cf 1]
2,6 nroblema (9)
C =
f 2
T = 9,27 , nroblemas (1),(2),(2)
Problema ai 2, 3y ay ag
(0) +14839813,13 ~-1021647,0 +938389,7 +154189,0 0
E E £ £
(1} +45060967,2 +7046431,4 -36978495,5 +9091366,8 0
3 £ £ E
(2) -2714516, 1 -4720955,¢ +20514955,4 -4865770,1 0
E £ £ 3
(3) ) -46635386,5 +17870564,3 -69152297,5 +15868608,7 0
E 3 £ £
sor supernosicao de efeitos:
= e thoe(a, L)k, (Rl L) o4k, (A,
443 (a13)o 2 13)1 7 ijra ey 1J)?
exemnlo
(a) = \781,5-(-282,7)) -1830° _ 14339213,13
170 9,6 « E - 25 E




6.

~ 1
Rotagao nas placas 8

aij-(cot
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qgi+cotqm.)

A, .
11

Sen\fi_i

4

a3(cotqa3+cotqa

v

’

a,(-2,332) + -

3(

\

93 = -0,0466 a

Placa 3

S
4 ha

a
' 3
6, = —=—

97,62

2)-

2t
2"3y

72,6593

3 +

a4-(cotqu3+cotga4) -

Ay

seno,3

a?+a4

LS

32,54

g

as

SQHOL4

Anteriormente, fora adotado:

- ho 159

0,0247 _ !

n £E-56075
1

E

849

sena

3

(5.2)
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v M 50 0,005
O30 = - — °© -
> F I £.8333 E
D
P9
v t 1A5 0,0247
8y = ky + Bpp = 107 -+ k, - s (6.4)
Vo, ' 5 0,006 ,
93 - I\3 63q - ]O * k3 . ""'—E'-—‘ PO (0.5)
Vo ' 45 n,nN247
8y = kg + 84 =107 - Kk, - s c.o. (6.5)

0 coeficiente 105 nas expressoes acima se deve ao
fato de se ter utilizado multiplicador tf.m nos problemas
(1), (2) = (3).

Igualando as rotacoes, tem-se:

L 0,0247.10° %374
2 E 97,62

Com as axpressoes de a (item 5):

5 .
" 0,0287-107 _ 1} .142403,44-849306 k,+237958,12 k .+
E E ‘ ?

- 230653,79 k4 ]

", -842865,19 k,+237958,12 k3-230658,79 k, =

2 4
- 142403,44 e (1)
a,+ad
107k, 22290 = 0 0466 2, + 22
E 32,54

2219135,15 k2-1251211,7 Ky + 4259349,4 k,; = + 70337,17

(IT)

Cw . 0,0247 %3
4 E 97,62
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-373300,4 k2+210151,15 k3~719851,614 k, = -9612,68

(I11)
Resolvendo essas tres equacoes, obtem-se:

k2 = -0,35549 k3 = -0,650372 k4 = +0,010685

. Superposicao de efeitos
- Calculo das tensoes longitudinais e dos momentos

transversais no meio do vao (x = L/2)
TABELA 111-4 - Tensdes lonaitudinais O,
Total
Problema . 3

9 +731,5 -1357,92 +509,24 | - 7,392 -75,12
1 -282,0 | - 177,75 | +379,17 | +23,323 | -51,75
2 +157,3 + 929,61 -978,16 { -55,583 +53,16
3 + 22,3 -1007,46 +937,92 | 453,296 +56,55
) - 43,5 + 421,26 -411,04 | -21,66 -54,94

TABELA III-5 - Momentos transversais m

Ares ta Pr?ggema (1)-k2 (2)~k3 (3)-k4 Total

(kgfm)

g) 9 0 0 N 0
1 10,0 0 0 0 -19,9
2 -46,9 -374,505] -422,74 + 3,953 -434.,7
3 -34.,5 +106,647 -507,29 -41,565) -476,7
4 -36,3 -35,543 +182,17 +33,359| +14%9,6
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- Diagramas:

O
-

75,12 _—

Oy ( kgf /emt)

FIGII-8 - ESFORGOS NO MEI0 DO VAO

7.2 - Calculo das tensodes longitudinais e dos momentos

transversais nos quartos de vao (x = L/4 e 3L/4)

Lembrando que:

- para as tensoes longitudinais:
no problema (o0): variagao parabolica;
. nos demais : variacao senoidal;
- para os momentos transversais:

. no problema (o0): constante em todas as segoes;

. nos demais : variacao senoidal;
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tem=se:
TABELA TIT.6 - Tensoes longitudinais Ox
Problema Total
Aresta (0) (1) (2) (3) (kgf/cmz)
0 +586,0 |-960,0 | +360,0 -6,0 -20,0
1 -212,0 |-126,0 | +268,0 | +20,0 -50,0
2 +118,0 |+657,0 | -692,0 |-39,0 +44,0
3 + 17,0 |-712,0 | +699,0 | +38,0 +42,0
4 - 33,0 |+298,0 | -291,0 |-15,0 -41,0
TABELA III.7 - Momentos Transversais m
Problema Total
1 2
Aresta (0) (1) (2) (3) (kgf/m)
0 0 0 0 0 0
1 -10,0 0 0 0 -10,0
2 -46,9 -618,0 | +298,0 | +2,8 -363,6
3 -34,5 + 75,4 | -358,7 {-29,4 -347.,2
4 -36,3 - 25,11-128,8 |-27,1 + 94,5
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IIT.3 - METODO DE YITZHAKY?2?®

0.4775
1,375
0
ot || ~10,20m [ 0,8
™ TT
L=19,80m estrutura em concreto = J'= 2500 kqf /m’
FIG.I-9 - CARACTERISTICAS DA SECAO TRANSVERSAL
bi'hf
1. Propriedades geometricas Zi = Ai = bi°hi
6

TABELA III.8

angulos: ver item II1.4.1

A. 7. .
i i Fig. II-12
Chapa (m2 3
) (m~)
1 0,216 0,0432 ay = 60° a, = 20°
2 0,22 0,10083 o
aq = 20
3 0,22 0,10083
4 0,22 0,10083 8y, = 90° 5, = 30°
10°
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2. Calculo das cargas: (supor-se apenas atuacao do peso
proprio)

- Placa 1 : vigas de bordo
2500 x 0,18 x 1,20 = 540 kgf/m
- Placas 2 , 3

2500 x 0,08 = 200 kgf/m2

2.1 - Momentos de engastamento perfeito:

Considera-se a placa 2 apoiada na aresta 1
(despreza-se a rigidez a torsao das vigas de bordo)

EEREEEaE L
200 x 1 = 230,9
)
) 22
my; = - L5 = 165 kgfm/m chapa
8
r203,|
ERENEEE 200 x N = 203,1
200,—§ )ﬂ E Q’
3
2 . 2
2'7
- . =92
Mys = ~Mg, H7 = 125 kgfm/m

2,708

—+ ' chapa
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3. Efeito de placa continua (Problema (o))

3.1 - Coeficientes de distribuicao:

,\‘>
N 3
2/osr2 13k [ = 100:8" = 4067 it

0,15 0428 I R P 12
1 Tp

3.2 - Compensacgao de momentos (kgf/m), calculo das cargas
Ri nas arestas e calculo das cargas p nas chapas:

2 I

-165|+125 -125

+1 7|+ 23 + 11

— —_—

M, -148|+148 ~-114

i 1
l 62,13 12,65 J
)
540 275 275

'}
753,0 625 T 525

carga = 540 + 2550 = 1640 kgf

1640 - —gi - 625 - 753 = 0 0K !
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0s valores de R sao entao colocados na coluna

da Tabela III.9. Calcula-se entao o esforco H
atraves da equacao II.15 (ver item II.4.1):

. = Rj As cargas p nas chapas podem ser
J t -t .
gBjj gBjk calculadas com a II.18:
H
p = Sj_i - S_ij = ] (Hj'H_i) = A
cosBij COSBjj
Assim, tem-se:
- para a viga de bordo:
R R
Hy = 01 - = 1 == 0
tg90~-tg30 o=-tg30
O0s esforcos na viga de bordo podem ser calcula
dos com a II.16:
PR B Btk |
J1
COSB_iJ. senocj
R]-COS300
S = ———— =R p; = S = 753 kgf/m
10~ T 600 1 17210
- para as chapas:
R
Hy = 02 = - 625 - 1558,5 kgf/m
tg30"-tgl10 0,5773-0,1763
R
Hy = 3 - 5% _ . 1488,7 kof/m
tgl0~-tg35 2.-tg 10
p, = 1228220 - 41799,60 kgf/m
cos30
Py - 1488,7-1558,5 _ _70.9 kqf/m

cos 10°

Coloca-se esses valores na coluna 3

1
(coluna 2),

da Tabela.
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Taobela T _ 9

o TENSOES DE | TENSOES APOS | A .
R H P=oes BORDO LIVRE| DISTRIBUIR | =% A e Lo c.o}  Cee 8
< 2 2 3 3 4 4 4
cARRERAMENTO | & = | (kef/m) (kgf/m) (kgf/m) {kgf/em®) | (kgf/cm®) (kgf/cm?) (kgf/em’) (kgf/cm’) (kaf/cn) | (kgf/em’)
m Z1 M (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10}
0 +44.5 C=9,6E1°
Problema (0) ©) 753,0 185,42 2
Somente carga | | o 753,0 0 - - 3,6 - +0,401{ +0,401 N
1799,6 +87,5 EATEN SEL
e ’ 238.2 238.2
externa 2 625,0 11558,5 75,5 1572391 +D,596 -0,00517 0 =0,00671
39,9 77433
, - I 3,4 B ATN 23
m =0 ® 70,9 ¥ 3,85 770.8 270.8
3 575,0 11488,7 S 0.255] 0,837 0708 7 TUOTE
" 739,93 TS
© +70,9 * 345 270,8 270,8
2 25,0 [T558,5 75,5 0,239 30,596
0 -57,2 C=9.875/L°
- 33
Problema (1) @ -419.82 38,6 720
1 319,821 0 3758 T,1083] =1, 1083 "
Cooml, = 1977 545G
m m,, - ¥ > s
¢ ¢ @ eere. 3z 189,51 239,2 238,¢
1000 kgfm 2 +729,1 11967.83 -116,9 11,756 | +4,378 0,05904 | -0,01082 | -0.06936
N 3565 79,75
©) -4124,30 7162,47 L -
o= 3.2 kafm 270.8 270.8 .
p = 3,2 ka 3 -738.56/-2094, 6] 1139,6 T894 | 5,372 0,072 00547 | 7005659
7565 3775
4,30 +162,4 $226, 3,75
@ +4124,3 162,47 e 575
2 +789,1 -175,9 17756 | +4,378
0 + 16,5 C-9,87E/L°
9,6
Problema (2) @ 0 0 0
1 i) A N 70,473 | 40,413
= 1000kgfm @ -1063,13 7 41,88 Lm.m M%WW
< 2 Dy
. 2 369,28 -320,57 T 753 1075 | =2.680 7003505 =0, 002703 | ¥0,03355
m. = 190,6 " 70,2 5,245
, 061,2 120,59 219,2 .
3 © 3061,21 770.8 370.8
kgfm 3 E7IETE 098,67 5.9 : 1757 153,565 04517007082 | <0,05503
@ 1 —3061,21 £120,59 .l%\.m %%%
2! ~369,78 7753 * 1,075 | =2,680
+ 47,5 C-9,876/L°
Carregamento +751,65] O - 9.7 +0,487
+557.2 |1389,45 . - 11,91 +0,1162 0
real +663,4 11881,5 - 3,62 -0,1985 0
-,91
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3.3 - Tensoes longitudinais devido as cargas nas chapas:

As tensoes de bordo 1ivre s3ao calculadas com a
equagao I1.20:

C.'p-6
OX = "ZM‘ = i- “i-h—?— TY‘agEO = (+)
2
L"/8 , no problema (o)
st = L =19,80m

L2/Tr2 =L2/9,87, nos demais;

- exemplo: chapa (1)

2
- I53x19.8° _ 854184,4 kgf/m? = 85,42 kqf/cm?
X 8x0,0432
Na coluna (4):
aresta 0
0=+'/ ? 2
X =.85,42 kgf/cm
aresta 1
0 calculo dos coeficientes de distribuicdo de

tensoes sera feito atraves das equacdes II.31, itemII.4.3:

r.. =———AJk r. =—-—————-—A1J
I Rigtag T Rigtagk

.. 0,5
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- compensagao (tf/m2) ] 2
0 0,505(0,495 0,5]0,5 3
+854 -8541 +875 -875]- 35 + 35| %

-437 <~—— +873| -856 —— +428

rprp——

-103 =— +206{-206 — +103
+ 26 =—— - 52| + 5] —= - 26

- 6 =+ 13|- 13 — + 6
t+ 2~ - 31+ 3 —= - 2
] £ - 1 T
+44 5 -3,6f -3,6 -25,5(-25,5 +14,4 | **

* -~ .
Tensoes de bordo livre

- - ] .~ 2
** Tensoes apos distribuicao (kgf/cm™)

Colocam-se os valores finais na coluna (5).

3.4 - Calculo dos giros de corda 0':

0s giros 6 podem ser obtidos com o auxilio das
equagbes II1.55, II.53' e 1II1.54':

5! = °k 8
Jk Q’Jk
0.-0 0.~-0 C.-E
CF, = 4 J _ K onde ¢ = _f _
ij ik L2

Assim, tem-se:
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CF _ OO‘U] ) 0]'02 _ OO-G] ~ cos 900. G]‘UZ _ OO'O]
" ohicos 900 H2 " 12 "
cFy = 2543:6 L 40 401 kgf/cm?
120

G,=0 0,5=-0
. - 102 %279 21,9 | (-39,9)

) - : - = +0,239 kgf/cm3
g 23 238,2  270,8
Ona=0 Ca=0qyt |
cF, - 23 73778 | -39,9 39,9 | 4 295 ygfend

Esses valores sao colocados na coluna (6).

CoF,
C-6, = J

J thij-th

Jjk
- aresta 1:

Com o auxilio das (II.53) e (11.48")

)
.. R .. s 0
s -t a1J cosBJk aJk cosB1J _c. a1J cos3 —
J senocj sen60° 1
%9 S
C aij =C-a] = h] = CF] C 1 ° CF] = +0,401
- aresta 2:
c-5, = 0,239 _ {596

tg 30%-tg 10°
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- aresta 3:

-0,295

C-§, = — 23679
3 2x0,1763

= -0,837

0s valores C§ sao colocados na coluna 7 .

Calculam-se entao os giros de corda, para cada

chapa:
- Chapa 2
ot - %) (0,401-0,596) | -0,195
12 212 238,2 238,2
- Chapa 3
c0), - €-(82783)  (0,596+0,837) _ +1,433
. =
23 270,8 270,8
- Chapa 3
ool o (8378p0)  -1,433
32 270,8 270,8
0s giros de corda totais nas arestas serao:
- aresta 2:
, L C-a8, AS
C-8, = C-(B7,%8,3) = ol c. .

_ -0,195 1,433

c.eé = = -0,00611
238,2  270,8
- aresta 3
o C-08, €88,
C-85 = C-(853-85,1) P S
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1,433 (-1,433)

C-83 = 7703 370,38

=+ 0,0106

Esses valores sao colocados na coluna 8

Lembrando que, no problema (o), os giros elésti
cos 6" s3o nulos (ver itens 11.3.3.2 e I1.5.3), os giros
de no serao:

C-6 C-8 » problema (o)

C.6 =C+8' +C+8" , nos demais

0s giros C-6" e C-8 sdao colocados respectivamen
te nas colunas 9 e 10

4, Efeito da continuidade

4.1 - Problema (1): momento unitario nas arestas 2 e 2'

= m =1 tfm = 1000 kgfm

- variagao senoidal:

m, = m,, = 1000 sen wx/L
m' 2

o
3

= 369,28
a) Carga momento 1

c) Cargas R nas arestas

FIG.IT-10 - PROBLEMA (1)
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- reagoes de apoio das placas biapoiadas (cargas nas arestas):

tos no problema (o), até encontrar-se os valores 6'

soes no problema (1) foram encontradas apos

Tém-se (Fig. III-10):

m
%2

R]+R3 =

2 . %?%%z = 369,28 kgf/m chapa

789,1 kgf/m chapa

2 x 369,28 = 738,56 kgf/m chapa

(atuagdo simultanea de m, e mz.).

Repete-se agora, na propria Tabela os calculos fei

(coluna (5)):

. As ten
distribuigao

] 2
|
) 0,505[0,495] [o,5 Jo,5] 3
~386 +386| +895 -895|-1625 14625[1b"saes de (o oLt
bordo livre S 9,87
-57,2 +75,8 |+ 75,8 -116,9|-116,9 +139,6| Tensdes finais (kgf/cm )
4.1.1 - Cilculo dos giros eldasticos 6
h h
" n 2 3 '
(8207 = (%2.); _< 3ET 3E )' "2
02 In3
I = 1 _ _ 4 _ -
P2 Py = Ip = 4267 cm = h3 = 275 cm
Cf E
C -
L2
m, = 1000 kgfm = 100.000 kgfcm
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" 1] C h2 h3
C.(9 = C. (9 = (o + + 100.000 =
(82)s 2. e )
p p
C
=-f .20 100.000
L2 31p

9,87 X 2x275
]9802 3x4267

x 100.000 = -0,01082

2foxhx100.000
C-(084), = 5 = -0,00541
6xL xIp

3 - . 1t
0 sinal (-) e colocado porque os giros & ocorre
rao em sentido contrario aquele arbitrado para os momentos
positivos.

4.2 - Problema (2):

m. = 1000 x sen ™ kgfm
3 L g

m's 369,28 738,56

3 B ( /zj' 369, 28

2////////’] [
\ / 369,28 b) Cargo nas arestas

738,56

l 369,28
a) Reagoes de apoio

FIG.IL-Il - PROBLEMA (2}

Distribuicdao das tensoes (tf/mz)

NA

! 2 A

0 505 10,495 | 0,5] 0,5 I \3 | Tensdes de

0 0O |-419 +419 1+ 1206 -12086{ pordo livre
t16.5 Z33. |- 33, +733[+733 - 96,9 Tensdes finais

( kgt /cm?)
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Calculo dos giros elasticos 6"

) C¢+h+100000
C-(63), = = - 0,002704
p
c (e;)z = - 0,01082

5. Equagoes de compatibilidade de deslocamentos. Calculo

de m, e m,

onde 9,.
1]

] 3
050%Co0py -my*Cyr8,,-my =

*0301Cp 037 mptly-By,mmg =

Das equagoes (II.9), tem-se:

1]
(&)
1]

Bopt0, Mytby,-my

]
fan]
H

) ]
= O3p%037 My*035-my

1
o
—
—
~
o
—
L

= 9,6

9,87

[}
(em]
—
(2]
~—
o

™

n

= giro de no i, devido a carga do problema j.

Com os valores da coluna 10 , Tabela III.9:

.(-0,00611)+ {0,06986) .+, 0,03335 ' . g (1)
1000 2° 1000 3

0,06659 + . (-0,05694) '
. . 3 . = O 2
(+0,0106)+ =or "2 * 3500 mq (2)

Resolvendo, obtem-se:

=m,, =+ 3,2 kgfm

3
N
!

+ 190,6 kgfm
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6. Superposicao de efeitos:

(r) = (o) +my « (1) +my - (2)

! ~

m, = (mz) +m, = 148 + 3,2

151,2 kgfm

my = (m3)0 tmy o= 114 + 190,6 = 304,6 kgfm
m. ma
2 3
R = (R), + R R
m' m'
2 3
g = g + (o] (0]
o * 7500 N1 * 7500 (72
m. m.
2 3
§ = (8§)_  + § §
(o * 7500~ ()1 * 7505 (2
- Exemplo- aresta 1
9,87 3,2 190,6
C-6, = 2221 .0,401+ 225 .(-1,1083)+ 22 .(+0,413) =
1 9,6 1000 ( ) 1000 ( )
{0,16)
C:6, = + 0,487 , onde C = 2287FE +0,23cm /,1#
T L2
-0,4
(0,69) (-0, 28)
2 +0,97cm

E = 200000 kgf /em®
(adotado )

0s n? entre parenteses
representam os O no secdo

X =5

4

kgf/ em)

' 9!
° h |
(0]

FIGTI-12 — TENSOES LONGITUDINAIS O, MOMENTOS TRANSVERSAIS m E DESLOCAMENTOS &
NA SECAO CENTRAL (x= —%—).
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FI6. IL-13- VARIACAO LONGITUDINAL DOS MOMENTOS TRANSVERSAIS m
E DAS TENSOES LONGITUDINAIS O.
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=304,6

FIG. IL-13- VARIAC,&O LONGITUDINAL, DOS MOMENTOS TRANSVERSAIS m
E DAS TENSOES LONGITUDINAIS O.
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Zvaattiey,

FIG.IL- 14 - TENSOES CISALHANTES T (kgf/cmz)

- Variacao longitudinal: (Fig. III-13):

- Momentos fletores: variacao senoidal

exemplo: aresta 3, para x =

Bl

ny = 190,6 - sen 45° = 134,75 kgfm

it

ma 114 + 134,75 = 248,75 = 249 kgfm

- Problema (o0): variagcao parabolica

- demais problemas: variagao senoidal

mz m3
= 0,75(0)0+ 0,707 ——mm(c)]+ —2— ()

Ox=L/4 1000 Tono ‘%72

exemplo: aresta 1

OpeL/a = 0,75.(+44,5)+0,707-| -0,1830+3,145| = 35,469 =

ni

36,5
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8. Forgcas longitudinais de bordo e tensoes cisalhantes

0s valores de T podem ser obtidos com as equacgoes

(11.33):
T 0'1-"'0'
= . + . .
TJ 1 2 AlJ
Assim, tem-se:
T, - _Zzgzﬁiw . 10% . 0,216 = 40824 Kof
T, = 40824 + ;gal;lligl . 2200 = 17053 kgf
T, = 17053 + ;ll;%%:iai% . 2200 = 0

Esses valores de T englobam o efeito das cargas
externas somado com o efeito dos deslocamentos das ares
tas.Poder-se-ia calcular T] e T2 (ver item I1I.4.4, equagao
(I1.44)), mas, para simplificar, calculam-se as tensoes
cisalhantes atraves da (11.40'):

4 T -
T = . Mmax
max b-L
Assim, tem-se:
- aresta 1, Chapa 1
_4.40824

4,60 kqf/cm?

nl

T - e
max 18.1980
- aresta 1, Chapa 2

. o 2-40824

10,3 kgf/cm2

il

- aresta 2, Chapas 2 e 3:
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217053 = 4 30 kgf/em?

1980

T =
max

o

Lembrando que t varia linearmente na direcao lon

gitudinal, tem-se o diagrama da Fiq. III-14.

II1.4 - METODO RECOMENDADO PELA A.S.C.E.

15,00 m
J X, = 1, 30m
| T
E= 200000 psi =
L=2L,5m estrutura em concreto | § = 2500 kgf /m> 140 600 kgf /em?
Cargas. carga permanente = 100 kgf/m2
= 50 kgf/m?

sobrecarga

FIGTL-15 - CARACTERISTICAS DA ESTRUTURA .
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1. Caracteristicas geometricas:

TABELA TII.10

b.-hf
7. A. 7. = .._1_..,__...‘- A. = b.-h.
Chapa ! ! 1 6 i i
(m3) (m?)
1 0,02025| 0,135 Anqulos: ver item II.4.1, Fig.
11-12
2 0,1500 0,300
3 0,1500 0,300 oy = 60° 0, = ay = 200
3! 0,1500 0,300 o .
Bgy = 907 By, = 30
B,, = 10° 8., = -10° = 350°
23 32" = 3ot

2. Calculo das cargas:

- placa 1 : vigas de bordo
peso proprio = 2500 x 0,15 x 0,9 = 338 kgf/m

- placas 2 , 3

peso préoprio = 2500 x 0,1 = 250 kqf/m?
carga permanente = 100 kgf/m2
sobrecarga = 50 kgf/m2

g = 400 kqf/m?

3. Efeito de placa continua (Problema (0)): Analise elemen-

tar

3.1 - Momentos de engastamento perfeito:

Considera-se a chapa 2 apoiada na aresta 1 (des
preza-se a rigidez a torcao das vigas de bordo).
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400 kgf/m _ 2,552 ~
R m2-| = '468,75' "-"'é""“““ =

=-385 kgfm/m chapa

2
. i, 2,95% -
My m32 = 406,8 2 =
2,56 2,95 = 295 kgfm/m chapa
¢6&75 406,8
/ R 3
IFRYARREN) 100.107 - 4
R T e e e 2 3
B X 1, Ip T3 8333 cm
7
\s
| 0,75 2 1,0 3N
A 0,428 X 0,572 R

3.2 - Compensacao de momentos (kgfm) e calculo das cargas

R;_nas arestas

0 1 +  loazslosz2] 3|
-385|+295 -295

+ 39 [+ 51 + 26

—_—

-346 [+346 - 269

I

802,8' 1361,3 1147 ,8[ TOTAIS
(kgf/m)

Carga = 338 + 2 - 1200 = 2738 kgf

2738 - 802,8 - 1361,3 - .U‘;?.z?. =0

IFv = 0 OK:
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3.3 - Calculo do carregamento de chapa

o
—
fl

o
w
[

As cargas nas chapas serao obtidas com o auxilio
das (I1.16) e (I1.18):

_1147,8-co0s350° _

R.:- .
S.. - S.. = nlmigiglk
J1 1] seno;

J

Ri.cos30°
sen 60° 1
R2~cos10° R]~cos90°
sen 20° sen 60°

R.-cosBhi

i

Sena.i

R, = 802,8 kgf/m de chapa

= 3919,71 kgf/m

1361,3-cos30°

sen 20°

sen 20°

3.4 - Calculo das tensdes normais:

- Tensoes normais de bordo livre:

- Chapa

- Chapa

- Chapa

1

2

3

g =

C.-p
+ M = + -...S..__.
Z

z

L*/8 , no problema (o)

Lz/wz, nos demais

= -141,97 kgf/m

equagao (I1.20)

Tragcao = (+)

L =21,5m

.0 2
= + 229 kgf/cm
1

5 _ 802,8-21,5%
' 8.0,02025
2
g = églng;%lLi, z
8 . 0,15
142.21,52
s - 1aze2l

Ny

151 kgf/cm?

5,5 kqf/cm?

0S numeros
junto aos
sinais se
referem as
arestas
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- Distribuicao de tensoes:

Calcula-se os

(I1.31), item II.4.3:

coeficientes

atraves das equacoes

Tensdes de
bordo livre

Tensbes apds
distribuicdo

(Tab.11.1)

N [ I
IT A A5k jk Aij+Ask
A 0] i 2 :r
i 0,135 0 0,300 o 0,300 -
O .
< O
c dl ’
r 0,69 0,3 0,5 05
¢
] 2 5K
0 |qs9 Q3I| hxs 0,5 3
+229 -229|+151 -151f - 5 +5
13| —-=-—— +262[-118 —» +59
-22 - + 44|—-43 —> +22
+ 7 - 15+ 7 —> -4
-1 - +2]|-2 — + 1
-1
+105 +17|+17 -50|-50 +28
3.5 - Calculo das flechas das chapas:
Da equagao (1I.48'"), tem-se:
(o.~o.)-L2 9,6 , problema (0)
a.. = .__.1.,,.va.., S C =
i C.-E-h f 2
f ij m-=9,87, nos demais
h] = 0,90m ; h2 = h3 = 3m E = 2.000.000 psi

N

140.600 kgf/cm

ni
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Assim, tem=-se:

(105-17)-2150° _ 470810,185

- = 3,3486 cm
9,6.E-90 E
2
a, = (7450021507 107537,3 _ ¢ 7645
9,6-E-300 E
2
ay = ( 50-28)-2150" _ _ 125192,71 _ -0,8904 cm = -a,
9,6-E-300 E

3.6 - Calculo dos deslocamentos relativos das arestas:

Da equacao (II.56'), tem-se:

a.k a hl'
A, = h,.-8!. = a. . (cotga,+cotga,)- —3I5_ -
J o 1 J V" sena;  sena,
J i
23 3
Ay = az-(cotga]+cotga2)- -
senq senq
2 1
PN _ a0
a‘l - 60 0.2 - (13 - 20
Az = 3,32 a, - 2,924 a3 - 1,155 a] (1)
a, a,
A3 = a,- (cotga2+cot§a3)- -
senq sena
3 2
A3 = 5,4948 a3 - 2,924 a, - 2,924 a, (2)

Portanto, para o problema (o), tem-se:

A 3,32.0,7648-2,924.(-0,8904)-1,155-3,3486 =

20

+1,275 cm
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A3O = 5,4948.(-0,8904)-2,924(0,8904+0,7648) = -9,732 cm

FIG. II- 16 - DISTORCAO DA SECAO TRANSVERSAL
NO PROB.( 0)

Esses deslocamentos AO mostram uma distorcao da
secao transversal (Fig. III-16), contrariando assim a hipo
tese de que, no problema (o), todas as arestas sofrem um
mesmo deslocamento. Assim, embora a analise inicial satis
faca estaticamente, ha uma incompatibilidade entre os des
locamentos encontrados na analise da estrutura em chapa e
aqueles assumidos na analise da estrutura em placa.Deve-se
entao corrigir a analise inicial.

4. Analise corretiva:

4.1 - (Problema (1)):

4.1.1 - Deslocamento arbitrario da placa 2

JEI

1
P_ 2
M_Jr T
- Ip 2
|
T

+ 39058,7 kgfcm/m chapa
V+_, hz = m '

1
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¢
2
0 1 428 o.572| ;)K
+ 39|
- 167|-224 . -112
+2241-224 -2
I 87,5 j l 14 I
% 87,5 201,5 Tzzs
y
87,5 T20h5 1228
|
4.1.2 - Calculo do carregamento de chapa:
Py = +87,5 kgf/m Py = -580,2 kgf/m Py =
4.1.3 - Calculo das tensoes normais:

os deslocamentos das arestas. Mostrou’-se que, para
simplesmente apoiadas, os deslocamentos das arestas
ser assemelhados a senoide e, com isto, o momento no

+1166,7kgf/m

As cargas nas chapas variam longitudinalmente com

do vao sera:

- Chapa

- Chapa

- Chapa

N

M

1

Q
n
1+

2 : o =%

I+

3 : o =

Q

u

I+
=IN"C
NN

20,24 kqf/cm?
2
18,12 kgf/cm

36,43 kqf/cm?

vigas
podem
meio
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0 |059 0,31 |0.5 o,5| 3
+ 202 -2021-181 +181 |+364 - 364 Tensdes de
g bordo livre
- D—— . . . . -
21,1 -22,0f-22,0 +27,0[+27,0 - 31,7 Apos distribuicdo
(kgf/cm®)

4.1.4 - Calculo das flechas das chapas e dos deslocamentos

relativos das arestas

2
oot

F B
1J 9,87-E-h,

_ (21,1+22) -2150°
9,87-140600-90

a

= +1,595 cm

a2 = -0,544 cm a3 = 40,6518 cm = - a

Com as equagoes 1 e 2 :

>
!

= 8,7(3,32 2,-2,924 a, - 1,155 a;)

2 3

Azq = AZ-(5,4948 ag - 2,924 a, - 2,924 aZ)

onde A, = deslocamento relativo real da chapa 2

Com isso, tem-se;

-5,554 A

Aoy 2

A +7,078 A

f1

31 2
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4.2 - (Problema (2))

4.2.1 - Deslocamento unitario da placa 3 :

32 I \@ 3R | Tem m232=mar=+ 6EIpA =+78117,4 kgf cm/m
P -

R h32 Chapa
‘ hy= 3m I
i i &
2 |
0] 1 0,428]0,572 3
+781 + 78I
-334 |-447 —» - 224
- 334 (+ 334 +557
l 130,5 t ’ 302 1
A
l 130,5 432,5 604
T 130,5 432,5 T 604 Cargas nas arestas
kgf/m

4.2.2 - Calculo do carregamento de chapa:
Py = -130,5 kgf/m Py = +1245,33 kgf/m

py = -2834,25 kgf/m

4.2.3 - Calculo das tensoes normais:

- Chapa 1 : o =3 30,18 kgf/cm?

+1

_ Chapa 2 : o = + 38,88 kgf/cm?

i+

- Chapa 3 : o = I 88,49 kqf/cm®

+1



-206-

¥

,69 Q3I| IQS 0,5 I 3]
-302 + 302 |+ 389 - 389|-885 +885| TensBes bordo
livre
~-37,8 +454|+45,4 -62,0(-62,0 +75,3| Apds distribuigdo

(kgt /o)

4.2.4 - Calculo das flechas das chapas e dos deslocamentos

relativos das arestas:

a; = -3,0794 cm a, = +1,1925 cm
ay = -1,5245 cm
Com esses valores nas equacoes 1 e 2

22

5. Calculo de

= 11,9734 A

sistema que,

3
= -16,3213 A3
A2 e A3
AZ] + by = +1,275 - 5,554 A2+ 11,9734 A3

resolvido, fornece:

= -3,2819 cm

= -1,90293 c¢m
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6. Superposicao de efeitos:

(r) = (0) + Az(l) + Ay (2) = (0) - 3,2819(1) - 1,90293(2)

3

1
1

m, = -346 - 3,2819(+224)- 1,90293(-334) = -446 kgfm

m, = -269 - 3,2819(-112) - 1,90293(+557) = -961 kgfm

3

para a secao central da placa.

o =o0_ - 3,2819 ¢

v 0 1" 1,90293 o

2

E conveniente separar os resultados das duas an§
lises (elementar e corretiva). Assim, tem-se:

TABELA III.1]

Elementar Corretiva Total

n, = -346 -100 446 Kkgfm

ny = -269 -692 -961 kgfm

o, = +105 +2,7 +107,7 kgf/cm®
oy = +17 214,19 +2,81 kgf/cm?
o, = -50 +29,4 -20,6 kgf/cm?
o, = +28 -39,3 -11,3 kgf/cm®

- Exemplo: aresta 0, analise corretiva:
-3,2819(+21,1)-1,90293(-37,8) = +2,7 kgf/cm’

Com isso e facil constituir os diagramas para
qualquer secdo, pois a variacao dos esforgos e conhecida:
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- momentos transversais:
. elementar -+ constante

corretiva - variacao senoidal;

- tensoes normais longitudinais:
. elementar = variacao parabolica;

corretiva -+ variacao senoidal;

Assim, tem-se (Fig. III-17):

exemplo: segao x = L/4

m, = -346 - 100 x 0,707 = - 416,70 kgfm
o, = 0,75+ (+105)+0,707-(+2,7) = +80,7 kgf/cm?
¢
961,0 (758,2)
(-6,8)
(=16,7) -11,3 446,0
~20,6 (416,70)
(+2,72)

+ 2,81 2
Oy (kgf/em®)

07,7
(80,7)

* Os ndmeros entre os parenteses se referem aos valéres dos
esforcos nos quartos de vdox=_L o 3L )
4 4

FIGI- 17 - TENSOES LONGITUDINAIS E MOMENTOS TRANSVERSAIS NA SECAO

CENTRAL ( «x =—%— ).
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7. Forcas cortantes longitudinais de bordo e tensoes cisa-
lhantes

Os valores de T podem ser obtidos com as equa
coes (II.33):

- LI
TJ = Ti + 5 A1J
Assim, tem-se:
T, = 0
T, - ‘07’7; 2581 « 10% 0,135 = 74594 kof
TZ = 74594 + giﬁl%gglé x 3000 = 47909 kqf
T3 = 47909 + - Eﬂiﬁéllii x 3000 = 0 oK:

Analogamente ao que foi feito para momentos e ten
soes, podem-se encontrar os valores de T correspondentes as
analises elementar e corretiva. Assim:

- Analise elementar:

T} - 105417\ 1350 = 82350 kof

T; - 82350 + 17=50 4 3000 = 32850 kgf
T2

T3 = 0

- Analise corretiva:

1] = EAZL%iLlQ x 1350 = -7755,75 kgf = -7756 kgf

-14,19+29,4
5 -7756 + 5

2
T3 0

—
"

x 3000 = +15059 kgf

i
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As tensoes cisalhantes maximas podem ser calcu
ladas, entao, atraves da equagao (II.44):

1 2

4 T - ™ TS-
T = max . max
max b.L b-L

Exemplo: aresta 1, chapa 2:

10x2150 10x2150

Assumindo-se que as tensoes cisalhantes devido
2

a T2 tambem variem parabolicamente, pode-se calcular T i x

unicamente com a equacao (II.40):

v = AX74598 = 43 9 gf/cm?

MmaxX  10x2150

Como se ve, a diferenca & pequena. Entao, calcu-
lando os TmEx atraves da maneira simples, tem-se:

- aresta 1, chapa 1

r o = AXT4594 = g 5 kgf/em?

Max 1552150

- aresta 1, chapa 2

2
Toix = 13,9 kgf/cm

- aresta 2, chapas 2 e 3

T - = &Xﬂg.mo.?. = 8,9] kgf/cmz

maxX  109x2150



-211-

O (kgf /)
" 3
h/2
2
20,6
20,6
2
1
2,8
74594 2,8l
! > |
@ 55000 Ve
0 = N
G -0 - Ay 107, 7

FIG.IIL-18 - CALCULO DAS FORGAS T NAS SECGES CENTRAIS
DAS CHAPAS.
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Obter-se-3ao agora os valores de T entre as ares
tas, a meia altura das chapas (visando o calculo das ten
soes principais). Para isso e necessario achar Ta3x nessas
posigoes (Tméx sempre ocorre nas segcoes de maximo momento,
isto &, no meio do vdo, para este tipo de estrutura). Com

o auxilio da equacgdo (II.35):

Ty _ Ti;Tj R A;j . (Oi'oj)
- Chapa 1
T o - 74294 " 1250 +(107,7-2,81) = 55000 kof
- Chapa 2 :
T 74594;47909 v 2,81-(-20,6) . 3000 =
Z 70030 kqf
- Chapa 3
T = = 47209 + 3300[ —20,6-(-11,3)] = 20467 kgf

Com isso, as tensoes cisalhantes maximas nesses
pontos serao:

- Chapa 1
T - = 4x55000 - 6,82 kgf/cm2
maX 1552150
- Ehﬁﬂi_ 2
T - = w £ 13 I.(gf"/cm2

max  10x2150
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- Chapa 3

4x20467 -

- T et

2
3,80 kgf/cm
maXx  10x2150

—
1
1}

Com os valores de T assim obtidos, e lembrando
que, na diregao longitudinal, t varia linearmente,tem-se
(Fig. III-19):

13,0 8,9 3,80

T (kgf/cm?)

FIG.IL- I9 - VARIACAO LONGITUDINAL DAS TENSOES CISALHANTES T

Conhecidas as variagoes das tensoes normais o e
das tensoes cisalhantes t, pode-se calcular as tensoes prin
cipais o, e o, com o auxilio da (II.45):

“~

o 2

o

X + X, 2

o, = — = —) + T
II

Para se ter uma ideia do desenvolvimento das ten

soes principais, elas serao calculadas em todos os oitavos

de vao, para todas as arestas e centros de chapas. Assim

(Tabela III.12):
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% Tabela ITT - 12 - Tensdes normais ¢ , Tensoes cisalhantes & ,
TensSes principais ¢ e ¢y
58630 L L 3L L
x = 0 X = = X = = X ow oo & =
Chapa il 3 = 3 X 3
tocal
ox 0 -2,80 -6,8 ~10,1 -11,3
T 0 0 0 0 0
3
9] 0 0 0 0 0
Gyy 0 -2,80 -6,8 -10,1 -11,3
g, ] -6,70 -11,75 -14,90 -15,95
- T 3,80 2,85 1,90 0,95 0
©) centro
o +3,80 +1,0 +0,3 +0,1 0
Irq -3,80 -7,8 -12,0 -14,90 -15,95
o, ) -10,6 -16,7 -19,7 -20,6
2 T 8,9 6,675 4,45 2,225 o]
5 +8,9 +3,2 +1,1 40,2 0
S -8,9 -13,8 -17,8 -20,0 - -20,6
o, 4] -10,6 -16,7 -19,7 -20,6
2 T 8,9 6,675 4,45 2,225 0
9y +8,9 +3,2 41,1 +0,2 0
o -8,9 -13,8 -17,8 -20,0 -20,6
% 0 -4,30 -7,0 -8,40 -8,90
T 13,0 9,75 6,5 3,25 0 ’
Q) centro
9y +13,0 +7,8 +3,9 +1,1 0
o1y -13,0 -12,1 -10,9 -9,5 -8,90
o, i) ¥2,0 32,72 +2,80 +2,81
T 13,9 10,425 6,95 3,475 0
1
o +13,9 +11,5 +8,4 +5,2 +2,81
oy1 -13,9 -9,5 -5,7 -2,3 0
oy 0 +2,0 +2,72 +2,80 +2,81
T 9,25 6,935 4,625 2,31 0
1
9 +9,25 +8,0 +6,2 +4,1 +2,81
91 -9,25 -6,0 -3,5 -1,3 0
cx 0 +24,5 +41,70 +51,9 +55,25
T 6,8 5,1 3,4 1,7 0
() centro
o +6,8 +25,5 +42,0 51,9 +55,25
o1 -6,8 -1,0 20,3 -0,1 0
g, 0 +47,0 +80,7 +100,9 +107,7
0 1 0 0 o] 0 0
oy 0 +47,0 +80,7 +100,9 +107,7
911 0 0 0 0 0

gy = tensao principal de tragao (= 0, se ndo houver tragio)

o= tensao principal de compressao (= 0, se ndo houver compressao)
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A figura III.20 apresenta o desenvolvimento das
trajetorias das tensoes principais na estrutura em planta.
Na figura III.21 estao representadas essas tensoes e seus
angulos, os quais foram calculados atraves da formula:

2T ~ 2T
o
o_-0 X

H

tg 2 ¢ =

ja que o e desprezado.e € o angulo entre a direcdo x e a
direcao de oy (tens3ao principal de tracdo).

Guralnick e Swartz!?" utilizam a equagao(II.44)
para o calculo das tensoes cisalhantes T e levam em conta
as tensoes oy no calculo das tensoes principais Or € oy
e do angulo €.

IIT.5 - METODO DE YITZHAKY - Folhas Continuas

- Segao transversal: a mesma do exemplo III-3 (Fig. III.9)
- estrutura continua, com dois vaos de L = 19,80 m

- as tensoes e as flechas serao calculadas na posigao x =
= 0,4L (secdao aproximada onde ocorrem os maximos momen-
tos positivos).

Da tabela II.1 (Fig. II1.7), tem-se:

Exemplo III.3 IT1.5

W = -
LE CM 8 CM 14,28
>0 Ce = 9,6 Cf = 12,99
1= I C = O C = _8
oS5 M =M
S CM = 1T2=9,87 CM = 17,82
“ £
ss | C. = 9,87 Ce = 13,33
0o f f

Sty =0 Cy = -11,82
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P
[
EEEREEEERARNRNEN
" 19,80m 19,80 m
pL? oLt
0,4L

Como comentado no item II.5.5, pode-se utilizar
os valores da folha biapoiada resolvida no item III.3, des
de que devidamente corrigidos.

TABELA III-13 .
R 20,4 | Ox-L o cs C-o' C.8" C-8
Carregamento || Aresta | (kgf/m) (kgf/cmz)(kgf/cm‘) (kgf/cm3) (kgf/cm4) (kgf/cm4) (kgf/cm4)
(1) (5) (5a) (7) (8) (9) (19)
. 0 +24,93| -44,5 ¢ =12,99 E/L2
Problema (o) 1 753,0 -2,02|  +3.61 | 0,22465
somente car- 2 625,0 -14,3 +25,53 | 0,3339  |-0,003423 0 -0,003423
ga externa 3 525,0 +8,1 -14,46 |-0,4689 0,005938 0 0,005938
- . 2
Problema (1) 0 31,7 | +47,82 C = 13,33 E/L
o' o s 1 -419,82 +41,96 | -63,3 [-0,6135
2 -T2 2 +789,1 -64,7 | +97,6 [+2,4235 |-0,03268 {-0,01461 |-0,04729
1000 kgfm 3 -738,56 +77,3 | -116,6 [-2,9737 [+0,03986 |-0,007307]+0,03255
0 +9,13]| -13,8 € = 13,33 £/L2
Problema (2) ] 218,32 | +27,5 |+0,2286
m4=1000kgfm 2 -369,28 | +40,58 | -61,2 |-1,4835 |+0,01996 |-0,003653]+0,01631
3 +738,56 -53,64 | +80,% |+1,9734 |-0,02553 |-0,01461 |-0,04014
0 +27,05 | -47,71 C = 13,33 E/L2
Carregamento 1 765,8 ~5,63 +9,04 0,2783
real 2 554,05 -7,17 | +14,80 | 0,0803 0
3 641,48 1,10 | -0,63 |[-0,1398 0
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As cargas R (reagoes de apoio da placa continua
apoiada em uma diregao) sao as mesmas e conduzem as mesmas
cargas p nas chapas (ver Tab. III.9).

- Colunas (5), (7), (8):

Para obte-las, basta multiplicar a coluna respec
tiva anterior por:

- Problema (o0): : 8/14,28 basta observar as rela-
¢oes entre os momentos
- Problema (1) e (2): 9,87/17,82 anteriores e atuais.

Exemplo: aresta 3, problema (0); coluna (5):

8 ~

+14,4 - — = +8,07 = 8,1

14,28

- Coluna (5a): Tensoes sobre a segao do apoio central

- Problema (o) : ll&égg x (coluna (5))
- Problemas (1),(2) : =282 x (coluna (5))
11,82

Exemplo: aresta 3, problema (o0):

_ -14,28
8

+8,1 = -14,46

- Coluna (9): exemplo:

"y ZCf-h-]OOOOO
2/,' = .- L2 Cf = 13,33 (antes, Cf =
p ‘ = 9,87)

¢ (8

—2== x (coluna (9) anterior)



- Calculo de m, e m.:
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3
-13,33 0,003423 - 0,04729 m,+ 0,01631 m, = 0 (1)
12,99 1000 2" 1000 3
13,33 0,03255 +  0,04014 .
- 3 ’O i Bafudhadvihdl - ! =
1255 X 0,005983 + =oe2 my 5o M = O (2)
mé = -30,425 kgfm
Resolvendo, obtem-se:
mé = +127,128 kgfm

- Superposicao de efeitos:

idem exercicio anterior (III.3).

Exemplo: aresta 1:
¢ 8= 13233 | g 22465 - 302425 4 6135)4
12,99 1000
+ 127,128 9086 = + 0,2783 etc. ..
1000
my = (m,) + m, = 148-30,425 = 117,575 kgfm
my = (my) + mé = 114+4127,128 = 241,128 kgfm
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- Calculo das tensoes cisalhantes t:

27,05-5,63

T, = : 2160 T 23134 kgf
T, = 23134 + :§:§§§1411 . 2200 = 9054 kgf
T, =0 0K !

Calcular-se-a t atraves da formula simplificada:

5T -
_ max ‘= = . }
Tnix = - » Ja que e descrito por:
5T -
T = - Tax (1- 24%5) - formula aproximada

- aresta 1, chapa 1

1 = 9X23134 = 3 55 kgf/cm?
18x1980

- aresta 1, chapa 2 :

_ 5x23134
8x1980

2 7,30 kgf/cml
- aresta 2, chapa 2 e 3 :

t = 2x9054 = 5 g5 ygf/cm?
8x1980

Na Fig. III.22 estao representadas as variagoes
dos esforgos.



Se¢do do apoio
interno.

-10,95

FIG. T- 22 - VARIACAO LONGITUDINAL DOS MOMENTOS TRANSVERSAIS m ,
TENSOES LONGITUDINAIS O E TENSOES CISALHANTES T.
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CAPITULO 1V

ANALISE DAS FOLHAS CURTAS

IV.1 - INTRODUGAOQ

As estruturas em folhas poliedricas com chapas
"curtas" — isto e, chapas cuja dimensao longitudinal (su
bentenda-se distancia entre os timpanos de apoio) & peque
na em relagao a dimensao transversal — sao comuns, espe
cialmente para a construgao de silos.

Dos metodos ja analisados nos capitulos anterio
res, poucos admitem o tratamento dessas estruturas, aqui
chamadas de  folhas curtas. Entre esses, pode-se ci
tar Goldberg e Leve®", Rudiger3®’ e Werfel®®, De Fries-Ske
ne e Scordelis®?, isto &, métodos baseados na Teoria da
Elasticidade, ou o metodo iterativo proposto por Mast3®,
Outros autores fornecem metodos criados especialmente para
o tratamento dessas estruturas, podendo-se citar: Born®,
Reiss e Yitzhak *®, Seetharamulu e Kulkarni“®.

Os dois ultimos metodos citados*%,“® consideram
agao de placa continua apoiada em duas direcoes e acgao de
chapa de grande altura biapoiada (efeito de viga-parede).
0 método proposto por Seetharamulu e Kulkarni“® & baseado
nos metodos de elasticidade ja citados, com a diferencga
que eles desprezam a contribuicao dos deslocamentos das a
restas, o que, segundo eles, reduz consideravelmente o tra
balho de calculo e da uma precisao razoavel. Devido a rigi
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dez da chapa (viga-parede), as deformacOes realmente  sao
pequenas e, portanto, muito menos importantes que nas fo
lhas "longas".

Ja o método de Reiss e Yitzhak *° considera o e
feito desses deslocamentos, embora tambem salientando a
sua menor importancia, em relagdo as estruturas examinadas
anteriormente. 0 metodo por eles proposto e uma extensao
daquele de Yitzhaky e, por ser mais completo e de facil en
tendimento, pela sua forma tabelada, sera aqui examinado.

IV.2 - METODO DE REISS E YITZHAK “°

Uma folha poliedrica prismatica curta sera defi
nida aqui como uma estrutura consistindo de um numero de
chapas interconectadas, com relagao L/h < 2, apoiada em
timpanos ou diafragmas de extremidade (Fig. IV-1).

chapas arestas
\

|

A
v

Figura IV. '— Folha curta prismdtica

Adotam-se as seguintes hipoteses de calculo:

a) a estrutura & monolitica;
b) os timpanos de apoio sao perfeitamente rigidos no
seu plano e totalmente flexiveis normalmente a ele;
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c) o material e elastico, isotropico e homogéneo;
d) despreza-se o coeficiente de Poisson;

e) as deformagoes sao pequenas, comparadas com a espes
sura das chapas.

As cargas externas atuando na estrutura serao re
solvidas, por superposigao, como sendo suportadas em uma
estrutura em placa continua, apoiada em duas diregdes e u
ma estrutura biapoiada em chapa (supGe-se, analogamente ao
caso das estruturas longas, que a estrutura em placa "des
carregue” sobre a estrutura em chapa, com as reagbes de a
poio da primeira sendo as cargas nas arestas da sequnda —
ver item I.4.1).

IV.2.1 - Acao de placa continua apoiada em duas diregoes

A folha curta, apoiada ao longo das arestas, con
siste de placas suportadas por dois timpanos numa direcao
e continuas na outra (Fig. IV.2). Seque-se aqui o mesmo
sistema de referencias adotado no capitulo II (ver item
I1.1).

Figura V. 2 — Placa continua
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A carga externa g e resolvida numa componente

tangencial gt = g-senB (que nao tem influéncia na placa,

mas sera considerada posteriormente na agao de chapa), e
n

uma componente normal g = g-cosB atuando sobre a placa

continua.

Resolve-se entao a estrutura em placa através do
processo de Cross. aplicado as lajes contTnuas: primeiro,
cada laje e considerada separadamente como engastada nas
arestas internas, obtendo-se da7 os momentos de engastamen
to perfeito; faz-se a distribuigcdo de momentos, isto e, da
diferenga de momentos em cada aresta, propaga-se, etc.

- Momentos de engastamento perfeito:

gn gn
' %j:"j'j:’
4 y y
X X : bordo
] .
L {7 livre
y 7 y :
- 7 e —
h L
1 T

Figura I¥. 3 — Placas isoladas

0 elemento basico mo método de Cross consiste de
uma laje simplesmente apoiada na direcao do seu comprimen
to sobre os diafragmas e biengastada nas arestas internas
ou, no caso da placa de extremidade, engastada na aresta
interna e livre no outro bordo (Fig. IV-3).

A equagao diferencial que rege a flex3o das pla
cas e:

4 + 2. 84w + 84w - - gﬂ

3w e (IV.1)
ax4 ax2ay2 oyt D

onde w = deslocamento normal ao plano da placa e D = EI_ a
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rigidez da placa (recorde-se que Ip = momento de inercia
de placa).

As Tabelas IV-1 e IV.2 (ver final do capitulo, i
tem 3) apresentam a solugao dessas placas numa forma dife
rente, dando o primeiro termo das series de Fourier para
os momentos de engastamento perfeito e reacgdes de apoio,
e a soma das series para os outros momentos. 0 momento de
engastamento exato maximo e a forga cortante no bordo en
gastado, segundo Reiss e Yitzhaky, podem ser exprimidos pe
las formulas:

% n 2
Myj = Myj ¥ 0,004 g L ceel (IV02)
v, = vi - 0,0681 g" . L cev. (IV.3)
onde m;i, v; sao os primeiros termos das respectivas se
ries e m ;, v; a soma das series.

- rigidez da placa:

Visando o calculo dos coeficientes de distribui
¢ao de momentos, a rigidez da placa pode ser definida da
mesma maneira que para vigas prismaticas (Fig. IV.4.a). To
mando o caso de uma placa biengastada em dois bordos opos-
tos, um momento ﬁi e aplicado no bordo i, resultando num
giro elastico 6; do mesmo bordo.

Tomando m na forma de series de Fourier:

- s nmx v
m = m,-sen —= = m;-sen n.x .... (IV.4
nZ1 ! L nZ] ! ' ( )
0 que leva a
= s " nmx - u
8 = ) 0, sen =2 = 6:-sen n;x .... (IV.5)
n=1 L nz1 ! !
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m :mj.senT;x
rﬁh:mh.sennix ah q _
A LA B
X

A

m=m;.senT;x

>
J
@
N\
A

NN

b)

Figura IV 4 — Rigidez da placa

A rigidez pode ser definida como a relagao entre
0 momento aplicado e o giro produzido:

Mm.-sen n.x m,
Ky = +—-—1 = cee. (1V.6)
ei-sen nix 6.

.}

Como se pode notar, a rigidez para cada termo das
séries serd uma constante diferente. A solugdo & encontra
da atraves da equagao diferencial homogenea:

vhe = 0 ceen (IV.7)

A rigidez do primeiro termo depende da relagao
entre as dimensoes da laje h/L (Tabelas IV.3 e IV.4). Para
termos superiores, e proporcional a rigidez da placa D.

- coeficiente de propagagao:

0 coeficiente de propagacao p e definido como a
relagao entre o momento m produzido no bordo oposto h, e
0 momento m, aplicado no bordo i (Fig. IV.4):
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A =2|1=mh'sen nisz‘b‘ (Iv 8)
m. mi-sen ”ix m. et )

Como todos os momentos foram expandidos em se
ries de senos, p sera uma constante para todos os termos:
para o primeiro termo, sera novamente fungcao de h/L (Tabe
Ta IV.3), diminuindo com o aumento da relagao h/L, pelo
que sera desprezado para 0s termos superiores.

- Reagoes e momentos nas placas:

Com os momentos compensados para todas as ares
tas, as reacoes v e 0s momentos positivos em todas as pla
cas podem ser encontrados por superposicao; para cada pla
ca, as reagoes e momentos serao dados pela soma daqueles
correspondentes aos momentos de engastamento perfeito (ja
leva em conta a soma dos outros termos) com as  correspon
dentes a soma dos momentos distribuidos.

IV.2.2 - Agao de chapa (efeito de viga-parede)

As reagoes v das placas variam senoidalmente e
sao decompostas em cargas no plano das chapas (Fig. IV.5),
analogamente ao caso das folhas longas (veja-se o item
IT.4.1, Fig. I1.9, equagoes II.14). Alem das cargas nas
arestas, sobre as chapas atuam tambem as cargas distribui
das tangenciais gt, calculadas anteriormente.

Conforme a Fig. IV-5, as forgas numa aresta i se

rao dadas por:
 ViprCosag .
Sip = seng
1 ceee (IV09)
ViptVijrcosay
13 sena,
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Figura IV.5 — Cargas nas arestas.

Caso haja cargas aplicadas diretamente nas ares
tas, nas expressoes acima deve-se usar o valor R, em lugar
de v, calculado segundo as equagoes II.13 (veja-se o item
I1.4.1).

Assume-se que as cargas tangenciais gt variem se
noidalmente e se distribuam para as arestas, de maneira
que uma chapa generica hi suporte o carregamento (supondo
S positivo "saindo" da aresta)(Fig. IV.6):

t
o4 Inithng
Pin = >in 2
t el (IV.10)
_o - IhiMn
Phi = °hi = T 5
Pin

[ L

|

Fig IN.6 — Carregamento de chapa
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A equacao diferencial que rege a flexao das vigas-
-parede e:
4 2

4
vhe = 38 4. 30 L300 cees (IV.11)
ax4 sz-ayz ay4

onde ¢ € a funcao de Airy. As tensoes e deslocamentos provo
cados numa viga-parede sob carregamento senoidal Pih sao
dados na Tabela IV.5. A contribuicdo da carga Phi € somada
por superposigao.

- Forgas cortantes longitudinais de bordo

Analogamente ao caso das folhas longas, para asse
gurar a continuidade nas arestas, forgas cortantes T devem
se desenvolver em cada aresta, com a fungao de iqualar as
tensoes normais nos bordos das chapas adjacentes (Fig.IVv.7).

M T
T Tji Tii
) - —
- +
hi] 3
. T + -
1
- M T
oM i O-ij o..T
T ih ih
| ——— 7
+
h : B
hi
T
h - h ; 4

a

oM oT
hi hi

Figura TV.7— TensO0es normais nas chapas
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Tomando um par de chapas adjacentes, Ti pode ser
calculada com a condigao de igualdade das tensoes na ares
ta i (veja-se o item II.4.2, equagbes II1.21):

M T M T
O4p = %4p t O4p = 053 + 055 = 0. =0, .. (IV.12)

M ~ . -
onde o denota as tensoes de bordo livre e oT as tensoes

devidas a continuidade. Reescrevendo-se a equacao acima:

_ M M _ T .
Aoy = o4 O;: = O, Tin e (IVI2Y

nota-se, como ja fora dito, que a diferenca de tensoes nor
mais de bordo livre & eliminada pela forga cortante Ty.

- Distribuigcao de tensoes:

i Kih
———-
T'|=] +
hhl {
A
hlt B
Figura IZ. 8 — Tensdes longitudinais provocadas por forga T unitdria

Considere-se uma chapa isolada sob a acao de uma
forga cortante T = 1 (Fig. IV.8). As tensoes assim produ
zidas variam nao linearmente ao longo da altura da chapa.
A tensao Kih em i depende, obviamente, da area Aih da se-
cao transversal da chapa e da relagao h/L. A aplicagao de
uma forga T, resultara em:

. (IV.13)
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Tomando um par de chapas adjacentes, Ti pode ser
calculada com a condigao de igualdade das tensoes na ares
ta 1 (veja-se o item II.4.2, equagbes II.21):

_ M T _ M T _ _
Oiph = %p t Tip T 035 + Oij T 945 = 9§ - (IV.12)

M ~ . ~
onde o denota as tensoes de bordo livre e oT as tensoes
devidas a continuidade. Reescrevendo-se a equagao acima:

_ M T T .
Aoy = 04 p = 055 = O Tin ceee (IVa12Y)

nota-se, como ja fora dito, que a diferenca de tensoes nor
mais de bordo livre e eliminada pela forgca cortante Ti'

- Distribuicao de tensoes:

i Kin
Ti=1 +
Phi 3;
.
: —
Figura IZ. 8 — Tensoes longitudinais provocadas por forga T unitdria

Considere-se uma chapa isolada sob a agao de uma
forca cortante T = 1 (Fig. IV.8). As tensoes assim produ
zidas variam nao linearmente ao longo da altura da chapa.
A tensao Kih em i depende, obviamente, da area Aih da se-
cao transversal da chapa e da relagdo h/L. A aplicacao de
uma forga T, resultara em:

(IV.13)
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Expressando as tensoes na chapa ij da mesma ma
neira, e formando a relagao:

—— = —— = constante el (IVOT4)

ve-se que a razdo entre as tensdes produzidas por Ti nas
chapas adjacentes e constante e independente de Ti' Combi
nando as equagoes (IV.12') e (IV.14), as incognitas T po
dem ser obtidas por:

K.
O]h = ..........I.h..._. Ag]
KintKi;
(IV.15)
K..
G]j = ___Ji__. . Ao’i
KintKij

Com isso, a diferenca de tensoes numa aresta po
de ser distribuida de um modo semelhante ao processo de
Cross, analogamente ao feito para folhas longas (ver item
11.4.3).

Ve-se da equagao (IV.15) que os K s3o analogos a
rigidez no processo de Cross. A rigidez da chapa sera por
tanto definida aqui como a tensao produzida num bordo i pe
la aplicacao de uma forga T unitaria em i; os valores de K
sao dados na Tabela IV.6.

IV.2.3 - Deslocamentos das arestas

As flechas "a" nos planos das chapas podem ser
calculadas por superposigao dos efeitos de p e T. Os deslo
camentos w das arestas normais aos planos das chapas serao
dados por (ver equagoes II.51 e II.52, Fig. I1.19):
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..°COSa.-a.

w.., = 1J J
J1 sena.
J cev. (IV.16)
d..=-a., * SO .
o, - i aJk co 5
j
senaJ

0s deslocamentos w resultarao em flexaoadicional
nas placas. Os momentos produzidos por w Serao calculados
com o auxilio da Tabela IV.7 e serdao distribuidos pelo pro
cesso de Cross, analogamente ao feito para os momentos pro
duzidos por carga externa.
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IV.3 - TABELAS

TABELA IV.1
h

1 *Y Placa retangular sob carga dis

7 2g tribuida. Dois bordos oposto;

y v
L A 1// engastados e dois simplesmente

Z apoiados.
VA

_ Lk n 2
myi = myi+0’004 g .L
Yx
vi = v} -0,0681 g"-L
max *
h/L m;i mem mym my v
0,5 0,0243 0,0004 0,0104 0,0033 0,316
0,6 0,0337 0,0015 0,0145 0,0051 0,376
0,7 0,0436 0,0035 0,0186 0,0068 0,434
0,8 0,0540 0,0067 0,0224 0,0088 0,489
0,9 0,0642 0,0112 0,0260 0,0123 0,539
1,0 0,0738 0,0158 0,0285 0,0162 0,584
1,1 0,0828 0,0217 0,0304 0,0214 0,624
1,2 0,0908 0,0282 0,0316 0,0280 0,659
1,3 0,0978 0,0351 0,0321 0,0349 0,689
1,4 0,1038 0,0421 0,0319 0,0420 0,714
1,5 0,1089 0,0491 0,0312 0,0491 0,734
1,6 0,1130 0,0559 0,0301 0,0559 0,750
1,7 0,1164 0,0625 0,0287 0,0625 0,764
1,8 0,1192 0,0687 0,0270 0,0687 0,774
1,9 0,1214 0,0745 0,0253 0,0745 0,782
2,0 0,1231 0,0798 0,0234 0,0798 0,789
multipli _gn L2 gn.L2 gn.LZ gn. L2 gn. L
cador

*

primeiro termo das séries de Fourier
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TABELA IV.2
h |
- ] ) Placa retangular sob carga dis
C/ ! tribuda. Dois bordos simples-
. ples
i * :i mente apoiados, um bordo engas
Y, ! tado e um bordo livre.
}\bordo livre . )
myi = myi + 0,004 gn. L
) v = v: - 0,0681 ¢g".L
h/L m;i mem mym mx,j v?
0,5 0,0774 0,0104 0,0001 0,0257 0,5712
0,6 0,0919 0,0174 0,0044 0,0396 0,6432
0,7 0,1032 0,0256 0,0087 0,0536 0,6972
0,8 0,1116 0,0341 0,0124 0,0667 0,7359
0,9 0,1175 0,0427 0,0151 0,0782 0,7625
1,0 0,1216 0,0508 0,0169 0,0879 0,7802
1,1 0,1243 0,0585 0,0179 0,0959 0,7917
1,2 0,1261 0,0655 0,0183 0,1024 0,7989
1,3 0,1272 0,0718 0,0183 0,1075 0,8035
1,4 0,1279 0,0776 0,0178 0,1115 0,8063
1,5 0,1283 0,0828 0,0170 0,1146 0,8080
1,6 0,1286 0,0874 0,0162 0,1171 0,8090
1,7 0,1288 0,0916 0,0157 0,1189 ¢,8097
1,8 0,1289 0,0954 0,0141 0,1204 0,8100
1,9 0,1289 0,0987 0,0131 0,1215 0,8103
2,0 0,1290 0,1017 0,0120 0,1223 0,8104
multipli -g.L2 g. L2 g . L2 g . L2 g . L
cador

* primeiro térmo das séries de Fourier
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h
-J TABELA IV.3
\.J %
ﬂj_ + .\\ L Placa com um bordo engastado e os outros simplesmente
MJ. m _mw apoiados, mccsmﬁ@aalm;amsm:ﬁo senoidal.
2
a.< (x = L/2)y = oo - _ “ p Mem vi V.
h/L x*HM$|. 0,1h 0,2h 0,3h | 0,4nh 0,5h 0,6h 0,7h~ | 0,8h 0,9h “ Th )
0,5 ».mug 0,772 0,584 | 0,425} 0,2901 0,170 | 0,062 | -0,043 | -0,150 | -0,260 | -0,390]0,058]0,720 ¢,501
0,6 || 4,97 |[0,743 0,541 | 0,381} 0,252} 0,144 | 0,048 | -0,042 | -0,133 | -0,233 | -0,350|0,075[0,854 0,465
0,7 | 5,32 |o0,713 0,498 | 0,336 0,213} 0,116 | 0,035 | -0,040 | -0,116 { -0,202 | 0,308} 0,093 1,001 {0,419
0,84 5,72 | 0,681 0,454 | 0,292 0,176 0,090 | 0,022 | -0,038 | -0,099 | -0,172 | -0,266{ 0,103 1,165 | 0,366
0,9 6,16 | 0,649 0,411 | 0,245| 0,741} 0,066 { 0,011 | -0,036 | -0,085 | -0,145 | -0,227| 0,111 1,335 10,309
1,0 || 6,65 | 0,618 0,370 | 0,211 0,110} 0,045 | 0,0C1 | -0,034|-0,071|-0,119 -0,190{0,117]1,507 0,258
1,1 7,17 |o,588 0,332 | 0,176 0,083f 0,027 | -0,007 | -0,033 | -0,059 | -0,097 | -0,157{ 0,118 1,680 | 0,211
1,2 )4 7,72 | 0,558 0,297 | 0,145/ 0,060| 0,013 | -0,C13 | -0,031 | -0,049 | -0,078 | -0,129{0,116|1,846 0,171
1,3 || 8,29 | 0,530 0,264 | 0,118 0,040} 0,002 {-0,018 | -0,029 | -0,041 | -0,062 | -0,704{0,113]2,016 0,137
1,4 || 8,88 | 0,504 0,235 | 0,094 0,024}-0,007 [-0,020 | -0,027 | -0,034 | -0,050 | -0,084|0,108|2,181 0,108
1,5 | 8,97 ] 0,478 0,208 | 0,074 0,012(=0,014 | -0,022 | -0,024 | -0,028 | -0,039 | -0,067]0,102 2,344 | 0,084
1,6 {{10,09 | 0,453 0,183 | 0,056 0,001{-0,018 | -0,023 | -0,022 | -0,023 | -0,031 | -0,053]0,095|2.507 0,065
1,7 10,70 | 0,430 0,161 | 0,041/-0,007(-0,021 | -0,022 | -0,020 | -0,019 | -07024 | -0,042|0,087 2,665 0,050
1,8 11,32 | 0,408 0,141 4 0,029-0,013(-0,023 | -0,022 | -0,018 | -0,016 | -0,019 | -0,033] 0,081 2,824 0,038
1,9 111,95 | 0,386 0,123 | 0,018-0,017(-0,024 | -0,021 | -0,016 | -0,013 | -0,014 | -0,025| 0,073 |2,982 0,030
2,0 112,57 | 0,366 0,106 | 0,009 -0,020|-0,024 | -0,020 -0,014 [ -0,011}-0,011 | -0,020}0,067{3,140 { 0,023
mul 1 1
f.vfﬂ D )]Ml IM!
cador h
k. = rigidez p = my,j = Coeficiente de distribuic3o D =E.I

—
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»
=
c 4N ; TABELA IV.4
5 | 1 y
- K I
2— s \\ : Placa apoiada em trés bordos e
p
i N + I livre no outro, submetida a
M m 1)L
M/ [ momento senoidal,
2 ;
Vx
h/L K{=1/ei myi L. mxj Vi
0,5 2,655 0,248 0,254 0,330 | 0,558
0,6 3,360 0,188 0,244 0,278 0,753
0,7 4,066 0,138 0,231 0,229 0,951
0,8 4,769 0,097 0,216 0,186 1,146
0,9 5,462 0,064 0,200 0,149 1,334
1,0 6,143 0,039 0,184 0,119 1,514
1,1 6,813 0,020 0,167 0,093 1,689
1,2 7.472 0,005 0,154 0,073 1,859
1,3 8,122 -0,0C6 0,140 0,057 2,025
1,4 8,766 -0,013 0,128 0,044 2,188
1,5 9,405 -0,019 0,116 0,034 2,349
1,6 10,040 -0,022 0,105 0,026 2,509
1,7 10,763 -0,024 0,094 0,020 2,667
1,8 11,304 -0,025 0,085 0,016 2,826
1,9 11,935 -0,025 0,076 0,012 2,983
2,0 12,564 -0,025 0,069 0,009 3,141
multipli D/h -
- h
cador




AY
p=1 sen m;x TABELA 1IV.5
e ¥ Chapa apoiada ao longo de dois bordos, submetida a carregamento
senoidal.
h Tensoes e deformagdes no meio do v3o.
! X
N _ -
L
¥ L
a - of
h/L XsY Y a a,
0,0h 0,1h 0,2h 0,3h 0,4h 0,5h 0,6h 0,7h 0,8h 0,9h 1,0h |y= h/2
0,5 2,556 | 1,921 | 1,379 | 0,903 | 0,466 | 0,044 |-0,388 [-0,855 | -1,383 | -2,002 | -2,745 0,493 | 2,810 | 3,306
o 0,6 1,784 1 1,371 | 0,930 | 0,612 | 0,330 | 0,060 |-0,224 [-0,546 | -0,935 | -1,422 | -2,046 0,486 | 1,494 | 1,986
< 0,7 1,306 | 0,938 | 0,659 | 0,440 | 0,253 | 0,075 |-0,119 [-0,356 | -0,663 | -1,078 | -1,645 0,476 | 0,879 | 1,366
' 0,8 0,985 | 0,691 | 0,483 | 0,331 | 0,207 | 0,089 |-0,047 [-0.227 .| -0,485 | -0,859 | 1,404 | 0,463 0,553 | 1,032
0,9 0,757 1 0,519 | 0,363 | 0,257 | 0,178 | 0,102 | 0,006 [-0,136 | -0,360 | -0,711 | =1,254 | 0,446 0,364 | 0,835
1,0 0,588 | 0,394 | 0,277 | 0,206 | 0,158 | 0,112 | 0,045 [-0,069 | ~0,268 | -0,606 | 1,160 0,425 | 0,247 | 0,706
1,1 0,459 | 0,301 | 0,214 | 0,169 | 0,143 | 0,119 | 0,074 |-0,018 | -0,198 | -0,528 | -1,700 0,402 | 0,171 | 0,617
1,2 0,359 1 0,231 | 0,167 | 0,141 | 0,132 | 0,123 | 0,096 | 0,021 | -0,143 | -0,467 | -1,062 | 0,376 0,120 | 0,550
1,3 0,280 | 0,178 | 0,132 | 0,119 | 0,121 | 0,125 | 0,111 | 0,052 | -0,098 | -0,417 | -1,039 | 0,349 0,086 | 0,502
1,4 0,219 | 0,136 | 0,104 | 0,101 | 0,112 | 0,124 | 0,121 | 0,076 | -0,061 | -0,375 | -1,024 0,322 | 0,061 | 0,461
1,5 0,171 | 0,105 | 0,083 | 0,086 | 0,103 | 0,121 | 0,127 | 0,094 | -0,029 | -0,339| -1,014 0,294 | 0,044 | 0,428
1,6 0,133 | 0,080 | 0,066 | 0,074 | 0,094 | 0,117 | 0,130 | 0,108 | -0,002 | -0,306 | -1,009 0,268 | 0,032 | 0,400
1,7 0,103 | 0,062 | 0,053 | 0,064 | 0,085 | 0,111 | 0,130 | 0,118 0,021 | -0,276 | ~1,005| 0,242 | 0,023 | 0,376
1,8 0,079 | 0,047 | 0,043 | 0,055 | 0,077 | 0,105 | 0,129 | 0,127 0,041 | -0,249 | -1,003 | 0,218 | 0,017 | 0,354
1,9 0,061 | 0,036 | 0,035 | 0,047 | 0,069 | 0,098 | 0,126 | 0,130 0,058 [ -0,223 | -1,002| 0,196 | 0,012 | 0,335
2,0 0,047 | 0,028 | 0,028 | 0,040 | 0,062 | 0,091 | 0,121 | 0,133 0,072 -0,199| -1,001 0,175 | 0,009 | 0,319
multi p p . h
plica b b b . E
dor.
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TABELA IV.6

Chapa apoiada ao longo de doisv
bordos, submetida a forca cortan
te Tongitudinal de bordo, distri
buida senoidalmente.

Rigidez, coeficientes de distri-
buicao e deformacoes.

h/L K="0,, o o x a; a,
Ox2

0,5 4,67 0,390 2,556 2,745
0,6 4,97 0,350 1,784 2,046
0,7 5,32 0,308 1,306 1,645
0,8 5,72 0,266 0,985 1,404
0,9 6,16 0,227 0,757 1,254
1,0 6,65 0,190 0,588 1,160
1,1 7,17 0,157 0,459 1,100
1,2 7,72 0,129 0,359 1,062
1,3 8,29 0,104 0,280 1,039
1,4 8,88 0,084 0,219 1,024
1,5 8,97 0,067 0,171 1,014
1,6 10,09 0,053 0,133 1,009
1,7 10,70 0,042 0,103 1,005
1,8 11,32 0,033 0,079 1,003
1,9 11,95 0,025 0,061 1,001
2,0 12,57 0,020 0,047 1,001

multi

plica 1 -1 1

dor. b . h bE




sen

nx

nx

-241-

TABELA IV.7

Influencia dos recalques de apoio

sobre os momentos de placa.

c a s o A c a s
h/L =
it et T
0,5 22,17 12,62 5,93
0,6 17,73 10,58.. 7,03
0,7 15,05 9,03 7,90
0,8 13,33 7,78 8,54
0,9 12,21 6,72 8,99
1,0 11,45 5,80 9,30
1,1 10,93 4,98 9,51
1,2 10,58 4,25 9,65
1,3 10,34 3,60 9,73
1,4 10,18 3,03 9,79
1,5 10,06 2,39 9,82
1,6 10,00 2,09 9,84
1,7 9,95 1,72 9,85
1,8 9,92 1,41 . 9,86
1,9 9,90 1,15 9,86
2,0 9,89 0,93 9,87
multi D. wi _ +D. wi D. wi
plica L% L2 L2
dor,

livre
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IV.4 - EXEMPLO

- Estrutura em concreto:

y = 2500 kqf/m g = 245 kgf/m’

—

1,9018

—4

2,5m

Figura TV —9 — Caracteristicas da sepdo transversal

1. Cargas e propriedades geométricas:

- Placa 1 : gt = 370 kgf/n® 9! = 0
t - 2
- Placa 2 : 9, = 245 - sen 25 = 105 kgf/m
n ~ 2
g, = 245 - cos 25 = 225 kgf/m

- Placa 3 : gt =0 g} = 245 kgf/m?
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TABELA IV.8
Ai Ii Ip_i Zi
Chapa
(m2) (%) (mh) (m)
1 0,325 0,16927 0,000183 0,13542
2 0,3375 0,56953 0,000035 0,2531
3 0,3375 0,56953 0,000035 0,2531
A = area da seg¢do transversal = byi-hs

pi

modulo de resisténcia da chapa i = (bi-hf)/6

momento de inercia da chapa i

momento de inércia da placa i

(by-h3)/12

(1-b3)/12

2. Agao de placa continua apoiada em duas direcoes

2.1 - Momentos de engastamento perfeito

Podem ser calculados pela equagao (IV.2):

- *
Myi = Myy

+ 0,004 gn

L

2

e com o auxilio da Tabela IV.1, tem-se:

M2

M2

3
Ny
—

'

-0,0642 gg-L

= -0,0642

2

- 225

4,5

+0,004 g0.12 » % - 4,50

5

(-361 + 22,5) kgf

2 4 0,004

225 - 5

=0,9
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A primeira parte representa o primeiro termo das
series de senos e a segunda representa a soma dos outros
termos.

Analogamente, para a placa 3 :

2

-0,0642 - 245 - 5% + 0,004 - 245 - 5% =

Mogr = Myuy

(-393 + 24,5) kgf

2.2 - Distribuicao de momentos

Para o calculo dos coeficientes de distribuigao,
a rigidez para o primeiro termo das séries & fornecida pe
las Tabelas IV.3 e IV.4, bem como os coeficientes de propa
gagao p; para os outros termos, segundo Reiss e Yitzhaky,
a rigidez & proporcional ao momento de inércia da placa e
o coeficiente de propagacao e desprezivel.

Assim, tem-se:

- Placa ]

> = 0,5 - K] = 2,655 - % , Tabela IV.4

h . - - D
1=0,9 > K, =Ky = 6,167 , Tabela IV.3
o = ~-0,227
D, = E - I, I . = 0,000183 m” I . = 0,000035 m”
j pi pl ’ p2 ’
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0,000183
2,655 —2——"=°
1 ° 2,5

~
H

= 0,000194

0,000035

*

~
L]

2 K3 = 6,16-

= 0,0000479

Colocando os momentos fletores na convengao de
Grinter, tendo em vista o exposto acima e lembrando que a
compensagao e feita separadamente para as duas parcelas de
momentos, tem-se:

?«A’L Cp@g") Q.
o 0,227 o _|/ ‘i* >
! - 2
0,80 | 0,20 0,0000 479 |0,5 0,5 0,0000479

o 0,000194 1
+ 361 ~361 [+393 |
-289 | -72 — -16 |
— 2 e - 8 - 8 —— |
+2Z -2 -~
+ 1+
-287| +287 -384 |+384
—287 -384
: ¢
,L\% 1
oL oo ,
. O 2 Qs |
o 0,000 183 0,84 |0,16 0,000035 |o,5 0,5 0,000035 i
-22,5 +225 |-245 [
+19 |+35 +1 |+ |
+19 |-19 +235 |-23,5 .
+19 +23,5 l
Resulta, portanto:
my = -268 kgf
m, = ~-360,5 kgf
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2.3 - Reagoes de apoio das lajes

As reagoes v, normais ao plano das placas, sao
obtidas por superposicao daquelas do primeiro estado (en
gastamento perfeito) com as provocadas pelos momentos ja

compensados (apenas aqueles correspondentes ao primeiro
termo das series).
Tem-se:
- P]ac%__l_: o 0 \ 287
,) Tabela IV.4, % = 0,5:
‘ 2,50 m
! v. = 0,558 % ,mo= 1

1

Vi = 287 05528 Z 64 kgf/m
- Placa 2 e 3
207 225 384 248 384
(%HH@HH%:) CZHH@HH%-)
I'lz o Va2 l V23 - |V2.3

As reagoes de apoio, provocadas por momentos,
sao dadas pela Tabela IV.3:

-1,335/h

% - 40,9 para m

Vi 0,309/h

<
i

i
—

As provenientes do carregamento podem ser calcu
ladas com a equagao IV.3:

vi = v} - 0,0681 g" . L
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0 primeiro membro dessa equagao e dado pela Tabe
la IV.1, de onde tem-se:

vi = 0,539 " . L
Portanto:
vi = (0,539-0,0681)g"-L = 0,4709 g".L
Importante: a expressao de Vi acima, ja engloba o valor
dos outros termos das series de Fourier; esse
o motivo pelo qual consideram-se apenas os mo
mentos correspondentes ao primeiro termo das
series.
Portanto:
- P]a;a 2 -
1,335 0,309 ~
=0, . 225 - 2 . - =2 - 384 =
Vi2 0,4709 5 5 + 4.5 287 7.5
= 588,5 = 590 kgf/m
_ _ 0,309 1,335 ~
Voo = 529,8 oG 287 + ’ 384 = 625 kgf/m
- Placa 3
1,335 0,309 ~
= 0,4709 . 245 - 5 + 2 - =2 . 384 = 665 kgf/m
Vo3 ( 4.5 45 ) g
V213 7 V23
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3. Agao de chapa:

3.1 - Calculo das cargas nas chapas

As reagoes v das placas sao aplicadas as arestas
da estrutura em chapa e resolvidas em forcas no plano das
chapas, com o auxilio das equagoes (IV.9) (Fig. IV.5):

o . Vih'cosai+vij o . vih+vij.cosai
ih senaj 13 seno;
Tem=-se:
- Chapa 1 : Vo1 = 0 Vi1 = 64 kgf/m

665

Lembrando que deve ser levada em conta, na agao
de chapa, a componente tangencial gt do carregamento, e que
a variagao das reagoes e senoidal, tem-se:

D t
%9‘ EEERERNE
t
4 99hy 4 370.2,5 -
Pot = % - b = 2. 3088 = 4590 kgf/m

0
) . 64-c0s65°+590 590 = +1271 kgf/m
11 sen 69

Portanto, a primeira chapa (viga-parede) suporta
0 carregamento:
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1.271 h
——I\T\T\P\ TABELA IV.5, & = 0,5
|
2
® h = 2,50m
590 b =13 cm
0
1
L:S 3 . _B
m 951 2,556 b
0s numeros 1 e 2 das Tabelas
serao sempre referenciais da yy = -2,745- %
fibra mais inferior e da mais
superior, respectivamente,
em relagao a carga (v. Tabelas)
Analogamente:
_ . (64+590-cos65) . 4 105-4,5 = _,p o c/n
P12 sen 65 2 9f/
625-c0s25+665 ~
= + 301 = +3215 k
P22 sen 25 ¥ 9f /m
625+665-c0s25 -~ ,
= = - k
Po3 cer 3% 2905 kgf/m
3215
2905
2 m | Tﬁ\
2 2
@ h=4,5m ©)
b=7,5¢cm
] ! 4 !
! T T
45 2905
L=5m L=5m
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TABELA IV.5 ,

s
"
o

-
Vo)

Q
t

X'l = 0]2 = 0,757 p/b

g (0] - o
X, sp = =1,258 p/b

3.2 - Tensoes longitudinais

3.2.1 - Tensoes de bordo livre

(Tragao = + )
_ 1861 - L2 2
Tg1 = 2,556+ Sru T 36590 kof/n® = 3,66 kgf/cn
o 1861 _ 2 2
017 = 2,745 BTTE 3926 kgf/m~ = -3,93 kgf/cm
3215 45 2
= 0,757. - 1,254 =22 -
51y 757 Soh7z - 1-254° GigmE = 31698 kof/m
23,17 kgf/cm?
3215 45 - 2
= -1,254- +0,757 .- Z -5330 kqf
922 0,075 0,075 gf/m
Z -5,33 kgf/cm?
i 2905 _ 2905 _ 2
503 = 0,757 §200e -1,254. 22 = 19250 kof/m
. 2
=-1,92 kgf/cm
Gora = 0. = =1,92 kgf/cm?
2'3 = 93 ;

ni

i

i
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3.2.2 - Coeficientes de distribuicao de tensoes

Os coeficientes de rigidez K sao dados na Tabela
Iv.6, de onde:

h 4,67 h 6,16
N =o0,5 K, = =221 1=20,9 K, = K, = 2212
L I B ¥ L T2 TN T Ty,
4,67 6,16
= =2 = 14,369 Ky = K, = —2— = 18,2518
K 0,325 2 30,3375 ]
e, com o auxilio das IV.15:
IQ
6 .
Szﬁgﬁ 265> jli
] 2
14,369 |O,44 0,56 18,2518 0,5 0,5 18,2518

|
|

Tambem da Tabela IV.6 saem os coeficientes de
propagacgao:

/SFO

h
% = 0,5 » p = -0,39 - > p = -0,227
3.2.3 - Compensagao (kgf/cmz)x]OO)
- 0,39 \ -0,227 2 -0,227 f>
|oA4 opsl ) g |05 0,5 | . g
+ 366 ~-393 |+317 -533 [-192
-122 ———— + 312 |-398 —_ + 90
-28 - +i25 ["126 .
+5 - —-12 |+i6 —_ -4 |+429 —_—
-4 - +17 |-16 —
+2 |-2
+ 250 -95 |-95 -303 |-303
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Da compensagao sai:

ol = +298 = +29800 kgf/n? 01, = -38000 kgf/n’
T 2 T 2
0oy = +14400 kif/m Op3 = -14400 kgf/m
-308
- ~ | 303
-95
v Ox ( tragdo=®)
4
250

4, Efeito dos deslocamentos das arestas

4.1 - Flechas das chapas

As flechas "a" no plano de cada chapa, causadas
pelas cargas p e pelas forgas cortantes T Tongitudinais de
bordo serao agora calculadas; antes, e necessario conhecer
os valores de T. Da equagao IV.13:

]

T _ ) = _ih
%h = Ti K T T

0s valores de o' sdo obtidos facilmente da com
pensagao feita anteriormente. Assim:

_ +29800 _ -38000

- - Z 2080 kqf
1 74.369  18.2518 I
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14400
= e = 790 k
T2 18,2518 9f

0s valores de a; & a,, para cada carregamento,
sao dados nas Tabelas IV.5 e IV.6; os valores finais de ca
da flecha sao, entao, obtidos por superposigao.

2905 T,3 790kgt
2 1 1. 1 } 2 T
2 2
a,=0,364_ph_ 6,=0,757.7_
bE bE
brs | easm @ ®
a,30,835 pp 0,=1,254 T
bE bE
2 v l' L|
SO T S T L | z s
29CE
= 790 kgf
3215 I T g
2 « L G . A | S A 4 2 o e ———c
T T
2 h =0,9 z
a, 0,757 T_
bE
0,0,364 Ph
bs7,5 n=45m (@ bE a, =1,254 1 ®
bE
a,= 0,835 Ph
bE
1 ' !
1 o ™7 T “ T 1 —————»I<—
45
186177 T, =2080 kot
) et i t i ' -~
2 _h =0,5 a,= 2,745 1, 2
L bE
b=13em h=2,5m @ a =3306 Ph @
bE
o 1 L [ .
L=6m L=5m
-
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Por superposigao,tem-se (lembrar que a flecha &
positiva no sentido decrescente da numeragao das arestas):

2.5 2080
= 3,306- CL32 L o 745, £Y89 ,
E ayy = 3,306-1861 222 - 2,745, 2003 - 47439665
4.5 4,5 0,757
E ay, = 0,364-3215- -5 _0.835.45. %35 _790. 0,757
12 0.075 0.075 0,075
2080
- 1,254. 2080 _ 4 o50qg,
208 5209,766

4,5 4.5 790
E - 0,835-3215. -5 _0.364.45. _4:5_ _q 254.
322 0,075 0,075 0,075

- 0,757. 2980 _ , 125885,766
0,075
2905-4,5 790
- (0,364-0,835). 2305°4,5 /5 757- ) -
E ayy = ( 35) - gy +(0,757-1,258) . S

- 87330,366

Com "~ as flechas nos planos das chapas, os deslo
camentos das arestas normais aos planos podem ser obtidos
atraves das (IV.16):

da..+*C0So.~a. ad..-da., -COSO.
i 2% %k _ %375k i

W.. = w .
J1 senaj Jk seno

Assim:

Ew. . = E(ay7°C0S017315  74396,65-c0s65-25209,766 _
1 senc, sen 65

= + 6875,8

Analogamente:

74396 ,65-25209,766-¢c0s65
sen 65

Ew]z = = +70332,1
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n

Ew + 476604,15

22

n

Ew + 485151,7

23
Lembrando que os deslocamentos w sao positivos
quando concordam com o sentido das cargas nas arestas, pode-

-se calcular os momentos provocados por w com o auxilio da
Tabela IV.7. Tem-se:

- Elaca 1 :

- D-w E-I w
h 9,5 » ny = 5,93 1. 5,903 pi_i
L L2 ]
IhitEogy 0,000183-6875,8
m'l-l = 5,93 p = 5,93' 3 3 =

= 0,298 = 0,3 kgf

~ Placas 2 e 3 :

_ El . w,
m, = 12,21 —P1_1
1 LZ
h
t = 0,9 g
; Elpit
= -6,72
mJ 7 L2
. mqy, = 12,21.0,000035- £2332.1 _¢ 75.0,000035. 476604,15_
12 2 o
= -3,28 kgf
m,, = 12,21.0,000035- £78804,15 _¢ 35,4 ggpo35. 79332,1.
= +7,485 kgf

B A S A

5 52
= +3,729 kgf

= 12,21- 5§§1g]’7 . 0,000035-6,72. 485151,7 0,000035 =
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0s momentos acima sao positivos quando produzem
tragao nas fibras inferiores das placas. Colocando-os na

convengao de Grinter e compensando da mesma Fforma
anteriormente, tem-se

feita
os momentos finais produzidos pelos
deslocamentos das arestas:

¢
. 0,227 2 o227 X
0 y oszo—l |0, 5 O,?l )
+ 3,28 +7,485 |- 3,729
-0426 B — -,8718|~-1,878 —>
-2,52|- 0,634 -0,143|- 0426 —-———r
Grinter +2,22 +0,285|+ 0,285
+5,749|- 5,748
Usugl ————» - 2,22 + 5749

Como fora salientado desde o inicio, os momentos
provocados pelos deslocamentos das arestas sao

pequenos

quando comparados com aqueles provocados pelas cargas. A
sua importancia @, assim, menor que nos casos de

folhas
longas.
Os momentos finais serao portanto:
my = -268 - 2,22 = - 270,22 = -270 kgf
m, = -360,5 + 5,749 = -354,75 = -355 kqgf

- 270

-355
-385
2 ~_ 2

m{ kgf)
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CAPITULO V

ANELISE APROXIMADA DAS FOLHAS PRISMATICAS CONTINUAS

PELO METODO DE MOUSA, PARMELEE E LEES*

V.1 - INTRODUGAC

Como visto anteriormente (item I1.6.2), dentre
os varios métodos "manuais" de andalise das folhas conti
nuas destaca-se o de Mousa, Parmelee e Lee’*, por ser o

=y

nico a nao exigir simetria na direcao longitudinal da es
trutura. 0 metodo apresenta uma analise aproximada de fo
Thas prismaticas continuas sobre o diafragmas transversais
intermediarios e simplesmente apoiadas nos diafragmas de
extremidade.

A analise & baseada nos metodos simples (Simp
son®>2°) para a direcdo transversal (acao de placa conti
nua) e longitudinal (acao de chapa continua), formulando-

-se as elasticas das chapas individuais em termos de se
ries trigonometricas infinitas, conforme sugerido por
LeelZS

V.2 - HIPOTESES BASICAS

a) cada chapa e retangular e de espessura constante;

b) o material e elastico, homogeneo e isotropico;
c) as deformagoes longitudinais variam linearmente ao
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longo da altura de cada chapa;

d) as arestas sao continuas e monoliticas ao longo do
seu comprimento;

e) as chapas sao longas, relativamente a sua altura
(L/h > 3)

f) os diafragmas de apoio sao infinitamente rigidos nos
seus planos e perfeitamente flexiveis normalmente a
eles.

Deve-se observar tambem que as convencgdes aqui u
tilizadas sao as mesmas anteriormente descritas (Capitulo
IT).

V.3 - DESCRICAO DO METODO DE ANALISE

V.3.1 - Analise de vigas continuas por series de Fourier!?®

A equacgao diferencial que governa o deslocamento
de uma viga prismatica submetida a um carregamento arbitra
rio de intensidade q(x) e dada por:

dy _ a(x) ceel (VL)

onde E @ o modulo de elasticidade e I o momento de inercia

da viga. A solugao geral da (V.1) e:

2 3
Y(X) = cp # cox + c3x" + cpx” +y (X) ... (V.2)

onde yp(x) e solucao particular da primeira equagao e c, a
Cq sao constante de integracao.

Uma viga, simplesmente apoiada nas extremidades,
continua sob t apoios intermediarios e submetida a carga
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aplicada p(x) (Fig. V.1), pode ser analisada'?’ como sendo
biapoiada, sob o efeito do carregamento aplicado p(x) e
dos hiperestaticos Vis Vos ... Vi. A carga aplicada e as
reagoes hiperestaticas sao aproximadas por series de Fou

rier nas formas:

S nmx
X) = F_ - sen —=
p(x) nL " ]
(v.3)
s k nmx
Vy = Z F, sen e (k=1,2,...t)
n=1
onde os coeficientes de Fourier F s3ao dados por:
L
_2 nmx
Fn = 1 }0 p(x) sen - dx
(V.4)
2V
k _ k
Fn =T sen n m e,

sendo L = vao longitudinal e e, 2 relagao entre a distan
cia do apoio de extremidade ate o apoio k e o vao total,
como mostra a Fig. V.1. Observe-se que, nas formulas (V.4),
a segunda e decorrencia da primeira (particularizada para
carga concentrada).

E interessante salientar-se o significado dos
coeficientes Fn de Fourier. Para exemplificar,examine-se o
caso de carga uniformemente distribuida (p(x)=constante).
A primeira das (V.4) fornece:

Fn=%% (n = 1,3,5,...)

Ou seja, tendo em vista a primeira das (V.3), pode-se subs
tituir a carga uniformemente distribuida por (Fig. V.2):

(sen %5 + % sen 2%5 + % sen E%i + 0. )

=I!4>
o

p(x) =
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plx)
A 1t M B8
.8 . .. .
Ve cad == — == l
VA VI V2 vk . vt VB
€
e
2 -l[ e, L
S O — —_— [ t
y
Figura V-1-— Viga continua sobre t apoios intermediatios submetida
a carga transversal
jﬂ sen& 12 térmo
; U L de Fourier carga
T - [ P S U, ‘
) =T hf\r\/,i . uniforme
: i
a ‘ {
o 29 NER :
04 | ! 1
|
R by { : |
‘ L
X
22 térmo
4q sen 3Ty
i . . ~ 3T L
/‘U I

b

' ”m"" . | 1‘ i 4q
3“;,1HM N ./l/m 3w
| ; !

=

4q . sen STy 32 termo
s L

o s LTI LTI T SaunSgut !

L/5 | L/S L/5 L/S L/5
_+h%_,__ —_ ? _
| . !
a+b
B n
d) S j | q
Do P |
N Lo P
(R I R L i 1y ! :
B L !
]: T
a+b+c
/I’—\\ e — ]
el qQ

Figura V-2 — Corga uniformemente distribuida transtormada
em seéries de Fourier
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As condigoes de contorno sao dadas por:
y(o) = y"(o) = y(L) = y"(L) =0 ceoe (V.5)

Em vista da equagao (V.5), yp(x) pode ser tomada
na forma:

. 7 B . sen MMX
yp(x) = nzl B, + sen = eee. (V.6)

Tendo em vista as equacgoes (V.3), a carga total
g(x) atuando na viga pode ser escrita:

(Fp -

a(x) = , (Fa

Ho~18
H DTt

k nx
Fn)'Sen *E* o s 0 (V.7)

n k=1

Substituindo as equagoes (V.6) e (V.7) em (V.1),
tem-se:

By = ————=(F - ] FX) cev. (V.8)

C;p =€, =¢3=¢, =0 ceee (V29)

) B, - sen LR cee. (V.10)

Substituindo a equagao (V.8) em (V.10), tendo em
vista a segunda das (V.4), obter-se-a a expressao geral da
elastica:

m
-sen nnek)-sen nTx

L
(V.11)

v
1 K

0 ~Ict

L T 1 2
- F - &

k
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Exemplificando, para viga biapoiada, sob carga u
niformemente distribuida, a (V.11) fornece:

~

4ql

y(x) = mx , 1 3mx , 1 Smx )

(sen — + +sSen —— + — sen —— +.,..
E [ 75 (sen | 35 L 55

No meio do vao, usando apenas o primeiro termo
das séries, a flecha obtida & 0,01307 qL*/EI (o valor exa
to da Estdtica & 0,01302 qL%/EI). Vé-se entdo que, embora
a componente de carregamento dado pelo primeiro termo das
series de Fourier seja muito diferente da distribuicao real
uniforme (Fig. V.2.a), ela fornece um resultado preciso pa
ra a elastica, no caso de viga biapoiada. Isso explica por
que, no caso das folhas simples (ver item II.5.6), pode-se
considerar apenas um termo das series.

Para os apoios intermediarios, supostos indefor

maveis, os deslocamentos sdao nulos, isto e:
y(x5) =0 (3=1,2,...t) cee (V.12)

Substituindo as (V.12) na (V.11), tem-se:

t
: =L j =
k§1 Vi Dy =5 - Dy (j=1,2,...t) cee. (V.13)
onde:
I
D. = — Sen nme,
J n=1 n4 J
(v.14)
D, = § 1 sen nme.-sen nme
Jk n=1 n4 J k
A equagao (V.13) fornece um sistema de t equa

coes, 0 qual, resolvido, fornece os valores das reagoes V],
Vos... V.. Exemplificando, no caso de uma viga continua so
bre tres apoios internos, a (V.13) forneceria:
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_ L
RiD,y + R.D.. + R.D.. = L p
1721 2722 3723 2 2
RyDay + R,Dn, + R.D.. = L p
1731 2 32 3733 2 3
sendo:
; o i
D, = —— S$en nme D, = — Ssen nre
1 n=1 n 1 2 n=1 n4 2
. 1 2
D = ) — sen‘nme
1 n=1 n* L
s 1
D;, = D,y = ) —- sen nme,-sen nme
12 7 %21 7 L 1 2
etc

sendo €1 €5 €5 definidos conforme a Fig. V.1.

Substituindo as reagoes V e os coeficientes F na
equagao (V.11), obtém-se as elasticas de cada chapa.

V.3.2 - Distribuicao de tensoes e calculo das flechas nos

planos das chapas

Como visto anteriormente (ver itens 1.4.3 e
I1.4.2), as tensoes longitudinais normais provocadas pelo
efeito de viga (tensoes de bordo livre) sao diferentes pa
ra uma mesma aresta j, mas a continuidade exige que elas
sejam iguais, aparecendo entao tensoes tangenciais que
se desenvolvem ao longo da aresta de uniao de duas chapas
adjacentes, igualando as tensoes normais. Aplicar-se-a a
qui o mesmo processo de distribuigao das tensoes normais
visto no item I1.4.3.
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Corrigidas e igualadas as tensoes, calcula-se as
flechas nos planos das chapas atraves da formula:

)

Yool
J cev. (V.15)

a.. = 1J "iJ
1 M.. . By
ij

g _0
5

J

formula analoga a dada pela equagao (I1.48), sendo:

- hij = altura da chapa ij;

- Iij = momento de inercia;

- Mij = momento fletor longitudinal;
- Yy = elastica no plano da chapa;

- 0.,Gj = tensoes normais corrigidas nas arestas i e j, res
pectivamente.

Deve-se observar que, na formula, M e y sao toma
dos como valores nao corrigidos, isto &, antes da aplicacao
das tensoes T.

V.3.3 - Procedimento

A analise, passo a passo, deve ser feita como se
gue (ver item II.5.2, metodo de Simpson):

a) assumindo que as arestas sejam indeslocaveis, toma-se
ma faixa de largura unitaria na segao transversal,

v oo

qual e analisada como placa continua, determinando-se a
reagoes Ri de apoio das placas (cargas nas arestas da
estrutura em chapa); decompoe-se esSe carregamento deter
minando-se entao as cargas nos planos das chapas;

b) o carregamento no plano das chapas, as reagoes Vk dos

|

poios intermediarios e a elastica sao expandidas em s@&
ries trigonometricas infinitas, como visto no item V.3.1
As equagoes (V.3) sao usadas para calcular os coeficien
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tes de Fourier F, para a carga aplicada, as reagoes sao

determinadas pe]&s (V.13) e a elastica e definida pela
(V.11).

para satisfazer a continuidade nas arestas, as tensoes
longitudinais normais sao igualadas através do processo
de distribuicao descrito em II1.4.3; calcula-se ent2o as
flechas finais no plano de cada chapa através da equa-
¢ao (V.15), para uma segao qualquer, chamada secao de
referencia (arbitrada).

aplica-se uma rotagao arbitraria (8 para cada placa

'
-~ - 10) -

na segao transversal de referencia, como ja visto (item
I1.5.2); as rotagoes, os momentos transversais m corres
pondentes e as reagoes R; nas arestas sao assumidos va
riar ao longo do vao da mesma maneira que a elastica
provocada pelo carregamento, obtida no passo b; determi.
na-se as flechas nos planos das chapas, na secao de re
ferencia, como discutido nos passos a a c; obtém-se as

flechas totais por:
355 7 (4500 * kpr(ag5)y *+ kg(ag5), +

com as flechas a, calculam-se os giros de corda 6' atra
ves das equagoes (II.56):

6' =_.:|.._. a. . aJk - ahi
1 hjj 1]

senaj sena;

(cotgaj+cotga1)-

iguala-se os giros assim obtidos com aqueles obtidos no
passo d:

62 = k2 . 620 93 = k3 * 630 etC...
Obtem-se, assim, um sistema de equagoes lineares gue,re

solvido, fornece os valores das constantes k de corre
¢ao;
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g) superposigao de efeitos, apdos correcao dos valores arbi
trados;

h) os passos c¢c a g sao repetidos para cada termo das series
de Fourier; o numero de termos necessarios para a solu

cao depende do grau de precisao desejado, o que sera me
Thor discutido nos exemplos.

V.4 - EXEMPLOS

V.4.1 - Exemplo 1

23,0 [ 23,0

p-

b) segdo longitudinal

| 1,060 | 3,252 m | 3,252 m l 1,060 t

| | ! 1

a) segdo transversal estrutura em concreto Y 2500 kgf/m3

carga total: 400 kgf/m? {projegdo hori-
zontal )

Figura v.3 — DimensGes e carregamento da estruturg
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1. Propriedades geometricas

TABELA V.1
Placa A (m2) Z (m3) I (m4) I
i i pi i
1 0,15 0,03750 | 0,0000833 | 0,028125
2 0,46 0,35266 | 0,0000833 | 0,81113

2. Momentos de engastamento, cargas R. nas arestas e cargas

i
p no plano das chapas

a3 40
2
[0}
= 9% =
® M0 > 225 kgfm/m
|
1,06 m
A
Ty
- m . . 400-3,2522
@ M2 = "My = ——F——

12

| = 353 kgfm/m

3,252 m

—4-
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2.
-225|-353 -353
-128 - 64
— ﬁ
-225 |+225 -4|7l
|
159 59 | | JEv = 0 0K !
I
424 ( 1 650,4 650,4 |
709,4 kgf/m
1015,4 kgf /m
By = 315°
8, = 45°
ay = 270°
J (12 = 900

As cargas nas chapas serao calculadas atraves das
equacoes II1.16' (ver item II.4.1):

s . Ri-cosBij o . Ri~c058hi
1h senaq. 1J seno.
i i
)
S-IO = ]0]5,4'COS45 = _7]8 kgf/m
sen270°
. )
512 - 1015,4-cos315 = =718 kgf/m
sen2700°
0
52] - 14]8,8-c02315 = 1003 kgf/m
sen 90

i = (Sip~Spi) Py = -720 kgf/m p, = = 1720 kgf/m
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%ill/lilliiiili$li chara (2)
) BEERARE gé£= NEREEE 2 cuara (1)

| 23,0 | 23,0m I

| | i T
ﬂgfllllllii—lllllll_u

10,1975 pL I V,:0,625pL 0,1875p L

) 2, e |
segdo de __ffiﬁﬂl*_ 2L 0032551
referéncia 34,72p

\\\\L_'///// ~_

Figura V.4 — Cargas nos planos das chapas ;
solucdo exata da viga continua

3. Solugao da viga continua mediante séries de Fourier

Substituindo o carregamento uniforme p (Fig. V.4)
na primeira das equagOes (V.4):

nx 4p

= 2 - -
F = T jo p(x) sen _ dx = o (n=1,3,5,...)

ou seja, o carregamento uniforme so admite termos impares
das series de Fourier.

0 método consiste em, inicialmente, retirar todos
os vinculos intermediarios (a chapa se torna isostatica);
as cargas nas chapas, a reagoes hiperestaticas V intermedia
rias e a elastica de cada chapa sao expandidas em series de
Fourier satisfazendo as condigoes de contorno nos dois dia
fragmas de extremidade; tomando y = 0 nos apoios intermedia
rios, ter-se-ao os hiperestaticos. No caso, & necessirio en
contrar o valor de V] (Fig. Vv.4).
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Pela equagao (V.13):

¢ L
) =—D' .= ¢« o o 8
kZ] Vi DJk 2 (J 1,2, t)
onde
D, = J —Nsennme, e D, = § 1 .
J n=1 n jk n=1 ;Z sen nnej sen nme,
sendo j = numero de apoios intermediarios (ver Fig. V.1).

No caso, as equagoes acima podem ser escritas (ja

que e; = e = 1/2):

J
© F
D, = § D . sen M@
! n=1 n% 2
D.l.l = ozo l_. Sen ﬂ.T_T.
n=1 n% 2
D § 1. sen %ﬁ
vo =L 1 _L 4  n=1nd
172 "Dyy 2 wm = Tw
1 ) 1 .gen2 0T
n=1 n4 2

Usando apenas os tres primeiros termos (n=1,3,5),

obtem-se:

v; = 285 . 0,9825 = 0,62548 pL = 0,6255 pL,

muito proximo do valor exato Vi = 0,625 pL (Fig. V.4).
Substituindo os valores F_ e V, na equagao (V.11),

obtem-se 0 expressdo geral da elastica:

4 oo
. _btL 1 4 nm nx
y.(x) = — (— - 1,251sen —).sen —— (I)
1 El «% n=1,3,5 n® 0T 2 L
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Derivando duas vezes (tendo em vista a relagao di
ferencial dzy/dx2

momentos:

-M/EI), obtém-se gexpressao geral dos

2 ©
l—(£~ -1,251 sen Eﬂ)sen

n=1.3,5 n2 N7 2

nmx

(I1)

Para se ter uma ideéia, examina-se os resultados
fornecidos por essas equagoes. Assim:

- para n=]
X pL4
y:(x) = 0,02224 sen —= . —
1 L El 4
X pL2
Mi(x) = 0,02224 sen I_ . B

Na posigao do apoio central essas formulas forne
cem (entre parenteses, o valor exato, Fig. V.4):

4

y = 0,02224 -PL— (0 M = 0,0022 pL? (-0,03125 pL2)
El n4
= 1022,27 %T ou M = +4,655 p (-66,25 p)

Na segao de referencia, arbitrada a 6,40m do apoio
na extremidade esquerda:

y = 432,728 p/El M=2,02 p (34,72 p)
- para n = 1,3
(x) = (0,02224 S&M "X . 0, 02068 sen STX) pL*
74 ’ L ’ EIl n4
2

M,(x) = (0,02224 sen ™ + 0,186157 sen 37Xy PL”
L L/ .2
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4
apoio central: y = 0,00156 -5 _ = 71,7 p/E1
EI m4
2
M =-0,0166 P2 = -35,126 p
. segao de referencia:
y = 1351,462 p/EI M = 40,593 p
- para n = 1,3,5
y;(x) = (0,02224 sen %ﬁ + 0,02068 sen 371X 4
5mx, pLY
- 0,00159 sen —=)
L " E1 44
M;(x) = (0,02224 sen %ﬁ + 0,186157 sen 3%5 +
5mx pL2
- 0,03985 sen —=) —
L’ 2
L4
apoio central: y = -0,00003 —2 7 = -1,379 p/El
ET ™
M = -0,02065 pL® = -43,695 p
. secao de referencia:
y = 1291,753 p/El M = 33,613 p
- para n = 1,3,5,7
yi(x) = (0,02224 sen %5 + 0,02068 sen 3%5 +

- 0,00159 sen é%ﬁ + 0,000596 sen 7nx) pL

4

L " g1 o4
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Mi(x) = (0,02224 sen %ﬁ + 0,186157 sen 3%5 +

2
- 0,03985 sen 2™ 4+ 0,02924 sen LTXy PL”
L L 2

. pL4

. apoio central: y = -0,000626 —*—— = -28,77 p/EI
El né
M = -0,0236 pL? = -49,938 p

. segcao de referencia:

y = 1294 p/EIl M = 34,126 p

Nota-se que y converge mais rapidamente que M. Se
gundo Lee'?®, isso acontece porque a convergéncia diminui a
cada diferenciacgao.

4. Solucao da estrutura para n = 1

4.1 - Efeito de placa continua (Problema (o))

chapa (1) » M

-1454 ,4 kqfm
M= 2,02 p

n

chapa (2) - M +3474 ,4 kgfm

momentos estes calculados para a secao de referencia. 0 si
nal nas equagOes acima obedece a convencao usual, conforme
estabelecido no item II.4.1 (Fig. II.11).

Lembrando que o = * M/Z (tragao

(+))s com o au
xilio da Tabela V.1, tem-se:

o? = ¥ 3,8784 kgf/cm’ o 0,9852 kgf/cm’

(1}
I+

M) =t
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Precisa-se distribuir essas tensoes (itens I1.4.3
e V.3.2). Para isso, calcular-se-ao os coeficientes de dis
tribuigcao atraves das equagoes (II.31):

A A

i L S ,.,k=_.__ij___
T Rji*Ajk R L ERET
Assim,
rig = —222 - 0,754
0,46+0,15
0,15
r,, = =22 = 0,246
12 5.6
Compensando:

0 [0754] 0,246 2
-3878 + 3878 | + 985 - 985
+1091 ~  -2181 [+712 —_— - 356
—2787 +1697{H697 —i3ar |

Com o auxilio da equagdao (V.15), pode-se calcular
a flecha no plano das chapas, na secao de referencia:

. +(0 =0
_Yigttigt9m9y)

a. .
1] Mij - hij

tem-se:

(e}

_ 432,728-(-27870-16970) _ _ g403.5 . |
2,02 E - 1,50

i

103

=+ 1414,8 - —
E

—
o1
N
~—
(=)
|
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4.2 - Efeito dos deslocamentos das arestas. Rotacao arbitra-

ria da chapa (2) (Problema (1))

i Fazendo-se 60 = h2/E Ip2’ tem-se, na secao de
referencia:

m,y = +3 kgfm/m
0 giro real sera dado por eé =k, - eéo

Com isso, o carregamento em ambas as chapas sera:

1,845 kof /m S19 = Syp = -0,6523 kgf/m

-1,3046 kgf/m

1 1
Po1 = Pop = -0,6523 kgf/m

Essas cargas, aqui chamadas de po(x), sendo pro
vocadas pela rotacao das chapas, sao assumidas variar ao
lTongo do vao com a elastica da carga aplicada.

Assim:

©

B

QO -
—~d

py(x) = - ¥5(x)

<
) o o

1 .
sendo pli e y;, respectivamente, valores da carga e da e-

lastica na segao de referencia.Viu-se que, para n = 1, a e
lastica devido a carga aplicada e dada por:
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4

= 0,02224 - sen ™* . _PL
L EI n4

<
—e
—
>
~—
1

Portanto:

o
_—
>
s
1

o
-
w
o))
)
=
i)
=]
—
n
@
=
l:l
b

2,3624 pg sen TN
L

1 23,0 23,0 m

1 }

E necessario obter as expressoes que descrevem a
elastica e os momentos fletores provocados por esse carre
gamento; para isso, sera necessario determinar-se o valor
de V], o qual sera calculado de maneira analoga ao anterior.

1
Temos: F] = 2,3624 Po F2 = F3 = ... F =0

D,. = L L .sen? ™ - 1,01394 (3 termos)
11 4 2
n=1,3,5 0
D
LD 1
L1 1649 L
Y4 7 T 496 p,

Tendo em vista as equagoes (V.6) e (V.8), a equa
¢ao (V.11) deve ser escrita:
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Com isso, obtem-se,usando tres termos:

p1'L4
y.(x) = 0,057526 sen °X . O
! L El TT4
1 .2

pl.L
M.(x) = 0,057526 sen =X . O

Para a secao de referencia, obtem-se:

1119,294 p! /EI

<
"

(1) M = -3,405 kgfm

=
H

5,22 p;i
(2) M

3,405 kgfm

90,80 kgf/m°

1
+1

1
Como Py = -0,6523, obtem-se: o}

o) = : 9,655 kgf/m?

-+

| . 2la
° |o,754 o,24e| 2 I

-90,8 +90,8 |-9,7 +97
+37,9 ~— 75,8 [+24,7 —n ~-12,4
-52,9 +15,0 {+15,0 -2,7

- -9,706 - 103/E - K,

a—
o]
—
~
——
1

+0,825 - 103/ - k,

—
o 1]
~N
~—
—
i}

Com isso, as flechas totais (efeitos do carrega-
mento mais deslocamento das arestas) nos planos das chapas
serao:
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-(6403,8 + 9,706 k,)- 103/F

[e7}
—
1]

2)"

103/€

(1414,8 + 0,825 k

a, 2)

0 giro real em funcao das flechas acima pode en
tao ser calculado com o auxilio da equacgao (II.56):

. a. a, .
0 = 1 ai.(cotga.+cotga.)- ALS. hi }
J hij J J ! senaj sena,
6, = k08, = 1 a,(cotga,+cotga,)- ’3 - o
2 2°20 h2 2 2 1 sena, sena]
ay = 270° o, = 900 a; = -a, , por simetria.
Assim,
a,+a
o712

Anteriormente, fora adotado:

"2 . 4,60

E I £-0,0000833

' _ . 3
620 = 55,222 107 /E
p2

Resolvendo, obtemos:

k2 = -19,0

Com o valor de k,, corrige-se as tensoes e mo
mentos do problema (1). Para melhor acompanhamento, os re
sultados podem ser tabelados, como segue:
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TABELA V.2 - Momentos transversais m na secao de referencia

(x = 6,40 m)
n k2 Aresta
_ 1 2
Rotacao
da placa 1 -19,0 0 - 57,0
(2) 3 -40,29 0 -120,9
5 + 2,71 0 + 8,1
7 - 0,1017 0 - 0,3
Carga aplicada -225 -417
Total (kgfm/m) -225 -587,1

TABELA V.3 - Tensoes normais longitudinais cx(kgf/cmz) na

secao de referencia (x = 6,40 m)

n K Aresta
0 1 2
1 _]9 O - 2,787 + ],697 - ]g34]*
’ + 0,100 - 0,028 + 0,005%*
-53,233 +32,404 -25,609
3 -40,29 +1.925 - 0.548 | + 0.100
+ 9,600 - 5,900 + 4,600
5 + 2,71 + 0.000 - 0.000 | + 0.000
- 0,708 + 0,431 - 0,340
7 - 0,1017 + 0,000 - 0,000 | + 0.000
) -45,103 +28,056 -22,585

* carga aplicada
** rotacao da placa (2)

0Os fatores de corregao k, tem o mesmo valor

ao

longo do vao para cada termo das series de Fourier; assim,
as tensoes ao longo do vao podem ser facilmente obtidas.
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Lembrando que as tensoes longitudinais o variam ao longo
do vao de modo semelhante ao momento fletor M, para a ares

ta 0 (n=1), por exemplo, a equacao que descreve essa varia
gao e:

o = -6,3476 sen IX |
Y L
que & a equacao que fornece, na secao de referencia,
o = -2,687 kgf/cm®

As tensoes finais serdo obtidas pela soma de to

das as tensoes devidas a todos os termos das series de
Fourier.

A elastica e os momentos longitudinais dados, res
pectivamente, pelas equagoes (I) e (II), ser3ao agora de
senvolvidos para outros termos das series. O nimero de ter
mos usados depende da precisao desejada. Mousa, Parmelee e
Lee®* recomendam parar quando o valor do ultimo termo obti
do seja menor que 1% da soma parcial dos termos preceden
tes. Conclui-se (item 3do exercicio) que serao necessarios,
no minimo, 4 termos das series para se obter convergéencia.

5. Solugao da estrutura para n = 3

5.1 - Efeito de placa continua (Problema (o))

4
y.(x)= 0,02068 sen 37X _DPL y = 918,734 p/El
i L g1 o%
x=6,40m |
2
M.(x)= 0,186157sen STX RL_ M = 38,574 p
i L 42




- Chapa 1

M =
- Chapa 2 :
M =

Compensando:

- 27773,28 kgfm/m

+66347,28 kgfm

-2

-

81-

|0754 oz4e|

74,062 kgf/cm®

+ 1

18,813 kgf/cn®

1+

:
-

74062
[+20829
53,233

——

+ 74062
—41658

+32,404

+18813
+ 13591
+32,404

—18813
~ 6796
- 25,609

—_—

Com isso, as flechas serao:

(ay), - 918,734 (-53,233-32,404) .4 _
38,574 E 1,5
= -13597,7 . 10%/¢
(a,), = + 3003,7 - 10%/E

5.2 - Rotagao arbitraria da chapa 2 (Problema (1))

A carga gerada pelos deslocamentos das arestas se

3mx
L

1,0346 p,. sen



-282-

Po ' ,0346 py, sen 3TTx
/ﬂﬁ\ / )

L) /{/T’(J\T\\

e LNy ANE
5,40 m
Vi
1
Fpo= 0 Fy = 1,0346 p Fp= Fg=Fg=.iun =0
1
1,0346 p
_e 0 3m 1
D] = ———;E———a . sen > = 0,0127728 Po
Dyq = 1,01394 (3 termos)
Dai
D
V) = % . - - 0,0063 - p! . L
Dyy
Com isso, obtem-se:
3mx D;'L4
x) = 0,025237 sen
y1( ) L FI r4
1,2
p.-L
M,(x) = 0,22714 sen 31X , 0
i L -2

Para a secao de referencia (x = 6,40m), essas e
quagoes fornecem:

y = 1121,18 E;_ M= 47,07 p)
b} EI ] O
Como pl = -0,6523, obtém~se:
- Chapa 1

M = -30,703 kgfm - 6 =1 818,8 kgf/m
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- Chapa 2
M= - 30,703 kgfm - o = + 87,06 kgf/m2
2

! i

0 [0,754 0,246] 2]

- 819 +819 [-87 +87

+ 34 - -683 |+223 . _ Y

[-478 +136 |+136 - 25

(ay)y = -9,75 - 103/¢

+0,834 - 103/

(ap),
Com isso, as flechas totais serao:

103/

il

ay = -(13597,7 + 9,75 - k,)

(3003,7 + 0,834 k 103/E

a, 2)

Substituindo na equagao (III), obtem-se:

k2 = - 40,29

Com kz, corrigem=-se os momentos transversais m e
as tensoes longitudinais o, 0s quais sdo entao colocados,
respectivamente, nas Tabelas V.2 e V.3,
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6. Solugao da estrutura para n = 5

6.1 - Efeito de placa continua (Problema (o))

4 | (
y;(x)= -0,00159sen 21X PL y = -59,708 p/El
L g1 ot
2 & X=6 ,40m *
M. (x)= -0,03985sen 27X PL_ M= -6,98 p
i L .2
J
- Chapa 1 :
M = +5025,6 kgfm > c = % 13,402 kgf/cm2
~ Chapa 2
M = - 12005,6 kgfm > o = F 3,404 kgf/cm?
o
0 [0:754]0,246] 2|
+134 -134 |- 34 +34
- 38 ~— +75 |- 25 —— +12
+ 9,6 -59 |-5,9 + 4,6

+ 883,9 - 105/

—
o))
—
~—
o
]

- 195,3 - 103/E

—
o
N
~—
o
il

6.2 - Rotacao arbitraria da chapa 2 (Problema (1))

Po(x) = - 1,224 pli sen 5%5 Feo= - 1,224 pli

1
-1,224 p_.
D, = — 91 . sen 2™ - _0,0019584
1 o4 2
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=L .1 .. 1
V] 5 D1 0,00096 Po L
Com isso, obtém=-se:
1,4
p. L
y;(x) = -0,00006 sen 27X 2O
El ot
1,2
p. L
M.(x) = -0,001476 sen 27X _0
1 L 2
m
Para a segao de referencia (x = 6,40 m):
= -2,253 ]/EI M= -0,258 ]
y = ’ pO = TV pO

Com pl = -0,6523, tem-se

- Chapa 1

M =4+ 0,1683 kgfm - o = * 4,488 kgf/m2
- Chapa 2

M =+ 0,1683 kgfm o =+ 0,477 kgf/m?

. 7

o qm4qmd 2]
+4488 - 4488 |+ 477 -477
-1872 - +3744|-122] N +6I10
+2,616 -0,744| - 0744 +0,133

+0,0196 - 103/€

——
o
-
~
—_—
il

- 0,0017 - 103/¢

—
[o1)
N
~
)
H

Com isso, as flechas totais serao:
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a; = (883,9 + 0,0196 k,) - 10%/E
a, = -(195,3 + 0,0017 k,) * 10%/¢
Resultara ky = + 2,71

7. Solugao da estrutura para n = 7

7.1 - Efeito de placa continua (problema (o))

4 |
y.(x)= +0,000596 sen LTX _PL [y = 2,242 py/EI
1 L EI T\'4
$x=6,40m )
7mx pL2
Mi(x)= +0,02924 sen ~2= P M =0,513p
m L
- Chapa 1
M = -369,36 kgfm o =+ 0,985 kgf/cm2
- Chapa 2
M = + 882,36 kgfm c =% -0,250 kgf/cm2
|Q
0 [a754]0,246 2 i
-985 + 985 |+ 250 ~250
+277 ———— - 554 |+ 18] —_— - 90
-0,708 +0,43! |+ 0,431 - 0,340
3
(a;), = - 33,186 - 10°/E
3
(a,), = + 7,325 + 10°/E
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7.2 - Rotagao arbitraria da chapa 2 (problema (1))
_ 1 7mX _ 1
po(x) = 12,215 Py; SEN - F7 = 12,215 Pos
12,215 1 o 1 _
D]- 74 po,i sen rai 0,00508 Py V]— 0,0025 p
Com isso, obtem=se: .
1,4
p. L
y:(x) = 0,0100 sen Inx "o
! L EI =4
1,2
p_L
M.(x) = 0,4925 sen LTX O
1 L 2
™
Para a secao de referencia (x = 6,40 m):
1 1
y = 37,62 po/EI M = 8,644 Po
Com p; - -0,6523, tem-se:
- Chapa 1
M = -5,638 kgfm 5 =1 150,4 kqf/m?
- Chapa 2
M = - 5,638 kgfm o =% 16,00 kgf/m°
)
! i|f
0 lo,754]0,246] 2]
-150 +150 {-16 + 16
+ 63 —~— -125 |+ 41 —_— - 20
- 87 +25 |+25 ~ 4
_ 3
(a7); = -0,325 - 10°/E
(a,)y = +0,027 - 10°/E

1
0

L
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As flechas totais serao:

-(33,186 + 0,325 k 103/E

3 2)

[}

a, = (7,325 + 0,027 ky) - 10%/E

Resultara: k, = -0,1017
Obteve-se, entao, para a secdo de referencia:

IE

o

m (kgfm)
|i
225 %
22,585
: 2
45,103 | o (kgf/cm®)
28,056
Figura V.5 — Esfor¢os finais na segcdo de referéncia { x=6,40m)

Como visto, pode-se estender os resultados obti-
dos na secao de referencia para toda a estrutura. Por exem
plo, a equacao geral que descreve a variacao das tensoes

normais na aresta 0 e:
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_ X 3mx 5mx 7T
0, = 6,3476 sen T 53,0857sen-TT- + 11,750759"'{7‘ - 8,6486-1?-
Os momentos transversais m, por sua vez, variam
com uma funcao proporcional a equacgao da elastica total, a
qual, como visto, e dada por:

_ X 3rx _ 5mx
yi(x)-(0,02224sen-f-+ 0,02068sen—Tf- 0,00159sen—t—-+
Tnx L4
+0,000596 sen 7% ) - B
EIn?
ou seja:
p L4 T c - nmXx

. sen ———
E1rd  n=1,3,5 " L

A variacao de m pode entao ser descrita por:

T nwx
m = ) G sen —2
n=1,3,5 " L
G
Colocando fﬂ = K = constante, pode-se reescrever:
n
T nx
m=kK- J C - sen X
n=1,3,5 " L

Na aresta 2, o efeito das rotacoes das placas pro
duz, como visto (Tabela V.2), na secao de referencia:

my = -170,1 kgfm/m

Na secao de referencia, obtivera-se:

4
L
y = 1294 2 - 0,028152 P
El E1n?
Qu seja:

m=K - 0,028152 = -170,1 - K = -6042,2

Assim, a expressao que descreve a variacao dos
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momentos transversais m na aresta 2 (como efeito das rota-
coes das placas), sera:

m = -134,378 sen %%”-124,953 sen E¥?5+ 9,607 sen 5%?5— 3,601 senzz%§

Evidentemente, o valor de m provocado pelas rota
coes das placas tende a zero sobre o apoio interno.

0y (kgf/cm)

1417,0

m (kgf m)

225 ,0

FIG. V.6- VARIACAO LONGITUDINAL DOS MOMENTOS TRANSVERSAIS
m E DAS TENSOES NORMAIS O.
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V.4.2 - Exemplo 2

Este exemplo sera resolvido com a finalidade de
comparar os resultados obtidos pelo método de Mousa, Par
melee e Lee®* com aqueles obtidos por Beaufait'®. 0 método
de Beaufait e tambem baseado na teoria simples das folhas

prismaticas; a condigao de continuidade nas arestas & sa
tisfeita no centro de cada segmento e a curva elastica o
obtida a partir dos momentos longitudinais corrigidos nes
ses pontos.

a) segdo transversal

|i2j3f4i5555758!9ilog“;'2|1|35|4|;|SE|G;|7E|8]
PN AN
I0 segmentos de 8' 8 segmentos 8'
80 ft 64 ft
L=1441¢

b} segdo longitudingl

Fig. V.7 — Dimensdes da estrutura ;
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1. Propriedades geométricas

TABELA V.4
2 3 4 4
Placa | A (ft) |z, (feh) | 1y (rth) 1, (et
] 2,357 2,777 0,0030864 9,821
2 1,667 1,388 0,0030864 3,472
3 4,714 11,111 0,0030864 78,5674
4 1,667 1,388 0,0030864 3,472
b.h2 1.b3 b.h3
A. = b.h. 7.= 11 I . = —_ 1 [. = 11
i i i 6 pi 12 1 12

2. Momentos de engastamento, cargas Ri nas arestas. e car-

gas p no plano das chapas

Calculando os momentos de engastamento perfeito
e compensando, tem-se:

. , .,k

. [0 1 ] [o675]0321] [oeeT[or3s]
- 1000]+ 167 - 167 |+667 —667 |+167 |
——————— l

~1000|+1000 - 466 |+466 - 559 [+559 | mtten)

1
706,8 483,9 609,3 Ri(2b/ft)
609,3 J ?
y

o 706,8  483,9
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As cargas nas chapas, calculadas atraves das e-
quagoes (II.16') (item II.4,1), serao
S

10° -1000 &b/ft S]2= -706,8 ¢b/ft S,1= -483,9 2b/ft

21
523= -684,3 g2b/ft S32= +861,7 gb/ft 333.= +609,32b/ft
Com isso, as cargas p serao:
Py = -1000 &b/ft p, = +223 b/ft Py = +1546 ¢b/ft
Py = 0 1000 b/ft
BEEEEEEREEEEEEEEEEE"Y0
P L
223 b/ft

HHHHH‘/{LHHHlA ®

1546 b/ft
bbb b bbb r Tl ®
Jrass 2 AN
% 80 ft ' 64 ft %

% L= 1444t %
T I T T TrIrrro
pa L AN

x =28ft 2
——*-A4~———+— 492,621 p 0,03247pL%:-673,3 p
/

Figura v.8 — Cargas nos planos das chapas; solugdo
exata da viga continug

Como secdo de referencia, foi escolhida a posi
¢ao x = 28 ft, isto e, no centro do segmento numero 4.
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3. Solugao da viga continua mediante séries de Fourier

Substituindo o carregamento uniforme p (Fig. V.7)
na primeira das equagoes (V.4):

Fn = %% » (n=1,3,5...), isto &, o carregamento uniforme sO0
admite termos impares das series de
Fourier.
Pela equacao (V13):
t L
V. D = = . . =
onde
;o
D. = —- Sen nme,
J n=1 n? J
.
D., = — se . s
e ik nzl X n nme;.sen nme,

sendo j = numero de apoios intermedidrios (ver Fig. V.1).

No caso, & necessario calcular o valor de V], e

as expressoes acima podem ser escritas (ja que ej=e1=]]80ﬁ

D=°Z°irlsen———«- Dyp = 7 L sen? DT
1 z 11 ncl n4 1,8

Observe-se que, enquanto D] , sendo funcao de Fﬁ
so admite termos impares, D,, admite tambem oS pares, isto
€, a reacgao V] admite tambem os termos pares das series de
Fourier. Isto nao acontecia no primeiro exemplo, pois o a-
poio intermediario estava colocado no eixo de simetria da
estrutura.
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D ) lg sen BT
P e B Y PR 1,8
1 "2 "9y 2 7 @ Tw

11 Z J‘Z SenZ n1r8

n=1 n 1,

Usando 7 termos, obtem-se:
_ 2plL ,
V.I = 0,9920248 = 0,6315 pL (exato = 0,6314pL,

Fig. V.7)

Substituindo os valores F, e Vy na equagao (V.11),
obtem-se a expressdo geral da elastica:

4 ©
pL 1 ,4 1.263 nm nm X
. = — (= -1, sen ——). —
il = ek A 1,8) 7 &M [
Derivando duas vezes:
M. (x) = ELE § l-—(-ZL- -1,263 sen EE-)- sen 11X
! m2 p=1 n2 M7 1,8 L

Para se ter uma ideia do numero de termos a serem
utilizados para se obter a necessaria precisao, examinem-se
os resultados fornecidos por essas equagoes.

- para n = 1:

- pL LES
yi(x) 0,029427 e sen 3
pL2 X
M.(x) = 0,029427 Y- sen =
1 . L

Na posicao do apoio intermediario, essas formu-
las fornecem (entre parenteses, o valor exato, Fig. V.7):
4

y = 0,02898 —PX - 127923,1 p/EI
Fl 74

2

M = +0,002936 pL? (-0,03247 pL?)  ou
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M= +60,88 p (-673,30 p)

Na secao de referencia (x = 28 ft):

74505,35 p/El M = +35,462 p (+492,621 p)

<
n

- Para n = 1,2:

4
y:(x) = (0,029427 sen ™* 4 0,026998 sen 27Xy _PL__
! L El =4
T X 2mx pL2
M:(x) = (0,029427 sen — + 0,107992 sen &=2) B
1 L L -
- apoio

<
!

L4
= 0,019746 P = 87162,49 p/EI
El w4

-0,000806 pL® = -16,713 p

=
[

- secao de referencia:

y = 186492,11 p/El M - 248,669 p
“‘
- Paran =1,2,3:
y(x) = (0,029427 sen X + 0,026998 sen 3%5 +

4

+ 0,018743 sen 37Xy _PL
L " E1 4

(0,029427 sen X + 0,107992 sen 2mx

=
-t
"
x
S
[}

2
+ 0,16869 sen 215) pL-
L Tr2
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apoio:
4
y = 0,003514 P = 15511,44 p JEl
£l n4
M e -0,0156 pL? = - 323,48 p

secao de referencia:

y = 266408,05 p/EI M = 591,01 p
Para n = 1,2,3,4:
_ . gnx, pL®
yi(x) = (expressao anterior, -0,0031712 sen )
£l n4
~ . 4mx pL2
Mi(x) = (expressao anterior, -0,05074 sen —I—) =5
m
apoio:
L4
y = 0,001475 -2 = 6510,92 p/EI
EI n4
2
M =-0,0189 pL™ = - 391,9 p
secao de referencia:
y = 257410,15 p/EI M = 522,486 p
Para n = 1,2,3,4,5
- 5mx pL4
y:(x) = (expressao anterior, -0,0008915 sen —=)
i L " g1 o4
- 5mx pL2
Mi(x) = (expressao anterior, -0,02228 sen —f_) SCH
i
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- apoio:
K
y = 0,0009 2= = 3972,8 p/EI
El n4
M = -0,02035 pL® = -422,0 p
- secao de referencia:
y = 257067,17 p/El M = 518,406 p

- para n = 1,2,3,4,5,6:

4
y:(x) = (expressao anterior, +0,0008439 sen 6TTX) pL
1 L El oy
~ 67X pL2
Mi(x) = (expressao anterior, +0,030383 sen ~I~) =
kil
- apoio:
L4
y = 0,00017 'E"‘Z = 750,41 p/EI
EI =«
M = -0,023 pL? = -476,9 p
- secao de referencia:
y = 255204,61 p/EI M = 486,489 p
- Para n = 1,2,3,4,5,6,7:
77X L4
y;{x) = (expressao anterior, +0,0002556 sen ) -2 7
! EI =
2

(expressao anterior, +0,0125278 sen 1%5) PL_

=
-
—
x
A
n



- apoio:

<
u

M
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4
0,000082 —P5— - 362 p/EI
El n4
2
-0,0234 pL® = -485,2 p

- secao de referencia:

y = 254182,05 p/El M = 462,634 p
- Para n =1,2,3,4,5,6,7,8:
. . gnx, pL%
yi(x) = (expressao anterior, -0,0003036 sen —=)
L E1 wd
. 8rx, pLZ
Mi(x) = (expressao anterior, -0,019434 sen —E—) e
™
- apoio:
L4
y = -0,000217 B~ - -957,82 p/EI
El 74
M = -0,0253 pL® = -525,4 p
- segao de referencia:
y = 255501,84 p/EI M = 502,84 p
- Para n=1,2,3,4,5,6,7,8,9:
. 9rx, pL?
y:{x) = (expressao anterior, +0,0000215 sen =—Z%)
! L £l =4
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2
Mi(x) = (expressao anterior, +0,001746 sen 2%5) R%—
N
- apoio:
L4
y = -0,000217 P~ = -957,82 p/EI
El w4
2
M =-0,0253 pL™ = -525,4 p
- secao de referencia:
y = 255434,7 p/EI M = 500,25 p

Como visto no exemplo anterior, pode-se truncar
as series quando o valor do ultimo termo obtido for menor
que 1% da soma dos termos precedentes, e desde que a neces

saria precisao tenha sido atingida. Isto significa que,
nesse caso, serao necessarios pelo menos 8 termos das s§
ries, para que isso se verifique. 0 que autoriza essa
conclusao? Examinem-se os valores de M na secao de refe

réncia, para cada termo isolado, e compare-se com a soma
dos anteriores. Por exemplo:

- param=9, M= -2,594 p, contra a soma M = 502,84 p

dos 8 termos anteriores. Com isso, obteve-se M = 500,25 p,
proximo do exato M = 492,621 p.

Se se desejasse melhorar a precisao, poder-se-ia
utilizar 11 termos, -sendo entao obtido M = 493,4 p.
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4, Solugao da estrutura para n = 1

4.1 - Efeito de placa continua (Problema (o))

Chapa 1 : p = -1000 gb/ft >
M = -35462 fteb
Chapa 2 : p = 223 gb/ft >
M = 35,462 p = 1
M = +7908,03 ftgb
Chapa 3 : p = 1546 b/ft >
M = +54824,25 fteb
- Chapa 1 =>0 =1 12769,0 psf = 7 88,7 psi
- Chapa 2 =>0 = * 5694,14 psf = + 39,5 psi
- Chapa 3 =3>0 = * 4934,23 psf = + 34,3 psi
Calculando os coeficientes de distribuicao de
tensoes atraves das equagoes (II.31) e compensando, tem-se:
) 2 3 ey
[o,414 o,sesl |o,739 o,zeu[ |0,26I o,739| |
-887 +887 [+395 -395 |+ 343 —343 }
-71,3 +53,9 [+53,9 +5,3 | +5,3 -13,0|-130 |c(psi)
o (psf)
-10267,2 +7761,6 +763,2 - 1872
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Com o auxilio da (V.15), pode-se calcular as
flechas nos planos das chapas, na secao de referencia:

UL Mk R B
1] Mij . hij
tem-se:
il _ 3
(ay), - 74505,35-(-10267,2-7761,6) _ _5356,86.1%_
35,462 E .- 7,071
3
- 10
(az)o = +2940,7 . —"E‘-‘-
3
_ 10
(23) = +391,5 - -

4.2 - Efeito dos deslocamentos das arestas

4.2.1 - Rotagao arbitraria da chapa 2 (Problema (1))

I JEI 284
A ©® | 18 myy =+ — 255
AN s 21 h2
% 2
.
J
! 1
! h2 -
Fazendo-se o, T tem-se, na segao de refe
pe

rencia:
Moy = +3 fteb
0 giro real sera dado por: eé =k, * 8y

Compensando:
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. z ¢

o | 0 1 | |o,e79 o,32|| |o,2e| o,739| i
+3 I
-0,89 |-089 -0,28 | +0,28 | m (ftib)
‘ 0,117 Ri(lb/ft)
0,8 0,297
¢
0,||7'l
I
3 S]O = -0,255 gb/ft
S]2 = -0,18 g2b/ft
(o]
aie - 0,297 S,y = +0,297 &b/ft
1 - 523 = +0,42 2b/ft
532 = +0,165 ¢b/ft

Com isso, as cargas nas chapas, na secao de refe
rencia, serao:

pl] = -0,255 2b/ft = p;3
Pop = +0,477 2b/ft
1
P
Po(X) = 3% -y (x)
Yi

sendo pli e y}, respectivamente, valores da carga e da e]ég
tica na segao de referencia. Para n = 1:

(x) = 0,029427 sen TX _P%__
y1( ) L EI w4

Portanto: po(x) = 1,7434 p;i sen %5



-304-

28t IV'
|

| 80 64 L
[ T
- _ ] _ _
Tem=-se F] = 1,7434 Pos F2 = F3 = ...,
T F
D, = ] 'n o
1 n=1 ;«— sen T8 " 1,7169 Pos

n=1 n4 138
D
L 1 1
== . —— =0, .
V] > I 8677 Poi L
Com V] e F] pode-se escrever:
T 4
p.. L F e
0i X 1 1
yi(x) = =21 . sen 22| — -2 V; ] — - sen
! EIl né L |14 Va1 nd

Usando 7 termos, tem-se: .

p]. L4
y.(x) = 0,08528 sen =X . 21
! L gl o4
1,2
p.. L
M.(x) = 0,08528 sen _% . 91 __
1 L 2
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Para a secao de referencia, essas formulas forne

cem:
1
. 215920,17 91 M= 102,77 p
.Y - ’ E I ] p O'i
- Chapa 1 -+ M = -26,206 ftib o =F% 9,437 psf
- Chapa 2 - M = +49,021 ft b o = * 35,297 psf
- Chapa 3 > M = -26,206 ft b o = I 2,359 psf
| 2 3
|0,4|4 O,586| IO,739 O,ZGII IO,26| O,B'Bl
-944 + 944 |+ 3530 =3530 |- 236 + 236
i
-12,51 +15,581+15,58 -8,86]-8,86 +3,651+3,65

Com isso. as flechas serao:

1]

H

-8,346
+10,27

-1,858 .

103 /€
1038

103 /E

4.2.2 - Rotacao arbitraria da chapa

3 (Problema (2))

p3 3
Me3 ™ M32 = % 775
2
1 h 3
Fazendo 630 = s
E I
p3

tem-se, na secao de referencia:
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=nm = +6 fteb

M23 = M32
0 giro real sera dado por: eé = k, - 930

Compensando:

, %

0 [o P [o.679]0,321] [0261]0,739] i
o
+6 +6 i
-3,33+3,33 +3,06 |- 3,06 m(ftib)
0,639 Ri(Lb/ft)
‘O,GSS 1,305 1
S]O = +0,942 2b/ft
Syp = *0,666 2b/ft
52] = -1,305 gb/ft
i 2 523 = -1,845 a2b/ft
532 = -0,9036 gb/ft
Com isso, as cargas serao:
] = p] = +0,942 b/ft ! = -1,971 2b/ft
Po1 03 ’ Po2 >
Obtivera-se (item anterior):
1
. 215920,17 L0 M= 102,77 p
& R T 102277 Py
Chapa 1 -+ M = 496,808 ftb o = * 34,86 psf
Chapa 2 ~+ M = -202,558 ftib ¢ = ¥ 145,85 psf
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Chapa 3 -+~ M = +96,808 fteb o =+ 8,71 psf
¢
>
l 2 3 » |
[0,414]os586] [0,735]0261] 0,261 [o739] i
+349 -349 |~1459 +1459 [+87 -87 !
I | |
+48,5 -62,1 |-62, +35,7 [+35,7 -14,5 |-14,5 o (pst)
As flechas serao:
- 3
(a])2 = +32,862 .- 10°/E
(a,), = -41,096 - 10%/E
(ag), = +7,458 . 103/E
Com isso, as flechas totais para cada chapa, pa
ran 1, serao dadas por:

a; = (-5356,86 - 8,346 k, + 32,862 k). 10°/E
a, = (+2940,7 + 10,27 k, - 41,096 k;) - 10%/E
a; = (+391,5 - 1,858 k, + 7,458 ky) - 10%/E

4.3 - Calculo dos coeficientes de correcao k, e ks

0 giro real em fungao das

com o auxilio da equagao (II.56):

Co_
i 7w,

a..(cot .
] jjlcotga;

Assim tem=-se:

+ cotg o, )-

flechas sera calculado

i

sena.
€ 1

ajk
sena.
J

1
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- Chapa 2

L] 23 4
8, = kyt8yp = = a2(cotga] + cotgaz)- -

h2 Sena2 sena

1
= = Y
OL] - OCZ - 3]5

h

0,0 = adotado = —2 = > = 1,62 - 103/€
EI1, E-0,0030864
P
Obtem-se
162 -k, - 192 1 0 0808 (a, + a,) - 0,4 a
J 2 £ ’ ] 3 79,
- Chapa 3
. . 1 a a
65 = k3-630 = T a3-(cotga2 + cotga3)- 4 - 2
3 sena sena
3 2
, 3
a, = 45° 0,, = adotado = 14,142 | 4 5gp 10°
E£.0,0030864 E
Obtem-se:-
3
. 10°
4,582 « kg - - - 0,1 a,

Substituindo nessas duas equagoes os valores de
a e resolvendo,obter-se-a, para n = 1:

K2 = -307,76 k3 = -2,5312

Com k2 e k3, corrigem-se os valores dos momentos
e tensoes dos problemas (1) e (2), os quais, apos a corre
¢ao, sao somados aqueles devidos ao problema (0); obtem-
se assim os esforgos finais na estrutura, para n = 1. Pa
ra facilidade de acompanhamento, esses valores serao tabe

lados (ver Tabelas V.5 e V.6).
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5. Comparagao dos resultados

Resolvends a estrutura para outros 7 termos, de
maneira identica ao que foi feito no item anterior, obtém-

se os &sforgos finais na estrutura, conforme reproduzidos
nas Tabelas V.5 e V.6.

TABELA V.5 - Momentos transversais m na secao de referen
cia (x = 28 ft)

k2 Aresta
n 1 2 3
k3
, | 730776 0 | -265,5 + 78,44
- 2,531
-324,982
2 - 10,851 0 -253,1 + 57,8
-547,189
3 « 8,549 0 -515,5 +179,4
+226,295
4 ~ 9,548 0 +233,2 - 92,6
+ 7,828
5 0,321 0 + 8,0 - 3,2
+ 34,914
6 - 1,349 0 + 35,6 - 13,9
+ 20,614
7 - 0,815 0 + 21,1 - 8,3
- 28,239
8 + 1,137 0 - 28,9 + 11,4
Carga aplicada -1000 -466 -559
Total (ftLb) -1000 | -1231 -350
Beaufait*®(fteb) -1000 | -1258 -329
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TABELA V.6 - Tensoes normais longitudinais o, na segao de
referencia (x = 28 ft)

k2 Aresta
M
3 0 1 2 3
-307,76 - 71,3 +53,9 | + 5,3 - 13,0*
Vo 2,531 |+ 259 - 32,2 | + 18,3 - 7,5%%
324,982 | -429,0 +325,0 | + 32,0 - 79,0
20 - 10,851 | +167.3 207,7 | +118,2 - 19,0
547,189 | -688,0 +521,0 | + 51,0 -125,0
S0+ 8,549 | +210.3 -262,3 | +149,4 - 62,1
+226,295 | +137,0 ~104,0 | - 10,0 + 26,0
Yo 9,588 |+ 110 13,9 | + 7,9 - 3.3
+ 7,828 |+ 8,2 - 6,2 | - 0,6 + 1.5
S 1 - 0,32 + 0,2 - 0,3 | + 0,2 - 0,1
+ 34,914 | + 64,2 - 48,6 | - 4,7 + 11,5
6 1 - 1,389 |- 3.6 + 4,5 | - 2.6 £ 1,1
+ 20,614 | + 48,0 - 36,0 | - 3,5 + 8,7
71 - 0,815 | - 1.1 + 1,4 | - 0.8 + 0,3
- 28,239 | - 81,0 + 61,2 6, - 18,6
8 1+ 1,137 |+ 0,0 - 0,0 | + 0.0 - 0,0
Total (psi) - 602 + 256 + 366 - 305
Beaufait (psi)| - 657 + 328 + 319 - 283

* carga aplicada
** daslocamentos das arestas




-311-

Obtidos os resultados para a secao de referencia,
pode-se estende-los para toda a estrutura. Para isso, e ne
cessario encontrar as equacoes que descrevem a variacao de
cada esforgco. No caso das tensoes normais, para a aresta 0

obtem-se:
0, =~ 79,152 sen TX -278 495 sen@L—X -494,55 sen3—L“—’i +230,4 sen @ "
Bmx 61X 7mX 8mx
496,38 sen —t—-—121,2 sen T 51,75$en-—E—+-82,25$en-7?—

Ja os momentos transversais m, produzidos pelas
rotagoes das placas, para a aresta 2, serao dados por:

_ X 2mX 3mx drrx
m2--388,974sen T - 356,867 sen T 247,75 sen —E—+41,917sen—r—+
+ 11,784sen§%5 - 11,155 sen §%5u-3,378senz%5-+4,013 sen §%5

€ na aresta 3:

my = +106,306 sen X + 97,531 senﬁLTl +67,709 seniTLL’i- 11,456 sen @ +

-3,22$en§%5 + 3,05 sen §%5 +0,923 sen Z%i - 1,097 sen §%5

A variagao desses esforcos e a comparacao com 0S
resultados obtidos por Beaufait*® estdo na Tabela V.7.

Observe-se a concordancia entre os valores dos
momentos transversais, a qual e melhor que a apresentada en
tre os valores das tensoes longitudinais.

E importante salientar aqui que os valores apre-
sentados na Tabela V.7 para os momentos transversais m (ob
tidos pelo metodo de Mousa, Parmelee e Lee®*) n3o condizem
com aqueles registrados graficamente, apresentados no arti
go, mas, todavia, sao mais proximos daqueles obtidos por
Beaufait*®, o que comprova a finalidade a que o método se
propoe.

Essa diferenca se deve basicamente a maneira co-
mo foram aqui calculados esses valores (ver processo de
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TABELA V.7 - Variacao dos momentos transversais m e das ten
soes normais o ao longo da estrutura,

TRENSV.
| MOMENTO TRANSV TENSOES NORMALS o
SEGMENTO ARESTAS ARESTAS
I 2 3 0 1 2 3
: 2612 2519 | 101 +26 188 Z67 ¥,
~620 514 | -187 +109 +66 -65
) _884 445 | =317 +102 | +244 190
~901 432 | -443 +203 | +18] ~170
) -1099 386 | -512 #1197 | +343 _277
112] 2369 | -595 £310 | +268 244
1 ' -1231 -350 -602 +256 +366 -305
_1258 2329 | -657 +328 | +319 _283
; ~1268 2340 | -595 +279 | +321 ~278
1298 2318 | -637 +307 | +328 -286
] 1215 354 | -579 +321 | +233 223
1242 2334 | -538 4209 | +292 ~251
, 1083 2390 | -523 1345 | +122 148
1104 2374 | -355 151 | +215 2179
. ~894 442 | -246 +201 4 -33
~909 ~430 _g1 2 | +101 _72
) ~685 499 | +288 152 | -127 +116
~697 2492 | +294 2211 _41 +64
0 ~516 545 | +769 488 | -208 1232
-518 544 | +784 504 | -202 +230
APOTO 860 554 [ =219 7757
INTERNO -463 =560 {1093 697 | -288 +324
i, 435 568 | +816 526 | -210 1241
~434 2568 | 4773 166 | -247 +255
1 _446 565 | +422 2253 | -140 +145
~450 564 | +264 04 | -173 +147
3 2515 ~546 ~43 1 _45 +24
-513 545 | -115 £160 | -108 +50
1 -577 529 | -280 +205 +30 _56
_582 525 | -369 +330 “54 17
5 618 518 | -334 +223 +73 ~90
~626 512 | -500 +471] 15 _59
6 ~621 517 | -362 1237, +86 103
~631 -51] -513 +406 +9 -75
. Z584 2527 | -337 1226 71 91
~590 523 | -106 +315 +16 -65
3 -510 547 | -147 +100 +28 _37
J _514 545 | -177 +136 +9 _30

* Mousa, Parmelee e Lee®*
** Beaufait"®
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calculo no final do primeiro exemplo), a qual apresenta u
ma pequena mudanca em relagao ao processo provavelmente se
guido por Mousa, Parmelee e Lee, oS quais devem ter obtido
a variacao de m com uma equacao geral proveniente de cada
termo isolado da elastica (lembrar que aqui a equacao que

descreve a variacao de m foi obtida a partir da equagao ge
ral da elastica).
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CAPTTULO VI

COMENTARIOS FINAIS E CONCLUSDES

Ao final deste trabalho sobre estruturas em fo-
Thas prismaticas, &€ de suma importancia fazer-se um balan-
¢o geral, bem como tecer comentarios ou sugestdes que pos-
sibilitem encaminhar o prossequimento dos estudos.

0s objetivos iniciais do trabalho eram dois: fa-
zer-se um amplo estudo bibliografico e, depois, estudar,
comparando-os, oS principais metodos de analise das folhas
simples.

Assim e que no primeiro capitulo, procurou-se
dar uma visao geral do funcionamento das estruturas prisma
ticas, a titulo de introducao, bem como, alem do estudo bi
bliografico extenso, procurou-se contribuir descrevendo os
principais estudos experimentais realizados por diversos
pesquisadores.

Aqui, pode ser feita uma primeira sugestdo para
continuar o trabalho: atualizar a bibliografia, pois, no
presente caso, a pesquisa bibliografica foi encerrada com
artigos de 1981,

Tendo em vista os resultados experimentais, con
cluiu-se pela validade da utilizacao dos métodos comuns
("manuais") de analise das folhas simples, embora com a
ressalva de resultarem estruturas anti-economicas dessa a-
nalise, pela superestimacao dos esforcos.
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Isso posto, no segundo capitulo procurou-se apre
sentar o equacionamento dos principais métodos simples de
analise, bem como descreve-los suscintamente. Apos isso,
foi feita uma complementacdo do estudo bibliografico ini-
ciado no primeiro capitulo.

Tendo em vista tambem os exemplos (apresentados
no terceiro capitulo), foi feito um estudo comparativo en-
tre os diversos metodos analisados. Concluiu-se que o meto
do de Yitzhaky € o melhor dos métodos "manuais" de cilculo,
por ser de simples aplicacao e facil entendimento. Alem
disso, o fato de ser tabelado facilita a verificacao em
qualquer fase do calculo bem como, sob certas condicoes,
permite que a analise de uma estrutura seja utilizada na a
nalise de qualquer outra de mesma secao transversal, com
diferentes comprimentos e condigcdes de apoio.

Dos metodos analisados nos trés primeiros capitu-
Tos, poucos admitiam o tratamento das estruturas prismati-
cas curtas, comuns na construcao de silos. Tendo isso em
vista, procurou-se apresentar, no quarto capTtulo, um meto
do simples de analise dessas estruturas. Optou-se pelo me-
todo de Reiss e Yitzhak,. por ser mais completo e de facil
entendimento, pela sua forma tabelada.

No quinto capitulo procurou-se apresentar a ana-
lise aproximada das folhas prismaticas continuas mediante
o uso de series de Fourier. Optou-se pelo método de Mousa,
Parmelee e Lee, por ser o unico metodo manual a n3o exigir
simetria na direcao longitudinal da estrutura.

Uma pequena modificacao na maneira de obtencdo
das equacoes que descrevem a variacao dos momentos trans-
versais ao longo da estrutura permitiu melhorar os resulta
dos obtidos pelo método, como apresentado.

Como sugestoes para a continuac3o do trabalho,po
dem ser feitas, a respeito do metodo de Mousa, Parmelee e
Lee:

-discretizacao do metodo;
-extensao do metodo, possibilitando, por exemplo, 0 uso
de balangos nos diafragmas de extremidade.
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NOTACAO

0s seguintes simbolos foram utilizados neste tra-

balho:

© =2 X

=

a) letras maiusculas:

area da secdao transversal das placas;
coeficiente de flechas e momentos;
produto de inercia da placa = E.Ips
modulo de elasticidade;

coeficiente de Fourier; segmento horizontal do desloca -
mento de uma aresta;

modulo de elasticidade transversal;

projecao horizontal das forcas S no plano das chapas;
momento de inercia de uma chapa;

momento de inercia de uma placa;

coeficiente de rigidez;

vao das chapas;

momento fletor longitudinal (a¢3do de chapa);

carga concentrada;

reacao de apoio resultante numa aresta, como efeito da
consideracao de placa continua; carga atuante sobre as
arestas, na consideracao do efeito de chapa;
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componente da resultante de carga R na direg¢do do plano
da chapa;

forga cortante transversal;
forca cortante longitudinal (acgao de chapa);

modulo de resistencia;
b) letras minusculas;

flecha no plano da chapa;
espessura de uma placa;

relacao, numa chapa continua, entre a distancia do apoio
de extremidade ate o apoio k e o vao total;

componente normal do carregamento de placa;
componente tangencial do carregamento de placa;

indice; designacdo de aresta; altura de uma placa (dis -
tancia entre duas arestas consecutivas);

indice; designagao de aresta;
indice; designacao de aresta;
indice; designacao de aresta; coeficiente de correcao;

indice; designagdo de aresta; projecdo horizontal da al

tura h das placas;

momento fletor transversal (acao de placa continua);
momento fletor transversal de engastamento perfeito;
carga distribuida total no plano da chapa;

carga distribuida; carregamento total de chapa contTnua;

coeficiente de distribuicao de tensoes;
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forca cortante transversal (acao de placa continua); rea
cao de apoio das placas;

indice; eixo coordenado das abcissas;

indice; eixo coordenado das ordenadas; altura de uma fi
bra qualquer da chapa; elastica no plano da chapa;

indice; eixo coordenado;
c) letras do alfabeto grego;

angulo entre duas chapas adjacentes a uma aresta;
angulo de inclinacao das placas em relacdo a horizontal;

deslocamento relativo maximo entre duas arestas comsecuti
vas; acrescimo;

deslocamento vertical de uma aresta;
giros de no;

giros de corda, causado pela diferenca de deslocamentos
das arestas;

giros elasticos, causados pela flexao transversal;
coeficiente de propagacao;

tensao normal longitudinal (acdo de chapa);

tensao principal de tracdo;

tensao principal de compressido;

tensao cisalhantedongitudinal (acao de chapa);

deslocamento da aresta normal ao plano da placa;
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