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"Se a conquista progressiva do conhecimento
nos faz compreender sempre melhor a modes-—
tia da nossa atual condicao evolutiva e a
extensao do quanto ainda ignoramos, compe-
lindo-nos a humildade diante da sabedoria
e do poder de Deus, da-nos também uma cres
cente nocao de auto-respeito, em face da
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ABSTRACT

The Finite Strip Method is used for the linear e
lastic analysis of right prismatic structures, with special
attention dedicated to bridge deck problems. In this method
harmonic functions (Fourier Series) which fitted the boun
dary conditions (bending and in-plane) in the longitudinal di
rection are used in conjunction with simple polynomials
for the transverse direction. Stiffness matrices for both
bending and in-plane analysis have been developed for a
strip with an orthotropic property. By dividing the struc-
ture into a finite number of strips any combination of
loadings can be dealt with., After solving for the joint dis
placements, stresses and other values can be calculated at
any point of a strip. It is introduced a flexibility
approach to extend the method to the analysis of indetermi
nated structures. Typical examples are carried out for com
parisons of results with those obtained by other authors,
and the convergence of the solutions is briefly verified.
Conclusions abouth the applicability of the method are pre
sented herein with respect to the range of the geometric,
mechanic and loading parameters of the structure, spe-

cially bridge decks.
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RESUMO

0 Metodo das Faixas Finitas & utilizado para a ani
lise elastica linear de estruturas retas prismaticas, com en-
fase nos tabuleiros de pontes. Neste método sao utilizadas
em conjunto fungoes harmonicas (desenvolvimento de Fou-
rier), que atendem a priori 4ds condicoes de contorno na
direcao longitudinal e funcdes polinomiais simples na dire
¢ao transversal. Sao desenvolvidas matrizes de rigidez pa-
ra faixa de comportamento misto (chapa e placa), com pro-
priedades ortotropicas. O acoplamento de um certo numero
finito de faixas simula a estrutura global, sendo possivel
combinar varios tipos de carregamentos. Apds a resolucao do
sistema de equagoes lineares nos deslocamentos nodais, ten
soes, deformagaes, esforgos e deslocamentes podem ser cal-
culados em qualquer ponto de cada faixa. £ introduzida uma a
proximagao, via processo dos esforgos, para a analise de
tabuleiros com apoios e diafragmas intermediarios. Alguns
exemplos classicos sao desenvolvidos, comparando-se resul
tados com os disponiveis nas referencias consultadas, ana-
lisando-se a convergencia das solugoes e reuninde indica-
goes gerals para a utilizagao do Método das Faixas Finitas
no calculo de estruturas retas prismaticas, em especial ta
buleiros de pontes, de acordo com as variacoes geométricas

e fisicas.
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APRESENTACAQ

0 Capitulo 1 apresenta um panorama geral dos pro
cessos de calculo de tabuleiros de pontes e,dentre eles, o
espaco ocupado pelo Método das Faixas Finitas, incluindo u
ma visao histdorica de seu desenvolvimento e uma breve com-
paracao do mesmo com o Metodo dos Elementos Finitos.

No Capitulo 2 expoe-se a filosofia do método e a
sua conceituacao geral via formulacao energética, dentro de
um tratamento elastico-linear, mostrando suas possibilida-
des e os cuidados para a garantia deconvergéncia das solugoes.

O0s Capitulos 3 e 4 estudam as placas e as chapas
retangulares, respectivamente, apresentando o tipe de fai-
xa utilizada neste trabalho e desenvolvendo as caracterfi
ticas relativas a mesma, seguinde o modelo proposto no Ca-
pitule 2.

No Capitulo 5 sao combinades os efeitos de placa
e chapa, constituindo-se uma faixa de comportamento misto
{(casca), visando a analise estatica de folhas poliedricas
prismaticas, simples e miiltiplas. Sao apresentados os pro-
cedimentos mnecessarios para a conexao de varias faixas con
tiguas na montagem da estrutura total a se analisar.

0 Capitulo 6 desenvolve um estudo especifico pa-
ra as pontes retas de tabuleiro em laje e em secao celular,
sendo estas ultimas encaradas como folhas poliedricas pris

maticas multiplas. E desenvolvido um procedimento para a-



tender a presenga de apoios intermediarios discretos ou
continuos e de diafragmas transversais, considerados rigi-
dos no presente trabalho.

0s programas de computador, desenvolvidos no Ca-
pitulo 7, MEFAF e MEFAC, automatizam o calculo estatico de
estruturas prismaticas, biapoiadas nos extremos dos vaos
e contlnuas, respectivamente. Sao apresentadas explicagoes
detalhadas das unidades de programacao componentes de MEFAF
e MEFAC, da preparacao de dados de entrada e interpretacao
de resultades. Fiquem aqui, antecipadamente, registrados
agradecimentos pelas sugestoes e modificacgoces realizadas
nos programas, que melhorem a sua eficiencia,

No Capitule 8 sao utilizados os programas MEFAF
e MEFAC no calculo de uma folha poliédrica prismiatica sim-
ples biapoiada nos extremos, uma ponte em laje com tres
pilares intermediarios, uma ponte de tabuleiro celular bi-
apoiada nos extremos do vao e uma ponte continua de tabu-
leiro celular, todos exemplos classicos da bibliografia e-
xaminada. Em todos os casos sao feitas comparacoes de re-
sultados com os disponiveis nos trabalhos censultades. Nos
gquatro exemplos sao estudadas alternativas de discretiza
goes e de numero de harmdnicos utilizados, procurando indi
cagoes gerais para a utilizacgao do método de acorde com o
tipo da estrutura, secao transversal, carregamentos presen
tes, etc.

0 Capitulo 9 relne apontamentos extraidos da ex-
periencia desenvolvida neste e em outros trabalhos, anali-
sando brevemente a questao das cargas concentradas, as des
continuidades longitudinais nas formulagoes em série de
Fourier e o problema da simulacao de diafragmas. Encerran-
do o trabalho sao anotadas conclusces, onde se apresenta
um roteiro para a utilizagao do Método das Faixas Finitas
na analise elastica linear de estruturas prismaticas nao

esconsas, com enfase nas pontes retas de tabuleiro celular.
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NOTACAQ

comprimento, largura e espessura de faixa
coordenadas cartesianas

funcao deslocamento

fungao polinomial

série trigonométrica (Fourier)

harmonico genérico (m~ééimo da séerie)
numero de harmonicos em que se trunca a série
nimero de linhas nodais de cada faixa
fungoes polinomiais de forma

fungoes de forma

vetor dos parametros nodais de deslocamento
deslocamentos nas direcoes x, y, z

rotagao em torno do eixo y

indices referentes as linhas nodais periféri-

cas de uma faixa
energia potencial total
energia de deformacao
potencial das cargas

vetor das cargas superficiais atuantes em uma

faixa



vetor das
matriz de

matriz de

vetor das
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deformacoes
deformacao
deformagao

tensoes

matriz elasticidade

matriz de

vetor das

componentes do vetor {F} correspondentes 3 1i-

nha nodal

modulos de elasticidade longitudinais

modulo de

coeficientes de Poisson

matriz de
parametro
vetor das

vetor dos

rigidez

cargas nodais equivalentes

k.

elasticidade transversal

rigidez de placa

de rigidez de placa

curvaturas

momentos

modificada

momentos fletores por unidade de comprimento
momento torgor por unidade de comprimento
vetor das cortantes

cortantes por unidade de comprimento

cargas superficialmente distribuidas
cargas linearmente distribuidas

cargas concentradas nas direcoes x, y e z

momento distribuido em torno de v

indices identificadores de chapa e placa, res

pectivamente

submatriz de rigidesz



{rA}
{A}
[rL*]

{RA™}

{A*}

{a%}
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indice identificador de linhas nodais perifé-

ricas da faixa

indice identificador de linha nodal interna

(auxiliar) de faixa

matriz de rigidez condensada

vetor de cargas nodais equivalentes condensado
coordenadas cartesianas locais

matriz de transformacao de coordenadas
submatriz de T

deslocamento em i provocado pelo carregamento

externo
vetor dos deslocamentos Aio
coeficiente de flexibilidade

deslocamento em i, devido a deformagao elasti

ca de apoio e acomodagao de sua fundagao
matriz de flexibilidade

vetor das interagoes (reacoes em apoio de dia

fragma intermediario)

vetor dos deslocamentos das partes de conexao

correspondentes a {RA}

matriz de flexibilidade referida ao conjunto

de interagoes linearmente independentes
vetor das interacoes linearmente independentes

vetor dos deslocamentos relativos dos pontos

~ %
de conexao correspondentes a {RA™}

vetor dos deslocamentos relativos dos pontos
de conexao correspondentes ao carregamento ex

terno
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - GENERALIDADES [1] [2]

A partir da Revolugao Industrial a engenharia de
construgao de pontes tem se desenvolvido de maneira acele
rada. Tabuleiros de formas variadas, cada vez mais comple
xas e ousadas tém sido utilizadas, permitindo a manipula
¢ao mais abrangente da grande quantidade de dados envolvi
dos no projeto, tais como: obstaculos a serem transpostos,
largura de faixas de trafego, condigoes das fundagoes, ca
racteristicas ambientais, estéticas, etc.

Muitos pesquisadores teém empregado seu tempo mo
desenvolvimento de processos construtivos mais arrojados e
tambem no desenvolvimento de métodos de andlise estrutural
das pontes. Com a implementacao do uso dos computadores,
muitos métodos numéricos se viabilizaram e permitiram ao
engenheiro de estruturas a utilizacao de modelos matemati
cos mais sofisticados e representativos da realidade tradu
zida no comportamento das estruturas, em geral, e das pon
tes, em particular.

Dentre os diversos tipos de tabuleiros, a figura
1.1 exibe alguns, para que seja possivel a apresentacao de
um panorama geral dos metodos de calculo e os seus respec

tivos campos de acgao.
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{e) tf) (9} {h)

(i) (j) {x)

BSOS e

(L) (m) {n}

a) Laje macica de espessura conslante h) Loje sobre vi gas

b) Loje vazada composta {elem. vazados) i) Grelha

clLoje vazada i) Lajes sobre vigas-caixgo

d) Loje vazoda compostalelementos k) w " " v (metdlicas)

pre’ moldados de congreto ).

, 1)
e) Laje maciga de espessura varidvel m) Celulares

. ) . n)
t) Laje sobre vigas pre-moldadas de

concreto.
g) Laje sobre vigos multiplas.

FIG.1.1 - TIPOS DE TABULEIROS.

1.2 - RESUMO DOS PROCEDIMENTOS DE CALCULO [t] [3][4] (5] [6]

Fazendo uso de uma visao bastante concisa, pode-
~se reunir os tabuleiros das pontes em dois grandes grupos:
a) tabuleiros em laje ou pseudo-laje e b) tabuleiros celula
res, sendo que em alguns casos os limites entre os dois
grupos nao podem ser bem determinados, como por exemplo o
da figura 1.1.j, em que se pode classificar o tabuleiro no

grupo a) ou b), de acordo com as particularidades geometri



cas da ponte. Nao ha aqui interesse em apresentar tal de-
marcacao mas, apenas, agrupar os tabuleiros de tal modo a
sumarizar os procedimentos de calculo mais importantes pa

ra cada um deles.
a) Tabuleiro em laje e pseudo-laje

Um dos métodos mais populares para a anilise de pontes de
tabuleiros retos, simplesmente apoiados, &€ o de solucao de
uma placa ortdtropa em série harmonica, desenvolvido por Guyon(1946)
e Massonet (1950), com a utilizacao do 19 harmonico da sé-
rie para a geracao do campo de deslocamentos perpendicula-
res ao plano da placa. Varios pesquisadores continuaram a
estudar o método concebendo a técnica das curvas de varia
gao do coeficiente de distribuigao transversal - "design
curves' (Morice elLittle (1950) e Rowe (1962)). Cusens e Pa-
ma (1969) propuseram uma extensao da teoria, para tabulei-
ros sem rigidez & torcao e, em 1975 apresentaram o estudo
baseado nos nove primeiros harmonicos da série.

Troitsky e Azad (1973) desenvolveram, a partir do
Processo da Rigidez, um procedimento para a analise de ta-
buleiros metalicos com transversinas extremas rigidas e
transversinas internas flexiveis, através da resolugao de
uma equagao diferencial de 82 ordem deduzida para a solu-
gao de uma placa equivalente ao tabuleiro real.

Indubitavelmente o Método dos Elementos Finitos
¢ a ferramenta mais versatil de todas. Utilizado de forma
pioneira por Turner, Clough e outros, na década de 50, de
senvolveu-se rapidamente, recebendo importantes contribui-
goes de Zienkiewicz e Cheung, que introduziram o método na
Inglaterra em 1964, e muitos outros pesquisadores. Apesar
de constituir-se na técnica mais poderosa, nao se tem mos-—
trado de utilizagao econdmica, tormando-se inviavel na ani
lise de pontes de tabuleiros de forma regular, especialmen
te aqueles que apresentam, nos seus extremos, apoios

transversais simples. Apresenta como subproduto importan-
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te o Metodo das Faixas Finitas, proposto por Cheung em
1968 e que sera analisado em item posterior.

A téecnica aproximada das grelhas, utilizada pe
la primeira vez por Lightfoot e Sawko (1959) em computado
res eletronicos, serviu como base para o estabelecimento,
por Pucher (1964) das superficies de influencia para pla
cas elasticas e em 1973 ganhou contribuicao de West que
estudou a analogia das grelhas para a analise de tabulei
ros de pontes em laje e pseudo-laje.

A resolugao da equagao geral das placas ortotro

pas atraves da tecnica das diferengas finitas foi utiliza

da pioneiramente por Nielsen (1918), posteriormente por
Westergaard (1926) e recentemente por muitos ocutros pes
quisadores, com a vantagem de possibilitar o tratamento

de condicoes de contorno mais complexas do que as que po-
dem ser tratadas com a solugao por séries de Fourier.
Coull e Rao (1966), e posteriormente Tottenham
(1971), aliaram o método da progressao matricial a técni
ca das solucoes em linha ("line soluctions"), que reduz u
ma equacao diferencial parcial a um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias simultaneas,resolvidas atraves da

aplicagao de diferengas finitas.
b) Tabuleiros celulares

Em 1957 Goldberg e Leve apresentaram o méetodo e
lastico rigoroso para a analise de folhas poliedricas
prismaticas multiplas bi-apoiadas nos extremos. A utiliza
cao em pontes retas de tabuleiro celular foi feita por
Scordelis (1966) e Chu e Dudnik (1967) dentre outros, a
partir de formulacao matricial e utilizacao de computado
res. A incorporacao de diafragmas internos foi demonstra
da por Scordelis (1967, 1971) que ampliou consideravelmen
te o campo de aplicacao das folhas poliedricas prismati
cas no calculo de pontes celulares, desde que a secao

transversal fosse constante.
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Varios programas de computador foram desenvol
vidos para o calculo de tabuleiros com a aplicacio do Me
todo dos Elementos Finitos, que pode ser aplicado as es
truturas de qualquer forma ou complexidade. Varios "paco
tes'" de analise estrutural podem ser utilizados, bem como
programas especificos para pontes, como os desenvolvidos,
a partir de 1971, pelo grupo liderado por Scordelis. A
pesar de sua versatilidade o esforg¢o computacional envol
vido pode ser dispendioso de tal forma a inviabilizar a
sua utilizagao para estruturas que possam ser analisadas,
com performance apurada, por outros processos mais simpli
ficados,

Algumas aproximagoes, como as de Sawko e  Cope
(1969) e Crisfield (1971), foram feitas como Método dos Ele
mentos Finitos, na tentativa de redugao do tempo de compu
tagao,mas,em,geral,comperda da versatilidade original e
restricao do campo de aplicacao.

A anadlise de tabuleiros celulares temsido feita
também através da sua simulacgao por porticos espaciais, nao
sendo, neste caso, capaz de prever efeitos locais e consti
tuindo programas dispendiosos de andlise geral do compor-
tamento da estrutura do tabuleiro.

O método das Faixas Finitas, tem-se mostrado e-
ficiente e acurado na anilise de tabuleiros apoiados nos
extremos, que apresentem ou naoc apoios intermediirios e
diafragmas internos. E para ele que se desloca a atengﬁo,

na tentativa de fixagao de breve histdrico.

1.3 - BREVES NOTICIAS HISTORICAS SOBRE 0 METODO DAS

FATXAS FINTTAS [4] [5] [6]

A ideéia de discretizar estruturas laminares (bi
sicamente placas) em faixas finitas adjacentes & mais an
tiga do que tem sido apontade pelos estudiosos do Método
das Faixas Finitas (M.F.F.). Assim & que o escandinavo

Kdrrholm [7] na decada de 1950 ja utilizava tal conceito,
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com a preocupagﬁo fundamental de resolver, atraves das di
ferengas finitas, a equacgao geral das placas para cada u
ma das faixas, individualmente e compatibilizar flechas nas
fronteiras comuns de faixas contiguas. Embora ja tivesse
utilizado series trigonométricas, nao houve a tendencia
de automatizagao do método, provavelmente devido ao pouco
desenvolvimento dos computadores aquela época.

Em 1963 outro escandinavo, Hellan [8] apresen
tou suas ideéias sobre a aplicacao de um procedimento numé
rico para a analise de placas retangulares isotropas, ba
seado nas condigoes de equilibrio e compatibilidade de des
locamentos nas fronteiras comuns de faixas vizinhas. Para
lelamente, desenvolvia-se o Método dos Elementos Finitos
(apds a introdugao da terminologia por Clough), com o
grande impulso fornecido pela utilizacao crescente dos
computadores e implementacdao das tecnicas de programagao.

Cheung, envolvido com o estudo do M.E.F. Junto
ao professor Zienkiewicz, propos em 1968 [9] uma variante
do M.E.F., para a analise de placas ortotropas retangula
res simplesmente apoiadas em seus extremos, a4 qual chamou
Metodo das Faixas Finitas. Independentemente Powell e
Ogden sugeriram em 1969 [10] a mesma solugao e desenvolve
ram um programa de computador para a analise de tabulei
ros de pontes metalicas em lajes ortdotropas retangulares
simplesmente apoiadas em seus extremos.

Apds os primeiros passos, inumeros estudos fo
ram feitos com o intuito de generalizar a aplicagao do me
todo. Tal desenvolvimento tem-se dado, no exterior, em
tres grandes centros cientificos: no Canada por Cheung e
colaboradores; nos Estados Unidos por Scordelis, William,
Meyer e outros e, na Inglaterra por Loo e Cusens lidETaE
do um grupo de pesquisadores.

Tais estudos, que vem abrindo horizontes mnovos
e variados, serao sumarizados a seguir, nos aspectos mails

importantes extraidos da bibliografia disponivel.



1968

1969

1970

1971

1972

Cheung propoe o estudo da flexao de placas retangu
lares com outras condigoes de contormno: um extremo
apoiado e o outro engastado, dois extremos engasta

dos.

Cheung estende o M.F.F. para o calculo de pontes em
lajes curvas com ortotropia cilindrica.

Cheung analisa folhas poliedricas prismaticas, com
a incorporagao de faixas que tenham comportamento
de chapa, além do de placa previamente deduzido e
acena para a utilizacao nas pontes retas de secio

celular constante e nas cascas cilindricas.

Cheung, Cheung e Ghali estudam pontes retas de ta
buleiro em laje, incorporando vigas longitudinaise
com a possibilidade de existéncia de pilares defor
maveis.

Meyer e Scordelis apresentam solugoes de pontes

curvas de secao celular.

Cheung adapta a faixa tipica de placa para compati
bilizagao de curvaturas (faixa de alta ordem).

Loo e Cusens propoem uma faixa de alta ordem para
placas, sem compatibilizagao de curvaturas, atra
ves da tecnica da linha nodal auxiliar (L.N.A.).
Cheung e Cheung incorporam condigoes de contorno
gerais e promovem a analise dinamica de placas re
tangulares.

Loo e Cusens utilizam a técnica da L.N.A. no calcu
lo de folhas poliedricas prismaticas e pontes re
tas de secao celular,

Cheung e Cheung analisam pontes curvas de segao ce
lular.

Too concebe o Método dos Prismas Finitos (uma va

riante do M,F.F.).

Yoshida e Oka empregam varios tipos de faixas de
alta ordem no estudn do éstado plano de tensoes em

chapas retangulares.



1973

1974

1975

1976

1978

Cheung e Cheung utilizam faixas de alta ordem (com
patibilidade de curvatura) para analise dinamica
de placas.

Brown e Ghali estudam placas esconsas paralelogré
micas.

Ghali e Tadros analisam placas continuas, tomando
como redundancias os momentos sobre apoios interme

diarios.

Chan e Cheung concebem o Metodo das Camadas Fini
tas (variante do M.F.F.) e o empregam na analise
dinamica de painéis "sandwich" de camadas mialti
plas.

Zienkiewicz e Too, utilizando o Método dos Pris
mas Finitos, analisam vigas-caixao espessas sim

plesmente apoiadas.

Smith analisa a resposta dinamica de pontes atra
vés do M.F.F.
Przemieniecki analisa a flambagem inicial de es

truturas do tipo caixao.

Wittrick e Plank utilizam um M.F.F. complexo para
o estudo da flambagem de estruturas €em chapas del
gadas sob carregamento combinado.

Dei Poli e Rampi promovem a analise visco-elastica

de tensoes em estruturas do tipo caixao,

Cheung, Cheung e Hutton analisam frquEncias de vi
bragao de paredes acopladas.

Brown e Ghali estudam pontes celulares esconsas.

Cheung lancga o primeiro livro especifico sobre )
M.F.F.
Thorpe desenvolve a técnica da L.N.A. para utiliza

cao nas pontes curvas de secao celular.

Loo e Cusens lancam livro sobre a aplicacao do M.
F.F. a engenharia de pontes.
Delcourt e Cheung generalizam o M.F.F. para o estu

do de folhas poliedricas prismaticas continuas, de



qualquer numero de vaos, com varias condigoes de

contorno.

Indubitavelmente muito mais se fez em relacao
ao M.F.F.; o presente resumo tem como objetivo maior tao
somente um breve delineamento historico que permita ao
leitor absorver a espinha dorsal do andamento das pesqui

sas ao longo do tempo.

1.4 - 0 METODO DAS FATXAS FINITAS E 0S BRASILEIROS

Dois centros de pesquisa tem se dedicado ao es
tudo do M.,F.F. e variantes, no Brasil: a PUC-RJ e a COPPE-
~UFRJ. De acordo com a bibliografia que foi possivel con
sultar constatou-se que as utilizagoes pioneiras do refe
rido método se deram na década de 1970, destacando-se tra
balhos sobre o M,F.F. aplicado a vigas-caixao retas e cur
vas, biapoiadas; placas retangulares com varias condi
coes de contormo; estruturas esconsas; estruturas tridi
mensionais com propriedades mecanicas representadas por
séries harmonicas; etc.

Em Lisboa, no LNEC (Laboratdrio Nacional de En
genharia Civil) o M.F.F. foli wutilizado pelo profes
sor Azevedo (PUC-RJ) para a confecgcao de programas de cél
culo automatico de cascas prismaticas de eixo reto ou ecir
cular.

Outros trabalhos foram e tém sido desenvolvidos
e espera-se que este, em especial, inicie 1investigacoes

sobre o M,F.F. no Departamento de Estruturas da EESC-USP.

1.5 -~ QUADRO COMPARATIVO

Aproveitando as ideias apresentadas por Cusens
e Pama [3] e possivel a montagem de um quadro que sumarize
a aplicabilidade dos varios procedimentos de calculo de
tabuleiros de ponte, tendo em vista o seu tipo, a geome
tria de sua planta baixa e as condicoes de contorno. E o

que se apresenta a seguir.
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1.6 - COMPARACAO ENTRE 0 METODO DAS FAIXAS FINITAS E O
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Dentro de seu campo de aplicacao o M.F.F. tem se
apresentado como alternativa importante em comparaggo com
o M.E.F., pois permite a redugao de esforgo computacional
e de ocupacao de memoria, com a manutengao de versatilida
de e de precisao dos resultados. Baseado mnas referencias
[6] e [11] e, de um modo geral, nas observacoes realizadas
ao longo do desenvolvimento do trabalho, pode-se promover
a confrontacao dos métodos a partir do relacionamento

de vantagens e desvantagens de um sobre outro,.

1.6.1 - Desvantagens do M.F.F. em relacao ao M.E.F.

Enquanto o M.E.F. se aplica a estruturas de quais
quer geometria, condigoes de borda e variagao de material,
o M.F.F. & mais utilizado, no caso de analise estdtica, pa
ra estruturas com apoios simples nos extremos, que apresen

tem ou nao apolos elasticos intermediarios.

1.6.2 - Vantagens do M.F.F. sobre o M.E.F.

0 nimero de equacoes envolvidas na andlise & bem
menor, especialmente para estruturas bi-apotadas, podendo
a mesma ser processada em computadores de pequeno porte.

A largura da banda da matriz do sistema de equa
coes & significativamente menor, o que, em conjunto com a
citagao do paragrafo anterior, faz com que o tempo de pro
cessamento seja bastante reduzido. A proporcao para o tem
po consumido, quando de utilizagao do M.E.F., para uma so
lucao de acuidade equivalente, varia no intervalo de 27 a
4oz [12].

0 M.F.F. requer uma ocupaggo de memoria considg

ravelmente reduzida em relacao ao M.E.F., tendo inclusive
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a vantagem de ser de programacao bem mais simplificada,
permitindo a utilizagao de tecnicas matriciais de uso cor
rente, evitando a recorréncia a técnicas avangadas e sofis
ticadas que visam a diminuigcao de area de memdria ocupada.

A quantidade de dados de entrada & muito pequena,
diminuindo a possibilidade de erros e nao requerendo agera
cao automatica de redes e esquemas de carregamento.

A manipulacaoc dos dados de saida no M.F.F. & bem
mais simples e menos trabalhosa do que no M.E.F., onde a
sua quantidade &, via de regra, muito grande.

No caso de se trabalhar com elementos de comporta
mento misto (placa + chapa), como & comum nas pontes de ta
buleiro celular e folhas polié€dricas prismaticas, nenhum
problema ocorre durante a transformacao de coordenadas no
M.F.F., desde que se escolham adequadamente as funcoes ge-
radoras dos campos de deslocamentos. Ja no M.E.F., ao se u
tilizar elementos de casca, ocorre, com freqﬂ@ncia, a per-
da de compatibilidade de alguns deslocamentos, devido a es
colha de polinomios de ordens diferentes mna direcao longi-
tudinal e, também, em alguns casos, ha necessidade de in-
sergao de um grau de liberdade artificial para que a anali

se se torme possivel.



CAPITULO 2

CONCEITUACAO GERAL DO METODO DAS FAIXAS FINITAS

2.1 - FILOSOFIA DO METODO

0 M.F.F. apresenta-se como um procedimento hibri
do. Associa algumas vantagens da solucao de estruturas em
series trigonométricas ao Método dos Elementos Finitos.

Sua filosofia & semelhante ao M&todo de Kantoro
vich [12], uma generalizacao do Método de Ritz, que reduz
a solugao de uma equagao diferencial parcial 3 solugao de
sistemas de equacoes diferenciais ordinadrias, adotando fun
goes continuas que satisfazem as condicGes de contorno em
uma dada diregao. Tal adogao guarda semelhancas com os pro
cedimentos adotados por Matier e por Levy [13] ne calculo
de chapas e placas, respectivamente.

0O M.F.¥F. pode ser encarado como um subproduto do
Metodo dos Elementos Finitos, com a diferenga basica resi
dente na discretizagao do continuo que se faz através de
faixas longitudinais (para trechos laminares do mesmo) ao
inves de elementos finitos bidimensionais, sendo que na di
recao longitudinal sao previamente incluidas as condicoes
de contorno na aproximagao do campo de deslocamentos.

0O resumo a seguir apresenta, em rapidas pincela
das, o procedimento adotado no M.F.F., utilizando o Proces
so dos Deslocamentos. Os comentarios intercalados visam a

explicacao de cada um dos passos apontados.
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(1) Divisao da estrutura em faixas lon
gitudinais atraves das linhas fic

ticias.

As linhas divisdrias sao chamadas linhas nodais,
sendo que nas extremidades laterais da estrutura elas  se
confundem com as fronteiras fisicas da mesma.

As propriedades geometricas e as elasticas de ca
da faixa sao consideradas constantes mas podem diferir en
tre faixas adjacentes, permitindo a simulacao de situagoes

em que as propriedades variem transversalmente.

(2) Conexao das faixas atraves das 1i
nhas nodais comuns (fronteiras lon

gitudinais).

A conexao & feita de maneira semelhante & que se
produz na jungao de barras de estruturas reticulares pla

nas, bastando fazer analogia entre linhas nodais e nos.

(3) Fixagao de pardmetros nodais de des

locamento em cada linha nodal,

Tais parametros sao, em geral, deslocamentos (u,
v, w) e suas derivadas até uma ordem previamente escolhida,
permitindo incluir,na analise,deformacoes axiais, transver

sais, curvaturas de flexao e torcac, etc.

(4) Escolha de fungoes-deslocamento,
em termos dos parametros nodais,
que representeém o campo de deslg

camentos em cada faixa.

Essas fungoes representam o campo de deslocamen
tr —~ ~
tos e consequentemente os campos de deformagoes e tensoes

em cada faixa.
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(5) Geragao da matriz de rigidez e dos ve

tores de cargas nodais vmard cada faixa.

Adota-se o procedimento classico do Processo dos
Deslocamentos, utilizando-se o principio da minima energia
potencial atraves da abordagem matematica de Rayleigh-Ritz.
A matriz de rigidez e os vetores de cargas sao gerados, pa
ra cada faixa, em relagao a um sistema local de coordena

das.

(6) Montagem da matriz de rigidez e do
vetor de cargas nodais para toda a

estrutura.

Levando-se em conta a contribuicao de cada uma
das faixas e promovendo-se as necessarias transformagoes de
coordenadas, monta-se a matriz de rigidez e o vetor de car
gas em relacao a um sistema global de referéncia. Cabe ob
servar que a matriz de rigidez (em banda) possui ordem e
semi-largura da banda, em geral, bem menores do que as pre
sentes na solugao do mesmo problema através do Método dos

Elementos Finitos, com precisao semelhante.

(7) Solugao do sistema de equagoes 11

neares, determinando-se os parame

tros nodais incognitos.

Ao se resolver o sistema de equagoes lineares,
per uma tecnica padrao convencionalmente escolhida, deter
minam-se os parametros nodais referidos ao sistema global

de coordenadas.

(8) Retorno acos sistemas locais de co
ordenadas e calculo das incognitas
procuradas (esforcos, tensoes, des

locamentos, etc.).
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Retorna-se a cada um dos sistemas localis encon
trando os parametros nodais para cada faixa, o que possibi
lita a determinacao de tensces, deformagoes, deslocamentos,

etc., em qualquer peonto da estrutura.

Cheung [6] apresenta analogias que facilitam o
entendimento do presente metodo. A partir do instante em
que se obtém as matrizes de rigidez e os vetores de cargas
para todas as faixas, o estudo da flexao de uma placa se
torna semelhante ao de uma viga, na direcao transversal,
enquanto a analise de uma ponte reta em secao celular cor-
responde ao estudo de um portico plano.

A segulr sao apresentadas algumas formas de dis
cretizagao de estruturas, para que se note que a geometria
do problema em si orienta, de modo espontaneo, o langamen

te das linhas nodais.

a} Loje retangular b)Ponte curva em se¢do celular

¢) Laje sobre vigas d )} Vigo. porede

FIG. 21 —EXEMPLOS DE DISCRETIZACAO DE ESTRUTURAS
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2.2 - CAMPO DE DESLOCAMENTOS E CONVERGENCIA

2.2.1 - Convergencia

Ao se adotar o Processo da Rigidez &€ necessario
admitir um campo de deslocamentos virtuais que possibilite
a analise da estrutura através do estabelecimento da ener
gia potencial e sua consequente minimizacao. A escolha de
tal campo de deslocamentos & de extrema importancia, pois
feita de maneira descuidada pode levar as seguintes situa
¢oes desastrosas: respostas estranhas que nao refletem os
deslocamentos possiveis dos pontos gue constituem a estru
tura; convergencia muito lenta, tornando a aplicacgao do
M.F.F. inviavel em termos de esforgo computacional mobili
zado e, até mesmo, a nao convergencia.

Aquele que ensaia os primeiros passos na investi
gagao do método aqui estudado, essas consideragoes sobre a
convergéncia podem assustar. Tal receio pode ser descarta
do, pois as pesquisas que se encontram em andamento, no
Brasil e no exterior, fornecem elementos tedoricos e prati
cos seguros que funcionam como tutores zelosos a vigiarem

as caminhadas primeiras.

2.2.2 - Campo de deslocamentos

A TFig. 2.2 apresenta as dimensoes e o sistema
de coordenadas correspondentes a uma faixa retangular pa
drao.

A forma geral da fungao deslocamento & dada por
um produto de polindmios e séries trigonométricas. Polind
mios que dependem de uma coordenada ao longo da direcao
transversal (x) e series que dependem de uma coordenada ao
longo da diregao longitudinal (y). O problema “bidimensio

nal a ser resolvido d = d(x,y) @& concebido como o produto
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FIG. 2.2 - FAIXA FINITA PADRAO.

de dois problemas unidimensionais d = El fm(x)-Ym. Conceil
tualmente corresponde a admitir-se umam;oluggo da equagao
diferencial basica (seja para placas, chapas, etc.) tendo
uma forma particular d(x,y) = f£(x)-Y(y), onde f(x) e Y(y)
sao fungaes apenas de Xx e y, respectivamente. Esta separa
¢ao de variaveis traz consequéncias apreciaveis na resolu
cao do problema, conforme se mostrara no desenvolvimento
tedrico que segue.

Com o objetivo de garantir a convergéncia a re

sultados corretos, algumas recomendacoes simples encon-

tram-se nos pardgrafos seguintes.

Condicoes de contorno longitu-

FRONTEIRAS dinais. az
LONGITUDINAIS w
para y=0 w=0 e =0

ENGASTE

FRONTEIRAS

TRANSVERSAIS

w = deslocomento ao longo do
eixo z

APOID

SHIMPLES

W

FIG. 2.3 - EXEMPLO DE FLEXAO DE FAIXA FINITA RETANGULAR.




A parte em séerie (Ym) da funcao deslocamento,
alem de ser regular, deve satisfazer "a priori" as condi
goes de contorno nas extremidades das faixas.

A parte polinomial da funcao deslocamento
(fm(x)) deve ser tal que possa representar um estado de
constante deformagao na direcao transversal (x). Se 1isto
nao for estabelecido, n3o ha nenhuma garantia de que a dis
cretizagao da estrutura em um nimero cada vez maior de sub
dominios levara ao verdadeiro estado de deformagoes e ao
consequente estado de tensoes.

Ao longo de frounteiras longitudinais comuns as
faixas vizinhas a funcgao d(x,y) deve satisfazer i compati
bilidade de deslocamentos (incluindo continuidade de pri
meiras derivadas parciais, além dos deslocamentos em si).
Isto se faz necessario para que as deformagoes requeridas
nas formulacoes energéticas permanecam finitas nas interfa
ces das faixas.

Uma discussao detalhada do problema da conver-
géncia pode ser encontrada na ampla literatura a respeito
do Método dos Elementos Finitos.

A ideia geral que se deve ter em mente & a de
possibilitar o aparecimento dos deslocamentos e deforma-
coes tipicos do problema analisado, bem como garantir que
a soma das energias potenciais das varias faixas constitua
uma aproximagao da energia potencial total, aproximacao es
sa crescente ao se aumentar o numero de divisoes da estru

tura e o nimero de harmonicos da série.

2.3 - FAIXAS UTILIZADAS

Cada problema a ser analisado contém, em si mes

mo, propriedades que lhe sao peculiares. Portanto, o tipo

da faixa a ser utilizada, bem como a fungao descritora do



campo de deslocamentos, dependem da estrutura a ser estuda
da e do tipo de anzlise que se deseja fazer (estatica ou
dindamica).

Admita-se que o problema a ser analisado seja o
da flexao de uma placa retangular simplesmente apoiada nos
quatro lados (Fig. 2.4.a)

Uma possivel discretizacao seria a indicada na
Fig. 2.4.b, o que leva naturalmente a se conceber cada fai

xa como simplesmente apoiada nos dois extremos (Fig. 2.5).

Y
L L L L L LI L . t
1tz I N Faixas
4
A
/ a
e
; 1y 21 3f..4 | .. Linhas nodais
/ A
7 /a — Ll §
a}Ploca retangular simplesmente b} Discretizagao
apoiada.

FIG. 2.4 - EXEMPLO BASICO.

i, ] —= linhas nodais do faixg I

W —— desiocamentos dos pontos da
superticie media da faina em
direcdo ortogonal ago seu plano.

FiG. 2.5~ FAIXA RETANGULAR TIPICA PARA FLEXAO.
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T
Uma vez que a fungao deslocamento d = T _f (x).Y
m=1]1 m i

e constituida de duas partes, uma polinomial, fm(x), e ou
tra em serie, Y » cabe determina-las com o intuito de en
contrar as primeiras pistas para a resolugao genérica do
problema.

A fungao de forma fm(x) € um polinomio associado

com os parametros nodais de deslocamento que podem ser,
neste caso, a flecha w e a rotagao elastica & = 3w/9x em
cada uma das linhas nodais (LN), perfazendo um total de

quatro graus de liberdade por faixa: dois na LNi e dois na
LNj (vide Fig. 2.5).

A parte em serie Ym(y) deve satisfazer as condi
¢oes de contorno nos extremos y = 0 e y = a.

Uma possivel adogao para a fungao deslocamento é:

§ [ 3x2 2x3 2x2 x3
d = ) (1- + —=—Yw. + (x- + == )6. +
m=1 p? po M booop2 i
2 3 3 2
3x 2x X X mmy
+ (75 - = )w. +(= - =—)86. L sen(—=
b2 b3 jm bZ b jm a
( f = w.
m im
Note-se que para x = 0 <
of
%n = %im
f = w.
m jm
e x = b |
of _
Gn T Yju
Y =0
m
e ainda que para vy = 0
Al
8y2 m
Y =0
m
e y = a /|
2
3°Y
( Z)m =0
ay
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© que garante a compatibilidade ate as rotagoes eldsticas
(na diregao transversal x) e o atendimento as condicoes

de contorno nos extremos longitudinais (direcao y).

im
L J
/'\
» Wi I
série
trigonométrica
i -
w:
im
w % wjm
z, )y
8im o
=]

jm

FIG.2.6 - CAMPO DE DESLOCAMENTOS PARA UMA FAIXA FINITA
SIMPLESMENTE APOIADA.

A tendéncia atual das pesquisas em andamento € a
de admitir procedimentos bastante gerais em relagao a esco
lha da fungao deslocamento, variando-se o nimero de linhas
nodais por faixa, os parametros de deslocamento em cada 1i
nha nodal, as condicoes de contorno nos extremos longitudi
nais e a forma da faixa, visando a adequacao geométrica e
fisica da faixa utilizada ao problema a ser estudado.

Tem-se trabalhado nao apenas com faixas retangu
lares, mas tambem com as paralelogrdamicas e circulares.

A partir do problema inicialmente analisado (fle
xao de placas retangulares) a pesquisa evoluiu para a
analise dinamica de placas, para o estudo de chapas e es
truturas outras que passaram a exigir a adocao de faixas

de comportamento misto e propriedades geometricas cada vez

mais complexas.
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2.4 - FUNCOES DESLOCAMENTO TIPTICAS

A funcao deslocamento pode ser reescrita da se

guinte maneira:

j s e Y e
d = [[c][c]” }Y= Y c | {83
m=1 ! 2 f5,10 ™ mdt Mk=1 K km
i=1, j=2 o cees (2.1)

onde

{Gk}m e o vetor dos parametros de deslocamento da LNk’

correspondentes ao m-esimo termo da serie.
[Ck] fungoes de forma associadas com {Sk}.
8 € o numero de linhas nodais da faixa (no exemplo

da figura 2.6, s = 2)

0s vetores [Ck] dependem dos parametros nodais a
dotados e da utilizagaode uma ou mais linhas nodais auxiliares

entre as linhas nodais que delimitam a faixa (técnica LNA).

Y € a parte em série, normalmente uma das solucgoes
m
da equagao diferencial da vibracio de vigas, cuja

forma geral e

- Hy Ly Uy uy
Y(y) = Slsen(7;)+82cos(7r)+S3senh( a)+54COSh( a)

.. (2.2)

com o8 coeficientes § S, e S, a serem de

S
1* 72 73 4
terminados a partir das condigoes de contorno lon

gitudinais.

Apenas como ilustragao sao apresentadas as fun

goes polinominais correspondentes ao exemplo utilizado no

item 2.4.
2 3 2 3
3x 2% 2x X
C ={(1- + ) o, (x- + )J
[ 1] b2 b3 b b2
2 3 3 2
_ 3x _ 2x X _ X
[C,) = [( 5 —7;) s (= b) J vee. (2.3)
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Y (y) = sen(&L) com S, =1 e §, =5, =958 =0
m a

(Vide Apendice I) el (2.4)

2.5 - 0 PRINCIPIO DA MINIMA ENERGIA POTENCIAL

A energia potencial total de um corpo elastico &

definida como

I =10, + U cees (2.5)

onde U, @& a energia de deformagdo e Up & o potencial das

cargas aplicadas.

0 principio da minima energia potencial re-

za que: "De todos os campos de deslocamentos continuos
que satisfazem as condigoes de contorno geométricas,
aqueles que també&m geram tensoes em equilibrio saon

distinguidos por tornarem minima a energia potencial
total" [13].

0 problema variacional, a que se chega impondo-
-se ¢l = 0, também admite solucoes numéricas aproximadas
atraveés da tE8cnica de Rayleigh-Ritz aplicada & andlise e-
lastica da maneira como se sintetiza a seguir.

A energia potencial total e calculada como uma
fungao dos parametros nodais, somando-se a contribuigao de
cada uma das faixas constituintes da estrutura.

Aplica-se, entao, o principio supra citado, cuja
formulagao matematica admite a forma

,

—

I3 @
% @
oA | iy
~ -

veww (2.6)




~2,13-

onde {S}m e um vetor dos parametros nodais em todas as 11

nhas nodais para o m-esimo termo da série.

(Vide Apéndice 1IT1)

2.6 - FORMULAGAO ENERGETICA DAS CARACTERTSTICAS DAS FATXAS

2.6.1 - Funcao deslocamento

A funcao deslocamento, de uma forma geral, po

de ser escrita

by {61
d = 2 [c ] [cy]... (6,04 -y =
m=1 .
’ m
Do
= Y - ) C {8, 1} ceen (2.7)
as1 ™ xoq [ k] k m
Lo )
d = N {61 = N {81} cees (2.8)
nly il (el m m=1 o 190
= [n} - {8} cee. (2.9)
2,6.2 - Deformagoes
Conhecidos os deslocamentos em todos os pontos

da faixa, e possivel determinar-se as deformacoes. Chamando

de B a matriz de deformacao, escreve-se:
{e} = [B] {87
r s
= 01 s - 18 ... (2.10)

m=1 k=1 m m



-2.14-

2.6.3 - Tensoes

O relacionamento entre tensoes e deformagoes &
dado pela matriz elasticidade [E]:

{o} = [E] {&} ceee (2.11)

Levando-se em conta que {e} = [B] {8} pode-se re
escrever a equagao (2.11) do seguinte modo:

{o} = [e] (8] {8} = [E] mzl kzl [Bk]m 8,1 .. (2.12)

2,6.4 - Energia de deformacao

Para um corpo elastico a energia de deformacio &
dada pela integral volumétrica:

U, =% HJ[ {37 {6} av e (21
v

Da equacao (2.10) retira-se que {E}T={6}T[BF que,

em conjunto com as equacgoes (2.11) e (2.13), fornece, para
Ugs @ expressao:

v = 5 [0 BT[] 8] 53 av e (2.14)
V .

Merece realce o fato da integral volumeétrica de
generar em uma integral de superficie ja que se estara tra

balhando com faixas bidimensionais, de espessura h constan
te.
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2.6,5 -~ Potencial das cargas

0 potencial correspondente as cargas superficiais

externas {q} e dado pela integral de superficie:

UP = - JJ {4t {q} da cee. (2015)
A
. ~ . T T T
a partir da equacgao (2.9) retira-se que {d} = {&} [N]

que substituindo na equagao (2.15) fornece:

v - JJ (637 [5)" (q} aa el (2.16)
A

2,6.6 - Energia potencial total

Como a energia potencial total N e a soma da e-
nergia de deformacao acumulada na estrutura e do poten
cial das cargas mnele aplicadas (H=Ud + Up)’ tem-se

para ela a expressao a seguir:

1=t JJJ (YT ()7 [E] [B] {6} av - JJ (3T(n]T{q} aa
A

v ceen (2.17)

2.6.7 - Minimizacao

Combinando as equagoes (2.17) e (2.6) encontra-

-5e:

g%%y= Jij (8] T [E] [B] {5} dv - Ji [N]T{q} da = {0}
(2.18)

ou ainda
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[rR] {8} - {F} = {0} ceve (2.19)

onde  [r]- m ()7 [&] [2] av . (2.20)

Vv
T
e [F] = JJ [N]" {q} da cee. (2.21)
A
[R] e a matriz de rigidez e {F} @& o vetor de cargas nodais.
A equacao (2.19) representa um sistema de equa
coes lineares cujas incognitas siao os parametros nodais
{&}.
Cheung [7] detalha a matriz [RJ mostrando que,

devido ao desenvolvimento em serie (Ym), ela tem uma apre-
sentacao um pouco diferente das matrizes de rigidez conse

guidas com a aplicacao dos elementos finitos.

_[R]11 [}, (®];, —
[R] = [x];, [Rlyy - [R],, cee. (2.22)
[R]rl [R]rZ [ ]rr
(] ., = JJJ [B]i [e] [B]_  av ceve (2.23)

e cada uma das submatrizes [R]mn,que depende dos harmoni- .

cos de ordem m e n da serie,se escreve:

[Riy] [Rya) oo [Ryg)]
[R]__ =|[Ryy] [Rop] -+ [Ry,] ceen (2.28)
Jéslj [RSZJ"' [RSS]_mn




-2.17-

onde (x50 = || B1 T 6] D] av L 2.25)

\

- » - " - - . - .
1,3 * 1indices que referenciam as linhas nodais i e j.

No posterior desenvolvimento tedrico mostrar-
-se-a que a complexidade da matriz |[R] diminuird i medida
. . - s - .
em que algumas particularidades fisicas e matematicas fo
rem introduzidas.
De modo semelhante, quanto ao vetor das cargas,

tem-se para o0 m-esimo harmonico da seéerie

[ [N]i {q} da ce.. (2.26)
A

Importante observar que a precisaoc da matriz [R]
e do vetor {F} cresce com o numero de harmonicos r que se a
dota para a serie e que a matriz [R], em geral, nao & sin
gular devido ao atendimento previo de condicoes de contor

no, com impedimento dos movimentos de corpo rigido.



CAPITULO 3

FLEXAO DE PLACAS RETANGULARES

3.1- INTRODUCXO

Dentro do escopo deste trabalho saoc adotadas as
mesmas aproximagoes da teoria classica das placas fimas que
permitem simplificar o problema, tornando-o bl!dimensional
[12].

0 estado de deformagao pode ser inteiramente des
crito pelos deslocamentos w dos pontos pertencentes ao
plano medio da placa na diregdo ortogonal a esse plano.

Condigoes de continuidade entre as faixas sao im
postas nao apenas nos deslocamentos w mas tambem nas suas
derivadas em relagao a coordenada transversal x

Escolhida a fungao deslocamento, sao estabeleci
das as caracteristicas da faixa utilizada de scordo com ©
procedimento apresentado no capitulo 2.

Sao estudadas apenas as placas retangulares orté
tropas, sendo os resultados confirmados por comparacao com

0s encontrados via outros metodos de calculo.

3.2 - FATIXAS USUAIS

Varios tipos de faixas tem sido utilizados no es

tudo da flexao de placas retangulares (Fig. 3.1).
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cﬂgvi

»

FIG. 3.1 - FAIXAS RETANGULARES USUAIS NO ESTUDO DAS
PLACAS E PARAMETROS NODAIS DE DESLOCAMENTO.

Basicamente as faixas podem ser diferenciadas com
relacao ao nimero de linhas nodais, niimero de graus de 1i
berdade por linha nodal e ds condigoes de contorno longitu
dinais.

A Tabela 3.1 apresenta as secoes transversais das
faixas, caracterizando-as em trés tipos, de acordo com o
numero de linhas nodais e os parametros nodais de desloca
mento em cada linha nodal.

Notar que a faixa B02 & dita de baixa ordem por
incorporar um total de 4 graus de liberdade, enquanto as
demais, A02 e A03, agrupam um total de 6 graus de liberda
de.

A Tabela 3.2 apresenta as secgoes longitudinais
das faixas, fixando os varios tipos a partir das condigodes
de contorno nos extremos longitudinais, a saber, apoio (A),

engaste (E), extremo livre (L).
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TABELA 3,1 - SECOES TRANSVERSAIS DAS FAIXAS

N? ©DE | GRAUS ©DE
IDENTIF. | LINHAS | LIBERDADE | CONTINUIDADE REPRESENTACAO ESQU'EMKTICA
NODAIS | POR L.N.
w l 1 X 2
BO2 2 ? Baixa Ordem O Q
ow — - | b .
% 1
W
aw 1 X 2
AQ2 2 3 o p Alta Ordem a8 ]
, | b .
3y T
ax?
J W 1 X 2 3
A03 3 2 {4, (| Alta Ordem o— . O
= bRy b2

TABELA 3.2 - SEGOES LONGITUDINAIS DAS FATXAS

Parte em série da funcao deslocamento.

- uy Uy Uy Ky
Y(vy) Slsen(a )+Szcos(:r)+S3sh(:;)+Shch(:r)

- O ’ - -
TDENTIFICAGR0 | CONPIGOES DE CONTORNO | pppprpepntacKo ESQUEMATICA
y=20 y=a
Y=20 Y =90 y
A-A 52Y/3y?=0 | 82y/ay?=0 £ . 2
= — y
AL Y =0 Y =0 ¥
3%Y/8y?=0 | 8Y/3y = 0 ﬁl ¢ -
Y =20 Y =0 3y K
E-E 3Y/3 = 0 | av/ay = 0 I . A
Y =0 87Y/3y?=0 y
E_L 3 3 3 . |
dY/3y = 0 | 3°Y/9y’=0 _ o .-
— 2 2_
A-L Y =0 3°Y /ay“=0 e g _
BZY/BYZ 83Y/ay3=0 _+ a *'_
-1 3%y /3y*=0 | 3%Y/5y*=0 ¥
3 /ay3=0 | 3%1/0y®=0 44 0




-3 .4

3.3 - ESCOLHA DA FAIXA

0 problema da escolha da faixa a ser utilizada
liga-se a dois aspectos basicos: continuidade e contorno,

que serao analisados separadamente.

3.3.1 - Continuidade

Dentre as faixas apresentadas na Tabela 3.1, a
primeira delas (B02) admite a continuidade de deslocamen
tos w e rotagao elastica transversal dw/3x em cada 1i
nha nodal. Os resultados alcangados na anilise de placas,
ao se utilizar tal faixa, tém apresentado as seguintes ca
racteristicas [6], [16}, [17}: valores precisos para os deslo
camentos w, descontinuidade de momento fletor Mx nas fron
teiras comuns de faixas adjacentes por causa da dependEE
cia em relagao ds curvaturas e residuos de momentos fleto
res MX em bordas livres. Os problemas citados (descontinui
dades e residuos) diminuem ao se aumentar gradativamente o
numero de faixas em que se discretiza a placa.

As outras duas faixas, mostradas na Tabela 3.1,
incorporam técnicas que permitem obter solugoes mais efi

cientes para o problema da flexao de placas [6], [3],[11].

Para a faixa A02 ha o estabelecimento de conti
nuidade de alta ordem nas fronteiras da faixa - em particu
lar, curvatura, alem de deslocamento e rotacao na direcao

transversal, Este procedimento conduz a solugoes mais acu
radas do problema e, apesar da introducao de mais um grau
de liberdade por linha nodal (em comparacgao com BO02), a
mesma precisao de resultados pode ser alcangada com um me
nor esfor¢o computacional, por ser possivel a redugao do
numero de faixas utilizadas, o que conduz a um sistema de
equagoes lineares de menor ordem [18] [11]. Entretanto a
imposigao de curvaturas iguais nas linhas nodais comuns a
faixas contiguas & inconveniente para as placas em que

ocorre variagao brusca de rigidez na direcao transversal.
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A faixa AO3 apresenta uma linha nodal auxiliar
{(tecnica LNA) entre as duas perifericas. Esta tecnica tam
bem possibilita uma solugao refinada de aplicacao geral e
sem o inconveniente de introduzir condicoes de compatibili
dade estranhas ao problema considerado, nas linhas nodais
pertencentes a duas faixas vizinhas, no caso de bruscas va
riagoes transversais de rigidez. A introdugao de dois para
metros adicionais (em relagcao a BO2) e contornada eliminan
do-os, por condensagao estatica, antes da montagem das e
quagaes de rigidez para a estrutura global, o que reduz so

bremaneira, a ordem do sistema de equacgdes lineares.

3.3.2 - Contorno
Dentre as faixas cujas secoes longitudinais es
tao representadas na Tabela 3.2, as tres primeiras (A-A,

A-E, E-E) tem sido utilizadas para a analise estatica, des
tacando-se a faixa A-A por possibilitar o tratamento indi
vidual de cada harmonico da série (conforme explicacao a
ser dada no item 3.4). Na analise dinamica todos os seis
tipos tém sido utilizados pelos diversos pesquisadores do
Metodo das Faixas Finitas.

Optou-se, neste trabalho, pela faixa A03 na con
dicao de apoio simples nos dois extremos longitudinais
(A-A) pelos motivos relacionados a seguilr.

Secao transversal AO3 porque produz solugoes
mais acuradas do que B0O2, sem os inconvenientes relaciona
dos no item 3.3.1 e devido a vantagem de que AD3 acopla
duas faixas BO2, sem o incomodo de dobrar o nimero de para
metros nodais a serem utilizados nas equagoes de rigidez
da estrutura global.

Secao longitudinal A~A por causa da vantagem da
analise individual para cada harmdnico da série e a opcao
de simular a continuidade da estrutura atraves de um proce

dimento simples, K exposto no capitulo 6.



-3.6-

3.4 - FATXA A03 RETANGULAR, SIMPLESMENTE APOIADA

2

’,“‘/

w . deslocomento dos pontos do plano medio
(x,y) do placa, ortogonol ¢ esse plano

{o0 longo de z )

FIG.3.2 - FAIXA A03, SIMPLESMESTE APOIADA

3.4.1 - Fungao deslocamento

A faixa considerada (Fig. 3.2) apresenta dois

graus de liberdade (GL =2) em cada linha nodal, que pode

mover-se na diregao do eixo z (deslocamento w) e girar em

torno do

graus de

eixo y (rotacao 0), perfazendo um total de seis
liberdade para toda a faixa.

A fungao deslocamento pode ser escrita (vide e

quacao 2,1):

onde

(¢, ]

m=1 m=1 k=1
cee (30D
[(1-23 x—2+66 —X—i-68 ﬁ+24 ii)
B2 b3 b b
2 3 4 5
(x-6 Z-+13 X -12 Lo X ]

b b b




[ X2 XB 4
[c,] =] (16 =5 -32 =5 +16 =) ,
2 bz e b4
X2 X3 X4 X5 J
(-8 Z—+ 32 2 - 40 2=+ 16 )
b2 b2 b4
Co| = | (7 —5-34 —+52 —-24 =) ,
[ 3 b2 b3 b4 b5
X2 X3 Xa X5
(- =—+5 —=-8 —+4 ——)J
b bz e b4
~ r w
{6}m = {6l}m - wl
{62}m 81
{63}mJ WZ
E)2
Y3
e3
m
ow
b = 5%
- - T 2Zm 3w mm
Y (y) = sen(o_y) Q= g s o srres T

cees (3.2)

Com a utilizacao desta fungao deslocamento fica
garantida a compatibilidade de deslocamentos w e suas pri
meiras derivadas 3w/3x = 0. A superficie deformada apresen
ta primeiras e segundas derivadas centinuas ao longo do do
minio de cada faixa. A espera de uma soluggo convergente
e confirmada pelos exemplos numéricos extraidos da biblio
grafia consultada e os exemplos processados durante o de

senvolvimento deste trabalho.
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3.4,2 - Deformagaes

De acordo com a teoria classica das placas [13] a

relacao entre deformagoes e deslocamentos & dada por:

2
{€}=Je ] = j-zaw}
X 2
3x
£
y
Xy‘ ay2
2
22 %}%; e (3.3

Combinando as equagges (3.1) e (3.2) encontra-se:

o [n]

r r
{E} = Z z - “-*BXT {ﬁ}m = Z [B]m {5}

(3.4)

X3y |

Determina-se [B] fazendo as derivacgoes apro
- °

priadas em relacao a x e y, apresentadas na equacao (3.3).

Adotando [B]m = z[B*Jm veas (3.5)

e possivel escrever:
[8%] = | -[c"]¥ -[c

m 1 mn

2cy] ¥ 2[es] v 2{fcy ]yl | ... (3.6)




[©3]

(€}

3

[€1]

(€2
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sen(amy)
BY _
TET = g cos(amy)
azym
= - sen{a_y)
8y2 m
a[cl] . 2 3 4
: = [(—46 Zor198 Zo-272 2o+ 120 2
X b2 b3 b4 b5
X X2 X3 X4
(1-12 =+ 39 25 -48 Z_+ 20 ———»)J
b D2 o3 b
a[c] 2 3
21 X X
= [(321)— 96 b3+64 =)
b4 X2 X3 X&?
(-16 2+96 XZ_-160 *_+ 80 '"“)J
b ) b3 iy
B[C 2 3 4
3X3] = {(14 12—102 X—3+ 208 %—120 X—S)
b b b b
X X2 X X
(=2 =+ 15 =5 -32 ==+ 20 = J
b b2 b b
2
3% e, | 2 3
——2-1— = [(— %+ 3196 %-816 x—4+480 X5) ,
9 x b b b b
2 3
(- %*78 Xo- 144 T80 X
b b b =
5% (¢, ] . 2
2 - [(%-192 <192 X,
ax b b
2 3
(- 22+ 192 X 480 X+ 320 X—4)J
b b b

]



-3.10~

2
9]¢ 2 3
[cy] = _%ﬂ= (-1-%—204 %+624 %—480 -X—S),

ax b b b b
2 X x2 x3

(- =+ 30 —=-96 =— - 80 ——)J ceee (3.7
b b2 b3 b4

3.4.3 - Tensoes

O relacionamento entre tensoes e deformacoes de-
pende das propriedades do material que constitui a faixa.

Para faixa ortdtropa pode-se escrever [12}:

{cg} = [E] {e}

J r E_ EX.\)y ]

% - T-—v .9 1-V .V 0 “x

X y X y
Ey'vx Ey
o) — — 0 €
vy 1—UX.Uy l—vx-vy v
0 G . 3.8
Txy | 0 J ny ( )
onde:

EX,Ey sao os modulos de elasticidade longitudinais

nas direcoes X e y

G e o modulo de elasticidade transversal
VsV sao os coeficientes de Poisson associados is di
regoes X e y
No caso de isotropia basta fazer Ex= Ey= E,
Y o=V =V e G = E/2(1+v)
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3.4.4 - Matriz de rigidez

A matriz de rigidez pode ser,agora, deduzida com

binando-se as equagoes (2.23), (3.4), (3.6) e (3.8).

R = [ e 7 (2] 2 (5%] av -
mn 3 m o
v
2=+ 3
U7 el
= ! [8*] 7 [&] [8*] 2%dz da =
J h m
A Z=—§
(1 Z=+"}zl
= JJ B*Ji {EJ[B*]H( f zzdz) dA pois [BWJ;‘T;1
A z=—%
e [B*]n nao sao fungoes de z.
3 3
1T h 1T h *
[R] = ” [B Jm [h:J[}i;”‘]n 17 da = ” [3%]  1[E][B ] dA
A A
= ” [B*]:] [D][B*Jn dA cees (3.9)
A
onde: _
[D] = FDX D, 0
Dl Dy 0
0 0 D vees (3010
L Xy |
3 3 3
. N E_+h . vyEXh vXEXh

x  12(1-v v ) 1 12(1-v v ) 12(1-v v )
Xy Xy X'y
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Ey'h3 G'h3
Dy = 1—2(-1—:_-\)}(\)_)7) ny = —Tz— ‘e (3-11)

Quatro tipos de integrais em y aparecem na equa
cgao (3.9), e elas sdo compostas por produtos de funcoes or

* - - - ~
togonalis no dominio de imntegracao:

a a 0 param # n
[ YmYndy = [ sen(amy)sen(any)dy =
o 0 £ param = n
7 p
a a 0 para m # n
mwon 2 2

[ YmYndy = J (—am)sen(umy)(—un)sen(any)dy = &4a

0 o m =

—— param = n
2
a a 0 param # n
1 T
( YmYndy = J umcos(amy)ancos(any)dy = J uZa
(8]} o .—m =
>~ param = n
a (a 0 param # n
" 2

J YmYndy = sen(amy)(—&m)SEU(@nY)dy = uza

Q Q _ mm =

5~ param =

Constitui uma particularidade notavel o fato de
as integrais que dependem simultaneamente de harmOnicos di
ferentes da serie se anularem, pois, dessa forma, torna-se
possivel resolver individualmente o problema para cada um
dos harmonicos e depois promover a soma total que fornece
ra a solugao finmal. Além disso, ao invés de se resolver um
sistema de r x N equacgoes lineares, onde r & o numero de
harmonicos e N o nlmero de parametros nodais envolvidos
nas equagoes de rigidez para toda a estrutura, o problema
reclama a solugao de r sistemas de N equacoes lineares, o
que significa reducao expressiva no tempo de processamento
e na utilizacao de memdoria do equipamento eletrdnico empre

gado. Computacionalmente, o que se faz & resolver, sucessi
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vamente, cada problema do tipo R {8 = {£} .
mm o m m

A matriz de rigidez [R|, simplificada, no presen

te caso, adquire a forma apresentada a seguir

] = (&), (o] ]
[®],,
o] Rl | L G
onde cada submatriz [R|  correspondente a uma faixa, e

conseguida realizando-se a integracgao da equacdo (3.9), &
dada na Tabhela 3.3 [6].

TABELA 3.3 - Matriz de rigidez para a faixa A03, simples

mente apoiada (placa)

- _ y
g, T
1 T
|
_ . - !
{RJmm = R2 R7 Simetrica |
i
¥im | ¥am |¥am
R3 R8 Rll hd |
IeIrn :GZM 93 m
R4 R9 0 R12 l
|
- _ mL; l —— X
R5 R6 R3 R4 R1
b/2 ' bh/2
Re Rig Rg Ry Ry Ry |
onde,
3
R = 5092 B + 278 C + 523 b D + 278E R = 332B + 2bC . 2b7D . 2bE
1 35 b3 105 b 3465 105b 7 35 b 45 3465 45
L2 2
R. = 11388 + 59C + 195D + 13E R =- 1288 _ 8 C + 2bD B8 E
2 2 105 2310 210 8 2 105 315 105

35 b 5>b
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o L5128 _ 256C _ 4bD _ 256F o o 64B _4bC _ boD _ 4bE
3 5 b3 1056 63 1056 9 b 315 1155 315
2 3
R = 3848 + §E _8b'D + §E_ R - 38B _ bC _b°d _ bE
4 7b2 21 693 21 10 35b 126 4620 126
R oeo 15088 _22¢C + 131bD _ 22E R _ 1024B . 512C + 128bD + 518E
5 3 105b 6930 1056 11 3 105b 315 105b
35b 5b
2 3
R = 2428 _Cc _ 297D _E R N 256B + 128bC + 32b7D + 128bE
6 35b2 76 13860 70 12 7b 315 3465 315
em aue,
a DX a ui Dy
B == D= 3
C = a @2 D E = 2a az b
m 1 m Xy
m T
a=
m a
3.4.5 - Curvaturas e momentos

Para se determinar o vetor de curvaturas {¥} em

cada ponto da faixa basta fazer uso de sua definicio [13]:

{x}=J-X L: J_g_ﬁ;l

X X
_ _ 3%w
Xy ayz
3%w
Xy 2 573 e (3.13)
XYy

Analisando as equagoes (3.3), (3.4) e (3.5), conclui-se que:

T
{xr = ) [B%]_ (8} cev. (3.14)
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A matriz [D] (eq. (3.10)) multiplicada pelo vetor
das curvaturas {y} fornece o vetor dos momentos {M} [12].
Esta operagao desenvolvida fornece a equacido que permite
determinar {M}:

{M} = [p] {x} = [p] cee. (3.15)

H r~3r
=
Sk
e
(=2
—

3.4.6 - Forgas cortantes

Partindo~se das expressoes da teoria classica das

placas [lZ]escreve-se:

{v} = v,

»
™
g
@
w
%

%3

Vv 0 D 0 H ax
y y Xy

@
S

... (3.16)

onde VX e V_ sao as forgas cortantes por unidade de compri
mento ao longo de x e y, respectivamente,e ny = 2DX +D1.

¥
Levando-se em conta que

{w} =

Il e~—11

3
v kzl [ck]{sk}m

m=1

pode-se reescrever a equacao (3.16) da seguinte forma:
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3

i ] H m H|
Vel = 7| 0 H 0 m£1 kzl Yy oo lor] 6.}
ve,]
v, 0 D, 0 Hy
: ~ v (o]
] voofer] | (31

onde Y ., Y' , Y', [C ], [cﬁ

em itens anteriores e

},[C;] ja foram apresentados

3
o _
Ym umcos(amy)
396 X2
{c;ﬂ = {(_7? - 1632 T + 1440 %,
b b b
2
(Z% - 288 X+ 240 EZ)J
b b b
192 x 192 x?
[ey] = [(- =5+ 384 ), (5 - 960 3% + 960 ~)
b b b b b
204 2
eyl = [(— =+ 1248 5 - 1440 )
b b b
2
(+ 29 _ 197 X+ 240 EZ)J
b b b
3.4.7 - Vetor das cargas nodals (Acoés nodais equivalentes)
Para o calculo do vetor das cargas & aqui utili

zado o procedimento direto sugerido por Loo e Cusens [4],

que considera o carregamento superficial {gq} real,

senvolve-lo em série de Fourier,

integrando-o sobre a

sem de-—

re—

giao em que ele atua.

como a representacao
fornecende base para

carregamento,

Tal procedimento pode ser considerado
"exata'" das cargas aplicadas na faixa,

o tratamento de todas as formas de
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0 calculo & feito a partir da equagao (2.26) que

pode ser organizada da maneira como se segue:

y=a x=b
), -] J [5))g 1 fadaa = | J J[clf-’ Y _{q}dxdy
[w,]* T [c,]"
A [C3JTJ .. (3.18)

Cinco situagoes sao aqui analisadas.

a) Carga parcialmente distribuida em um retangulo

Substituindo-se em (3.18) os vetores [Ck]T a
parte em série Y da fungao deslocamento e lembrando-se
que, neste caso, q(x,y) = qz, constante no seu dominio de
integracao (xl £ x & Xy 5 ¥y £y < yz), chega-se a

¥y2 X J X2 3 4 5 ]
{F} = 1-23 =5+ 66 2o -68 X+ 24 X 1 g% sen(a_y) -dxdy
m 2 3 4 5 m
] b b b b
1 7%
x2 <> x4 x5
X‘6F + 13 —~2-—12 —3+4-—4
b b b
x2 x3 x4
16 =5 - 32 =— + 16 =~
b2 b3 b4
x2 x> o <>
-8 — + 32 5 -40 =+ 16 =
b b2 b3 b4
x2 x3 x4 x5
7 X o34 X 452X g4 X
b2 b3 b4 b5
x2 X3 X4 XS
- ?+5b—2"8 ;‘E+4b—5 J
X
2 Y2
= qz- {...} dx- sen&xmy) dy e (3.19)
*1 "1
que integrada fornece a seguinte expressao para 0 vetor

das cargas nodais:
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(F}_ = q° J [e]7]  ax J Y dy
x y b
1 T 1 _F"“““1
[c,] "
[03]1' LT
ql -
23x3 33x°  68x°  4x° ¥ 7
Fla= { %~ —2* e, e gt o
o o gp? 233 sp B o _— 0
¥, X
¥
x2 Zx3 13x4 12x% 2x6 !
e _ L, o + 2
2 b ) 7
4b 5b 3b 1 ,“l'
16x3 8x 1635 h z
o _ o ., o 1 Hﬂq .
3p 2 B3 sp4 _1_!:: x
3 4 5 6 1
Sxo 8x° 8xo on 1
- + +
3b b2 b3 3b
x> 17 52%°  4x°
o _ o 2% M FIG. 33 - CARGA PARCIALMENTE
3!:'2 2b3 5b4 b5 DISTRIBUIDA .
x3 Sx4 st 2x6
- _0 + Q - o ¥ o (.3 20)
3 e s gt
¢} n n
onde C_ =lcos(a -cos e = -
m [ ¢ myl) (amy2) ] /OLm *o ) *1

b) Carga uniformemente distribuida em toda a faixa

Basta fazer no caso anterior x

{r}
m

!

1

2
| a
7b/30 a_ [1--1)7]
m
b2 /60

8b/15

7b/30

-b2/60 (3.21)

=0, x2=b, y1=0 e y,=a

x

q!
A
"
FiG. 3.94- CARGA UNIFOCRMEMENTE

DISTRIBUIDA EM TODA
A FAIXA,
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c¢) €Carga linearmente distribuida

c.1) Distribuigao ao longo de um segmento de reta

para

lelo ao eixo x

Tambem e possivel
de se deduzir a partir do ca

so (a) fazendo-se

Z zZ
Y, = ¥ + Ay
e {F} = lim {F}(®
m Ay+0 m

Resolvendo-se o

limite proposto chega-se a

—

Y, v

T

FiG.35~ CARGA LINEARMENTE DI
TRIBUIDA PARALELAMEN-
TE AO EIXO0- 12,

s
¥

-

23x§ 33xi 68x2 4xg ]
{r} = ¢ x - + - + Q .senfo_vy.)
m o 3b2 2b3 5b4 b5 m’ 1
xg 2x§ 13Xi lei 2x2
- - + - +
2 4b2 55 3pt
165> 8x"  16x°
o _ o . o
b2 b3 5p %
8x2 8x2 8x2 8xg
+ - +
3b b2 b3 3b4
7x3 17x% 52x 4x6
o _ o . o _ o
3b 2b3 5b4 b5
xg 5x 8x2 2xg
— —— - + -« . (3-22)
3b 4b 5b3 3b4 J
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c.2) Distribuigao ao longo de um segmento de reta para

lelo ao eixo v

Partindo-se do caso {(a) basta fazer

Q" = ¢ (XZ_Xl) s X, = xl+Ax
. . . a
e tomar o limite {F} = 1linm {F}( )
m f_\. O m
Resolvendo-se o limite proposto encontra-se
¢ y b
23x% 66z 68x’  24%7
1 1 1 1 z
Im = 4 -+ L EE y
b b b b
6x2  13x3  12xY  4x T o N
K, - -—:'I-'- + 1 - 1 + _1
1”7 L2 53 %
{F}, =9 16x% 321;% lﬁxi' , Y, s
b? R
% .u_-l
8x>  32x°  40x*  16x° 1 —
1 1 1 1 -
- — - +
) 2 3 4 ot
b
h'Lri::-"
X0 3k 52kt 2400 ¥ }
_— - s + 1 - z
b? b2 b b .
2 4 4 5 | FIG 3.6 - CARGA LINEARMENTE
Xy 5%] 8x;  4x) DISTRIBUIDA PARALELA-
e A i I S (3.23) MENTE AO EIXO- y .
b b b |
onde C_ = o - o O
w - fees(a y.) - cos( myz)]/ o

d}) Carga concentrada

Utilizando procedimento semelhante aos apresenta

dos em ¢) deduz-se o wvetor de cargas para esta situagao de

carregamento.
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[ 23x§ 66x>  68x*  24x
1- . 1 1, .
= b2 b3 b2 bs b c sen(amyl) b
' _
6x§ lsxf 122} 4x] |
xl- —""b— + = gl - 3 + A
b b b
2 W
16x1 ) 32x1 . 16x +c
b2 b3 b‘. * [}
y
axf- 32xf 40x> lox> !
- —2 4 - +
3 ) 3 X .
722 3uxd szt aux v
— - e S i
2 3 4 5 h —_1
b b b b T {
} 4
xz 5K3 Sxa 4x5
N _3L - 1,1 cee. (3.28)
by A ] FIG. 3.7- CARGA CONCENTRADA .

e) Momento distribuido nas linhas nodais

Neste caso a expressao (3.18) deve ser reescri
ta do seguinte modo:
y:a X=b
[ T 9
]
{r} = (€] Y M7} dxedy ... (3.25)
v=0 ‘x=0
{ v, T
[Ca]
1, T
[C3]

- 3|
porque o carregamento agora € um momento (M} e, portanto,

para o calculo do potencial das cargas & necessario multi
plicar cada momento pela rotacaoc 6 = dw/dx, donde o apareci

mento das derivadas primeiras [Cé]T

.

Realizando as derivacoes expressas em (3.25),che

ga-se a:
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vy=a x=b
(F} = lo_hex 198x2 _ 272x° N 120x4
" Joo _ b2 B3 b4 b
y=0 ‘x=0
1- 12x 39x2 _ 48x3 ZOX4
b b2 b2 b*
32x 96X2 64x3
b b2 =
_ lex , 96x° _ 160x> . 80x"
b 2 03 b
14x _ 102x° | 208x° _ 120%"
b2 B3 b2 b’
_ 25 + 15x2 _ 32x3 ZOX4
b 2 3 7z

J

. sen(umy)-{Me}dxdy

(3.26)

Com o momento distribuido na linha nodal 1 (x=0)

da faixa,

com taxa constante Me,

em integral simples e o vetor de carpas &:

(
7, -

onde C_ = [cos(umyl) - COS(ﬂmyzﬂ/am

a integral dupla degenera

No caso de se ter distribuigao ao longo de toda

a linha

crever:

nodal basta fazer yl=0 e y,=a e, entao, pode-se es
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3]
- J M m
{F}m— 04 &*;[1—(‘1) ] ,———-h
¥
1 i
-
0 4 W
! ™
: ™
0 N
y, T 0
0 el (3.28) RN
: K
N
8
na ¥
s L3
h ————a—
T
%
FIG. 3.8 - MOMENTO DISTRIBUIDG
EM LINHA NODAL.




CAPITULO 4

ESTUDO DE CHAPAS RETANGULARES

4.1 - INTRODUGAOQ

Neste capituleo sao estudadas as chapas retangula
res dentro das aproximagoes comumente adotadas nos proble
mas da elasticidade bidimensional [20}.

Basicamente o estudo se desenvolve para o estado
plano de tensoes, sendo possivel a passagem ao estado pla
no de deformagoes atraves de alguns artificios simples mna
manipulagao dos parametros elasticos do material consti
tuinte da chapa,

0 campo de deslocamentos fica definido por u e
v, deslocamentos nas direcoes dos eixos cartesianos orto

gonais X e y, respectivamente (Fig. 4.1).

PLANO MEDIO

FIG. 4.1- CHAPA RETANGULAR TIPICA.
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Sao consideradas apenas trés componentes de ten

sao edeformacgao, no plano xy.

Na parte em série do campo de deslocamentos uti
liza-se, no atual trabalho, Yrn e a sua primeira derivada
em relagao a vy, Y%. Isto & feito baseado na teoria dos pe
quenos deslocamentos para as vigas em que subsiste a rela

cao v = x- (3u/dy) (Fig. 4.2).

a
Pea———" —1—
_____ e ] b
p-t¥
.
I
X,u o >
Oy
u Y Q

FIG. 4.2 - TEORIA DOS PEQUENOS DESLOCAMENTOS.

Fica evidente que, ao se discretizar uma chapa
em um numero cada vez maior de faixas, o modelo se torna

mais representativo devido a reducao da razio b/a.

4.2 - FAIXAS USUAIS

De modo semelhante as placas, no estudo das cha
pas varias faixas tém sido utilizadas, sendo que a diferen
ciagao entre elas também se faz através do niumero de linhas
nodais por faixa, nimero de graus de liberdade por 1inha

nodal e condigoes de contorno longitudinais.
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-3
4%

2 \ \
‘ %
o

o+

LINHAS NOGAIS

FiG.4.3 - FAIXAS RETANGULARES USUAIS NO ESTUDO DAS
CHAPAS E PARAMETROS NODAI!S DE DESLOCAMENTO.

4.3 - ESCOLHA DAS FAIXAS

0 problema relativo a escolha da faixa nao sera
desenvolvido com detalhes, como se fez para as placas (i~
tem 3.3), pelas razoes gue se apresentam a seguir: as con

sideracoes sobre a escolha da faixa sao analogas as apre

sentadas naquele item; como o produto final do presente
trabalho & o estudo das pontes de segao celular, algumas
faixas devem ser capazes de vefletir comportamento misto

(placa e chapa), o que leva a escolha daquela que incorpo-
ra a técnica LNA (linha nodal auxiliar), na condigao de a-
polio simples nos extremos do vao.

Portanto, a faixa escolhida & de 3 linhas no-
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dais, com dois parametros nodais de deslocamento (u e v)

cada uma, que se passa a chamar A03, A-A para que se mante

nha a mesma nomenclatura do capitulo anterior.

4.4 - FAIXA A03 RETANGULAR, SIMPLESMENTE APOTADA

FIG.44 - FAIXA AO3, SIMPLESMENTE APOI!ADA.

4.4.1 - Funcao deslocamento

A faixa adotada (Fig. 4.4) apresenta dois graus
de liberdade em cada linha nodal, que pode mover-se na di
regcao do eixo x (deslocamento u) e na direcao do eixo vy
(deslocamento v), perfazendo um total de seis graus de li
berdade para toda a faixa.

Escreve-se a fungao deslocamento nas formas se

guintes (vide equagoes (2.7), (2.8) e (2.9)):

r
{a) = [u) = [w]i&} = § [n] {8} -
m=1 m m
v
r
=m§1 Clsen(amy) Q Czsen(cxmy) 0 C3sen(ozmy) 0
0 Clcos(umy) 0] Czcos(umy) 0 CBCOS(@my)

L (ALD)
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onde

2
3x 2x
c, = 1- 2% 4
1 b b2
C =£—i¥i
2 b b2
2
X 2x
C, = - 2 4
3 b b2
@ - ey ) - |l
{62}m vy
{53}m u,
.
k!
v, u
@ =L 22 3o ceen (4.2)
m a a a a

0s exemplos numéricos apresentados na bibliogra
fia consultada, bem como os processados pelo autor durante
© desenvolvimento deste trabalho, tém apresentado solugoes
que convergem rapidamente, avalizando a utilizacao da fai-

Xa €em questao.

4,4,2 - Deformacoes

0 relacionamento entre deformacoes e deslocamen-

tos [20] e dado por

5 T
{e} = JEX l = J% ]» = ) [B], (s}
m=1
. o
y oy
Ju av
'ny 5—};4‘ *g; “ e (4-3)
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Promovendo-se as derivacoes apropriadas em rela

¢ao a x e y determina-se {B]m

[BJm - Cisen(umy) 0 Césen(amy) 0 C;sen(umy) 0
0 -clumsen(amy) Q —Czamsen(amy) 0 -clumsen(umy)
Clamcns(umy) Cicos(amy) Czacos(umy) Cécoa(umy) C3amcoa(amy) éécos(umy)
. (6.8)
onde
ac
¢! = 1 _ 3 + bx
1 = 3x b 2
b
ac
C' = _..._._2 - 4 — §.§
2 3x b 2
* b
oC
C' = —3 - l + .&35
3 dx 2
b
4,4.3 - Tensoes

A matriz [E] que relaciona tensdes e deformacgoes
depende das propriedades elasticas do material constituti
vo da faixa.

Para uma faixa ortdtropa [20] a matriz [E] e a
mesma apresentada no item 3.4.3.

Assim:

{o) = [g] - {e} = [E]

It~

(3] (8} ool (4.5)

m=1

4.4.4 - Matriz de rigidez

Deduz-se a matriz de rigidez a partir das equa-

¢des (2.22), (4.3) e (4.5).

e ([T Lo = [T (1T (e8], o

v A z=-h/2



T ~ ~ ~
Como {B]m e [BJn nao sao funcoes de z, a expres
sao da matriz de rigidez pode ser reescrita do seguinte mo

do:

z=+h/?2
[R]mn = f[ [B]; [E] [B]rl dz dA
A z=-h/2
[R] - ” 8] [&] [5] aa e (5.6)
A

Tres tipos de integrais em y aparecem em (4.6),
com integrandos constituidos por produtos de fungoes orto

gonais no dominio de integracgao:

a
f sen(amy) sen(amy) dy I 0 para m # n
0

para m = n

[NS1R

cos(amy) cos(umy) dy para m # n

—
© i)
1l
<

DS

para m = n

]
o

a
L cos(amy) sen(amy) dy

-

Cabem aqui consideragoes semelhantes as que fo
ram feitas no item 3.4.4, sobre a possibilidade de resol
ver individualmente o problema para cada um dos harminicos
da série e depois promover a soma total.

A matriz de rigidez adquire a seguinte forma

®] = [ (=], o] ]

(0] [R] _ ceee (407D



Cada uma das submatrizes [RJmn,correspondente a
uma determinada faixa, deduzida a partir da equacao (4.6)

€ apresentada na tabela 4.1 [5][6].

TABELA 4.1 - Matriz de rigidez para a faixa AO3, simples-

mente apoiada

Y, v
R =[R i T
[ ]mn 1 simetrica 1 T
|
R2 R7 !
|
R3 RS R11 a uim:UZm Usm
I
RA R9 O R12 vlm IVZm Vim
|
_ - |
R5 R6 R3 R4 R1 |
I T N
] R6 RlO —RS R9 —R2 R7J |
b/2 b/2
Ja ab ai ab ai 7a
onde Rl='~6*—_EA+—“TS—D R7=“-TB+ED
a o a o
Ry =% C-—5—0D Rg = “Ry
4a ab ai ab ai 4a
Ry =~ 35 A+——3g D Rg = 35— B-33 D
a o a um ab ai a
Ry =73 C+-—3—0D R10™ — 60 B*egp D
a 8a 4ab am
R5 = o A - ab o~ D R11= 35 A+ 15 D
a o a am 4ab dm 8a
Re =~ 7 C~ —5 D Ri2® =15 B+ 430

em que,
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h - EX
A= ot C = v A=V -3
Xy
h E
B = b D=nh .¢
I-v v
X y
meT
a =
m a
4.4.,5 - Vetor das cargas nodais (Acoes nodais equivalentes)

Calculado de maneira analoga a apresentada no
item 3.4.7, a partir da equagao (2.26), que pode ser rees

crita da maneira como se segue:

" {qt da oo (4.8)

Devido a grande semelhanca nas integracoes da e
quagao (4.8) em relacao 3s desenvolvidas no item 3.4.7,
para as placas, sao apresentados, a seguir, apenas os re

sultados obtidos para varios tipos de carregamentos,
a) Carga parcialmente distribuida em um retangulo

a.l) Diregéo do carregamento paralelo ao eixo x
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¥a¥
t N
[
{F}m * % b * 2 q Cm
3b )
0 o q
532 "
0 %
x2 2x3
- E‘E + _.._.% X -X_.’I.‘l -
3b Xa
0 veen (4.9) ____.Ib
) FIG. 4.5 - CARGA PARCIALMENTE DIS-
_TRIBUIDA PARALELA A x.

onde Cm =[cos(amy1)—cos(amy2ﬂ/am

a.z2) Diregﬁo do carregamento paralelo ao eixo y

fy'v
- aY
{F}m 0 Q’.5_
2 2x)
X - + — q°
o 2b 3b2 R Ba—
2x2 ﬁxB
o _ ¥,
b I ,
0
- * oo o
xi 2);2 I,2 ’
- — "_”_"1
PR cens (4.10) b
FIG.4.6 - CARGA PARCIALMENTE DIiS-
TRIBUIDA PARALELA A y.
n n n
= — e = -
onde §_ [sen(amyz) sen(amylﬂ/um X x, X,

b) Carga uniformemente distribuida em toda a faixa

Neste caso apenas interessa a direcao de carrega

mento paralela ao eixo x, pois sendo paralela ao eixo y, o

vetor das cargas torna-se identicamente nulo.
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FIG 4.7 - CARGA UNIFORMEMENTE
DISTRIBUIDA EM TODA A
FAIXA,PARALELA A x.

c) Carga linearmente distribuida

c.1) Distribuicdo ao longo de um segmento de reta

paralelo ao eixo y

Carregamento paralelo ao eixo x

-~ ”"
2
3x 2x
{ = J -1, . o¥ x
F}m 1 5 + 3 0 . Cm _ Q
b —
0
2
*'Oxl _ 4x , o
L -
0 ’.
2
S B R
b bZ I"""—'—t‘;-! X,
0 J rre (4-12) IEiG 4.8~ CARGA PARALELA A0 EIXO x
LINEARMENTE DISTRIBUI DA
AO LONGO DO EIXO y .

c.2) Distribuigao ao longo de um segmento de reta

paralelo ao eixo x

Carregamento paralelo ao eixo y
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<2 2x3 FIG. 4.9 - CARGA PARALELA AO EIXO
-2 — veee (4.13) y LINEARMENTE DiSTRIBUL
2o g2 ‘ DA AO LONGO DO EIXO x.

c.3) Distribuigﬁo ao longo de um segmento de reta

paralelo ao eixo y

Carregamento paralelo ao eixo y

'!':'
- -q7.
{F} ( o Qs
3Ix 2x2 :
1 1
-t T o,
_ ' .
0 h ‘
2
4‘.‘(1 . Qxl ,'
b b2 —_— 1
X, np
0 : b
x 2x2 v
N S (4.14) | F16-940—CARGA PARALELA AQEIXO y
) L2 T e LINEARMENTE DISTRIBUIDA
- AO LONGO DO EIXO y -
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c.4) Distribuigao ao longo de um segmento de reta

paralelo ao aixo x

Carregamento paralelo ao eixo x

[ 3x§ 2x2 x tw
{F]‘m = LTS + ;;bj .Q .sen(amyl)
0
X
2}(2 4}(3 * —v-—E-——u-
—_° - o o
b " )
. e LR
1
2 3 x Y
S, P P4,
26 T .2 b
0 e (4.15) FIG.4.11 — CARGA PARARELA AO EIXO ¥
- ) . LINEARMENTE DISTRIBUIDA
AO LONGO DO EIXO X .

d) Carga concentrada

d.1) Paralela ao eixo x

3 ’,l'
2 [
. 3x1 le -
{F}m = ¢ 1- 5 + bz -Uc-sen(umyl)
0
— | —+
ln(l bxi Ye a
v T T2
b y,
0
2 2 —L
- i]‘_ + i “‘L"“l T
b b2 b
FIG. 4.12 - CARGA CONCENTRADA PARA-
0 sees (4.16) LELA AO EI!XQO «x .
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d.2) Paralela ao eixo y

It

-Vc-cos(amyl)

cev. (4L1T)

-

N u

b

FiG. 4.13-CARGA CONCENTRADA

RALELA AOQ EIXOQ y.
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CAPTTULO 5

EFEITOS COMBINADOS; PLACA E CHAPA - FOLHA PRISMATICA

5.1- INTRODUGAO

Algumas coberturas sao constituidas por um con
junto de laminas planas adjacentes, conectadas ao longo de
suas bordas comuns (arestas). Tais elementos estruturais,
denominados folhas poliedricas, sao o centro de interesse
neste capitulo; com a particularidade geométrica de possui
rem as arestas paralelas (estendidas longitudinalmente) ,
passam a se ildentificar pelo nome de folhas prismaticas.
Quando mais de duas laminas se encontram em bordas comuns,
as folhas prismaticas sao ditas multiplas e, caso contrario,
simples.

A folha prismatica, na grande maioria das vezes,
e fechada nos dois extremos longitudinais por diafragmas
(ou timpanos) que lhe servem de suporte, sendo uma aproxi
magac razoavel considerd-los infinitamente rigidos em seus
proprios planos e perfeitamente flexiveis na direcao nor
mal aos mesmos.

Segundo a referéncia[22] hi duas razoes importan
tes para a frequente utilizacao das folhas prismaticas:
primeiro, elas podem vencer grandes vdos com dispéndio re
duzido de material e com trabalho de formas relativamente
simples e,segundo, elas tém uma aparéncia impressionante

que frequUentemente atrai o arquiteto.
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a) Fotha prismgtica apoiada nos
extremos.

)

\/_\/—_\/b) Segoes transversais comuns

FI1G. 5.1 — FOLHA PRISMATICA APOIADA NOS EXTREMOS

5.2 - COMBINAQKO DE EFEITOS

A folha prismatica discretizada segundo o esque
ma apresentado na Fig. 5.1 contem faixas finitas longitudi
nais que podem ter um comportamento misto, caracterizado
pelo funcionamento como placa e chapa. Para pequenos deslo
camentos os efeitos de placa e chapa podem ser considera
dos independentes[23] . Recomenda-se que os angulos forma
dos por laminas adjacentes sejam maiores gque 15° e menores
que 1650, o que evita flechas laterais excessivas, nao in
validando assim a possibilidade de superposicao [22].

Na analise da estrutura como um todo, tenha-se
em mente que deslocamentos nodais que correspondem a efei
tos de placa (ou chapa) em uma faixa, podem corresponder a
efeitos de chapa (ou placa) em faixa adjacente. A indepen
dencia realgada no paragrafo anterior, que possibilita a

superposigao de efeitos em cada faixa, constitui vantagem
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apreciavel, pois evita todo um novo desenvolvimento de ca
racteristicas de uma faixa mista, bastando recolher as con
sideragoes apresentadas para os funcionamentos isolados co
mo placa e como chapa (dentro das hipoteses adotadas nos

dois ultimos capitulos) e promover a combinacac adequada.

5.3 - FATIXA ADOTADA

Levando-se em conta o que se apresentou nos itemns
5.1 e 5,2, pode~se esquematizar a faixa tipica para folhas

prismaticas, combinando-se as figuras 3.2 e 4.4.

FIG. 5.2 - FAIXA AO3, SIMPLESMENTE APOIADA.

Esta faixa apresenta quatro graus de liberdade
(GL'= 4) em cada linha nodal que pode, assim, mover-se na
diregao dos eixos x, vy e z (deslocamentos u, v e w, res
pectivamente) e girar em tornme do eixo y (giro 0), perfa
zendo um total de 12GL por faixa.

0 vetor dos parametros nodais de deslocamento

pode ser escrito (para cada harmonico m da serie):
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wle u, v, w, 6, u, v. w. 8 }T

_ 1.
s} = 118} t=tu v 142 Vo ¥y Vg U3 Vg Wy Vgl

1'm 171

(6,)_

{63}m vees (5.1)

Em cada um dos vetores {6i}m identificam-se duas

partes: uma correspondente a chapa (c) e outra a placa (p).

Assim:
{6, = {5.1€
1 m 1l m
P
{Gi}m cees (5.2)
onde
{(5.1¢ = u e {8.}F = W,
1 m 1 1 m 1
v 8,
i|m il m

De maneira analoga & possivel organizar o vetor

das cargas para o harmonico m.

i _ 1 ) c
{F}m_ J{Fl}m‘ - JUl {Fi}m - {Fi}m
Yy
{Fz} {F.1P
m W 1 m
1
L m C
v, {Fi}m = Uy
vy v,
1 m
v,
M, )
U3 {Fi}m - wi
V3 Mi m
Wy
= cev. (5.3)
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Os vetores dos deslocamentos e das cargas podem
ser relacionados atravées da matriz de rigidez da faixa,

conforme se anota a seguir:

— -

N I E ] R [ )]

L [Ryy ] [R, 4] {6,} {r,}

(Ryq] [Ry,] [Rys] {8,} {F,)

| | mm | m m

(5.4)
ou ainda, em resumo:

(R 183 = {F}_ cee. (5.4.a)
Cada submatriz [R..] e construida a partir da

ij'mm
combinagao adequada de submatrizes das matrizes de rigidez

da placa [R]Em e da chapa [RJ;m, conforme esquema apresen

tade abaixo

—_— i C i
[Rij]mm B [Rij}mm [ o]
(4 x 4) (2x2)
p
[ 0] [R5 ) om cees (5.5)

E, ter-se-ia, entao, para a matriz de rigidez da

faixa mista a seguinte representacao:

(Rl = | [R)© T0] RIS (0] [R,]° o]
e D T L R S N SO L R N C
(Ra1]® [ o] [r,, )" (0] LA
[o] [Ryy)® [0]  [Ry, P [0]  [Ryy)®
Ry]™ 0] [Ryy]® [0] [Ryy]® [O]
ol myl” o] )™ [o] [x,° ) e

mm
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Como sera mostrado no proximo item, & possivel
reduzir a ordem da matriz de rigidez da faixa mista de 12
para 8, através de um processo de condensacao estatica, an

tes da montagem da matriz de rigidez geral da estrutura

completa.

5.4 - CONDENSACAQ ESTATICA

5.4.1 - Generalidades

0 estudo particular de cada faixa so faz sentido
na medida em que & possivel o acoplamento de varias faixas
na constituicao de uma estrutura tal como chapa, placa, fo
lha prismatica, etc, Ou, raciocinando-se no sentido inver
so, cada estrutura serz analisada, discretizando-a em um
determinado numero finito de faixas que justapor-se-ao a-

traves de linhas nodais comuns.

FAIXA NODAL AUXILIAR DA FAIXA K+ 1
{LNA)

FAiXA K+
LINHA NODAL AUXILIAR

{LNA) DA FAIXA K

LINHA NQDAL COMUM

FAIXA K

FIG.5.3 — FAIXAS ADJACENTES,

As linhas nodais comuns a faixas contiguas
serao sempre periféericas. Assim, os parametros nodais cor

respondentes a linha nodal auxiliar de uma faixa nunca se-
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rao compartilhados por outras faixas. Portatno, na montagem
das equacoes de equilibrio para a estrutura completa, atra
vés da conexao das faixas que a constituem, as incdgnitas
deslocamentos de cada LNA podem ser eliminadas, com a uti-
lizacao de um processo de condensacao estatica que a seguir

se desenvolve,

5.4.2 - Fundamentos tedricos

0 problema € aqui retomado antes da composigao
da matriz de rigidez da faixa de comportamento misto.

Chamando de [SM] cada submatriz da matriz de ri
glidez da faixa de comportamento Unico (chapa ou placa), pa
ra cada harmonico m, a equacao de relacionamento entre )
vetor dos parametros nodais de deslocamento e o vetor das
cargas pode ser reescrita, mediante o rearranjo das equa
goes de equilibriovisando agrupar as linhas nodais externas

num bloco Unico. Assim,tem-se:

- equacao original

[smll] [SMlZ] [SM13] {61} {Fl}
[SM21J [SM22] [SM23J . {62} y = ‘{FZ}'
LJSM31] [SM,] [SM33]_ {s,} {r,}
vees (5.7)
- equagao rearranjada
. i -y '8 4 W
[say, ] [sm ) | [sM,] {6, {r,?
| 1t r
[SM31] [SM33J :[SM32J {63} {FB}
_____“___4___q_ __________
|
[SM21] [SM23] |[SM22] {62} {Fz}J
L | i Lol (5.8)
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Depois do rearranjo, reescreve-se a submatriz
[SM] e 0s vetores dos parametros nodais e das cargas, con

forme esquema seguinte:

|
|
[SMee] i [SMeiJ {Ge} {Fe}
_____ _!_______ ———— = _———
[sy_. ] | (s, . | {5} {r;}
(5.8.a)
onde os Iindices e e i representam as linhas nodais exter

nas (1 e 3 ) e interna ( 2 ), respectivamente.
Baseado nas propriedades do calculo matricial &
possivel desdobrar a equacao matricial (5.8.a) em duas ou

tras:

It

[sM te b+ [sm ;] {8,) = (F_} ceee (5.9)

cel

[sM {Ge} + [SMiiJ {Si} {Fi} ve..(5.10)

ei]
Da equagao (5.10) retira-se que

[sM,. ] « {8.} = {F.} - [sm . ]JT « {8}
11 1 1 el e

ou ainda:

_ -1 T
08,3 = [sm 10 (fF;} -~ [sM ;] {6 b ... (5.11)

A equacao (5.11) combinada com (5.9), fornece:

-1
[sM  ]-{8 3 + [sm_. ]

NEREL T

({F.1- sM . T{s }) ={F }
11 1 el e <]

donde se extrai

([sm__]-s

-1 T
Mo ) sy ] 7 sw_ ]y {81 =

-1
= ({Fe}—[SMei][SMii] Ar.H cev. (5.12)



ou de maneira resumida

[r* ]

onde

[&*]

o %
[—
1}
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{8 } = {r*}
e e

[SMee]—[SMei][SMii]_l[SM

T
ei.J

{F 1 - [SMei] [SMii]_l {F.3

Ly

(5.13)

(5.14)

Resolvendo-se a equacao matricial (5.13) determi

na-se o vetor {ﬁe}, a partir do qual encontra-se o

{61} atraves da equagao (5.11).

3.4.3 - Dedugoes particularizadas

Nas

ou como chapa,
sigao e, portanto, as dedugoes seguintes, apesar de

zadas para o caso de placa,

tabelas

respectivamente.

(3.3) e (4.1)

zes de rigidez correspondentes ao funcionamento como

encontram~se as

sao de carater comum.

As duas tém a mesma

vetor

matri
placa
compo

reali

0 equacionamento para as placas & feito do seguin

te modo:
R,
R, R,
R
R, Ry
R R,
Re Ry

|

; R3 R4

f

i Rg Ry
_
1

| Ry O

|

|

o vy,
P -
| Ry Ry

|

| Rg Ry

L5
| 6
|
| R6 R0
i_. _______
i -
Ry ~Rg
i
"R, Ry
.
|
| Ry "Ry
|
|
R By

(5.15)



Assim
. _ .
(M. = [’ R, R, R
Ry Ry "R Ry
R, -R, R, -R,
| R Rip Ry Ry
: _
M T =
[S elJ R3 R8 R3
R, R, R,
_ R
[sM ;] [sm..] Lol 3
t R11
g
R
%5
11
RS
[sa,.]7% [sm . 1T =
11 el ”’
Assim,
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= i i =
[y )= Ry Ry ) [y ]
Ry Ry
R, R,
| "Rg Ry
_1 1
8 11 Rll
Ry 0
S
12
%
R12.
R4
Ri2
R
Ri2 |
Rq 8 Ry “Rg
Ri1 Byg 11 Bqg
R, 9 Ry 9
12 Rig Ryp Ry,

e possivel escrever:

(5.16)
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0 sistema de equagoes lineares e montado (ver i
tem seguinte), tendo como incdgnitas apenas os parametros
nodais de deslocamento correspondentes as linhas nodais
perifericas das faixas. Depois de serem encontrados os seus

- . . -
valores e possivel determinar os parametros de deslocamen
to das linhas nodais internas {auxiliares) em cada faixa

atraves da equacao (5.11), que pode ser reescrita levando-

—se em conta os produtos matriciais apontados.

1
Y E{;(w3'R3'W1_R8'81"R3'W2+R8'82)
{
1
0, ﬁI;(M3—R4-w1—R9-81+R4-wZ—Rg-az) e (5,17
A nova matriz de rigidez para a faixa tem a sua
ordem reduzida e toma o aspecto apresentado no esquema a
seguir
i s d ® c ]
(Rom | = | [R{4] [ o] [ry,] [ 0]
(8x8) % P %« P
[0]  {Riq] [0]  [Ry,]
k3 c * c
[Roq] [ 0] [Ry,] [0]
ES 1] * D
] [0] [R;4] [ O] [R31]'_] mm
cee. (5.18)
Onde [RfjJ & uma submatriz de [R*] correspon
dente ao funcionamento da faixa como chapa (indice ¢) ou

como placa {(indice p).
A titulo de ilustracao e como recurso adicional
de entendimento para o leitor apresenta-se uma dessas sub

matrizes,

2 2 7
N [ R4 R4 RyRg  RuRy
[RBIJ = Ry = 3 "R Re™ *
11 12 11 12
2 2
RgRy  RgR, Rg Ry
Re * R "R Rio " =27 ™ R
i 11 12 11 12 |
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5.5 - TRANSFORMACAQO DE COORDENADAS - STISTEMA GLOBAL

Nas folhas poliedricas prismaticas as faixas nao
tem todas as suas superficies médias alojadas no mesmo pla
no (vide Fig. 5.1). As caracteristicas das faixas foram es
tudadas a partir de um sistema local de referencias em que
dois dos seus eixos coordenados jazem no plano médio da
faixa. Na montagem das equagoes de rigidez da estrutu
ra como um todo, para a determinagaoc dos pardmetros nodais
de deslocamento elege-se um sistema global de coordenadas

& promove-se a devida ligacao de cada sistema local a ele,

atraves da transformacao de coordenadas.

/y,y'(V.V.V‘.V’}

X (8,M,8,M')

0,0’ — x{u,U)
\JP\
(uyU')

' (w, w') z(w, W)
X,¥,2 - coordenodos globais
X,y 2z " locais

[3 =-giro [ positivo quando hordrio )

FIG. 5.4 -SISTEMAS DE COORDENADAS,

Sofrerao modificacoes, durante tal transformacao,
a matriz de rigidez [R]mm, o vetor das cargas {F}m e o ve
tor dos parametros nodais de deslocamento {6}m.
Tomando-se Ox, y, z como sistema global e 0'x"',
' 1

y'» z' como sistema local (y e y' coincidentes), pode-se

escrever

{(F} =117 {F"} ceen (5.19)
m m
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{s'y = [r)? {83 v (5.20)

m

onde [T} & a matriz de transformagao (no caso matriz de ro

tacao) .
[l = fre) (o)
o] lt]
em que [t] = [ cosB 0 -senf 0 |
0 1 0] 0
senf 0 cosfB 0
L 0 0 0 1 N cee. (5.210

o] @ a matriz nula e 8 & o angulo formado pelos eixos Ox
e 0'x', marcado a partir de Ox e considerado positivo quan

do horario ao se olhar no sentido positivo do eixo Oy.

Como {F} = [T] - {F'} e {F'} = [R'] {8'} tem-se que:
m m m mn m

{F}_={1] [r'] {8} cev. (5.22)

mm m

Mas {8'} = [1]" {81 , entio

' T
{rr = [o] [rY]__ (7] (81
e comoe {F}_ = [R] « {8} conclui-se que
m mm m
' T
(&), =[2] [rR*]__[7] ceer (5.23)

(8x8) (8x8) (8x8) (8x8)

Pode-se reescrever a equacao (5.23), particio-
nando cada uma das tres matrizes fator em quatro submatri-

zes de dimensao (4x4), como se mostra a seguir.
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[R]mm ) [tJ [O] [Ril}mm [RiZImm [t]T [0]
[OI [tJ [Réllmm [RéZ}mm {O} [t]T
L R e [e] - [R]p) gy - [e]7
L Bl L] Ryl - [2]T e (52200

Importante notar que o esforco computacional re
querido na transformacao da matriz de rigidez da faixa na
forma apresentada na equacao (5.24) & a metade que o exigi
do na transformagao formalizada na equacao (5.23).

Conforme anotagado feita na refer@ncia [24] , du-
rante o processo de transformagﬁo, aparecem dois pontos
que favorecem o Metodo das Faixas Finitas sobre o dos Ele
mentos Finitos. Primeiro: o fato de que apenas as componen
tes de deslocamento u e w sao afetadas, e ia que ambas
t€m a mesma variacao ao longo do eixo longitudinal oy, fi
ca garantida a compatibilidade de deslocamentos nas linhas
nodais durante a rotagao dos eixos. Segundo: a retengao,
em cada faixa, dos seus quatro graus de liberdade por 1i
nha nodal, requerendo apenas a transformagEO padrao de co
ordenadas, diferentemente da analise de cascas pela técni
ca dos Elementos Finitos em que usualmente ocorrem compli
cagoes durante a transformacao e a necessidade de inser-
gao de um grau de liberdade ficticio ou um comjunto de co

ordenadas superficiais que variam de ponto a ponto.

5.6 - MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

A montagem da matriz de rigidez global & feita
independentemente para cada harmonico m e de maneira sim
ples, bastando organizar as contribuicoes de cada uma das

faixas em que se subdivide a estrutura. Tal matriz & sem
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pre do tipo banda, de pequena semi-largura (fb). Para as
folhas prismaticas simples & possivel, atraves de uma nume
ragao conveniente obter-se uma banda de semi-largura igual
a 8, o que permite a ocupagao de pequena area de membria
para o armazenamento da matriz de rigidez, atraves do acha
tamento da mesma em u'a matriz retangular de ordem N x b,
onde N e o nimero total de incognitas para cada harménico,
apos a condensagao (N e igual ao quiadruplo do numero de 1i

nhas nodais da estrutura que sejam periféricas das faixas).

LINHAS NODAIS PERIFERICAS
7 DA FAlXA k.

FIG.5.5- FAIXA k NA FOLHA POLIEDRICA.

Considerando~se a faixa k, cuja matriz de rigi

dez condensada e transformada para o sistema global &

- _
[ Jmm = [Rll] [R12]
(8x8) (4xd) (4xd)
[Royq ] [Ry5 ]
(4xd) (4x4) mm

e cujas linhas nodals periféricas recebem a numeracdo i e
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j na estrutura total, € possivel montar o seguinte quadro

explicativo da sua contribuicao na matriz de rigidez glo
bal:
L Nz 4 x NLN |
* 1
4
I 1 -~ L <+ - j -+ NLN
4 N & ordem da maotriz de rigidez
1 global
[R”] [R'a] NLN= numero de linhas nodais
: perifericas.
t N = 4 x NLN ( 4 pardmetros de
: deslocamento por tinha nodal)
j
[R1] (Rez]
NLN

FIG. 5.6~CONTRIBUICEO DA FAIXA Kk NA MATRIZ DE RIGIDEZ GLORAL
{ Para coda harménico m ).

Para uma folha prismatica como a indicada na
Fig. 5.5, @ aconselhavel uma numeracao sequencial para pos
sibilitar que se tenha a semi-largura da banda igual a 8.
Uma numeragao inadequada pode levar ao crescimento de b e

r - . -~
consequente aumento no tempo despendido na resolugao do

problema (UCP) e na area de memoria ocupada neo com
putador. O comprimento da semi-largura da banda pode ser
determinado atraves da expressao b = (|i_j|m5x+1)'4’o que

nos leva a seguinte regra pratica: manter a menor diferen
¢a possivel entre os nimeros das linhas nodais periféricas
de uma faixa. A numeragido sequencial permite a reducao da
diferenca |i-j| 3 unidade e a obtencao de 2b igual a 8§, que
e 0 minimo alcancavel para o tipo de faixa adotada no de

senvolvimento deste trabalho.
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A seguir, a titulo de ilustragao, sao apresenta
das duas numeragoes distintas para uma Unica discretizacio

de uma folha prismatica simples.

CONTRIBUIGAD CONTRIBUICAO DA
ib=8 DA FAIX& k=1 b= 12 FAIXA k= 4
i 2,73 a4 5 & 7 I e 3 Vel s s 7
T 2 R K
r\\ '—E T~ \\ ! % "//'g)\ ZERlOS
z \i . / ?\) ZEROS \\ 2 % /AFV >/>\
" ! N
: 3N <€§§7? 3 Z Dy
= N \ ~
: 4 N <7;;/'/x\ RN \45/ 5%
S NG Z N JHD 7% 0
N A ~ X
6 | zemos N >/\ 1 erbs %
N C§9‘ N K7 ////K
I NN 7 N \ N
NxN N xN

N

N

N
N

/// achatamento ‘ achgtamento
da matriz / da matriz
ya'ys /]
NxLb Nx4b
{a) {bl

FIG.5.7 la) - NUMERAGAO CONVENIENTE ( Sequenciali -
(b) - NUMERACAO INCONVENIENTE ( Nao sequencial ).
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E imediata a analogia que pode ser feita entre
a analise de uma folha prismatica e um portico plano, a me

nos da componente de deslocamento v, (bem como entre uma la

je e uma viga), utilizando-se o processo dos deslocamentos,

5.7 - MONTAGEM DO VETOR DAS CARGAS NODATS

0 acoplamento dos vetores das cargas de todas as
faixas e feito apds a condensacgao e a transformagao de co
ordenadas. Referidos os vetores ao sistema global de coor
denadas, eles sao associados, levando-se a contribuigao de
cada um nas linhas nodais da periferia de cada faixa. As

sim, para a situagao geral apresentada na Fig. 5.5 tem-

-se, para o vetor das cargas, © seguinte esquema de monta

gem:
{F Vetor das cargas condensado e
! . . F 4
{F] = m reterido ao sistema global {F} m '
m
[Fz} de coordenadas. 4
m
1
Vetor global das cargas
i
) i @ j=numera¢dc das linhas nodais
perifericas da taixa k .
NLN

m

FIG. 5S.8- CONTRIBUICEO DA FAIXA k AO VETOR GLOBAL DAS CARGAS,
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Em correspondéncia 4 montagem da matriz de rigi

dez figurada em 5.7(a), o vetor global das cargas e o re

sultado exibido ma figura 5.9.

A Contribuicdo da faixa
! k=

o 2 14 i=1, =2

@ ]

n 3

<

x 4

M~

1] 5

z
6
7

X

FiG.59 - VETOR GLOBAL DAS CARGAS.

Notar que para cada linha nodal em que confluem
duas faixas, ocorre uma superposicao de valores em u, v
W e M,

L]

5.8 - CALCULO DOS ESFORCOS INTERNOS, DAS DEFORMACOES E
TENSOES

Apos a resolugao do sistema de equacoes linea
res, com a utilizagao de uma entre muitas tacnicas especi
ficas para matriz em banda, tem-se os parametros nodais
de deslocamento referidos ao sistema global de coordena
das.

Os esforgos internos, bem como as tensoes e de
formagoes sao computados em relagao ao sistema local de
coordenadas, donde a necessidade de adotar-se o seguinte

procedimento:

a) promover a transformacao dos parametros nodais ao

sistema localj;
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b) determinar os parametros nodais internos ({correspon

dentes a linha nodal auxiliar);

¢) multiplicar as matrizes dos esforgos, das tensoes

e deformagoes pelo vetor local dos paridmetros nodais.

Tenha-se em mente que a obtencao de resultados
ocorre para cada um dos harmonicos da série e que devemn
ser acumulados com o fito de determinarem-se os resultados
finais, Insiste-se aqui na vantagem do tratamento indepen

dente para cada harmonico da serie que permite:

a) resolugzo de r sistemas de N incognitas (onde r & o
nimero de harmonicos adotados e No quadruplo do numero
de linhas nodais periféricas) ao invés de um sistema
de r x N equacoes, reduzindo por um fator r a largu

ra da banda, o que & bastante significativo, ja que

em determinados casos o numero de harmonicos necessa

rios pode chegar a perto de uma centena;

b) o acompanhamento paulatino da convergencia.



CAPITULO 6

PONTES RETAS

6.1 - PONTES RETAS EM LAJE

A utilizacao de tabuleiro em laje (placa de mate
rial litoide) & corrente na construg¢ao de pontes rodovia
rias e ferroviarias de vaos pequenos e medios. Algumas pon
tes de tabuleiro em vigas multiplas, sob determinadas con
dicoes, podem ser consideradas como lajes pela substitui
cao adequada das vigas por laje de rigidez total a flexao
e 4 torgao equivalente ao tabuleiro original.

0 calculo das pontes com tabuleiro do tipo aqui
caracterizado e feito atraveés da Teoria Classica das Pla
cas. Para a utilizagao do Método das Faixas Finitas, segun
do o modelo teorico apresentado no Capitulo 3, & necessa
rio que as pontes analisadas se enquadrem dentro das carac

teristicas abaixo discriminadas:
a) a ponte dever ser reta;

b) a segao transversal deve se manter constante ao lon

go do vao;

c) o tabuleiro deve ser constituido por laje isotropa
ou ortotropa ou ainda por vigas multiplas arranjadas
ortogonalmente, de tal modo a permitir o tratamento

como placa ortotropa;

d) a ponte deve ser biapoiada nas extremidades:
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e) o tabuleiro pode ou nao apresentar variagaes trans

versais de espessura.

6.2 - APOIOS INTERMEDIARIOS DISCRETOS

0 projetista de estruturas de pontes, algumas ve
zes opta pela disposigdo de apoios intermediarios por impo
sicoes topograficas, limitacoes de vaos, etc. Constitul,
portanto, fato de grande importancia a introdugao de uma
técnica que permita dominar tal situacao. Isto & possivel
a partir do Metodo das Faixas Finitas padrao, desde que se
incorpore alguns conceitos do processo dos esforgos.

0 procedimento, que ja havia sido utilizado com
sucesso ma teoria das placas ortotropas [BJ foi adotado
também no Método das Faixas Finitas [3][25][26]produzindo
resultados satisfatdorios. Este procedimento, de carater ge
ral, @ aqui resumido ma situacao em que se tem como apoios

intermediarios apenas os pilares.

a) para uma ponte biapoiada nas extremidades o numero
de redundiancias ¢ determinado - pelo nuomero de in-
teragoes do tabuleiro com os pilares; para simpli
ficacao do resumo considerem-se apenas reagoes ao

longo do eixo longitudinal dos pilares.

b) retiram-se os pilares e consegue-se, assim, a estru
tura principal que & analisada sob o efeito exclusi
vo do carregamento que atua sobre o tabuleiro da pon

te, atraves do M.F.F.

c¢) obtem—se, entao, o vetor dos deslocamentos {AO} =
T . .
{Alooﬂzo...ﬂno} nos pontos 1, 2, ..., n (vide Fig.
6.1):
d) aplica-se separadamente cada uma das reacoes unita

rias dos pilares e calculam-se os deslocamentos mnos
pontos 1, 2, +.., iy +4-5 J, +++s 0 que,organizados,

compoem a matriz de flexibilidade [FL]nxn;
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b)

f.‘l
q(x,y)
0
a
a
o 3
qix,y}
m-m X
zl J
IR TR A
RA, RA, RA,
'}
q(x.y)
X

qlx,y)
T

_l
AWno

e —

________ ——
X
l RA, =1
X
| ] ———
|
ni
z AII A2I
JRAZ:]
{ )=
L
n
z 4, 4,
lRAn =]
| ] ——=X
A ‘
zl\M
Ann
o) Carregamento ‘e rea¢des de apoio.

b) Estrutura principal carregada.

¢} Estrutura principal submetido ‘as rea-
rdes de apoic unitdrias. (6]

FIG. 6.1 — TABULEIRO SIMPLESMENTE APOIADO COM PiLA-

RES

INTERMEDIARIOS E ESTRUTURA PRINCIPAL .




e)

£)

~6. 4=

(] = )8y, Mo o By
A21 ﬁZZ e AZH
Anl An2 e Ann cee. (6L

onde Aij e o deslocamento em i provocado pela reacao
unitaria em j;

os efeitos devidos a deformabilidade dos pilares bem
como os decorrentes da acomodagao elastica de suas

fundagoes podem ser incluidos e a matriz de flexibi

lidade se transforma em:

¥
[FL] = brqtdy Bly wovev B
1
A21 A22+A2 . Azn
T
Anl An2 e Ann+An

ceee (6.2)

-

' . .
onde Ai e 0 deslocamento total do topo do pilar i pa
ra a reagao unitaria, considerando-se a deformagao e

lastica do pilar mais a acomodagao de sua fundacaog

pela consideracao da compatibilidade de deslocamentos
requerida no conjunto de pontos que localizam os pi

lares, pode-se estabelecer a equacgao matricial

[FL] (RA} + {a_} = {0} cevn (6.3)

1,
coes nos pilares, que e determinado resolvendo-se a

onde {RA} = {RA RA,, +ues RAn}T e o vetor das rea

equacao anterior, ou seja

(Ra} = —[rr]7h {4 ) ceee (6.4)



g) A solucao final do problema (deslocamentos, deforma
goes, momentos, tensoes, etc) é alcancada superpon
do-se os efeitos do carregamento atuante e das rea

coes calculadas sobre a estrutura principal.

Cabe observar que o procedimento que se acaba de
descrever, ilustrado na situacao em que tabuleiro e pila
res trocam apenas forcas nas direcoes dos eixos destes, &
genérico e pode incorporar também trocas de forgas em qual
quer outra direg¢ao, bem como momento, bastando, neste ca

so liberarem-se as vinculagoes correspondentes, consideran

do tais reacoes como redundancias adicionais.

6.3 - PONTES RETAS DE SECAO CELULAR E DE TABULEIRO DO TIPO
LAJE SOBRE VIGA

6.3.1 - Introdugao

As pontes retas de secao celular e as de tabulei
ro do tipo laje sobre vigas, podem ser consideradas folhas
poliedricas miultiplas, isto &, aquelas em que mais de duas

laminas se encontram em bordas comuns.

Nl

(a) (b) (¢)

FIG. 6.2 - aqa) Folha poliedrica prismdtica multipla. b) Ponte com
tabuleiro do tipo laje sobre viga. c¢) Ponte de segao

celular.
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6.3.2 - Particularidades das pontes

Algumas caracteristicas das pontes nao se asso
ciam as das coberturas em folhas prismaticas, tais como as
que se relacionam a seguir.

Devido a sua fungao viaria, ou seja, dar conti
nuidade a estrada de que faz parte, na transposicao de um
obstaculo, a sua laje superior recebe diretamente grupos
de cargas concentradas ou parcialmente distribuidas em pe
quenas areas, correspondentes ao contato das rodas do vei
culo tipo. Como a analise via Metodo das Faixas Finitas u
tiliza uma parte da funcao deslocamento em serie de Fou
rier, a solugao & obtida pela superposicao dos resultados
relativos aos seus varios harmonicos. Na vizinhanga imedia
ta de uma carga concentrada, tensoes e momentos convergem
muito vagarosamente e,na maioria das vezes, um excessivo
numero de harmonicos deve ser utilizado [6] . Por outro la
do observa-se que ao se afastar ligeiramente dos pontos de
concentragao de carga a convergencia & atingida com um nu
mero significativamente menor de harmonicos da serie. Sob
carga concentrada tensoes e momentos sao matematicamente
infinitos, nao sendo, pols, aconselhadvel o consumoc excessi
vo de tempo de processamento na tentativa de se obterem va
lores estabilizados em tal local.

Frequentemente as pontes de grandes vaos sao pro
vidas de apoios intermediarios. Com o objetivo de se garan
tir estabilidade (especialmente mnas pontes metalicas de se
cao celular) e de serem reduzidos os efeitos de concentra-
coes de tensoes, sao usualmente providos diafragmas nas se
goes dos apoios.

Podem, também, estar presentes diafragmas inter
nos em secoes transversais nos vaos, especialmente nas pon
tes metalicas de secao celular, nas quais a estabilidade
se apresenta como fator determinante no projeto. Para as

pontes de concretec armado e protendide a tendencia atual &



-6.7-

a de se considerar como essenciais apenas os diafragmas ex
tremos e os diafragmas localizados sobre apoios intermedié
rios. Isto se deve ao fato de as secoes celulares usuais
possuirem suficiente rigidez a torcao, dispensando a pre
senga de diafragmas internos que tem como uma de suas fun
goes a manutengao da forma da secao transversal. LEONHARDT
[ 2] recomenda, como regra geral, a utilizacao dos mesmos
apenas nas segoes dos apoios, porque, para as espessuras
correntes de almas e lajes, nao & necessario maior enrije
cimento para a manutengao de forma. Esta indicacdo & rele
vante pois a construgao de diafragmas de concreto é, em ge
ral, de custo alto e despende tempo apreciavel. Para maig
res esclarecimentos sobre o assunto sugere-se a leitura

das referéncias [2] [26] [27] [28], entre outras.

6.3.3 - Pontes com diafragmas internos

Na discussao seguinte os diafragmas serao consi
derados infinitamente rigidos mnos seus planos, mas perfei
tamente flexiveis nas direcoes normais aos mesmos, confor
me os diafragmas extremos apresentados no Capitulo 5.

Primeiramente & necessario fazer-se uma importan
te distingao entre os diafragmas internos. Eles podem ser

fixos ou moveis. Sao chamados fixos aqueles que, em se a

I--»A

; :
! |
i

!

T T &
: :i [;
i -
Ll\\ !!I\/f Jll

A\ ’

DI AFRAGMAS DIAFRAGM A
INTERNOS INTERNO CORTE A-A
MOVEIS FIXO

ELEVACAOQ

FIG. 6.3 - DIAFRAGMAS [INTERNOS EM UMA PONTE DE TABULEIRO
CELULAR




chando vinculados a apoios internos, tém impedidos os deslo
camentos nos seus planos. E moveis sao os que, conectados
apenas ao tabuleiro da ponte, podem se mover.

Cada um dos diafragmas & conectado ao tabuleiro
aoc longo de suas bordas. Em termos rigorosos ha um numero
infinito de pontos de conexao. A possibilidade de tratamen
to do problema depende da escolha de um nimero finito des
ses pontos. Tal escolha tem-se diferenciado. Scordelis as
sume pontos de conexao nos cantos das células e nos ter
¢os de cada lamina; Meyer [6] propoe como pontos de cone
xao apenas os cantos das celulas; Loo e Cusens [4] ,dentro
de uma postura mais apurada, sugerem que a escolha desses
pontos deve ser feita, nao apenas de acordo com aspectos
geometricos, mas, também, na depend@ncia do carregamento

que atua na estrutura, conforme se comentaria no Capitulo 8.

P DM &

E v

w////\

cﬁ?g:é;:o \L \!/ \_/ \t/
D'AF““”“ / BRINCIRAL
oY ) . ) )
//
- . %
CONEXAD ~*1 {_—
ROTULADA

FIG. 6.4 - EXEMPLOS DE CONEXAO ENTRE DIAFRAGMA E ESTRU -
TURA PRINCIPAL
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6.3.4 - Diafragmas internos fixos

A solugao apresentada no item 6.2 pode ser apli
cada diretamente a presente situacao desde que adequadamen
te adaptada. Em resumo, as adaptacoes podem ser assim rela

cionadas:

a) definigao dos pontos de conexao entre a estrutura

principal e o diafragma;

b) escolha do tipo de conexao de acordo com as intera

coes desejadas;

¢) consideragao, neste caso, das forgas e momentos de
interacao como sendo as incognitas hiperestaticas que

constituirao o vetor {RA};

d) observagao de que os efeitos de deformabilidade de
pilares e acomodacao elastica de suas fundagoes nao
sao aqui consideradas, uma vez que os diafragmas sao
rigidos e imovels; equivale a se ter todos os A£ nu

los.

6.3.5 - Diafragmas internos moveis

Neste caso o diafragma nao se apoila externamente
e sim na estrutura principal., Resulta desse fato que o©
conjunto de hiperestaticos {RA} atuando em um mesmo dia

fragma, considerado como corpo livre isolado, deve ser-auto

equilibrado. 0 vetor {RA} — reagao ao anteriormente refe
rido — atuando sobre a estrutura principal, desligada do
diafragma, provoca deslocamentos absolutos nos pontos de

conexao; tais deslocamentos se organizam no vetor {A }.
Devido ao fato de o vetor {RA}ser auto-equilibrado,

dentre as suas N componentes (hiperestaticas), N-3 sao 1i

nearmente independentes e, estas, agrupadas, geram um novo

vetor {RA*L 0 relacionamento entre vetores {RA} e{RA*},coE
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seguidos mediante a imposigao de 3 equagoes de eaquilibrio
independentes no plano do diafragma, pode ser eXpresso a

través da equagao matricial:

(ral = [EqJNX(N_3) X {RA*}(N_B) cees (6.5)

A transnosta da matriz [EQ] também relaciona oS
N-3 deslocamentos relativos A¥entre o diafragma movel e a
estrutura principal aos N deslocamentos absolutos A da es
trutura principal, como poderia ser demonstrado pela apli
cagao do Principio dos Trabalhos Virtuais [6] . Assim, per

sistem as equagoes:
- para os hiperestaticos
{a*}

T
-3~ 1P (yezyan ¥ 18 e (600

- para o carregamento externo

{A%}

_ T
o  (N-3) [EQ](N-3)XN £ {Ao} vevs (6.7)

Da analise da estrutura principal resulta que:

{6y = [rL]

N x {RA}N e.. (6.8)

NxN

Substituindo-se (6.6 e (6.5) em (6.3) chega-se

az:
% _ T
(2%} qigy = [BQ) (yigyen ¥ [FL) oy * (RALY
T *
- %* % .
= [FL] (yoyxn-3) ¥ RA™Y 3y (6.9)

T
em que [Fﬁ](N—3)X(N—3)= [EQJ(N—3)xN"[FL]NxN"[EQ]Nx(N-B)
(6.10)
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[FI*] @ a matriz de flexibilidade referente ao
conjunto de hiperestaticos independentes que compoem o ve
tor RA™. Este vetor que agrupa (N-3) incognitas do proble
ma pode ser encontrado pela imposicao de que os deslocamen
tos relativos nos pontos de aplicagcao dos hiperestaticos
{RA™, entre o diafragma e a estrutura principal,sao iguais

a zero. Assim

*
{AO}(N_3)+ {A*}(N_3) {0}(N_3) (6.11)
Substituindo-se (6.9) em (6.10) resulta:
{al} + [FT x {rRa™ _ {0}
(N=3) (N=-3)x(N-3) (N-3) (8-3)
vevee (6.12)
donde
_]_ 3
{RAY = - [p] x (2%}
(N-3) (N-3)x(N-3) ° (N-3)
(6.13)

Obtido o vetor {RA? determina-se o vetor {RA} com
o auxilio da equaggo (6.5):

A titulo de ilustragao apresenta-se um exemplo
de estabelecimento da matriz [EQ] para uma ponte em viga
de secao constituida por uma célula retangular e provida

de um diafragma interno no centro do vao (Fig. 6.5).

A-A
p A : L Ha Y Vi
l i § | H,
| I | / h
{ ! H : 4 Hq ¥ H
A f A 4 Y 2 ""1 N
LA 1 f v, V,

FIG. 6.5 - EXEMPLO DE CONEXAO DE DIAFRAGMA INTERNO MO-
VEL A ESTRUTURA PRINCIPAL.
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Assumem-se quatro pontos de conexdo rotulada nos
cantos da celula e, assim, obtém-se, em cada um deles, a
interacao representada por duas trocas de forgas H e V,per
fazendo um total de oito hiperestaticos agrupados no vetor
{ra} = {0, H, Hy H, V, V, V, VA}T.

Dentre os hiperestaticos apenas cinco sao 11
nearmente independentes; para a composigao do vator {RA®}
basta o estabelecimento de tres equacoes de equilibrio do dia
fragma rigido como, por exemplo, somatorias de momentos em
torno dos pontos () e C) iguais a zero e somatoria de
forgas verticais nulas, exprimindo-se Hl’ H2 e V1 em fun
cao dos demais hiperestaticos.

= _ .y, A
By =By - g - V3 -5 Yy
- v v
Hy = -H, + 3 V3+qg -7,
Vs -V, -V, -,

E possivel, entao, montar-se a matriz [EQ]

[EQ] = -1 0 0 -v/h -v/h
0 -1 0 +v/h +v/h
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 -1 -1 -1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Nota: Os diafragmas deformaveis nao serao, neste trabalho,
estudados. Caso o leitor tenha interesse no assunto

recomenda-se as referéncias[ 6] e[&]-
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6.4 - A NUMERACAO DE LINHAS NODATIS

No capitulo anterior discorreu-se sobre a aplica
cao do Método das Faixas Finitas ao calculo das folhas po
liedricas prismaticas, e estas podem ser enxergadas como
pontes retas de secao celular ou vice-versa. Por essa ra
zao as consideragces adicionais, cabiveis no presente capi
tulo, referem-se tao somente ao cuidado a ser tomado no mo
mento da numeragao das linhas nodais em que se discretiza
a estrutura.

No item 5.6, ao se apresentar a montagem da ma

triz de rigidez global foi mostrado que, para as folhas po

liedricas simples, & aconselhdvel a numeragao segliencial
das linhas nodais, que faz com que essa matriz tenha uma
semi~-largura de banda (Zb) minima e igual a 8. A preccupa

cao em torno de £b justifica-se uma vez que o tempo consu
mido na resolugao do sistema de equacoes & proporcional ao

seu quadrado [4]-

FAIXA GENERICA DA
ESTRUTURA

LINHA NOOAL

INICIAL \

L

j T LINHA NODAL
FINaL

Lo = (ti-j|miy +1)x 4

FIG. 6.6 - OBTENCAO DA SEMI-LARGURA DA BANDA DA MATRIZ DE
RIGIDEZ

A regra pratica (vide Fig. 6.6) para a reducao
de fb ao minimo &, conforme item 5.6, a manutencgao da menor
diferenga possivel entre os numeros das linhas nodais peri
fericas de todas as faixas constituintes da estrutura.

No caso das pontes de secao celular (e também o
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das folhas prismaticas multiplas) nao & possivel adotar-se
uma numeraggo sequéncial padrao e, de um modo geral, para
cada discretizacao de secao transversal, o projetista deve

ra ensaiar algumas numeragoes ate encontrar a mais adequa

da.

' 2 3 4 5 3 10 I 4 ' 2 4 & 8 o 2 13 14
s 7 B 12 13 3 s 7 8 0
. . g N . r
i-j|max = 4 |Lf1lmux =2
{al
b = 20 b =12
I 5 & 7 9 1 2 4 & 8 10 12
ze | &
kY ) 3?
4
8 10 12 ] 7 9 I
=i min = a (b) [4]  |i-|man -2
b = 20 b= 12
1 2 3 4 7 B n 12 14 15 18 19 21 22 25 26 2T 28 3
S5¢ Se 16 @ 23 ¢ 299
o . *
10 13 7 20 24 30 (C)
Ii—jimdx = 4 {b= 20
| 2 3 4 6 8 I 124 I7 1820 21 2426 27 29 30 3l
54 ad 59 239 289
7 10 1318 s 22 25
|i -j| max = 3 b = 18

FIG. 6.7 - EFEITOS DA NUMERAGAO DE LINHAS NODAIS NA RE-
DUCAO DE £b (Fgixa AO03)
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Na Figura 6.7 sao apresentados alguns exemplos
de discretizacao de secoes celulares diversas e numeragoes
diferentes com o respectivo valor de {i-jfmax. Aconselha-
~se ao leitor nao preocupar-se, durante o exame da figura,
com o posicionamento das linhas nodais, cuja orientacao se
ra dada em capitulo posterior, mas apenas com a numeracao
em si,e a sua influencia na semi-largura da banda da ma
triz de rigidez.

A Figura 6.8 ilustra a situagao em que linhas no

dais adicionais (mesmo nao sendo necessarias para a melho

ria da precisao, convergéncia, etc) sao introduzidas unica

mente com o objetivo de reduzir 0. valor da diferenga
i-3. =
i3 0z,
2 4 6 8 9 10 12 2 4 6 B 10 12 14
1¢ 19
3 5 7 X 3 5 7 9 I 13
|hj|mm = 4 ]FJIer=2

FIG. 6.8- INTRODUGCAC DE LINHAS NODAIS ADICIONAIS - REDU-
CAO DE |i-j méx| [a4 7],




CAPITULO 7

AUTOMATIZACAO DO METODO

7.1 - GENERALIDADES

Tendo como base os fundamentos tedricos apresen
tados nos capitulos anteriores, foram elaborados dois pro
gramas em linguagem FORTRAN IV, denominados MEFAF e MEFAC,
para serem utilizados no sistema IBM/370-148, instalado na
EESC-USP. Ambos os programas perfazem a analise estatica de
pontes retas de secao celular constante, biapoiadas nas se
coes e€xtremas, sendo que o segundo admite a existéncia de
apolios intermediirios discretos,

Nao se tem a pretensac de que os programas sejam
modelos acabados de aplicacao imediata nos escritdorios de
calculo estrutural mas, apenas, ferramentas eficientes que
permitam colimar os objetivos desta pesquisa. Assim, duran
te a programacao do método, nao houve pPreocupacgao excessi
va em relacao 3s técnicas de otimizacao quanto aos aspec-—
tos de velocidade de processamento e ocupacao de area de
memoria.

Neste capitulo sao apresentadas as estruturas
dos programas, atentando-se, inclusive, para detalhes de
funcionamento de alguns subprogramas cuja compreensio nso

seja imediata.
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7.2 - PROGRAMA MEFAF

7.2.1 - Campo de aplicacao

Basicamente o programa MEFAF foi elaborado para
fazer a analise estidtica de pontes retas de secao celular
constante, biapoiada nas segoes extremas, mas pode também
ser utilizado no calculo de outras estruturas biapoiadas .
talis como: chapas retangulares, placas retangulares, fo
lhas prismaticas simples ou multiplas, pontes retas de ta
buleiro em laje sobre vigas longitudinais, etc.

Em todos os casos as estruturas devem ser provi
das, nas secoes transversals extremas, de diafragmas rigi
dos (em seus planos) e podem ser discretizadas em faixas
verticais, horizontais ou inclinadas, desde que as suas ca
racteristicas elasticas nao se alterem longitudinalmente.

A seguir anotam-se algumas observagoes relativas
ds estruturas passiveis de calculo estatico pelo programa

MEFAF.

- Caracteristicas elasticas e geoméetricas: secao trans
versal constante, ligacao monolitica das faixas,
ortotropia plana de cada faixa, comportamento e

lastico-linear,

- Agaes: peso pr6prio da estrutura, cargas linearmente
distribuidas (desde que a linha de distribuicgac
seja paralela ou perpendicular as linhas nodais)
cargas superficialmente distribuldas, cargas con

centradas.

- Resultados: momentos fletores e torgores e forgas cor

tantes por unidade de comprimento da faixa (fun

cionamento como placa), tensoes normais e de ci

salhamento (funcionamento comoc chapa), desloca

mentos nas linhas nodais.
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7.2.2 - Organizacao do programa MEFAF

FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO

INICIO

LER DADOS

4

IMPRIMIR DADOS

»(__LACO EM N? DE HARMONICOS >

> LAGO EM N9 DE FAIXAS S

L J
MATRIZ DE RIGIDEZ INDIVIDUAL

E CONTRIBUICAO NA GLOBAL

Y
VETOR DE CARGAS LOCAL E

CONTRIBUICAQ NO GLOBAL

9

MATRIZES DOS ESFORCOS INTERNOS
E TENSOES

b

COMPLEMENTACAO DO VETOR DE CARGAS

h
SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

LINEARES NOS PARAMETROS NODATS
DE DESLOCAMENTO




A

CALCULO DOS ESFORCOS DE DES
LOCAMENTOS

NAO ™
- IMPRESSAOQ
SIM
- IMPRESSAO DOS RESULTADOS
ORGANOGRAMA
‘ PROGRAMA PRINCIPAL[ —| DENSA |
DENSA
MATRA
MONTA [ FDENSA™ ]
(ESFIN ] —{_ DXTT ]
DECOM m
TXD
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EXPLICACAO DAS SUBROTINAS

Promove a montagem da matriz de rigidez e do ve
tor de cargas da estrutura coordenando a chamada de outras
subrotinas auxiliares. Funciona de acordo com o fluxogra

ma apresentado a seguir,.

{INICTO) <;>

X
MATRIZ DE RIGIDEZ DA CONTRIBUICAO DA MATRIZ DE
FAIXA COMO CHAPA RIGIDEZ DA FAIXA NA MATRIZ
DE RIGIDEZ GLOBAL, COM A
1 APROPRIADA TRANSFORMACAO DE
CHAMADA DE DENSA PARA COORDENADAS ATRAVES DE CHA
CONDENSACAQ DA MATRIZ MADAS SUCESSIVAS DAS SUBRO
TINAS TXD e DXTT o

MATRIZ DE RIGIDEZ DA Y

FAIXA COMO PLACA MONTAGEM DOS VETORES DE CAR |
GA PARA O COMPORTAMENTO MIS
TO DA FAIXA, TRANSFORMACAO
DE COORDENADAS (SUBROTINA
TXD)

CHAMADA DE MATRA PARA ' L
MONTAGEM DA MATRIZ DE RETORNO

ROTACAO DE EIXOS

¥
CHAMADO DE DENSA PARA
CONDENSACAO DA MATRIZ

3
CHAMADA DE VETCAR PARA
MONTAGEM DOS VETORES DE
CARCA DA FAIXA COMO CHA
PA E COMO PLACA -
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DECOM SOLVE]

Resolvem um sistema de equagoes lineares, desde
que a matriz do mesmo seja simetrica, em banda e definida
positiva, atraves do metodo da raiz quadrada (Cholesky). A
razao de ter sido escolhido tal metodo deve-se a citacao
encontrada na referéencia [30], em que 0s autores o recomen-—

dam como um dos mais adequados para a resolucao de siste-

mas simétricos.

Tais subrotinas operam apenas com a diagonal
principal mais a parte superior da banda da matriz, acha
tando tal regiao em u'a matriz retangular de dimensoes

NxLB onde N & o numero total de graus de liberdade e LB a

semi~largura da banda da matriz do sistema (vide Fig. 5.8).

Calcula para as segoes de saida os deslocamentos
nas linhas nodais, referidas ao sistema global e os esfor
gos internos e tensoes referidos a cada sistema loecal de
faixa.

0 seu funciocnamento pode ser entendido a partir

do fluxograma a seguir.

(INIcIO) (g)

— LAGO EM N? DE FALXAS » —< LACO EM N9 DE SATDAS »

A
TRANSFORMACAO DOS PARAME —»LACO NAS 3 LN DA FATXA
TROS DE DESLOCAMENTO PA-
RA O SISTEMA LOCAL.

CALCULO DOS MOMENTOS, DOS

ESFORCOS CORTANTES E DAS
CALCULO DOS PARAMETROS TENSOES
NODAIS DE DESLOCAMENTO

RELATIVOS A LINHA NODAL
AUXILTAR
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Realiza a condensacao estatica da matriz de rigi
dez da faixa no seu funcionamento como placa ou como chapa,
atraveés da eliminag¢ao dos parametros de deslocamento cor
respondentes a linha nodal auxiliar. As dimensoes das ma

trizes de rigidez da faixa sao reduzidas de 6x6 a 4x4.

Promove a condensacao estatica do vetor de car
gas da faixa no seu funcionamento como placa ou como chapa,
através de eliminacdo dos parametros correspondentes a 1i

nha nodal auxiliar.

Estabelece a matriz de transformagao de coordena
das que permite a rotacao de eixos cartesianos, relacionan

do o sistema local ao sistema global de referéncia.

Calcula os vetores de carga para agoes em cada
faixa no seu comportamento como placa ou chapa.

Acumula as cargas nodais equivalentes na seguinte
ordem: cargas totalmente distribuidas (inclusive peso pro
prio), cargas parcialmente distribuidas, cargas linearmen

te distribuidas, cargas concentradas.

Caleula para as tres linhas nodais de cada faixa
e em todas as secoes de salida de resultados, a matriz dos
momentos, a matriz dos esforgos cortantes e a matriz das
tensoes. Essas matrizes multiplicadas pelos parametros no
dais de deslocamento referidos ao sistema local de <coorde
nadas da faixa fornecem os valores dos referidos esforgos

e tensces.
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IMPRESSAO DE RESULTADOS

‘\»;_,___,,1f~f’ﬂ’“*——_

— LAGO EM N9 DL SATDAS)

4
LACO EM NO DE LINHAS
NODAIS

i
CALCULO DE DESLOCAMENTOS?

IMPRESSAO

S5IM

IMPRESSAO DE RESULTADOS
RETORNOQ

7.2.3 - Sistemas de coordemadas

Sao utilizados eixos coordenados cartesianos or
togonais agrupados de tal modo a formarem um sistema glo
bal de referencia e tantos sistemas locais quantas forem

as faixas em que se discretiza a estrutura.

SISTEMA GLORAL
A escolha do mesmo & feita observando-se os se
guintes requisitos:

- origem em um dos apoios extremos da estrutura, para

possibilitar o atendimento, a priori, das condigoes

de contorno longitudinais (vide 29 e 39 capitulos).
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- eixo y na direcao do eixo longitudinal da estrutura

- eixos x e z preferencialmente (mas nao obrigatoriamen
te) as diregaes preponderantes ma estrutura, .em ge
ral a vertical e a horizontal; ambos os eixos ortogo

nais a y e entre si.

SISTEMA LOCAL

Definido a partir do instante em que se fixa a
incidencia das faixas; adotadas as seguintes caracteristi-

cas.:

- origem no mesmo apoio que contem a origem do sistema
global, no plano medio da faixa e sobre sua linha no

dal inicial (LNI).

~ eixe y' paralelo e de mesmo sentido do correspondente

eixo global e contido no plano médio da faixa.

- eixo x' no plano médio da faixa, dirigido da linha no

dal inicial (LNI) para a linha modal final (LNF).

. " . - -
~ eixo z' consequentemente perpendicular ac plano médio

da faixa.

hJ X . sistema
global

faixa gendrica

FIG. 7.2 — SISTEMA LOCAL DE COORDENADAS
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0 programa MEFAF ja incorporou em suas rotinas
de calculo a fixagao de cada sistema local de coordenadas

e a respectiva ligagao do mesmo ao sistema global a partir

da definigao da LNI e da LNF por suas coordenadas globais

X e Z.

7.2.4 - Entrada de dados

PREPARO DOS DADOS

Durante esta fase mnao se deve fazer economia em
cuidado e organizagao. Como orientacao segue um roteiro bi

sico para a utilizacao do programa MEFAF.

- discretizacao da estrutura

- numeragao das faixas e suas linhas nodais periféricas

- fixagao do sistema global de referéncia

- coordenadas dos nos

- incidéncias das faixas nas linhas nodais (que 1impoem
0s sistemas locais de referencia) e suas espessuras

-~

- indicadores de numero de harmonicos, nimero de sal
das, etc.
- ordenadas das saidas

- fixacao das propriedades fisicas da estrutura

- detalhes relativos as cargas, separando as que sao a

plicadas nas faixas daquelas que sao aplicadas dire

tamente nas linhas nodais.

LIMITACOES
0 programa MEFAF tem sua aplicacao delimitada por:

40

- numero maximo da faixas
~ numero maximo de linhas nodais = 40

- numerc maximo de secoes de saida = 10

- maximo modulo da diferenga entre numero das linhas no

dais de uma faixa = 3 (|i-j| € 3)
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numeros maximos de cargas em linhas nodais (concen
- - [ -
tradas = 16, linearmente distribuidas = 16, momentos
distribuidos = 5)
quanto as aplicadas nas faixas deve-se respeitar o 1i
mite de 150 para a soma das seguintes parcelas: 2 ve
zes o numero de cargas totalmente distribuidas, 7 ve
zes o numero de cargas parcialmente distribuidas, 8
vezes o numero de cargas linearmente distribuidas e 5
vezes o numero de cargas concentradas.
MANUAL DE ENTRADA DE DADOS
Ne bE :
ORDEM | REGISTROS DE VARIAVEIS FORMATO
ENTRADA .
I "1 NHARH,'NFAIXA, NLN, NSAIDA,NAPOIOD, 6610, ¢10.0, GcloO
LBANDA, A, THAR
11 NSAIDA + B8 YSAIDA(T) 3610
IIT HLN X(I),2(1) 2Glo0
Iv NFAIXA LNI(I), LMF(1), H{I) . 2610, G10.0
v 1 EX, EY, G, PX, PY, GAMA 3G615.0, 3Gl0.0
T
VI 1’ TCTDIS(I), NCPDIS{I), NCLDIS(I) 8G10
wCconc(1)
VIl ICTDIS(T) QFAIXA(TAUX), QFAIXA(JAUX) 2G10.0 NFAIXA
VIIL | NCPDIS(I) QFAIXA(K), X=IAUX, JAUX 8C10.0 CONJUNTOS
QPX, QPFY, QPZ, X1, X2, Y1, Y2
1X RFLOISET) QFATXA(K), K~IAUX, JAUX 8610,0
QLX, qQLY, X1, X2, Y1, Y2, IND
X | NFCONC(I) OFATXA{K), K=iaux, JAUX 8G10.0
Qcx, ey, QcZ, X, ¥ ‘ J
X1 1 NBCCLN, NCDI:N, NMDLN 3610
XIL NCCLN LNCARC(I}, UC(J}, VvC{J}, WC(I), YC(J)|Gl10, 5 BlO.0
XIII | NCDLN LNCARD(J), QK(JY, QZ{(J), Y¢(J) ¥2{J) | GlG¢, 5 G10.0
X1V | NMDLN LNMOND(J), MTETA(J), YN1{J), ¥N2{J) | G10, 5 Gl0.0
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SIGNIFICADO DAS VARTAVEIS E COMENTARIOS

I. Informagoes Gerais

NHAR + numero total de harmonicos da serie
NFATXA ~ nimero total de faixas

NLN + numero total de linhas nodais (excluidas as au

xiliares)
NSAIDA - numero total de saida de resultados

NHARSA - niUmero do harmonico a partir do qual sac im-

pressos resultados

LBANDA —+ semi-largura de banda da matriz de rigidez glo

bal
A -+ comprimento da estrutura
THAR + indice de incremento de harmonicos

IHAR=0 quando nao houver simetria de carrega
mento em relagcao a segao central

IHAR=1 quando houver

TI. Ordenadas das Saidas

YSAIDA(I) - ordenada da saida I

ITIT. Coordenadas das l1linhas nodais

X(1) , Z(1) = respectivamente abscissa e cota da 1i
nha nodal I, referidas ao sistema glo

bal de coordenadas

IV. Incidéncia e espessura das faixas

LNI(I),LNF(I),H(I) -+ 1linha nodal inicial, linha nodal
final e espessura da faixa I, res

pectivamente.
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V. Caracteristicas do material constituinte da estrutura

EX, EY - modulos de elasticidade longitudinais de todas

as faixas mnas diregcoes x e y respectivamente,
G + modulo de elasticidade transversal

PX, PY > coeficientes de Poisson correspondentes as di

regoes X e y, respectivamente

GAMA + peso especifico

VI. Informagoes sobre as agoes na faixa I

ICTDIS(1I) - indice de carga totalmente distribuida

(ICTDIS = 0, quando inexiste tal forga e
ICTDIS

1, quando existe)

NCPDIS(I), NCLDIS(I), NCCONC(I) - numero de cargas par
cialmente distribuidas, linearmente dis

tribuidas e concentradas, respectivamente.

VII. Carga totalmente distribuida

QFATXA(TAUX), OFAIXA(JAUX) ~ taxas de distribuicao de

carga nas diregoes dos eixos locais x'

e z', respectivamente

VIII. Carga parcialmente distribuida

QFATXA(K), K=TAUX,JAUX -+ podem ser melhor compreendi
das chamando-se QFAIXA(K) respectivamente
de QPX, QPY, QPZ, X1,X2,Y1,Y2, para K va
riando de IAUX a JAUX.

QPX, QPY, QPZ —+ taxas de distribuigao da carga nas

direcoes das linhas locais x', y' e z',
nesta ordem.
X1, X2 > abscissas inicial e final do retangulo de

distribuicao, respectivamente.



IX.

X,
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YI, Y2 - o mesmo para ordenadas.

Carga linearmente distribuida

QFAIXA(X), K=IAUX,JAUX -+ podem ser melhor compreendidas
nomeando-se QFAIXA(K)} respectivamente de QLZX,
QLY, QLZ, Xl,XZ,Yl,YZ;IND, para K variando
de TAUX a JAUX.

QLX, QLY, QLZ - taxas de distribuigao de carga nas dire
¢oes dos eixos locais x', y' e z', nesta or

dem

X1, X2 + abscissas inicial e final da distribuigao,
respectivamente (quando distribuigao parale

la ao eixo leocal x'")

Y1, Y2 + ordenadas inicial e final da distribuigao,
respectivamente (quando distribuigae parale

la ao eixo local y'")

IND + indicador de direcao da linha de distribui
950 da carga (IND=0, quando paralela ao eixo

x' e IND=1, quando paralela ao eixo yv')

Carga concentrada

QFAIXA(K), K =TAUX,JAUX - melhor compreendidas desde que,
para K variando de TAUX a JAUX, chame-se QFAT
XA(K) respectivamente de (QCX, QCY, QCz, X, Y

QCX,QCY,QCZ ~ componentes da carga segundo os eixos lo-

cais x', y' e z', nesta ordem

X, ¥ + abscissa e ordenada locais do ponto de a-

plicacao da carga



XI.

XII.
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Informagcoes sobre as cargas aplicadas nas linhas nodais

NCCLN, NCDLN, NMDLN - numeros totais de cargas concen
tradas, cargas linearmente distribuidas e momen
tos linearmente distribuidos nas linhas nodais,

respectivamente.

Carga caoncentrada J

LNCARC(J) - linha nodal onde atua a carga concen

trada J

Uc(J), vC(J), WC(J) » componentes da carga J, segundo

os eixos globais x, y e 2z, respectivamente

YC(JI) > ordenada global do ponto de aplicacao da

carga J

XITI. Carga linearmente distribuida J

XIV.

LNCARD(J) -+ linha nodal onde atua a carga distribui
da J

QX(J), QZ(J) - taxas de distribuigao linear de carga
J nas direcoes dos eixos globais x e z,

respectivamente

Y1{(J), Y2(J) = ordenadas inicial e final da distribui

gao de carga J

Momentos linearmente distribuidos J

LNMOND(J) -+ linha nodal onde atua o momento distri

buide J

MTETA(J) ~ taxa de distribuigao do momento J em torno

do eixo global y (segundo &)

YMI(J)Y, YM2(J) -+ ordenadas do inicio e do fim da dis

tribuiggo do momento J.
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Para os registros de entrada cujos nimeros de or

dem sao VII, VIII, IX e X, e que correspondem as agaes $0

bre as faixas, deve-se lembrar que 08 sistemas de

cia sao locais.

7.2.5 - Saida de resultados

0 conjunto de resultados & apresentado com

renciagao do sistema de eixos cartesianos a que se

referen

difg

ligam

0s mesmos, esforgos internos e tensoes referidas aos siste

mas locais e deslocamentos ao sistema global.

Em cada uma das segoes de saida, nas trés linhas

nodais de todas as faixas tem-se, para o seu funcionamento

como placa, a apresentagao dos momentos fletores MX e M ,

momento torgor ou volwvente M

Xy

esforgos cortantes V
X

y
e V ,
y

todos linearmente distribuidos na unidade de comprimento e

obedientes as convengoes apresentadas na Figura 7.3.a. E,

para o funcionamento como chapa, as tensoes normais O, O

y

e tensao de cisalhamento v , conforme Figura 7.3.b.
Xy

o) PLACA

DOS (PLACA)

elemento de

%
c-x
xy/ \(
Ty“
C]"y dy
Tyx = Ty b} CHAPA

FIG. 7.3 - o) MOMENTOS E CORTANTES LINEARMENTE DISTRIBUI-

b) TENSOES NORMAIS E TANGENCIAIS { CHAPA ).
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Ja os deslocamentos u, v, w e O paraas linhas
nodais externas, isto &, excetuadas as auxiliares de cada
faixa, sao exibidos, em cada secao de saida, referidos ao
sistema global e obedientes aos sentidos por ele determina

dos.,

7.3 - PROGRAMA MEFAC

7.3.1 - Campo de aplicacao

O programa MEFAC incorpora a técnica apresenta-
da no capitulo 6, possibilitando a analise de pontes retas
de segao celular constante, biapoiada nas secoes extremas,
que tenham apoios intermediirios discretos rigidos ou dia
fragmas fixos.

Quanto ao apresentado no item 7.2.1 {programa
MEFAT) acrescente-se aqui a continuidade das estruturas re
lacionadas e nos resultados as reagoes de apoio nos pila
res ou as interagoes nos pontos de conexao diafragma-estru
tura principal, que, a partir deste item, passam a ser
chamadas também reacoes de apoio, para simplificacido dos

textos posteiores.

7.3.2 - Organizagao do programa MEFAC

0 programa METAC guarda varios pontos de seme
lhangca com o programa MEFAF., Enquanto neste a estrutura
biapoiada & resolvida para o carregamento externo apenas,
naquele,a mesma (no caso estrutura principal), e resolvida
para o carregamento externo e para cada um dos carregamen
tos constituidos pela reacido unitaria colocada em um ponto
de apoio, na direcao em que se impoe deslocamento nulo. As

solugoes para os diversos carregamentos, processadas harmo
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nico a harmonico da serie, sao individualmente armazenadas

e acumuladas de tal forma que, ao se atingir um determina

do numero de harmonico pre-fixado, sao calculadas as rea
coes de apoio (atraves do processo dos esforgos) e &, en
tao, promovida a superposicao de efeitos para chegar-se 2

solugao final.

FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO

VETOR DOS DESLOCAMENTOS
ﬁER DADOS NOS PONTOS DE APOIO, COR

RESPONDENTE AQ CARREGA-
MENTO EXTERNO
IMPRIMIR DADOS
L
. LAGO EM NQ DE
HARMONICOS
CALCULO DOS DESLOCAMENTOS
F ESFORCOS CORRESPONDENTES

\
:LAQO EM NO DE:> L4—AO CARREGAMENT(O E A CADA U

MATRIZ DE FLEXIBILIDADEJ

FAIXAS MA DAS REACOES UNITARIAS E
POSTERIOR ARMAZENAMENTO

Y
MATRIZ DE RIGIDEZ IN|
DIVIDUAL E CONTRIBUT
GAO NA GLOBAL

Y
SOLUGAO DO SISTEMA DE E-

QUAGOES LINEARES NAS REA
¢OES DE APOIO

\
SUPERPOSIGAO DE EFEITOS DO
CARREGAMENTO EXTERNO E DAS
REACOES DE APOIO « GALCULA~
DAS

VETOR DE CARGAS LOCAL
E CONTRIBUICAO NO GLO
BAL

\
COMPLEMENTAGAO DO VE-
TOR DE CARGAS

!

IMPRESSAQ DOS RESULTADOS

Y
SOLUGAO DO SISTEMA DE
EQUACOES LINEARES NOS
PARAMETROS NODAIS DE
DESLOCAMENTO PARA O

CARREGAMENTO PRINCIPAT,
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ORGANOGRAMA

PROGRAMA PRINCIPAL

DENSA
DENSA
MATRA
VETCAR
FDENSA
FDENSA
TXD
DXTT
TXD

DADOS

y

MONTA

DECOM

SOLVE

S

SOLVE

PLEX

X

REAP O

Iii I‘ii i

DESFOR

ESFIN

—— ——LsseaU |——{TNb1

EXPLICACAO DOS SUBPROGRAMAS

Nao serao apresentados os subprogramas de compre
ensao imediata e nem aqueles que se assemelham aos homoni-

mos utilizados no programa MEFAF

E chamada em MEFAC durante outra fase do progra
ma, no momento do caleculo dos esforgos internos e tensoes,
evitando armazenamento periferico.

Basicamente & a mesma subrotina com pequenas al

teracoes.
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REAPO,

Calcula deslocamentos nos pontos de apoio devidos
a0 carregamento externo e os parametros nodais de desloca
mento correspondentes as reagSes de apoio unitarias.

E feito o aproveitamento da decomposicao da ma
triz de rigidez operada antes de se chamar REAPOQ.

Através da chamada de FLEX sao estabelecidos 0s

coeficientes de flexibilidade.

FLEX

Calcula os coeficientes de flexibilidade e organi
za a matriz de flexibilidade como um vetor, armazenando ape
nas os elementos acima da diagonal principal (inclusive), u

ma vez que tal matriz & simétrica.

Fungao que calcula a posicao do elemento (i,j),da
matriz bidimensional simetrica de ordem N, que se encontra
acima da diagonal principal (inclusive), ou seja, os elemen

tos (i,3), com j = 1i.

[pESFOR

Calcula, para as varias secoes de saida, os deslo
camentos nas linhas nodais referidas ao sistema global e os
esforgos internos e temnsoes referidos ao sistema local de
cada faixa., Isso e feito para o carregamento externo e tam
bém para cada um dos carregamentos correspondentes as rea
¢oes unitarias, sendo os resultados armazenados para poste
rior superposicao. O fluxograma a seguir procura esclarecer

o seu funcionamento.
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{ INTCIO)

X
LAGO EM N9 DE FAIXAS »

LACO EM N9 DE CARREGAMENTOS
(EXTERNO + APOIOS)

J

TRANSFORMACAO DOS PARAMETROS
NODAIS DE DESLOCAMENTO PARA
0 SISTEMA LOCAL

A

CALCULO DOS PARAMETROS DE DESLO-

—

CAMENTO RELATIV(0OS A LINHA NODAL
AUXILIAR

LAGO EM NO DE SALDAS :>

Y

LACO NAS 3 LN DA FAIXA :>

CHAMADA DE ESFIN PARA CALCULO
DAS MATRIZES DOS ESFORGOS IN-
TERNOS E TENSOES

LACO EM NQ DE CARREGAMENTOS :>

X

CALCULO DOS ESFORCOS INTERNOS
E TENSOES

f

4

ARMAZENAMENTO

f

LACO EM NO DE SAIDAS :>

Y

LACO EM NG DE 'LINHAS NODA15;>

0
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J v

> LACO EM NO DE CARREGAMENTOS >

/
-——{CALCULO DOS DESLOCAMENTOE]

1

- | ARMAZENAMENTO|

|
( FIM )

Subrotina para resolugao de sistema de equagoes

lineares pelo método de Gauss simples.

Subrotina que processa a superposicao de efeitos

dos varios carregamentos e imprime os resultados finais.

7.3.3 - Sistemas de Coordenadas

(Vide item 7.2.3)

7.3.4 -~ Entrada de Dadocs

PREPARO DOS DADOS

0 roteiro a ser seguido € o mesmo do programa
MEFAF, acrescentando-se, apenas, a fixagao dos pontos de a
poio, que necessariamente pertencerao a linhas nodais pre

viamente adotadas.
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LIMITAGOES

As diferengas em relagao ao programa MEFAT sao
guintes:
numero maximo de secoes de saida = 5

numero maximo de cargas em linhas nodais (linearmen
te distribuidas = 10, momentos distribuidos = 2)

para as cargas aplicadas nas faixas, tem-se como 1imi
te da soma referida no item 7.2.4 o valor 90 ao inves
de 150

numero maximo de pontos de apoio = 30 (especifico de

MEFAC)
MANUAL DE ENTRADA DE DADOS

As modificagoes necessiarias em relagao ao progra

ma MEFAF sao anotadas a seguir.
o]
NG DF N© DE .
ORDEM REGISTROS VARTAVEIS FORMATO
DE ENTRADA
I 1 NHAR,NFAIXA,NLN,NSAIDA,NAPOIO, 6G10, G10.0, G10
LBANDA, A, IHAR
XV NAPOTO TNODAL(J) ,YAPOTIQ(J), IMPEDT (J) Gi0, G10.0, Gl0

SIGNIFICADO DAS VARIAVEIS E COMENTARIOS

I. Informagoes Gerais

NAPOQIO nimero total de pontos de apoio

As demais variaveis com mesmo significado apresentado

no programa MEFAF
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XV. Pontos de apoio
LNODAL(J)Y - linha nodal onde se encontra o ponto de
apoio J
YAPOIO(J) - ordenada do ponto de apoio J

IMPEDI(J) =+ indicador da direcao de restricao de deslo

camento

IMPEDI = 0 restrigao paralela ao eixo

global =z

= 1 restricac paralela ao eixo

global =x

= 2 restrigao em torno do eixo

global vy (diregao de B8)

7.3.5 - Saida de resultados

Alem dos apresentados pelo programa MEFAF, sao
também impressas as reacoes de apoio relacionadas ao siste

ma global de referéncias.



CAPITULO 9

CONSIDERACOES FINAIS - CONCLUSOES

9.1 - CARGA CONCENTRADA - 0 PROBLEMA DO EFEITO LOCALIZADO

Teoricamente as tensoes em um ponto sob carga
concentrada sao infinitas. Assim a teoria das placas delga
das nao pode fornecer, por exemplo, os momentos maximos sob
ponto de concentragao de carga. Nao compensa, pois, em
tais pontos tentar atingir a "convergencia" da solucao.

A carga concentrada em um ponto sG existe no pla
no das cogitacoes abstratas pois, na pratica, qualquer car
ga se distribui sobre uma area finita. Assim, o pico teori
co de resultados sob cargas concentradas & de interesse pu
ramente academico. No caso especifico das pontes, motivo
maior deste trabalho, as proprias normas técnicas prevem
cargas de rodas dos veiculos~tipo distribuidas em pequemnos
retangulos e ainda o espraiamento a 45° até o plano médio
da laje superior. Alem disso as armaduras, dispostas nos
tabuleiros das pontes de concreto armado, sao calculadas
para resistirem as cargas totais integradas em determina
das porgoes de cada secao e nao em atendimento a valores
isolados das tensoes teoricas.

Enquanto na vizinhanga de cargas concentradas ten
soes e esforgos tendem a se estabilizar vagarosamente, re
querendo cerca de 100 harmonicos, quase nenhuma mudanga o
corre em regioes pouco distanciadas a partir dos primeiros

25 ou 30 harmonicos.
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Nos locais de concentracao de carga , mesmo 0s
valores que alcangam certa estabilidade tem uma confiabili
dade que s0 pode ser garantida quando respeitados parame
tros empiricos, fixados a partir da instrumentacao de mode
los e comparacao de resultados experimentais.

Quando da colocacao de extensometros, com o objg
tivo de medir deformagSes, tenha~se em mente o seu compri
mento finito, o que faz com que na realidade sejam avalia
das medidas de deformagao em pequenas distancias finitas,
enquanto a teoria fornece picos de valores em distancias

infinitamente pequenas.

Loo e Cusens [4] apresentam as conclusoes de um
trabalho minucioso em que foram feitas comparacgoes entre
os resultados tedricos provenientes da anidlise por faixas
finitas e as medidas realizadas em modelos de pontes, ins-
trumentados com uma alta densidade de extensdmetros. Essas
conclusoes encontram-se resumidas no paragrafo seguinte.

A consideragao de um nlimero de harmdnicos em tor
no de 100 faz com que o Mé&todo das Faixas Finitas forneca
0os valores proximos dos experimentais (faixa A03-1LNA) pa-
ra as deformacoes nas regides criticas, desde que se utili
ze duas ou mais faixas estreitas na vizinhanca das cargas
concentradas. Tais valores tém se apresentado a favor da
seguranca e independentes da posicao da carga no tabuleiro.
Assim, para regioes entre duas secoes apoiadas os efeitos
locais podem ser determinados analisando-se uma estrutura
auxiliar, biapoiada, com um vao igual i distancia dos a-
poios citados; mna vizinhan¢a de suporte intermediario os e
feitos locais podem ser encontrados a partir da analise de
estrutura auxiliar continua, de dois viaos, retendo apenas

os apoios adjacentes, que sao assumidos simples.

9.2 -~ DESCONTINUIDADES LONGITUDINAIS

Nas segoes imediatamente sobre eixos de veiculos-
-tipo e segoes intermediarias apoiadas ocorrem descontinui

dades longitudinais em alguns esforgos e tensdes (forga cor



tante longitudinal Vy de placa, tensao de cisalhamento Ty
de chapa).

As simulagoes em série de Fourier, por sus prp-
pria natureza, ndo podem produzir descontinuidade e os re
sultados convergirao para a média dos valores dos dois de
graus adjacentes a segao de descontinuidade., O0s dois valo
res corretos, serao produzidos a pequenas distancias da Te

ferida secao.

Constitui boa norma de utilizacao do Metodo das
Faixas Finitas a obtengao de saidas em secoes proximas a
regiao critica para se alcangar os maiores valores dos re
sultados analisados. De um modo geral a consideracao de um
numero de harménicos em torno de 100 resolve bem o pro-

blema.

9.3 - STMULAGAO DE DIAFRAGMAS - PONTOS DE CONEXAO

Havendo monolitismo na ligacao estrutura princi
pal e diafragma, o contato & continuo e, 3 primeira vista,
a aproximagao se tornaria teoricamente melhor quanto maior
fosse o numero de pontos de conexao adotados.

Numa analise mais cuidadosa pode-se perceber a
inconveniencia da consideracdo de niimero elevado desses
pountos. Em primeiro lugar porque implica na adocao de uma
grande quantidade de cargas concentradas que teém dois efei
tos danosos: a necessidade de discretizacdes mais refina
das devida ao aumento do nimero de linhas nodais adicio
nais para gerar faixas estreitas nos locais de pico de wva
lores e o acréscimo do tempo de processamento requerido
por causa do crescimento do numero de incognitas-forca de
interacao e das equagoes de rigidez por causa do refinamen-
to da discretizagao. Em segundo lugar, o efeito desastroso
de tornar a matriz de flexibilidade mal condicionada. Se
duas forgas de interacao fossem aplicadas no mesmo ponto

da célula e na mesma direcao, os dois conjuntos de coefil



cientes de flexibilidade seriam idénticos ou proporcionais,
isto implicaria em u'a matriz singular (e, portanto, nao
+ - * —~ » o~

inversivel). Logo, a consideracao de pontos de lnteracao
muito proximos prejudica o condicionamento da matriz de fle

xibilidade.

Nas secoes de restrigao,onde interessa ao proje
tista a investigagao de resultados, os diafragmas devem ser
considerados em conexao com a estrutura principal nos can
tos das células. No caso especifico de se ter cargas exter
nas concentradas ou distribuidas em pequenas superficies
proximas a secao de restricao, pontos de conexao interme
diarios devem ser considerados na célula onde tais cargas

aparecen|4 .

P

s A

FIG. 9.1 - PONTOS DE CONEXAO
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9.4 - CONCLUSOES

0 Método das Faixas Finitas constitui ferramenta
simples e acurada para a analise de folhas poliedricas
prismaticas, pontes de tabuleiro em laje e em secao celu
lar, etc., permitindo a facil consideracao da ortotropia.
Alem das condigoes de contorno consideradas neste trabalho
outras podem ser tambem incorporadas. Podem ser considera
das vantagens devidas a simetria da estrutura.

0 M.F.F. & relativamente simples de se programar,

manipula poucos dados de entrada, ocupa reduzida area de
memoria do equipamento eletronico utilizado e consome pe
queno tempo de computacao, sendo adequado para computado

res de pequeno porte,

Com a utilizagao do M.F.F. sao alcancadas resul
tados satisfatorios com um nimero de equagoes bem menor
que no Metodo dos FElementos Finitos, mnas situacoes em que
se aplica, sendo a diferenca, em geral, significativa,

O0s resultados para deslocamentos convergem rapi
damente, o mesmo acontecendo com as reagoes em apoios in
termediarics e pontos de interacao estrutura principal—dii
fragmas.

De um modo geral & rapida a convergencia ao se
afastar dos pontos de concentracao de carga, bastando con
siderar em torno de vinte e cinco harmonicos para as estru
turas apociadas nas extremidades e cinglenta para as conti
nuas. A consideracao de um numero de harmdnicos perto de u
ma centena resolve o problema de efeitos localizados junto
a cargas concentradas ativas ou reativas e a favor da segu
ranga conforme comprovagao experimental [4].

A simulagao da continuidade do tabuleiro & efi
ciente e de facil tratamento tedrico. Quando da existéncia
de cargas concentradas ou secoes com restricoes de desloca
mentos (diafragmas fixos, pilares intermediarios, etc) & a
conselhavel a aproximacao de resultados obtidos em secoes

vizinhas, caso esses tenham interesse na analise,
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E boa norma a utilizagao de duas ou mais fai
xas estreitas na vizinhanga de carga concentrada.

A aproximagao para as cortantes merece maior es
tudo. Parece ser necessaria a consideragao de um nimero e
levado de faixas e harmdonicos ou a adocdao de faixa de ordem
mais alta. Pesquisas posteriores serao desenvolvidas com o
objetivo de estudar tal problema.

Para as pontes de tabuleiro em secao celular &
recomendavel a utilizacao de pelo menos vinte e cinco har
monicos quando a mesma for desprovida de apoios intermedié
rios e nao havendo interesse a analise de efeitos localiza
dos sob carga concentrada. Caso contrario um numero de haz
monicos em torno de uma centena deve ser considerado. Nos
locais de variagoes bruscas de tensces, em geral, bastam
duas ou tres faixas por lamina constituinte e nos locais
distanciados de cargas concentradas e apoios intermedié
rios, uma faixa por lamina & suficiente para a simulacao
de seu comportamento. Quando no dimensionamento sao prepon
derantes as tensoes de cisalhamento e as tensoes normais
transversais nas laminas que apresentam comportamento pre
dominante de chapa, a utilizacao de duas ou trés faixas &
adequada. 0s pontos de conexao entre diafragma e estrutura
principal devem ser considerados nos cantos das células e,
se interessarem as saidas de resultados junto i secdo de
restrigao de deslocamentos e se existirem cargas proximas
a mesma, devem ser considerados, além dos cantos, pontos
intermediarios como sendo de interacao,

0 modelo proposto e bastante seguro quanto a me
todologia e a comparagao de resultados confirma o tratamen
to hibrido realizado (polindmios transversais-séries de
Fourier longitudinais) e constitui uma garantia dos progra
mas MEFAF e MEFAC, que, provavelmente,se encontram livres

de erros.



APENDICE 1

OBTENQEO DA PARTE POLINOMIAL DA

FUNCAO DESLOCAMENTO

Como exemplo de obtencao de fm(x) ¢ adotada a fai
Xa finita exposta na Fig. 2.6, com duas linhas nodais i e j
e dois graus de liberdade por linha nodal, a amplitude de
deslocamento w e a rotacao elastica 6 = 3w/3x. Ha, portanto,

um total de quatro parametros a determinar (w. , e

a. , w,
im im jm
Gjm) para cada harmonico m da série., £ necessario, entao, u

tilizar um polinomio de terceira ordem

£ (x) = A +A -+A?x2-rA x> ceel (101D
m 8] L

1 3

As constantes arbitrarias AO, Al’ A2 e A3 podem

ser escritas em termos dos parametros nodais incognitos a-

plicando~se as condigoes de compatibilidade.

af (o)
Em x=0 f (o) =w. , 2 =3
™ im X im
Bfm(b)
Em x="5 fm(b) =ij’ T = ejm « 4 e (1,2)

Utilizando a equagao (71.1) e impondo-se as condi

coes (1.2) pode-se escrever o seguinte produto matricial:

— = s 3
1 0 0 0 Ao W
0 1 0 0 Al < eim |
. ﬁ y =
1 b b2 b3 A2 W,
jm
2
0 1 2b 3b A3 6. v (I.3)
JmJ
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Resolvendo o sistema de equacoes lineares em A

o
Aps Ay € Ay, determinam-se os seus valores:
] " _
AO 1 0 0 0 Wim
Al 0] 1 0 0 8,
L 1m
< H . F. >
2 2
A2 ~3/b -2/b 3/b -1/b W,
jm
3 2z ~ a3
Aq ] 2b 1/b -2/b 1/b_ \ ejm
vee. (I.4)
Assim €& possivel reescrever fm(x) da seguinte for
ma s
3 3 2 3 2 3
E ()= (1- 25 4 %)w.m+(x-%— ST I
b2 b i p2 im T2 N jm
3 2
+ (5 - %y, vees (I.5)

b2 b jm

que ainda pode ser organizada matricialmente assim:

2 3 2 3 2
2 2
£ =101 2w 2By e By (X
b” b b b b b

2x2 x3 x2
—_3) (_2-_—b—)} Yim

6.

im
jm

B.m
L]

PO (16)

Além do procedimento supra desenvolvido & também
utilizavel uma formulagao direta em que se usa polindmios
de Lagrange e Hermite para a criacao de familias especiais
de funcoes de forma. Para maiores detalhes vide a referEE

cia[lQ].



APENDICE 11

EXEMPLO DE APLICACAO DO PRINCIPIO DA

MINIMA ENERGIA POTENCIAL

O problema de uma viga
tida ao carregamento indicado na
mo ilustracao, para que o leitor

este e os desenvolvidos ao longo

simplesmente apoiada, subme
Fig. I1I1.1 € resolvido, co-
possa fazer analogia entre

do trabalho, na wutilizacao

do principio da minima energia potencial,

FIG.I.1 - VIGA SIMPLESMENTE APO!ADA

Por definigao as condigoes de contorno sao,em y =0

il
<

(y)

I
1
=
=
o

M(y)

onde w e M representam o deslocamento vertical dos pontos do

eixo da viga e o momento fletor respectivamente; EI & o mo-

dulo de rigidez a4 flexao da viga. Sob a influencia de
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uma carga uniformemente distribuida, a elastica da viga &
uma curva regular e simétrica em relagao ao centro do vao,
cuja representagao € assumida na forma de uma funcao seno

como se apresenta abaixo.
i
d = w(y) = ¢ - sen(:?)

onde § & o parametro de deslocamento; no caso, & & igual ao
deslocamento w no meio do vao & = w(a/2) .

Se a funcao d =w(y) representa a elastica wverda-
deira, a energia potencial total desenvolvida no sistema de

ve ser minima. A energia potencial total da viga & dada por:

ET (@ . dow. 2 a
H=Ud+Up=T[(—‘;)dy—Jq-w-dy
jo dy 0
a - 5 a
m - EL [ [—(E)ZG sen(mz)] dy-—J q & sen(Ei) dy
2 a a a
) )
9
T < WAEIﬁ_ - s 2a
4 3 ™
a

Para que I seja minimo

w
entao
ﬂAEI 2a _ . § = 434q
— 3 CaF =0 - =3
Za T EI
Pode-se escrever por fim:
4a4 T
w(y) = = | sen(?g
m ET
2 2
_ d"w _ 4a"gq Ty
M(y) = -EI 5 5 sen(a)



-I1.3-

d3w
3 2 a
v i

V(y) = -EI

(=

onde V representa o esforgo cortante.

A tabela a seguir compara valores de w e M em y =
= a/2 e Vemy = 0, provenientes da analise anterior, com
os resultados exatos. Pode-se notar que existe boa correla
cao de valores para o deslocamento w, e um crescimento do
erro 3 medida em que as derivadas da fungao w(y) crescemn
de ordem. Este aspecto & de capital interesse na formulagao
desenvolvida neste trabalho com base no processo dos deslo

camentos.,

y = a/2 y = 0

. . aa M v

ET 2 ga

qga
Aproximado 0,01307 0,12901 0,40528
Exato 0,01302 0,12500 0,50000
Erro 0,47 3,2% -18,97%
TABELA 11.1 - Comparacao entre a solugao aproximada e

exata para a viga biapoiada

A melhoria dos resultados pode ser alcancada uti
lizando-se Série de Fourier, com a qual & possivel tornar o
campo de deslocamentos mais sofisticado do que a metade de

- - - -
uma onda de seno, Uma serie possivel para o problema em ana

lise & a que se apresenta em seguida.

mry,

T
wiy) = Z 6m - sen( 3
m=1

onde 8 & o parametro de deslocamento associado ao m-€simo

harmonico da série

r & o nimero de harmonicos em que se trunca a serie.
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Aplicando procedimento semelhante ao anterior, ob

tem-se
g m4W4E16;
I = - 8 g — [l—cos m ﬂ]
m=1 4&3 m
= ] 232q mmy
W(Y) = z 5 5 l-cosmT . sen(—;—)
m=1 m T EI
M - 13 2&2q i i mTy
(y) = Z 33 l-cosmT -sen(—;—
m=1 m™ ™ — -
% 2aq [ ] Ty
V(y) = X 55 l-cosmir| . cos( 2 )
m=1l m T L N

A partir dessas fungoes & possivel construir a ta

bela seguinte.

y = af2 y =0
qa
1 0,01307 0,12901 0,40528 -
3 -0,00005 -0,00478 0,02252
5 0,00000 0,00103 0,01621
7 0,00000 -0,00038 0,00827
9 0,00000 0,00018 0,00500
) 0,01302 0,17506 0,45728
Exato 0,01307 0,12500 0,50000
Erro 0,07 0,07 -5,5%

TABELA IT.2 -

Influéncia do niimero de harmonicos na solugao

aproximada da viga

biapoiada.
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O0s valores de w, M e V, correspondentes aos harm§
nicos pares, se anulam devido d simetria do carregamento em
relagao ao centro do vao da viga. F possivel observar que a
convergencia da série para os deslocamentos w & excepcional
mente rapida, sendo que a rapidez da convergéncia diminui

no sentido crescente da ordem de derivagEO de w,.



CAPITULO 8

APLICACOES

8.1 - 19 EXEMPLO - FOLHA POLIEDRICA PRISMATICA

8.1.1 - Apresentacaoc

Com a utilizacao do programa MEFAF foi analisada
uma folha poliedrica prismatica simples biapoiada em dia-
fragmas rigidos dispostos transversalmente nos extremos do
vao. Cheung [23}, utilizando faixas de baixa ordem do tipo
B02, analisou a estrutura, com a utilizacao do Metodo das
Faixas Finitas (M.F.F.), adotando quatro diferentes compri
mentos de vao (10ft, 30ft, 70ft e 100ft), com o objetivo
de comparar os resultados com os obtidos por De Fries—Skg
ne e Scordelis [30] que resolveram o preblema com a utili-
zagao da teoria das folhas poliédricas prismaticas (método

elastico).

Cargas linearmente ﬁF

distribuidas. "Cargas superficialmente

s08 distribuidas

2
BO Ibf/ft

535 Lbf/ ft 1,75’

2
5,00 EyEy* 11bf/ ft

3,00’ By = My =0

8,67 | 75M/M° 2

|
1 1 t

ny = 0,5 Lbf/ft

1ft = 0,3048 m 1Lthf = 4,448N

FIG.8.1 - SECAO TRANSVERSAL DA FOLHA POLIEDRICA PRISMATICA .,
CARREGAMENTO E CARACTERISTICAS ELASTICAS.
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Como a aplicabilidade do M.F.F. foi demonstrada
por Cheung [23J para folhas longas ou curtas, no presente
trabalho optou-se por estudar apenas a situagao em que o
vao tem valor igual a 70ft (21,336m).

As dimensoes da segao transversal da folha, bem
como as suas caracteristicas elasticas e de carregamento
sao apresentadas na figura 8.1.

O carregamento real & o apresentado do lade di-
reito do eixo de simetria (cargas superficialmente distri-
buidas). Do lado esquerdo do mesmo encontram-~se as cargas
linearmente distribuidas nas arestas da folha, obtidas a
partir da analise elementar convencional (lajes armadas nu
ma unica diregao) utilizadas nos artigos supra-citados. Cheung rea

nalisa o problema como carregamento real mas nao apresenta
resultados suficientes para as comparacoes feitas neste tra

balho.

8.1.2 - 12 discretizagao - cargas linearmente distribuidas

Primeiramente utilizou~se o programa MEFAF no cal
culo da folha com a discretizagao apresentadanaFig. 8.2(b)
para efeito de comparagao com os v7resultddos apresentados
por Cheung, segundo a discretizacao (a) da mesma figura.

Foram consideradas cargas linearmente distribuidas em ambos.

{0}

11 linhas nodais'(CHEUNG,
10 faixos B8 02

3 5 (b}
linhas nodais
2 6 6 faixas A O3 (MEFAF)
1 T
7
3 8
a > ( ¢)
4 0
s I3 linhas nodois
n
2 12 12 faixas AO3 { MEFAF)

1 I3

FIG. 8.2 - DISCRETIZACOES.




Na figura 8.3 sao apresentados resultados para
a segao do centro do vao da folha.

Analisando os resultados observa-se que 0_, MX,
MY e w sao praticamente os mesmos que os encontrados por
Cheung. As diferencas encontradas em P, vao se tornando sig
nificativas ao se aproximar da aresta mais interna, sendo
que os valores conseguidos via programa MEFAF se avizinham
mais dos da referencia [30}d0 que os encontrados por Cheung.
De um modo geral, conclui-se que cada faixa A03 pode subs-
tituir, neste caso, duas faixas BO2. A comparacgao das fle-
chas w com as da refer@ncia [30] nao teria significado uma
vez que o artigo nao apresenta o valor do modulo de elasti

cidade E utilizado.

a . . - . . . .
8.1.3 - 1- discretizagao - cargas superficialmente distri-

buidas

Da maneira como fol feito o programa MEFAF, ne-
nhuma dificuldade adicional existe em se considerar as car
gas distribuidas superficialmente. Tal consideracao foi a-
dotada para a mesma discretizagao anterior (figura 8.2(b))
e com igual numero de harmonicos,sendo os resultados apresen
tados na figura 8.4. Comparando-os com os correspondentes
a consideragao das cargas linearmente distribuidas nas a-
restas percebe-se que as diferencas sao insignificantes pa
ra Oy’ significativas para My apenas nas laminas verticais,
consideraveis para P junto as arestas, muito grandes para
MX e tem-se, para as cargas nas arestas, valores maiores
das flechas W sobre elas, como era de se esperar.

Na figura 8.4 sao também apresentados os resulta
dos referentes a discretizagEO (c) da figura 8.2, em que e
dobrado o numero de faixas, mantendo-se cargas superficial
mente distribuidas e nove harmonicos. Percebe-se, ao se a-
nalisar a figura 8.4 que o aumento do numero de faixas pa-
ra doze nao & necessario no presente caso, ou seja, cada

lamina da folha & bem representada por uma unica faixa.
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8.1.4 ~ Estabilizacao de resultados

Em seguida, para que se possa perceber a tendEE
cia de estabilizagao de resultados, sao montadas tabelas
em que se anotam valores de Mx’ M, o

¥y
crescimento do numero de harmonicos, para alguns pontos da

» w e P, ao longo do

secao média da folha poli&drica. Tais pontos estao defini-
dos ma figura 8.2(a). Foi utilizada 1 discretizagﬁo (b) da
figura 8.2, com cargas linearmente distribuidas nas ares-
tas. Para facilitar a analise foi empregado um parametro

K, definido do seguinte modo:

v -V
Kk = -4 B o 1007 .. (8.1)
VA

onde VA € o valor correspondente ao harmonico considerado
e VB o correspondente ao harmonico de ordem imediatamente
inferior. Tal parametro serve, a grosso modo, como um indi
cador da tendéncia de estabilizacao de resultados, sendo
que esta €& tao mais acentuada quanto menor for o valor ab-

soluto de K. Alternancias mno sinal de K sugerem provavel

oscilagao em torno do valor estavel final.

HARMONICOS %f_bf%/ft) K HARMONICOS Rbf.i[{/ft) K
1 ~1007,4 1 421,3
3 -972,7 | -3,67% 3 426,5 1,27%
5 -976,9 | -0,47 5 424,1 |-0,6%
7 -977,9 0,17 7 424 ,2 0,07
9 -975,1 | -0,37% 9 425,12 0,37
TAB. 8.1 - Momentos Transversais TAB. 8.2 - Momentos Longitudi-

Mx - Ponto f nais My - Ponto a
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g
. y o~ P
HARMONICOS (10351bﬂft2) K HARMONICOS (Lbf /ft) K
1 218,0 1 ~3691,8
3 209,5 |-4,1% 3 -2682,5| 37,61
5 211, 5 0,97 5 ~3245,5|-17, 47
7 210,6 |-0,1% 7 ~2886,0| 12,57
9 211,2 0,37 9 -3120,5 -7,5%
TAB.8.3 - Tensoes Normais Longi- TAB.8.4 - Forcas de Membrana
tudinais © - Ponto a Transversals P =
y = ¢ .h - Ponto £
X
W.E
HARMONTICOS (108ft-ﬂlﬂft2) K
1 3558,4
3 3542,1 0,5%
5 3543,9 | -0,1% 1 9bf =4 448 N
7 3543, 4 0,07
o 3543, 6 0.0% 1 £t = 0,3048 m

TAB.8.5 - Flechas Verticais w
Ponto a

Quanto a estabilizacao de resultados, observa-se
que a mais rapida estabilizacao ocorre para a flecha w, co
mo era de se esperar pois e utilizado o processo dos deslo
camentos; a pior situagao ocorre para a forga de membrana
P; em funcao das pequenas variagoes percentuais para m=9,
admite-se tal numero de harmonicos suficiente no presente

caso.
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8.2 - 29 EXEMPLO - PONTE EM LAJE COM TRES PILARES INTERMEDIARIOS

8.2.1 - Apresentacao

A figura 8.5 apresenta uma ponte de tabuleiro em
laje quadrada isotropa, com tres pilares intermediarios ri
gidos, sob carregamento uniformemente distribuido em re-

giao central de 10ft de largura.

X

LYy e 2 LLLL LIS

% E=2,0 .10° bf/ft°
/ 20 ft

G=8,7. 10° Ibi/ ¢

H =015

_/// 1 lbf= 4,448 N
- 20 ft

1 ft =0,3048 m

TP77 7T 1777 o / 4 AL

y —%1 ft
1

l 10 1 10 ft IO ft 10 ft J
B

FIG. 8.5 - PONTE DE TABULEIRO SIMPLESMENTE APOIADO
COM TRES PILARES INTERMEDIARIOS.

{

Loo e Cusens [5] analisaram a ponte utilizando o
programa COSPEQ, que faz uso de faixas do tipo A02 (faixa
de alta ordem, com continuidade de flecha, rotacao e curva

tura em cada linha nodal). Para a analise do tabuleiro da
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ponte foram adotadas 8 faixas de igual largura e 15 harm§
nicos da serie (8 com resultados nao nulos). Paralelamente
foram feitas comparacoes com as solucoes formecidas pelo
"pacote’ FESS, que & um conjunto de programas para computa-
dor, desenvolvido por Zienkiewickz e colaboradores, basea-
do no Metodo dos Elementos Finitos e utilizando elementos

de placa triangulares (3é ordem) e elementos de barra. Re-
des de 8 x8 (128 elementos iguais), 16 x16 (512 elementos
iguais) e 18 x 24 (864 clementos diferenciados em 6 tipos
nas dimensoes de seus lados e com maior concentracao dos e

lementos menores junto aos pilares intermediarios).

8.2.2 - 12 discretizacao - 8 faixas iguais

Para efeito de comparagao e teste foi utilizado
o programa MEFAC que trabalha com faixa do tipo A03 {(faixa
de alta ordem, mas sem continuidade de curvatura), com dii

cretizacao do tabuleiro em 8 faixas iguais (figura 8.6) e

1 2 3 4 5 & 7 8 9_4
|
|
20 ft
A 8 ¢ D E SECAD DE
+—~—+————]-——-p———]——— b—— A —% -—— <iipa
20 ft
AN S A S S T S
TSft "5t 5¢t1 55t 56t 5t 15ft 15t

FIG. 8.6 —SIMUL'ACKO DO TABULEIRO - 8 FAIXAS A03, 9hN, IS
HARMONICOS.
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preliminarmente com harmbOnicos em nimero de 15. Em todos
0s casos as reag¢oes nos pilares foram consideradas forgas
concentradas. As comparacgoes de flechas, momentos fletores
transversais e longitudinais na linha dos pilares sao mos-

tradas na figura 8.7.

+=
o™~
"\\\
+.
= +

FLECHA W (163 ¢¢)

MOMENTO FLETCR LONGITUDINAL M),(IOE Ibf ft/ft }

—+-—+4~—  MEFAC B FAIXAS [I5 HARM.) | ! \
-8 ‘r_ e o

—-3+— REDE 8 % & i %
-tor FESS — T T

— 9 -— REDE 18 x 24 i 1 ‘
piC ERTERV. SR REDE 16 x 16 — -

4 COSPEQ@ 8 FAIXAS (15 HARMJ —

d - — . i
| ; T
-8 L I

FiG.8. 7 -~ DIAGRAMAS DE FLECHAS E MOMENTOS FLETORES
NA LINHA DOS PILARES.

3
MOMENTD FLETOR TRANSVERSAL My (10 bt FL/TT)
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E preciso que aqui se ressalte que nas referen-
cias consultadas nao foi possivel encontrar o valor da es-
pessura da laje, a qual foi fixada em 1ft, e demais calcu-
los preliminares foram realizados com o objetive de manter
as caracteristicas eldsticas proximas das utilizadas por
Loo e Cusens (D_, D , D e D ).

X v Xy 1

Digno de nota € o fato de em determinadas linhas
nodais (2 e 4) terem sido encontradados saltos nos valores
do momento transversal Mx’ quando da utilizacao do progra-
ma MEFAF o que nao assusta pois, para a faixa A03 nao h3
continuidade de curvaturas. Tais descontinuidades, no caso
desprezivéis, podem ser tratadas como em qualquer solugcao por
elementos finitos: encontrando-se a média dos valores cor
respondentes a faixas contiguas ou escolhendo-se resultados
no centro da faixa como representativos e inferindo os da
periferia. Foi aqui adotado o primeiro procedimento.

Acompanhando os diagramas figurados observa-se
que: os momentos encontrados utilizando-se MEFAF e COSPEQ
sao concordantes; os momentos dados por FESS apenas conver
gem gradualmente para a solucao em faixas finitas quando
a rede se torna muito fina; a aparente dissociacgao entre
flechas resultantes de MEFAF e COSPEQ deve-se & nebulosida
de na determinagao da espessura da laje, ficando a solugao
via MEFAF garantida pelas coincidéncias em MX e My e tam-
bem pelo aspecto da distribuigao das flechas (inclusive va
lores despreziveis nos pontos de apoio) bem como a consta-
tacao, em qualquer exemplo, da melhor aproximagao para des
locamentos.

Parece ser bastante ilustrativo reproduzir a ta-
bela de consumo de tempo de computagao, apresentada por
Loo e Cusens, que permite concluir que dentro de seu campo
de aplicagao, o Método das Faixas Finitas representado por
COSPEQ, mantém nitidas vantagens sobre o Método dos Elemen

tos Finitos representado por FESS.
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COSPEQ FESS
DETALHES 8 Faixas rede 8x 8 rede 16x 16 rede 18x 24
min. seg, | min. seg. | min. seg. | min. seg.

Consistencia
de Dados - - 10 - 12 o 20
Geragao de _ __ 1 43 5 38 9 34
Dados
Analise - 48+ 5 6 25 26 47 09

TOTAL - 48+ 6 59 31 16 57 3

+ 2 casos de carregamento e 15 harmonicos

TAB. 8.6 - Tempo de computacao usado por COSPEQ e FESS pa-
ra a analise de uma placa

Computador ICL 4130

"isdtropa duadrada -

- Sistema T30C [6].

Os tempos consumidos por MEFAC sao
na Tabela 8.16,

apresentados

Com o objetivo de se analisar a convergen-

cia da solugao, sao de w, Mx

e M
y

apresentados os diagramas
na figura 8.8, para a mesma discretizacaoc em 8 faixas
nimero de harmonicos
51 e 71.

Analisando-se os resultados percebe-se que a es-

iguais, via programa MEFAC, para o

assumindo os valores 11, 31,

tabilizacao de valores para as flechas w & muito rapida. A

seguir, na Tabela 8.7, sac apresentadas as flechas maximas
da segao de saida, que ocorrem nos pontos A e D, com oF:]
correspondentes parametros K.
HARMBNICOS PONTO A PONTO D
w(1073f¢) K w(1073ft) K

11 -3,38 1,78

31 -3,43 1,5% 1,91 6,97

51 -3,44 0,3% 1,92 0,57

71 -3,44 0,0% 1,92 0,07
TAB. 8.7 - Flechas verticais - Segao do meio do vao - 12

Discretizagao.
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A estabilizacao no ponto B & mais lenta que no
ponto A, isto se deve a maior proximidade do ponto B as
reacoes concentradas. 4

Quanto aos momentos MX e MY percebem—%e altera-
goes significativas de valores na vizinhanga dos pontos de
concentracao de cargas e, em especial, no ponto central, on
de a reagao é maior, conforme se mostrara em seguida. As
tabelas subsequentes apresentam valores de M_ e M nos pon

X y -
tos criticos da secao de saida para a analise da tendencia

de estabilizacao.

PONTO C PONTO E
HARMONICOS M M
x K 3 % K
(103abs- £ /ft) (1032t . £t /£¢)
11 -3,3 -15,0
31 ~4,3 23,37 -19,7 23,27
51 4,6 6,5% -20,8 5,3%
71 -4,6 0,07 -21,1 1,47
TAB. 8.8 - Momentos Fletores Transversais - Secao do meio
do vao - 12 Discretizacao
PONTO C PONTO E
HARMONICOS My K My K
(1030bf . fr/ft) (1032bf £t /£t)
11 ~5,2 -15,7
31 -6,7 22,49 -22,7 30,87
51 -7,3 8,2% -25,3 10,37
71 -7,6 3,97 -26,7 5,27%
TAB. 8.9 - Momentos Fletores Longitudinais - Secao do meio
do vao - 12 Discretizacao

Percebe-se o efeito eminentemente localizado das
alteragoes significativas de valores junto as cargas con-

centradas (reacoes).
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Quanto as reacoes nos pilares a tabela 8.10 per-
mite acompanhar a rapida tendencia de estabilizagao dos re
sultados. Essa rapidez se deve ao fato de serem as reacoes
calculadas a partir dos deslocamentos que, por sua vez, es

tabilizam-se rapidamente,

PONTO C PONTO E
HARMONICOS RE;*@AO K RE?‘;"GAO K
(107 2b1) (107 2bf)

11 -18,2 88,4

31 -18,4 1,1% -88,0 0,5%

51 18,5 0,57 ~87,9 0,17

71 -18,5 0,07 -87,9 0,0%
TAB. 8.10 - Reacoes nos Pilares - 1% Discretizacao
8.2.3 - 22 discretizacao - 16 faixas iguais

Foi dobrado o numero de faixas iguais para 16 e
novamente variado o numero de harmonicos, com o objetivo de
observar a sua influencia nos resultados. Os diagramas al-
cangados apresentam os mesmos aspectos dos relativos a dis
cretizacao anterior, sendo que o0s resultados, em alguns ca
sos, sofreram alteragaes dignas de nota. A seguir sao apre
sentadas tabelas analogas as anteriores, aproveitando-se os
mesmos pontos do tabuleiro, com o objetivo de possibilitar
a comparagao.

Observa-se que nas flechas e reagaes praticamen-
te nenhuma alteragao ocorreu. Quanto ao momento, percebe-
-se, nos pontos criticos, modificacoes pequenas em My e um
pouco mais acentuadas em M_, o que & compreensivel, ja que
na definicao de MX participa, com maior pesoc, a derivada
segunda de w emrelacao a abscissa transversal x, peortanto

ao se aumentar o nimero de faixas, melhora-se a aproxima-
32y
2

3x

950 de » Qque @& a curvatura transversal.
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PONTO A PONTO B
HARMD
ONICOS Yg e ?3 K
(10 “ft) (10 “ft)
11 -3,38 1,78
31 -3,44 1,77 1,91 6,87
51 -3,44 0,07 1,92 0,57
71 ~3,44 0,07 1,93 0,57
TAB. 8.11 - Flechas Verticais - Sec¢ao do meio do vao -
22 Discretizacio
PONTO C PONTO E
HARMBNICOS My . My ‘
(10%ebE . £e/5t) (107%bs-£2/ft)
11 -3,3 -15,4
31 ~4,9 32,74 -22,3 30,97
51 -5,4 9,37% -24,6 9,3%
71 -5,6 3,67 -25,6 3,9%
TAB. 8.12 - Momentos Fletores Transversais - Segao do meio
do vao - 22 Discretizacao
PONTO C PONTO E
HARMONICOS My K My K
(10%9bg . £/5¢) (10%9bs-£e/ft)
11 -5,2 -15,7
31 -6,9 24,67 -23,3 32,6%
51 ~7,6 9,27 -26,8 13,17
71 -8,0 5,0% -28,9 7,3%
TAB. 8.13 - Momentos Fletores Longitudinais - Secao do

. ~ a . . ~
melo do vao - 2= Discretizacao
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PONTO C PONTO E
HARMONTCOS Reggao < Reggao .
(1072bf) (1072bf)
11 -18,2 -88,4
31 -18,4 1,1% -87,9 0,67
51 -18,5 0,5% -87,9 0,0%
71 -18,5 0,07 -87,9 0,07
TAB., 8.14 - Reagoes nos Pilares - 22 Discretizacgao

As cortantes transversalils Vx’ nao apresentadas
em diagrama, sofrem modificagoes muito fortes na vizinhan
¢a das regioes de reacgoes concentradas, o que & explicado

de maneira analoga (vide Tab. 8.15).

DISCRETI- PONTO D PONTO MEDIO DE CD
ZACAOD MEsd Md1r yesd ler M v
X X X X X X
12 2,912 3,344 | -0,028 | =2,153 | 1,107 0,822
28 2,805 | 2,822 | -0,423| -0,481 | 1,034(x)| 0,907 (%)
3

bE-ft/ft) e
bf/ft) - 15 har

TAB. 8.15 - Momentos Tramsversais M, (10
Cortantes Transversais VX(IO3
monicos - (%) média dos valores a esquerda e

a direita.

Mesmo em pontos nao situados junto aos pilares
observaram-se, na 12 discretizacao (8 faixas), desconti-
nuidades em MX e Vx’ que reduziram-se sensivelmente na se
gunda discretizacao (16 faixas), o que & explicado pelo
fato de as variacoes transversais dos resultados serem me
lhor expressas em regioes onde as faixas sao mais estrei
tas, Cabe ressaltar que os valores encontrados nas linhas
nodais auxiliares da 12 discretizagao aproximam-se dos
alcangados em linhas nodais periféricas na 2% discretiza
gao (vide Tabela 8.15). De um modo geral nao se percebeu

forte tendéncia de estabilizacao das cortantes transver-
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sais, o que induz a se pensar que, mnos dimensionamentos
em que elas sao preponderantes deve-se considerar um nilmero
elevado de faixas (especialmente junto as cargas concen-
tradas) ou adotar faixas de ordem superior e ainda wutili
zar um numero alto de harmonicos.

Os tempos de processamento consumidos em cada
um dos casos analisados, via programa MEFAC, sao apresen
tados em seguida, Na tabela 8.16 sao exibidos apenas 0s

tempos na Unidade Central de Processamento do Computador.

HARMONICOs |TEMPO DE UCP EM SEGUNDOS
8 Faixas 16 Faixas
11 11,93 23,14
L5 15,42 29,44
31 30,27 57,50
51 47,25 91,59
71 64,78 126,32

TAB. 8.16 - Tempo de UCP - Programa MEFAC
IBM 370/148 - Sistema DOS
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8.3 - 39 EXEMPLO - PONTE BIAPOIADA DE TABULETRO CELULAR

8.3.1 - Apresentacao

E tomada como exemplo uma ponte de tabuleiro ce-
lular, biapoiada nos extremos do vao de 120 ft (36,57m),
que foi analisada por Chu e Dudnik [31], utilizando a Teo-
ria das Folhas Poliédricas (Método Elastico) e tambem por
Cheung [32] que utilizou o Metodo das Faixas Finitas.

A figura 8.9 apresenta as dimensoes da secgao
transversal da ponte e a substituicao realizada por Chu e
Dudnik na porgao do passelo, mantida poer Cheung e pelo tra
balho presente, embora a utilizagao da secao transversal
real nao envolva nenhum esforgo computacional ou tempo de
CPU adicionais consideraveis, quando da utilizacdo do Méto

do das Faixas Finitas.

8 * E=432 2 105 Lpe/rtd

I 6= 180 x 10° ibf/112
8 - 1r° o ¢ 1t ¢ M= 0,2
6
i
+ d
12 | é‘ 12’ 4 12! 13-9
T T I T T
MElA SECAD REAL | MEIA SEGCAD SIMPLIFICADA P lbf = 4,448 N
1 ft = 0,3048 m
T ft = 124n

FIG.8.9 - SECAO TRANSVERSAL DA PONTE

Sao considerados tres tipos de carregamentos, a-
presentados na figura 8.10. Eles correspondem 3 carga per-
manente da estrutura e a dois posicionamentos de um veilcu-
lo~tipo composto por 12 rodas - H20-516 da AASHO (American
Association of State Highway Officials).

Em todas as situacoes Cheung utilizou 93 faixas
do tipo BO2 e 90 linhas nodais, adotando na laje superior
malor quantidade delas, devido a presenca de cargas con-

centradas. Foi utilizado por Cheung um nimero de harménicos igual
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100 75 75 75 too
75

{a) CARGA PERMANENTE {lbt/ftZ)

o
l

O? IO
|
b

IZISS

6336q|2_

_ff::galo DO VAD

{b) 12 CARGAS CON-
CENTRADAS

o 4.10° Lbt

L ] ISAIO:’5 Lbf

| F"MEI0 DO VAO

Te'e
»

FIG 8.10 - ESQUEMAS DE CARREGAMENTO

tel 12 CARGAS CON-
CENTRADAS.

all,

b d —~ - .
€08 1lmpares sao utilizados,

tiva ao centro do vao,

tas nulas.

sendo que para as cargas Permanentes apenas os harmoni

pois em razao da simetria rela

0s harmonicos pares produzem respos

Com o objetivo de comparacao de resultados utili

zou=se o programa MEFAF com as discretizagoes indicadas na

figura 8.11.

12 Li

FIG.8.11 - DISCRETIZACOES

E

3]
@ 24 Foixes

21 Li

20

) FAIXAS

. I5 Fgixas

34 Faixas

3| Linhas nodais

nhas nodais

nhas nodais
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8.3.2 - 19 carregamento - 1 faixa por lamina

0s diagramas das tensoes

notrmais

longitudinais

Oy e dos momentos fletores transversais Mx e longitudinais
My na seg¢ao do centro do vao sao '"plotados'" nas figuras
8.12, 8,13 e 8.14, sendo que as faixas horizontails tem
seus eilxos x' locals dirigides para a direita e as verti-

cais para baixo, Chu e Dudnik nao apresentam valores

os momentos fletores longitudinais My

para

Outros esforgos e

tensoes nao constam das referencias consultadas.

526 -538 ~ 546 A -s5i
- 498) 509} (-517} - 8522)
-553
- 539 -548 _
- 519) (-526) jsziZJ
=533 2840 ==
+ 734 +732 a . . -
[+ 708 (+706 ] 1¥ Discretizagdo
+746 +135 +730 1° Carregamento
{+720)
+745 MEFAF
{Cheung}
+ ran + 737 — 4+ 735 Chu e Dudnik
{+701) t+701)
(+713) I
FIG.8.12 — TENSAQO NORMAL LONGITUDINAL Uy NA SE(;AO DO
MEIO DO VAOQ (lbf /in?)
-3 |
-1, 4
-0,70 2,19 —0,68 ~1.24 -3
{-0,63}) (-0 65} (=1,19) (-1,081
-0,73 -0,78 -1.28
1,43 19 Diseretizagdo
rnu)\\ o
1, 46 0,74 1¥ Carregamento
1{0,74)
0,76 - 0,44 - -0,77 MEFAF
_ {0,50) {t-0,98) (-0,74)
t_r:g} \\\\\ i m4;/ Toee /// A (Cheung}
- 1,35 Chu e Dudnik
0,48 v |
037 {-0,48) 0.51 |
9,51 - (0,55)
0,49 .
0,49 e 0,52
Momentos [ Faoixas horizontais - tracionam embaixo
positivos Faixas verticais - trocionam ‘¢ esquerda

FIG. 8.13 - MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL M, NA SEGCAD DO
ME!IO DO VAO [ 10% Ipf. ft /ft)




-8.22~

x

0,29(0,28) Q11 {0, 1}
0,58 0,16 (0,17 0,46 1] 0,35(0,34) 0,350(0,37)
10,58 \\\\\\H__#J’//,
0,75 19 Discretizagdo
7 .
(0,74} fo.re 1° Carregamento
0,01
_ 00 o MEFAF
1
-0,27 /
to, 21) 0,33 fJT(gg; 0,34 im”o’ {Cheung)
(o3 (14110 (0,37} .
Momentos Faixos horizontgis — tracionam em boixo
positivos Faixas verticais - tracionom ‘¢ esquerda

FIG. 8.14 - MOMENTO FLETOR LONGITUDINAL M, NA SEGAO
DO MEIO DO VAO { 10° Ibf. ft/tt)

Em relacao a temnsao Uy percebe-se que os valores
se aproximam mais daqueles encontrados por Chu e Dudnik. O
momento fletor que solicita a segao do meio do vdo da pon-
te (teoria de viga) difere apenas de 1% do valor do momen-
to resistente calculado a partir das tensoes Oy (MEFAF) o
que constitul uma verificac¢ao importante da solugao. Quan
to aos resultados obtidos para o momento MX observa-se que
0s nos estao equilibrados, os valores encontrados nao dife
rem significativamente dos das referéncias [32] [33]. Os
momentos My concordan com os apresentados por Cheung. Obser

ve-se aqul a grande economia no nimero de faixas em relacao

a Cheung.
8.3.3 - 29 carregamento - 12 cargas concentradas simétri-
cas (b)
a .. . ~ . -~ .
- 1= Discretizagao - 1 Faixa por Lamina

Quanto aos resultados para Uy’ Mx e M , nao apre
v g

sentados aqui, observou-se, em resumo, que para o momento
M_ os nos se encontram desequilibrados e que, apenas em pon

tos distantes daqueles em que as cargas se aplicam, os va-
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lores se abeiram dos expostos nas referéncias[31][32]; mes
mo ao se aumentar gradativamente o numero de harmdonicos,

o problema do desequilibrio dos nds permaneceu, mostrando
a inadequagao de tal discretizacao com niimero restrito de
faixas. Cheung [6] aconselha que se disponham linhas no-
dais sob cargas concentradas. Observacoes semelhantes ca-
bem em relacao ao momento My junto as cargas concentradas,
embora com menos severidade. As tensoes Gy encontradas sao

proximas das registradas por Cheung e por Chu e Dudnik.

- 22 Discretizacao - 24 Faixas

Os diagramas de Oy M_ e My sao apresentados nas
figuras 8.15, 8.16 e 8.17 para um nimero de harmdnicos 1-
gual a 11.

Percebe-se, neste caso, que em relagio a MX tem=—
-se nos equilibrados e valores praticamente iguais aos de
Cheung, mesmo junto as cargas concentradas. Os valores de

Oy sao bem proximos e os de My praticamente os mesmos.

Wb o a

-67 —a3) -99)
- 63 1-60) —

19 Discretizagdo
o 2 Cion °
63 } (-88) 2% Carregamento

+92( +88) +07T 4 +112) +137 MEFAF
(+133) { Cheung}

— ]
+9
3 +ﬂ?q—————‘———~‘~+|u

+a7) t+ ) (+131]

FIG. 8.15- TENSAQ NORMAL LONGITUDINAL Oy NA SECAO DO
MEIO DO VAO {(Ibf/in?)
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-1,82
~1,80) -2,26
-0,39 - 0,51 J !r'ZJSl
1-0,38) i~ ©,50)
29 Discretizacdo
0.4 1,32 0 ¢
{040 29 29 Carregamento
1,42 1,23 MEFAF
- 0,36 ! {(1,24)
' {1,421 '
uoas:iﬁ\\\‘ (Cheung)
- 0,46 ~0,80 “‘\\\\~m“
(- 0,43) 0,44 (70.79) {0,43)
{0,43) |
Momentos Faixas horizontois - tracionam em baixo.
positivos Faixas verticais - troacionam o esquerdg.

FLETOR TRANSVERSAL My NA SECAO
DO _VAO. (10° Ibf. ft/ ft)

FIG. 8.16 - MOMENTO
DO MEIO

- 0,26
{-0,26} -0,3
N /(—0,3|)
0,07 0,08 [g.gg, ™~ /
0071 : 0,45 0,42
10,45 {0.42)
& -5,16 (0,16}
-0,09 outa
-0,08 0,13 \—i‘\‘(o:ml
{-0,06) (o 13)

FIG 8.17 - MOMENTO FLETOR LONGITUDINAL My NA
SECAO DO MEIO DO VAO [ 10°|bf. ft/ft )

Cheung [6] wutiliza 11 harmdnicos nio nulos da

serie e comenta que tal nimero poderia ser desfavoravel pa
ta representar o efeito de uma carga concentrada Unica mas

que afortunadamente a severidade de concentracao de tensoes
e aliviada quando esti rPresente um grupo de cargas concen-
tradas proximas umas das outras. A influéncia do nimero de
harmonicos foi estudada, aumentando-se o seu valor de 11
para 21, 31, 41 e 51. Resumem-se abaixo as observacoes re-
colhidas para a secao do meio do vao.

Com relagao ao momento fletor MX percebe-se gran

de influencia junto is cargas concentradas, com variacoes
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significativas nas lajes superiores das células centrais e
rapida estabilizacao de valores ao se afastar das mesmas.
Para que se acompanhe a progressao dos valores a tabela a-
baixo exibe o momento MX nas linhas nodais 3 e 10, onde se
percebe, com clareza, a influencia significativa do nimero
de harmonicos apenas nos contornos dos pontos de aplicagﬁo

de carga.

M (103gbf.ft/ft)
HARMONICOS
LN3 LN1O
11 -0,40 1,24
21 -0,41 2,52
31 -0, 39 2,72
41 -0,38 3, 30
51 -0,38 3,56
TAB. 8.17 - Momentos Fletores Transversais MX
22 Discretizagao - Secao Central

As consideragoes relativas ao momento fletor M
sao semelhantes as de M-

Quanto a forga cortante transversal v, & igual-
mente grande a influencia junto as cargas concentradas, on
de ocorrem expressivas variagaes de resultados, sem tendEE
cia de estabilizacao até o harmonico 51 (vide Tab. 8.18).

Para as tensoes normais longitudinais Oy perce

be-se rapida estabilizagao de resultados mesmo junto as
cargas concentradas) como ilustragﬁo sao apresentados 0s
valores de Oy na laje superior (linha nodal 11), que so-

frem uma variacao percentual em torno de 7% apenas, entre

11 e 51 harmonicos.
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HARMONICOS Vx(103£bf/ft)

LN 5 (dir) LN 10 {(dir)

11 1,10 -1,17

21 2,21 -2,65

31 2,33 -2,90

41 2,65 -3,71

51 2,79 -4,16
TAB. 8.18 - Cortantes Transversais VX

a .. . - ~
2= Discretizagao - Secao Central

o (1bf/in?)
HARMONTICOS v
LN 11
11 103, 4
21 -109,9
31 -110,3
41 -111,2
51 -111,4

TAB. 8.19 - Tensoes Normais Longitudinais ©

22 Discretizagao - Segdao Central

O0s resultados da tensao de cisalhamento Txy apre
sentam-se com tendeéncia de estabilizagao rapida, mesmo nos
pontos critices; a tabela a segulr exibe os valores de T
que ocorrem na faixa 16 (vide Fig. 8.11), junto as 11-

nhas nodais 11 e 12,
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.2
T (bf/in?)
HARMONTICOS 2y

LN 11 LN 12
11 19,6 19,2
21 16,0 16,6
31 16,5 16,8
41 17,0 16,9
51 16,5 16,8

TAB. 8.20 - Tensoes de Cisalhamento Txy

22 Discretizagdo - Secao Central

Com relagao a tensao normal transversal T s ame-
nos dos pontos criticos (junto as cargas concentradas), per
cebe-se rapida estabilizacao de resultados. Sdo apresenta-
dos os valores de o,» nas porgoes superiores das faixas 15

e 16, que sao as mais solicitadas.

. 2
OX(Rbf/ln )}
HARMONICOS Porcao Porcgao
Superior Superior
Faixa 15 Faixa 16
11 -15,5 -32,8
21 -33,3 -68,8
31 -34,7 ~71,5
41 -37,6 -77,3
51 -38,1 -78,3

TAB. 8.21 - Tensoes Normais Transversais o

22 Discretizacdo - Secao Central

Quanto aos deslocamentos observa-se uma

tenden-

cla muito rapida de estabilizacao. Assim & que no maior va
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lor de flecha vertical w(LN11) tem-se um acrescimo percen
tual de 0,4%Z (vide Tab. 8.22), ao se passar de 11 a 51 har

monicos.

HARMONICOS w(107 ¢
LN 11
11 14,94
21 14,99
31 15,00
41 15,00
51 15,00

TAB. 8.22 - Deslocamentos Verticals w

22 Discretizacgao - Secdo Central

Para o maior deslocamento horizontal transversal
u (LN 4) o acrescimo percentual correspondente & de 0,57

(Tab. 8.23).

~ u(10_3ft)
HARMONICOS LN 4

11 0,192

21 0,192

31 0,193

41 0,193

51 0,193

TAB. 8.23 - Deslocamentos Horizontais Trans-
versais u - 22 Discretizagao -

Secao Central
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Em resumo: nas regioes afastadas dos pontos

concentragao de carga os resultados tendem a se estabil

de

i-

zar rapidamente; nas regioes criticas a tendéncia de esta-

bilizagao & lenta, exceto para as tensoes O

os deslocamentos.

s T e todos

Xy

Nos casos em que nao interessam os efeitos loca-

lizados nas regioes criticas, um nimero de harmonicos

tre 20 e 30 e adequado.

- 32 Discretizacao - 34 Faixas

As figuras 8.18,
M
X

mas de T ,
¥

dos ao se utilizar o programa MEFAF,

série e a 32 discretizacdo da figura 8.11.

e M

para a secao do meio do vao,

Comparando-se os diagramas de ©

3

com 11 harmonicos

M e M com
X y

en-—

8.19 e 8.20 retratam os diagra-

encontra-

da

oS

- a A . ~
correspondentes a 2- discretizacgao percebe-se o acordo en-

tre eles.

Quanto a tensao normal O > tensao tangencial T

deslocamentos w e u e forga cortante VX,

-a

tabela 8.

Xy
24

apresenta em paralelo valores referentes as duas discreti-

zagoes, nos pontos criticos, sempre com o mesmo numero

de

3

—

~&3 ~-66

e

W bR

=

-92\ -2

+118

- ]

e T

+137

y

39 Discretizoclo

2° Carregamento

+ 138

FIG. 8,18 - TENSAO NORMAL LONGITUDINAL O, NA SEGAO DO
MEIO DO VAO. [ (bf/in?)




-8.30-

1,82 - 2,26

-0,32 - 0,52 l l

39 Discretizogdo
033 L,30
29 Carregamento
|22
1,42
_ 0,38 XR —037 x\

-0,38

0,42 ]m43

| -
FIG. 8.19- MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL M, NA SECAO
DO MEIO DO VAO. (10 bt tt/tt)

-0,26 l l / -0,31
X
®,26
0,08 i
0,45 0,42 39 piscretizagdo
29 Carregamento
Xlo,ls
-0,05
T
0,13 0,14

| -
F16.8.20 - MOMENTO FLETOR LONGITUDINAL M, NA SECAO DO
MEIO DO VAO { 10°LbF. ft/ft).

harmonicos (igual a 11) para a confrontacao dos mesmos. Pa
ra outros pontos os resultados sao, de modo geral, mais
proximos.

A 3% discretizacao parece ser, no presente caso,
desnecessaria uma vez que mnao ocorreram mudangas significa
tivas em relagao a anterior. Cheung [32J observa que estu-—
dos subseqﬂentes mostraram que apenas uma faixa B0O2 basta
para representar adequadamente cada lamina vertical. Loo e
Cusens [4J aconselham a utilizagao de pelo menos duas
faixas AO3, em especial nos problemas em que ha interesse
em encontrar com precisao os valores de T, em segao carre
gada. Para a laje guperior, enquanto Cheung recomenda que

sob carga concentrada deve existir linha nodal, Loo e Cu-
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T
VALOR LOCAL REFERENCIADO 3 RE?UL ADgS —~
COMPARADO | A 28 DISCRETIZACAC | 2% DISCRETIZAGAO | 32 DISCRETIZACKO
FAIXA 15 -15,5 -15,8
Ox (Porcao Superior)
FATXA 16
. ~ . -32 -32
(Qbfflnz) (Porcao Superior) 32,8 32,9
FAIXA 16 19,6 17,7
Txy (Porcao Superior)
. FATXA 16
Ubf/in? 2 . 2 18,3
(2bf/in®) (Porgao Inferior) 19, ’
VX .
irei -1,17 -1,18
(10300 /£¢) A Direitada LN 10 1, .
w(1073ft) LN 8 14,9 15,0
u(10-3f¢c) LN 4 0,19 0,20

TAB. 8,24 - Pavalelo - 22 e 32 Discretizacoes - 11 harmdnicos

Secao Central
sens propoem, também, a utilizacao de pelo menos uma linha
nodal de cada lado do ponto de aplicacado da carga definin
do faixas estreitas adicionais, sendo este altimo criterio

mais aconselhiavel.

8.3.4 - 39 carregamento - 12 cargas concentradas assiméatri-
cas (¢)
a . . ~ . -
- 1= Discretizagao- 1 Faixa por LAamina

Inadequada por razoes anadlogas dquelas j3a expos-

tas no item 8.3.3,.

- 28 Discretizagao ~ 24 Faixas

Os diagramas de T M e M para a secao do meio
do vao sao exibidos nas figuras 8.21, 8.22 e 8,23,

Tem-se para MX nos equilibrados e valores prati-
camente iguais aos apresentados por Cheung. A proximidade
se mantem nos casos de Oy e My. Foram evitadas outras ana-
lises (como a influéncia do numero de harmonicos) por cau-

sa de analogia com a efetuada anteriormente (item 8.3,3).
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-93 (-97) (-90) T2 =47
{-gg) -9%5(-90) -tal -95(-9 -72{-68) =48] {-44)

- 96 - 106 - 100 -T4 -52
(-92) (-103] 1-96) (=71} {-49)
+137 +i37 +125 +94 + 68
(+ 132} \14-133) (+120) +90) (+64})

+68
+125 +95
+138 +i38 (41501 (+89] (+641
{(+132) {+132)
2% Discretizagdo . MEFAF
¢
3 Carregamento {Cheung )

FIG.8.21 -TENSAO NORMAL LONGITUDINAL 0' NA SEQAO
DO MEIO DO VAO ( |bf/in?)}

29 Discretizagdo

39 Carregamento
-+ 77

133, Ty oo
(-1,34) ‘ -0.78 { -Q. 14 - 0,53 t-o|35 J -1 8O ~ 0,34 (_ Q. )
=138 E=0791 " e {-0,52}(-0,36) (-0,36) :0.554
882 -0,16 -0,54 -0, 39 -0,35 G55
-0,07 -2 | 7933
1, 29 -0,67 -0Jl5 —1, 45 0,56
{1,27) -0,65) 1-0,15) 1-1,42) (<0 54)
+4,34 ’
(2197 +4,38 .
-0,21 2,2 (g, 41 ‘g-‘z%’ (0,95} (g.'g;)
- 0.23 049 ' 0,97
- o  o.08 - 0,07 L= ~0,48 L - 0,55
0,31 0. 0,49 (-0,54)
(0,33} 10,41 (0. 481
MEFAF
(Cheung}

Chu e Dudnik

FIG. 8.22 - MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL M, NA SECAO DO
MEIO DO VAC (10°% |bf. £t/ £t}

u . . -
:o Discretizagdo —o.28 MEFAF
o ® Carregamento {-0.28) (Cheung)
(-0,16)
-4,04 0,10
0,08 (-0.03)/ 10,10} 0,01 0,04 —
0,06

7 .$I {
0,07 ~0.13 -0,08 -] - 0,29 -04z 10,06}
-0,13) (-029) (-3,12)
0,26 /
0, 20
0,64 0,62 y
(0,83) 0,05 G 10 (0,82) m MZ
lu -0,09

(0,26}
-0,04 — 0,06 a, Nl
0,07 8,04 )
Q.12 0,13 0,13 to,m

{o,11) (0,13) 0,13}

FIG.8.23 - MOMENTO FLETOR LONGITUDINAL M, NA SECAO DO
MEIO DO VAO [ I10%bf. ft /ft)
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- 38 Discretizagao - 34 TFaixas

Os diagramas apresentados nas figuras 8.25 e
8.26 permitem verificar (em comparacao com a 22 discreti-
zagﬁo) alteragaes em Mx e My na laje superior da 12 cé1u-

la 4 esquerda. Para Gy nenhuma significativa modificagao
(Fig. 8.24).

39 piscretizogao
3% Carregomento

-92 -94 l —'0‘2 ‘ 'I

—" ———___"73 “53 4
l—— L___mﬁ
-95\ - 107 - 100 - 78 -53
+138 +139 _ +126 +95 \+se
S [ +69
+139 F 140 +126 +93

FIG.8.24- TENSAO NORMAL LONGITUDINAL Oy NA SECAO DO
MEIO DO VAO [ ibf/in%).

39 piscretizagéo
3° Carregamento

b I

-0,95 —{.94 -0.54
- 0,54 -0,36 :
-0.10 7022 ———}.-039
kil
0,85 -0,72 0,15 -1,45 ;—0,55
2,34 0,49 2,20 0,95 054
x% 0.24
- 0,22 0,08 cog L—" —0.4aﬂ3/ o5
0,33 0,49

FIG. 8.25- MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL M, NA SEGAO DO
MEIO DO VAO (10® ibf. ft/ £t}
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-0,08 -0,06 0,09 o001 0,04

\ y / 0.01 -0,06

. 0,06
0,05 -0,14 ~0,03 - -0,29 o
0,17 )
0,67 0,20
\ Lo, 03 %o ,,~4Z
14 - 0,09

~0,04 L —————%a —  -00et—
0,07 012 £,04 0,13 o,

FIG. 8.26 - MOMENTO FLETOR LONGITUDINAL M, NA SEGAO
DO MEIO DO VAO.{10®Ibf . ft/ft) ‘

Confirma-se, com este exemplo, que a presenca de
carga concentrada requer linhas nodais proximas do ponto
de aplicagao. Isto se deve ao fato de que sendo a variacao
transversal mais acentuada, ha necessidade de se colocar
um maior numero de faixas estreitas, nessa regiao, para
que a aproximac¢ao se torme melhor.

Parece desnecessaria a presenca de quatro faixas
na laje superior da celula direita, uma vez que nao ocorre
ram al alteragoes significativas nos resultados. E de for-
ma semelhante a representacao das laminas verticais por
duas faixas AO03 nao gerou alteragoes que justifiquem a sua

utilizacao,
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~ 49 EXEMPLO - PONTE CONTINUA DE TABULEIRO CELULAR

8.4.1 - Apresentacao

A figura 8.27 apresenta uma ponte

continua

de

dois tramos, de tabuleiro com secao transversal constitui-

da por

dos nas tres secoes

apoiadas.

tres celulas, sem balanco e com diafragmas rigi-

E: 432 x 10°1br /12
al A -— M= 0,18
I
I
1000 Lbt DIAFRAGMA 1000 Lbf X
_{H+4n [MNDO .{ﬁﬁlﬂ yav . w
T TT =T
I i ! 3ft
A i A
] 30 ft l 30 it 1 30 ft 1 30 ft 1
1 T T T T
DIAFRAGMA H DIAFRAGMA
RiGIDO A el RIGIDO
fC) 1() 11bf = 4,539 N
-\// 1ft = 0,3048 m
T 2,
SECOES DE SAiDA 11bf/f1%: 47,88 Pq
DE RESULTADOS
e
G:} 1000 Lbf
XU
z,w 0342 ft ]
t
3,000 ft : 10,6671t
0,458 1t
1 9,333 ft 9,333 ft l 9,333 ft
t t
b} Corte A-A
FIG. 8.27 - PONTE CELULAR DE 2 VAQS.
a) Elevag¢do e carregamento.
b} Seg¢dc transversal e corregamento.
A ponte fol primeiramente analisada por Scorde-
lis [5] para estudar a eficiéncia de programas de computa

dor que utilizam a teoria elastica das folhas polié&dricas,

elementos finitos, etc. O mesmo exemplo foi retomado por

LooeCusens[S} que o estudaram utilizando como ferramenta o
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programa COSBOB que emprega faixas finitas do tipo BO2 (vi
de capitulo 2), num total de 99 harmonicos da série, sendo
que apenas o0s impares produzem resultados nao nulos devido
a simetria longitudinal em relagao 4 segao intermediaria.

A discretizagao da ponte, bem como as simulacoes adotadas
para o diafragma intermediidrio sao apresentadas nas figu-

ras seguintes,

3,018

9,333 #t i 9,333 ft 3,1 ENIE J

l
1

* > b
1 3 3 T ) '3 j'_O.SOO

2,500

—
e

©¢
<}
P

4 6

15 Faixas |3 Linhas nodais

FIG.8.28- 19 DISCRETIZAGAO ( Loo e Cusens)

=
b

(=
i

FIG.8.29- 19 SIMULACAO DO DIAFRAGMA - 8 pontos de Conexgo-
8 restricdes verticais | Loo e Cusens)

P
(2

= iy

FIG.8.30- 2° SIMULA;:RO DO DIAFRAGMA - 12 pontos de conexao -
12 restricoes verticois e 8 horizontais{Loo e Cusens!
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8.4.2 - 12 discretizacao - 12 o 22 simulagoes do diafragma

interno

Foi utilizado, neste trabalho, o programa MEFAC
(faixa finita A03) adotando-se, inicialmente, as propostas
Cusens. Quanto ao nimero de harmonicos foram ado-

75 e 99,

de Loo e

tados os valores 51, para uma primeira analise da

evolugao dos resultados ao se implementar a solugao em sé-

rie. Nos diagramas apenas os resultados correspondentes a
99 harmonicos estarao figurados.

Primeiramente saoc analisadas as tensoes normais
longitudinais O nas secdes de saida 1 e 2 (vide figura
8.27), sendo que os diagramas sao exibides nas figuras
8.31 e 8.32.
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[ FIG. 8.31 - TENSAO NORMAL LONGITUDINAL (J'y (lof/ft)
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-1069,1
736 —183, 1
-a3,6 —~ 12216
/—42.7 —76.4 -176,4 |
7 / 199,3 969,
52,0 87.4
3,0
° 509 207'\
959.7

SE(;AO@ - 1% Discretizagdo - 29 simulagdo de
diafragma.

678,3

1287 ]

136, 6

8,2 143,8 /339.7 /
1358 1627 3325//// -857,

_
- 157 4 —ISM

-740,6

SECAO (2) - 19 Discretizagdo - 2% simulogde do
diafragma.

78v.9

FIG. 8.32 - TENSAO NORMAL LONGITUDINAL O'y (Lbf/ft?)

Pode-se notar que a 1% simulacgao do diafragma,
com oito pontos de conexao, alcanca excelentes resultados
para a tensao Gy; isto & explicado por terem muito pequena
influencia, na distribuigdo de tal tensio, os deslocamentos
horizontals e os resultados das rotacoes transversals lo-
cais na secao intermediaria.

De um modo geral os resultados oriundos da utili
zagao de MEFAC se aproximam mais dos relativos 3 teoria
das folhas poliedricas do que os provenientes do wuso de
COSBOB, em especial junto as cargas atuantes no tabuleiro
da ponte.

Observa-se, tambem, que os resultados de Gy refe
rentes a 2% simulacao se avizinham mais das de Scordelis,

especialmente na segao do diafragma, isto porque essa simu
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lagao & mais parecida com a do referido autor que, no plano
do diafragma, impede rotacoes e translagoes nos cantos das
células e translagoes nos tercos de cada lamina.

As tabelas a seguir apresentam valores de Uy para

alguns pontos das secoes 1 e 2,

" PONTO A PONTO B PONTO C
HARMONTCO
K
Uy K Uy K UY
& st | -109,6 976,7 980,8 fonn
é 75 | -1155,4 |10,0% | 981,1 | 0,4z [%88,1 | 0,7% -—@
= . LLN 13
o 99 | -1237,8 | 6,72 | 978,3 | 0,31 [988,1 | 0,02
2
o
& s1 | -1022,9 957,6 961,7 “~C)
' ’ ’ sl N2
75 | -1139,0 [10,22 | 962,4 | 0,51 [969,1 | 0,82 (1\
=
- 99 | -1221,6 | 6,81 | 989,7 | -0,3T [969,6 | 0,0% 8/
o~

1bf/ft°= 47,88 Po

TAB. B.25 - Tensces Normais cy (Ebflftz)
Segdo (:) 12 Discretizagdo

PONTO A' PONTO B’ PONTO C'
HARMONICO
[} X g K g K
¥ ¥ ¥
Ig LN @
2 51 831,4 -974,07 -1053,9 ¥-;g;—“-—~—-$4,,//
5 75 [ 8350 | 0,5 | -1043,2 |6,67 |-1150.9 | 8,41
& LN 3
- 99 | 833,0 |[-0,27 | -1088,3 |4,17 |-1218,0] 5,52
~—
= =)
= 51 722,1 -726,03 -800,3 = /'i&__'-N 2
g 75 58,1 | 4,87 | -735,18 1,22 | -833,61 4,0
z ' ®
o
an 99 787,9 | 3,81 | -740,56|0,7% | -857,1| 2,72
o~

TAB. B.26 -Tensdes Normais o {(#bf/ft2)
Segao (é) 12 Discretizagio

Observa-se que ocorrem pequenas variagoes nos va
lores de Oy ao se aumentar o numero de harmonicos de 51 a
99, sendo que as mais significativas se dao junto a regioces
carregadas (ponto A da segao 1 e ponto C' da secao 2), sen
do o efeito localizado, Para a secao 1 os valores apresen-—
tados nas duas simulagoes sao proximos e ocorre diminuicao
da proximidade na secao 2, devida 3 influéncia exercida pe
las interagoes com o diafragma,

Para a analise dos deslocamentos sao apresentados

- -
valores de w e u em apenas alguns pontos das secoes de saldaswe
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u sao o deslocamento vertical e o deslocamento horizontal
transversal, respectivamente. A tabela 8.27 exibe wvalores
de w em pontos da secao de saida 1, proximos a regiao da a

plicagao de carga, correspondentes a 99 harmonicos.

w(10_6ft)
LTINHA 12 22
NODAL | SIMULAGAO | STMUTLACAO
9 181,0 173,0 LNT LN® 1
$ » LN I
10 181,4 173,4 P
11 219,0 203, 3
. . LNI2
12 216,2 205, 4 He e
13 218,2 207,4

TAB. 8.27 - Deslocamentos Verticias w

Secio (1) 12 Discretizacao - 99 harmdnicos

Percebe-se a proximidade de resultados ao se con
frontar as duas simulagoes do diafragma intermediario.

A variacao de w com o niumero de harmonicos & pou
co acentuada. Cabe observar que os deslocamentos sao os re
sultados que apresentam maior rapidez na tendencia de esta
bilizacao e maior precisao, uma vez que & utilizado o pro-
cesso dos deslocamentos. Esforcos e tensoes sao determina-
dos a partir desses deslocamentos, perfazendo-se as deriva
coes apropriadas (vide capitulos 2, 3 e 4). Em geral, quan
to mais alta a ordem da derivagao, deve-se esperar aproxi-
magoes menos acuradas e menor rapidez na tendéncia de esta
bilizacao de resultados.

A tabela 8.28 mostra a variacao das maiores fle-
chas w na secao carregada ao se aumentar o numero de harm§
nicos. Percebe-se, com clareza, o que se exXpOS para oS des
locamentos. A constatagao da alternancia do sinal do para-
metro K, observada na 22 coluna da tabela, indica prova-
vel oscilagao em torno do valor estavel de w na linha mno-

dal 12, 1% simulacio.



-8.41-

12 sIMuLAGEO 22 SIMULACRO
HARMONICO N 12 LN 12
w  (1076f¢) K w (1076ft)| K
51 216,0 204,8
75 215,7 -0,1% 205,2 -0,2%
99 216,2 +0,2% 205,4 10,17
TAB. 8.28 - Deslocamentos Verticais w = Secgao (:)

a .. .
1= Discretizagao

Em relacao aos deslocamentos u observa-se, na se
cao carregada, significativas diferengas ao se confrontar
resultados para as duas simulacoes do diafragma intermedia
rio (Tab. 8.29). A razdo de tais diferencas se deve ao fa-

a . ~ - . .
to de que na 2- simulacao sac impedidos os deslocamentos
. . . a
horizontais u nos cantos das celulas, enquanto que na 1=
simulagao menhuma restrigao horizontal transversal & im-

posta. Cabe observar que esses valores sao muito pequenos.

u(10” %e)
LINHA 12 22
NODAL | SIMULAGCAO | SIMULAGAO ! 3
1 0,850 -0,492
2 -1,280 0,168 ,
2 4
3 -0,811 -0,503
4 -1,248% 0,168

TAB. 8.29 - Deslocamentos Horizontails
Transversais u fSegao (:)

a . . —~ -
1= Discretizacao - 99 harmonicos
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6
u (107 ft)
LINHA 12 28
NODAL | SIMULAGAO | SIMULACAO s
L
$13
9 7,53 1,41
10 -8,53 ~1,62
p > 12
11 7,33 0 '°
12 -8,27 0

TAR. 8.30 - Deslocamentos Horizontals Transversais u
Segao (2) - 12 Discretizagao

99 Harmonicos

Observa-se também para o deslocamento u uma rapi

da tendencia de estabilizacaoc de resultados conforme se
mostra na tabela a seguir.
12 SIMULACAO 22 STMULAGAO
HARMONICO LN 1 LN 1
u (1070ft) K u (10-0f¢) K
51 0,833 -0,542
75 0,844 -1,37 -0,510 -6,3%
99 0,850 -0,77% -0,492 -3,7%
TAB. 8.31 - Deslocamentos Horizontais Transversais
Secao (1) - 1% Discretizagdo - 99 Harmonicos

¥as tabelas 8.32, 8.33 e 8.34 sao anotados o0s va
lores das reacoes na secao 2 , correspondentes a 99 harmo
nicos, que tém os seus sinais fixados de acordo com os sen
tidos dos eixos correspondentes ao sistema global de

8.27).

coor

denadas (vide Fig,
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= REAGOES REACOES HORI-

LN REAGOES (4bf) LN VERTICAIS (2bf) LN | zonTATS bt
2 =-4,2 1 -28,8 1 | -155,7
4 -160,9 2 -29,5 2 -159,5
6 -320,3 3 -86,2 3 -390,9
7 -64,8 4 -82,6 4 393,9
8 -49,5 5 | -179,9: 5 | -570,6
9 -39,0 6 -173,4 6 566,0
10 35,0 7 -9 6 11 | -314,4
12 | -843,2 8 -7,0 12 310,1
_1: 9 _7,7 _2 1
’ 1368,0 10 g ¥ ,

TAB. 8.32 - Reacoes {; :g;g’? TAB. 8.34 - 22 Simula-

de Apoio Verti ’ ¢ao - 99 harmoni-

cais - 12 simu Z -1367,6 cos

lagao - 99 har
monicos B TAB-8.33 - 22 Simulagao
99 harmonicos

Se o tabuleiro da ponte for considerado uma viga
continua a reacao no apoio central tem o wvalor 1375 &bf.
As somas das reacoes nas duas simulacoes se aproximam des
se valor, o que constitui importante verificagao da anali-
se via Metodo das Faixas Finitas, assim como da aproxima-
cao incluida através do Processo des Esforgos que permite
o «calculo das interacoes tabuleiro-diafragma in-
termediario. Outra verificacao importante & gue a soma das
reacoes horizontais (22 simulagdo) se aproxima de zero, co
mo era de se esperar. Cabe observar que, como as - forcas
trocadas nos pontos internos a célula direita sao pequenas
conclui-se sobre a dispensabilidade da adogao desses pontos
de interacao.

A estabilizacdo de resultados das reacoes a bas-
tante rapida, pois, como ja foi mostrado, o calculo das
reagSes depende dos deslocamentos que, por sua vez, estabi
lizam-se velozmente. A tabela 8.35 apresenta a evolugao de
resultados em alguns pontos de interagao para as duas simu
lacoes, onde tal fato fica patente.

Os diagramas de momento fletor tramnsversal Mx
s3o apresentados nas figuras 8.33 e 8,34, Ressalta da ana-
lise dos mesmos que, para a secao carregada, existe boa

correlacao de valores e que os nds da segao se encontram e
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quilibrados a menos do canto superior direito onde aparece
desequilibrio em torno de 10Z do valor do momento, sendo

este efeito localizado na regiao de aplicagdc de carga.
Quanto a segﬁo apoiada, percebe-se a presencga de desequili
brios significativos e discordancia de resultados corres-
pondentes as distintas simulacgoes do diafragma intermedia-
rio. Isso se deve A presenca de varias cargas concentradas

(interacoes com o diafrapma).

12 STMULAGAD 22 STMULACAO
HARMONICO LN 12 LN 12 LN 5
REACAO K REACAO . REACAO X
VERTICAL VERTTICAL HORIZONTAL
51 -857,1 -385,3 -600,0
75 -848,2 | 1,0%| -383,3 |-0,5% | -580,9 -3,3%
99 -843,2 | 0,67 | -382,1 {-0,37 | -570,6 -1,87

TAB. 8.35 - Reacoes de Apoio

(2bf) - Secao (2

a . . ~ -~

1~ Discretizagao - 99 harmonicos
—4,3 -12,4 =393

H‘=.6\| 498 \(‘12\2 61,7
4,3 i
H 3,6 w 10,5 05 66,8
. e —]
-3,2 ‘-|2.e '3 \_3-,', b 3,1
3.1 9.5 9,1 336

FIG. 8.330 ~ MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL M, {Ibf. ft/ft)
99 harmdnicos - Secao(1)- 12 Discretizaggo -
19 Simulagao do diafragma.
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-239
-12,6 -13,6
-34,4

12,4 ’/—23'4 ]/ g -23.8

~T
% ||,o/% 216 /-B'T o
8. /b'o‘:’ 7/;”‘4 I -0
IT\); " zs,oj / sy/— 2{3.0

1,6

1lbf. ft/ft = 4,448 N. m/m

FIG. 8.33b- MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL M, (Ibf.ft/ft).
99 harménicos- Secao (2) - 19 Discretizagao -
I Simulogao de diafragma.

-394
1737 508; 66,9

a7 4,0 n,4
51,9
. 02 \\ ~27.8
-3,5 &\\ ™ N

— 34,2
\ -37,9 ’

10,1 33,7

F1G.8.34a - MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL M, (|bf. ft/ft)
99 harmonicos-Se¢ao (1)- 19 Discretizagao -

29 Simulogao do diofrogmao

-73
- -2 - - -
If_______“——ol_:f,_ﬁ > ~0,6 -1,6 24 -25 -2, 2.6
4,9 -38
\\\ 54 —5@‘\\\ ~5:3 P//
_ “hla T -l -2
-1,e lN 1,8 \—/NM Y
[ Y\ -g,0 0 t-49 3,0
' 0,2

| Ibf. ft/ft = 4,448 Nm/m

FIG.8.34. p - MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL My {Ibf. ft/ft)
99 harménicos - Segao (@) - 19 Discretizagoo -
2% simulogao do diafragma.

A tabela subseqﬁente exibe valores de Mx em al-

guns pontos da secao carregada, para um numero de harmoni-

cos crescente ate 99.
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PONTO A PONTO C
HABRMONICO M K M K
X X
Z 51 52,4 33,4
F
=
= 75 59,4 | 11,8% | 33,8 1,27
—
o 99 66,8 | 11,1% | 34,1 0,97
-l
S 51 52,6 33,5
O
<
= 75 59,5 | 11,67 | 34,0 1,57
5 _
—
W
- 99 66,9 | 11,1% | 34,2 0,62
(]

TAB. 8.36 — Momentos Fletores Transversais MX (2bf/ft)

~ a . . ~

Secao (:) - 1- Discretizagao
Nao sao apresentados valores relativos 2 secao
intermediaria porque observou-se que os nbés proximos as

maiores interagoes com o diafragma apresentam-se desequili
brados e sem a tendéncia de se equilibrarem com o aumento
do nimero de harmdnicos. Tal discretizacao nao & convenien
te no caso de o interesse do projetista recair sobre os mo
mentos localizados nessa segao. Solugao altermativa sera
mostrada posteriormente bem como comentirios sobre a ques

tao de cargas concentradas,

0 diagrama de forgas cortantes transversais VX
(Fig. 8.35) apresenta, para a secao carregada, os valo-
res correspondentes as duas simulacoes do diafragma, sendo
que o0s mesmos sao bastante proximos, chegando, em deter-
minados pontos, a serem iguais. Para a secao apoiada, cu-
jos diagramas nao sao aqui figurados, observou-se, a seme-
lhanga de M_s discordancia de valores para as dua simula-
goes além de descontinuidades junto & LN 11 onde nao ha
carga aplicada.

Quanto a tendeéncia de estabilizagao de valores,
para as forgas cortantes a situacao e bem mais desfavora-

vel do que para os momentos fletores, por causa das deriva
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(51,81
51,8

5 ® ®

Q) (n,m

(6,8) (6,2} (72} 7
€.8 6,2

29,4 31,8
(29,9} (34,8}

11bt/in = 14,59 N/m

F1G. 835 - CORTANTE TRANSVERSAL V, [lbf/ft)
99 harmédnicos ~ Segao (1) - 19 Discretizagao
19 Simulagao (29 simulagaol Celuio direito.

coes de ordem mais alta. A tabela 8.37 mostra, emdetermina
dos pontos da segao 1, a evolucdo dos valores,ao se variar
o numero de harmonicos. As maiores variagdes ocorrem junto
a regiao de aplicacgdo de carga. Para pontos afastados des-
sa regiao, percebe-se rapida estabilizacao (comparar resul
tados referentes aos pontos A e D). Para a segao interme-
didria ocorrem variacles muito acentuadas em V., especial-
mente na 22 simulacdo devidas 3 presen¢a de um maior nume-

ro de cargas concentradas.

HARMBNICO PONTO A PONTO D
v K v K
X X LN9 LAl
O
z§ 51 35,4 10,4 @5‘
d\ E 75 47,3 | 25,27 1 10,6 | 1,9% LN 3
99 63,0 | 24,97 | 10,6 | 0,0%
Q
:é 51 35,7 10,4
@l § 75 47,6 125,07 { 10,6 | 1,97
299 63,3 | 24,87 | 10,6 | 0,07

TAB. 8.37 - Cortantes Transversais VX (2bf/ft)

~ a .. . ~
Secao carregada - 1~ Discretizagao
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As tensoces de cisalhamento Tey M8 se¢ao carrega-—
da sao apresentadas na Fig. 8,37, Observa-se, neste caso,
que a proximidade de resultados referentes as duas simula-
coes do diafragma intermediidrio ocorre apenas nas faixas
verticais internas. Quanto ds demais tensdes de chapa (0
ja analisada e Oy nao apresentada, mas cuja analise asse-
melha-se & apresentada para Oy) tem-se boa correlagao dos
valores encontrados, para as duas simulagaes, na segﬁo 1,

com pequenas discrepancias junto 2 regiao de carregamento,

portanto o motivo das diferencas em Ty nao se encontra
. du 3v ! : 7 v’ du' .
nas derivadas e +——— , recaindo sobre ou (vi
X Y 9x 3y =
de Fig. 8,36).
¥aV
Sistema global —— X4

Faixas verticais que
mais trabalham na ab-

sorcdo do momente tor
Faixa horizontal gor .

L
Faixa verticol ‘TT—‘\ Sistemas T T o
XU locais

FIG 8.36 - ABSORGAO DE MOMENTO TORGOR

Como nas duas simulagoes nao se faz nenhuma res-—
trigao longitudinal de translacdo (v') o que faz que tais
deslocamentos sejam concordantes nas duas secoes de saida,

conclui~se que a derivada causadora das diferencas citadas
= du'

dy
funde com a flecha vertical global w, cujos resultados sao

Nas faixas verticais o parametro u' local se con-

concordantes e que fol restringida em alguns pontos da se-
gao apoiada intermediaria, nas duas simulagoes.

Nas faixas horizontais o parametro u' se confun-
de com o deslocamento global u que foi restringido apenas

na 22 simulacdo gerando, ao longo do eixo longitudinal, di
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ferentes variagoes de valores, o que leva a distintos.

du
Iy
As faixas horizontais absorvem, entao, diferentemente a tor
¢ao do tabuleiro. Ocorrem diferencas na distribuicao de
Txy nas faixas horizontais e, por equivalencia estidtica,
conclui-se que tais diferencas impoem distribuicoes distin
tas de Txy nas faixas verticais que mais trabalham na re-
sistencia a torgao, ou seja, as externas.

Nas faixas verticais intermas, a maior influen-
cia em T se deve ao efeito das cortantes que solicitam a

Xy

se¢ao, considerado o tabuleiro como viga, e elas nao se di
ferenciam muito uma vez que em ambas as simulacoes apare-
cem reagoes verticais (de somatdrias proximas) que influen

ciam essas cortantes .

{a) 235 26,5 18,5
87 9.4 14,3 13,9
38 y i 15,2
25,6 [
20,2 3, ~—~Xp9 a7
25,4 20,04 32,5 17,9
20,3 34,1 9 n
25,0 i 28 ‘ 16,
4,2 11 /L 19,0
- 193 17,1
34,0 30,5 33,3
(b)
14,2 13,0 3.7
[ _‘\
4,1 — \ o 14,6 3109
132 \ \::“ - ZQJQ/- 3;9
12,9 9,2 4 gt 2ey '
129 194 32 4 //:)xi - 32,6
, 194 | 10,8 28 22,9 33,4
12,7
,,;’-’“”'J”' " 32,8 ”/,,//”Ls ] Naeo
4.5 e 15,3 ’
16, 1 14,6 15,9 !

FIG.8.37 - TENSAO TANGENCIAL T, NAO SEGAO (D livf/ft?)
99 harmdnicos - 19 Discretizogdo-al) 1° Simulagdo

do diafragma. b} 2% Simulagao do diafragmo.

A tendeéncia de estabilizacao de resultados para
Txy e rapida em pontos nao muito proximos dos de aplicacao
de carga e lenta nas proximidades de tais regioes. A tabe-

la 8.38 permite a constatacao desse fato.
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PONTO E PONTO F
HARMONICO [~ " - "
Xy Xy
% 51 -18,8 -33,7 s .
4 2
2175 -16,5 | -13,97 | -33,3 | -1,2% ® .:::@
=
H
2199 -15,2 | -8,6% | -33,1 | -0,6%
; LNG LH12
S
| 51 -34,5 ~34,3
=
= |75 -32,5 | -6,2% (-33,8 | -1,5%
193]
W99 -30,3 | -5,2%|-33,6 | -0,6%
TAB. 8.38 - Tensoces de cisalhamento Txy (Qbf/ftz)

Segdo Carregada - 1% Discretizacao

Com o objetivo de nac se estender muito a anali-
se dos resultados, sao apresentadas a seguir, em resumo, as
observacgoes relativas aos demais deslocamentos, tensoces e

esforgos.

Confrontando-se as duas simulagoes do diafragma

percebe-se, para os deslocamentos horizontais longitudi-
nais v, grande proximidade de valores nas duas secoes de
saida e diferencas significativas nas rotacoes transver-
sais 0, mesmo na segao carregada, fato este com explicacao
analoga a apresentada na analise de u. Os valores de M

sao concordantes na segao 1 e discrepantes mna secao 2 (se
cao apoiada). M_

apresenta valores discordantes para as

duas simulagoes, na segao 1 (segao carregada); a imposicao

de u = 0 em alguns pontos da segao 2 na 22 simulacao alte-
T

ra consideravelmente 0 = i;{, reduzindo-a bastante em tal

segaojassim a variagao de 0 na diregao longitudinal y se

da de forma distinta nas duas simulacoes, gerando diferen-
2

tes valores para jL(EE) - 3w e, portanto, em M =

N2 dy "9x Jdyax
=20 ~-~_- - Para a cortante V_observam-se diferengas sig
Xy 0yodx v k=

nificativas na secao 1, sendo os valores muito pequenos:

como ha boa correlagac de valores dos momentos fletores na
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segao 1 para as duas simulagoes e diferencas significativas
na secao 2, conclui-se que ocorrem variacoes distintas das
curvaturas ao longo da direcao y; assim, reescrevendo a ex-

pressao de

entende-se a razao das diferencas anteriormente citadas na
segao 1, que nao ocorrem na cortante Vx’ em cuja expressao
aparecem as derivadas das curvaturas em relagao a x,

2 2

3
) - Ty, a—a;(—ay‘;

).

As tensoes normais transversais Ux apresentam-se em exceleE
te conformidade na segao 1, mesmo junto a regiao carregada

e muito distintas na secao 2 em fungao da grande diferenca
no numero e tipo de interagoes consideradas nas duas simula
coes do diafragma. As tabelas a seguir apresentam resulta-
dos referentes aos esforgos e tensoes que nao tiveram seus
diagramas exibidos para que se possa constatar as informa-
goes relatadas nos ultimos paragrafos; foram escolhidos al-
guns pontos das segoes de saida que retratam as situagoes

postas em relevo.

v- SECAO 1 8 - SECAOD 1 8 - SECAO 2
SIMUL.{ a 22 12 22 12 02
LN
1 -0,550 | -0,560 0,053 0,048 | 3,421 0,073
8 1,396 | 1,435 | 17,466 | 16,650 | -0,985 | =-0,132
12 1,995 | 2,127 1,198 0,262 | 4,245 | -0,302

TAB. 8.39 - Deslocamentos Horizontals Longitudinais v (LOHbft)

Rotagaes Transversais 0 (10_6rad)-99 harmonicos
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M - SECAO 1 M_ - SECAO 2
y y ’
SIMUL. 12 08 12 2§
PONTO
G 2,577 2,738 | -3,785 | 11,488
I -4,016 | ~4,087 | -1,2061 ~9,353
J 46,055 | 45,925 | ~15,300 [-21,085

TAB. 8.40 - Momentos Fletores Longitudinais

My (2bf.-ft/ft) - 99 harmonicos

V_ -SECAO 1 M__ - SECAO 1
y Xy
SIMUL A a 4
PONTO 1= 2= 1= 2=
I 0,211 | -0,440 0,188 | -0,029
J -1,636 | -2,195 0,135 | -0,192
A -1,008 | -0,214 0,252 | -0,357

TAB. 8.41 - Cortantes longitudinais Vy (Zbf/ft)

Momentos Torgores Mxy (2bf.ft/ft)- 99 harmonicos

o~ SECAO 1 o~ SEGAO 2
STMUL., a a a a
PONTO 12 2 1 28
H -34,359| -35,280| 74,785 223,07
F -10,857| -10,602| 25,405 | 160,76
A [1006,7 |- 1006,8 |-23,389 | 424,92

TAB. 8.42 - Tensoes Normais Transversais o

dos observou-se que para os deslocamentos v e 6 @& analoga

99 harmonicos

Quanto a tendencia de estabilizacido de resulta-

a de w, para oS momentos My e

. (9bf/5ed)

M e semelhante 3 de M
Xy X
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para a cortante Vy e similar a de VX e para a temsao normal

g assemelha-se a de 0 .
X ¥y

a

8.4.3-1% discretizacio - 32 simulacdo do diafragma interno

Mantendo-se a 12 Discretizagao foi feita uma 32
simulagao do diafragma intermediario acrescentando-se, em
relacao 4 segunda, o impedimento das rotacoes transversais
de todos os cantos das células ( Fig. 8.38). 0 numero de
harmonicos foi adotado igual a 99, sendo feitas compara-

~ - a Y ~
¢oes com os resultados correspondentes a 2= simulagao.

4L 4

4L 4

FIG.8. 38 - 30 SiMULACKO DO DIAFRAGMA - 12 Pontos de conexdo-
8 restrigSes horizontals ,8 restricoes de rotagdo no
plano da se¢ao.

Primeiramente sao analisadas as tensoes normais
longitudinais Gy nas segoes de saida 1 e 2, sendo que o dia
grama para a ultima secao € exibido ma Fig. 8.39. Para
a secao 1 o diagrama nao é apresentado por ser identico ao

da 22 simulacao.

677,6

329%
136,0 141,6 o
786,7
18,0 143,7 (///339|G -
25 6 -162.6 -382,3 —855,/

~1572,3 —mbﬁ“‘_“—-—h——r
_37m
- 2 -740,2

FI1G.8.39 - TENSAO NORMAL LONGITUDINAL O;, (Lbf/ft)

Segao (2) - 19 Discretizagdo - 39 simulagao de
dioafragmao.
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Observa-se que mesmo na secao 2 as diferencgas
sao insignificantes.

Para a comparagao de deslocamentos sao apresenta
dos, nas tabelas a seguir, valores de w e u nos mesmos pon

tos adotados na 22 simulagao.

w  (1076f¢)
TLINHA NODAL 32 STMULAGEO
9 173,0
10 173,3
11 208, 3
12 205, 4
13 207,4

TAB, 8.44 - Deslocamentos Verticais w
Segao 12 Discretizagao
99 harmonicos

u (1078%¢) u (1078¢¢)
LINHA NODAL 12 SIMULACAD LINHA NODAL 22 SIMULAGEOD
1 -49,2 9 140,4
2 16,8 10 -161,6
3 -50,3 11 0,0
4 16,8 12 0,0

TAB. 8.45 - Deslocamentos Horizontais TAB. 8.46 -Deslocamentos hori
Transversais u ~ Secao(1) zontais transversais u
12 Discretizacao - Secao - 12 Discreti-
99 Harmonicos zagao - 99 Harmonicos

Em resumo faz-se, para os deslocamentos, as se-
guintes observagoes. Na secao 1 tem-se boa aproximacao de
valores para w, u, v e 0. Na secao 2 a aproximagao se man-
tém nos valores de w, u e v e ocorre uma redug50 dos modu-
los das rotagoes transversais © nos cantos das células pa-
ra a 3% simulacdo, que se avizinham mais de zero. Na 22 si
mulagao os resultados para 6 nao sao ruins pois o impedi-
mento de translagoes horizontais e verticais no plano do
diafragma ja havia reduzido os seus valores, aproximando-
-0os de zero.

Nas tabelas 8.47, 8.48 e 8.49 sao anotadas as

~ - a . ~
reagoes correspondentes a 3= simulacao. Percebe-se a con-
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cordancia de valores das reacoes verticais e horizontais

a . ~ - . -
com as da 2- simulacgao e, alem disso, a manutencao da soma
toria das verticais e o reduzido valor da somatdria das

horizontais,

REACOES
VERTICAIS (2bf)

-29,3
-29,2
-86,1
-82,4

-179,6

-173,1
-10,5

-7,5
-5,7
-3,2
-378,6
-382,6

-1367,8

LINHA NODAL

f— |F
e R N o R I S R e

TAB. 8.47 - 32 Simulagao
99 Harmonicos

. REACOES REACOES
LINHA NODAL HORIZONTALS (2bf) LINHA NODAL | \ovpNTo (0bf-£t)

1 -154,4 1 -3,4
2 158,4 2 -0,9
3 -389,4 3 -3,9
4 392,3 4 -2,0
5 -572,6 5 4,9
6 568,0 6 4,8

11 -323,6 11 17,3

12 319,2 12 14,6

) ~2,1 TAB. 8.49 - 3% Simulagdo

a 99 Harmonicos
TAB. 8.48 - 3= Simulagao

99 Harmonicos

0Os resultados para o momento fletor transversal

~ e g a . ~ - .
Mx sao ldenticos aos da 2- simulagao na salda 1 e discor-
dantes na salida 2. Na saida 2 ocorre ate mesmo mudanga dé
lado onde o momento provoca tragao, com aumento dos dese-—
quilibrios dos ndos 11 e 12 (canto superior e inferior di-

reitos), onde as trocas de momento entre o sistema prinecil
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pal e o diafragma sao maiores (vide tabela 8.49)., Tais de-
sequilibrios sao esperados uma vez que as rotacoes trans-
versals dos nos sao impedidas.

0 diagrama de forgas cortantes transversais Ve e
idéntico ao da 22 simulacado para a secao carregada. Na se-
¢ao 2 os resultados nao sao concordantes, apresentando-se
com acentuadas discrepancias.

As tensoes de cisalhamento Txy na secao carrega-
da sao apresentadas na figura 8,40, Observa-se, neste caso,

a proximidade de resultados em relacao a 22 simulacgao.

14,2 1,30 13,7
29,0 30,8
13,2 ’\ \ 33,6 ’/35 .
~ 9,2 26,1 '
r::y< 325
| 1 108 22,9 33,3
12,8
32,8
161 28,7
14,6 15,9

FIG. 8.40- TENSAC TANGENCIAL Txy NA SECAO(D) (1bf/ft)”
99 harménicos - 19 Discretizagdo- 39 Simulagdo
do diafragmao.

Quanto aos demais resultados as observacoes rea-
lizadas sao as que se seguem., O momento fletor leongitudi-
nal M_ apresenta-se concordante nas duas secoes de saida.
0 momentao torgor Mxy apresenta-se com pequemnas variagaes
na segao l, junto a regiao de aplicacdao de carga, sendo o
efeito eminentemente localizado. A forga cortante longitu
dinal Vy apresenta algumas discordancias de valores ao se
confrontar a 22 ¢ a 3% simulagdes, em pontos da secao 1

proximos a regiao de aplicacao de carga e concordancia nos
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demais pontos. Finalmente as tensoes normais o concordam
X
muito bem em ambas as segoes e mesmo junto as cargas concen

tradas.

8.4.4 - 28 discretizacao - 12 simulacao do diafragma

Mantendo-se a 12 simulagao do diafragma interme

diario (8 restrigoes de translagoes verticais no seu plano)
. a .. . ~ .

foi adotada uma 2= discretizacido do tabuleiro da ponte con

forme esquema apresentado na Fig. 8.41.

| 46ETM | 466TH 466761 | 4,667ft  |1556,1556)1.556,1556/,556 1556
[ T f =1 1
IR 4 7 10 I3[ 1€ 1w 20 22 24 |26

2,500 2,500
z

o, : 3 B¢ i4 R _ N 27 _“_0‘.500
3 s 6 g il 12 45 17 19 21 23 25 28
_Ho_soo o.soo‘P lo.-:;oo ’ 0,500

FIG.8.41- 29 DISCRETIZACAO

O objetivo de tal discretizagao foi o de, atra-
vés da colocacdo de faixas estreitas junto aos pontos de
interagao, fazer com que os efeitos das forcas concentra-
das na segao apoiada intermedidria fossem melhor expressos,
alem de se verificar todo o conjunto de resultados nesta
segao. Foi adotado um total de 99 harmonicos.

A seguir & apresentado o diagrama das tensoes nor
mais longitudinais Oy (Fig. 8.42 ) que, observado, permi-
te concluir sobre a concordancia de resultados com os da
12 discretizacao.

Confrontando-se a tabela 8.50 com a tabela 8.51,
percebe-se a proximidade das reagoes, bem como o valor da
somatoria das mesmas, com diferenga em relacao a da 12 dis

cretizagao em torno de 0,01%.
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832,6

307/
28,9

28,5 123,7 302,7

300

840,3

-394 -1%6,0 -446,4 — 1324,3

- —_—‘_—‘___*_
40,5 -175,0

- 40;‘\

=1175,8

F16.8.42 - TENSAO NORMAL Oy {Ibf/ft") Seco (2)- 29 Discretizagdo
19 Simulogao- 99 harmdnicos.

REAGOES - LN 32 DISCRETIZAGAO (2bf)

3 -4,5

9 -160,7

15 -319,4

18 -65,1
19 -49,7

22 +38,3

23 +35,5
28 -842,3

) 1367,9

TAB. 8.50 - Reagoes Verticais - 2% Discretizacao

12 Simulacao - 99 harmonicos

Quanto ao momento fletor transversal MX o diagra
ma exposto na figura 8.43 possibilita a constatagao de que
ocorrem alteragcoes que se tornam maiores junto aos pontos
de apoio onde as interagoes sao.de maior intensidade e sem
pre com a tendeéncia de reduzir os desequilibrios existen-—
tes. SO0 este fato permite concluir sobre a importancia da
colocagao de faixas estreitas junto a pontos de aplicagao
de cargas.

Para a cortante transversal V_ {cujo diagrama
nao e aqui figurado) observaram-se diferencas significati-
vas junto as regioes onde se concentram reacoés .e pe-

quenas discrepancias em pontos delas afastados.
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- -14,5
12,3 -128 238 130
{ { MW/T\\‘ +23,9

|2‘31a— 4’% 2|'0\ N 5l4

123 Ai,ff*”f;7é’-mf/1iﬁfi /f//zw,-aas
as __’———-“/’/% 7 ~TF 7

8,8 17,8 5,4 26,7 *eS  _g

FIG. 8. 43—~ MOMENTO FLETOR TRANSVERSAL My (ibf. ft/ft )
Segdo (2) - 29 Discretizagao - 19 Simulagao do dio-
fragma - 99 harmdnicos.

Quanto ao momento fletor longitudinal My obser-
vou-se a concordancia dos resultados, sendo que, nes pon-
tos que pertencem a apenas duas faixas contiguas de planos
medios coincidentes, a continuidade ficou melhor represen-—
tada na 22 discretizacao.

Grandes diferencas foram anotadas para as ten-
soes normais transversais O,s exXcero nas regioes em que a
12 discretizacao adota faixas mais estreitas {(trechos hori
zontais pertencentes a célula direita). Tal fato mostra
que 0S resultados de O sao muito influenciados pelo
numero de faixas adotadas por uma determinada discretiza-
¢ao, o que & também um indicador da necessidade de se au-
mentar o numero de faixas junto aos pontos de aplicagao de
carga, caso essas tensoes sejam preponderantes no projeto
da ponte em estudo.

Quanto aos deslocamentos u, 6 e w foi observada
a semelhanca de resultados correspondentes as duas discre-
tizagoes.

Os deslocamentos v, o0os momentos Mxy’ as cortan-
tes Vy e as tensoes Txy se apresentaram com valores muito
reduzidos, podendo ser, de maneira semelhante a 12 discre

tizagao, considerados nulos.
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8.4.5 - Descontinuidades

Os valores nulos encontrades na secaoc 2 para MX
e v se devem a simetria em relagao a essa segao., Ja a nuli
dade dos valores de Txy e Vy constituem defeitos da simula
¢ao longitudinal em série de Fourier que nao pode produzir
descontinuidade, sendo que os resultados convergem para a
média dos valores adjacentes 4 secao de descontinuidade.
Os valores corretos, entretanto, serao produzidos a peque-
nas distancias da regiao de descontinuidade. E prudente ob
ter saidas em algumas segoes, junto a regiao critica, para
que se tenha acesso aos maximos valores de Txy e Vy s caso
eles tenham interesse ao projetista da estrutura em anali-
se.

Como ilustracao sao apresentados na tabela 8.51
valores da tensao de cisalhamento, obtidas junto 3a LN 13 da
primeira discretizacao, com a simulagao do diafragma com

20 pontos de apolio.

ORDENADA DA 2
SATDA y(ft) Ty (APE/£L7) - 1IN 13 l
57,0 -175 Ny J&W
58,5 =217 YLnis
60,0 0 y'
61,5 217
63,0 175
TAB. 8.51 - Tensoes Ty junto a secao 2 d
(y = 60,0 ft)
OBS.: - 0 sinal menos indica tensao tangencial dirigida

para cima por causa da orientacao dos eixos locais

x' e y' das faixas verticais (vide esquema ante-

rior).



s Ty (10876

217 -
175 - —
y (ft)
V57 5el0] | 1 /600 6,5 63,0 -
|
=175 == _
217 —

FIG 8.44 - TENSOES Tyy JUNTO A SECAO (2) (y = 60,0 ft)
LN 13- 19 Discretizogao-2? Simuloggo do diofragma.
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