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RESUMO

0 presente trabalho tem como objetivo desenvolver
ama técnica de calculo aplicavel & determinagac de traca
dos economicos de cabos de protensao em vigas retas ou cur
vag,continuas, sujeltas ou ndo a torgao.

Aplicando o conceito de cabos concordantes e ut i
lizande o processo dos esforgos, obtém~se iniclalmente uma
l1inha de pressao ou um tragado do cabo resultante mno inte
yior do fuso de passagem. Este cabo resultante unicoe pode
cer desdobrado em dois resultantes parciais.

0 cabo resultante real ou os cabos parcials reais
sao obtidos a partir daqueles primeiros atraves de trans
formacoes, lineares ou cenoidais, conforme se tratar de vi
ga reta ou curvd.

Sho estudadas tres situagoes diferentes de posi
cionamento do cabo resultante total. Estas situacoes se de

nominam:

— Protensao com cabo resultante centrado;
- Protensao com cabo resultante nao centrado;

~ Protensiao com cabos “reversos''.

Em cada caso o tragado economico & determinado le
vando—-se em conta protensao constante e protensao variavel.
Seguindo essa linha de raciocinio, verificou—-se no decorrer
do trabalho gue, em qualquer tragado economico com proten
3o variavel, a segac com menor protensao requer uma forca
menor que aquela correspondente exigida considerando-se tra
gado econdmico com protensao constante, o que resulta por

tanto numa economia de protensao.



-iii-

ABSTRACT

This work aims to develop a techmnique for choos

ing economic prestress cables for continuous beams with

or without torsion effects.

By applyving the concept of concordant cables
and adopting the flexibility process, the cable tocation
is defined by the stress resultant which is enforced to
obey the kern lines. One can replace the cable by two,
which are known as the partial cables able to reproduce
the same effects.

The actual cables either resultant or partial

are obtrained by using linear and senoidal transformations
respectively for straight and curved beams.
Three different alternatives for the location of

rhe cable are analised here as follows:

~ centred resultant cable;
- non centred resultang cable;

- Yreverse' cables.

Taking into account constant and variable vpres

tress forces, the economic profile is defined for each
case. 1t is also shown that cables with variable pres
tresses are more economic than those using constant pres

tress forces.
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LE NOTACOES

Tndice Inferior

%, v, x - referem~se as diregoes dos eixos de coordenadas
r ~ residual
p —- refere-se a protensao
g — refere-se ao carregsmento permanente
q - refere-se ao carregamento acidental

1, 2, 3 - referem~se aos sistemas auxiliares sujeitos aos

esforgos unitarios Xl’ X2 = 1, X3 = 1, etc.,
1, 2 - referem-se a cabos resultantes parciails

0 - refere-se ac cabo concordante

Tndice superior

" - refere-se a borda superior da segao transversal.

Refere-se 3 derivada segunda da funcao represen

tativa do cabo

' - yefere-se a borda inferior da secao transversal.
Refere-se a coordenada, paralela ao eixo da vi
ga, passando pelo ponto de aplicagao de P,

Refere-se a parte hiperestatica dos esforgos

- - - . e . ~ . -

% — refere-se a superficie cilindrica concentrica a
w . - - - - -

superficie cilindrica que contem o e1X0 2z € o

eixo rTeto ou curvo da viga

o — esforgcos mno sistema fundamental

Caracteristicas da segao transversal

A - Area da segao transversal
I - momento de inercia a flexao
c" - distancia do C.G. 3a borda superior do nucleo 11

mite
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distancia do C.G. 3 borda inferior do nucleo 1i

mite

distancia do C.G. a borda superior da secgao

transversal

distancia do C.G. a borda inferior da segao

transversal
altura total da seggo transversal
momento de inércia a toercao

distancia do antipolo da borda inferior ao C.G.

da secao - extremidade superior do nucleo central

distancia do antipolo da borda superior ao C.G.

da secao - extremidade inferior do nucleo central

raio de giragao,

Caracteristicas do material

E

G

Cargas

N

modulo de deformagao longitudinal

médulo de deformagao transversal

coeficiente

forca normal ao plano y-=z, psitivo se de compres

sao

forca de protensao, positive se de compressao
carga permanente distribuida ao longo do eixo da
viga

carga acidental distribuida verticalmente ao lon
go do eixo da viga

carga acidental distribuida horizontalmente ao

longo do eixo da viga

momento de torgao distribuido ao longo do eixo

da viga.
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Esforgos

T -~ momento de torcao, positive quando emergente da
secao

M ~ momento fletor. My & positivo quando provoca tra
gao na fibra inferior. M, & positivo quando prove
ca tragao na fibra interna

R ~ forca interna de um modo geral

V - forga cortante. V, e positivo se gira o elemento

no sentido horario

— - - L]
G ~ tensao admissivel no concreto na borda mals com

primida (positiva quando de compressao)

g - tensao admissivel mo concreto ma borda menos con

primida (positiva quando de compressao)

Uc? ~ tensao no concreto na altura do C.G. da secao
g
transversal (positiva quando de compressao)

Valores lineares

¢ - coordenada curvilinea medida ao longo do eixo da
. viga. s' coordenada curvilinea, paralela a s, pas

sando pelo ponto de aplicagao de P.

x, v, z = coordenadas nas direcoes dos eixos coordenados,
x' coordenada, paralela a x, passando pelo ponto

de aplicagao de P.
v ~ raio da wviga circular

f - flecha de parabola

e ~ excentricidade do cabo na diregao de y
¢ — cobrimento
a - ordenada inicial de cabo em um tramo generico

b - ordenada final de cabo em um tramo generico



2 - vao generice de viga

d - variacao maxima de cota do cabo num apoio e tra-

mo adjacente

Especifico

B - Zngulo central de um tramo generico de viga curva
; o -~ angulo generico
# ~ coeficiente
k - valer generico da transformacao linear ou senoi-
dal
N ~ coeficiente que representa a fragao da forga de

protensao maxima

§ - deslocamentos ou rotagoes relativas
y" - deslocamentos ou rotagoes relativas
A" - valores das integrais do produto de duas fungoes
w' - valores das integrais do produto de duas fungoes
‘e" - curva limite superior do fuso de passagem do ca
bo

e' - curva limite inferior do fuso de passagem do cabo.
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1. INTRODUGAO

Em 1980 Montanari [15] apresentou um trabalho so
bre vigas protendidas submetidas a torgao, no qual desen
volve um processo para determinacao de cabos de protemsao,
Este processo consiste basicamente em determinar os traga
dos de cabos resultantes parciais que se desenvolvemn em
planos verticais yparalelos e equidistantes do plano verti
cal que contém o eixo da viga reta, ou em superficies el
lindricas verticais concéntricas e equidistantes da super
ficie cilindrica vertical que contém o cizxo da viga curva.

Foram estudadas tres situacoes diferentes de pro
tensao, caracterizadas pelo plano ou superficie cilindrica
vertical onde se desenvolve o cabo resultante total e pe
los esforcos criados pela protensao,

" Considerando-se a forga de protensao ja conheci
da foi determinado, para cada caso de protensao, o tragado
do cabo resultante total e a partir deste, os tracados dos
cabos resuliantes parciais.

Utilizando as mesmas equacoes deduzidas para es
tes tragados, de acordo com cada caso de protensao, porem,
sem adotar previamente a forga de protensao, pretende-se
neste trabalho desenvolver um tragado economico de cabos
de protensao, ou seja, um tracade compativel com uma forga
de protensao minima em que os esforgos criados pela proten
sao influenciem aqueles provocados pelo carregamento extex
no, de modo que as tensoes de flexao no estado limite de
utilizag¢ao, em gualquer sec¢ao, nao ultrapassem as tensoes
limites preestabelecidas. Fundamentalmente deve-se ter a
linha de pressao da protensao no interior do fuso de passa
gem., Para tanto sera suficiente determinmar um cabo concor
dante no interior do referido fuso, uma vez que a linha dos
centros de gravidade deste cabo se confunde com a linha de
pressao. Através de transformagoes, lineares ou senoidais,
o cabo concordante e alojado no interior da viga com cobri

mento adequado, caracterizando o cabo resultante real.



Definido o objetivo fundamental do trabalho, pas
sa-se agora a resumir o conteudo especifico de cada capitulo.

No capitulo dois relembram-se conceitos fundamen
fais necessarios para uma melhof'compreensgo do que sera
tratado nos capitulos seguintes,

No capitulo tres deduzem~se, para uma viga reta,
as equacoes necessarias para a determinagado do tragado eco
nomico do cabo resultante com forca de protensao constante.
A deduggo & feita considerando-se protensao com cabo resul
tante centrado que € o caso mais simples. Determina-se ini
cialmente um cabo concordante cuja forma adotada € afim a
forma do limite superior do fuso, mais uma transformagao 1i
near (ue representa a adigao de um cabo reto. A resolugao
do sistema de equacgoes e feita através do metodo de elimina
¢ao de CGauss cuja solugao fornece os parametros que definem
a forma do cabo concordante, dentre os quais, a forga de
protensao P. Transformando linearmente este cabo e alojando-
-0 no interior da viga obtem-se o cabo resultante real.

0 capitulo quatro trata de vigas retas continuas.
Utilizando o0s mesmos conceites introduzidos mno capitulo
trées, faz-se uma abordagem mais ampla determinando-se, para
as tres situagoes de protensao, os tragados economicos dos
cabos concordantes, primeiramente com protensac constante e
em seguida com protensao variavel. Sendo necessario, estes
cabos sao desdobrados nos resultantes parcials que, aloja
dos mo interior da viga, caracterizam os cabos parciais
reals.

No capitulo cinco sao estudadas as vigas curvas
continuas. A forma adotada para a equagao do cabo concordan
te & afim a forma do limite superior do fuso de passagem,
mais uma transformacao senoidal que representa a adigao de
um cabo senoidal. Para os tres casos de protensao sao deter
minados os tracados economicos dos cabos concordantes, pr
meiro com protensao constante e depois com protemsao vari
vel, obtendo-se por fim os cabos reais.

T 3 - ~
No capitule seis sao apresentadas as conclusoes,



2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Com o objetivo de fornecer um suporte visando aum
melhor entendimento do que sera desenvolvido nos capitulos

sepuintes, relembram-se alguns conceitos fundamentais:

2.1 ~ Centro de Pressao — Linha de Pressao

Pode—-se considerar uma viga protendida em seus di
Ferentes estados de carga como uma viga submetida a flexao
compostsa, cujo esforgo de compressac P no concreto apresen
ta, em cada sec¢ao, excentricidade variavel conforme o esta
éo de carga. Pode-se afirmar ainda que,para se conseguir o
equilibrio de um elemento de viga protendida sob determina
do estado de carga, & necessario que o momento resistente
interno seja igual ao momento exXterno. Portanto, mna segEe
A, a uma abscissa x do apoio, conforme mostra a Fig. 2.1,

os esforgos atuantes sao:

FIG. 2.1~ POSICAO DO CENTRO DE PRESSAO NA SECAO

-ext
il
Pa =M™ a = "P—

M, = Pa
“{nt

Observa~se que a reagao R produz momentos mna viga e, para
resistir a eles, © necessaria uma forga resultante interna

de compressao igual a forga de protensao P aplicada a uma



distancia a do centro de gravidade da armadura, criando

dessa forma ¢ momento resistente interno.

Com base nas afirmagoes anteriores, define-se
centro de pressao numa segao o0 ponte de aplicacao da Te
sultante de compressao no concreto. Entao, de maneira ge

ral, em uma secao submetida a flexao composta, o centro de
pressac & o ponto de passagem do esforgo normal. Se a viga
for protendida, o esfor¢o normal e aguele criade pela apli
cacao da protensao nos cabos ou, se for o caso, um esforgo
normal exterior.

A segulr, define-se linha de pressao no COncre
to o lugar geométrico dos pontos de apiicagﬁo da resultan
te de compressac P ao longo da viga.

Para uma melhor conceituacao dos fatores que in
fluenciam o posicionamento do centro de pressac na secgao e,
consequentemente, o desenvolvimento das linhas de pressao,
sera feito um estudo comparativo entre vigas isostaticas e
hiperestaticas.,

Seja inicialmente, uma viga biapoiada, sem car

regamento externc, submetida somente a aggo da protensao

(Fig. 2.2).
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FIG. 2.2 - VIGAS ISOSTATICAS PROTENDIDAS



Neste caso, o ponto de aplicacao da resultante
da compressgo noe concreto, em qua1quer seggo transversal,
coincide com o ponto de aplicaggq da'forga_de protensgo, o
que equivale dizer que a linha de pressao coincide com a
tinha dos centros de gravidade da armadura.

Ao ser protendida, a viga € submetida a deforma
coes livres, isto &, deformacoes mnao impedidas pelos  a
poios, significando que a protensao nao provoca reacoes . O-
momento externo & entao nulo e ocorre um equilibrio entre
os esforcos internos devidos a protensao.

Considere-se agora uma viga continua, sem carre
gamento externo, submetida somente a acao da protensao
(Fig. 2.3).

Ao ser protendida, a viga se deforma de modo que
os deslocamentos verticais nas segaes correspondentes aos
apoios sao impedidos, surgindo ai reagoes. Estas reacoes,
oriundas da protensao, produzem momentos na viga e,  para
gue haja equilibric entre o momento resistente interno & 0
momento externo, a linha de pressao no concreto e desloca
da de uma dist@ncia a em relagdo a linha dos centros de
gravidade da armadura (Fig. 2.3.d).

Estes momentos, decorrentes exclusivamente das
reagoes para manter a viga sobre os apoios, variam linear
mente entre dois apoios consecutivos e sao chamados hipe
restaticos de protensao (M;), porque resultam da protensao
e sobretudo porque nio existem numa viga isostatica onde
a protensao nao cria reagoes.

Observe-se que devido a aplicagao da protensao,
0s momentos numa viga hiperestatica sao diretamente influ
enciados pela protensao e indiretamente influenciados pe
las reacgoes necessarias para manter a viga sobre seus a
poios. Logo, o momento resultante (Mp) devido 3 protensao
€ a soma-algébrica dos momentos devidos 3s excentricidades

do cabo e dos momentos hiperestaticos de protensao (Fig.

2.4),
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FIG. 2.3 ~ REACOES DEVIDAS A PROTENSAO NUMA VIGA
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Portanto .
1
M. o= M0 + M
P P

onde

O -~ . . . ~
M~ saoc os momentos obtidos diretamente da posigao da
P

armadura em relacao ao eixo baricéntrico da segao,
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FIG. 2.4 < MOMENTOS NUMA VIGA CONTINUA DEVIDOS
A PROTENSAO .

isto &, sao 0s momentos quée aparecem na viga esta

ticamente determinada,

¥ = Pa(x)
D

M; sao 0s momentos hiperestiaticos decorrentes exclusi
vamente das reacoes para manter a viga sobre os a

poios.

Ainda com relagao a resultante de compressao, se
a forca de protemnsao permanecer constante entre dois a
poios consecutives, o deslocamento a = M/P, sendo direta
mente proporcional ao momento hiperestatico, faz com que a
linha de pressao ao longo do tramo tenha variagao linear,
conforme mostra a Fig. 2.3.4.

Da analise das vigas, isostatica e hiperestatica,
submetidas a agﬁo da protensaoc sem carregamento gxterno,
pode~se concluir que na viga simplesmente apoiada a resul
tante de compressao no concreto define a linha de pressao,

coincidente com a linha dos centros de gravidade da armadyu

- - - -
Ta. Ja na viga continua a resultante de compressao no
concreto define a linha de pressao que, de um modo ge~-

ral, nao coincide com a linha dos centros de gravida



de da armadura, porem, sao linhas que tem a meswma forma in
trinseca, isto e, mesmas curvaturas e dobras, conforme mos

rya a Fig. 2.5.

H(x}

zz(x):zl(x?+n-§~“

2y

FIG. 2.5~ CURVAS DE MESMA FORMA INTR@SECA NO TRAMO.

Seja a funcgao zl(x) representativa da linha de
pressao no tramo 1.

Transformando zl(x) através da funcao linear
a(x/li) obtém—se uma fungao zz(x) de mesma forma que a ini
cial,; isto e, flechas iguais f1 = f2 e mesma variagao angu
lar 6 das tangentes as curvas ao longo do tramo.

Agora, levando em conta um carregamento externo
qualquer, considere—se uma viga simplesmente apoiada pro
tendida. Nota-se que, numa segao qualquer, gquande o momen
to fletor externo aumenta, as grandezas das resultantes P
de tragao na armadura e de compressao no concreto permang
cem praticamente constantes, ao mesmo Lempo que a resultag
te de compressao se desloca em relagao a resultante de tra
cao de um valor a, criando um momento resistente interno

igual ao momento externoc, conforme mostra a Fig. 2.1.



Observe-se que neste caso as reagoes que se de
genvolvem nos apoios s$ao exclusivamente devidas as cargas
. externas . Conhecendo~se o ponto de éplicagﬁo de P, em coxr
respondencia obtém~se a posig¢ao do centro de pressao. Para
:uma dada secao cujo momento & M, a posigao da resultante
_de‘compressgo pode ser facilmente obtida fazendo a = M/P,
medida a partir da resultante de tragao.

No caso de uwma viga hiperestatica protendida,
(Fig. 2.6), alem do momento proveniente do carregamento ex
terno,deve-se levar em conta o momento hiperestatico (M;)
produzido pelas reagoes oriundas da protemnsao. Portanto,
aparecera entre as resultantes de tragao £ compressao um
brago de alavanca a igual a excentricidade a; = M;/? devi
da ao momento hiperestatico de protensao, acrescida da ex
centricidade a, = MqlP devida aoc momento proveniente do

carregamento externo (Fig. 2.6).

fre

FIG. 2.6~ PARTE DE UMA VIGA CONTINUA PROTENDIDA

Conclui—se pois que os fatores que alteram a po

sicao do centro de pressao numa segao e, consaquentemente,

a linha de pressao mno concreto, sao os seguintes:
a) no caso de viga isostatica: o carregamento externo;

b) no caso de viga hiperestatica: o carregamento exter

no e o momento hiperestatico de protensao.




7.2 - Nucleo Central - Nucleo Limite - Fuso Limite

Constatou-se no paragrafo anterior que, numa se
QZQ protendida, ,0 centro de pfessﬁo para um estado de car
ga qualquer tem sua posigac definida pela excentricidade z.

Conhecido o momento externo Mq? e,.para que hajar
equilfbrio entre momentc externo e momento resistente ig
terno, determina~se 0 momentec da protensao 2, em COTrespon
déﬁciaia excentricidade a necessaria, medida a partix do

centro de gravidade da armadura e cujo valor &:

M
Viga isostatica :oa = E%

M M
Viga hiperestatica : a = Eg + $R

Verifica-se portanto que,com a variacgaoc do car
regamento,o centro de pressao altera sua posicao na secgao.
Entretanto, o centro de pressEO devera ficar contido entre
certos limites para que as tensces admissivels nao sejam
ultrapassadas. Para tanto, passa-se a estudar as proprieda

des do nucleo central, nucleo limite e fuso limite.

a) Ndcleo central € a regiao da segEo no intertior da
qual se deve encontrar o centro de pressaoa fim de gue

nao haja mudanca de sinal da tensao.

¥

fod3

FIG.2.7 - CENTRO DE PRESSAC NAS EXTREMIDADES DO NUCLEQ CENTRAL



Se a resultante de compressao estiver aplicada
no dominio definido pelos pontos k'e k", conforme Fig. 2.7,
pode—se assegurar que as tensoes, na fibra superior sob mo
mento minimo e na fibra inferior sob momento MAXimo,Serao
nulas ou de compressao; porém, na outra fibra, para cada
estado de carga, nao havera restricoes quanto as tensoes

maximas de compressao (0 e a" )}
cv cs

b) Nucleo Limite de uma segao € a regifo interior 2 se
¢ao na qual deve se encontrar o centro de pressao pa
ra que as tensoes permanecgam contidas entre os  limi
tes fixados. Determinar—se-i entao entre que limi
tes da secao o centro de pressac deve se situay para

que as tensoes admissiveis nao sejam ultrapassadas.

Ocv

As

G“C v

FIG. 2.8~ POSICAO DO CENTRO DE PRESSAOQ

A tensao maxima de compressao em vazio ou sob es

- +
tade de momento minimo vale:

o - By Rl z!
cv A 1
c
P
Fazendo e tem—se

A cg

c

- 1

b -5 + Pa .
cv cg I

Tirando o valor de a' da expressao acima:
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_ T ~ 1A
al' = (ocvwacg) - = (Ocv“gcg} ,C
Pz ) Pz A
2
— oy e b}
at = {o -~ y = = {g —-ag ) LI
[al¥) (0924 o 2' cv cg Uc
(8924 &
= ' ___C.Y. —
k 5 1)
cg
o
2t = k'(1- =) coe (2.1)
g

A tensac maxima de compressao em servigo ou sob

estado de momento maximo vale:

- P Pa' .
o = ek
cs A 1 ”
C
P
Fazendo © = -— tem—se
cg A
c
i8]
o = g L ra
cs cg I

Tirando o valor de a" da expressao antetrior:

_ . IA
a" = (0_ 0 ) - = (o_ -0 ) ”c
¢ & Pz[ 8 €8 Pz
[
i2
Fazendo —k™ = "=
2
P, k” ECS
LL B Le) - = em " ._1
a (OCS cg) k (0 )
cg Cg
8c
a" = k"(1- =) _ cee. (2.2)
cg

Para que as tensoes maximas de compressac nao se
jam ultrapassadas, & necessario que o centro de pressao se
situe entre os pontos A' e A", definidos por a' e a" (Fig.

2.9).




2 - . -
De modo analogo, a tensao minima de compressao ou

maxima de tragao, sob momento minimo, vale:

= P -+ Pb' ,ZH
v A I
(&

Seguinde o mesmo desenvelvimento anterior, chega=

~-se ao seguinte valor de b':

b' = kK'"(1- =) . (203

Por outro lado, a tensao minima de compressac ou

maxima de tragao, sob momento maximo,vale:

= P PL"
PSS

zl
9cs A T
[

Desenvolvendo a expressao acima chega~se ao se-

guinte valor de b":
o
cs

b" = k'(1- ) , cee. (2.8)

o
cE

Para que as tensoes maximas de tracao, ou tensoes
minimas de compressao nao sejam ultrapassadas, € necessario
gque o centro de ©pressao se situe entre os pontos B' e 3"
definidos respectivamente por b' e b" (fig. 2.9).

Portanto, a fim de que todas as tensoes nas fi-
bras permanegam dentro dos limites admissiveis, &€ necessa-
rio que o centro de pressao esteja localizado no interior
do menor dominio definido pelos quatro pontos A', A", B' e
B"., Iste menor dominio chama-se niucleo limite, e & definido

por ¢' e ",
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FIG. 29 - LIMITES PARA A LOCALIZACACG DO CENTRO
DE PRESSAQ.

Entao, guando o centro de pressaoc estiver em qual
se

quer das extremidades do nucleo limite, dir-se-a gue a

gao se encontra no estado limite de tensao.
0 nocleo limite se deduz, portanto, do nucleo cen
) en (1~

cg cg

0 N
)  con

tral por fatores multiplicativos (1~

forme o estado de carga.
Observe~se que o nucleo central &€ um elemento geo

métricoe ligado a secac e independente das tensoes,enquanto

o nucleo limite depende destas tensoes.
¢) Denomina~se fuso limite o dominio definido pelas 1i
que ligam as extremidades do nucleo 1i

nhas ¢' e <",
2.10).

mite ao longo da viga {(Fig.

=

NOCLEG LIMITE DA SEGAO DA VIGA

FiG. 2 10 -



5.3 - Localizagao do cabo em Yelacao ao nucleo limite numa

viga isostatica

Considerando~se uma viga isostatica protendida
que & o caso mais simples, sob um - determinado estado de
carga, proéurar~se~£ determinar a posicao do centro de pres
sho numa segap, isto &, a posicao do centro de gravidade
do cabo, para que as tensoes nas bordas da secap sejam 1

guais as tensoes admissiveis.

z PURITTUNTI S ST P I [ P

cG | . , . CG.

As

o) Centro de pressido no extremidode superior do nucieo fimite

z
1 . O Loch . . ) €6
U P, '

A

s

b) Centro de pressao na exiremidade inferior do naclec fimite,

Fic 2.11 — LOCALIZAGAO DO CABO EM RELACAO AO NUCLEO
LIMITE NUMA VIGA ISOSTATICA.

No estado de momento maximo, se a resultante de

compressao P estiver a uma distancia ¢ do centro de gravi

dade da secao, significa que 2 tensdao em pelo menos uma
das bordas & igual a tensao admissivel. Para que a resul
tante P atue nassa posicao € necessario que o centro de
gravidade da armadura esteja a (c¢"-a) do centro da secao

(Fig. 2.11), sendo:



maxM
a = -
P
Do mesmo modo, sob estado de momento minimo,

quando a resultante de compressao P estiver a distancia c¢'
dorcentro de gravidade da secgao, significa gque a tensdo em
pelo menos uma das bordas & igual a tensao admissivel A fim
de que a resultante ¥ atue hessa posiggo, & preciso que o
centro de gravidade da armadura esteja situado a distancia

(c'-a) do centro da segao (Fig. 2.11), onde:

-
minM
ax:mw_
P
Assim, em cada secao, obtem-se a regiao onde deve se si

tuar o centro de gravidade da armadura para que as tensoes
admissiveis mao sejam ultrapasgadas.

Desenhando a secap longitudinal numa escala qual
quer, marcam-se 4as distancias c¢' e ¢" a partir do eixo da
secao longitudinal, cujo dominio define o fuso limite.

A partir das retas c¢' e ¢" marcam-se Trespectiva
mente as ordenadas minM/P e maxM/P, obtendo-se duas curvas
limites cuja regiao interna denomina-se fuso de passagen

(Fig. 2.12).

' PR SN W o C X

_fuso de
passagem

L2&7 ] Ser {x}
FriT

FIG. 2.12 ~ DETERMINACAQ DAS CURVAS LIMITES




Observa—se que o fuso de passagem ja leva em con
‘ta a excentricidade devido ao carregamento externo; desta
forma raciocinar-se~3 apenas com o cabo de protensao. As-
g¢im, para que as tensoes permanecam dentro dos limites ad-
missiveis, pode-se concluir que:

a) Nesse caso de viga isostatica, a linha dos
centros de gravidade da armadura de protensao, coincidente
com a linha de pressao, deverda estar situada no interior do
fuso de passagen,

b) JZ no caso de vigas continuas, geralmente a
jinha do centro de gravidade da armadura nao coincide com
4 linha de pressao; entao sera necessario que esta ultima

esteja situada no interior do fuso de passagem.

2.4 - TransformagSBs lineares

Quando se muda a posicao da linha do centro de
gravidade da armadura sobre os apoios interiores de uma vi
ga continua, sem mudar a forma intrinseca da linha, isto
£, curvaturas e dobras, dentro de cada tramo, se diz que a
nova linha & obtida pela transformagao linear da anterior,

Ji foi visto no paragrafo 2.1 que o lugar geomé
trico da resultante de compressao no concreto, em uma viga
continua, € a linha de pressao obtida a partir de desloca
mentos a = MS/f', da linha do centro de gravidade da arma
dura (Fig. 2.3.d). Considerando ainda que entre dois a
poios consecutivos, o momento hiperestatico varia linear
mente e sendo P constante, tém-se portanto deslocamentos 2
com variagao linear, o que torna evidente que uma linha
foi obtida pela transformagao linear da outra.

Pode—se afirmar tamb&m que, em uma viga continua,
a linha do centro de gravidade da armadura pode ser trang

formada linearmente sem mudar a posigao da linha de pres

sao no concreto.
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A justificativa da afirméggo anterior pode ser
feita atraves da analise de dois'tragados d2 cabos resul
cantes, Fig. 2.13, onde um deles E.obtido pelas ;ransformi
¢ao linear do outro, de modo que apresentam a mesma forma

intrinseca, isto &, tracados afins.

(2‘3 linha do €.6 da ormedurg

1

TR TR IS
‘1% finha de €6 da ormaduro

alfronsformogdo linear da linha do centro de gravidade
da armadurag.

/M.I. parg a 19 linha

XyZ X, M.I. pora a 29 linha

¢ Q9
M {

¢) Diogramo de corgas eguivalentes parec ambos os diogramas
de momento isostatico.

FiG. 2.13- DIAGRAMA DE CARGAS EQUIVALENTES PARA AMBOS
0SS DIAGRAMAS DE MOMENTO 1SOSTATICO.



Conhecendo~se, para cada tragado, o momento Te
gultante da protensao, deduz-se com facilidade a posigao
da linha de pressao. Para tanto, sabe-se que o momento re
gsultante & a soma do momento no estado fundamental, isos
ratico, e o momento hiperestatico de protensao. Designan
do por z(x) e E(x) a2s ordenmadas dos tragados afins, ne di -

das a partir do eixo baricéntrico da viga, tem-se:
12 1inhs dos centros de gravidade da armadura: z(x)

298 1ipha dos centros de gravidade da armadura: z(x) =

= z(xy) + kx + cte

Os momentos isostaticoes de protensaoc sao dados

1l

1% 1linha: Mg(x} P o» oz{x)

i

linha: M;(x) P . z(x) = P[ z(x)+kx+cte]

Assimilando a protensao a um carregamento cujo
efeito & oposto ao do carregamento externo, pode~se detet
minar, para cada-tragado, o diagrama de cargas equivalen
tes dado pela derivada segunda do respectivo diagrama de
momento isostitico de protensac. Desta forma, obtém-se
Pz (x) = Pz"(x).

Como os carregamentoseguivalentes sao iguais,
tem-se a igualdade dos momentos resultantes devidos 3 pPro
tensao e, em decorréncié,a linha de pressao no concreto
em ambos os tragados tem a mesma posigao.

Note—-se que na transformagao linear, embora os
momentos resultantes sejam 0s Tesmos, devido a diferentes
excentricidades dos tragados, tem-se momentos isostaticos
diferentes e em consequencia momentos hiperestaticos tam
bem diferentes.

Cabe salientar ainda que, quando se faz trans
formagaoc linear da linha dos centros de gravidade da arma
dura e se altera a posicao da mesma sobre os apbios ex

tremos, verifica-se que os momentos aplicados nas extremi
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dades da viga serao alterados (Fig. 2.12.c), resultando em
tragados com momentos resultantes devidos a protensao dife
rentes es;emn consequencia linhas de pressao diferentes.
Conclui-se que o mais adequado e fazer transfor
maégo linear da linha dos centros de gravidade da armadura,
mudando a posicao da mesma somente sobre os apoios inte
riores da viga pois,assim,poder-se~a fazer um ajustamento
adequado do tragado resultante no interior da viga, conhe
cendo a priori a posigﬁo da linha de pressao ¢ mantendo—a

inalteradsa.

2.5 — Cabos Concordantes
Ja foil visto no paragrafo anterior que duas 1i
nhas dos centros de gravidade da armadura ou dois cabos

que se deduzem um do outro por transformacao linear tém a
mesma linha de pressao.

Existe portanto uma familia de cabos que apresen
tam 2 mesma linha de pressao. O cabo dessa familia, cuja
linha dos centros de gravidade se confunde com a linha de
pressao, nao exerce na estrutura nenhum momento hiperesta
tico de protensﬁo. Trata—se de um cabo concordante.

Numa viga continua a protensao provoca, de um mo
do geral, reagoes nos apoios. Estas reagoes produzem momen
tos hiperestaticos (M;) na viga, fazendo com que a linha
de pressao seja deslocada da linha dos centros de gravida
de do cabo. Quando estas linhas nao coincidem o cabo @ de
nominado discordante (Fig. 2.14).

Como a linha de pressaoc no concreto tem a mesma
forma intrinseca da linha do centro de gravidade da armadu
ra,  baseando-se no conceito de transformagao linear e na
definigao de cabo concordante, a linha de pressao para um
cabo discordants & a posigao para um cabo concordante.

Embora o cabo concordante seja mais facil de ser



2.19

cabo concordonte ~ finha de pressde
coincide com o linho do C.G do
armadura,
N
&~
gi_ & . 3
., - "\.% ]
ﬁh%mmma“’"’w %%WM-“”M’“‘
x .
4
f =0 (devido b protensdo) TR:{) R=0

¢) Viga com cabo concordante

~linha de pressdo devido
i o pretensoo

MP ‘ )
B P ./‘//\N( -
Moy sl " T, -
‘ﬁ*m%g 2 %Tﬂ@w@w‘“’p
/AN A
i 1
R # 0 { devido o protensio) RFO R# 0

tinha do C.G do armadura
cabe discordonte,

b} Vigo com cabo discordante

FiG. 2.14 — PROPRIEDADES DE CABOS DISCORDANTES

obtido pois ndo apresenta hiperestaticos de protensao (M;),
raramente ele se constitui na solugao otima do problema.
Um procedimento adequado no projeto e obter cabo
concordante que de tracado da linha dos centros de gravida
de da armadura de modo a criar esforgos,que se opoeam aque
les criados pelo carregamento externo,e de tal forma que o
mesmo esteja contido no interior do fuso de passagem. Se
o tracado concordante estiver fora dos limites da viga, e
le pode ser linearmente transformado e alojado no interior
da mesma,com cobrimento adequado, mantendo a linha de pres

sao inalterada.



3, PETERMINACAO DO CABO DE PROTENSAO RESULTANTE ECONOMICO

3.1 - Introdugao

A determinacao do tragado economico do cabo de
pretensgo resultante consiste na procura de um cabo com
forga de protensao minima e cuia secao de concreto, ao lon
go da viga, tenha caracteristicas suficientes para assegu
rar que as tensoes limites de compressdo e de tragao nao
sejam ultrapassadas. Para tanto, e preciso que a linha de
pressao esteja situada no interior do fuso de passagem.
Nas estruturas hiperestaticas, conforme visto no
capitulo anterior, nao e necessaric gue o cabo resultante
. passe no interior do fuso de passagem. E a linha de pres
sao gque deve se situar no interior desse fuso. O cabo, por
sua vez, devera se localizar no interior da massa de con
creto com cobrimento adequado.

Dividindo~se a expressao do momento total da pro
tensao Mp(x) = M;(x) + Mg(x) pela forga de protensao, dedu
zem-se para uma viga hiperestatica as ordenadas da linha

de pressao dadas por:

M'
- P
sz(x) z{x} + B A (5 T
onde :
z{x) = ordenadas do cabo

=

o
-
H

momento hiperestiatico de protensao

forga de protenszo

=]
i

Observa—se que sendo P constante a linha de pres
sio se deduz do cabo por uma transformag¢ao linear. Como se
sabe, dois cabos que se deduzem um do outro por uma traas
formacao linear tem a mesma linha de pressao.

Aquele cabo que nao desenvolve nenhum hiperesta



tico de protensao € um cabo concordante cujo tragado coin
cide com a linha de pressao, conforme se verifica pela e
quaggo (3.1). Portanto, o ponto de partida na procura do
cabo economico consiste em determinar inicialmente uma 1i
nha de pressao ou um cabo concordante no interior do fuso
de passagem, cuja obtencao & conseguida de maneira simples

aleéem de assegurar que as tensoes limites no concreto nac

serdo ultrapassadas.

Para que um cabo de ordenadas ze(x) seja um cabo
concordante e necessario e suficiente que os momentos hipe
restaticos de protensao sejam todos nulos. Isto significa
que as deformagoes relativas nos apoios intermediarios,pro
duzidas pela protensgo, devem ser nulas, o gue equivale
dizer que nao havera reacoes de apoio devidas 4 protensao
Com o auxilio da figura 3.1, obteém-se para cada apoio in

termedizario, a relagao de concordancia dada por:

o] I 2 3
%} A A N 7T
e Voirird m birrz
B 7 L, Ly
X N X X
oo — =

FIG. 3.1 - MOMENTOS PARA A RESOLUCI\O DO SISTEMA REAL



.51 £i+1
x dx ( X . dx
e J PZO(X)'E':' i + PZO(X)(I ?:“:"W) H = 0 (3.2)
i,o o i o i+l

Para o caso geral de vigas sobre n apoios, tém-
—s¢ (n—2) relagoes de concordancia. Entretanto, para que
se'possa encaentrar um cabo concordante no interior do fuso
de passagem, € necessario que este seja aberto. A condicao

aecessaria e suficiente para que isto ocorra e que

TR o, oo o max Mo min M
[ = 2 P o - P
ou seja,
AM
P =
eMep!
onde e™ e e' sao as ordenadas das curvas limites e ct e

c' sAo as ordenadas extremas do nucleo limite.
Para que o cabo de ordenadas z (%) esteja no ipn
o n

terior do fuso de passagem e preciso que
e"(x) > z (x) > e'(x)

e,considerando que o mesmo satisfaz a relagao de concordan
cia expressa pela equagao (3.2), pode-se afirmar que nos
tramos adjacentes a cada apoio intermedidrio deverao se ve

rificar as seguintes condigoes:

L L.
i i+1
6(e™) = NSO IR L e"(x)(1- =—) £ 50
A 1 ] g. 1
fo) s o i+1
gi x dx Ri+1 x dx
S(e') = e'(x)'§~'ﬁr‘+ e’ (x)(1- E~——) ﬁf’é 0
o i 7o 1+1

Respeitadas todas as condigoes anteriores, sera
possivel obter um cabo concordante ou uma linha de pressao

no interior do fuso de passagem.



3.3 - Analise de cabos concordantes dentro do mesmo fuso

de passagem

Seja uma viga reta gemerica com seu Tespectivo
fuso de passagem (Fig. 3.2). Analisar-se-ap tres cabos con
cordantes distintos no interior do mesmo fuso, portanto,

todos com a mesma forga de protensao.

d= h~ 2¢

€
i+l

a) Caobo concordante tongenciando os pontos A e B

d=h ~Z¢

b) Cabo concordante tongenciando o poalo A e interno oo
fuso.

o
B '

d=h—2c

S _"“1:_*:(:

e R

¢} Cabo concordonte no interior do fuso,

Fi1G.3.2 — CABOS CONCORDANTES NGO INTERIOR DO MESMO
FUS0 DE PASSAGEM.



Nos tres casos, a, b e ¢, para qualquer relagao
de concordancia tem-se a integral do produto de duas fun

gaes nula,

i
j on(x}'ﬁidx + f ?zo(x)'Midx =

Vale observar que estes cabos concordantes, cGrl
for¢gas de protensao iguais, foram obtides no interior do
r " il . b o .
fuso fixando—-se diferentes pontos de passagem para o5 mes

mos, Em conseguencia, ohtiveram-se cabos comn diferentes

tragados de modo a satisfazer a relagao anterior.

Para melhor entendimento do que a seguir sera ex
posto chamar-se~a flecha do cabo a diferenca entre a orde-
nada do cabo no apoio € @ cota maxima no trame adjacen

te (Fig. 3.3).

- R

FIG.3.3 - FLECHAS DE UM CABO CONCORDANTE

Chamar—~se-a de altura util da viga d = h-2c¢, a
variagao maxima de ordenada do cabo de modo que o mesmo ao
ser alojado na viga tenha cobrimente adequado (Fig. 3.3).

Poder-se-a dizer ainda que o cabo real e obtido
a partir do cabo concordante, atraves de transformagao 1i
near e alojado de forma conveniente no interior da viga.
Exemplificando, considerar~se—a uma viga simples com cabo

concordante conhecido, conforme mostra a Fig. 3.4a).
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o

Cabo toncordonte 4

Tronsformagoo iineor

e
o " -
a d Cabo ngo concordante
i f v 4’ com protensco P
= z,% k&
1
d n Cobo noo concordante cem
{ protensdo P > P
d .

FIG 3.4~ TRANSFORMA(}AO LINEAR E ALOJAMENTO DO
CABO NO INTERIOR DA VIGA.

Introduzindo a transformagao linear em a)obtem~
~se em c¢) um cabo nao concordante de mesma forma intrinse
ca que o imicial , de modo que 2 ordenada a no apoio e a
maxima ordenada v no tramo sejam proporcionais respectiva
mente as distancias d" e d', necessarias para gque o cabo
tenha cobrimento adequado. Se, apos a transformaggo 13

near, o cabo permanecer fora dos limites da viga, ou no



interior desta mas com cobrimento inadequado, entao como o
momento total devido a protensao deve permanecer constante,
para nao alterar a linha de pressao, Sera necessario aumen
rar a forga de protensgo para um valor P para compensar a
diminuicao da excentricidade do cabo em relacao a linha ba

ricéntrica da viga, conforme Fig. 3.4.d.

Feitas estas consideragoes necessarias e voltan
do a Fig. 3.2, ve-se que as flechas maximas dos cabos con
cordantes sao maiores que a altura vtil 4 da viga e puay

dam entre si a sepuinte relacao:

£ < f < f
fhmax bmax “max

Procedendo-se 3a transformacao linear em 3.2.a),
por exemplo, como a flecha maxima do cabo e maior gue a al
tura util d, o cabo ainda permanece fora dos limites da vi
ga. Entao como o momento total devido 3 protensao deve per
manecer constante de modo a nao alterar a linha de pressao,
seri necessario aumentar a forca de protensdo para um va
lor P,acarretando uma diminuigao das excentricidades do ca
bo em relagdc a linha baricentrica da viga, isto g, uma di

minuicao da flecha maxima do cabo ate um valor correspon

dente a altura util da viga.

Cabo concordante —+ f = f
max a
Cabo real + f = f = h-Z¢c = cte
max :
M= Pf
+ PTePf D=t e (3.2)
M = Pf f

Nos exemplos a, b e ¢ da Fig. 3.2, os cabos re

ais depois de alojados no interior da viga com cobrimento




adequado apreésentarao tragados afins aos tracados iniciais,
P ~ —

porem, pela expressao (3.2) apresentarao forgas de proten

sao P diferentes. Estas forcas guardarao entre si a seguin

te relagao:
P(a) < P(b) < P(c)

Com base nestes resultados obtidos, obteém-se as

seguintes conclusoes:

1) Analisando a Fig. 3.2.,a) tem—-se a situagaoc i
deal para o cabo concordante, isto &, no apoio o cabo pas
sa na parte inferior do fuso (ponte B) e no tramo adjacen
te o cabo passa na parte superior do fuso {(ponto A), cor
respondendo ao casoc em gue a flecha maxima de cabo assume
o menor valor possivel. Desta forma, ao ser transformado
linearmente e alojado no interior da viga a forga de pro
tensao sera aumentada de um valor menor gue o corresponden
te em 3.2.b) ou 3.Z2.¢). Entretanto, raramente um cabo con
cordante passa simultaneamente pelos dois pontos citados

anteriormente.

2) Uma segunda situacao ideal sera aguela em gue
o cabo tangencia pelo menos um dos pontos A ou B e gque te
nha seu tra¢ado no interior do fuso de passagem conforme
Fig. 3.2.b). Isto e facilwente obtido, uma vez que ao re
solver o sistema de equagoes para determinagao do cabo con

cordante, uma das equacoes consistira na fixagdo de um pon

to de passagem para o cabo.

Neste caso, o procedimento correto sera fixar um
ponto de passagem para o cabo, por exemplo,o ponto A e ve
rificar se o cabo passa pelo ponto B, Se isto ocorrer ter-
~se—-a a melhor situacao para o cabo, de acordo com a Fig.

3.2.a). Em caso contrario, a melhor situacao & obtida fixan



do-se como ponto de passagem para o cabo o ponto A pu o
ponto B, de modo gue o seu tracado fique situadoc no inte
rior do fuso de passagem, de acordo com a Fig. 3.2.b).
Tanto o caso a) como o caso b) proporcionam o8
tragados mais adequados para o cabo com forga de proﬁensgo
P. Entretanto, na transformaggo Iinear o aumento da forga
de protensao nao altera a posigao da linha de pressao, po
rem, acarreta uma variacao do fuso de passagem, o que ge
ralmente leva a ter a linha de pressZo fora do novo fuso,
conforme mostra a Fig, 3.5. Ainda que a linha de pressao
perﬁanega dentre do fuso de passagem, devido ac aumento da
forga de protensao nao se pode garantir que tal cabo con

cordante e o mais adegquado,

fuso inicial com

| fuso com forpg. /OWG de protensdo P,
de protensao P .

cabo
concordante

FIG. 3.5 - ALTERACAO DO FUSO DE PASSAGEM DEVIDO A FORCA
DE PROTENSAOQ. ’

3) Uma terceira possibilidade & aquela em que ¢
cabo nao tangencia nenhum dos pontos A e B, ficando, por
tanto, situado no interior do fuseo de passagem, de acordd

com a Fig. 3.2.c).

Dos tres casos, este tltimo apresenta o cabo
concordante com a maior flecha maxima,pois o ponto fixado
para passagem do cabo e interno ao fuso,nao passando por

nenhum dos pontos A ou B. Embora este seja o caso mals des



favoravel, pois sempre e possivel obter cabo concordante

no interior do fuso passando por A ou B, sua utilizacao se

faz necessaria em alguns casos, conforme sera visto no quin
to capitulo.

Contudo, ao efetuar a transformagao linear para
alojar o cabo no interior da viga, havera um aumento na
forca de protensac e consequente alteracao do fuso de pas
sagem, valendo as mesmas observagaes feitas nos casos an,
teriores.

4) Uma outra possibilidade seria aquela em que o
cabo concordante e obtido no interior do fuso de passagem
e apresenta tracado obedecendo a qualgquer dos tres casos
anteriores, porém, com flecha maxima menor que a altura E
til d da viga. Por conseguinte ao ser transformado linear
mente e alojado no interior da viga, o cabo apresentara um
cobrimento excessivo. Aplicando a equagao (3.1) pode-se di
minuir a forga de protemsao, o que implicara num aumento
da flecha midxima do cabo até um valor d. & linha de pres
sao permanece inalterada, mas h3 alteracao do fuso de pas
sagem, o que em geral faz com que a referida linba nao per
manega inteiramente contida dentro do fuso de passagem.

. Analisadas estas possibilidades possiveis, obser
va-se que, fixando a priori a forga de protensdo, obtém-se
um cabo concordante que, de um modo geral, ao ser transfor
mado linearmente e alojado no interior da viga com cobri
mento adequado, exigira uma alteragao da forga de proten
sao. Em consequencia, o fuso de passagem se altera resul
tando numa solugao inadequada.

' Nota-se que o tragcado mais adequado para o cabo
tem em correspondéncia uma forca de protensao determinada,
isto €, & preciso encontrar um tracado para o cabo de modo
que, apos a transformagao linear,a forga de protensao perma
nega inalterada.

Seja um fuso de passagen obtido a partix de uma

forga de protensao PI’ dentro do gqual se obtem um primeiro



cabo concordante tangenciando um dos pontos adequados Al
ou B1 do referido fuso (Fig. 3.6). Aumentando a forga de
protensﬁo para um valor PZ’ o novo fuso de passagem obtido
& mais aberto (curvas limites mais abatidas), porem, den
+7o do mesmo obtém-se um segundo cabo concordante tangenci
ande o© fuso no mesmo ponto correspondente ao caso ante-
rior (A2 ou BZ)‘ Devido ao aumento da forga de proten
sao, agueles pontos mais adequados para a passagemn do cabo,
pontos A e B, terdo uma diferenga de ordenadas menor, isto
€, A2“32 < A1~B1,)o que proporcionara a obtengzo do segun
do cabo concordante com flechas menores que o primeiro ca

bo.
No exemplo ilustrado na Fig. 3.6, os cabos comn
cordantes 1 e 2 foram obtidos no interior do fuso,fixando-se

para ponto de passagem a extremidade superior dos respecti

vos fusos {ponto A).

FIG.3.6 -~ CABOS CONCORDANTES COM FORCAS DE
PROTENSAO DIFERENTES

Dasta analise conclui-~se que pode ser obtido um
cabo concordante com certa forga de protensao P, de mnodo
que a maxima flecha por ele produzida ao longo da viga c¢o
incide com a altura util (h-2c¢) da mesma. Desta forma, a
ser transformado linearmente, ele se alojara de maneira

dequada no interior da viga, aproveitando toda a altura

clevin o

til em pelo menos um apoio e tramo adjacente, sem TNeCessl

dade de alterar a for¢a de protensao.
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Este € o cabo concordante mals adegquado, com for
ga de protensao igual ao do cabo discordante e ambos com o
mesmo fuso de passagem, portanto, com a linha de pressao

no interior do referido fuso (Fig. 3.7).

~

d= h-2¢

|

i h-2¢c
|

f

e

'----- —_ SR
vay ¢
TG o TN -

al Cabo concordante com fleche mdxima igual { h~2¢)
Forgo de protensdc P
i
b - c
h~Zc

b} Cobe discordante — Forco de proiensdo P

FIG. 37— ALOJAMENTO DO CABO NO INTERIOR DA VIGA COM
COBRIMENTO ADEQUADROD.

Observe-se que a forca de protensao P = P procu
rada tem um valor intermediario aos valores P e P obtidos
énteriormgnte, ou seja, para oS casocs em que era necessé
Tie uma alteragﬁo da forca de protensao para alojar o «ca
bo adequadamente na viga.

Esta afirmagao pode ser comprovada atraves da a
nalise de fusos de pasgagem no mesmo tramo de uma viga sub

metida 3s mesmas acoes maximas e minimas,conforme Fig. 3.8.



fusp inicial PI

fuso “inicial = fuso finod

‘ t
/{ }- p=p 1
- . i P
AN /. S 77
1§ I
. -l
' |
|
. o
|
T AV JAN
77 I 7“’{7!7? ?”/i/ ‘Q ' I
A,_.gl - S ,i- i t S — hd s e ,_,,,,,Agl e

a} Fusos correspondentes o cobos concordonie
e discordonte cormn forpos de protensdo

diferentes (P, <C B

DE PASSAGEM.

e (x) = e - ma§M(X) e

r 1

1°

de protensao para 51

protensao P tal que Py

et(x) = ¢

nota-se que o unico parametro capaz de alterar as
ta, ambas as curvas limites tem, no tramo, suas

- - - - -
diminuidas {curvas mais abatidas).

Analisando a Fig. 3.8.a,

forca de protsnsao P., tem flecha maxima maior

tura Util da viga; dai a necessidade de aumentar a

mitss caracterizando o fuso final.

b) Fusos identicos correspondentes a
cobos concordonte e discordente com

forcus de protensgo iguois {P=P ) -

FIG. 3.8 - ANALISE DAS FORCAS DE PROTENSAO P £ P EM FUNGAO DO FUSO

Sabendo-se que as equagoes das curvas limites su

perior e inferior do fuso de passagem sao respectivamente

_— minM{x)
P

e que, em cada segao, ¢ , © , max M e min M saoc constantes,

curvas

limites & a forca de protensao P e que, com o aumento des

elevacoes

verifica~se que o cabo

concordante determinado no interior do fuso inicial, com

que ‘a al

forga

a fim de permitir o alojamento do «ca
bo na viga. Como consegiiencia do aumento da forga de pro

tensao, tem-se uma diminuicao das elevagoes das curvas 11

I intuitivo que, se se partir de uma forga de
< P < Pl,Obteruse-Eo curvas limites

com elevagoes intermediarias as elevagoes das curvas rela



tivas a Pl e 51, conforme mostra a Fig. 3.8.b, o que permi-~
tirs a obtencio de cabo concordante no interior deste fuso
de passagem com flecha maxima igual & altura util d. Proce
dendo—se i transformacao linear, o cabo se alojara de manei

ra adequada no interior da viga, sem a necessidade de alte

rar a forga de protensao, portante, com P =P e fusos, ini
cial e final, iguais. Este e o procedimento correto para se
obter os cabos, concordante e real, economicos .

Da analise da Fig. 3.6, concluliu-se gue para uma
dada viga submetida as mesmas agoes maximas e minimas, par
tindo~se de forgas de protensac diferentes foi possivel ob-
tey tracados diferentes de cabos concordantes,enquanto que a
analise da Fig. 3.7 resultou mo tragado do cabo concordante
economico cuja forga de protensao foi definida atraves da a
nalise da Fig. 3.8.

Passa-se agora a4 determinagao do tragado do cabo

resultante economico e da correspondente forga de proten
a0 .
3.4 — Determinacao do cabo concordante economico com forca

de protemsao cons tante

Trata—se de determinar inicialmente uma linha de
pressao ou um cabo concordanie no interior do fusec de passa
gem , cuja miaxima fleeha ao longo da viga seja igual a altu
ra util d = h-2c.

Considere~se uma viga reta genérica (Fig.3.9),sub
metida a agoes maximas e minimas conhecidas, mas com as e-

quacoes das curvas superior e inferior do fuso de passagem

n _ w _ maxM{x) ' _ v _ minM(x)
e (x) = ¢ 5 e et {(x) c g

em fungao da forga.de protensao P nao conhecida. Sabendo-se

que as ordenadas extremas do nucleo limite ¢" e c' dependem



adotar—-se~so Primeiramente para seus valores as orde

de P,
nadas extremas do nucleo central, ou seja, c" = k' e ¢'=
- k". Determinado o valor de P, calcular-se~ao as ordena
das ¢" e ¢', confrontando—as com as adotadas inicialmente.
BT Y 2
Ujglzl @ £k

}. [

=

T P '_1\// e

P+l -
-

Ul

i

FIG. 3.9- VIGA RETA COM FUSO EM FUNGAQO DA FORCA DE PROTE NSAO P
£ MOMENTOS PARA A DETERMINACAO DO CABO CONCORDANTE.
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Adota—se para a equacao do cabo concordante, num
tramo generico, a forma:

z {xY = A e"(x) + L. L {1- =)

0 i £, 1—-1 L.
i i

0 cabo & obtido a partir da transformagao da cur
va limite superior e" do fuso de passagem, onde A € um La
tor de proporcionalidade, ki @ kiwl' sao, respectivamente,
os hiperestaticos de flexao a direita e a esquerda do tra-
mo considerado.

Para uma viga com n apoios, 0s parametros que de
finem a forma do cabo sao (n-2) hiperestaticos de flezao
correspondentes aos apoios intermedidrios, mais o parame
tro A e 4 forga de protemsao P, totalizando =n incognitas
a serem determinadas. E necessario, portanteo, um sistema
de n equagaes an incognitas para que o problema possa ser
resolvido.

0 sistema de equagoes se escreve:

9. L

L i+l -~
x dx [ _ = dx _ (n~2 relacgoes de
J P.zo(x). IR ] P.zo(x)-(l [ ) EX concordancia)

o )
ponto A -+ kiwl(iwgi) + kigi + % e'(A) = e"(A)

(uma equacgao que fixa um ponto

ou de passagem para o cabo)}

ponto B+ k + X e" (B) = e'(B)

z (B) — z (A = 4 {uma equagao que fixa a maxima fiecha
M © do cabo igual a d =1 - 2¢)

Cada relagao de concordancia pode ser escrita da

seguinte forma:



i
" x_ L X
P J L T L T (1- ) M dx +
o] L 1
i
+ P W}e”+k. % tk. (1~ —=—) | M. dx = 0
}0 1 +1 R’i-i-l 1 Q’i*f'l i
Fazendo
Ls . 25 +1
J Ao F— dxt J Ae" (1- wo)dx = AS
. O
o i o 1+l !
-Q'i % « 21—%1 X X
J kil”“’i‘.'d“J ki (1= o) (I ) dx = kg 8y
o i 1 o} 1+1 i+l ’
{Ri-t-l X X
k. (1~ } dx = k. ..
Jo i+l £ +1 i1 i+l 1,141
L.
KR - %
J kg (10 ) g 9% 7 B8 i
O i 1

e escrevendo a relagao de concordancia de forma simplifica

da obtém~se:

. .. + k.d. . SR I + . =
kl“lél,lhl 161,1 " 1‘1+1‘:’1,1+1 kél,O 0
Os Gi o sao calculados pela express§6
g
T i1
- n }I + L1
§i,0 J e 1 dx J e Ml dx
o o

conforme Fig. 3.10.
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FIG. 310~ MOMENTOS PARA A RESOLUGAO
DOS by o

Desenvolvendo a expressao acima em fungao de

tem—se
ii £1+1
8 = (ev— BAX My g x4 (en— BAX My o gy
i,0 o ¢ P 1 o. P 1
% i1 ) i i+1
8 = c'"M. dx + "M_dx — = max M-M, dx+ max M-M.dx
i,o 1 1 P 1 1
0 0 o o
Fazendo
hi fien 2itrian
(1} = 11 .){ 11 N 'E = "t
X Jo c’-M,dx+ JO ¢ .M, dx = gt
N fgi ii%l
A. = | Max M.M, dx+ J max M.M, dx
1 JO 1 R o 1

Tesulta em
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e cada relagao de concordancia se escreve:

.tk
s 1

Yo »

C8 L Ay A-AL
i+l 1,141 "1 L

Fixando~se, por exemplo, a extremidade superior

do fuso {ponto A) para o ponto de passapgem do cabo, a e

quagao & a seguinte:

A maxM{A)
. m_r. + - 113 - SN o= T Pl
kiwl(l gl) kigi + e maxM{(A) P e >
Desenvolvendo-se a equacao que fixa a maxima fle
cha do cabo igual a d = h-2¢, obtem—se:
M(B)
By = o . . " max -
zo( ) Ae (B)+k1—1 A[C P i—1
maxM(A)

7z (A)= Ae (A)+k.
I's} 1—-1

~& . )+k, &
(1 91) 1{1’

1

F

]*ki~1(1”gi)+kigi

l{c”w

Substituindo zG(B) e zO(A) na equagao chega-se a:
D P M - M(B) | & = 4
Elklfl g1k1 [max (A) maxH( )} ;
Assim, o sistema de n equagoes ¢ n incognitas fica:
4] " T 1 B 7
e !
51,1 51,2"' 61,:1_2 Xy 1 k, D
5 - & o moaoaw 6 i X" "A" k 0
2’1 2,“‘2 2 2 2
S S E : * E = 3
6n—2,1 T 6n—2,n—2 Xo-2 —8__4 kn-Z 0
{1-E£) £ ¢ ~max¥{A) by wo_ maxs(ﬁ)
1 C" —maXH(B) i))‘_ (d+cu)_ m%i_t}_l




0 sistema de equagoes lineares escrito ma forma
matricial apresemnta a matriz dos coeficientes com todos os
elementos conhecidos, entretanto, independente da ordem do
gistema, o vetor soluggo apresenta elementos em fungEo de
P, cujo valor nao e conhecido. A maneira adequada de resol
ver o sistema @ atraves do método de eliminagao de Gauss,
que consiste em transformar o sistema dade num equivalen
te sistema triangular atraves de operagoes elementares 1i
nhas e cuja solu§§o pode ser cobtida de maneira simples, a
lém de contornar o problema dos elementos desconhecidos do
vetor independente,

Ao resolver o sistema poY eliminacao, a operagao
feita numa linha da matriz e tambeém estendida ao correspon
dente elemento do vetor independente. Com ¢ intuito de au
tomatizar a resolugao pode-se obter uma matriz retangular,
agrupando a matriz dos coeficientes o vetor independente

decomposto em Jduas colunas, uma CcOom LeTmos definidos e ou

tra com termos em P, obtendo-se desta forma uma matriz
. . . . " —A" 0 0
$1.1 8,2 41 n-2 Xy 1
.. " Al 0
$9,1 8y.9 -8y h Xy 8y 0
' ' T I "t 0 0
611"2,1 61’;”2,2 Tttty n—-2,n-2 Xa-2 n~2
(1-5) £ e -maxM{A) e -maxM(B)
1 0 e —maxM(B} {(d+c') ~maxM(A)
- ’ ) n

{(n,n+2) e nela efetuar a eliminacao que resulta em:



1 ¢ c caaes
1,2 1,3 ©1,0-2 1,0-1 ¢y,n  ° 0
4] 1 ol vares € ©
2,3 2,n-2 2,n-1 “2,n 0 0
0 0 1 eiesa €
2,n-2 %3, n-1 %3,n 0 0
: : : : : : : :
o 0 0 .aee. 1 e ' ) )
a-2,n-1 Sn-2,n 0 0
0o 0 0 .u... O 1
“a-1,n Sn-1,n+1 “n-1,n+2
o 0 0 ... O 0 1 c
i n,ntl cn,n+2
Assim, o sistema equivalente triangular se escre
ve
Poeyp o o3t Srne2 S1,0m1 “1on | [ %1 0
6 1 Cp,3 "ot ©2,n-2 “2,n-1 Ca,n | 1 ¥ 0
60 Pooeesrs S5 -2 3,001 “3,n | 1 %3 o
: : : : : o lx| r IF :
0 o 0 e 1 n~2.n-1 Sn-2,n kn—? 0
[ o4
n-l,n+?
0 0 0 eenns 0 1 pernl | X elonel 5
A cn n+2
0 0 0 0 0 1 5 pnelt TR




As duas ultimas equacoes do sistema acima, podem
cer isoladas do masmo e vesolwidas separadamente, pois o

numero de incognitas fica reduzide a duas, X e P,

-

A - +2
L+ ¢ — = 4 LBTL,OTL
n~1l,n P Cnml,n+1 P (1)
¥,

A “n,n+2
A 4 -Duts I1
P “n,n+1 P (1)

Isolando A da equacao (II) e substituindo este

valor na equaggo (1), obtem—se uma equagEO do segundo grau
em P que, depois de resolvida podera formecer os seguintes

resultados:

1) Dois valores positivos: sendo o menor valor a solu
cao do problema pois o maior valor conduz a um traca
dé nao contido inteiramente dentro do fuso de passa

gem, com flecha maxima ocorrendo numa regiao diferen

te dagquela arbitrada inicialmente e cujo valorx e
maior que d = h~2¢, resultando numa sclucao inadequa
da.

2) Um valor positivo que & a solug¢ao do problema e um

valor negativo que nao tew significado fisico.

Obtido P e substituindo-o na equagao II, determi
na-se o valor do parametro A e assim o sistema triangular
pode, agora, ser resolvido por retrossubstituigéo, ficando
as demais incognitas determinadas, definindo-se portanto 'a
forma do cabo concordante economico e a forga de protensao
correspondente.

A seguir, calculam-se as ordenadas extremas do
obcleo limite e faz-se o confronto destas com aguelas adpo

tadas inicialmente. Existem duas possibilidades:

1) Se os valores obtidos nao coincidirem com os arbitra
dos inicialmente, adotar—~se-~ao estes ultimos valores

e 0 sistema de equacoes sera novamente resolvido for



necendo um novo conjunto de parametros, . entre 08
Guais, a forga P. A partir de P obtem-se os valores
c" e ¢' que deverao ser confrontados com agueles 1l
timos adotados. Procedendo—se desta forma,encontrar—.
~se—-a um valor de P, para o qual as ordenadas obti

das serao iguais as adetadas.

2) Se os valores ¢ e c¢' obtidos forem iguais aos arbi

trades inicialmente significa que os parametros obti
dos na resolugao do sistema de equagoes estao corre

tos.

0 fuso de passagem fica determinado atraves

das curvas limites e, a seguir, verificam-se as condigoes

de existencia do cabo concordante no interior do refert

do fuso.

Para satisfazer a condicao de fuso aberto, a for

ca de proﬁensgo encontrada deve obedecer a condigao:

AH
P2
el'-c!
Do mesmo modo, nos tramos adjacentes a cada a-

poio intermediario, devem serx respeitadas as segulntes con

digaes:
S(e") 2 0 e §{e') £ O

A integral 8{(e") & identica a integral 6, _ cal
Hd

culada anteriormente na pagina 3,18, Portanto:

s o

§(e") = X: - 5

Como o



Assim, a forga de protemnsao encontrada deve
condigao:

satisfazer a

A"
Py b
t

£

Analogamente, para se obter 8 (e'), faz-se
3.11)

(Fig.

R f i

{
i

pe'

FIG. 3.1L ~ MOMENTOS PARA DETERMINACAQ
: DE & fle')
g . .
1 1+1
S(e') = [ e'M dx + { e'MldX £ 0
e ‘o

Desenvolvendo a expressao acima chega-se a

|~A
§(e') xxi -

.

[ae]
i
o]

onde




s fgi fin Fithian
. o= M. d ' = : !
X; ) c M odx o+ J c Mléx 5 c
o o
L. L.
, 1 1+1
Ai = J mln H»Mldx + min M-Hléx
o o

Assim, a forca de protensao encontrada deve tam

bém obedecer a condigao:

a1
/A
e

>
o o

Ainda que a forga de protensao encontrada satis
faca todas as condigoes anteriores, nao se pode garantir
gque o cabo concordante esteja contido no interior do fuso

de passapgem., Para que isto ocorra e necessario & suficien

w—

te que as ordenadas do cabo ao longo da viga obedegam a

condigao:
e"(x) 2 ZO(X) z e'(x)

Eatretanto, observa—-se que, se esta condigaoc for verificada,

todas as condicoes anteriores ficam automaticamente verifi
cadas.

Se o cabo concordante encontrade se situsr fora

do fuso, um outro ponto de passagem devera ser fixado, a)
sistema de esquagoes resolvido e um novo tragado do cabo de
terminado, de modo a obter o m2smo no interior do fuso.

Nos apoios o cabo concordaﬁte devera ser arre
dondado. Pode~se introduzir o arredondamento em e"(x), 1is

to &, em maxM(x), obtendo-se cabo concordante ja com essa

forma.

Observe-se que o cabo concordante obtido cria, a

12m da forga de protenmsao P, momento de flexao e forga




cortante, e se desenvolve no plane vertical que contem o

eixo da viga, caracterizando a protensao com cabo resultan

te centrado.

-

Obtido o cabo concordante economico, passa—-se a

. = .
determinagac do cabo real econonico,

3.5 = Determinacac do cabo real economico com forga de
Arw—

protensao constante

Para se obter o cabo real e necessirio intyodu
ziTr no cabo concordante transformagoes lineares de modo a
aloja—~1o no interior da viga com cobrimento adequado. Como
se sabe, estas transformagoes lineares nao alteram a posi
¢ao da linha de pressao. Considere-se um trecho generico

de uma viga contimnua (Fig. 3.11).

bPesignando d" a altura maxima do cabo na parte
superior, para garantir o cobrimento deve-se ter a" = y'-c
e d' a cota maxima na parte inferior, tambem para garan
tir o cobrimento deve-se ter d&' = y' + c.

Determinando no apoio i e tramos adjacentes 0S8
momentos que o cabo, transformado linearmente e alojado no

interior da viga, produz em relagao ao centro de gravidade

tem—se:

¥ = Pa, M o= Py, (Pv.,  .)
i s 1 1

+1

i
]
ja¥]

Pan

]

Conclul—-se que:

a
d’ i d"
— ou =

i i d

é”
e ...a..___,_..»

P i

<
<

Entretanto, a. e v. (v, .) foram obtidos por
L 1 1+1

transformacao linear da seguinte forma:



a, = a. + Kk
i i
= - 1 . v
V. v +k,m1(1 E;i)%&ig p/ v, < Vi
= .t <
Vipp = Vit Bt O y) el vy Yy

Cabo concordanie

0

R

ki
g
d' Caobo nao
A concordante
¢
- Eo com prolensdo
A . P=P

=11 - RS
l éi Ly (1_—5,.;)2; ”*ém)ziﬂi gi‘HQH-I !
[ | i

FIG. 3.12 ~ TRANSFORMACAQ LINEAR NUM TRECHO GENERICO .




Sendo a; o valor da ordenada do cabo concordante no apoio,
v, ou vi+1 a maior ordenada do cabo nos tramos adjacentes
ao apoie considerado.

Substituindo estas equagoes na equacao anterior

tem—se:

para Vi <« Vi

a.d' = v d" + d"(a.+k.) = d" v.+k (1-5.)+k . £,

T L RIS

r ! v d’ 3
- — ELo— - T =
\~¢__1(I bi)+kl((pi 1 ) + (Vi " ai = 0 (343)
d d

= - < -
para vi“i"l Vi

A - "o gt ._,'+L' = g -'- % - -
d v d (al k) (v1+1+ 1’i+1+ki+l)(1 €i+1)

- ar - .
- —_r : - -
ki(gi"f"l u>+ki+1(1 (’i-{‘]_)-f(vi-{—]_ d;: ai) 0 (3“’4)

Assim obtém—se um gistema de (n-2) equagBes e

i

{(n-2) incdgnitas que resolvido fornece as incognitas Thipe

restaticas.

No tramo 1, a aquagao do cabo rzal sera:

z . = z kL E L4k, (1-E.) Cabo discordante com
oL ol 171 Ti1-1 1

forga de protensao P.

Observe-se que P = P, isto 2, na transformacao

linear a for¢a de protensao nao & alterada, ja que o cabo

concordante obtido tem flecha maxima igual 3 altura utril

d da viga.
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3.6 - Exemplo

Considere—se uma viga continua com segaoc tramns

‘versal constante, conforme mostra a figura 3.13.

Z

)
q = 30kN/m
DJSmfAl: T 7 1=0,5846 m*
% 20 m A Az 1,68 m
I ' - ¥ g5 42 kN /m

O, 15 m '__‘T“ | o : A,
. |

1EI.ZOH\ TO.SOI t,ZOmi

30 m 20 m

B
e il

e et~

FIG. 3.13- ESQUEMA ESTATICO DE VIGA E CARACTERISTICAS DA SECAO

Como nao se conhece a forga de protensao, 1nao
€ possivel calcular as ordenadas extremas do nuacleo 1imi
te, por isso, adota-se inicialmente para estes valores

as ordenadas extremas do nucleo central, dadas por:

e = k' = - —— = 0,4350 m
Az
¢' = k" = - A = -0,4350 m
A-z
Apbs a determinagao da forga de protensao e do

cabo concordante, aquelas ordenadas serao calculadas e con
frontadas com as ordenadas adotadas.
Xa Tabela 3.1 sio fornecidos os esforgos devi

dos ao carregamento externo.
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O0s valores de max M nac obedecem a uma fungao ma
rematica definida, por isso, com o intuito de siwmplificar
o calculo, adota-se para max M uma fungao parabolica que
melhor se ajuste aqueles valores e de maneira que em cada
"gecao se tenha max M > max M. Desta forma, a curva

adotado
superior e" adotada, parabslica, representara a curva e

yeal e estara contida no interior do fuso de passagem.

OU0s valores de m M :
ax Midotado sao

1¢ Tramo:

_ a = 346,154 kNm
Gfx ,x b-a
maXMadot,(x)& 5 (f'm1)+( g.)x+a b = 2826,923 k¥nm
= 2590,3845kNn
29 Tramo:
b = 2826,923 kNm
Lfx,x ’
maxM e adkuin -
ador, (O™~ (g ~1)+Db £ = 6080,769 kNm
3¢ Tramo
= -2826,923 kNm
4f b-
maxM o0, (0= gx %-*1)+(mri)x+a b = 346,154 kNm

h
if

2590,3845 kNm

A partir dos esforgos solicitantes e das caracte
risticas geométricas da secao, determinam-se os coeficien
tes do sistema de equagoes, cuja solucao fornece os parame
tros que definem a forma do cabo concordante economico e

sua forga de protensao.

0s coeficientes das relagoes de concordancia sao:

-1 - 30 -1 =22



1 30
$19 = 8py "5t " F =0
LA A
" 1 2 f 50 n
S, = X; = —ypo e = % x 0,435 = 10,875 x, = 10,875
2maxM{5) 8, +maxM(10) (L, +2,)+2maxM(15) L
s - A" 1 1772 2
14 1"
6
Ay = Ay = 18491,78667
Fixando para ponto de passagem do cabo a secao

de maior AM, correspondente ao apoio, tem—se:
Ae“(B)+k1 = e'(B)

que leva a:

, 4846,154

k, + 0,435 X + 2826,923 % = ~0,435 5

1

A equacgao que fixa a maxima flecha do cabo con

cordante pode ser obtida fazendo
d = h-2¢ = 1,60 — 2 x 0,10 = 1,40 m

que substituido na equagao resulta em:

X

0,5 k, - 0,5 k, + 6080,769 = = 1,40

? 1 ? 2

Portanto, o sistema de equagaes se escyeve

1 0 0,435 2826,923 | |k, 0,435+ ﬁﬁi%ilii
0,5 0,5 0 6080,769 | |k, 1,40
50 X =
2 5 10,875 -17980,768 A 0
5 20 10,875 ~17980,768 A 0
] 3 JLF ] |




Quando se vesolve o gsistema por eliminacao, a o
peragao feita numa linha da matriz dos coeficientes e es
tendida também ao correspondente elemento do vetor indepen
.denten Entao, para sistematizar a resolugﬁo, pode—se obter
‘uma matriz retangular (n,n+2), isto &, (4,6) que consiste
em agrupar os elementos da matriz dos coeficientes com oS
elementos do vetor independente e nela efetuar a elimina

¢cao de Gauss.

A matyiz retangular & obtida fazendo:

1 0 0,435 2826,923 ~0,435 h846,154
0,5 -0,5 0 6080,769 1,40 0
50/3 5 10,875 ~17980,768 0 0
| 5 50/3 10,875 ~17980,768 0 0

Procedendo~se a eliminagao chega-se a:

_ 1 0 0,435 2826,923 ~0,435 4846 ,154 |
0 1 0,435  =9334,615 -3,235 4846 ,154
0 0 1 ~12705,56988  16,15157 ~72413,79538
0 0 0 1 0,00023 0

Assim, o sistema triangular equivalente obtido se escreve:

1T F 1 F 4846154 |
1 0 0,435 2826,923 K, ~0,435 + S22t
4846 154
0 1 0,435 9334,615 K, ~3,235 +
* = 72413,795
0 0 1 ~12705,569 A 16,155 -~
A
0 0 0 1 Z 0,00023
L P
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As duas ultimas equagoes do sistema, podem ser i
soladas e resolvidas peis, obteém—-se um sistema de duas e

quagoes a duas incognitas.

A - 12705,569 X = 16,155 Ziéigilﬁi (1)
A

S = 0,00023 (11)

Isolande A da equagao (II) e substituindo na e

quacao (1), fica-se com uma equacao do segundo grau em P
P2 ~ B82944,70 P + 314.842.587,00 = 0

cuja solugao fornece:

3987 kN (solugao correta)

o<}
§

f

P, 78957,19 kN

Por se tratar de um 8sistema de equagoes lineares
cuja matriz dos coeficientes nao e singular, o sistema ad
mite solucao unica, portanto, para cada valor de P obtem-
-se um conjunto de valores X, kl e kz.

0 menor valor de P corresponde a solugao do pro
blema, pois o outro valor conduz a tragado do aabo concor
dante fora do fuso de passagem.

Substituindo P = 3987 kN na equagao (II1), vem:
X = 0,91794

Encontrados os valores de A e P, e retornando ao sistema
equivalénte triangular, calculam-se, por retrossubstituigao

os demais parametros cujos valores sao:

k) =k, = =0,26967




f necessario agora determinar as ordenadas do nu
cleo limite e confronta-las com aquelas adotadas inicialmen
¢te. Utilizando as expressoes contidas na Figura 2.9 do capi

tulo dois, obtem-se:

it

ag
" cs
a" = k" (1= ==0) = +2,3144m b" = k' (1- QCS = 0,4350m
o gCV
a' = k'(1l- UCV)‘ﬁv2,31aam b'= k" (1- Yy = -0,4350m
cg cg
com 5 =& = 15.000 kN/m>, G =0 =0 e P = 3,987kN
CS5 cv cSs cv
Nota-se que o menor dominio entre o0s quatro pon

tos, que caracteriza o nucleo limite, coincide com o nucleo
central. Portanto, c¢" = —c' = 0,4350m e os valores adotados
inicialmente estaoc corretos.

Conhecidos todos os parametros, determinam=-se as
ordenadas das éurvas limites e do cabo concordante, cujos
valores sao apresentados na Tabela 3.2.

Verificada a existencia do cabo concordante no
interior do fuso de passagem, faz~se o alojamento do mesmo
no interior da viga com cobrimento adequado. Os hiperestati

cos de protensﬁo podem secr calculados utilizando-se as ex

pressces (3.3) e (3.4) do paragrafo 3.5

i
<

ky - (1-0,5) + ky-(0,5¢1) + 0,161

il
o

ky - (0,5+1) + kz-(l—O,S) + 0,161

que formam um sistema que,depols de resolvido,fornece:

k. =k, = - 0,0805
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TABELA 3.2 - ORDENADAS DAS CURVAS LIMITES, DOS CABOS
CONCORDANTE E REAL
. A 1 1 -
S5ecgao ¢ zo € zo
(m) {m) (m) {m)
0 0,3482 0,3196 ~0,4350 0,3196
1 0,1939 0,1510 ~0,5537 0, 1430
2 0,0915 0,0301 ~0,6303 0,0140
3 0,0412 ~0,0431 ~0,6647 ~0,0673
4 0,0428 ~0,0686 -0,6570 ~0,1008
5 0,0964 ~0,0464 ~0,6072 ~0,0866
6 0,2020 0,0236 -0,5152 ~0,0247
7 0,3595 0,2737 ~0,3426 0,2173
8 0,5691 0,3066 -0,0405 0,2422
9 0,8306 0,5197 0,3339 0,4473
10 1,1440 0,7805 0,7805 0,7000
11 0,5950 0,2765 0,0491 0,1960
12 0,1679 -0,1155 ~0,4844 ~0,1960
13 ~0,1371 -0,3955 -0,7215 ~0,4760
14 -0,3201 -0,5635 -0,8637 w0, 6440
15 -0,3811 -0,6195 -0,9111 -0, 7000
equagao do cabo concordante =z
19 Tramo: z_(x)} = 0,91794 e"(x) - 0,26967 %m
1
29 Tramo: z_(x) = 0,91794 e"(x) - 0,26967(1~ =) +
2
- 0,26967 5
"2

As ordenadas do cabo real sao dadas por:



i

1¢ Tramo: Eo(x) zo(x) - 00,0805

il

z (x) - 0,0805 X - 0,0805 (1~ %m)

7¢ Tramo: 2 {(x) S
° Ly )

cujos valores sao formecidos na Tabela 3.2.

0 cabo real fica alojado no interior da viga com
cobrimento adequado sem alterar a posicao inicial da linha
de pressao. Na Fig. 3.14 estao representados as curvas 1i

mites, o cabo concordante e o cabo real.

EOOOOOEOEOOEOM® © ® ©® © O

F1G, 3.14 - TRACADOS DAS CURVAS LIMITES, DO CABO CONCORDANTE E DO CABO
REAL - PROTENSAQ CENTRADA -~ P CONSTANTE .



4, VIGAS RETAS CONTINUAS

4,1 - Generalidades

No capitulo anterior o leitor teve a oportunida
de de se familiarizar com a técnica de obtencao do cabo de
protensao economico, cujo desenvolvimento ocorreu no plano
vertical que contém o eixo.da viga, portanto, um cabo re
sultante centrado que ¢ o caso mais simples. Neste capitu
lo sera feita uma abordagem mais ampla, isto &, estudar—se-
=30 situacoes diferentes de protensao que serao distingui
das conforme o plano de desenvelvimento do cabo resultante
e dos esforgos criados pela protensao. Para cada caso, e
em fung§0 dos esforgos externos, procurar—-se—~a determinar
cabos resultantes economicos,cujos esforcos criados se oOpO
nham aqueles externos, e de modo que a linha de pressao da
protensao esteja situada no interior do fuso de passagem.

0 carregamento externo a ser considerado corres
ponde a uma carga vertical uniforme q atuandoe ne planoc x-z,
um momento uniforme t e a forga de protensao P, conforme
indicados na figura 4.1 que mostra um elemento de barra re

ta em equilibrio.

M, +My
T
TH+dT
1
XSH ty /;:-GN
48 ;
B s
A
// i
/x //
Y -
- < - Vv+dy
M / // Vy
i a
N
T 1
1Mz

FIG. 4.1 — EQUILIBRIO DE UM ELEMENTO DE BARRA RETA PLANA



Considere-se um cabo de protensao genérico desen
volvendo-se num plano vertical paralelo ao plano que con
tém o eixo da viga (fig. 4.2). Em sistemas estaticamente
indeterminados, com protensao concordante, os esforcos pro

duzidos pelo cabo sao obtidos da seguinte maneira:

z
z
dz
F dx
- I p 4
[y ilpma
- dx
Lt -
e e e Y - e e e Y
FIG. 4. 2 — ESFORCOS PROVOCADOS POR UM CABO GENE'RICO

NUMA  VIGA RETA

M =P . = ceen (401)
P
dz
T =Py -~ vene (8.2)
P Y dx
vy =p . 42 coe. (h.3)
p dx
= . N €
Mz,p P y ( )
O0s esfor¢cos residuais sao obtidos somando-se a

estes ultimos, aqueles correspondentes ao carregamento ex

terno, o gque leva a
M =P2+Mq R )

T =—Py%+T cee. (6.6)




N dz
Vr P ix + Vq ... (4.7)
M =Py cen (6.8)

£,¥

Imaginando sempre dois cabos resultantes parciais
se desenvolvendo em planos verticals paralelos ao elxo da
viga, cujo tracade resultante € concordante, serao estuda

das as seguintes situagoes:

4.1.1 - Protensao com cabo resultante centrado

E o caso em gque os cabos resultantes parciais se
desenvolvem em planos verticais paralelos ao eixo da viga,
com excentricidades y; = te e y, = ~e, e se reduzem a um
tnico cabo resultante centrado, recaindo no caso de proten
saoc ja estudado no capitule anterior. Neste caso, os cabos
parciais apresentam, em cada segao, retas de agao dos veto
res forga de protensao com mesma inclinagao, conforme mos

tra a fig. 4.3.

1:
,z Pdz P dz
dz o dx F dx z
ipdx
- | az
[ f///,,i 777 AL IIAIATR - P:]de
A ¥ ] R
4] e x P
() 8.
£MQ_+Mw_ __¢s . .
Y 7 y
U 7 i 7 ]

FIG. 4.3 — PROTENSAO COM CABO RESULTANTE CENTRADO.



Os esforgos criados pelo cabo resultante 580!

M =P . z e (4.9)
p

v =p . 42 s, (4.10)
P dx

Neste caso, a protensao nao cria momento de tor
¢aoc, porém, cria momento de flexao e forga cortante que s0
mados aos correspondentes esforcos produzidos pelo carrega
mento externo resultam em esforgos residuais gque, juntamen
te com o momento de torcao externc, deverao seyr resistidos
pela prépria viga.

As equacoes dos cabos resultantes parcials sao

iguais as do cabo resultante total. Assim,
zl(x) = zz(x) = z(x)

As forgas de protensao sao’

P
P = P =
1 2z 2
4.1.2 - Protensao com cabo resultante nao centrado
E o caso em que os cabos parciais se desenvol

vem em planos verticais paralelos ao eixo da viga, com eXx

centricidades y, = te e y, = -e, e se reduzem a um unico
cabo resultante com excentricidade y = e*. Aqui os cabos
parciais também apresentam, em cada segao, retas de agao

dos vetores forca de protensao com mesma inclinacao (fig.
4.4,

Os esforgos criados pela protensao se escrevem!

e . o . . T e s e ll.].].
Mp P z Py z + P, z ( )

R —

s, 4z p .. 4z dz | (4.12)



4,5

dz

ax
dz d;

!

N WS N
4
le
—-
M
»w
»

dz dz
V = — e PR .3
P ?1 dx 2 dx (4.13)
H =P e e (AL14)
Z,4,DP
P o= Py + P2 eeaa {4.15)

Neste caso, a protensao cria momento de flexao,
momento de torgao e forga cortante que somados a Mq’ Tq e
Vq, respectivamente, resultam em esforgos residuais que
juntamente com o momento Hz, deverao ser resistidos pela
propria viga.

As equacoes dos cabos resultantes parciails sao

iguais as do cabo resultante total
2, (%) = z,(x) = 2" (x)
L (% z, (x x

e, a partir das equacoes (4.12) e ( 4.15) , determinam-se

as forgas de protensao dos cabos resultantes parciais, cu

jos valores sao:



4.1.3 Protensao com dols cabos reversos

E o caso em que os dois cabos parciais se desen

volvem em planos verticalis paralelos ao eixo da viga, com
+te e se reduzem a um Unico

4.5) .

excentricidades ¥yi= e y,= e,

cabo resultante mais um vetor momento (Fig.

dz -
Pax
P dz2 z
}2, dx
- - P dz
///,’////// o i‘?i' dxz
:’!E gy
2

o ¥

/'/7//{/_,

o

—J— i%&gm.ﬁk;$w

EiG. 4.5~ PROTENSAQ COM 2 CABOS REVERSOS

Neste caso, os cabos apresentam em cada secao, re

tas de acdo dos vetores forga de protensao com inclinagoes

dizer que os vetores nae $§ao

diferentes, o que equivale

coplanares, dai a denominacao de cabos reversos. Desta for

ma s6 & possivel reduzi-los a um unico vetor, mais um ve
tor momento conforme mostyra a fig., 4.6.

Fazendo Pl =P, = %-evita-se a ocorreéncia de
M o e, assim € possivel afirmar que o momento fletorx to
tai dos dois cabos parciails e equivalente ao momento cria
do por um cabo resultante centrado.

0s esforgos criados pela protensao ficam:

Mp =Pz, P, 7, cee. (4.16)

T = -P,-e- dzl + P,re- 7% ce.. (417D

1 2 dx



FIG. 4.6-— DOIS CABOS QUE SE REDUZEM A UM UNICO
MAIS UM VETOR MOMENTO

dzl d22
V e P o+ P % a8 & (4.,18 V
p 1 dx - 2 d=x )
A protensao cria momento de flexao, momento  de
torgao e forga cortante que somados a Mq, Tq e Vq respecti
vamente, resultam nos esforgos residuais a seremn resisti

dos pela viga.
A partir das equacoes (4. 16) e (4.17), deduzem—

—-se as equagSES dos cabos resultantes parclais expressas

por
1["
zl(x) = 7 {x) - “Eﬁrfo Tp - dx ve.e (4.19)
'
zz(x) =z (x) + P Jo Tp - dx veee (4.20)

onde z (x) e a equagﬁo do cabo resultante centrado. As e

quagges dos cabos parciais correspondem a um caso particu



lar de uma deducao geral feita por Mcntanari[iﬂ e que se

ra apresentada no quinto capitulo, onde se tratara de vi
gas curvas.
4.2 - Condigoes de Concordancia mecessarias para a obtencao

do cabo concordante

Na resolucao de vigas retas continuas sera adota
do como sistema fundamental a viga com articulagao a fle
xa0 nos apoios intermediarios, obtendo~se um sistema cons
tituido de vigas simplesmente apoiadas 4 flexao e biengas
tadas & torgao, com (n—2) incognitas de flexao a serem de

terminadas . (Fig. 4.7).

i1 i i+l
f i-1 1 i1 vl 1
1 } i 1
71
il

S et ks
-4 At Qrriim ey

3¢ et Ddsnets
[P,

i-1 i i+1

FIG. 4.7 — SISTEMA FUNDAMENTAL ADOTADO
EM VIGAS CONTINUAS

Observa~se que a viga simples do sistema funda
mental & hiperestatica, portanto, para que os esforgos nes
ta viga sejam conhecidos, a incognita hiperestatica de tor
¢ao deve ser conhecida ou entao, nula se se tratar de pro

tenszo concordante.

Para um melhor entendimento das condigoes de con
cordancia a serem obedecidas na determinagao do cabo con
cordante, de acordo com cada caso de protensao, sera feito

um breve estudo das vigas simples hiperestaticas.




Considere~se inicialmente a viga siwmples,biapoia

da a flexao e biengastada a torgao (fig. 4.8).

1t

AT T o ¥ "
I N M |

FIG. 4.8 — RESOLUGAO DO SISTEMA REAL

O sistema & uma vez estaticamente indeterminado
e, a incdgnita hiperestdtica adotada & o momento de torgao
no apoio. Qualquer que seja o momento de torgao desenvolvi
do, este ndo influencia o momento de flexao. Da equacao de
compatibilidade de deslocamentos para a resolugao do sis

tema real ten-se:

)

ET § = K TS + dx = K.2

11 1 5
0 10
+ o= -
0 E11
— 0 -
ET 610 = K JO Tp Tl dx

Vé-se que a incognita hiperestatica sera nula so
mente gquando EIL 610 = 0,

Na protensao centrada, o cabo nao cria momento
de torgao, portanto, a incognita hiperestatica z nula. E o
caso da protensao das vigas sem torgao

Na protensao nao centrada, o cabo produz momento

de torgao T; no sistema fundamental. Considere-se, por e



xemplo, um cabo resultante parabolico de corda horizontal
cuja forma e:

z(x) = = ~1) 4 a

4Fx (x
2 A

- Q - -
0 momento de torgao Tp ne sistema fundamental i

sostatico produzido pelos cabos parciais @

o _ ~ dz _ _ Af 2x
cujo diagrama linear e antimetrico em relacao ao eixo da

viga, resultando numa incognita hiperestatica nula e conse
quentemente num cabo concordante. 0 momento de torgao T
na estrutura hiperestatica & igual ao momento de torgao T;
do sistema fundamental isostatico, ou seja, tudo se passa
como se a estrutura fosse isostitica.

Se for empregado um cabo resultante reto e com
inclinagao diferente de zero (fig. 4.9), o momento de tor
¢ao provocado pelos cabos parciais no sistema fundamental
e igual a

o _ b-a
= —e(B)~Py) 3

constante ao longo do tramo.

Da equagao de compatibilidade dos deslocamentos

determina-se o hiperestatico de protensao

_1‘ ______________ - z(x)=(“t3:w9)xfa
1 i
| I
| |
e D e R et e tadttor oL
TIIETIE Froeerr

FIG. 4.9 ~ CABO DE PROTENSAO RETO COM INCLINAGAO
DIFERENTE DE ZERO



o o _ b-a
ET 610 JO Tp,‘l‘iedx = —~K e(Pl PZHT)
~ b-a
. A= e(P Py
ET 611 K f Tl dx = K&
0

que somado ao momento de torgao Tg fornece o momento de
tor¢gao final nulo, significando que o cabo reto produz hi
perestatico de torgao, porém, nio desenvolve reagoes de a
poio.

Feitas estas consideracoes pode~se concluir que
a superposicao do cabo parabtlico de corda horizontal e do
cabo reto de inclinacgao diferente de zero, representa um
cabo parabdélico geneérico com momento de torgao final i
gual ao do cabo parabolico de corda horizontal e que embo
ra nao desenvolva reacoes de apoio, apresenta hiperestati
co de protensao. 0 momento de torgao e criado apenas pela
parte curva do cabo.

Na protensao com cabos reversos, para que se pos
sa aplicar as equagoes de zl(x) e zz(x), & necessario de
terminar ¢ cabo concordante, isto &, deve-se respeitar a

condicao de concordancia

i

j ¢ T dx 0 “+ J T; dx = 0

portanto, qualquer cabo que apresenta momento de tor¢aoc no
sistema fundamental, cuja integral ao longo da viga & nula,
& solugao para o problema.

Considere—se agora, uma viga reta engastada arti
culada 3 flexao e biengastada a torgao (fig. 4.10).

0 sistema e duas vezes estaticamente indetermina
de. Adota—se como sistema fundamental a viga blapoiada a
flexao e biengastada a torgao, resultando numa incognita

hiperestatica a ser determinada.

Vé-se que o sistema fundamental adotado & um sis

tema hiperestatico, porem,cujos resultados ja sao conheci
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FiG.4.10 — RESOLUCADO DO SISTEMA REAL

dos, no gque diz respeito a Lorcgao.

Feitas estas consideragoes e sabendo que o momen
to de torgao nao influencia o momento de flexao, analisam-
-se, para os diferentes casos de protensao, OS desenvolvi
mentos de T: e M; de modo que se obtenha protensao concorx
dante, isto &, todas as incbgnitas hiperestaticas nulas,

Na protensao centrada, o cabo nao cria momento de
recaindo no caso de vigas sem tor¢ao.

- o
torgao T_,

A condicido de concordancia s ser obedecida e

2
o =3
EI 510 = J Hp M, dx 0
O
¢ o momento de flexao final sera igual ao momento Hg do

sistema fundamental.
Na protensao nao centrada, o cabo produz no siste

o o A -~
ma fundamental Tp e Mp. A condigao de concordancira a ser

respeitada e:

EI O, =jM°M dx = 0
P 1
0 cabo & concordante para as incognitas hiperestd
tica de flexao, porem,nao se pode afirmar que ele também o
seri para as incognitas de torgao, pois conforme visto ante

riormente, o desnivelamento do cabo parabolico nos apoios



provoca hiperestatico de protensao quanto a momento de tor
¢30, embora o momento de torgao final seja criado apenas
pela parte curva do cabo concordante.

Na protemnsao com cabos reversos, estes criam mo
nento de torgEo e momento de flexao no sistema fundamental.

Para que se possa aplicar as equagoes dos cabos .parciais

as condigoes de concordancia a serem respeitadas sao:

£
EI 6, xJMD-M dx = 0
i,0 P 1
0
£ % % o
EI §. = R T « T dz = 0 -+ J T dx = §
1,0 o 1 o P

No caso de vipas continuas, para se obter as con
digoes de concordancia referentes a cada caso de protensio,
basta generalizar o que foi desenvolvido para a viga siE
ples apoiada engastada a flexao e biengastada a torcgao.

Fundamentalmente a protensao cria esforcos que s0
mados as correspondentes solicitagoes externas resultam

em esforgos gue nao devem necessariamente se anular.

No caso de vigas sem torgao os cabos parciais de
vem criar um momento de flexao total MP que somado ao mo
mento externo Mq resulta num momento Mr suficiente para
manter, ao longo da viga, as tensoes dentro de limites pré-
~estabelecidos, o que equivale dizer que o cabo resultan
te total, iste &, a linha de pressao da protensao deve es
tar situada no interior do fuso de passagem.

No caso de vigas com torcao existem duas possibi

lidades:

1) 0s cabos parciais nao criam momento de torgao, entao
todo o momento de torgao externo devera ser resisti
do pela propria viga. O cabo resultante total devera
criar momento de flexao tal que a linha de pressao
esteja situada no interior do fuso de passagem. 0
problema e resolvido como se a viga nao tivesse tor

cao.



2) Os cabos parciais criam momento de torgao que vai se
Opor ao momento de torgao externo até um certo grau
desejado, podendo ate resultar numa torgac residual
nula, enquanto que o cabo resultante total devecriar
urm momento de flexao tal que a linha de pressao este

ja situada no interior do fuso de passagemn,

Pode-se concluir que o ponto de partida para a
determinagdo dos tragados econdmicos dos cabos resultantes
parciais, & a determinacao do cabo concordante resultante
no interior do fuso de passagem, que a seguir & desdobrado
nos dois cabos parciais e, estes, atraves de transforma
goes lineares sao alojados no interior da -viga com cobri .

mento adequado, resultando nos tragados econdmicos reais.

4.3 - Determinagio dos tracados dos cabos resultantes eco-—

nomicos com forga de protensao constante

4,3,1 ~ Protensao centrada

0 cabo concordante centrado & aquele ja determi
nado no capitulo tres.

Os cabos resultantes parciais localizados nas fa
ces da viga podem ser obtidos desmembrando ocabo concordan
te centrado em dois cabos com as mesmas ordenadas daquele

primeiro e com forgas de protensio iguais a P/2.

4.3,2 -~ Protensao nao centrada

Este € o caso onde o caho resultante cria momen
to de torgac e momento de flexio no sistema fundamental

(fig. 4.11).
Em cada apoio intermediirio a relacgao de concox

dancia a ser respeitada a:
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FIG. 4. It ~MOMENTOS PARA A DETERMINAQ:&O GG CABO

CONCORDANTE.
gi £1+1
EI 61’0 = JO M Ml dx + JO Mp M1 dx = 0

Se se adotar para equaggo do cabo concordante

f% + k (1~ -2

z#(x) = A e"(x) + k.
o i i

1

o esforgos no estado fundamental ficam:

M> =P - z¥(x)
o

*
o . dzo(x)
T =-P + e . o

dx

‘Sendo o momento de torgao criado apenas pela parte curva

do cabo, pode-se escrever:



*
dZ (X) - )L de"(x_)
dx dx
Fazendo
e"(x) = " - ﬂi%ﬁiﬁl {c" e P constantes)

de"(x) _ _ 4 maxM(x)/dx _ _ maxM'(x)
dx P P

o que leva a

O ®
A

T = e . maxM' {x}

0 $istema de equacoes para a determinagao do «ca
bo concordante & idéntico ao da protensaoc centrada e os re

sultados sao os mesmos,ou seja, cabos concordantes con

leo

quagoes e forgas de protensao iguais, poreém, aqui o cabo a
presenta uma excentricidade e™.

Determwinado o cabe concordante adequado para a
flexao, isto e, no interior do fuso de passagem e com fle
cha maxima igual 3 altura util d da viga, fazem-se as
transformagoes lineares necessarias para alojar o mesmo no
interior da viga com cobrimentoe adequado obtendo, deste mo
do, o cabo resultante real. Agora, em fungao do momento de
torégo que se deseja criar através da protensao determina-
—se a excentricidade e* do cabo resultante e, faz-se o des
membramento do mesmo em dois cabos parciais reais coloca
dos nas faces da viga com forgas de protensao P; e P, obti

das atraves da resolugao do sistema:

®
P . e = (—P1+P2)e
Po=P Py
Note—-se que na transformagao linear do cabo re

sultante, embora sejam introduzidos hiperestaticos de pro



tensao, a linha de pressao nao se altera e os momentos fi

nais serao aqueles do sistema fundamental, isto &, M°
e
o
T .
P
4.3.3 - Protensao com cabog reversos

Neste caso, os cabos criam momentos de flexao e

momento de torgEO no sistema fundamental (fig. 4.12).

RRIEARERIRNEANR T

RIRRERRIEINRNIR T,

FIG.4.12 - MOMENTOS PARA A DETEMINACAO DO CABO
CONCORDANTE

As equacoes dos cabos reversos z, e z, se escre

vem:



X
1
zl(x) zo(x) " Sop jo 'I‘p - dx
1 fx
zz(x) = zO(X) oy Tp + dx

onde zo(x) € a equacao do cabo resultante centrado e Tp e
a equacao do momento de torgac criado pelos cabos. Ve-se
que as equagoes dos cabos zy € z, sao obtidas a partir do
cabo resultante subtraindo e somande, respectivamente, uma
mesma parcela proveniente da torgao.

Em cada apoio intermediirio, as condicoes de con

cordancia a serem obedecidas sao:

2. 2,

t l o i+l C
EY 8§, = KJ T -T, -dx+K J TO.Ty-dx = 0
o P 1 o P

i

=
e
O
{t
ey
i--‘
=
o
=
="
=
KR
Py
[
+
s
=
o]
=
{2
"
fi
<o

Se se escolhe para T; um diagrama antimetrico no
tramo, as integrais referentes a torgao serac sempre nulas.
Isto pode ser conseguido fazendo T; proporcional a Tq, que
& linear e antimétrico no tramo. Como a protensiao cria es

forgos que se opoem aos esforgos produzidos pelo carrega

mento externo, o esforgo residual e obtido fazendo:

Para §=-1, tem-se T = 0, assim todo o momento de torgao
devido ao carregamento externo sera anulado pela protensao.
Para B = 0, tem-se ‘I‘r = Tq’ deste modeo todo o momento de
tor¢ao externo sera resistido pela propria viga.
Procedendo-se desta maneira, pode-—se atraves da
protensdo criar momento de torgao até um certo grau dese

jado e de modo que sempre se consiga:



4.19

¢ L 41
ET O, = X BT .T_ «dx+K BT T +dx = 0
; q 1 1
0 o 4
£ preciso entdo encontrar um cabo que satisfaca a condigao

de concordancia

i o ivl
EL &, =2 j M .M, -dx+ J M M, -dx = 0
o P 1 o p 1

como se a viga nao tivesse torgao,e depois determinar zy e

z, atraves das equacgoes ja conhecidas,

2

A determinacao do cabo concordante se faz do mes
mo modo que nos dols paragrafos anteriores e, de forma que
ao ser desdobrado nos cabos parciais reversos, estes resul
tem em tracados economicos.

Quando o cabo concordante centrado & desdobrado
nos dois cabos parciais, estes apresentam tragados com forx
mas diferentes, sendo que um deles assume flecha maxima
maior que a correspondente flecha de cabo centrado. Deve-
-5 entgo, determinar um cabo concordante tal que ao ser
desdobrado nos dols cabos parciais Z, © Zy, um destes te
nha flecha maxima igual a altura util da viga d = h-Z2ec.
Resta, portanto, saber qual dos cabos tera maior flecha,
para a partir do mesmo, determinar a maxima altura util do
cabo concordante centrado.

Analisando as expressoes de zl(x) e zz(x) e com

auxilio da fig. 4.13, tiram—se as seguintes conclusoes:

F1G6 4. 13- FLECHAS DOS CABOS, RESULTANTE E PARCIAIS.

*



Se,

Se,

s}

isto,

cabo

4

zl(x)

ZZ(X)

x
[
o 1

zl(A)

zZ(A)

Nota-s

ek
j 7
o q

assim, o cabo z,

cf
J T
o g

tera

8 x
= z {(x) - J T « dx
o o q

= T a
zo(x) * 2eP jo q dx

« dx

¥a secao do apoio, a integral

¢ nula, ficando as equagoes zl(B) s ZZ(B) = zO(B)

Na secao A, ao longo do vao, tem-se

e
= — . T .
ZO(A) 2eP JO q dx

i

e qgue

¢ aquele que na segao

deve—-se estudar

« dx

alem de se considerar

dx >

tera

g X
zo(A) T J Tq - dx

2eP

O

o cabo parcial que tem maior flecha
A tem ordenada menor que ZO(A). Para

o sinal da integral

B negativo.

el
21
0 TP J Tq dx < 0 = ZZ(A)<ZO(A)
maior flecha.

8 £
<
0 - 5o P JO Tq dx > 0 —+ zl(A) ZO(A)

major flecha.



Supondo que o cabo zl(x) tem a maxima flecha, en

tao e preciso que

t
jo ¥

2 (B) - zl(m eee. (D)

%

zl(B) zO(B) 6
B

2, (A) = 5oy JO Ty rdx

i

zl(A>

Substituindo estes valores na equagao (1) tem—se

£L
z (8) = z (B) + B f T, dx = d

2eP

e a maxima flecha do cabo concordante centrado a:

g (*F
ZO(B} - ZO(A) = g - —Tgi; J Tq dx

-

Analogamente, supondo que o cabo z,(x) tem a ma

xima flecha chega-se a:

g (%*
z (B) — z (A) = d + I T dx
o o

Ve~-se que independente dos cabos 2y e Z,, © cabo
concordante centrado deve ter uma flecha maxima igual a

8 Eg -
zD(B) - zO(A) = d - Ty J Tq dxi = d

Conclui-se gque estudar o sinal de
£

J T dx ,

0 q

significa fisicamente qual o posicionamento ou o plano de
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ﬁe atuagﬁo do carregamento externo para que oS cabos par
ciais sejam dispostos convenientemente, de modo a criar
um momento de torggo oposto ao daguele carregamento.

0 sistema de equagoes,para a determinacao do ca-
bo concordante e da correspondente forca de protensao, se

pgLoreve:

i . . " .,.,A" i _k 1 " 0 7
511 812 51,n~2 Xy 1 1
. 1" WAH R 0
a1 %22 8y n-2 3 2 2
: . . . . - = :
N - K, 0
6:1»—2,1‘ v 6nﬂz,nc2 Xn-2 n-2 n-2
1 maxM(A)
(1-£) & c" ~maxM(A) by ot RS
" -
£ -£ 0 [mafoA)“maxM(Bﬂ 5 d
A solugao do sistema fornece a forga de proten

sao P e a equagao do cabo concordante z {(x). Verificada a
4]
existencia deste cabo no interior do fuso de passagem, de
terminam-se as equagoes dos cabos reversos concordantes.
A forca de protensao P associada aos tragados

dos cabos reversos se constituem numa solugao econodomica.

Paraz se obter os cabos reversos reais, faz-se
o alojamento dos cabos reversos concordantes no interior
da viga com cobrimento adequado. Isto pode ser feito de

duas maneilras:

a) Introduzir transformagoes lineares em um cabo sobre
os apoios intermediarios, de modo a aloja-lo no inte
rior da viga. Para o outro deverdao ser feitas as mes
mas transformacoes mas em sentido contrario, isto e,
se num apoio o deslocamento d€ um cabo & para cima,
o outro cabo teri o mesmo deslocamento mas, para

baixo. Estes deslocamentos iguais e de sinais contra



rios para os dois cabos nao alteram o momento final
de flexao. Os deslocamentos do cabo introduzem hipe
restaticos de torggo que, entretanto, nao alteram o
momento de torgao do sistema fundamental. Depois de
alojados, um dos cabos aproveitara toda a altura u
til da viga em peloc menos um apoio & trame adjacente,
enquanto que o outro cabo tera folga no cobrimento.

Note-se que a linha de pressao permanece inalterada.

b) 0 alojamento dos cabos no interior da massa de con
creto se faz atraves de deslocamentos constantes emn
toda a extensao da viga, de maneira a nao alterar os
momentos no estado fundamental. Este fato pode ser

constatade na figura 4.14.

cabo 2] /,}v, N

FIG.4. 14 ~ DESLOCAMENTOS CONSTANTES DOS CABOS EM TODA A
EXTENSAQ DA VIGA.

Se se deslocar o cabo 1 de +a e o cabo 2 de -a,
em toda a extensao da viga, os momentos de flexao no esta

do fundamental ficam:

M =2 (z_+a)
pl 2 1
« + M + M =

P.z.+¥P,z, = H
Py Py, 1TL 272 p

M=% (z,-a)
P2




0 momento de flexao final mao se altera e os ca
bos ficam alojados no interior da viga com cobrimento ade
quado, valendo as mesmas conclusoes tiradas no item a). O
momento de torcao final permanece igual ao momento Tg do

sistema fundamental,

4.4 - EXEMPLOS

Considere~se uma viga continua com secgao trans

versal constante cordforme mostra a figura 4.15.

4=30kN/m
g z
i
‘ k. 1:=0,5846m
| . Z #0,5846m
2
20 m 30 m 20 m S ] < L, A=1,68m
i1
- — g 42 kN/m
8)'
= % .35 .20 o30m

FIG. 4.15 — ESQUEMA ESTATICO DE VIGA E CARACTERISTICAS DA
SECAO.

Adota-se inicialmente, para as ordenadas extre
mas do nucleo limite,aquelas correspondentes ao niucleo cen
tral

.2

eM o= Kkt =_;}:_;_ 074350111
z
i2

et = k"= - 2 = .0,4350m
z

e, apos a dEterminaggo da forga de protensao e do cabo con
cordante, sera feita uma verificacao dos valores adotados.
Na Tabela 4.1 sao formecidos' os esforgos devidos

ao carregamento externo.



mwm”mmmm 0 692°¢5¢€T L10°8868T 998 °E6ZE 6SL°CCET 1LL0°868T 61 <1
§18°010¢ muﬁmﬂ. m@ﬁ”ommﬁ LL0°6B0LT 9%78°6Z6T 694°022T | LL0°60LT z1 v
mmmﬂommm 0fEnT+ 694°¢c18 LLofzY1T 9%8° L6661 694°618 LL0°ZHT1 6 £1
69L°7901 m“q@m+ 69L°0%1 LL0°LET+ 558 LEE+ 69L°00T+ [ LLO°L6T+ g A
9%8°1€9~ 0 ogy+ 1£7°%08 PC1°0E6T~] €26°CTTI-! 12008~ | €T6°6ZTIT1~ £ 11
€ze‘9z78z~- wkmwwu‘ 1£Z2°6102 9¢1°9y8h~| €76°978Z~1 T€Z‘610Z-~€26°9282Z~| O 07 0%
[IG [IST- | 0.9¢CE- 80 LiZ1 BEC GO0C—| 1LC 88L1— ) B0OC LllC1i~ 1tZ°GRiT~ 81 6
z9véyce- 0‘eHz~ 8¢ fcgy £26°2L6T~| BES“LTI6- $eE 669~ [ 8EC LTE~ 91 8
€Z6°00¢ 0fz9T- T9v°¢g¢T 80€“89¢~ G%8 ‘1T~ 79%°¢Ci- 1998 y1Z- v L
Nhonmmm 0fig- z9v‘8Zz 9%B 61¢E 80E “8%¢ zov‘gze 9498°61¢E Z1 9
000°0SET 0 $8E 08y BES 989 €26°9L11 8L 06" ges ‘989 01 g
269°£95t 0°18 80E°zEY 1€z'cgg 6ES LT85T 30f ‘Z¢9 1ezfsesg 8 Y
- ¢mﬂ”onM o”mmH 1€2°9S9 £Z6°C16 9610461 TEZ°%69 £Z6°ST6 9 £
o~ C8E T E9ET 0fewe %61°9¢¢ £19°84¢ 66L°HEET y$1°96¢ c19'gLL ¥ Z
- €8E°196 0°hZE+ | LL0°8EE 8OEELY $8E ‘118 LLOBEE | 8OE‘ELY 4 1
76T1°9%¢ 0‘Soy+ 0 0 0 0 0 0 0
OpE3OPE b ] b 8 ()
q xew L HY W ouTw W xe@ o4 W s oedeg
SOSET -00°6ET = I mm nﬁvﬁhonMNm-hmm -1)S00T = K ! owW®BIL &€
segfETl -Qsfe 0T = L Nhoamh@:hmm ~1)80¢T = W t OWBIL $7
SEEET ~00°SET = L 9 rro'cro-2E ~1ysgot1 = w5 oweag 41
OV5¥OL 3G OINHIHOH d0LZTAd OILNBHOK
{etaestun edaeo eied) SOLNIKOW S0Q SZEQIVALIT - (wWyYM) SAINVIIOITIOS S05¥0dS3 - 1'% VILEVI




4,26

Os valores de max M nao obedecem a uma‘fungﬁo ma
tematica defimnida, por isto, com o intuito de simplificar

o calculo, adota—-se para max M uma func¢do parabolica que
melhor se ajuste aqueles valores e de maneira que em cada
seggo se tenha max Madotado > max M. Desta forma, a curva
superior e" adotada, parabolica, representara a curva e

real e estara contida no interior do fuso de passagem.

Os valores de max M 530
adotado

r

a = 346,154 kNm

. L Afx x b-a . ‘
1¢ Tramo: max”adet.“ _EM(R w1)+(~§~)x+a b = 2.826,923 kNm

£ = —2590,3845 kNm

b = 2826,923 kNm

29 Tamo: maxM dot. iéi(% ~1)+hb ,
a . f = -6080,769 kNm
a = 2826,923 kNm
32 Tramo: maxM = ﬁﬁi(i “?1)~=~(~11:<~éi ¥+a {b = 346,154 kNm
adot. £ 2 [ !
. f = -2590,3845 kKn
4.4.1 - Protensao centrada
Cbserva—se que a viga da figura 4.15 e a viga

resolvida no capitulo trés teém as mesmas caracteristicas
geometricas, estao submetidas as mesmas agoes maximas e mi
nimas, e os valores de Max M sao iguais, portanto,

adotado
pode~se concluir que neste caso a solugao do sistema de e

quacgoes sera ideéntica aquela anterior.

Bastara entao desmembrar o cabo resultante real
la dbtido,em dois caboes resultantes parciais situados nas
faces da viga com egquagoes iguais a daquele resultante e

com forgas de protensao cujos valores sao:



P
P, =P, = = 1993,5 kN

4L.4.2 -~ Protemnsao nao centrada

Imaginando que o cabo resultante, e concordante,
da protensgo centrada se desenvolve num plano vertical pa
ralelo ao eixo da viga e com excentricidade e®*, o mesmo po
de ser desdobrado em dois cabos parciais colocados nas fa
ces da viga e de modo que tenham forgas de protensao Pl e

r 0 momento de torgao, em cada tramo, desenvolvide pela

g
protensao fica:
= (P, - .42 o _pex dz
T, = m(BymPy) e s gp T P g
onde
dz _ _, max M {x)
dx P

portanto, a equacao do momento de torggo pode ser escrita:

* 1
T = e « X * max M (x)

P

T . »
onde max M (%) representa a derivada da parte curva da pa

rabola, ou seja,

£~

L 2%

max M{x)} = Ei x*{= -1 =+ max M!(x) = EM(E— -1)

LS

—_— - ¥ -
As equacoes de max M (x) ficam:
No 19 Tramo:

4(=2390,3845) 2% _ .\ _
70 (5

I

¥
max M (x)

it

518,0769 ~ 51,80769 x



No 29 Tramo:

. 4(-6080,769) 2x

30 30 1) <

T
max M (x)

il

810,7692 ~- 54,05128 x

Feitas estas consideragoes,conclui-se que o ma

¥ximo momento de torgao ocorre em cada extremidade de tramo

e com e* = -e = -1,35 m, isto &, com P, =P e Py =0. As
sim, 05 momentos maximos ficam:
19 Tramo : max T = 1,35 x 0,91794 x 518,0769 =
= 642,01 > 405 kNm
29 Tramo : max Tp = 1,35 % 0,91794 x B10,7692 =
= 1004,72 > 607,5 kNm
Note—~se que, em qualquer tramo, & possivel a

través da protemsao anular o momento de torgao externc mas,

- — - - -
isto nac e possivel em todos o0s tramos simultaneamente.

Existem, portanto, duas possibilidades:

1) Anular o momento de torgao nos tramos extremos.

Para isto faz-se:

p.a¥cdz - - -~ —(p.~ N
pee*($5) 405 + 405 (2,-Pe- (35
P2”Pl = 2515,120 kN Pl = 735,939 k¥
—
P.+P, = 3986,998 kN p. = 3251,059 kN

Ao longo dos tramos, os momentos ficam (Fig.

4.16):




Tq 607,5 P
~] -7 -
405~ ¢ P // P
405~ = 7 ' =
\/// \ /// ///
Tp L~ 63380

26,3 ]

Tr

FIG. 4.16 — MOMENTOS DE TORCAO DA PROTENSAOC DO CARRE-
GAMENTO EXTERMNO E RESIDUAL,

2) Para anular o momento de torgao mo tramo central
faz~se:
~pe* (2 = - - = —(P.- 4z
Pe (dx x=0 607,5 607,53 (Pl Pz)e(dx)xﬁo
P,~P, = 2410 ,721 kN P, = 788,138 kH
s R
P1+P2 = 3986,998 kN Pz = 3198,860 kN

Nos tramos externos havera um momento de torgao

residual maximo de 16,81 kNm.(Fig. 4.17).

16,8t -+ N + M Tr

F1G. 4.17- MOMENTO DE TORCAO RESIDUAL

Quando se anula o momento de torgao mnos tramos
extremos cria-se um momento Mz p constante ao longo da wvi.

s —_

ga com valor
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MZ;P = (lePZ)Eﬁ ~3395,412 kNm

Da mesma forma, quando se anula o momento de

torgao no tramo central, o momento M fica
b ]

Mz,p = (lePz)e = ~3254,475 kNn
As ordenadas dos cabos parciais reais sao iguais

as obtidas no caso da protensao centrada.

4,4.3 - Protensao com cabos reversos

Procurar~se-a determinar cabos reversos de modo
a anular todo o momento de torgao devido ao carregamento
externo, o que implica em adotar B = -1. Iniciazlmente de
termina~se um cabo concordante centrado que depois e desdo
brado nos cabos parciais reversos. O sistema a ser resolvi
do e identico ao da protensao centrada, paragrafo (4.4.1),
a menos da equagac que fixa a maxima flecha do cabo concox

dante cujo valor e:

0 sistema escrito na forma matricial fica:

1 0 0,435 2826,923 |k | |-0,435 + ﬁl’—;-z-ﬁ
3,375
0,5 -0,5 0 6080,769( [k,| | 1,40 - 2375
X =
50/3 5 10,875 -17980,768] | A 0
5 50/3 10,875  ~17980,768| | 3 0

que resolvido fornece os valores:



P = 5600,186 kN
3 A = 0,73433
k k) =k, = =0,25976
Conhecido P e considerando a =g = 15000
9 = - o8 cv
kN/m™, OCSE'UCVﬂO, calculam~se as ordenadas
gcs gcs
all= k" (1~ Ye= +1,5224m M= k'(1- J= +0,4350m
cg cg
g o
a'= k'(1l- ch)z ~1,5244m bl= k"(1~ Ucv)x ~0,4350m
cg cg

o que leva a concluir que os valores adotados para as orde
nadas extremas do nicleo limite estao corretos.

Verificada a existéncia do cabo concordante no
interior do fuso de passagem, determinam-se as equagoes dos
cabos parciais reversos cujas ordenadas sao formecidas na
tabela 4.2.

0 alojamento dos cabos parciais no interior da

viga pode ser feito de duas maneiras:

1) Deslocar o cabo z, para cima de 0,2696m em toda sua
extensao e, deslocar o cabo zy para haixo da mesma

quantidade.

2) Fazer transformagoes lineares no cabo 2z, de 0,2696 m:
para cima sobre os apoios intermediarios e de igual

valor para baixo no cabo z,.

Na Fig. 4.18 estao representados os cabos par

ciais reais obtidos de acordo com a primeira maneira.
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4.5 - Determinacao dos tracados dos cabos resulta

ntes

economicos com forca de protensao variavel

4.5.1 - Protensao centrada

A resolucao do problema consiste em determinar i

nicialmente uma linha de pressac ou um cabo concordante
com forga de protensac variavel,no interior do fuso de pas
sagem, cuja maxima flecha ao longe da viga seja igual a
altura util d = h=-2c.

Sabe-se que a forca de protensaoc aplicada a uma
estrutura e influenciada por diversos fatores que reduzem
agquele valor correspondente ao ponto de aplicagEO da pro
tensao. Portanto, em cada segao ao longo da viga, a forga
de protensao atuante podera ser escrita em fungio da forca
de protensao maxima da seguinte forma:

P(x) = n(x) . 7P

Seja uma viga reta generica (fig. 4.19), submeti
da a acoes maximas e minimas conhecidas, mas com as equa
goes das curvas superior e inferior do fuso da passagem

4 maxM(x) . ., minM{x)
e {x) = ¢l =S e eV (x) = ¢’
() nGx) - P () I
em funcao de uma forga de protensao N{x)-P varidvel e nao
conhecida.

Adotando para equagao do cabo resultante, num tra

mo genérico, a forma ja conhecida
n X X
x) = Ae (x) + k., v + k, 1= =
2y (%) () i i-107 )
i i
e sabendo que em cada apoio intermediario deve ser respel

tada a condicao de concordancia



, l :
e''{e)} ! ; i
. ) ]

Rl

?
-
g

(Tlm-k-l_l

WMMJ Hin
‘ (’[‘i(x)'ki
qu\ﬂ(x),kiﬂ

FiG. 4.19 -~ VIGA RETA COM CURVAS LIMITES EM FUNGAO DA FORCA DE
- PROTENCAO VARIAVEL E MOMENTOS PARA DETERMINACAO DO
CABO CONCORDANTE.




2 £
oo i1,
Ezé.,ﬁj 14de+} M° M, dx = 0
1,0 p 1 p
0 o
pode—se substitulr M; = {x) P zo(x) na equaggo anterior
obtendo
L.
i
EIcS‘i’o = P” n{x) zo(x) My dx +
0
Q’i-%l .
+ j n{xy.z (x) Mldx} = 0
o .
e ainda a expressao de zo(x) gque resulta em
2.
* x x
j n(x)[?\ e'(x) + ki . * kiwl(lm _27".")} Mldx+
0 1 1
J£i+l X X
I’l(x){?\ e"(x) + k., + k.{l- - )] M, dx = 0
' i+l Ri+1 £i+1 1

O

Na forma simplificada a relacao de concordancia se

egscreve:
A P R JPURE SR PR I
i-17i,i-1 11,1 i+171i,i+1 i 1

onde :

1 % i+l %
ki [ j n(zx) T Mldx + J' n{x){(1= P )Mldx =
0 1 0 i+1.




= k., &, .
1 il
bi41 N
Kie1 J n(x) g My dx = ke 9551
8] 1+1
2.
L 21+1 "
|Gy ax j NG My dx = X
[} O
zi 2i+1 "
J max M.-M, dx + { max M.,M, dx = A,
1 } 1 1
0 o

Fixando-se, por exemplo, o ponto A para passagem

do cabo a equagao obtida é:

K. (1=E.)+k, E, +em A ~ maxMCx) & . » maxM(A)
o1 (1T by e n(ay e € n(a)?P

Da equagao gue fica a maxima flecha do cabo igual

a d = h=2c, obtem-se
«
M(A) maxM(B)Y | A
E.k, - E.k. + + | BAX - -
iTi-1 gl i 0x nCA) n{B) P d

Escrevendo o sistema de n equagoes na forma ma-

tricial:

611 é“ ...... 61,n—2 Xy -hA X, a

" r . “~

1521 622 ...... 62,“_2 Xz ..qz N o

% -

6:\—2,1 611—2,11“2 """ 6rr2,n~2 Xn-2 MAn—'Z kn-2 ¢
- " ~maxH{A) w_ maxM(A)
(1-83 £ c EY A 3 < BTV

b
£ -£ o |maxM(A) _ maxM(R) A d
n{A} n(B) L P ] L




Neste caso, os coeficientes § da matriz deverao
ger calculados por integragao numérica uma vez que 05 coe
figientes n{x) aparecem em todos eles.

Inicialmente os coeficientes nN{x) arbitrados se
rao aqueles determinados a partir do cabo concordante com
forga de protensao constante. Estes coeficientes serao su
postos como sendo os N(x) do primeiro cabo concordante
‘com forga de protensdo variavel a ser determinado. Esta
suposigao inicial & razoavel pois ambos os cabos apresen
tarao tracados com formas semelhantes e, em cada secao,
os coeficientes N(x) dos mesmos terac valores aproxima
damente iguais.

Obtido o primeiro cabo concordante, determinam-
-se 08 coeficlentes H'(x) e faz-sgse o confronto destes com
aqueles adotados inicialmente. Se, em cada segao, os coefi
cientes forem iguais,o problema estarid resolvido e o cabo
concordante juntamente com a forga de protensao variavel
determinados. Mas, se Ti{x) e n'(x) forem diferentes, ado
tar-se-ao estes ultimos coeficientes e um segundo cabo con
cordante sera calculado. Procedendo-se desta forma,‘ che
gar—-se-a a um cabo concordante com forga de protensao va
ridvel cujo valor & cenhecido em cada segao e,apresentando
flecha maxima igual a4 altura util da viga d = h-Z2c.
Determinado o cabo concordante, sera necessario
aloja~lo no interior da viga com cobrimento adequado para
se obter o cabo real. Isto @ conseguido introduzindo trans
formagoes lineares no cabo concordante sem alterar a posi

gao da linha de pressao,

4.5.2 - Protensao nao centrada

Trata-se de determinar inicialwente uma linha de
pressao ou um cabo concordante com forga de protensao va
riavel, que cria momentos de flexao e de torcao no sistema

fundamental e cuja flecha maxima seja igual a altura util

da viga d = h-2c.



Adotando para equacao do cabo concordante a forma

* " 1 __:E__m -
zo(x) = A eTG) Ky i vl (m )

os esforgos no estado fundamental sao:

o _ _ max H‘(x) S '
Tp (Pl Pz) e A T e™ A max M (%)
M® = P(x) z2%(x)

p O

A condigao de concordancia a ser obedecida em ¢3

da apoio intermediario e: -

&) 1+l s
ET §, = J MO M, dx ¥ J MO M, dx = O
Q b o] P

0 sistema de equacgoes obtido & semelhante ao do
paragrafo anterior, cuja solugao formece a equacao do ca
bo concordante e a forga de protensac maxima.

0s coeficientes n(x) arbitrados sao aqueles de
terminados a partir do cabo concordante com forga de pPro

tensgo constante.

Determinado o cabo concordante adequado para a
flexao e com forga de protensao variavel, calculam-seé 05
coeficientes n'(x) deste cabo e faz—-se o confronto destes

com os arbitrados inicialmente. A seguir introduzem-se as
trans formagoes lineares necessarias para alojar este cabo
no interior da viga, com cobrimento adequado, obtendo des
te modo o cabo resultante real. Agora, em fungao do momern
to de torgao que se deseja criar atraves da protensio, de
termina-se a excentricidade e* do cabo resultante &, faz-
-se o desmembramento do mesmo em dois cabos parciais reais

colocados nas faces da viga com forcas de protensao maximas

i



P, © Pz obtidas atraveés da resolucao do sistema

As forcas de protensao nos cabos parciais ao lon

go da viga sao dadas por:

ft

P, (x) n'(x) P

1

L

PZ(X) ﬂ'kX) r,

05 momentos finais sao aqueles do sistema funda

0

) . o~ .
mental, Mp e Tp,e a linha de pressao permanece inalterada.

4.5.3 ~ Protensao con cabos reversos

_ Neste gaso, a resolucao do problema consiste em
determinar inicialmente um cabo concordante centrado com
forga de protensao variavel, situado no interior do fusc
de passagem, tal gque ac ser desmembrado nos cabos par
ciais reversos, estes criam um momento de torgao previa

mente definido e sejam concordantes,

As equagoes dos cabos reversos z., e z, se escre

1 2
vem: '
1 X
zl(x) = zo(x) - EEET;TF JO TP dx
1 X
ZZ(X) = ZO(X) + EEET;Tg J Tp dx

e)

Para que as condigoes de concordancia sejam obe




decidas e preciso que em gqualquer apoio intermediario o

corrat
t Qi 0 £i+l o}
ETL 6 = K T5 T, dx + X T T, dx = 0
i,o o 1 o p 1
.P“ie i+10
EX & - M M, dx + M M, dx = 0
i,0 o 1 pl
o}

que @ linear e antimetrico,no tramo,tem—-se:

t
G, = 0
EI 8; |
E preciso, portanto, determinar um cabo que sa

tisfaca a condicao de concordancia

El 21+1
EI &, = M M, dx + M M, dx = 0
1,0 1 1
O O
como se a viga nao tivesse tor¢ac e depois determinar as

equacoes de zl(x) e zz(x) atraves das formulas ja conheci

das .

As relacdes de concordincia e a equagao que fixa
o ponto de passagem para o cabo sao as mesmas obtidas no

paragrafo 4.4.1.

A equacao que fixa a maxima flecha do cabo cen
trado & semelhante Zquela obtida no paragrafo 4.4.3 e se
escreve:

el

A T
ZO(B) " ZO(A) e d l W o qux




4 .42

o

. B maxM(A) _ maxM(B) A _
Eky g~ Bk v 04 *[ n(A) n(B) ]P

Isto significa que o cabo centrado ao ser desmem
brado nos cabos reversos, umn destes tera flecha maxima i
gual a altura atil d da viga.

0s coeficientes N(x) adotados sao aqueles obti
dos a partir dos cabos reversos com forga de protensgo
constante e representam a fragao da forga de protensgo ma
<ima atuante em cada segao.

Determinado o cabo camncordante centrado,aplicam-

-se as equagoes de z; € Z, € encontram=-se os cabos rever
sos concordantes. A seguir, calculam—se os coeficientes
n{x) em cada secgao e faz-se © confronte destes con ague
les arbitrados inicialmente. Teita esta verificacgao, pgé

sa~se & determinagao dos cabos Teversos reais. Estes cabos
podem ser obtidos de duas maneiras, as quais ja foram de
talhadas no paragrafo 4.4 .3, valendo todas as conclusoes

3
dos cabos parcialis terem forgas diferentes numa mesma se

13 tiradas e acrescentando o momento MZ p criado em razao

cao:

nl(X) nz(X)

Mz,p =P - e 2 - 2

4,6 - Exemplos

Considerando a viga da figura 4 .14 , cujas solici
tagoes s3o formecidas mna Tabela 4.1, procurar—se~§ determi
nar cabos de protensao economicos com forga de protensao

variavel.

45.6.1 Protensaoc centrada ~ P variavel

Para determinar o cabo concordante com forga de

protensao variavel, adota-se inicialmente os coeficientes
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.n(x) correspondente ac cabo concordante com P constante €

cujos valores aparecem na Tabela 4.3,

TABELA 4.3 ~ PROTENSAO CENTRADA ~ VARIACAO ANGULAR DO CABO
VARIAGAO ANGULA TOTAL ACUMULADA NA SEGAO E
COEFICIENTE DE VARIAGAO — CABO RESULTANTE COM
P CONSTANTE

Seggo - A Y 7
0 0 0 1
1 1,3562 2,3562 60,9877
2 1,3610 64,7172 0,9756
3 1,3646 7,0818 0,9636
4 1,3663 9,4481 0,9517
5 1,3666 11,8148 0,9400
6 1,3655 14,1840 0,9284
7 1,3626 16,5430 0,9170
8 1,3583 18,9013 0,%058
g 1,3526 21,2540 0,8948
10 9,2218 - 31,4758 00,8480
11 12,6536 45,6295 00,7875
12 2,1029 49,2324 00,7728
13 2,1203 52,8527 0,7582
14 2,1321 ‘56,4848 0,7439
15 2,1380 60,1229 00,7299

Estes coeficientes sao obtidos atraves da expres

sion = e % com Y = 0+Bx onde
y = variagao angular total acumulada em cada segao;
= variacao angular do cabo na 8e§§¢

e
Bx = ondulacoes parasitas avaliadas em(®/mg)

Foram adotados os seguintes valores: u = 0,3,

g = 0,5 °/mk.




0s coeficientes n{(x) correspondem, portanto, as

perdas de protensao por atrito. Os coeficientes das rela
¢oes de concordancia calculados por integragao numerica

sao:

§1, = 6,, = 13,80333
§,, = 6,y = 3,78122
X; = Xy = 9,01283

L

e os coeficientes A; que nao se alteram:

A = AL = 17980,768

A equacao que fixa a extremidade interior do fu

so, no apoio, para ponto de passagem do cabo €:

26826,923 A _ _ 4846,154 1
Lk, + 0,435 X + SpogiasT § 0,435 *+ “5rgiesT 7

A equagao que fixa a maxima flecha do cabo se

escreve.

3253,846  2826,923y & _ 4 4q

ot S s

0,5k 0.72993 * 0,84805 ' ¥

- 0,5 k, + (

1 2

Resolvendo o sistema:

1 0 0,435 3333,43906| |k, | |-0,435+ _531355933}
0,5 -0,5 0 7791,18981/ |k, 1,4
13,80333  3,78122  9,01283  -17980,768 ] 0
3.78122 13,8033  9,01283  -17980,768 | | 2 0
L Jb L ]




obtem—se:

mites

¥y

L

i

%

f§

2

0,89415

4976,06 kN

k. = -0,27455

Conhecido o valor de P, calculam-se os valores 11

a‘l!, a

¥

. .
, b"eb' e conclui-se que as ordenadas extremas

do nucleo limite sao iguais as adotadas inicialmente. As e

quacoes do cabo concordante e das curvas limites ficam detey

minadas e seus valores sao fornecidos na Tabela 4.4,

TARELA 4.4 -

ORDENADAS DO CABO CONCORDANTE, DAS CURVAS
MITES E DO CABO REAL.
DE PROTENSAO MAXIMA

LL

COEFICIENTES DA FORCA
EM CADA SECAO

- " z ! P

Segao () (n) (m) WS | e Y n
0 0,3654 | ©0,3268 | -0,4350 | 10,3268 0 0 1
1 0,2394 0,1866 ~(3,5313 0,1853 1,0079 2,0079 0,9895
2 0.1529 { 0,0818 | -0,5954 | 0,0792 | 1,0299| 4,0378|0,9790
3 0,1075 | 0,0138 | -0,6260 | 0,0098 | 1,0716| 6,1093} 0,9685
4 0,1048 | -0,0161 | -0,6219 | -0,0215 | 1,1134| 8,2227) 0,9578
5 0,1464 | -0,0064 | -0,5818 | -0,0131 | 1,1556 | 10,3783} 0,9471
6 02339 | 0,064 | -0,5042 | 0,0364 | 1,1978| 12,5761 0,9362
7 0.3691 | 0,1378 | -0,3543 | 0,1284 | 1,2398 | 14,8160 0,9253
8 0.5536 | 0,2753 | -0,0860 | 0,2646 | 1,2813| 17,0972 | 0,9143
9 0,7892 | 10,4586 0,2536 | 0,4466 | 1,6646| 19,7618 0,9017
10 1,1049 | 0,7134 0,7134 | 0,7000 {10,2450 | 31,0067 | 0,8501
11 0,5978 | 0,2600 0,0576 | 0,2466 |10,2830 | 42,7897 | 0,7992
12 0,1581 | -0,1332 | -0,4863 | -0,1466 | 1,5080 | 45,7977 0,7867
13 | -0,1605 | -0,4261 | -0,7377 | -0,4395 | 1,9535 | 49,2512 0,7726
14 | -0,3782 | ~0,6128 | -0,8967 | -0,6261 | 2,0839 | 52,8351} 0,7583
15 | -0,4608 | -0,6866 | -0,9576 | -0,7000 | 2,4858 | 56,8210} 0,7426




A equagao do cabo concordante e dada por:

x maxM X
Q - i3 " B | e B
1?2 Tramo: zo(x) e (x) + kl 21 {c n(x)P)- kl gl
- max M p o X
0 : = e DSy 4 1= 22) + k., 5
20 Tramo: zo(x) Ale n(x)P) kl( 22) 2 gz
Verificada a existéncia deo cabo concordante no
interior do fuso de passagem, faz-se a transformagao 1i~
near e obtém-se os hiperestaticos de protensao kl =k, =

= =0,0134. As ordenadas do cabo real sao obtidas fazendo:

10 Tramo: 2 (x) = z (x) - 0,0134 >
o o Rl

i

20 Tramo: Eo(x) zo(x) -~ 00,0134

A partir do cabo concordante sao calculados os
coeficientes n(x), tabela 4.4, e fazendo o confronto des
tes com agueles arbitrados inicialmente verifica-se uma pe
quena variagao entre eles., Calculando, pois, um nova cabo
concordante com os ultimos coeficientes ni{x) determinados

chega~se a:

i

& = §

11 22 13,970

O
i
o

!

3,850

il

X1 = Xg 9,12446

v
[
B
it

17980,768

0 sistema fica:




?

1 0 0,435 3325,244 K, 0,435 + §19%xi§i
0,5 0,5 0 7706,584 K, 1,40
x g
13,970 3,85 9,124  ~17980,768 A 0
3,85 13,970 9,124  -17980,768 %, 0

que resolvido formnece:

r

P = 4943,135 kN
4 A = 0,89798

k, = k., = -0,27650

TABELA 4.5 — PROTENSAQ CENTRADA - P VARIAVEL. ORDENADAS DO
CABO CONCORDANTE, DAS CURVAS LIMITES E DO CA
BO REAL. COEFICIENTES DA FORGA DE PROTENSAO
MAXIMA EM CADA SEGAO.

- o z e’ z

Segao (m) (mg) (m) (m‘)) A® ¥ n
0 0,3650 | 0,3277 | =-0,4350 | 0,3277 0 0 1
1 0,2385 | 0,1865 | -0,5318 | 0,1847 | 1,0266| 2,0266 |0,9894
2 0,1521| 0,0812 | ~0,5959 | 0,0776 | 1,0452] 4,0718 | 0,9789
3 06,1070 1 0,0132 -0,6263 0,0077 1,0807| 6,1525 | 0,9682
4 0,1075 | -0,0165 ~0,6220 -0,0238 1,1177| 8,2702 | 0,9576
5 0,1466 | ~0,0066 | -0,5816 | -0,0157 | 1,1563|10,4265 | 0,9468
6 0,2343 | 0,0445 | -0,5041 | 0,0335 | 1,1963 12,6228 | 0,9360
7 0,3692 | 0,1380 | -0,3545 | 0,1253 | 1,2375|14,8603 | 0,9251
8 0,5533 | 0,2756 | -0,0870 | 0,2611 | 1,2881{17,1484 |0,9141
9 0,7888 | 0,4595 0,2528 | 0,4431 | 1,7190[19,8674 | 0,9012
10 00,1077 0,7182 0,7182 0,7000 10,4787131,3461 | 0,8486
11 0,5964 0,2591 00,0535 0,2409 10,6108 43,4569 | 0,7964
12 0,1612 | -0,1317 | -0,4857 | -0,1499 | 1,5849 46,5418 | 0,7837
13 | -0,1612 | -0,4221 | -0,7340 | -0,4403 | 1,9475|49,9894 | 0,7697
14 | -0,3682 | -0,6071 | -0,8909 | -0,6253 | 2,0521|53,5414 | 0,7555
15 | -0,4514 | -0,6818 | ~-0,9520 | -0,7000 | 2,4780|57,5194 | 0,7399




equagao do cabo concoxdante:

=X
0,89798 e"(x) — 0,2765 7=
1

fi

19 Tramo: zo(x)

20 Tramo: z _(x) = 0,89798 e"(x) -~ 0,2765

Examinando a Tabela 4.5 verifica-se a existencia
do cabo concordante no interior do fuso de passagem. Intro
duzindo transformagoes lineares no cabo sobre os apoios in
termediarios de —0,0182m,obtem~se as ardenadas dos cabos
reails:

X
ZO('X) - 0,0182 -i-?

f

1¢ Tramo: Zo(x)

29 Tramo: zo(x) = zo(x) - 0,0182

Observa-se que 08 coeficientes n{x) obtidos (Ta—
bela 4.5) sao praticamente iguais aos coeficientes adota
dos (Tabela 4.4), o que leva a concluir que a solugae e

corretd.

4.6.2 - Protensao nao centrada — P variavel

Supondo que o cabo concordante, do paragrafo an

terior, se desenvolve num plamno vertical paralelo ao eixo

da viga com excentricidade e®*, o momento de torgao criado

-

pela protensao e:

max M'{x)

3 = ¢¥.h.max M'(x)

Tp = (Pl—Pz) e

Os momentos maximos de torgao que podem ser cria

dos pela protensao sao obtidos fazendo P,=0 e P, =P.



4.49

it

1¢ Tramo: max Tp = 1,35x0,89798x518,0769 £28,05 > 405kNnm

i
[

1,35%0,89798x810,7692

20 Tramo: max Tp 982,87 > 607kNm

Para anular o momento de torgao nos tramos extre
mos faz-se;

dz maxM' (x)

- eo*-»e-— E e = = oe o °
NGy epee*(§E) = -405 > <405 = —(Ryopp)eechs Ty
PZ—P1 = 3187,592 kN Pl = 877,771 kN

i
P +P, = 4943,135 kN P, = 4065,364 kN

P, e Py sao os valores maximos das forgas aplica
das em cada cabo. O momento de torgac residual mo tramo
central permanece igual aguele obtido no paragrafo 44 .2

com P constante.

Para anular o momento de torgao no tramo central

faz-se:
k42
cn(x) Pee* (D) = -607,5 -607,5 > = 607,5 =
- = (P.- maxM' (x)
= (Pl ?2)'3')\ P
e se obtém:
P1 = 943,927 kN
P, = 3999,208 kN

Da mesma forma, os momentos de torgEo residuais
nos tramos extremos permanecem iguais aqueles calculados
no paragrafo 4.4.2.

Quando se anula a torgao nos tramos eXtremos cria-

~se M variavel de modo que os valores maximo e minimo sao:
z



4,50

M = (leP2)°e = £4£303,25 kNm

M = n(x)(§1=Pz)-e = 3184,19 kNm
min
Analogamente, quando se anula a torggo no tramo

central M fica:
Z,P

¥

4124,63 kNm

=
e
K

4
ff

3052,02 kNm

As ordenadas dos cabos parciais reais sao iguais
dquelas obtidas na protensao centrada.

Na Fig. 4.20 estao representados os cabos reals.
Pode-~se concluir que na secao 15, a forga de protensﬁo ne
cessaria e menor que a correspondente forga considerando-se
protensgo constante, isto e, (0,74x4976) /3977 = 0,9259, a
forga necessaria corresponde a 92,597 dagquela calculada

considerando~se tracado ecomomico com protensao constante.

4,6.3 - Protensao com cabos reversos = P wvariavel

Determina—-se inicialmente um cabo concordante
centrado com forga de protensao variavel, Primeiramente, 2
dotam-se os coeficientes de variagao n(x) <correspondentes

aos cabos reversos concordantes obtidos no paragrafo 4.4.3.

P
E nl(X)

i

Cabo 1 *+ Pl(x)

fl

P
Cabo 2 - PZ(X) i'ﬂz(x)

-

0 coeficiente n(x) em cada segao @&

' n, (x)+n,(x)
- B P — 2
n(x}p =3 nl(x) + nz(x) + 11 (%) 5
0s coeficientes dos cabos parciais e da segao

sao calculados e apresentados na Tabela 4.7,
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YABELA 4.7 =~ COEFICIENTES DE VARIAQKO DOS CABOS PARCIALS E

DA SECAC - PROTENSAO COM CABOS REVERSOS - P
CONSTANTE
Segao n, (x) n,(x) n(x)
0 1 1 1
1 0,9939 0,9876 0,9907
2 0,9878 60,9753 ©0,9816
3 0,9818 0,9632 0,9725
4 0,9759 0,9512 0,9635
5 0,9699 0,9394 0,9547
6 0,9640 0,92717 0,9459
7 0,9582 0,9162 0,9372
8 0,9523 0,9048 0,9286
g 0,9466 0,8936 0,9201
10 0,9346 0,8491 0,8918
11 0,9185 0,7885 0,8535
12 0,9100 0,7737 0,8419
13 0,9016 0,7592 0,8304
L4 0,8930 0,7449 0,8190
15 0,8847 0,7309 0,8078

0s coeficientes das relacdes de concordancia cal

culados por integragao numérica sao:

81y = 8y = 14,6565

61, = 8,yp = 4,1439

"
X, = X0 = 19,5527
e os coeficlentes Ag que naoc se alteram:

A' = AL = 17980,768

A equagzo que fixa o ponto de passagem para o ca

bo e obtida fazendo:




2826,923 X 4846,154 1
k. + 0,435 & + 22227720 2 ow (0,435 4 el
1 ? 0,8918 r 00,8918, by

A mixima flecha do cabo concordante centrado &
9

- 1
d=4d-~-3

HTKTTE JO Tp dx

e a equagao sSe escreve:

3253,846 . 2826,923] A
- 0 -+ Ponwi S L - — =
0,5 Ky 3 ¥y [0,8078_ * 978918 ] 3

£4177,9626

= 1,4 ~ 3

0 sistema na forma matricial fica:

1 0 0,435 3169,5870| |k, 0,435+ §ﬁ§§%§1§
0,5 0,5 0 7197,5714] |k, 1,40~ 3331%293§
xH ey
14,6565  4,1439  9,5527 —17980,768 | | A 0
4,1439 14,6565 9,5527  ~17980,768 %. 0

cuja solugao formnece

P = 6600,132 kN
) A = 0,70332
k, =k, = =0,25545




Sendo as ordenadas extremas do nucleo limite aque
1as adotadas inicialmente, determinam-se as ordenadas das
curvas limites e do cabo concordante centrado, valores que
sao apresentados na Tabela 4.8,

Verificada a existencia do cabo concordante no

wa
g=

o]

terior do fuso de passagem, aplicam—se as formulas de z,

2z e as ordenadas dos cabos reversos filcam determinadas.

2
0 alojamento dos cabos reversos no interior da vi

ga pode ser feito de dvwas maneiras:

1) Deslocar o cabo 1 de 0,3117m para baixo em toda ‘sua
extensao e, deslocar o cabo 2 para cima da mesma
quantidade. '

2) Tazer transformagoes lineares sobre os apoios interme
diarios de 0,3117m para baixo no cabo 1 e de igual va

lor para cima no cabo 2.

Obhserve-se que os momentos finais ficam iguais
aos momentos M; e T; do sistema fundamental e a linha de
pressao nao se altera.

Calculando os coeficientes n(x), para cada segao,
devidos aos cabos obtidos e apresentando-os na Tabela 4.9,
verifica-se que os valores sao praticamente iguais dqueles

adotados inlcialmente.

Na Fig. 4.21 estao representados os cabos reais
obtidos atraves da primeira maneira. Verifica-se que na se
cao 15 a forga de protensao necessaria e igual a 95,57 da
correspondente forga considerando~sé¢ tragado economico com

protensao constante.
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5. VIGAS CURVAS CONTINUAS

5.1 -~ Generalidades

Seja um elemento de barra curva plana, em equili
brio, submetide a um carregamento vertical uniforme q atu
ando na superficie cilindrica que contém o eixo da barra,
um carregamento horizontal uniforme 4y aplicado no plano
x-y, um momento t uniforme e, forga de protensao P conside

rada inicialmente constante ao longo da barra (Fig. 5.1).

Vy +dVy

N+dN

T+d7T

¥V dV

FIG. 51 — SISTEMA DE EIXOS COORDENADOS E EQUILIBRIO DE
UM ELEMENTO DE BARRA CURVA PLANA.

Para que o elemento permanega em equilibrio sao
necessarios esforcos internos aplicados nas extremidades
do elemento. A partir das acoes externas e dos esforgos in
ternos solicitantes supostos todos positivos, deduzem-se,
em relagao a origem do sistema de coordenadas, as seguin~

tes condicoes de equilibrio:



Da condigao de XRZ = (:

v _
5 = ceee (5010
De IM = 0:
y
dM T
L 4 L= ¥ -
s - s (5.2)
PDe LM = 0:
x
df _ M _ _
s = t cese (5.3
De ER. = 0:
y
dav
y . N o .
i3 - qy veos £5.8)
De ER_ = 0:
X
dN = 0 ; N = constante eae. {5.5)
De IM_ = 0:
Z v
M, |
3 = ”“Vy vees (5.6)
Da analise destas condigoes conclui-se que o @

quilibrio em vigas curvas so pode ser consegulido quando a

parece o momento de torgao T como esforgo solicitante, a
1m de momento fletor, forga cortante e forga normal. No
ta~-se tambem que OS equilfbrios de momentos ' de torggo
(EMX = 0) e momento de flexao (EMZ = 0) mostram que um e€s

forgo influencia o outro.




Da mesma maneira como se procedeu no caso de vi
gas retas, aqui o desenvolvimento do cabo resultante se fa
ra com a finalidade de criar esforgos opostos dqueles pro
‘duzidos pelo carregamento externo, portanto, em funggo dos
"esforgos que se deseja criar, o cabo resultante tera posi
cio e forma adequadas. Considere-se entio um cabo generi
co desenvolvendo—se numa superficie cilindrica concéntrica
a superficie que contém o eixo -da viga. Este cabo cria es

forgos que se relacionam entre si da seguinte forma (Fig.

5.2):

i dz

l Pdf

i P dz

I T
3 ’wﬂ_ 'iﬂﬂ_ﬁmqﬂhmﬁku T *;

dx o ds =r.d{x
P [ §
dx=(r+y}da=w?—ds

£1G6.5.2 — NOTAGOES E ESFORCOS PROVOCADOS POR UM
CABO GENERICO.

p dz2__p .42 T oy e, (5.1)
dx' ds r+y P
P.z = M ... (5.8)
P
_p 4% _ _p 8z T-y _ 9
i . y P ds Tty Tp va-. L5, )



5.4

Py =N e (5.10)

Z)P
Como se vé pelas equagoes anteriores, o cabo de
protensao em fungao de sua posigao pode criar, alem da for
¢a normal P, momento de flexao, forga cortante e BOMENLO
de torcao. Os esforgos residuais sao obtidos somando—se a
estes ultimes, agueles correspondentes ao carregamento ex

termo, 0 gue leva a:

Mr = Pez + Mq oo (5.11)
T = P ‘éz X1y el (5.12)
vrsPs%gir:ya»vq seee {5.13)
M, TP Y cee. (5.18)

Assim, os esforgos provocados pelo carregamento
externe podem ser safluenciados ou até mesmo anulados pela
-
protensao.
Da mesma forma que no capitulo anterior, agui se

r30 estudadas as seguintes situagoes de protensao:

5.1.1 - Protensac com cabo resultante centrado

£ o caso em que o cabo resultante centrado e uni
- » . - - -

co e se desenvolve na superficie cillindrica vertical que
contém o eixo da viga. Tambem existe a possibilidade de
dois cabos parciais se desenvolverem em superficies c¢ilin
driecas de raios r+e e r-e, concéntricas a superficie que
contém o eixo da viga, e que se reduzem a um unico cabo re
sultante centrado (Fig. 5.3). Neste caso oS cabos parciais

apresentam, em cada segao, retas de agEo dos vetores forga

de protemsao com mesma inclinagao.
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FIG. 5.3~ PROTENSAO COM CABO RESULTANTE CENTRADO
0s esforcos criados pelo cabo resultante sao:
M =P - =z cee. (5.15)
P
- dz
Vp = P i3 ve.. (5.186)
- f ! 4
Tp . (Mp) + se Mp = 0 = ’l‘p = 0 eees (5.17)

Neste caso, embora o cabo resultante seja centra
do, um momento de torgao T, podera ser criado indiretamen
te se o cabo desenvelver hiperestaticos de protensao (Mg),
entretanto, em sistemas curveos estaticamente indetermina
dos com protensgo concordante o hiperestético M; e nulo, ©

que leva a Tp = 0.

5.1.2 - Protensao com cabo resultante nao centrado

¥ o caso em que os dois cabos parciais se desen

- - - - - -
volvem em superficies cilindricas de raios 7r+e e T-e, €
se reduzem a um unico cabo resultante situado numa super

ficie gilindrica vertical de rajo r+e” (Fig. 5.4).
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FIG. 5.4 — PROTENSAO COM DOIS CABOS QUE SE REDUZEM
A UM UNICO NAO CENTRADO.

0s esforgos produzidos pela protensao ficam:

Mp = Pzr- = Plzl + Pzz2 veae {5.18)
dz dz
p o= -pee* 32 = p e —0 4 Pye 2 A
P dx dx dx
dz dz
V=P, f+P 2 . (5.20)
P dx dx
. e ep.o® = (- -
Mz,p = ~-P.e { P1+P2)e ... (5.20)
P = P1+P2 e e w (5.22)

5.1.3 - Protensao com dois cabos reversos

f o caso em que os dois cabos parciais se desen
volvem em superficies cilindricas de raios Tr1+e e r-e, e
se reduzem a um unico cabo resultante mais um vetor momen

to (Fig. 5.5)
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FIG 55~ PROTENSAQO COM DOIS CABOS REVERSOS .

Neste caso de protensao, os cabos apresentam em
cada secdo, retas de agao dos vetores forga de protensgo
com inclinacgoes diferentes, isto &, as derivadas dzy Jdx' e
dzzldx' diferentes significando que estes vetores podem se
veduzir a um unico vetor, mals um vetor momento, conforme
visto no paragrafo 4.2.3.

Fazendo P, = P, = /2 evita-se a ocorréncia. de
Mz,p e, deste modo pode-se afirmar que o momento fletor to

tal dos dois cabos ¢ equivalente ao momento criado por um

cabo resultante centrado.

Os esforgos criados pela protensao ficam:

MP = Pl sz, * P2 <z, ... (5.23)
dz dz
T = aPl-e % + Pyce ? ee.. (5.24)
P dx dx
dz1 dzz
= . — ... (5.25
Vp Pi ax' * P2 dx ¢ )



5.2 ~ Determinaggo dos Tracados do Cabo Resultante Total e

Cabos Resultantes Parciais para os Diferentes Casos

de Protensao

Para 0S5 mesmos CAas0s de protensgo desenvolvidos
ao capitulo anterior, procurarwseﬂé determinar os tragados

do cabo resultante e dos cabos parciais.

Considere-se dois cabos resultantes parciais si

tuados em superficies cilindricas verticais de raios r¥e ¢

r-e, CoOm equagoes e forgas de protensao genericas, confor
me mostra a Fig. 5.5. Como s¢€ ¢rata de sistema curvo esta
ticamente indeterminado, & proteﬁsao sera suposta concor

dante. Assim, os esforgos produzidos pela protensao se es

crevem:

= Rl +* & & o 5526
Mp Plz1 + Pz, ( )
dzl d22
?p = "Ple e ds + Pze gl s ve.. (5.27)
dz dz
_ T 1 ¥ 2
Vp =Py Tie ds ¥ PZ r—e ds ceee (5.28)
Mz,p = Ple - Pze vee. (5.29)

A partir destas equagoes, Montanari [15] deduziu
as expressoes que permitem determinar as equagSes do cabo
resultante e dos cabos parciais para cada situagao. Isto
foi conseguldo trabalhando com & equagao (5.26) e a equa
¢ao obtida integrando os dois membros da equagao (5.27) no
intervalo de zero ate uma abscissa genérica s. Substituin
do mnesta ultima equagao as eXpressoes P, (s) e Flzl(s) da
equagﬁo (5.26) separadamente, obtlveramwse respectivamente

as seguintes expressoes:

rte * r?"——e2 °
r {z {s)~z (u)lz P[z (s)“z*(o)}— e J T ds
1]%1 1 It R B

ceee (5.30)

;



r

-
2r

a8
P[z*(s)~z*(o)]+ r-e. f T ds
2r e Jo

PZ[ZZCS}“ZE(D)]Q
eeeo (5.31)

onde z*(s) 630 as ordenadas de um cabo resultante total si
tuado numa superficie cilindrica vertical de raio rie™, de
modo que Pz¥(s) = P121(3)+P222(s) em razao da protensaoc
ter sido suposta concordante.

Assim, para 08 treés casos de protensao estudados,
as equagoes dos cabos resultantes parciais'em funcao do ca
bo resultante total ficam:

Protensao centrada:

2,(s) = T2 2% (s) cee. (5.32)
z,(s) = 2% 2" (s) e (5.33)

Protensao nao centrada:

3

2, (s) = I25— 2% (s) cev. (5.38)
r+e
z,(s) = = 2%(s) ce.. (5.35)
- Tt+e

protensao com cabos reversos:

i i 5
2, (s) = xte [z*(s) S J T° ds L... (5.36)

It

. A
z,(s) L. {z*(s) + ITE I T° ds ce.. (5.37)




5.3 - Condigcoes de Concordancia necessarias para a obtencao

do Cabo Concordante

Na resolucao de vigas continuas sera adotado como
sistema fundamental a viga com articulagao a flexao nos a
poios intermediarios, obtendo-se um sistema constituido de
vigas simplesmente apoiadas a flexao e biengastadas a tor
¢ao, com (n~2) incognitas de flexao a serem determinadas.

ConsidgrandOWSe que a viga do sistema fundamental
¢ hiperestatica e procedendo-se de maneira analoga a do ca
pitulo anterior, verificar-se—a, para as vigas simples hipe
restaticas, as condigoes de concordancia a serem obedecidas
na determinacao do cabo concordante, de acordo com cada ca
so de protensao.

Considere~se inicialmente a viga simples, biapoia
da a flexao e biengastada a torgao (Fig. 5.6).

= /\4%;/’/—\

1

e (IO v

O
AT 0 "
v N Mp

(r) {0} (i}

FI1G. 5.6 ~RESOLUGAO DO SISTEMA REAL

0 sistema €& uma vez estaticamente indeterminado e
adota-se como sistema fundamental uma viga biapoiada a fle
xio e apoiada engastada a torgao, cuja incognita hiperesta
tica € o momento de torgao no apoio. Neste sistema, a incog
nita hiperestatica nao provoca momentos fletores na viga.

Da equagao de compatibilidade de deslocamentos pa

ra a resolucao do sistema real tem-se:
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[ 2 0

E1511 = j H%ds + KJ T%ds = KJ r.do = K ¢ ©
8] O Q
g £

EIS, = JO M;Mlds + KJO Tngds

Na protensao centrada, a equagao EIS, g ¢ nula,
pois, na primeira integral tem-se Ml = 0 e na segunda inte
gral o valor de T; ¢ nulo uma vez que o0 cabo resultante se
desenvolve na superficie cilindrica vertical que contém o
eixo da viga.

0s womentos finais ficam:

r = T% 4+ T =0
P p p

M =M =P - z
P P

Conclui~se gque na pfotensgo centrada, tudo se pas
sa como se a viga fosse isostatica, ou seja, qualquer cabo
centrado nao cria reagoes de apoio e € concordante.

Na protenszo nao centrada, o cabo produz T; no

sistema fundamental e a expressao que se obtem para 'Eiéig e

5] 8
. o - o
EIGlO = KJ TpTlds KJ TP r do
0 0
0 momento de torgao produzide pela protens§0 no

sistema fundamental {sostatico e

o _ - dz _ - e dz
Tp = (P2 Pl)e qs {P2 Pl) T

=

3 - -~ *
que substituldo na expressaoc anterior resulta emn

EIélo = K-e(Pz;?l)[z(e)~z(o)]



e a incognita hiperestatica obtida e:

- _ & _ z(8)-z(o)
X = - (Pz Pl) [wmmmmm~mww]

0

Se o cabo resultante tiver suas extremidades numa
mesma cota, o hiperestatico de protensao sera nulo resultan
do num cabo concordante. O momento de torgcao final sera i
gual ao momento de torgao T; do sistema fundamental, isto
&, tudo se passa como se a estrutura fosse isostatica.

Se o cabo resultante tiver suas extermidades em
cotas diferentes, existira hiperestatico de protensao cujo
valer sera igual, mas de sinal contrario, ao momento de torxr
¢ao provocado pelo cabo reto de ineclinagao diferente de ze
ro. O momento de torgao final sera aquele criado, no estado
fundamental, apenas pela parte curva do cabo.

Na protensao com cabes reversos, estes criam momento
de torgao Tg no sistema fundamental, portanto, para &eé COD
sepulr 31510 = 0, isto e, incognita hiperestatica nula e
conseqientemente cabo concordante, e preciso que a proten

~ . O .
sap crie Tp gque tenha integral nula ao longo do tramoe, POT

tanto:
it} 8
J 1. ds = 0 J t8ds = 0
1 P
8] O
Com as eguacoes do cabo resultante e do momento
de torggo T;, aplicam—se as formulas deduzidas para estes

cabos e as equacoes ficam determinadas.

Considere—se agora uma viga simples, curva, engas
tada apoiada a flexdo e biengastada a torgao, conforme TFig.
5.7. 0 sistema & duas vezes estaticamente indeterminado. Ado’
ta-se como sistema fundamental a viga biapoiada a flexao e
biengastada a torgao, resultando numa incognita hiperestati
ca a ser determinada. O sistema fundamental adotado & hipe-
restatico, porém, os resultados ja sao conhecidos no que

diz respeito a torgao. Montanari [15] deduziu para esta vi
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FIG.5.7 - RESOLUCE&O DO SISTEMA REAL

ga curva hiperestatica, esforgos- que estao reproduzidos no
quadro L.

Assim, na resolugao do sistema real, o momento u
nitiario aplicado na extremidade do tramo desenvolve, ao
longo do mesmo,momentos de flexdo e de torgﬁo ja conheci
dos . Analisando a Fig. 5.7 pode-se concluir que na proten
sao centrada, embora Tg seja nulo, um momento de torgao Tp

podera ser criado indiretamente se o cabo desenvolver hi

-

perestatico de flexao, cujo valor e:

. 1 Cos0
Tp x (8 send

{12

Para que se possa obter cabo concordante, pre

ciso obedecer i sepuinte condigao de concordancia:

1 1

0 I
EIS,, = J M°M.ds + KJ T T.ds = O
] P 0 P

Na protemsao centrada, o cabo resultante nao

. ~ o oo
cria momento de torgao Tp’ o que leva a conclulr que para
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satisfazer a condigao de concordancia & preciso que o mo

o . - .
mento fletor Mp criado pela protensao seja tal que:

]

0 momento fletor final sera igual ao momento n°
do sistema fundamental e momento de torgao Tp sera nulo.

Na protensao nao centrada, o cabo resultante pro
duz no sistema fundamental Tg e M; . De um modo geral, pa

ra que a condigao de concordancia seja obedecida e preciso

que:
6 8
J M° M, ds = -K { T7° T, ds
o P Jo P
0s momentos finais de flexdo e torxgiao serao res
pectivamente Mg e T;. Vale ressaltar que T; & criado ape

nas pela parte curva do cabo.
Na protensao com.cabos reversos, estes produzem
. o o R
no sistema fundamental T_ e M_ . Para que as condigoes de
P P
concordancia sejam obedecidas, os cabos devem criar um mo

o
mento fletor total MP tal que

O0s momentos finais de flexao e torgao serao res
pectivamente M: e T:. Neste caso, © momento de -torgﬁo TO
& criado em fungao do momento de torgao Tq devido ao
carregamento externo., Conhecida a equagao do cabo resultan
te total e do momento de torcgao Tp aplicam-se as formulas
deduzidas para estes cabos e suas equacoes ficam determina
das .

Feitas estas consideracoes e, passando a  vigas

continuas, pode~se obter as condigoes de concordancia refe
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rentes a cada situacao de protensao, generalizando o que
foi desenvolvido para a viga simples hiperestatica vista

anteriormente.

5.4 — BeterminagEQ dos tyracgados dos cabos resultantes eco-

nomicos com for¢a de protensaoc constante

5.4,1 - Protensao centrada

Trata~se de determinar inicialmente uma linha de
pressao ou um cabo concordante no interior do fuso de pas
sagpem, de modo que este cabo resultante ou os cabos par
ciais tenham flecha maxima igual a altura util d = h-2c¢ da
viga. )

Considere-se uma viga curva genérica (Fig. 5.8),
submetida a acoes maximas e minimas conhecidas, porem,
com as equacoes das curvas superior e inferior do fuso de

passagen

ma‘;M(O_t) e e"(n) = ¢! - mlng(a)

e”(&) = ' -
em funcio da forga de protensdo P nao conhecida.

Adotando para equacao do cabo concordante resul

tante, num tramo genérico, a forma:

sen(6.-a

senc ( 1 }

zo(u) = de (a)+ki e+ ki__1

senb. send.
1 i

e lembrando que para uma viga com . apoios tem-se n incog

nitas a serem determinadas, o sistema de n equagoes se €3

creve:
8,
B i,o Pez My o1 de concordancia)

o o



5.17
-1 i it .
Tie1 9 11 ie 9 77 S R R £ I S Ois2 1%&‘
il 44 bt 4
ne'

K. sen{9i—

T

senl Bi-Q}

T sem @
(. senc N sen {91+ — ¢}
1 sen@i S€nei_+l
g, sen o J
sen eH‘i

FIG. 5.8 — MOMENTOS PARA A

sen 8
TFTTiT T
] 1 !' l! i
sen & sen {BQj-1-x)
sen 6y seﬂei_H
SERERRE RN ny .
SRR
s/
senigq
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( sen (0, -0, ) ~ sena,
ponto A 7 k. Eooak, Loshe'(A) = e (A)
i-1  senf. i senf. o
i i (1 equacgao .que

ou

L

zé(Bj - ZO(A) =

ou

r,.te
1

d = d

ponto B = kiwl + Ae'(B) = e'(B)

fixa um ponto
de passagem

para o cabo}

(1 equagao que fixa a maxima flecha

do cabo)

Substituindo z e M; na relacao de concordancia

obtem-se:

Bi : gen (0.-a)
p Ye''+k seno . i
i senf. i-1 senf,
0. _ 1 1
sen(ﬁi+1“ﬂ)] Sen(9i+1“&)
i send. send.
i+l i+l

das

} send

senb.
i

(ei+1

]

0

ds+?P

|

Ae"+k.

sendt
1 senb., .
i

5+
1 +1

5.8, desenvolve-se a expres

Com o auxilio da Fig.

sao da relacao de concordancia no apoico i1 e chega-se a:

rei < 8i+1 sen(8. _-a)
A v SERA g4 e 1rl dsi= Aé
J sent. sent. i,o
o 1 o i+ 1
Bi sén(ei—a) sen
k:'L~1 J senb, senf. ds = kiml.ai,i—l
o i i
Bi 8i+1 sen (8 ~q) sen(B. _-0)
sent Sseng ‘ 1+1 1+]
k. Z i e d 5k dst =k.8, .
i send. senf, send, send, ii,i
O 1 1 0 l""’l l'i'l
bie1 sen(0. . -o)
Kk { send 1+1 ds = k §
Tivl senBi+1 senei+1 i+171,1i+1



Desenvolvendo a expressao 6i . ohtem-se
11
1" Al
8 = S
1,0 Xi P
onde
ei Gi+1 sen(B. _-a)
L [ i S5end ds+ . 141 ds
Xi ] send. sent,
o 1 0 i+1
" ei 81'{“1
= . , .
Ai J max M Mlds+ J max M Alds
G G

e a relacao de concordancia escrita de maneira simplifica

da fica:
£t o)
. s . . . v. A=A, = = 0
L R L PR AL TP LIRS R CEA A

Fixando-se, por exemplo, o ponto B para passagem do cabo a

equacdo se escreve:

1] )\ ¥ Sﬂi n M (B )
pu M T U, AL
ki”1+c d-max M{B) c 5

A equacao que fixa a maxima flecha do cabo pode

ser obtida de duas maneiras:

1) O cabo concordante z, @ ser determinado & uni
co e se desenvolve na superficie cilindrica vertical que
contem o eixo da viga. Neste caso, o cabo concordante deve
apresentar a flecha maxima igual a altura util d4 = h-2c da

viga. Impondo zG(B) - zO(A) = d, onde:

z (B) = Xxe" (B} + k.
e} -1
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seno, Sen(ei"&i)
A) = " + Lok, + : k
Zo( ) et (A) sen@i kl senei i=-1
a equacao obtida e:
sen(em&i) sen&i X
e ot .'.4-_._..#**%”4 . o —
1 senﬁi kxml send, kl +|max M(A)-max M{B) 5 d
2) Se o cabo concordante for desmembrado nos
dois cabos parciais situados nas faces da viga, as equa~
¢oes destes ultimos em fungao daquele primeiro, se escre
vem:
_ r+e o ke
Zl(a) = zo(a) zz(a) zo(a)

Ipicialmente determina-se a equagao do cabo con

cordante z (o) no interior do fuso de passagem e depois, a

o 2

traves dos fatores multiplicativos r+e/r e r-elr encon
tram-se as equagoes de z; € Z,.

Ora, se se obtiver, neste caso, cabo concordante

centrado com flecha maxima igual a 2 (B)“ZO(A) = d, e ima

p o a

ginando que esta flecha ocorra mno tramo i, o cabo parcial

z) tera, no mesmo trame, a equagao:

r.+te

zl(a) = zo(a)

o que leva a ter flecha maxima com valor:

r.te

[l

z(g)-ch)]H;
(4] [s]

[

i

Deste modo, ao se efetuar a transformagao senol
dal do cabo 1, de modo a aloja~lo no interior da viga com
cobrimento adequado, seria necessario aumentar a forca de
protensao de forma que o valor (ri+e/ri)[zo(B)~zo(A)] dim

i
nuisse até o valor d. Observe-se que o cabo economico a



sempre aquele que na transformagac, seja linear ou senoi
dal, & alojado de mamneira adequada no interior da viga, sem
alterary a forcga de protensao, Desta forma, conclui~-se que

a solugdo do problema € conseguida fazendo
ZI(B) - zl(A) =

Substituindo as expressoes de zl(B) e ZI(A) nes

K

ta equacgao, chega-se a:
zO(B) - zO(A) e T

Conclui-se entaoc que neste caso a equagao que fi

xa a maxima flecha do cabo concordante &:

Sen(ei~ai) sen& N
1= hgggﬁz_“_m ki1t sene k. +max M(A) -max M(B)
T,
_ i
h r;%&
i

1mag1nando gque se pretende determinar as equagoes
dos cabos parciais, o sistema de n equacoes a n incognitas

se escreve:

i - S .
11 "
841 12 7 2 Xg | & 0
891 Sgp vr Sy n2 X2 ) “ 0
- . - . ® . =
59—2,1 6 2.2 "p-2 n-2 *p-2 " fh-2 kn—z 0
1 0 e ~maxM{B) by C'-Eﬁf%iggl
sen(ﬁf—ai) sen-tgﬂi 3 T.
v N 1
[ sen g senei 0 [maxM(a) maxM(B)] P T e
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O0s valores de 6 e ¥ de cada relagao de concor
dancia podem ser obtidos atrawves das tabelas de integrais
do produto de duas fungoes deduzidas por Montanari [15}.

Neste caso, 0s coeficientes ¢ valem:

r.

8, . & et (senB.-0.-cos0.)

i,1~1 2sen O, ot -
i
rl.. r. 1

&, . = ——z— {B.~senb.cosbh.)+ 1t (6. .-send
t 2sen 0, - . 2sen” § Tie1T0 i+1cosei+1)

1 i+l

r.
e . 3t1 -
(Si,i"}‘}. = (Senei+1 ei+1°cosei"¥1)
2sen Bi+1

Qualquer que seja a transformacao introduzida pa
ra alojar o cabo no interior da viga, nota-se que 08 hipe
restaticos de protensaoc criados adicionam ao momento igos
titico do sistema fundamental, uma parcela senoidal, alte
rando a forma final do cabo e, portanto, O momento de fle
x50 final. Em decorremncia, a linha de pressao se altera
nio sendo mais possivel afirmar que a mesma permanecera no
interior do fuso de passagem. Por isto, sera necessario fa
zer sempre uma verificagao.

Imaginando uma transformagao senoidal sobre o ¢

| f

bo, determinam-se agora oS hiperestaticos de protemsao i

(=

trpduziéos. Considere—se um trecho genérico de wuma viga
curva continua com o cabo ja alojado de maneira adequada,
conforme apresenta a Fig. 5.9.

Para garantir o cobrimento do cabo real & nmeces

sario que:

Fazendo:
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Considerando a. o valor da ordemada do cabo con
3 =
cordante no apoic i e,'Gi ou Gi+1 a malor ordenada do mes

mo cabo nos tramos adjacentes, tem-se:




G —
sen( el ai+1) - senmi+1 s
i+l 141 1 sen61+l_ 1+1 sen i1

. < v,
141 1

Substituindo estas equagoes nas relacoes anterio
res, obtém-se:

-~ Para v. < v,
1 i+1

sen(@.bai) sena,
L . t v "
ai'd Vi’d %‘(ai+ki)d V'+k1n1 senGi i sen@i d
sen(@.“a.) send, ' '
; i1 1 d - _
Ki1 “send +ki( senf, h:)+(vi W:‘ai) 0
i 1 d d
_ N < v
Para Vi+1 Vi
N sen{Q. =0, .) send,
a.d'=v, od" > (a.4k,0)d" = |v. k. L SN 1.2 3 [T
1 i+1 i1 i+l 1 senf. i+l send,
1+l i+l
sen(0;, 7%, a4 sentyy - a' -
ki( senf it ki+1 senb +(vi+1w ~:~a_) =0
i+l a" i+l a *
0 mumero de equagoes obtidas € igual ao  numero

de apoios intermediarios. Deterwminadas as incognitas hipe
restaticas, a equacgao do cabo real no tramo i, a partir do

cabo concordante,se escreve:

seno Sen(eiha)
i(a) N zoi(a) * ki senei * ki—l __Egggzn_

0

Obtido o cabo real centrado, nota-se que a trans
formacao sencidal, por alterar a forma do cabo, faz com
que a flecha maxima do mesmo seja maior que (ri/ri+e)dmdl,
por isto, ao ser desdobrado nos cabos parciais, o cabo 1
nao fica mais alojado adequadamente no interior da viga.

As ordenadas do cabo transformado nas segoes A e



B do tramo i ficam:

z (B) = z (B) + k.
0 o 11

- sengi sen(ei”ai)
zo(A) = ZQ(A)+ki senei * ki—l sen§i

Calculando a flecha mixima tem~se:

sen{f.-0.) send.
i1 i

Zo(B) - Zo(A) - ZO(B)QZO(A)+ki~1 1- _Msenei N ki senei - d1 g dl

Para que o cabo real tenha flecha maxima igual a
dl’ € preciso diminuir proporcionalmente a correspondente

flecha do cabo concordante que corrigida fica:

dl = s
corrigida d

Resolvendo o sistema com este valor para dl’ che

gar—se~-a no final a cabos parciais reais com cobrimento a

dequado.

Observe-se que se fosse introduzida no cabo con
cordante uma transformagao linear, obter~se—ia cabo real
de mesma forma que o anterior e nao seria preciso corrigir
o valor dl, embora o momento de flexao final se alterasse
e com ele, a linha de pressao.

Ainda com relagao aos cabos parciais, se os raios
das curvas adjacentes a um apoio intermediario da viga fo
rem diferentes, tais cabos, obtidos pelo desdobramento do
cabo real centrado, terao naquele apoio uma descontinuida
de. Nos tramos adjacentes ao apoio i, as equacoes dos ca

bes parciais ficam:




Tramb i Tramo i+l
r.+e r. . te
- i - - -
21 == T A Zl = 1 Z
. o T, o
1 1+1
Y, =-e -
e S PR L S
z = D ] ——
2 T, o 2 r. 0
1 i+1

No apoio i a diferenca de cota dos cabos entre o

tramo 1 e o tramo i+l sera:

. . te r, . te z .
Cabo 1: 2 I z {B.)- R z (o) = 2 e(r. -r.) = h
ri o 1 ri+1 0 ri-ri+1 1+1 1
i - Yivl © - %6
Cabo 2: I'Ii Zo(e.)"“ “";‘_“‘;‘:;” ZD(O) w r,.rl-_{_l e(rl-{—l“r') 2 _,..hl

Para restabelecer a continuidade dos <cabos: par
ciais & necessiArio fazer transformacoes lineares nos mes
mos, de modo que cada um tenha ordenadas coincidentes no a

poio.

T? Fi.' G’E T? ri‘f! N 8i,'§’] Tt
| b i
i-1 i+l
h_(eudwd)
Y [ Teabo 1
i+l *
£
~h . 8in - \cubo 2
g
Bi+1

FIG 5.10— TRANSFORMA(}ISO LINEAR DOS CABOS PARA
RESTABELECER A CONTINUIDADE NOS APOGIOS.

Isto pode ser conseguido fixando-se as ordenadas
dos cabos parciais no tramoc i e acrescentando-se no tramo
i+1 o valor hl(ei+1ua)/8i+1 para o cabo le -h1(9i+1“a)/9i+1

para o cabo 2, e assim sucessivamente (Fig. 5.10).




Na transformagao linear os deslocamentos dos ca
bos parciais serao iguais e de sinais contrarios, nao alte
rando o momento de flexao final. O momento de torgao final

também permanece inalterado,

5.4.2 -~ Protensao nao centrada

Trata—se de determinar inicialumente uma linha de
pressao ou um cabo concordante no interior do fuso de pas
sagem, que cria momentos de flexao e de torcao e, que este
ja situado numa superficie cilindrica vertical de raio r+e®.

Como se sabe, para que a condigao de concordancia
seja obedecida @ preciso que em cada apoio intermediario o

corra:

6. 8. 0 o
R ( i+l R i+l o
EXIS. = M M, -ds+ . M .M, -ds]+K T .T,-ds+ T T.ds|=0
, p I jo p 1 o p 1 o p 1
0

No sistema fundamental, o cabo resultante com ex

A % * .
centricidade e” e ordenadas zo(a) cria os esforgos:

Mo = P - z*

P o

0 "
T = - + e -

P dx

. E. - s . .
Referindo z a superficie cilindrica vertical que
contem o eixo da viga e mantendo a mesma inclinagao para

o cabo, tem—se:
*
rte
2¥(a) = 285 2 (o)

onde z (o) sao as ordenadas de um cabo centrado, e fazendo
0

ainda:




. +e
M = p LA z (@) =P + z (o)
P o
* * %
dz dz % d=z
'I‘o = ~P.pg C: == -_—‘_i).e*. r . .a__s_?_z -P. ___Emw_a_a_?.
P dx r+e* r+e*

Adotando para o cabo concordante exceéntrico a

forma

sen(8,—-0)
SERC 4k, o

* . 1] )
ze(a) = e (u)+ki senBi i-1 sanei

~ 0 ..
o momento de torgao Tp fica:

I 0 ) - - .
Substituindo Mp e Tp na relagao de . concordancia

, a. sen{(8,-a) 8 "
- 1 " seny i seni e de
E18; 0 J [Ae (©)*k; Send, **i-1 "seno; ]senﬂ. sy J {)‘ do "
O 1 1 1 0
cos (0. ~0)
1 cost 1 1 1 costt
+ki(§T-“ senb. )+ iwl{ send, - ﬁ?v]}(ﬁT-u sen@.)dS+
i 1 i i i i
ei+1 sen(B. _-a) sen(B. _-o)
* J [Ae"(&)+k. W,.,______’é“ o1 sgna } é“ ds +
. i senl, | i+l senl, senf. .

i+1 " cos{D. _-a)
+ 1_{'+1 J {A 33 +k'[ é+1 - 81 l+k'+l(61 *
i o it senf. . 141 i i+l

cosc ] [COS(8i+1—a) 1

sen@i+1 sen8i+1 8i+1
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onde K% = om0 K

~ v s .
Desenvolvendo a expressao com o auxlilio da Fig.

5.11, obtem=~se:

81 ?i‘*‘l = 81 de"
)\{J eMlds-i»J eMlds+hi[j T Tlds+
0 o o
8i+1
ae" e
+ J —d_—{:]i_— TldS]}"‘ ;\\6 ’O

G.
0, sen{0.-a) i cos{f.-q)
k. [J M ds +K’f’f AR TR Y ds} = AT
1~1 1 1

senb. eeonb. 8.771 i,i~1
i i i
0 0i41 sen(d, .-o) 0
L genO i+l % |1 1
Ky {J send. MldS * I genb: .. - Mlés " K1[J ("ém. ¥
0 1 0 il o i
8, .-
_ cosw ) T ds|+ K* i+l COS(6l+1 @) 1 T dsl| =
sentl,” 1 i+l senb. o, 1
1 o i+l i+1
=k, &F
i i,i
0.
i+l 6,
sendy * i+l 1 cosQ : %
k. [J —— Mods + K, J ( - 3T ds] =k. &, .
i+l o seu@i*l 1 i+l o 8i+1 sen@i+l 1 i+l 1,i+1
Sabendo que e"(a) = ¢" - maxM(a) o de™ _ Eiiﬁi&%l
' |3 da P

) _ x '
expressao §. fica:
i,0
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- i+1 :
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% Sen ““\ / i sen 6 o
K. e (_Lw‘ cesC(’ & cos (O ~al 1 ]
Lrite” 8 ir:el\l ki ferte’| sen8ig 941
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P e
i,o X1 P
onde :
. 8.
Al 83__ i+l
. 3 &
Xi = J c Mi ds + J . c Ml ds
o 0
M %541
A, = max M-M, ds + [ maxM-M, ds
b3 1 J 1
0 o]
1] b ei X 85‘+1
w, = K, maxM' -M_ds+K.’ [ maxM'-M ds
1 1 1 i+l 1
o}

A relacao de concordancia escrita de maneira sim

plificada fica:

% . %
. A 3 [ A
i-171,i~1 "1 1,1

%

k %ki+1 i, 1+

e

1 1 i
p XA (A )

. s & =
Os coeficientes 9 sao compostos de duas parce
las, uma devido 3 flexdo e outra devido a torcao, e podém
ser calculados wutilizando~se as tabelas ja citadas ante

riormente. Atraves de transformagoes algebricas Montanari

[15] obteve formulas simplificadas:

" . [ * Gicosei . ZKfSEnBi]
6i,i~1 ~ Zsenb. (1wKi}m senb, (1+Ki)+ 9.
i i i
. s Gi N . ZK"."senBi
8,i = Tsend, [sen@. (14K ) —cosb (1=K )~ —- ] f
i i i
%
Y. . ' 2K, _senf,
141 1+l (1+Kf Y—cosh (1—K% Y- 1+1 1+1
2send. sen(. i+1 1+1 i+l g,
i+l 1+1 i+l



*
N ivl % 6i+1c038i%1 . 2Ki+lsen8i+1
i.i+k ~ Jsend (lmKi+1)m B ' (1+Ki+1)+ 8

i 1+l SERTi41 i+l

T

Uma outra equacgao pode ser obtida fixando-se um
ponto de passagem para o cabo.

A equacgao que fixa a maxima flecha do cabo con
cordante z:(a) e determinada de modo gue a0 ser desmembra
do nos dois cabos parciais colocados nas faces da viga, um
destes cabos apresenta flecha maxima igual a d = h - 2c.

A flecha maxima do cabe concordante, mo tramo i

fica igual a:

* % !
zo(B) - zO(A) S

3}
[= 9
B
[=9

e a equagao se escreve:

sen(ei«&i) seno, 3
1- W]klnﬁ senn, Fi* mazM (A) -maxM(B)] 5 = dy
0 sistema de n equagoes escrito na forma matri
cial fica:
'*; * T H L i 10 ]
- - k
S 812 ot Siaz %1 (By+wy) 1 0
ES X n _ i1l T
Syr Sy r %2 X2 () ) 0
’ . ’ ;’ 1] _. 1% % =
821 Sne2,277 Pa2n2 K2 RN Kn-2 0
1 0 o' —maxM{B) X el Eiﬂgﬁgl
sen(ﬁiwaa) senai 3 r,+e
1= g —— 0 [maxti(A)-maxt((B) 5 — -d
1 1 ri-i“e
7L 4L ]




A solugao do sidtema formece a equagao do cabo
concordante excentrico e a forga de protensao P, Verifica
da a existéncia deste cabo mo interior do fuso de passagen,
introduzem~se as transformagoes senoidais de modo a aloja-
~lo no interior da viga. Da mesma forma que na protensao
centrada do paragrafo anterior, aqui novamente a transfor
magao senoidal altera a forma inicial do cabo, por isto, o
cabo real assim obtido apresenta flecha maxima com valor
maior gque (ri+e)d/(ri+e*) de modo que ao ser desmembrado
nos dois cabos parciais reais um destes nao tera cobrimento
adequado. A solugao entao seria determinar os hiperestati
cos de protensao introduzidos pela transformacao senoidal

e a flecha miaxima do cabo z., transfarmado.

i
Z (B) = 2z (B) + k
1 o i-1
3 s sen(ei—ai) sen&i
zl(A) - ZO(A) * kiwl senl, +ki senB,
i i
A flecha maxima fica:
_ ~ . . sen(ei—&i) senai —
Bz (B) = 2 (B2 g ()l |17 ~gme, |74 sewe, ~ N

Corrigindo a flecha maxima do cabo concordante

obtém-se:

d, =4 —=
corrigido d

Com esta flecha resolve-se novamente o sistema,
e determinam-se o cabo concordante e a forca de protensao
P. Fazendo arfransformaggo senoidal obtém-se o cabo real
de modo que ao ser desmembrado nos cabos parciais, estes

terao cobrimento adequado.
Ainda com relacdo & transformagao senoidal, a al

teragao da forma inicial do cabo provoca uma mudang¢a no mo

mento de flexao final, o que torna necessario verificar se
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a linha de pressao ainda permanece no interior do fuso de
passagem.

Observe-se que para cada excentricidade e” adota
da para o cabo concordante, obtém-se uma solugac economica
ﬁara o caba e a forga de protemsao.

Ainda com relagao aos cabos parciais obtidos, se
os raios das curvas adjacentes a um apolo interno da viga
forem diferentes, estes cabos terao naquele apoio uma des
continuidade. Nos tramos adjacentes ao apoio 1, as equa

¢oes dos cabos parciais ficam:

Tramo i Tramo 1t1
. r.te . _ r +1+e »
zy (@) = ~Fee z (0) 7y (@) = -2 2% (0)
r.te ri+l+e
Y.+ e Y. -
- . - +1 . -
z (o) = 2 Z2%(a) Foo= ¥l TR
2 x 0 2 x O
T.4e . +e
1+1

No apoio i a diferenca de cota dos cabos entre o

tramo i e o tramo i+l sera:

Cabo 1
r. e r., ,+e (e—e™) (v -r.)
~ i+1 - 1 i -
Z (8.)"“ WMZ*(O)": 1+l 1 Z*(B.) = R
r.+e o1 r. .+e* © (r.+87) (r +e¥y O 1 1
i - i+l ite i+l
Cabo 2
r.-e ., = (e#e™) (r -1, )
Lzhe) - A 2 o)- 2 AL L t(e)= n,
ri+e ri+1+e (ri+e )(ri+1+e 3




Para restabelecer a continuidade dos cabos par
ciais € necessario introduzir transformagoes lineares nos
mesmos, de modo gque cada um tenha ordenadas coincidentes
em gqualquer apoio intermediario. Isto pode ser coﬁseguido
de maneira aniloga ao paragrafo anterior, ou seja,fixando-
~ge as ordenadas dos cabos parciais no tramd i, e acrescen

tando—~se no tramo i+l o walor h_ (8. _-a}/8, para o cabo
1" 1+1 1

+1
1 e subtraindo h2(8i+1“a)/8i+1 do cabo 2.

Egtas transformagoes nao alteram os momentos fi
nais pois; a soma dos momentos fletores parciais introduzi
da & nula e a resultante dos momentos de torgao parciais
introduzidos & linear nao alterando, portanto, o wmomento

de torcao final.
5.4.,3 - Protensao com cabos reversos
Neste caso, os cabos reversos criam momentos de

flexao e de torgao no sistema fundamental. No tramo i, as

equacoes destes cabos se escrevem:

. oy
ri+e { rime }
= . - T .
zi’i(a) = z ’ (o) =P J ’l(a) da
1 0
r.-e ri+e R
ZZ,i(a)z T =z ’i((x)+ =T J'O T ’i(ot) dal

onde zo(a) ¢ a equacao do cabo resultante centrado e Tp(a)
& o momento de torgao criado pelos cabos.
Para que as condigoes de concordancia sejam obe

decidas @ preciso que em cada apoio intermediario ocorra:
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o] .
Se se adotar Tp proporcional a Tq, o5 momentos no

sistema fundamental fiecam

M =P .« z (o)
P O

3
i

B - T (a)
q

assim, o momento de torgao T; podera influenciar ou ate
mesmo anular o momento de torgao causado pele carregamento
externo.

Adotando um walor para 8, calcula-se o valor das

integrais

da relacgao de concordancia, de maneira que se obtém:

. 8
el O 1+l o
M M, ds + M M ds = ~Q.
r1 p 1 1
o o}
0 problema consiste em determinar inicialmente
um cabo resultante centrado zo(a)'no interior do fuso de
passagem, tal que ao ser desmembrade nos cabos reversos,

estes criam um momento de torgao previamente definido e se

jam concordantes.

Adotande para equagao do cabo centrado a forma

sen(6.-a)
sena i

_ "
zo(a) e”(a) + ki senei + kiwl sen9i



s s o ~ . . ~
e substituindeo Mp na expressao obtida a partir da relagao

de concordancia obtém=-se

0. 8.
1 i+l
}:’[J szs+J szS}&mQ.
o 1 o 1
o) o
gque desenvolvida fica:
ei send sen(8i~a}] sendt fei+1[
J [Ae (a)+ki senf . +ki-”l send, senb ds + j Aello) +
0 1L i i o
send sen(ei%lmu) ]sen(8i+1ea) Qi
+ Y, e RK dg = — ——
i+l sendb. 1 senb. senf, P
1+ i+ 1

1 i +1

Com o auxilio da Fig. 5.12 pode-se escrever esta

expressao na forma simplificada

" ")
R PR L PR PRI R T I T

onde os coeficientes do primeiro membro sao os mesmos obti
dos no paragrafo 5.4.1.

, Fixando-se, por exemplo, o ponto B para passagem
do cabo, obtém-se uma outra equagao.

0 cabo centrado e os cabos parciais tem formasg
diferentes, portanto, flechas maximas diferentes. A solu
cdo economica & aquela em que se determina o cabo centrado
e ao desmembra~lo nos cabos reversos, um destes tem flecha
maxima igual i altura util d4 da viga. Por isto, para se ob
ter a equagao que fixa a miaxima flecha para o cabo centra

do devem ser estudadas duas possibilidades:

1) 0 cabo z, tem a maior flecha e supondo que a mesma
ocorre no tramo i1, as ordenadas do cabo nas segaes A

e B, daquele tramo, serao:



¢1A)

~ e e

i- P, B, i+
SRl A L ) SRRAA RN i
Ul F3 s H ]

Tzzp'[q : "
M. AT, M. 1T,
o cos(ew W W[_I_U’
[~ - 57 '
{ sen 8 a;

<[ W(cosiﬂm“a)— L

cos O EETY P B, ve

1 cosC
(5] Seftei.ﬂ

}
iry

ne'
1“! i ] }; . L1 !
iy i Y \}
\ |
L
- L sen B~ L
Y1 e 6
H §§| : i T
l o . sgnLBiﬂ—Q’)
ki%%%gi ' sen Oj 4y

I

I [T
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ZI(B) = A z (B)
E i. O
1
2 2 o a.
rl-e rl"'e L
zl(A) = z (A) - - B T da
e} el
Fazendo:
= g

zl(B) - ZI(A)

a maxima flecha do cabo centrado sera:

o,
s r.-e o o
zo(B) - zO(A) a —~ d- Y BJ T do = d
o 0
o a,
1 S—
ComB<OeJTdu < 0 =+ 4 < 4d
oq o)

Conclui~se que o cabo z, terd a maior flecha somente quando

o valor da integral for negativo.

2) Supondo que o cabo z, tem a maior flecha e fazendo
z,(B) - ZZ(A) = d

a maxima flecha do cabo centrado sevra:

o,
r r.te ¢ l _
z {(B)-z (A)= d + = 3 J T dao = d
o o eP q
1 0
G
o.
e 1
Com B < 0 e J qua > 0 3 < d
© (&)
Analogamente, conclui-se que o cabo 2z, tera a

maior flecha somente quando © valor da integral for positi

VO .



0 sistema na forma matricial sé estcreve:

Q1
; A K L
611 512 o B 8 a 5191‘1—-2 Xl A]- .1 P
) 1 1" S?z
8yq 622 oo ngnmz Xy ~b, k, =
. . . . ) . Q-
. . . . . o -
- K N
n2,1 %ne2,2 vttt Sio e Xno A", k. :
i 0 e ~maxM(B) A ' mlnE(B)
sen(@iwai) sen&i \ ~
- genf, géne_ 0 {maXM(A)ﬂmaxM(Bj 5 4
1 1
- B .

Resolvido o sistema de eguacoes, encontram—se a
forga de protensac P e a equagao do cabo resultante centra
do. A seguir, faz-se a verificacao da existéncia deste ca
bo no interior do fuso de passapem e, aplicam—-se as formu
las de zZ, €& 2z, obtendo desta forma as equacoes dos cabos

reversos concordantes. Havendo descontinuidade nos apoioes

intermediarios, introduzem-se transformaccoes lineares nos

mo

cabos da mesma maneira que na protensao centrada, e de
do a lhes restituir a continuidade naqueles apoios. Estes

alteram

deslocamentos, conforme visto anteriormente, nao
os momentos de flexao e de tor¢ao do sistema fundamental.

5¢e

A obtengao dos cabos reais pode ser féita da
guinte maneira:

0 cabo reverso com flecha maxima igual a d & des

locado de um valor a em toda sua extensao de modo a ficar
alojado no interior da viga com cobrimento adequado e, da
mesma forma o outro cabo & deslocado de um valor -a. De

pois de alojados, um dos cabos aproveitara toda a altura u

til da viga em pelo menos um apoio e tramo adjacente en

quanto que o0 outro tera folga no cobrimento. As relagSes
£i

respec

de concordancia permanecem inalteradas e os momentos
nais de flexao e torcgao criados pela protensao sao

\ ) o . - .
tivamente Mp e Tp. Vale ressaltar que a posicao da linha

de pressao permanece inalterada.




5.5 -~ Exemplos

Considere~se uma viga curva continua submetida a

um carregamento externo conforme mostra a Fig. 5.13.

7 q=I0kN/m
CI:=z0854rm®
- [~
»‘Af Az 2,46 m?
7 I
1 R K:1,2965
R ¢ = k' 0,668 m
1 ¥ . X ¢t K":~0,668 m
D30 1,20 1.35 i
T ! !

FIG.5.13 — ESQUEMA DE VIGA E CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DA SECAO

As equacoes dos esforgos solicitantes sao:

3]
- 2 1 o sena
19 Tramo: Mg = grlsena(tg 5 ~tg i) 6487 ,9 enBl
°1 % 1 cosa
- — x - Y A O
Tg = grl( tg 3~ cosarsenu—a+ ); 6487,9(81 Egﬁgz)
M = q(r,+e) sena(t E}~~t 2y.1128,5 £ER2
q q rl g ez g 3 s senel
G T . 8
- 2 1 . o
Tq = q(r1+e) ~tg 3 cCosSO+senc Tve (o §~)] +
- 1128,5(s— - fos%
’ 81 sen§1
3] sen{(f,-a)
- 2 2 oy 2 , sena 1
2¢ Tramo: Mg - grzsena(tg 2 te 5) 6487’9{ sen@z sen82
T = r2(~t ﬁz cosu+send—ot ﬁg}—6487 9 COS(BZH&) - f£osa
g BT2'77E 73 7 ’ senl, senb,
8 sen(8,-a) }
2 2 Oy _ [ 2 send
qu q(r2+e) seno(tg 5— ~tg 7) 1128,5 senb, senf,
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qu q(r2+e)2-etg gf-cosu+senu* rz+e(a“ 2?} -1123’5[Coziiézu) _ Zzzgz
TABELA 5.1 ~ ESFORGOS SOLICITANTES (kNm)

Secao| o max M min M AM T max M
adotado

0 0 0 0 0 -602,6 207,652

1 3 | 1481,79 1266,28 215,51 5254 1574,001

2 6 | 2465,84 2107, 68 358,16 ~303,5 2487,927

3 9 | 2949,43 2521,88 427,55 | -203,3 2949,430

4 |12 | 2931,25 2507,75 423,50 - 10,8 | 2958,510

5 1 15 | 2411,34 2065, 33 346,01 +167.5 2515,166

6 | 18 | 1391,14 1195, 14 196,00 305, 5 1619,399

7 | 21 98,37 126,58 28,21 377,1 271,209
8 24 -1813,17 -2137,63 324,46 356,3 m1529,404_

9 27 ~3945,50 ~-4636,52 691,02 217,3 -3782,440
. ,396// ~6487,90 | -7616,40 | 1128,50 -w:§§%;%~~» ~6487,900
11 | 3 | -2757,00 ~3255,60 498,60 _607,7 | ~2517,424
12 16 |- 155,00 148,40 6,60 6344 570,724
13 | 9 2586, 60 2241,50 345,10 ~508,1 | 2776,544
14 |12 4052, 30 349550 556,80 279,7 4100,036
15 15 4541,20 3913,50 627,70 0 4541,200

0s valores dos esforgos solicitantes sao fornecidos na Tabe
la 5.1. Adota-se para max M uma fungao parabdlica de modo gque em cada

secdo se tenha max M ~ max M, significando que a curva limite

adot ado

superior e' obtida a partir de max M representa a curva e” real
adotado

e esta no interior do fuso de passagem. A equacao adot ada para max M &:

a = 207,652 kNm
4 -
4f (2 ~1)+(E_E)a+a

19 Tramo: maxM{a)= : b = —6487,900 kim
By O %y
f o= ~5655,29kNm
LE . o ' b = 6487,9 kNm
20 Tramo: maxM(a)= §E{§;~—1)+b £ = -11029,1 KNm
a = -6487,9 kNm
30 Tramo: maxM(o)= gf- (é£~—1)+(%§ﬁa +a b = 207,652 1dm
33 f = -5655,29 kNm




A partir dos esforgos solicitantes e das caracte
- " - - —~ - bl
risticas geometrricas da segao, defermlnar—se—-ao para os
tras casos de protensio desenvolvidos, os tracados economi

cos dos cabos e as respectivas forgas de protensao.
5.5.1 -~ Protensac centrada = P constante
O0s coeficientes das relagoes de concordancia po

dem ser calculados com o auxilio das tabelas fornecidas em

anexo e seus valores sS40

§,, = 8,, = 21,7407

8,9 = 8,, = 6,5170

X; == x; = 21,4788

Ay = A; = 10.854,5223

Fixando~se inicialmente para ponto de passagem

do cabo a extremidade inferior do fuso na segao do apoio
intermedidrio correspondente i segao de maior AM, obtém-se

a equacao:

Ae"(B) + kl = e'(B)

ky *+ 0,668+ 6487,9 o = ~0,668

N , 76164
P P
A equacao que fixa a maxima flecha do cabo con~

cordante e

‘ sen(8, -a) :
2 seno | S

onde :



d, = d d = h-2¢c = 2,30m + d1 = 2,25648m

A equagao obtida e

A

0,48236 k., - 0,51764 k, + 11029,1 7 2,25648

1 2

e o sistema na forma matricial se escreve

21,7407 6,5170 21,4788 -10.854,5223} |k 0
6,5170 21,7407 21,4788,  -10.854,5223| |k, 0

1 0 0,668 6.487,9 Il 0,668+ Zﬁigii
0,48236  ~0,51764 0 11.029,1 %) 2,25648

cuja solugao formece:

P = 3825,00 kN
F,

A = 0,77631
|1y = k,= -0,51211

Com estes valores pode-se determinar as ordenadas
do cabo concordante centrado. Para aloja—~lo no interior da
viga introduzem-se transformégges senoidais que alteram a
forma inicial e consequentemente a flecha maxima do cabo.
Assim, ao desmembrar o cabo trans formado nos dois cabos paxr
ciais, Zy & Zg, 0 primeiro. deixa de ter cobrimento adequado, .
£ preciso, portanto, corrigir a flecha maxima inicial 4, do
cabo concordante. Primeiramente, com OS parametros obtidos
determinam~se as ordenadas deste cabo:

apolo . " = 2
(secao B) N zo(B} Ae (B)+k1 1,32321




. [}
vao Eentral + oz (A) = Ae'(Aa)+2k 3331£w = —-0,93327
(secao A) o 1 senBQo i

Como o cabo concordante & simétrico, os hiperes
‘taticos introduzidos na transformacao senoidal sao iguais

e podem ser caleulados fazendo:

Z (B) + k 1
° -4 5 x =k, = -0,19159
senISO d‘ 1 2
z (AY+2k 28022
o sen30®

A flecha maxima do cabo transformado &:

Sen(eZQ&) send
1 1 1 1- senf “kz sen82 = 2,26324m

jadl
i
joh)
4
-

pA

Diminuindo proporcionalmente a flecha inicial do

cabo concordante obtém-se uma flecha maxima corrigida i
zual a
d
4y L. = A -r = 224974
corrigido 1 +
4

e ‘resolvendo novamente o sistema, obtém-se:

-

P = 3832,94 kN
y A = 0,77558
k, = k, = =0,51180

Com P=3832,94kN e 503= ch=15000kﬂlm2 caleulam-se os valo

res referentes is ordenadas extremas do nucleo iimite

+5,7628 m B" = 40,668 m

]
i

-0,668 m

o
It

-5,7628 =

L
it
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e conclui~se que os valores adotados iniclalmente estao
corretos. Com os parametlros conhecidos, determinam-se as
ordenadas das curvas limites e do cabo concordante, cujos

valores sao apresentados na Tabela 5.2.

TABELA 5.2 -~ PROTENSEO CENTRADA ~ P CONSTANTE - ORDENADAS
DOS CABOS CONCORDANTE E

DAS CURVAS LIMITES,

REAL E DOS CABOS PARCIAIS,.

Continuidade
" ' = - = restabelecida
Segdo| o € *o %o *1 *2 x
() (m} {m) (m) (=) (n) 1 2
(m) {n)
4] 0 30,6138 0,4761 -0 ,668 0,47061 0,4B8% 0,6632 G,480G% 0,4720
1 3 00,2574 00,1460 1 -0,9984 0,1261 G,1295 0,1226 G,1207 0,1314
2 6 00,0189 § -0,0924 { ~1,2179% | -0,1322 | ~0,1338 |~-0,312R87 | -G,1446 [ -0,1199%
"3 9 [~0,1015 | ~0,2388 | -1,3260 | ~0,2986 | ~0,3066 |-0,2905{ ~0,3154 |-0,2817
4 iz |-0,1035 | -0,2934 | -1,3222 1 0 1727 ] -0 3828 -0 34271 -0 39146 |-p 2579
5 15 0,1180 | ~0,2558 | ~1,2068 ~0,3546 | ~0,365%1 -0,3450 { ~0,3729 | -0,3362
& 18 0,2455 | ~0,1259 [ ~0,9800 | -0 ,2439 ~0,2504 {-0,2373 1 ~0,2592 |~0,2285%
7 21 0,5972 0,0964 | =D, 6350 | ~0,0404 | -0,0415 [-0,0393 | -0, 06503 |-0,0305
8 124 ] 11,0670 | 0,4312 | -0,1103 | 0,2560 | 0,2629 | 0,24911 €,2541 | 0,2579
9 27 1,65438 0,8:33 09,5617 0,56455 0,6629 00,6230 0,6541 0,6368
30 . 1,1588 1,06937
5] ) Pt 20 N el S
16 ° 22,3607 1,3193 11,3191 1,1282 11500 i,1963 1,1500 1,1065
11 3 1,3243 0,5092 00,1814 06,3159 06,3220 0,3099 00,3220 04,3089
12 [3 0,519 | -0,1207 | ~0,7067 | ~0,315% | -0,3220 0,3098 1 ~0,3220 §{-0,3098
13 9 |-0,0564 ;-0,5707 | ~1,2528 | ~0,7672 | <0,7820 {~0,7524 | -0,7820 | -0,7524
14 |12z 1-0,4017 | -0,8407 | -1,5800 ] -1,0380{ ~1,0580 (-0 0180 | ~1,0580 [ -1, 0180
15 |15 1-0,5168 | -0,9307 | -1,6890 | -1,1282 § -1,1500 [-1,1065| -1,1500 [ -1,1065
e¥(a) = v max M) a'(o} = ot- ZED Hia)
P P
(19 Tramo: 2z {g) = 0,77558 e"(a) - 0,51180 2503
o sen[)1
z
° senn sen(Bz-u)
29 Tramo: = (a) = 0,77558 "{a) - 0,51180D “U —————~——-]
o senl, senﬂ2 i
1¢ Tramo: z {a) = z {a) ~ 0,1908 sent
[ o sendy
z
o B sena sen(Gz*a)
. - — e
20 Tramo: z,(a) = 2_(a) - 0,190¢ {mmz T ]
r1+e - - riUe .
19 Tramo: z 1% Tramo: z
T o [3 0
- i - 1
I z
1 . 2 e
qu Tramo: z ¢ framo: z
ry o 2 o
19 Tramo: ;1 - 0,0088 1% Tramo: Ez +.0,0088
*1 _ "2 -
20 Tramo: 2, 29 Tramo: z,
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Verificada a existéncia do cabo concordante 1o
interior do fuso de passagem, introduzem—se transformacgoes
senoidais para baixo no cabo z, de 0,1909m sobre os apoios
intermediarios obtendo desta forma o cabo discordante z

O
‘que, por sua vez, ¢ desdobrado nos cabos parciais El e §2¢
Para restabelecer a continuidade destes cabos, nos apoios
intermediarios, fixam-se as ordenadas do tramo central en
quanto que nos tramos extremos subtrai-se 0,0088m do cabo
1 e soma-se ao cabo 2 a mesma quantia, obtendo desta manedi
ra os cabos reais zy e z, alojados com cobrimento adequado
no interior da viga.

0 momento de flexao final criado pela protensao

& determinado a partir do cabo resultante real e o seu wva

lor é:

- seno
o : = TR
19 Tramo: Mp P zo(a) Ay senf
_ sen(@i"a) sena
o . . == i +
2. Tyamo: Mp P zo(a) oAy ““ggﬁﬁzw” XE sen@i

onde Xl e X2 sao os hiperestaticos de flexao criados pelo

cabo real.

0 momento de torcao final &:

_ 1 cosqg
19 Tramo: Tp = Xl(gw gg;g*)
1 1
1 1 caosd
20 Tramo: T = X% (EEEEW Bt I 0. DN Gty |
P 1 senb, 82 2 61 sen&z.

¥ preciso verificar ainda se a linha de pressao

permanece no interior do fuso de passagem.

Na Fig. 5.14 estao representados os cabos par-

ciais reais.
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FIG. 5. 14 = PROTENSAO CENTRADA — REPRESENTACAO DOS CABOS REAIS.

5.5.2 - Prpotensao naoc centrada - P constante

Reste casé, prOCurarwsé*E determinar os tragados
economicos dos cabos parciais, de modo que o cabo resultan
te, e concordante, esteja situado numa superficie cilindri
ca vertical de raio r+e®, onde e* = 0,50m.

0s coeficientes das relagoes de concordancia cal

culados com o auxilio das tabelas ficam:

x * 1" n

8., = 85, = 21,7450 by = b, = ;0854,5223
X _ * - " - 1] -

§7, = 83 = 6,5189 wy = w, = 1925,3036
Xy = Xy = 21,4788

Uma outra equacao € obtida fixando para ponto de
passagem do cabo a extremidade inferior do fuso de passa

gem, portanto:
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kl + 0,668 A *6-4§7,9%’3 -0,668 + ZE%ELi

Supondo gque a diferenga entre as ordenadas do ca
bo no apoio e no meio do vao central corresponde 3 maxima

flecha, a equacao fica:

*
+e

® rZ
27(B) - z¥(A) = 4 onde d. =
o o 1 1 r2+e

d = 2,27260 m

0,48236 k = 0,51764 k, + 11029,1 % = 2,27260 m

2

0 sistema de equagoes se escreve:

21,7450 6,5189 21,4788  -12.779,8259] |k, 0
6,5180 21,7450 21,4788 -12.779,8259| |k, 0
T 7616, 4
1 0 0,6680 6.487,9 . i -0, 668+ “%%WL
0,48236  ~0,51764 0 11.029,1 %- 2,27260

que resolvido fornece:

P = 3.777,911 kN
3 A = 0,77248
L ki, =k, = =0,49458

valores que definem a forma do cabo concordante excéntrico.
Para aloja-lo no interior da viga introduzem-se transforma
goes senoidais que, como se sabe, alteram a forma inicial
e consequentemente a flecha mixima do cabo. B preciso en
tio corrigir a flecha maxima inicial d, do cabo concordan
te, Com o8 pargmetros obtidos determinam~se as ordenadas

deste cabo:




apoio ® _ . )
(secao B) ZQ(B) Ae"(B) + Kk, 1,34803
- _ .
m?o.cﬁntZ?l Z*(A) = Xe"(a) + 2k EEEEEE - 0,92457
SesEe e sen30

Como o cabo concordante & simétrico, os hiperes
taticos introduzidos na transformagao senoidal sao iguais

e podem ser obtidos fazendo:

%
zF(B) + k i
o 1 - @' >k, =k, = -0,20806
* senlSo d
225 (A)+2k, ——
') 1 0
sen30

A flecha maxima do cabo transformado fica:

_ sen(Bzwa) -
., = d, + k., 1- —u o, 581% . 2 27994m
1 1 1 sen§2 2 sene2

Diminuindo proporcionalmente a flecha inicial do

cabo concordante obtém-se uma flecha maxima - corrigida i
~gual a:
d
dq .. =a. L =2 26528 m
corrigido 1 T _
1

Com este valor para dl’ resolve-se novamente o sistema e

obtém~se 08§ parametros:

P = 3.786,412 kN
A= 0,77171
== = —~0
k1 k2 , 49430

Conhecido P, calculam-se as ordenadas extremas do
nicleo limite, cujos valores coincidem com os adotados ini
cialmente. A seguir, determinam-se as ordenadas das curvas

iimites e do cabo concordante, apresentados ma Tabela 3.3.



TABELA 5.3 -~ PROTENSAO EXCERTRICA - P CONSTANTE - ORDENADAS
DAS CURVAS LIMITES, DOS CABOS CONCORDANTE E
"REAL E DOS CABOS PARCIAIS.

Continuidade

- n & [ = = reatebeleclda
Segao a® ¢ o e *a *3 2 . - T
{m} {m} {(m) {m} {m) (=) 1 72

(m) (m)
0,6132 | 0,6732 | ~0,6680 § 0,4732 | 0,4812 | 0,4359 | 0,4758 0,6677
0,2523 ] 0,1430 | ~1,0024 | ©,1218 | ©0,1233 | 0,1168 | 0,1179) 0,1286
0,0109 | -0,0949 | ~1,2246 {-0,1382 | -0,1405 | ~0,1332 | ~0,1459 |-0,1214

~0,1110 | -0,2403 | =1,3340 {-0,3051 | -0,3102 }-0,2939 }-0,3156-0,2821

12 |-0,1134 |~0,2930 [ ~1,3303 |-0,3792 | -0,3B56 |-0,3653 | -0,3910 |-0,3535

0,0037 | -0,2530 | ~1,2135 ] ~0,3602 | ~0,3663 |~0,3470 | -0,3717-0,3352

18 | 0,2403 |~0,1200 | ~0,9836 {~0,2481 | ~0,2523 ~0, 2390 | -0,2577 ~0,2272

21 | 0,5964 | 0,1060  -0,6346 | ~0,0426 {-0,0633 |-0,0410 | ~0,0487|-0,0292

264 | 1,07t9 | 0,4251] ~0,1035 0,2566 | ©0,260% | 0,2472 | 0,2555} 0,2590

27 | 1,6670 | 0,8376] 0,5565 | 0,6495| 0,6604 | 0,6257 | 0,6530 0,6375

L= - SV I~

WOt s oW S W N O
-
W

39 o |J.Ls54 | 1,097
10 0 Z,3815 1,3435 1,3435 1,1363 111500 I,IOBSM 1,1500F 1,1065
11 3 | 1.3329 | 0,5280| ©,1918| ©,3182 | 0,3220 | ©0,3099 | 0,3220) 0,3099
12 6 | 0,5173 | -0,1063 | -0,7072 | -0,3181 | -¢,3220 | -0,3098 | -0,3220-0,3098
13 9 |-0,0653 | -0,5593 | ~1,2600 | ~0,7727 | ~0,7320 | ~0,7524 { -0, 7820}-0,7524
14 12 |-0,4148 | -0,8312 | -1,5912 | -1,0454 | -1,0580 | ~1,0180 | -1,0580)-1,0180
15 15 |-0,5313 ] ~0,9218 | -1,7016 [ ~1,1363 | ~1,1500 | -1,1063 | -3,1500 ~1,1085
e {a) = oV DA% Mla) e'(ay = o' DMiF Mo}
F P
* n sent
19 Framo: z {a) = 0,77171 e (a) -~ 0,4%9430
] senﬁl
% )
Fo - sen{B, ~u)
*® it . sent i
|29 Tramo: z {a} = 0,77171 e"(a) 0,49430 {scnqz send, ]
r R *® send
1¢ Tramo: zo(u) - zo(u) - 0,2072 senﬂl
-k P,
Yo : (8,-a)
sen -a
-k #* sena 2
qu Tramo: z, (@) = zg(e0) - 0.2072 ,{sen—ﬁ—z send, ]
r, e Ty-e  _
19 Tramo: 1 z* 19 Tramo: ! 5 =:
rlive ° - . rl+c
21 T,
r,te  _ ry—e _
2¢ Tramo: 2 7 z: 29 Tramo: 1 T z:
tz*ﬁ r2+e
19 Tramo: 21 - 0,0054 1¢ Tramo: z, + 0,0118
L £,
| 29 Tramo: 2, 2% Tramo: ;2




Verificada a existéncia do cabo concordante no
interior do fuso de passagem, introduzem-se no mesmo trans
formagoes senoidais para baixo de 0,2072m sobre os apoios
intermediaxios obtendo desta forma o cabo discordante z

o
que, por sSua vez, & desdobrado nos cabos parciais z, e z,.

Para restabelecer a continuidade destes cabos nos apoios
intermedidrios, fixam~se as ordenadas no vao central, en
guanto gque, nos tramos extremos, subtrai-se do cabo 1 a

guantia de 0,0054m e soma-se 0,0118m ao cabo 2, obtendo
desta maneira os cabos reais z, e zz convenientemente ala
jados mno interior da viga,

Calculando os hiperestaticos de flexao introduzi

dos pelo cabo resultante real, o momento de flexao final
fica:
- %
19 Tramo: M = Pz (o) + x, 2502
P o 1 senB1
sen{0,~a)
29 Tramo: M = Pz*(a) + X NS S + 2en
0 1 sanﬁz 2 sene2
0 momento de torcao final &
o , - 7° 1 cosa
19 Tramo: Tp Tp + Xy (@;- senBl)
cos (8,-a)
=0 2 1 1 coso
&) H = d K A e e ) R (e
29 Tramo 'I‘p Tp 1( senGz- 82) 2(92 EEEEE

onde T; € o momento de torgcao criado pelo cabo resultante
real no sistema fundamental,

As forcas de protensao dos cabos parciais 840
obtidas fazendo:

*

3786,4 e* | L 3786,4 02 v L 1192 N
15.__2%(“?)««2594,41{1@ P, 5 - =)

0 momento Mz p,criado pela excentricidade do ca-

3
bo,e& constante ao longo da viga e com valer:



M, = (P,~P,)e = 1893,2 kNm

Na Fig. 5.15 estao representados os cabos parci=-

ais reails.
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FIG. 515~ PROTENSAO NAO CENTRADA ~ REPRESENTACAO DOS CABOS REAIS.

5.5.3 - Protensao com cabos ryYeversos — P constante

Sejam determinar os tragados economicos dos cabos

reversos de modo a eliminar a metade do momento de torgao
provocado pelo carregamento externo, portanto, B =-0,5. 1
nicialmente determina-se um cabo centrado z, - . 0Ds  coefi

cientes das felagoes de concorddncia sao iguais aos ob
tidos na protensao centrada, bastando acrescentar os coefil
clentes:

R, = 9, = 1176,5

-

A equagao que fixa o ponto de passagem também & a

mesma da protensao centrada e a equagao que fixa a maxima
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flecha do cabeo depende do sinal da integral

o - o,
Yr: 1
T da
lo "4 o
o J1s°
j T ddo = =-118,957 < 0 <+ o cabo 1 tem a maior flecha
e} q o] +
A flecha maxima &
¥ r. —e a 150
2 . _2 - _3024,592
d, = 55 d t5— B ( T, do 2.25648~ Sotla228
2 J
a 0
e a equacao pode ser escritas
0,48236 k| ~ 0,51764 k, + 11029,1 %,x 2,25648- 293%L22§

0 sistema de equagoes obtido se escreve

21,7407 6,5170 21,4788 -10.854,5223 1k, "11;6,5
6,5170 21,7407 21,4788 ~10.854,5223 |k, "1172:5
_ 170
1 0 0,6680  +6.487,9 0,668+ Zﬁ%ﬁig
0,48236 -0,51764 0 11.029,1 2,25648~ 224,292

cuja solug

ac fornece:

P = 4727,9 kN
, A = 0,68616
= = -0 0
k, =k, ,45700
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Com os parametros conhecidos, determinam-se as
ordenadas das curvas limites e do cabo resultante e nota-
-se que pelos valores apresentados na Tabela 5.4, este ca

bo esta no interior do fuso de passagem, Aplicando as for

mulas de z, -e z, obtém-se as ordenadas dos cabos reversos

1 2
concordantes. Para restabelecer a continuidade destes ca
bos nos apoios intermediarios fixam-se as ordenadas nos
tramos extremos enquanto que, no tramo central, soma-—se

0,0073m ao cabo 1 e subtrai~se a mesma quantidade do cabo
2. Para alojar os cabos no interior da viga faz—se desloca
mentos de 0,1816m para cima em toda a extensao da viga pa
ra o cabo 1 e igual deslocamento para baixo para o cabo 2.
Os momentos finais criados pelos cabos sao iguais
a H; e T; e a linha de pressao nao se altera.
Na Fig. 5.16 estao representados os cabos par

ciais reais.
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|6 — PROTENSAQ i CABOS REVERSOS -

REPRESENTACAO DOS CABOS REAIS .




5.6 ~ Determinacao dos tracados economicos dos cabos de

protensac com forga de protemnsao variavel

5.,6.1 -~ Protensao centrada

A resolucao do problema & semelhante a do para
grafo 5.4,1, alterando apenas a forga de protensao que, nu
ma secao qualquer, @ expressa em funcao da maxima forca de
protensio, ou seja, P(a) = n(a)P

As curvas limites, superior e inferior, do fuso

de passagem ficam:

" - w_ max M{a) ¥ - - min M(a)
e () ST Ry . P e’ (u) T Rtay Ty
Substituindo M; = n(a)vP-zO(u) na expressao da

relagao de concordiancia e, com o auxilio da figura 5.17,

chega—se a:

1 T
L. Y. AL = =0
kiﬂlai,iwl+k°61,i+ki+1 i,i+1 X1 i P
91 sel‘l(ei"a) send ds = k 6i
- -1
ki_“‘l JO U(S) Senei Sﬂﬂei 1-1 .
®;
send send 4o 4
ki[ JG n(s) senB senB;
9i+1 sen(@, l"ﬁ) Seﬂ(6.+l~a)
+ J n(s) s L ds | = k5.
ii,i
o)

sen8i+1 sen8i+1
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9
el sen{6. ,~a)
ks [ nis) np ;+1 ds = k°+16i i+1
i+l o sen8i+1 sen8i+1 1 s
1 ei | 0i+1'
X' = C"{ [ ﬂ(S)H dsg + E‘ n(S)MléS
1 1 JO
s}
. ei 8i+1
A, = [ max M-M_ ds + [ max M-M_ds
1 i 1 i 1
4] O
1—1 1 4
T o9 9N Tit1 0941 gy Tiez Ol 1l
ié LI it A}‘“’
Aytoone

, sen O
AR send; T kg

sent 4y

I
\sen(@i»—a)

sen 6

T TR
| ‘SEﬂ(ei-g-'imu)

sen 844

T TTTTTY
LT
i}

(IR S|

‘laf‘lis!

AL
sen Of
sene-{ﬂ

F1G. 5. 17 — MOMENTOS PARA A DETERMINACAO DO CABO
CONCORDANTE.
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De um modo geral, estes coeficientes deverao ser
calculados por integracao num@rica.

Fixando—se um ponto pawa passagem do cabo, obtém-
~5e oufra equacao.

A equagao que fixa a maxima flecha do cabo con

cordante & semelhante a obtida no paragrafo 5.4.4 e se es

creve:
. sen(6,.~o,) . +'senai L[ max M(A)  max M(B) 11
senﬁi i~1 senf, i n(A) n(e) P
Ty
- rT.+e d
0s coeficientes n{a) arbitrados sao aqueles de

terminados a partir de cabo concordante centrado com forga
de protensao comstante.

A solucao do problema fornece a equacao do cabo
concordante e a forca de protensac P maxima. Para este ca
bo, calculam~se os coeficientes ﬂl(a) e faz—se o confronto
destes com aqueles arbitrados inicialmente. Se necessario,
determina-se um nove cabo com os tltimos coeficientes nl(a)
obtidos. Procedendo-se desta maneira obter—-se-a um cabo
concordante com P variavel e cuja maxima flecha seja igual

a t.-df(r.+e)= 4
1 1

1°
Introduzindo transformagoes senoidais no cabo con
cordante obtém-se o cabo real e o procedimento € o mesmo a
dotado no paragrafo 5.4.1, onde P foi considerado constante.
Em conseqiéncia da transformagao senoidal, o mno
mento de flexao final & alterado, o que implica em verifi~

car se a linha de pressao ainda permanece no interior do fu

so de passagem, conforme orientacao dada mno parigrafo 5.8.



5.6.2 - Protensao nao centrada

A resolugao do problema & semelhante 3 do parigra
fo 5.4.2. No sistema fundamental, o cabo concordante com ex

. a * % .
centricidade e” e ordenadas =z (a) cria os esforgos:
)

M = n{a)Y - P - z (o)
p o
*
& dz
To = nea) - P e 0
P r+e* da

. s o - ~ .
Substituindo Mp e Tg na relagaoc de concordancia e
desenvolvendo~a com o auxilioc da Fig. 5.18, obtém-se a ex

pressao simplificada

% * * AT ey A .
T R L O L O e R PR TR S
onde:
b5 sen {8, —a) 91 cos(0,-m)
1 ( (o) i M. ds+K, PR SRR T N
“i-1 ) i sen®. 199" senf. 0.7 "1 i-171,i-1
0 1 fo) 1 hS
9; senct 9341 sen(6i+1~a)
"%‘:{ f N Senp, Mpdst J N e M
e L 0 i+l
91 B cos (8.-0) '
* 1 cosd & 1 i 1 _ *
M f G, " sent 1% J [““%W CN }Tld%" ki85
‘0 i, i o i i
"in (@) =% M ds+K 81+l( L 0% yp gs|=k, &*
ki M) Send, 195%%54 7. send, /11 i+, 141
o 1+l o i+l i+l :
o Oi41
Xi = J nia)-c 'Mlds + J n(al}-c -Mlds

[0} Q
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L b 8i41
Ai = j ri{a) max M(a) Mlds + J n{o) max M{o) Mlds
o] 6]
0. 0.
1 ' i+l 1
L max M (o) * max M (a)

Fixando-se um ponto para passagem do cabo, obtéem-
~se uma outra equagao.
A equacao que fixa a maxima flecha do cabo concox

dante & semelhante a obtida no paragrafo 5.4.2 e se escreve:

- - : x
L0 . s
CEemEe) Y e e w@) maconm) | 0TS
' seno, i-1 sen@i i n(A) n (B) P ri+e
A solucac do sistema de equagoes fornece a equa
cao do cabo concordante excéntrico e a forga de protensao

maxima P. Verificada a existencia do cabo no interior do fu
so de passagem, fsz-se a transformacao senocidal de modo a a
loja~lo no interior da viga, porém, aqui também a forma do
cabo se altera, sendo necessario calcular novamente o cabo
concordante de modo que efetuada a transformagao sencidal,
o mesmo se aloje de maneira adequada no interior da viga.

0s coeficientes n{a) adotados inicialmente sao a
queles obtidos a partir do cabo concerdante com forga de
protensao constante. Se necessario for, determina-se um no
vo cabo concordante de forma que os coeficientes n{a) obti
dos coincidam com os arbitrados.

Obtido o cabo resultante real e desmembrandec—o de

acorde com o criterio adotado no paragrafo 5.4.2, determi

nam—-se o0s cabos parcials reais.

Finalmente, faz-se a verificagcao se a linha de

pressao ainda permanece no interior do fuso de passagen,.



5.6.3 - Protensaoc com cabos reversos

A resolugao do problema & semelhante 4 do pardgra

fo 5.4.3. No tramo i, as equacoes dos cabos se escrevem:

ri-#-e ri-e o
= - T d
zy (o) N z_{a) ETEjtgfg'J pds

i

i ¢ rgte  (®
= B) e T d
zz(a) T zo( ) TaY TP e JO , 4

onde N(a) & o coeficiente que representa, em cada segao, a
fracao da forga de protensao maxima. Considerando-se que os
cabos com ordenadas %z, e 2z, tem formas diferentes, as for

1 2
gas de protensaoc numa. §egao sao

ft

tabe + > Pl(a) nl(a)

i

rofrd nafrd

Cabo 2 - Pz(ﬂ) nz(a)

e o coeficiente n(o) ée:

nl(a)+n2(a)

n{a)p = % nl(a) + % az(u) + na) = 5

No sistema fundamental, a protensao cria os esfor

gos:

% = nle) - P - z (a)
P 0

P = B - T (o)
P q

Substituindo-os na expressao da relagao de concordancia

e desenvolvendo—a resulta em:
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X +k o T
i-1%5 iR 8 iRl st Ry TOp

onde o0s coeficientes do primeiro membro sao iguais dqueles

obtidos no parapgrafo 5.6.1 e

Fixando—-se um ponto para passagem do cabo obtém=-
~ge uma outra equacao.
A equagao que fixa a maxima flecha do cabo cen

trado € semelhante 4 obtida no paragrafo 5.4.3 e se escreve:

1 sen(eimai) K + senty k. 4| max M(A) | max M(B)|A _ 7
senei i-1 senei i n (A) n(B) P
« o
onde d depende do sinal de J T do
0 0

O0s coeficientes B(a) em ¢ada secao sao obtidos a
partir dos cabos reversos com forga de protensao constante
e cujos coeficientes sao nl(a) e nz(a).

A solucao do sistema de equacoes formece a forga
de protensdo miaxima P e a equacao do cabo resultante  cen
trado. Aplicando as equacoes de z1 e z2 obtam-se os cabos
reversos concordantes. Se necessario, introduzem-se trans
formagoes lineares nos cabos de modo a restabelecer a con
tinuidade dos mesmos nos apoios intermediarios.

A obtengao dos cabos reais pode ser feita da mes
ma forma gue no paragrafo 5.4.3, ou seja, fazem-se desloci
mentos constantes em toda a extensao da viga para os cabos
z. e z,. de modo a alojid=los no interior da mesma com cobri

1 2
mento adequado. Estes deslocamentos sao iguais e de sinais




contrarios, portanto, nao alteram as relacoes de concordan
cia e os momentos finais de flexao e de torcao permanecen

. 0 )
ipuais a M e T .
P P

5.7 -~ Exemplos

Considere-se a viga do paragrafo 5.5, para a qual
determinar-se-ao os tracados econémicos dos cabos com forga

de protensao variavel.

5.7.1 - Protensao centrada - P variavel

Para determinar o cabo concordante com forcga de
protensao variavel, adota-se inicialmente os coefieientes
de variaggo n{o) correspondentes ao cabo resultante real
;O(u) do paragrafo 5.5.1, cujos valores sao calculados e a
presentados na Tabela 5.5,

Para a consideragao das perdas por altrito & neces

sario considerar o angulo no espaco. Entretanto, adetou-se

como angulo total a soma do angulo na projecao horizontal

com ¢ angulo contido no cilindro vertical retificado ate a

segao considerada.

%
=

Os coeficientes das relacoes de concordancia cal

culados por integragao numérica sao:

i

611 = 622 = 14,4224 612 = 621 = 3,6166
. . 11 - 1 = B _ .
X7 = X, 14,3552 Al 'Az 10,.854,5223
Fixando-se a extremidade inferior do fuso para

ponto de passagem do cabo, obtem-se:

k, + 0,668 % + 9586141 %_: 0,668 + 1125;,546

A equaca@o que fixa a maxima flecha do cabo se escreve:

+ 18.388,6218 > = 2,25648

0,48236 k, - 0,51764 kz P

1




TABELA 5.5 — VARIACAO ANGULAR DO CABO, VARTAGAO ANGULAR TO-
TAI, ACUMULADA NA SECKO E COEFICIENTE DE VARIA-
¢AO - PROTENSAO CENTRADA - CABO RESULTANTE
REAL COM P CONSTANTE

Secao AB ¥ n
0 0 0 1
1 1,9723 " 6,2813 0,9676
2 1,9906 12,5809 0,9362
3 72,0062 18,8961 0,9057
4 2,0170 25,2221 0,8762
5 2.0228 31,5540 0,8477
6 2,0236 37,8866 0,8200
7 2,0192 ht,2148 0,7933
8 2,0098 50,5336 0,7675
9 1,9954 56,8381 0,7426
10 13,4068 74,5539 0,6768
11 16,5227 95,5092 0,6052
12 2,7396 103,4815 0,5816
13 2,7791 111,0932 0,5589
14 2,8061 118,7319 0,5370
15 2,8198 126,3844 0,5159
0 sistema de equagoes obtido &
14,4224 3,6168 14,3552 -10.824,5223
3,6168 14,4224 14,3552 -10.824,5223
1 0 0,6680  9.586,141 -0, 668+
0,48236 -0,51764 0 18.388,6218

2,

0

11.253,546
P

25648




A T R e

cuja solucao fornece: ’ P o= 6213,29 kN
! A= 0,75614
\klzkz = -0,52850
Corrigindo a flecha maxima do cabo concordante
obtem=-se dy = 2,255%6m e resolvendo novamente o sistena

obtém-se como solugao:

;

P = 6214,25 kN

) A = 0,75608

k.=k, = -0,52B47

Com P = 6214,25 kN e fazendo G =0 = 15.000
cs cv

2 - -
kN/m“, calculam-se as ordenadas extremas do nucleo limlte

a' = +3,2986 m b

H]

0,668 m

a' =-=3,2986 m b

it

~0,668 m

o que mostra que os valores adotados inicialmente estao cor
retos.

As ordenadas das curvas limites e do cabo concor
dante sao caleuladas e apresentadas na Tabela 5.6.

Vé-se que o cabo concordante esta no interior do
fuso de passagem, e que introduzindo transformacoes senoi
dais para baixo de 0,0147m nos apoios intermediarios encon
tram-se as ordenadas do cabo discordante, o qual & desdobra
do nos cabos parciais El e 52. Para restabelecer a continui
dade destes cabos, fixam-se as ordenadas do tramo central
enquanto que, nos Ltramos extremos, subtrai-se 0,0087m do ca

bo 1 e soma-se ao cabo 2 a mesma quantia, obtendo os cabos

eais 2z, e Z_.
r 1 2
0s coeficientes de variagao n(a)} correspondentes

ao cabo resultante real obtido 30 caleculados e os valores

apresentados na Tabela 5.7.



TABELA 5.6 =~ PROTENSAQ CENTRADA - P VARIAVEL - ORDENADAS
DAS CURVAS LIMITES, D0S CABOS CONCORDANTE E
REAL E DOS5 CABOS PARCIAILS

Continuidade
tes tabelecida

uw ¥

Seg;o Go € zo € zl:.v 1 2 z
(m} {o) {m) (m) o {m) {m) 1 Zq
(m) (]
o o [T0.6346 | 0,4799 {-0,6680 | 0,4793 | 0,4928 | 0,4663 D,4841] 0,4755
1 3 | 0,4062 | 0,2518 {~0,B786 | ©,2503 | 0,2571 0,2435 | 0,2484] 0,2522
2 6 | 0,2404 | 0,0713 |~1,0303 | 0,0682 | 0,0700 60,0663 | 6,0613] 0,0750
3 9 | 0,1440 |-0,0565 |~1,1161 |-0,0611 |-0,0627 ~0,0594 | -0,0714 [-0,0507
4 12 | 90,1247 |~0,1255 |~1,1286 |-0,1316 }-0,1352 |-0,1281 -0,1639 40,1194
5 15 | 0,1905 |~-0,1205 {~1,0601 |~0,1371 }-0,1408 |~0,1334 ~0,14%5{~0,1247
6 ‘]:B 0,3502 ~0,0618 -0,5025% ~0,0709 -0,07728 ~0,0690 -0,0815|-0,0603
7 21 | 0,6130 | 0,0847 |~0,6423 | 0,0742 | 0,0762 0,0722 | 0,0875| 0,0809
8 24 | 6,9887 | 0,3176 | -0,2198 | 0,3057 | ©,313% ¢,2974 | 0,305z 0,3001
9 21 | 1,4876 | 0,6459 | 0,3267 | ©0,6316 | 0,6487 | 0,6146 o,6400] 0,623
k1t 13,1587 1,0977
10 | 2.2106 | 1,1429 1,1429 | 1,1282 | 1'1%00 | 101064 1,1500[ 1,1064
11 3 1,3374 0,4700 60,1912 0,4611 0,4700 00,4522 0,47001 0,4522
12 ¢ | 0,5101 |-0,1547 | ~0,7091 {-0,1697 |-0,173C | ~0,1685 ~0,1730|~0,1665
13 | ¢ |-0,1314 |-0,6435 | -1,3134 |~0,6586 [-0,6713 ~0,6459 | ~0,6713{-0,6459
14 12 |-0,5606 |~0,9703 1 -1,7155 | ~0,9854 §-1,0044 ~0,9664 | ~1,0064]-0,9664
15 15 1-0,7485 t-1,1130 | ~1,7583 | ~1,1282 |-1,1500 31,1063 ~1,1500[-1,1065
" e gn. max Mo (@) = c'- Bin Mls)
e"{a) Y Fy e d e'{a) e na) - P
{1
so Tramo: z (Q) = 0,75608 e"(®) = 0,52847 g
[} sanﬁl
z
@ sena sen(ﬂa-u)
2¢ Tramo: zo(u) = 0,75608 ¢ {a) - 0,}52847 sc.nOZ + __.-W
- sena
1? Tramo: ZG(CI) Eo(ﬁ) 0,0147 send)
;o { }
- sen{f, —a
- scng 2
kZ? Tramo: zo(a) = zu(u) ~ 0,0147 [senﬂz * senez ]
r1+e _ 1’1"5 -
19 Trame: - zn 10 Tramo: Y] 1-9
1 -
z z
1 ry¥e _ 2 L
{ 29 Tramo: —p=— zo 29 Tramo: s Zo
19. Tramo: ;1 - 00,0087 19 Tramo: z, + 0,0087
£, s
29 Tramo: 21 29 Tramoi Z,

S
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TABELA 5.7 - PROTENSAO CENTRADA ~ VARIACAC ANGULAR DO CABO,
VARIAGAO ANGULAR TOTAL ACUMULADA NA SECA0D X
COEFICIENTE DE VARIAGCAO DO CABO RESULTANTE
REAL COM P VARIAVEL

Secao G Y 7

0 0 0 1
1 1,0295 5, 3385 0,9724
2 1,0921 10,7396 0,9453
3 11,2177 16,2663 06,9183
4 1,3531 21,9284 0,8915
5 1,4962 | 27,7336 0,8648
& 1,6463 33,6889 0,8382
7 1,8032 39,8011 0,8119
8 1,9632 46,0733 0,7856
9 2,8512 53,2335 0,7567
10 16,1385 73,6810 0,6799
11 11,1381 89,6516 0,6253
12 1,3561 95,8404 0,6054
13 2,3355 | 103,0084 0,5831
14 2,6838 | 110,5248 0,5606
15 3,6657 119,0231 0,5362

Fazendo o confronto entre os coeficientes adota
dos e os obtidos nota-se que,em cada segao,os valores sao
aproximadamente iguais. Pode-se concluir ainda que na se
gao 15, a forga de protensao necessaria e menQr que a ¢coOT

respondente forga considerando protemnsao constante, 15t0 e,

0,5362 x 6214,25
3875

= 0,8711

aquli a forga necessaria corresponde a 87,117 da forga se se

considerasse cabo economico com protensao constante.



T S R i R e R S e

5.70

Da mesma forma que no exemplo anterior, & preciso
ainda calcular os hiperestgticos de flexao criados pelo ca
ho resultante real ;o(a)’ o momento fletor final, a linha
de pressao e verificar se a mesma permanece no interior do
fuso de passagem.

0 momento de torgao final €& eriado apenas pelos
hiperestaticos de Ilexao.

Na Fig. 5.19 estao representados os cabos par-

ciais reails.
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FiG. 5.19 - PROTENSAO CENTRADA—REPHESENTACAO DOS CABOS REAIS E FORGCA
DE PROTEMNSAO EM CADA SECAO,



R SR

5.7.2 — Protemsao nao centrada = P vyariavel

O0s coeficientes de variaggo n(o) .inicialmente 3
dotados sao aqueles obtidos a partir do cabo resultante re
al zo(a) determinado no paragrafo 5.5.2 e cujos valores

sa0 fornecidos na Tabela 5.8.

TABELA 5.8 - VARIAGAO ANGULAR DO CABO, VARIACAO ANGULAR
$OTAL ACUMULADA NA SEGAO E COEFICIENTE DE VA
RIACAO - CABO RESULTANTE REAL COM P CONSTAN
TE - PROTENSAO NAO CENTRADA :

Seggo AB Y N

0 0 0 L
1 1,9861 6,2951 0,9675
2 2,0047 12,6088 0,9361
3 2,0205 18,9384 0,9056
4 2,0315 25,2789 0,8760
5 2,0374 31,6194 0,8474
6 2,0378 37,9663 0,8197
7 2,0333 44,3086 0,7929
8 2,0237 50,6413 0,7670
9 2,0088 56,9591 0,7421
10 13,5121 74,7803 0,6760
11 16,6356 96,2485 0,6041
12 2,7581 103,8392 0,5806
13 22,7984 111,4702 0,5578
14 2,8259 119,1287 0,5359
15 2,8399 126,8013 0,5148

0s coeficientes das relagoes de concordancia fi

cam:

s* = 6% =of + 6t = 14,405 + 0,0043 = 14,4093



oy

#* & . £ t
8io =850 =81, % 5,
It "
Xy = Xy = 14,3445
it L
Ay = &) = 10.854,5223
" (14
o] = w, = 1.925,3036

.72

= 3,6171 + 0,0019

= 3,6190

Fixando para ponto de passagem a extremidade infe

k

|+ 0,668 & + 9597,48

A maxima flecha
2,27260m e a equagao ob

0,48236 k, - 0,

1

rior do fuso de passagem obtém-se a equagao

0 sistema de equacoes se escreve

L

14,4093 3,6190 14,3445

3,6190 14,4093 14,3445
1 0 0,668

0,48236 -0,51764 0

cuja solugao fornece:

r

P

A

2

52 A w 0,668 « 11:266,8639
g P
- . & -
do cabo e dl == (r2+e )/(r2+e) d =
tida &;
51764 k., + 18,418,7750 % = 2,27260
) 7 [
~12.779,8259| i 0
~12.779,8259| |k, 0
T 11.266,86
9.597,4852] | A| |-0,668+ ﬁ};__51§~§2
18.418,7750 %- 2.,27260

6.144,926 kN
0,75217

-0,51171

Corrigindo a flecha do cabo concordante obteém-se




g
e
E
%
=

R R

dl = 2,2715%m ¢ resolvendo novamente © sistema chega-se a:
.
P = 6,146,774 kN
% A o= 0,75206
3 zkz = -0 ,51166

Verificadas as ordenadas extremas adotadas para o
nicleo limite, determinam-se as ordenadas das curvas 1imi
tes e do cabo concordante, cujos valores sao apresentados
na Tabela 5.9.

Verificada a existéncia do cabo concordante no in
terior do fuso de passapgem e introduzindo transformagoes se
noidais para baixo no cabo de 0,0287m sobre os apoios iater
mediirios, obtém-se as ordenadas do cabo discordante Eo(a),
o qual & desdobrado nos cabos parciais El e 22. Para resta
belecer a continuidade destes cabos nos apoios intermedia
rios, fixam—se as ordenadas no vao central enquanto que,
o5 tramos extremos, subtrai-se 0,0054m do cabo 1 e s oma~
~se 0,0118m ao cabo 2, obtendo desta forma, cabos zyp €z,
com cobrimento adequado no interior da wiga.

0s coeficientes de variagao n{e) do cabo resultan
te real EO(G) sao apresentados na Tabela 5.10.

Confrontando estes coeficientes com aqueles da Ta
bela 5.8, ve-se que em cada seQEO os valores sao aproximada
mente iguais. Na secao 15, a forga de protensao necessaria
& igual a 86,887 da correspondente forga considerando-se cabo
economico com protensaoc constante.

Calculando os hiperestdticos de flexao introduzi

dos pelo cabo resultante real, o momento final de flexao fi

ca:
19 Tramo: M = P - ; + senl
P o 1 senel
: _ sen(6,—-a)
20 Tramo: M =P » z + X ——%W%%WWM + sent
P o 1 sen82 2 sen@z



TABELA 5.9 - PROTENSAO NAO CENTRADA - P VARIAVEL - ORDENADAS

DAS CURVAS LIMITES, DOS CABOS CONCORDANTE °
REAL E DOS CABOS PARCTAIS

Cabos
" [y N Ta - - Rends farcials
Segao| o “ *a ° o £y *y 3 Y
() {m) (€2)] [4=0) {m) (€} {m) (m)
0 o 0,6342 { 0,4770 | -0D,6680 | 0,4770 ] ©,4850 ] 0,4595] 0,4796| 0,4713
1 3 0,4033 0,2498 ; -0,8809 0,2468 ¢,2509 0,2377] 0,2455] 0,2495
2 & 0,2356 00,0702 f ~1,0143 Q,0642 00,0653 00,0619} 0,05991 00,0737
3 9 09,1382 [-0,0562 | ~1,1210 |-0,0652 | -0,0663 | -0,0628|-0,0717{-0,0510
4 12 0,1186 | ~0,1236 | «1,1337 | -0,1355]-0,1378{ -0,12306|-0,1432]-0,1188
5 15 ¢,1851 | ~0,1256 | ~1,0645 [ -0 1405} ~0,1428 | ~0,13533~0,1482]{-0,1235
& 18 06,3466 1 ~0,0556 } -0,9052 | -0,0733 | ~0,0745 | ~0,0706[~0,0799}-0,0588
7 21 0,6124 | 06,0938 -0,6420 | 0,0733| 0,0745| 0,0706| 0,069t 0,0824
8 2h 0,534 | ©,3301 ) -0,2146 | £,3068 1 0,2:70) o,2958l o nsel 0 3074
9 27 4972 G,6614 0,3484 0,6354 0,664061 0,6121] 00,6407 0,6239
30 . Ajzzl,r’wsi‘,wﬁ._}.tgg_cll
10 o | 707294 | 1aves0f 1,1650 [ 1,136 - ednd-laiaal 11500 1,065
1k 3 1,3460 0,4941 O, 2086 0,4651 0,4207 0,45%29) 0, 47071 00,4529
12 6 ©,5081 | ~0,1411 | -0,7096 | ~0,1704 ] -0,1725] —0,1660|-0,1725 -0, 1660
13 9 -(,1418 | -9,6335] -1,3218 §{ -0,6630 | ~0,6710| ~0,6456]1-0,671C -0,6456
14 12 | -0,5767 | ~0,9624} ~1,7292 [ -0,9923] -1,0043 | ~0,9663|~1,0043[-0,9653
15 15 | ~0,7671 { -1,1066| -1,9047 | ~1,1363 | ~1,1500 ] ~1,106%{-1,1500]~1,1065
u w ou_ max M{a) v - ;m min M(a)
e (a) < Aoy op e’ () ¢ n{a) . 7
1¢ Tramo: z {a) = 0,75206 e“{a) - .0,51166 se“g
o enl,
7
sen(0_~al
. L - " _ sen Z
2¢ Tramo: 2.(®) = 0,75206 e"(a) o,sxxﬁs[senaz Sent ]
_ e 3 o L * . sentt
19 Tramo: zo(u} zu{a.) 03,0287 nel
-
x
R4 . . sena sen(ﬂzwu)
2% Tramo: z (o} = 2z {a) - 0,0287 [5““92 * *";ggg;“"]
. rite ry-e
1¢ Tramo: z 19 Tramo: z*
_ rlhz* _ 1-1-te’k °
% p {
1 o 2 e
29 Tramao: z* 2¢ Tramo: 2 z*
L cu® O re® @
Tyte T,te
{ L
1¢ Trame: z, -~ 00,0054 1% Tramo: z, + 0,0118
1 %2
29 frame; ;1 2¢ Trame: x
. z
P, = P'“} e*) w 4211,678 kN P, - 2(1-* -e“-:) = 1935,096 kN
1 z & * 2 7 . .

E



e

TABELA 5.10 - VARIAGAO ANGULAR DO CABO, VARIAGAO ANGULAR
TOTAL ACUMULADA NA SEGAO E COEFICIENTE  DE
VARIAGAO -~ CABO RESULTANTE REAL COM P VARIA-
VEL -~ PROTENSAO NAO CENTRADA

Secao AB Y n
0 0 0 1
1 1,0352 5,3442 0,9724
2 1,0977 10,7509 0,9452
3 1,2244 16,2844 0,9182
4 1,3608 21,9542 0,8914
5 1,5050 27,7683 0,8646
6 1,6563 33,7336 0,8381
7 1,8144 39,8571 0,8116
8 1,9759 46,1420 0,7853
9 2,8744 53,3254 0,7563
10 16,2770 73,9114 0,6791
11 11,1892 89,9332 0,6244
12 1,3583 96,1242 0,6045
13 2,3508 103, 3075 0,5822
14 2,7030 110, 8432 40,5596
15 3,6945 ) 119,3703 0,5352

O momento de torgao fimal se obtém fazendo:

. =0 1  cosuo
19 Tramo: Tp = Tp + Xl(ez ?EE?;)
cos(6,-a)
g 2 1 1 cCosa
22 Tramo: Tp = Tp + Xl(*“gggg? 5;)+X2(92 senaz)

As forgas de protensao maximas aplicadas em cada
cabo sao
6146,77

*
e
w8 e = 2 68
Pl 5 1+ = 3 4211, kN P

*
= éﬁﬁﬁill(l_ £.) = 1935,09 kN
2 2 e



%
¥
2
=

e ao longo da viga seus valores ficam:
Pl(a) = 4211,68n(a) kB Pz(a).m 1935,09n{(a) kN

0 momento Mz criado em cada segao, pela excen
s R
tricidade do cabo resultante, e dado por:

M = (PlﬂP?_):-e-n(a) = 3,073 n(a)

b

e cujos valores maximo e minimo sao:

=
i

3,073 kNnm

=
]

3,073 x 0,5352 = 1645 kNm

Na Fig. 5.20 estao representados os cabos parciais

reais.

5.7.3 — Protensao com cabos reversos ~ P variavel

Inicialmente adotam—se os coeficientes correspon
dentes aos cabos reversos com forga de protensao constante
obtidos no paragrafo 5.5.3 e cujos valores sao apresentados
na Tabela 5.11.

0s coeficientes das relagoes de concordancia sao:

8§, = 8,, = 14,5973

§,, =06, = 3,5781
X, = Xy = 14,4009
A; = A, = 10.854,5223
' = Ql = 1176,5
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5.79

A equagao que fixa o ponto de passagem do cabo &:

k,+0,668 A+ 9158,5263 % = ~0,668 +

10751,5528
1 P

A equagdao que fixa a miaxima flecha do cabo resultante & ob

tida fazendo:

0,48236 k = 0,51764 k,+ 17230,3357 % - 2,25648~ 370,997
' P

0 sistema de equacoes se escreve .

14,5973 3,5781 14,4009 -10.854,5223| |k, iji%é&im |
3,5781 14,5973 14,4009 -10.854,5223) k)| tl&%éiéw

1 0 0,6680  9.158,5263] |A | |-0,668+ 191§%£2¥¥1
0,48236  -0,51764 0 17.230,3357 %- 2,25648~ EEZE%EEZ

cuja solugao formece:

P = 7399,2 kN
, A = 0,65010
k =k, = -0,45388

Fazendo a verificacao das ordenadas extremas ado
tadas para o nucleo limite, determinam—se as ordenadas das
curvas limites e do cabo resultante centrado e, 05 valores a
presentados na Tabela 5.12 mostram que o cabo resultante es
ta situado no interior do fuso de passagem.

Aplicando as formulas de z, e z, obtem~se as orde
nadas dos cabos reversos concordantes. Para restabelecer a
continuidade destes cabos mos apoios intermediarios, mantém—
-se as ordenadas nos tramos extremwos enguanto que, né  vao

central, soma-se 0,0061lm aoc cabo 1 e subtrai-se a mesma



B
]
=

by

SR

5.80

quantidade do cabo 2, 0 alojamento dos cabos no interior da
viga se faz deslocando o cabo 1 de 0,3437m para cima em €O
da a extensao da viga e deslocamdo o cabo 2 de igual quanti
dade para baixo.

O0s momentos finais criados pelos cabos sao ignais
aps momentos M; e Tg do sistema fundamental.

Os coeficientes de variacgao n(a) da forga de pro
tensso sio calculados e apresentados na Tabela 5.13.

Fazendo o confronto destes coeficientes com aque
les adotados inicialmente, vé-se que oS mesmos $ac aproxima
damente iguais, significando que a forga de protensac e 0S
cabos calculados se constituem na solucao do problema.

Nota-se ainda que, na segao 15, a forga de protep
s50 necessaria e igual a 91,227 da correspondente forga con
siderando=-se cabo econgﬁico com protensgo constaunte.

Na Fig. 5.21, estao representados os cabos rever

sos reais.

5.8 — Determinagao da linha de pressac dos cabos reals cur-

VoS

Jja foi visto anteriormente que, na transformagao
senoidal,a incognita hiperestatica adiciona ao momento Mp
do sistema fundamental uma parcela senoidal gue altera a
forma inicial do cabo e, conseglientemente, o momento fletor
final devido a protemsao. Isto significa gque nao se pode
mais garantir que a linha de pressao permanecera no inte
rior do fuso de passagem. E preciso, portanto, fazer uma ve
rificagao. Seja, ‘por exemplo, um cabo resultante rea¥' cen

trado. Sendo Eo(u) as ordenadas deste cabo, a linha de pres /

sio & obtida fazendo:

zg‘p(ﬁl) = Eg(a) T

Assim, quando o cabo real & conhecido e, se deseja determi
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5.84

nar a poéiggo da linha de pressao, basta calcular as incog
nitas hiperestaticas necessarias para que, em qualquer a
poio intermediario, as condigoes de concordancia sejam £a
tisfeitas.

No tramo i, as ordenadas da linha de pressao sao:

@) = z (a)+ =B =z (a)+x, 2800 ——t
p( ) Oi( ) P Oi( ) *5 sen@i *i-1 sen@i

1]
M .
sen(Bl o)

No apoio i, a relacao de concordiancia se escreve:

rei ei+1
} P-zgp-Mlds + J P'ng'ﬁlds =
o o

Desenvolvendo esta expressao com o auxilio da Fig.

5.22 chega~se & relagao simplificada:

X ; ax, 87 L ex 46 = 0
. . « b N . . . ” =
i-1"1,i~1 "1 i, Ti+l 141 1,0

* & * ~ . -
onde 6. . ., 6. . e & sao os mesmos obtidos no paragra

1,1-1 1,1 1+1 —
fo 5.4.2.

Se a viga tiver n apoios, o sistema tera (n—-2)

equacoes e {(n-2) incognitas., Na forma matricial, o sistema
.

de equagoes se escreve:

[ o« L % 171 1 T ]
11 12 crer %y a2 *1 81,0
&) * * _
612 6hg wees 52’n“2 X, 62,0
- ° - % . =
* K * _
6n-Z,I 6n~2,2"" n—2,n-2 -2 6n-—Z,O




i~1 i .
rl_loe' ’ rire‘i ¢l LIS ,91.;,}
'

bty
T.,‘..

g0
ot

AT, | T, | T,
V, seo WV \

171 sen @,
i . sen{8;-Q )
. sen O xiﬂ,ww
il senﬁiﬁ.1 i+1
sen (0 ‘ I L{O]
LTl senl @y — 0}
sen PR ey 1“‘*
P -

(,.L_“CQSO')
e e e, [T

1 cos Ok cos{Bi-1- Q) 1
x (k- g5y |, cost® L
i ]
6 SEREL L sen B4, i1
| 1L
on 0 rer (01-0) |
sen &, 4 B (i -1)

sen B-L

sen Ok seﬂ(@u.}'(l)

sen ©, flidY

(,_cos&)/;l Tﬁm
8 senB-l \'\LU_]_\ W

cos {81~ aj- a0

sen e-L 8,

FiG. 5.22 - MOMENTOS PARA A DETERMINACAO DA LINHA
DE PRESSAC DO CABO REAL - CABO CENTRADO.



Com os hiperestaticos x; determinados, a equagao

da linha de protensaono tramo i sera:

sen(0.-a)
. 1

z = ; + o X sent
ip o- i-1 send, i sent,
i i i

Observe~se que cada elemento da matriz de flexi
bilidade apresenta uma parcela devido a flexaoc e outra de
vido a torgao. No paragrafo 5.3 foi visto que quando se a
plica um momento fletor unitario na extremidade do tramo,
desenvalve-se a0  longo do mesmo momentos de flexao e de
torgao, portanto, na diregao da incognita existirao deslo
camentos Gi . devidos a ambos os momentos.

Aigumas conclusoes podem ser tiradas a respeito
do posicionamento da linha de pressao. Inicialmente deter
minar-se-a, para o cabo real, o valor de Gi o D° apoio i,

Ll
isto e, o giro relativo produzido pelo cabo real.

0. - Ui+l sen(B. _-a)
J I senc ds + [ 1+1 ds = &

z z
o senb. ) send. i,o
1 o 1+1

Sabe~se que a equacao deste cabo,no tramo i, em

fungao do cabo concordante &:

Substituindo a expressao de 6. 0 obtem-se:
s



ol sen{B.-q)
i send | send

k. e Pt ds +
o7 Ti-1 senﬂi i sen@i _senBi

0141 Sen(ei+1~g) 593(814 ~0)

1
+1

ds

seng
)

i e. i . K
) i1 sen ; 1+1 sen81+1 genBl

+1

Bi+1 sen(8i+ -)

i
: seny 1
i .
1+]

i sen(0.-q)
1 sentl  send
e A 4 kL
senei i

e 2P 4 o4
senb. senf.
i i

+.ki~1 J
0

1ma) sen(Si

Bit1 sen(e.+
+j :
+1

send .
0 i
8i+
A send
1+1 senl.
o i+

ki b RS g 8 in

i §, =k, LoL . T kS, . 0.
Assim 1,0 k1~161,1»1 k161,1 * k1+161+1

- ; - . . - ' e k.
Ve se que 61,0 g devido aos hiperestaticos kl“l’ k1 k1+l’

provenientes do alojamento do cabe concordante no interior
da viga, dando origem ac cabo real.

0s 6. , ., &. . e &. . 530 05 mesmos coeficien

i,1-1 i,1 1,1+1 —

tes da matriz de flexibilidade para a determinagao do cabo

concordante, portanto, sao devidos apenas a momentos de

flexao. Conhecendo todos os éi o resolve-se o sistema e

5

determinam-se as incognitas hiperestaticas x; que possibi

litam encontrar a posig¢ao da linha de pressao.



el
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Por exemplo, no apoio i, a incognita Thiperestati

ca xi'pode sey caleculada fazendo:
Ai
K, B e
1 A

onde A e o determinante da matriz de flexibilidade do siste
ma.,
Ai e o determinante da matriz obtida a partir da ma
triz de flexibilidade do sistema atraves da substitui

¢ao da coluna i pelo vetor independente.

& ES *
511 80 =0 Sy 81,02
. * * *
621 622 te 620 62,n“2
Ai - a L @ a
* x *
85,1 85,27 8.0 85 -2
% * *
6n—2,1 6n--.2,2 e 5n~2,0 *** "n=-2,n~2
+

coluna i

Escrevendo o determinante Ai em fungao do hiperes

tatico Ki tem-se:

- -1
5 5 (k1511+k2 12, s*
11 12 e K ere 89,02
5 o* (k1621”‘2522+k3523) o
21 22 e K, SRR P
¢ ¥ H
b, = kg | - . . : . :
5 5 (kiwlﬁi,i—1+ki6i,i+ki+1 i,ie1 5
i,l i,2 e ks vt CiLn~2
5;‘ o+ (kn-Sﬁn-2,n*3+kn~26n-2,n-Z) 5"
n-2,1 n-2,2 °"° ky "t Tn-2,n~2
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Se os deslocamentos 6i i do vetor independente fos
. o
sem iguals aos correspondentes 6; ; da matriz de flexibili
. ot
dade, o determinante Ai seria igual a:

A
A. = -k,A = x, = =— = ~ k.,
1 1 1 A 1 :
Desta forma, a incognita hiperestatica seria X, = ﬂki e nao

haveria alteracgao na linha de pressao inicial,

Na realidade; os Gi ; do vetor independente 540
i H

v - -~ &
deslocamentos devidos somente a flexao enquanto que 0§ Gi

e

¥
da matriz de flexibilidade sao deslocamentos devidos a fle
x50 acrescidos dos deslocamentos devidos & torgaoc, Isto sig
* * ®
PR PR X S < 8, . 87 8T .
giol i i i, i+l i,i=1 Tigi Ti,i+l1’
ao calcular Ai chegar-se=-2a a um valor Ai < [=kiA|, portanto,

nifica que Gi Apsim,
®, < Ewkil. Coticlui~“se que a linha de pressaoc estara situa
da entre o tragado do cabo concordante e do cabo real.

De um modo geral, quando se calcula o cabo con
cordante econamico, nota~se que ao efetuar a transformaggo
senoidal obtém-se um cabo real rebaixado, isto e, na trans
formagao o cabo concordante sofre um rebalxamento. Isto
significa que no apoio i o cabo deve se deslocar para bai
xo de um valor k.. A linha de pressao pode ser obtida a
partir do cabo real deslocando-o para cima de um valor
x, < ~k,, o que equivale dizer que a’ linha de pressao fi
cara abaixo da linha do cabo concordante (v. Fig. 3.23).

Ja foi visto no capitulo tres que o cabo concor
dante economico deve tangenciar, no apoio, a parte inferior
do fuso de passagem (ponto B) e no tramo, a parte superior
do mesmo fuso (ponto A). Como isto raramente ocorre, o ca
bo concordante econemico considerado, deve tangenciar pelo
menos um dos pontos A ou B, recaindo no cabo (b) Fig. 3.2.

Numa primeira hipotese, se o cabo concordante
tangenciar o ponto (A) e no apolo passar por um ponto no
interior do fuso de passagem, sabe~se que a linha de pres
sao do cabo discordante estara rebaixada em relagao ao ca

bo concordante, mas com uma grande probabilidade de perma



5.90

cabo
concordante

|

finha de
pressio

FIG.5.23- pOSICAD DA LINHA DE PRESSAO0 EM RELACAO
ADS CABOS CONCORDANTE E REAL.

necer no interior do fuso de passagem, conforme mostra a
Fig. 5.23. )

Numa segunda hipotese, se o cabo concordante tan
genciar o ponto B, e no tramo passar por um ponto no inte
rior do fuso de passagem, conforme mostra a Fig. 5.24, ve-
~se que a linha de pressao no apoio estara fora do fuso de

passagem, portanto com tensoes na secao ultrapassando as

bl - - » -
tensoes admissiveis preestabelecidas.

VAN | . cabo I

/s B8 & concordante \\
\ 7 _ NN

e N

FIG. 5.24- POSICIONAMENTO DA LINHA DE PRESSAC EM RELA(_JI\O
AQ FUSO DE PASSAGEM.
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Este problema pode ser contormnado fixando~se na

secao de apoio um ponto B' mo interior do fuso, isto &, a

cima do ponto B, recaindo no caso {c¢) da Fig. 3.2. Desta
forma sera possivel obter a linha de pressao do cabo dis
cordante ainda no interior do fuso de passagem, conforme

mostra a Fig. 5.25.

-~

-

-

i
!
i
. —
B i N A
A | | Mo
7 PN
| ‘ v
|
i
]
| | s
S NS N

eanho reol

F16.5. 25 ~ LINHA DE PRESSAQ DO CABO REAL NO INTERIOR
DO FUSO DE PASSAGEM.

5.8.1 - Exemplo

Seja determinar a linha de pressao do cabo real

centrado obtido mno paragrafo 5.6.1.

0s coeficientes da matriz de flexibilidade sao:

6?1 = 8%, = 21,7450
6?2 = 8%, = 6,5189
Sabendo—-se que:
§,, = 8;, = 21,7407
* 8,5 = 8,y = 6,5170
k.=k, = -0,1909



os elementos do vetor independente ficam:

8 =k & + k8 = ~5,

1,0 111 2712

C
fi
=
o]

+

b

(o3
[

e o sistema de equagoes se escreve:

21,7450 6,5189 Xy
X

6,5189 21,7450 *,

Xy = X, = +0,1908

'5.5,

3944

1944

5,3944

5,3944

As ordenadas da linha de pressao ficam:

. 00,5117

190 Tramo: z, () = zo(a) PV
P i
20 Tramo: z_ (&) = z {(a)+ 0,3117
gp o sen@z

seng

sena + sen(ﬁzwa)

Na Tabela 5.13 sao apresentadas as ordenadas da

linha de pressao.

Confrontando estas ordenadas com aquelas obtidas

na Tabela 5.2, nota-se que na $egao

10 a linha de pressao

esta O,lmm fora do fuso de passagem, o0 que leva a concluir

que praticamente nao ha alteragao na posigcac da linha de

presszo, nao sendo necegsiario, portanto, calcular um novo

cabo.
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TABELA 5.14 — PROTENSAO CENTRADA - ORDENADAS DA LINHA

DE PRESSA0 -~ P CONSTANTE

Segao o %0
0 0 0,476
1 3 0, 1460
2 6 -0,0924

3 9 -0,2389
4 12 ~0,2934
5 15 -0,2558
6 18 -0,1260
7 21 0,0964
8 24 0,4112
9 27 0,8187
10 30 1,3190
11 3 0,5091
12 6 -0,1208
13 9 ~-0,5706
14 12 ~0,8407
15 15 -0,9307




6. CONCLUSOES

A obtengao do tragado economico do cabo resultan
te real, ou dos cabos parciais reais, associados a uma for
¢a de protensao economica sao conseguidos a partir do co
nhecimento de um cabo concordante.

Atraves da protensao foi possivel determinar tra
cados economicos de cabos gue criassem, dentre outros es
forgos, momentos de flexao e de torcao.

Baseando~se na hipotese do cabo ser derivado do
limite superior do fuso de passagem, 0s tragados encontra—
dos sao os mais economicos.

Verificou-se que, na protensao centrada e na pro
tensao nao centrada, os cabos apresentam forgas de proten
sao iguais ou aproximadamente iguais, significando gue po
de ser eriado momento de torcae praticamente sem alteragao
da protensao. Entretanto, com o aumento da excentricidade
do cabo criam—se momentos Mz,p apreciaveis, que poderiam
vir a ser incompativeis com as segoes adotadas.

Na protemsao com cabos reversos ha um gasto maior
de protenséo, uma vez que o cabe resultante centrado apre
senta flecha maxima menor que a altura util d da viga. Po
rém, so0 havera ocorrencia de M, s embora com valores bem

¥
menores gque aqueles normalmente obtidos na protensao nao
centrada, guandoec os tracgados apresentarem protensao varié
vel.

De um modo geral deve—se utilizar a protensEO
com cabos reversos, sendo que a opgao pela protensao nao
centrada se torna viavel quando o momento de torgao a ser
criado nao leva M, a niveis acima da capacidade da viga.

N L

Para os casos de protensao estudados, verificou-
~se que em qualquer tragado economico com protensaoc varia
vel, a secao com menor protensao requer uma forga menor
que aquela correspondente exigida considerando-se tragado

economico com protensEO constante, o que resulta portanto

numa economia de protensao.



Na determinacao do tragado concordante com pro
tensao variavel foi considerado apenas as perdas por a
trito. A partir deste tragado pode ser obtido um outro,
concordante, que leve em conta tambem outras perdas como,

por exemplo, deformacao lenta e retragao pois, ja se €O

nhece de maneira aproximada a relagao entre as forgés a
tuantes nas varias secoes da viga. Se o tragado obtido es
tiver no interior do fuso de passagem, estara assegurado
gue as tensoes,em qualquer seggo, nao ultrapassam os limi

tes preestabelecidos.
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