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RESUMO

Este thabalho analisa edificios altos de porticos nommais
as paredes s0b a carga do vento, por meio do caleulo variacional no meto-
do da energia, seguindo desenvolvimento semelhante ac de CHAN,TSO e HEIDE
BRECHT 1. -

A analise se baseia na determinagao da energla potencial
acumulada na estruwtura deformada pelo carregamento hornizontal de vento.
Sendo uma funcdc dos desfocamentos, ¢ metodo da energia permite adofar
aproximeoes nestes desfocamentos (processo de Ritz) dos pontices, a par-
tin do comporntamento geral da estutura.

0 equacionamento da energia potencial e desenvofvido de
duas fonmas, uma mais exata atraves da montagem do funcional da energia
para cada possivel desfocamento nos efementos da estrwtura, condiderada
um meio contlmuo, o qual exige para sua sofugao um certe refinamento ma-
temdtico; e outrna com aproximacoes determinadas pelo comportamento gerak
da estrutuna deformada, que reduz consideravelmente os caleulos, permi-
tindo obter os deslocamentos e esforcos ate manualmente depois de encon-
tradas as solucoes das equagoes diferencialis.

Apresenta-se um exemplo numerice com 08 respectivos gragi
cos do processo mais exato, que fod previamente comparado com ¢ metodo
do equilibrnio desenvolvido por MANCINI 6, e do processo aproximade de-
senvoluido pon funcdo parabolica e cosseno-hiperbolica. A comparacao dos
deslocamentos e esforgos obtides pon cada processo de caleulo mostha a
precisdo e validade destas aproximagoes.



ABSTRACT

This work analyze wind forces acting on the high
buildings frames nommal to the walls using variational calewlus with
Energy Methed (EM) following CHAN,TSO and HEIDEBRECHT's development.

The analysis is based on the determination of the
potential energy stoned in the stucture under wind force. Since the
enengy 45 a gunction of the displacements the EM allows simplified
assumptions on the frame displacements based on the general deforma-
tion of the structure.

The determination of the potential energy 4s made

in two ways, the more exact one consists in calewlating the energy
gunctional gonr each possible deformation in the structural element,
the structurne here 48 consdidered a continuum. The other one assumes
a simpligied functional based on the general deformation of the
structure. The displacements and strnesses can be caleulated by hand
aftern the solutions of the differential equations derived grom the
sdmplified functional.

A numernical example of the simplified solution te-
ghetern with the design cuwwes is shown. The exact soluction analysed
previoully by MANCINT [6 with the Equilibrium Method is compared
with the present method. The results obtained in the present work
shows the accuracy and validity of these method.



SIMBOLOS ‘UTILIZADOS

A = area da secdo transversal da coluna £

a. = distancia entre 04 eixos das colunas (i-1) e &

B = comprimento da estrwtura (distancia entre as paredes do edificio
e, = comprimento da viga 4

= Languna da estrwtuna (distdncia entre 05 porticos)

modulo de elasticidade Longitudinal

modulo de elasticidade transversal

alturna total do edificio

altura do andar
= momento de inercia das paredes Laterais em relag¢ao ao eixc z

]

n

-_OS T O m D
1

1,1} = momento de inercia da coluna £ segundo o seu eixo de simetria,
nespectivamente, paralelo ac eixo z e paralelo ac eixe y
I,; = momento de inereia da viga 4 em relagdo ac eixe honizontal de sua
secac transvernsal na diregac do edxo y
M(x) = momento fLetor aplicado externamente

Mz(x) = momento 4Letorn nas paredes Laterals

n=nd de cofunas da metade simetrica dos porticos

plx) = carga distrnibulda aplicada externamente

QW;( x) = esforngo contante na viga L

qi(x) = forga contante na viga £

R(x) = pardmetro medidon do efeito de retardamento na corntante do cen-
tho dos ponticos

TL(:x) = forca vertical na coluna £ (noamal nos pilares)

ui(x) = deslocamento vertical da coluna £

U(x) = energia potencial acumulada na estrutura
v(x) = deslocamento hornizontal da estrutuna na diregac do carnregamento
X,y,z = eixos de referencia global da estrutura
z, = distancia da coluna i ao centro do portico



Uy = desfocamento vertical na borda da parede Lateral
Qi(fx) = rotacac do no viga-coluna 1 dos porticos
& = deslocamento vertical de corpe #igide do no viga-coluna £

i ;f%_i = constantes geometrnica do elemento £

F(x)' = matniz do carregamento externo
‘Plx)- = vetorn dos desfocamentos da estrutura

. m .y

-
S -

,, ,.‘-;;i':‘; = matrizes de constantes geometricas
w&,. = pandmetro dependente da aproxdimagae adotada para a deformagdo a-
xial nas colunas dos pornticos
Ae’ Ae = constantes no andan neferente a aproximacac adotada w, e as
caractenisticas geometnicas dos elLementos des porticos
I, = constantes de nigidez da estrwtura
#*

I, %, ”:;‘1, 2 = {idem, constantes de rigdidez da estrutura
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1. INTRODUCAO

0s estudos desenvolvidos para analisan o comportamento de edi
{lcios altos, com porticos normais as paredes, sob a carga do vento, condu
zinam a constatacao de reducdo da forca corntante na parte central do pornti
co (nommal a diregdo do vento) devide a rnigidez da parede Lateral em con-
traste com a flexibilidade do portico (§4g.1). Considerando este efeito e
a distribuicao da deformagde axdal ac Lenge das cofunas, adota-se aproxima
cOes que vindc a simplificar o processe sem prejudicar sua precisdac, Ae-
guindo a anilise feita porn CHAN,TSO e HETDEBRECHT [1] .

vento

FIG.(1) - Comportamente geral da estrutura seb @ carge do vento.

Apresenta-se uma analise pela energia de deformagac desta es
tutuna de edificio tubular de pornticos frontais e paredes Laterais, a
qual devido a sua simetria e nigidez nos permite idealiza-fa de maneira
globakl reduzindo o nimero de parametros.

A estruturna consiste basicamente de quatro paineis periferi-
cos unides ontogonalmente, os quais sdc duas paredes Laterais e dois pox-
ticos normais ao carregamento, travados horizontafmente em cada andar pon
Lajes. 0 comportamento da estrutura tridimensional e equacionade conside~
nando seu candter dominante e, consequentemente, reduzinde ¢ sistema a bi
dimensional. 0 carrnegamento Lateral produz esforgos verticais de thagdo e
compressdo nespectivamente nos paineds nowmais gfrontal anterion e posieri
on ao eixe vertical, x; e esfoncos contantes honizontais nos paineis Late
nais (paredes): Come o8 paineis nommais ao carregamento sdo porticed, a
flexibilidade de suas vigas permite a redugao da temsdo axial nas cofunas
intenas. Por sua vez, esta variacdo da tensde axial induzira um arqued-
mento das bordas de canto das Lajes que send impedide pela rigidez das pa



nedes.

0 teonema da minima energia potencial pode sern utilizado
para analisar as deformagoes e esforgos scolicitantes da estrtura tanto
por medo do guncionak de deslocamentos come de tensdes, porem a analise
feita pelos deslocamentos nos Leva a sclugles mais gerais e simples. A
analise feita por COULL [2] para um edificio tubular composte de so-
mente porticos §oi extendida para edificios com paredes Laterais e cons
tatou-se ghandes distorgoes nos resultades utilizando hipoteses equiva-
Lentes , mostrnando que o funcional montado a partin das tensGes nao ¢
tao bom quanto pelos deslocamentos, aqui desenvolvido.

Para o caso de edificios altos sob carregamento Lateral
pode-se fazer uma equival@ncia, §4ig.2, com uma viga-caixdo de paredes
delgadas s0b o mesmo carregamento Lateral p(x), generalizando sua equa-
¢ao diferencial de deflexdc, ao Longo de seu eixo Longitudinal,

M{x)
ET

v'(x) = - (1.7)

e aplicando esta fungao desfocamento no funcional da energia potencial,

H
u - lf £1[v"(x)] Zdx Ce. (1)

2

onde vix) e o desfocamento da direcde do canregamento, M{x) ¢ o momento
fLetorn, E e o module de elaticidade e I o momento de inercia da secdo
ransversal da viga. Como tem-se uma cernta gLexibilidade ne painel
normal portico, este se deformand axiakmente pelas colunas dande contri
buigac ao funcional da enerngia de defommacdo com o desfocamento u(x) ac
Longo da altura do ediflcio. E facil visualizar esta deformacdo se com-
paramos a viga de secac maciga com a de paredes delgadas conforma a §4
gura (2).

B Ny j‘P

- i o
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(a)viga de secdo macica (b) viga caixdo

vix)

F16.(2) - Dis'rribuicﬁo da tensdo normal em vigas sob carga transversal’



0 cakewlo variacional conduz a um sistema de equagoes dife
renciais conforme o5 desfocamentos axiais de cada coluna dos porticos nor
mais e a deglexac da parede Lateral, que ¢ resolfvide simplificande ¢ s4s-
tema por meic de teonemas da Algebra Linear. Essa nos permite com reducgdo
ontogonal de matrnizes simetricas rneais e de nelagoes de semelhanca dessas
matrizes com matrnizes diagonais (vide Apendice) chegar a sofugao do 544~
tema em fomma matricial, analogamente a solucdae de uma equagac diferenci-
ab Linean de 2% ordem, onde

cu{x) + cpulx) = flx) C e 11.3)

se tonna,
wix) o+ leleulx) = -?c-l-g(x) (1.4)

Uma analise simplificada tambem ¢ apresentada (processo de
Ritz), introduzindo no funcional da energia de deformagac os deslocamen-
tos axiais vardiande segundo uma fungde aproximadamente igual ac que reak-
mente ocorre com estes deslocamentod: uma fungdo parabolica ou cosseno-hi
perbolica. Seque-se o mesmo rnoteiw de caleulo da analise mais exata com
a vantagem da redugao do nimero de incognitas no sistema de equagoes.

Apresenta-se, ainda, 04 gragicos dos deslocamentos e esgon
cos da estruturna caleulados pelo processo aproxdimado no metodo da energia
desenvolvido no presente thabatho e pelo metedo do equilibric desenvolvi-
do porn MANCINI [6]. Compara-se os dois resultades com o terceiro, que e
0 processo exato do metodo da enengla tambem desenvolvide mas nac caleula
do numericamente neste trabatho e conclue-se com a validade de utilizagao
de um ou ocutho processo.
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2. MODELO ESTRUTURAL

A estrutuna estudada possud planta netangular com pornticos
normais as paredes. Todos os andares possuem as mesmas caracteristicas
elasto-geometnicas permitinde um tratamento continue nos desfocamentos
ao Longe da altura do edifdcio.

0 cawregamento externo ¢ condiderade honizontal, estatico e
com dinecdo nonmal acs pontices, sendo distribuido ac Longo da altura
e igual a p{x).
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{8) plante {b) feacha de

F18.(3) - €diticio-tipo: dimensdes sistome do referéncis, enumeracdo dos eiementos

A simetrnia da planta permite um sistema de tensces e desfoca-
mentos identicos nos paineils parede Laterais e de intensidade {gual e
sAnais contrnanios nos paineds porticos normals anterion e posterion,
nespectivamente.

0 sistema de negferencia da estruturna e nepresentado na 44g.3.
0s deslocamentos segundo 04 eixos de referénela acompanham a continud-
dade da estrwtura ao Longo da altura, sendo computados conforme a defor
magdo predominante na estrutura total. Na vertical tem-se u(x) e na ho
rizontal segunde a diregde do carnegamento tem-se vi(x).

As paredes tem Largura constante D. 0s porticos possuem In



colunas dando uma Largura total no portice de B, §4g.3. Cada coluna po-
de ter segdo trhansversal e espacamento distintos desde que mantenha a
sdmetrnia da estrutuwra em relagao aos eixos de refertneia. Sendo uma and
Lise continua toma-se uma altura de andar genmerica h e altura total do
ediflcio H. As vigas tem altura d mas de dimensdao ndo predominante na
determinagao da rigidez dos ponticos. A viga central ¢ seccionada ao
meio pelo eixo de simetria vertical do porntico. As vigas e colunas sao
numeradas da extremidade para o centrwo do painel, somando 2n vigas por
painel porntico mais uma viga central com situacdo particularn pela Aime-
tuia,

0 modulo de elasticidade E ¢ o mesmo para todo o edificio.

As paredes premanecem com as secoes planas apos a deformagdo
Laternak. 0s pornticos sob o efeito da reducdo do esforco contante nas vi
gas centrais, tem desfocamentos axiais tambem menores nas colunas cen-
thais. Assim, a deformagao dos paineis parede Laterais serd uma fun¢ao
Lineamente distribuida e nos porticos uma funcdo aproximadamente para.
bolica ou cossenc-hiperbolica.

wix)

X X
u"%vﬂm‘rm

™coiuna 1230 .. n z ) y
+ 8/2 i B/2 n “t(’o
' ! |l bre b/
t t

(a) painel portico frontal (b)painel parede lateral

F1G.(4) - Deslocamentos nos paineis sob a carga do vento, num andar x.

A deformagao no plano do portico porn glexac, devido a rigidez
dos nos viga-coluna e tambem pela contimuidade das propriedades elfasto-
-geometricas ao Longo da altuna, e analisada considerando-se nos pontos
medios de vigas e colunas a ocorréncia de momentos nulos.



3. ENERGIA POTENCIAL

A enengia potencial acumulada na estrutura pela sua degorma
¢ao s0b o camregamento Lateral z computada pelo efeito da carga externa,
da glexao das paredes e da deformagdo dos ponticos por deslocamentos verti
cais, glexao na diregao do carregamento e glexdo ne sew proprio planc.

3.2. ENERGIA POTENCIAL DO CARREGAMENTO

A enengia potencial do carnregamento externo do sistema es-
twtunal e dada pela conrespondente distribuicdo de seu momento §Leton,
M{x), ao Longo da altura e pela deflexdc Lateral provocada, v"(x). Esta
¢ de valon negativo para indicar perda de energia que send trhansformada
em enengia de deformagao na estrutura.

H
u, = -fM(x)u"(x)dx .o (3.7)
)
3.2. ENERGIA DE DEFORMACAO DAS PAREDES

05 esforgos e deslocamentos que surgem nas paredes sob o
carviegamento dado podem sern analizados por condicoes de equilibric. To-
mando-s¢ um elemento da parede de altura dx, §4ig.5, e fazendo o equili-
brio de forngas na vertical,

N-(N+dN) = 0 (3.2)

conclui-se que a varlagao da forca nommal ¢ nula e, consequentemente, o
deslocamento vertical na parede sera devide somente a fLexdo simples.

N+dN

AN MM

cerge exte(ne —— 4 4Q
{ !
q,(01 : fax)  |dx
% \ ‘ ; f { y
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~—— M x

\ D/2 t" b/2 l

' t t

FI1G.(5) - Esforcos num elemento do painel parede



Para as duas paredes de momento de inercia 1 p om nelagdo ac
eixo z, nommal ao carnregamento, a energia de deformacde sera

H
iy - 2 Ef_/aj [v7 (] de} (3.3)
2
o

3.3. ENERGIA DE DEFORMACAO DOS PORTICOS

A defonmagdo dos porticos se manifesta axialmente em cada co
Luna tracionando-as no portice grontal anterior ao eixe z da estrwutura
e comprimindo-as no portico ghontal postericonr.

Esta deformagao e variavel, sendo que o4 deslocamentos axi-
ais das colunas decrescem da internsegdo do pontico com a parede ate ¢
eixo central de simetria. Pontanto, tem-se n deslocamentos distintos
u; que provocam uma energia de degonmagao para o8 dois ponticos de
In colunas, Lgual a

Uz = ZZ EA; /[u’ (x)] dx} (3.4)

onde A; ¢ a segdo transversal da coluna 4.

A fLexao das paredes travadas em cada andarn por Lajes nigi-
das no planc horizontal induz uma §Lexao nas colunas na mesma diregdc
fornecendo a seguinte energia de defomnmacdo pana os dods pornticos,

n

2 Elg [u"(x) dx (3.5)
1
onde T, ¢ c momento de inercda da cofuna £ segundo o sew eixe de sime
tria na dirnegdo do plano do porntice, paralele ac eixo z.

E no plano do portico tem-se uma gLexao que afeta vigas e co
Lunas, podendo sern equacionada pelas consideragoes de equilibric de es
§orncos e compatibilidade de deslocamentos entre estes elementos da es-
uwtuna.,

A fonca contante q; que surge ao Longo da borda da parede
fLetida s0b o carrnegamento Lateral, $ig.6, ¢ transmitida ao portico pe
Las vigas, concentrande-se ac nivel de cada andar, portanto, q1h.
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FIG.(6) - Esforcos nas interugios dos paineis.

Conforme o deslocamento axdial observade nas colunas e mantendo

a nigidez do no viga-coluna tem-se ¢ seguinte esquema de degformagao do
portico na $4g.7 abaixc.

colune
une B
qh
B 6,
'S & i
‘ﬂa“ ] ‘ R
V“" : P.'.‘,. .
L] — - "
2 be ?
“ — 0 : L]
Y N ¥ -
B v i
AR L
b K 9% ° e
q% ¥ ]1 z | 3 T T J
l | 1

F1G.(7) - Detalhe : deslocamentos e esforcos na regido dos nos le2 sobd

deformacdo, do portico frontel , numa cota x.

Computando na energia de defornmagdc porn flexde no seuw planc,

prumeiramente, a contribuicdo das vigas, esta se manifesta para cada
viga £ atraves de sua forga contante e memento §leton, §4ig.8, tal que,



7
H .
TP My gy ... (3.6)

LN
uu/(” = % f __Q_é{:_ dx +
) GA 2) El,

onde G ¢ o modulo de elasticidade trhansversal;

A\uL ¢ a area da secde transversal;
¢ o momento de inereia da viga 4 em nelagdao ac eixo horizon-

1.
vd
tal da secao transversal (mesma diregac de y)
r+h
2
Q; (x) =] Qi(%) d% = hq;(x) .. (3.7)
o
Obtem-se Q% combinande os diaghamas de fun¢de constante ac Longe da

viga (44g.8c) que a expressac (3.7) fornece; e “ﬁlﬁ tambem ¢ obtido da
combinacdc des diagramas de guncde Linear ac Longe da viga (§4ig.8b6) que

a fonga contante hq R no meio do vae proveced.

i soluna (i-1)
' " etundg i
LY 'l ,
. , . (a)deformacdo na vigai
' ."",ﬁ“’} II
Vioe § LY il
! ha;
/ T
%.¢ I . Vee "
] A <i - ' L =
’ ) | ' .E.l i+
’ i
a g a
S S . Y b
i
, ;4 [
N T
m D]]IDID:;:_
w {b)diagrama de momento
fletor na viga i.
& [T (c)diagrama de forca cor
tante na viga i.

FIG.(B) - Flexdo observada apenas nas vigas (esquema generico)
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Lego,
H 2 # 42
u o1 (T Tha 0]t e g s L1y 2 4
ve 17 " h ;| 37 (7)o
0 GAy¢ 0 vd

(3.8)

onde e, e 0 comprimento da viga 4 a partin da extremidade da coluna.
04 temmos dentro das integrnais estao divididos por h para distrnibuin as
fungoes ao Longo da altura do andar e poden-se operarn a integral conti-
nuamente em toda a altura de ediflcio.

Unindo as duas {ntegrais da expressdo anterior (3.8) esta to-
ma a seguinte forma

#, 3
,, - j ﬁg‘(_(__l__ , 12E 2)"??")“1" Ce 13.9)
, ME\T GA, ;0%
e chamando,
1& - Tys ... (3.10)
1 + IZEI”[‘
7
GA, et

ac somar-se a contriibuieao das 2n vigas de cada portice, a parcela da
enengia de deformagac devide a glexac das vigas do portico no planc do
portice sena

Nk
u - z[szM.QE(x) dx Cee (3T

Vv T
=1/ 24E13L'

Resta Lembran que a viga central deve tern forea contante nula (qc=0) ,
devido asimetria do porntico e portante ndo ¢ computada. Vide §4ig.10.

A contrnibuigao das colunas nesta parcela da energia de defon
magac pode sern determinada gazende o equilibrio de mementos na junta
coluna-viga £ num andan qualquer, Levando em consideragac cs momentos
nulos nos pontos medios dos elementos, 4ig.9a.

3 2
u . o= 1 Me i L. (3.12)
ce Z EI:
0
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onde T 2 o momento de inercia da coluna 4 segunde o eixo de sua se-
cao transversal na diregac do carregamento; e ’ffL(Zl sai da combinagao
dos diaghamas de memento fLetor, §4g.9b, que e uma fungac Linear ao Lon
go da altura do andar. 08 momentos no thamo superion e Anferion da colu
na na altura x AGo {guais e obtidos pelo equilibrio do no.

o1 a; Ay
m, - . (hqéxz ; hq&.”m—dﬂ-z ) C .. (3.13)
Onde a; ¢ o comprimento da viga L de eixo a eixo das colunas. Dessa

forma, a expressac (3.12) se torna

ol 7

hET !

U, = ’JH %%2[%(%— hag(x) + .‘_‘Az'z‘_lhqw(x)” T_1 gy
0

(3.14)

} ;
~ha (x) hq, (X}
“‘i\\ i lm B m,
T ige i \vinurL' »
“1\\
) A
x n ry
Qi . \
| r | sl ¢
T T 1
e
(a) deformacdo da coluna i {b) giagrama de momento fietor

F16.(9) - Flexdo observade apenas nas colunes (esquema genérico)

Na n-osima coluna tem-se na expressdo anterion (3.14) que

Qg =9, = 0, restando,
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H
1 (T h,[1a Zq

= — | =-=2]-AL4p .
en 2J32 E z:qﬂ""]zﬂd" (3.5

0

Somando a contribui¢ao das Zn colunas de cada portico,

7-1 H 2
u, - 4{2%}[%%(” + o ay1agy (4] L
=% ). e}
u 2,72
; L [ang, (0] " % 4, C . (3.786)
96 EI!
0 n

Pode-se agora reunin a contribuigac total pon flexdo dos pon
ticos em sew propric plano na energia de deformacdao da estrutura soman
do as expressoes (3.11) e (3.16),

n hc% 2
U, = Zf [acla)] e+
0

*
1=1 6EIU/(:

-1 1 hz 2
*ZJ [a@ilx) + agyagy () ax s
=1 24E1

LY
! jL [ahqn(x)] ’ dx c.. (3007)
o 24E1

3.3.1. EQUACUES DE COMPATIBILIDADE

Pretende-se aplicarn ¢ caleulo variacional scbre um funcional
de desfocamentos, e como esta iltima parcela da energia de deformagdo
esta em fungdo dos esforngos contantes q;(x) desenvelve-se as equagoes
de compatibilidade de desfocamentos dos elementos do portice para equa
clonan o funcional convenientemente.

0 desfocamento na borda da parede e compatibilizade com o do
portico ao nivel de cada andar, conforme se obserwa na §ig.4, onde para
a parede,

wplx) = Zy(x) C.. (308

e uﬂ(x) e o deslocamento na borda da parede Lateral; e para o por-
tico, conforme se observa na (4g.7,

wpla) = uglx) + %7-9,()() + 28,(x) co. (3.19)
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onde ufx) e Gl(x) sa0 deslocamentos do no 1, respectivamente, uma trank
Lagao vertical e uma rotagdo, num andar genernico x; e él(x) e 0 desloca-
mento da viga 1 considerada bi-engastada.

0 equilibrio de momentos do no viga-coluna 1 nos Leva a deter
minagac da rotagdo 0, (x). 05 momentos conrespendentes a esta rotagdo
sa0 Lguais nos dols thamos de coluna, tanto do andar superion como do
Angerion, devido a hipotese de continuidade nas propriedades elasto-geo
metricas da coluna ao Longo de toda a altura do edificio, e vale

6E1]

- 91(x) . e (3.20)

Estes sao equilibrados pelos momentos provocados pelas gorgas contanted
do medio do vae das vigas concorrentes ao no. Tals esfonrgos somades

7 [ 6E1} i
[ " 91(")] = ZLhaylx) 4 %thz(x) Co. (3.2
gornecem,
L2
O = — a0+ a0 L. (3.22)

!
24617

0 destocamente 51 ¢ determinado pefas condigoes de engastamen
to perfeito da viga1com a porede.. Adotarn engastamento perfeitc tam-
bem na intersecdo do portico com a parede e uma convenilnedia de caleulo
que pretende-se automatizen e serd mostrado mais adiante, quande 05 des
Locamentos equivalentes nas demais vigas forem determinados, e chegar-se
a um sistema de equagces diferenciais em forma matricial.

0 efeite da forga contante e do momento 4Letor neste desloca-
mento sena

3
I 9_1_/_2_} L. (5.3)
3EIV1 GA\”

e rearanfada, a expressac (3.23) pode sern apresentada como
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5, - he
24t

]
[ 1% 7] 4t Ce (324
IV’ GAUIC7

Observar que dentro do colehete, a expressde e igual a 1/1’31 definido
em (3.10).

Assim, a primeira equacao de compatibilidade fica em funcao dos
deslocamentos v e up, e das forgas cortantes q; e q, ao substituin-se
as expressoes (3.18), (3.22) e (3.23) em (3.19):

2,2 3
L B }Qﬂx) +
48E1 ] 19E1 GA1
aahz
- {_4-4;._] a,(x) ... (3.25)
48E1]

Para estilizan a expressde acima facilitande ¢ caleulo auto
matizado do sistema de equacies de compatibilidade que se fonrmara, to

ma-se a expressac (3.10) para 4i=1,

I* = 1\11
vl
1+ 12EI”1
GA cz

3

125131
(3.26)

A, = [4 S 1%i/ay
1 k '

A expressac ginal da 1% equacdo de compatibilidade entao se

ra,
Zuix - <[ -}L)}q,(x) +
+[<gz)7&d1].qz(x) oL (327
a, 4
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A segunda equagac de compatibilidade e obtida no ponto de in
flexao da viga 2, ou sefa, . onde ha momento nule e mudanga de cwwatu
na do tramo de viga. Este ponto pelas hipoteses admitidas continua no
meio do vao. Assdim, conforme se observa ainda na §4g.7 num andar gene
nico de altura x,

uy(x) - ._32 8;(x) - 52(x) = uylx) o+ %ﬂ 6y(x) +
S, ... (3.28)

onde 6; foi determinado equilibrando o no viga-coluna 1, expressac
(3.22) ,. 62 sal do equilibrio do no viga-coluna 2,

7
ez(x) = h [azqz(x) + asqg(x)] c e (3.29)
24ET!
2
e
(13 c
Slx [ L —Se— [yl L 3.30)
24E1 , GA

que substituildas em (3.268) tornam a 2% equacdo de compatibitidade em
guncac dos desfocamentes u e dos esforces g do segunde tramo de viga,
tal que,

| 2
Wl - oy lx) = [51.0_‘2_}.‘_] alx) o+
48EI;
+[( coh , cgh> , Qgh , Qg 7q
1281 , GA 46ET) 4SET,
a,a hz
+ [-Z-&-—qu(x) c oo (3.37)
!
48EIZ
e estilizada pelas expressoes
* Iye
v?
1 4 12EL,,

(x)+
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h 3
Mo = L2 C (3.32)
*
TZEIUZ
, *
Ay = %)d _Lua/dy
“Qz“ Ié/l’l
a 2% equagac de compatibilidade se torna

u, (x) - w (x) =1/% 4 Aq (x)
1 7 | \a7 _f—zl;‘“” qq +
* /U'Zﬁ + 5\7 + 1?::// ﬁ;jlflz(x) +
L Iy
11 4
:
' s(ﬁi\‘m] a3{x) <o (3.32)
WNagl g

Esta equagac pode ser generalizada para os demais pontos de
compatibilidade do porntico com excessdo da regidac central onde, pela
sdmetrnia, oconre uma defonmagdo diferente e a fonca contante deve sen
nula na viga central, §4g.10. Pontanto, na compatibilidade de desloca-
mentos no medlo da viga n Zem-se

- a { ¢
un-l(X) ?4 0,-1 (x) - oalx) = u”(x) + %uien(x) ¥ g;nm
(3.34)
coluna (n-14) *
coluna n coluna n
€n-1
! |
it B
Sl KOy
n-) h h
%DT_—— n-1 Vl“n . I'qn 3
; T . i\l
B | enant > i
Up-y
h
u n
| 7[_ " R 2
8-
[ a jﬂzn a
X - % =" z

FIG.(I0) — Comportamento da parte central do portico (esquema genérico).
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Analogamente a determinagdo de €; e 6, em (3.22) e (3.249)
pode-se encontrhan

0 x) - M
LT ;EIT—[“H-TQVL—T(X) + anqn(")] (3.359)
n-1
2
0 (x) = __h (x) (3.36)
" 24€1! [a"q“ x]

observando que Qe

(3.30) 4az-se com

= q, = 0; ¢ da mesma forma que se obteve 52 om

: G . o

W0 = [ ]hqn(x) (3.37)
24EIUVL GAUH

Assim, a n-esima equagdo de compatibilidade se neduz de
(3.34) para

hZ
w,_p(x) - w (x) = [—n—l—ﬂ-——a =14 }QVH(X) +
48ET!
n-~1
3 2,7 2,2
+[(ch . c,1)+a”h . azh ]q (x)
n
T2EL,, GA,,/ 4sE1) | 4sEI’
(3.38)

Note na equagac acima que esta difere das demais para {=2,3,...n-1

no wltimo termo  pois 4,,1°9,70, conforme eql3.3%) . (¥
Substituindo
Ao I,
vRo IZEIU?__
GA 1ty
5y
/4, = _.___H.Q e (3.39)
ot
un
O
U Ih/h

em (3.38),a altima equacdo de compatibilidade se transkorma em
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cy LY Yoo
%1"" — “n(X) = { %y / n=1_‘w=1 q,_1(x) +
-1 4 .
. ! ’ Il ‘\ 1
+ /“(!i”- 11 + 1 + _Ja__g_‘“ﬂ.;qn(x) . 13.49)
i, I;L—‘I/ 4 -

Com estas equagoes de compatibilidade (3.27), (3.32) e (3.42)
procede-se a montagem do sistema de equagces em forma matricial onde a
equagde generica e

7

u/(:_-l(x.) - LL/C(X) :[( aj \) /i&_; ‘/R‘j_1>’ q/(:—l(x) +

L a/(:_1/ ' !
1% - 4
£-1 -
“ra - LY.
+3f/£1"’*'1') ,EJ-—)\‘L;Q/(:_*](X) o e e {(3.47)
L aL/ 4 N
. -0 . - . - _
observande que uy,= =~ v’ ; =0 ; a,- 0 e a - 0.

2

Da para ver agora que as equagoes de compatibilidade §ormam
um sistema em que as {ncognitas sdo as forgas contantes q. (i=1,2,...n)
nas vigas do pontice e sde fungoes de seus respectives deslocamentos

!
U,ul,u_ w

gr e Uy

A forma deduzida

()] AR

] nx(n+1) { 1) xd (3.42)

- VLXVL{Q ( X)}

(%]

pode sern nearranjada convenientemente para separar ¢ vetor das gorgas

contantes {Lq(x)L em
/

’

{ | = [ 4uv] ] }) K

YAX)E nx! L nx(n+1) %ﬂ(X)} (n+1)x1 (3.49)

onde lalx)} = Jar(a), gpl), o guix) L L (5.
éld:(X)‘};: = «}U’(X), uy (%), uz(x), e (x) ... (3.45)

1t
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{%L matrniz trhi-diagonal simetrica com

r A . )
o ull (1 +_L,.->L} (3.47)
I 4 -
A-1
_ a_‘ L;' . B
bilir) © *‘-"la LA 4/\& (3.48)
L
_ A ;1 A
% i 0i-1) L =] ] (3.49)
i CL/C_1 4
»*
_ 1 .
e = e (3.50)
GAU/(’,Q/L
hcgf
i, = o, (3.51)
J’L *
12E1" .
vd
3 .
A (&)M«r (3.52)
CL’ 1'/h
A
I'=@ , a,=0, aq =0 (3.53)
[Z*{ = matriz retangwlar nx(n+l) com
by, = %p (3.54)
b = 1 (4=2,3,...n) (3.55)
Grien) = -1 L2, (3.56)

e 05 demais elementos nulos.

Armado este sistema pode-se aplicar a expressac (3.43) da 4on
ca contante, que posswi a seguinte forma generica porn extense,
+1

YA

=1

3

2

qi(x)

%

"
- ,{ ‘ ' L ( 5 )
iﬂ v'ix) o+ i* {/C(hﬂ) u.h(x) (3.57)
k=1
na parcela da energia de deformagde devide a glexdc do portice em seu
planc, eq.(3.17), juntamente com o produte das constantes (3.51),13.52)
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PR (3.58)
2} 24ET" o
e tom-4e
UL [ - Vo
: ‘/‘T HZ:-, %JUV {x) +k}: '«fi,h”uh(x)} dx‘; +
1= A

- ﬂ
N "M yr, ;)
= JZZ L( U&+(f4’+1,1a&1 v' ) 7;’* h+7&+

R URREWLINY “tz"‘” } *

/” T}
+ |ty al [ pv' (xS (x) .. (3.59)
Jy e n( i b

Finalmente, pode-se reunin todas as parcelas da energia poten-

cial acumulada na estrutura como um funcional de desfocamenteos. As equa

¢oes U, (£=1,2,...5) de (3.7), (3.3), (3.4], (3.5) e (3.59) quando soma

das podem fonmarn um Aintegral da soma, tal que,

4
u =[{—M(x) v x) + EIK{U"(x)jZ +

7 \ . ) -
+ ZZEALLuk(x)jZ + EHZEIL}WU”(X)_JZ +
t=1 =1
kil ki)
VL -
v Zz,u&i larY b+ Zh R+1 h(x) ¥
=1 k=1
n-1
wiAs
! “7‘4‘7‘[(1&1“ * 'u? 1 UT)U (x] +\ <1PL 1% 7
=1 2ag P

. S . 2
+ ,/u'“/\”[?ﬁu”'(X) + S q’n h”uh(x)‘f },dx (3.60)
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4. MINIMIZACAO DA ENERGIA

Pormeic do caleulo variacional, ¢ puineipic da minima enei-
gia potencial requer que

su_ = 0 (4.7)

Como o funcional da energia potencial esta totalmente em

fungdo dos deslocamentos v(x) e u;(x) para £=1,2,...n, ou seja,

"
Up = JDF(X’U"V"’uT’uZ’ el Uy U, Lty dx (4.2)

e ¢ un funcional de varias fungses, chega-se ac seu minime quande sa-
tisfaz o sistema de equagdes diferenciais, cbtidas pela variagao isola
da de cada fungdo desfocamento v,uj,us,...U,, que sac as equagoes de
Eulen-Poisson.

Separadamente, estas equagoes diferencials 4ao:

2
F-éFv"’—ci—Fn =0
Voo Y dx? Y
S dF, =0
u deL1’
F oo dfF, = 0 (4.3)
Uy dx 42
F oo dF, =0

u
4y dx “n

as quais sende satisfeitas conduzem 5UT=0.
A pruimeina equagdo de Euler-Poissom em (4.3) possul uma con
dicdo de contorno quando se abaixa sua cndem de derévagao,
d F M- (4.4)
x 2/,
tal que, em x=0, bu=0, podendo o outro tenmo do produte sern qualquer;

Sv (FU, -
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em x=H, &v#0, entdo da-se uma condigac natural

#
O C. (45)

4.1, PRIMETRA EQUACAO DE EULER-POISSON

Desenvolve-se cada equacdo de (4.3), separadamente, sendo que
para a primeira procura-se na expressde da energia potencial da estutu

na U, em (3.60), todos 05 termos em v(x) e determina-se que

T’

F =0 (4.6)

v

Procunam=se “todos os tewnos em v'(x),

LI )
;12‘“ i[? v (xﬂ v (x) ‘J !z+1“h(X)’ *
sl BN - 2 .2
*Z_%{[Z’ﬁ% * ‘f’m,ﬂu;] urlx) =+
& A i /
A

. P b , :’L o o W
+2!. ({/(’,TaL’ * q/(:+7,1a/6+7]v (X)gjl&:h”a& + (7[/(’{_,,1’!2_,,16(4}1 guh(X)} +
A X ) & .
" f‘ﬁ”%“{[z*’"nw""’iz ; zq;”ur(x)Lq«'n,m,uh(x)} 4
; k=1

e derdva-os em ndag&o av'(x), para se ter

'I
Fur 4/% UI UU ) )f’ Z'U JR+1 Iz(X) ]
-1 - 77y at i '
+ Z-ﬁ%&(:u% * Ve 1%l (Yo% * P, 1% (x] +
=1 % oL '

"
v g_@l,m% * 4‘};’»1,{&1‘1&'” ) . uh(x) J] +

+ /an}\n‘q{”{q;ﬂw(x) +> k+1 h(x)J (4.8)

que depois deve sen derdvada em relagae a X,

n.

" N ' h
Z@ 1\) (x) + gi,hﬂuhm, +

m&
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=1
ST (W, v v (e :
%1— az {Z’i] < ij&”’] ’(»"73“(‘&7(1& £+1,1 ,L+1 W)

/o \

: \
i1 % 7 77u£+1,h+1a£+1ju!'z(xﬂg

-~

+

+ T’(

+ u.A q [ nTV"(X) }T 1n h+7uk(x) o (4.9)

k=1
Na mesma equagdo de Ur (3.44), ainda se separa os termes em v (x],
- M " " < T 12
(x)v"(x) + EI,] u (x) + > CEI;v"(x) (4.10)

que derdivada em nelagdo a v"(x) da

o
For = - M{x) + 2ET pu™ (x) +2 4ET ;v" (x) (4.17)
t=1
mas Ae definirmos

1
I = Il’_ + ZZIL . (4.12)

pode-se neduzin (4.11) em

For o= - Mlx) + 2ETu" (x) (4.13)

da qual toma-se¢ a derdivada segunda em x,

d?
dx

iz

oFn = - M)+ 2ETVY (x) (4.14)

Assim, forma-se a primeira equagde de Eulern-Poisson: subtrai-se (4.9) de
(4.6) e soma com (4.14); poe-se em evidencia os desfocamentos ’{ﬂ(x); e

simplifica-se ai,

- SO s b v a. 2 0 7l ]l "
_{2*4%1\&7} + TULA /CTU + 47, 1_.4,4-_L> A Y v (x] -
=1 i=1 oay 4
,-‘i’_ J! .. a \/ o a;
s 4/& qu * k“/ (lk’u Ry I—J-il;(‘hz fu,y, \)’”
\( i 1=1 C(/(’ TN a/(: /
ISR _
* et g & ug(x)



| Lo
L=t

L a-n VA
- [‘) 4 4 “} 1 d E u ., <3f’” + 0 Rl IVl
* U Y0 I3 1 - uplxd -

n -1 \
e o \ o - a-, 1.

- a7 U 7 R
[}_f/uz 1192, ne1 *Z“ % el 1""425 et 7 ’¢+1,n+1“"*l‘a ]+
Visi =t A L

A ey |l e 2EVY (= (4.15)
/ ’ |

E interessante abaixar a ordem de derivagdo quande possivel.
Na primeira equagdc de Euler-Poisson ocorne uma condigao natural de con-
torno (4.5) que nos permite integra-La e tern uma constante de integragac
nula. Assim a equacdc (4.15) integrada e posta em forma estilizada gica
sendo,

LT oL Y I A AR PP 4] RV SR
- Mix) S 48

e procurande uma forma matricial faz-se

Svrlxl - (G By B PR - w0 aan)

4.2. J-ESIMA EQUACAO DE EULER-POISSON

A segunda equagdo ao ser formada da subsidics para se determdi-
nan a generndica §, onde §=2,3,...n%1.
05 termos em uq(x) da equagao (3.67)

LLI Z . 7
}_ 2<{ 11 { v (x)ug(x) + ZIILZ) [uI(X)J + 'Z.Z!kzu1(x)z4z h+1uh(x)} +
i=1 1 &3—“2 ’
=1 . . ’
s f‘*‘fz Zh o B 1% ) e (Q+1,z%+1>" (huy(x) -+

= ZaL | JAN

2y 12 .
(fi L 4+1 2 u]) {U‘I(X)J + 2(Yg2e * Py )2 AH)LL (x)\ ( hel %+

+ 47y pas 2o z .,
1TV (ug )+ 705 )7

/L

ﬂ( T N
d’7 k1 ,@1) k(X): + Iﬂzu:\u \{ 2!”
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+ 2 qu ZLL] hzchyl b+l u.k(x) i . s e (418)
derdivades porn ug(x) cuidando em evidenciar a% e 04 deslocamentos, faz-
-5e
F S &L /
= MM 2w Ly Azp1/ yr - 1
g [g"/‘& e Z./%&(% + %1,1—?’—?( 47 ﬁ&n,z%—’—g +
= ; :

L '
s "\n%?fﬁz} il

[3 4 / x a(’il 2 ,i F700 1
a&g ) ’ ‘/"‘/&L 7L42 7/&1,2 ) * ,’["n’/ n{ 7an g (x) o+
t=1 a/é ¥, ;

IZ"“ 27&3'3—“ A(¥ia a1, 0" LY iy Yo, 5 E) v
a; )
o ((nk‘tnzfgzzf;;s} . ug{x) +

¢ a; : . ag
24“ g T ne iL“ (Vg Far 272 )(%&;m + Pt me1 =E)
1 AL

L
* /“n”%nqnz !n,nH} - uy(x) (4.19)
0 termo em ug(x) derndvade por uj (x)

Foo= 4EAW(x) C .. (4.20)
“1
e depois derivado por x
dF ., - 4EAWIX) (4.21)
dx u; 11 coe .

juntamente com (4.19) formarac a 2% oquacdp de Eulen-Poisson (4.3), que
se tentamos associarn @ forma matiicial (4.17) terd grande valia na s0fu
gac do sistema. Porntanto,

_ (rfl 3: ‘p ) -
Zpguy (X) 1321 20 Yoz v 2 el | i d(x)‘ 0 (4.22)
A j-8sima equacdo para §=2,3,...n#pode sen cbtida facilmente

agona por analogia. A F, ¢ equivalente @ expressac (4.19),ea = F
§ J
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equivalente a expressdo (4.21) que subtraidas uma da cutra dac

T s e A1 N/ o
4EA,_jur_y(x) - | «;{’.ﬁ‘ﬁu i 7/ ( S R s DT
Z L7
y ,a"" - / ! -
+ }"H’j—‘{—l—a, ) + 1an ](,%J;. v' {x)
i

=

]‘—

Lu % ,UMW%, gL [y L

=

Faa itz ] wplxl -

k1 7= z
S STaw e ST LA s Li] ) N2 -
y ‘ ) . i
. i1 o
[24/% Af 4,n+7 ! 2 4 L( L4 i1 i a. )(ZQ’VHI *
L
7 Ait] R
/R a‘) + /un/\nzf;lﬂn,n”] Cu (%) (4.23)
L

E om fomma matrnicial estilizada

, R )

Bt (x) (8 ¥ e T g v L0 (4.24)
EFF] J‘ I 15 |
\

J}VU—I" \ . :
{ j'...](");

!
P

;
{
mx)J

Percebe-se agora que o sistema de (n+1) equacoes e facil de sexn
montado, pois os termes em & sdo elementos de uma matriz diagonal de or-
dem (n+1)x{n+1) que faz pfwdu/to com a matriiz dos deslocamentos derivados
de 2% ondem, {ﬂ(x)i ", 04 demais termos do sistema podem ser postos num
produto de mamzel/s: [Y'] com 1([J(x)i , tal que

B W(x}}" L)y - Rl Co (4.25)
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onde  Jlx). = {u' ), wylx), wplx), ... uplx) - (4.26)
[{5] = matrniz diagonal com |
By = 2E1 (4.27)
Bij = 4EAL;  pana §=1,3,...n+] (4.28)
D":‘ = matriz sdmetrica com
iz ! ’,
L sy /2 a;
K}h - 2__4{,“/6[2{00 ]4'!2 * %"‘L( I,}Lj * _‘{il'zfiﬂ,dq/éh *
1=} . aL, AN
+ a’jil Q}/::_’_I,h\; (4-29)
a; /i
1 _
Lembran sempre que a,,q=0; e porn wltimo,
! : T3] T
EF(X) \‘ = ZM (X) 0 ... 0} (4.30)

As condigoes de conforne das equacoes de Eulen-Poisson repre-
sentadas pelo sistema (4.25) neferem-se ao engastamente da base do edi-

filcio (x=0),
v(0) = v'(0) = ug(0) = uy(0) = ...owy(0) =0 (4.31)

e devido a extremidade superion Livre (x=H), onde ¢ momento 4Leten da
estrutuna total ¢ nule e o desfocamente Longitudinal que se distribul
nas cofunas tem seu valorn maximo, tal que,

v'(H) = up(H) = ug() = ... u;z(H) =0 (4.32)

Estes deslocamentos podem sen reunides ne veton {/I(x)k , ¢ as
condicoes de contorne (4.31) e #.32) sendc '

| o oa.
u(0) = 0; Lo =0 =0 (4.33)
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5. SOLUCAQ APROXIMADA

A parede Lateral e o painel de maion nigidez para suportar a car
ga hordzontal do vento. Seu deslocamento predeminante segue a diregac do
carregamento, v'{x). Com a flexac devida ao carregamento surge um desloca
mento vertical que e uma simples funcac Linear de v'{x).

No pontico, os desfocamentes predominantes decornnem da defomma-
¢ac axial das colunas que conforme modelos estudades tém uma fungdo aproxL
madamente parabolica ac Longe do andan passande pon todas as cofunas. Se
esta fungac e condicionada na intersecdo com a parede onde ¢ desfocamento
vertical ¢ (D/2).v'(x) e acompanha a reducde do deslocamento ate o centro
do portico, pode-se usa-La na simplificagao do caleulo da energia de defor
magdo. Pois, ac inves de ter-se n incognitas desfocamentos ne pontice ter
se-a apenas uma. Vide §4g.4.

Assim, a aproximagde na sclucac dos desfocamentos da estrutura
seria feita nos pornticos nonmais, sendo razeavel os nesultados obtides pa-

rha
D

agld = DT - w&,n(x)} (7.1)
onde o primeino termo a dineita e o desfocamento da intersegac com as pare
des up(x) e no segunde termo R{x) € um parametro incegnito medidor da mag-
nitude do netardamento na transmissao do contante que provoca desfocamen-
tos mencres no centro dos ponticos normais; w; ¢ um parametre dependente
da aproximagac na deformagao axial das cofunas.

Considera-se duas variagoes para w;, uma parabolica,

W= gtz =1 - (2 N N
\B/2

e outrha cosseno-hiperbolica,

w, = §lz) = 1 - cosh 25 Jeosh(1.0) (53]
/2"

Com estas aproximagdes volta-se a caleular a energia potencial
da estrutuna seguindo o5 mesmos passos anteriores, mas com a vantagem de
haver menor numero de incognitas desfocamentos.
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4.1, ENERGIA POTENCTAL

Onde houver desfocamentos ui(x) substitui-se pela aproximagac
(5.1). No funcional da enerngia potencial Ur as seguintes parcelas perma-
necem as mesmas: Uy em (3.1], u, em (3.3), e Uy em (3.5). As demais se
alternam; come em (3.4) para

‘ 1.2
u, - Z/ A q_zﬂv"(x) - w R (x) ] dx (5.4)
=1 '
< U

e em (3.17) que e fungdao de Q,é(X) toma-se mais uma aproxAimagac; Aupce-4se
que em cada tramo de viga estas fongas contantes decrescam de 1/2 da an-
terion conforme se aproxdimamde centre do portico,

_J__Lq" = , Q’ = v
, q/L ’ —;‘r ql:"’] [£.5)
De (3.57) s0b a condigac (5.1,
. < D .
x) = V! + ¥, Ll - w, 5
' Fep v (x) j{f Ti, 1 - [u (x) - wRlx). (5.6)

mas ac substituin-se 0 termos de C}L conforme definido em (3.44) a partin
da §omma deduzida (3.42), Lol

- ¥ N 7
’%1141 T TR @12[5*\"' - Wik
E, E o = 7 \
farar ¢ Sasty 0 Aasts T Cag B - wRy v gy TR
Eois vqr g+ 5..q, t fr e Qg = i}-\..g(’u’- w. R+ 7 __(u wR
RN T T it AT ) R AL Ai-17 L(L*”
I X = 7,\ 'Dv' _ 4 Vo D L
fuln-1)%-1 7 Al * “‘nn;&v, wn—TRj ¥ (n(n+1)‘z‘v WoR.
(5.7)

; = D M
onde G173

U T iaa T KU S B

22 33 Tt AT “hn

"Z,. = % = L v ).

2T s T Sen)T ey



percebe-se que{d.7) sena simplificada para

D

1 T1eeg = S wpR

S * fagly v Fasts % (wy = wy IR
) A = D . - Fad
%L(L—T)QL-I +'}q/¢q4 P Yt B E(WL WL_HR eeo (7.8)
. ¢ .+ % q =2w-w ;IR
Enln-1)tn-1 " Santn 7 Ta-l
e wsando a condigac (£.5) na equacgde generdica de (5.8) tem-se
g lx) = D _wg =y )RIX) (5.9)
&y . g
st = T e
para i=1,2,...n ; w, =0 e Snlnrl) 0
Resta substitwin . em q;(x)
qi(") =_122 (WJ’ - Wl'_1)R(X) '\ (2.10)
Mén)\i%(nﬂ;_% T1/agy 491 8 Mot ter )
;o L ' e . / R
L iy they fagiy vy
porem, o wltimo termo do denominadorn desenvoludide
) . L \ \ # V3 o 3
LIERRURY EIRANE hcz;-yi 1281, a1 Typi-nh &1i%y (7.11)
: . . ' A N . ; ., 0 ! kPL
RN Ao B hci \1251%%;1}4—1 ' 4 aLIULh
sena Lfgual a
/a ) 1° )
(=1 "4 (7.12)
a./{: I},—]
porntante,
| g lx) = = w -~ wiog} R (7.13)
hg’ i [ 1/a, 4 L 2a; 4
LA T A B e A e s R
* - 7 a-. ' , -
1eert . 4 i T %
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Parna estilizarn degine-se

47 GDELL, w; - Wi g (5.14)
L
e® 1+l
A 4 L4
X / ’ 1
voe 1 L& L fy 2ei) (5.15)
' ;
ey Tt e
e tem-se finalmente
T :
q;lx) = R0 (5.16)

Ao se aplicar qi(x) de (£.16) em {3.17) tem-se a ultima parcela
da energia de deformacdo total sob a aproximagao feita nos deslocamentos e
esforcos seguinde o caratern dominante de deformagac da estrutura.

X2
R (x)dx! (5.17)

e g -
L@EI* z4€1’m 1%

onde = 0

:(—T_
it
Para agrupar as constantes procede-se em evidencian a; e Z,iz ; Lembrando que

em (3.57),

)3 1*./a;
i 3 1./h
Logo,
}_—_ hel 1 hLl; | YRR,
___4‘ 2}1 ; _4.(1 + _.4,11_ bR (x)dx (5.18)
/(’s 4 J , Cod
= 6EIuL I a.

T 3 _ [ .

ST Aoy e i) (8.79)
e * L [ fo
=i sEr, 4 e %

(Lembrando que Z?;m = 0) para que (7.18) se Lorne

2 Mg
u. = lu.e ' R (x)dx (5.20)

o
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A enengda potencial da estrwtura sera entde obtida pela soma

das integrais (3.1), (3.3), (3.5), (7.4) e (5.20) reunidas numa integral
da soma,

Iz

T {L- M(x). v'{x) + EIKEV"(X); 2 +

"1 1)

N T Y 2 N DZF " ' 2

2?;]_1:'14: Y (X): + {;‘EAL, 7 v (x) - WLR (x)’ +
u.z 2 Y . )

+ 2 R%(x): dx o (5.21)

2

oy
n

-

+

7.2 MINIMIZACAO DA ENERGIA APROXIMADA

As  fungdes incognitas se neduzinam a duas: v{x) e R(x).
Quande ¢ variasional tende a zero, SUp = 0, as equagdes de Euler-Pois-
son tiradas desta operacdo nos fornecerdasa solugdo das fungies Lncogni-
tas. Para cada fungdo fem-se uma equagac de Euler-Poisson

2
d d .
FU - -(—i-XFUI + z{;z FU" - 0
4 (5.22)
F, - dF, =0
R - 'R
dx

Yo primeina equagde do sistema [7.227) tem-se que de UT em (3.21)

FU = FU, = 0 (5.23)
ki
FU,. = - Mlx] + ZET,v"(x] +Z__]_4EI/£V"(X) +
i L=
4 [ET) ' 1 5
+ Z;EAL,D V) - R ] ... (5.24)
Q’)
42 , AT N R
S F, = - MUX) + (2ET, + 4) EL + > EADT) vilx] -
dxz v %‘ =1 ‘ Ton L
2,
- il -
2 EADT w RMx) N 4

=1

Para operan esta equagac define-se

ki) 7]
- - 2774, 5.26)
T, =2y v 4> 1, + 0" > A (9.26)

,-_-_1 fri
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. pIST
Ae— D %A&,w&, IR (5.27)

tal que, a puimeina equacdac de Euler-Poisson da solucde aproximada e

v - " - "
ET v (x) EAQR (x) M™ (x) C .. (5.28)
Para a segunda equacac, tira-se de UT em (5.21) que
Foo= wlR(x) (5.29)
R . ; Q . . . .

2 2 )iy

- r_ " ! !

For = E;EAJ) L wH)(x) + uQR(x% C e (5.30)

Usando a constante definida em (5.27), Ae’ e degininde mais uma constan
te

* 7 2
A, = D%Aiwi ce. (5.31)
na equagdc (5.30), chega-se na seguinte forma para a segunda equagac de
Eulen-Poisson depois de denivar em x a equagac (5.30):

.Z _ *on rn =
,wQR(X) EA R (x} + EAY (x) = 0 C e (5.32)
Ficou-se entdoc com o sistema de equagoes

EIQv‘V(X) - EARIx) = M'(x)
(5.33)
n # " Z -
EAQU [x) - EAQR (x) + /LQR(X) =

que esta sob as condigbes de contorno impostas a estrutura estudada,
v(0) = 0; v'(0) =0; v'(H) =0; R{0O) =0 ... (5.34)

e as condicoes naturais de contorno tinadas das equagoes de Eulern-Pois-
son (5.22) quando se abaixa sua ondem de derivagdo em x, 4sto e,

d, v g, 0
F ' - —_ FU": . ('/\) [ = 0 « s (5-35)
oV dx -

kd
!
i
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=0 Co. (5.36)

SR D=0 ... [5.37)

que analisadas e sufeitas as condicces de (5.34), darac as condicoes de
contorno naturadis. Na puimeinra, (5.35),

para x=0, 5u=0, e 0 outho terme do preduto e arbitrhanio;

para x=H, Sv#0, implicande em que tenha-se uma condicdo natural de con
torno,
=0 .. (5.38)

come FU,=0, congorme (5.23), wsa-se scmente a derndivada da expressac (5.24)

on x=H; tal que

EIe vt (H) - EAQ R" (H) M' (H) R (5.39)

onde IQ e Ae sa0 degfinides em (5.26) e 15.27), nespectivamente. Na segun

da, (5.36),

para x=0, ov'=0, Logo o outro termo € qualquer;

para x=H, ¢v'#0, portanto para que o produto sefa nule, F ,=0 e da equa
cac (5.24) tem-se outna condigcac natural de contorno,

ET, v'{H) - EAe R'(H) = M(H) “ . (5.40)

A expressdc (5.37) em x=H, R## Leva a terceira condigac natural de con-
torne com Fo,=0, ou seja, de (5.30)

n * 1 -
EAQ v'(H) - EAe RU(H) = 0 R (5.41)

0 sistema de equactes (5.33) a ser resolvido tem uma fungac de
4%ondem de denivagao e cutha de 3%ndem necessitando, entdo, para sua 50
Lucdo de sete condigdes de contoano das quais quatre estac em (5.34) de-
vido aos apoios, e thes sao as naturais de contorne (5.39), (5.40) e (5.
41).
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7.3, SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Para sclucionar o sistema (5.33) separam-se as fungoes Lncog-
nitas vix) e R(x), mudande-se adequadamente as condigoes de contonno.

A separacdo de v(x) na primeira equagao do sistema e geita de
rivando a segunda equagac do sdlstema para se fer ¢ teame R"'(x),

EA, vVx) - EAS R (x) juﬁ R'(x) = 0 ... [5.42)
Muttiplica-se essa por AQ e thoca-se de sinal,
SR WMx) o+ EATA R"(x) - uPA R'Ix) =0 (5.43)
e e e e e :

0 terme em R'"(x) ¢ zerado, quando se multiplica a primeira equagdac do
sistema (5.33) por AZ e soma-se essa com a equagac acima (5.43).
* Z W *om _ 2 ' -
(BT, A7 - EA,).w"Ix) - ATMT(x) - AR (x) =0 (5.44)
Adlnda falta eliminan R' (x). Se integranmos duas vezes a piimeira equagac
do sistema (5.33), sungem duas constantes de integragao,

EIQU"(X) - EAQR'(x) = M{x) + blx ¥ bz (5.45)

que podem sen determinadas pelas condigies naturais de conterno (5.39)

na primeina integragac dando b1=Q e na segunda integracdce comparada com

a equacac (5.40) dando b2=0. 1850 pomite tinan de (5.45)
tiy) = Lo gn ! 5.46)

R'"(x) = —£v"{x)] - — M(x] (5.
A, EA,
que substitulda em (5.44) 5onmén& uma equagdo diferencial em fungac de
apenas uma incdgnita v(x) que ac ser dividida por EI*AQ val se tornar

2. * 2
vMx) - /leg_ vi(x) - ALy (x) ¢ —Ae— M(x) = 0 (5.47)

er* * 9%
A, ET*A, ECT*A,

donde se pode definin as seguintes constantes,
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* * A
= (1A - A)— (5.48)
A
e
2
o o folo c.. (5,49
*
1 EAQ
AS
8y = o ... 15.50)
*
El Ae
2
by = ce. o (5.51)
2.%
E°1 Ae
e neduzin finalmente a expressac para
v - olun(x) - LM (x) - M(x) ... (5.52)

Nesse caso as condicoes de contorno deverde ser quatre: as de apoic da
estwutuna,
vi0) =0, v'(0) =0 e Vv'(H) =0 c e (5.53)

e ao substituin-se a condicdo R(0) = 0 juntamente com a derivada da e
quacdo (5.46) tambem para ¢ ponte x=0, Lembrando que essa ultima equa-
cdo foi obtida atraves das condigies naturais de contorne (5.39) e (5.40)

Rrio) = Leymrgo) - o) .. (5.54)

AQ EAe

na segunda equagao do sistema (5.33),

EAV" (0) - EA Lo ynrig) - _’_M'w)} +ul0 =0 (5.55)

3
e
LAQ EA,

tern-se-a mais uma condicdo de contorno (atraves das naturals),

v'"io) = o+ 5"1M'(0) .o . (5.56)

onde 3’7 ¢ deginido em (5.50}).

Analogamente, a cutra fungac R(x) para ser equacionada isolada
mente, segue as operagdes: Integra-se a primeira equacdo do sistema (5.33)
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Lembrando que sua constante de integracdo e mula conforme a condigde na-
tuwwal de contorno (5.39), faz-se seu produte por AQ e subtrai-se a se-
gunda equacdo do sistema pre-multiplicada por I, Tal que,
Ta*r _ 4271 on _
EiAQIQ Ae‘ R" (x)

uél R(x) = AQM'(x) (5.57)

{ e

mas dividinde toda a expressac acima por l:'I'qkAe e congorme deginide nas ex
pressoes (5.48) e (5.49), pode-se te-La na foxma,

RY(x) - ofR(y) = MIX)

(5.58)
ET*
Essa equagde esta sufeita as seguintes condigoes de contorno,
R(O) =0 e R'(H) =0 . e (5.59)

onde a segunda condi¢dc' advem da natural (5.41) e de v"(H)=0.

5.3.1. SOLUCAO DA EQUAGAO DO DESLOCAMENTO V({X)

A equacdo diferencial do deslocamento v(x) formulada pela ex-
pressac (5.52),

A P RV CURE LI P A P
- ~ 2,72 2 .
tem uma solugdo da parte homogenea, D™ (D —x)vh= 0, 4igual a
v, = B, + Bzx + Bgccushmx + B4Aenh0cx (5.60)

e em funcdo do carregamento representade pelo memente fleton M(x), o qual
para um- carregamento uniformemente distribuide plx) &

Mix) = Bo(i-x)? CLL (5.6
2
tina-se entdo a sclucdo particularn. Aplica-se ¢ operadon da equagdao geral

num polinémio de 49grau, pois a expressdc do memento ¢ uma equagac de 29

grau.
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p? (2. a?)(b,x4 ; b2x3 ’ ngz) - Flx) C .. (5.62)

mas,

Flx) = B;M”(x) - EéM(x) coe . (5.63)
onde M(x) ¢ a equacdo (5.61) e sua derivada de 2% ondem ¢

M'(x) = p C .. [5.64)

Quando substifui-se as expressoes acima (5.63), (5.61) e (5.64) em (5.
62)

2 _ 3 o P _ yA
2b, - ol 112bx" + bbyx + 26, = p ™ (5.6
pode-se determinarn as constantes do polinomic na solucac particulan Up’
oyt
\y
bg = - —= pH ... (5.66)
.
! 4
by = | g2, % - 53)19_
z o 20
tal que,
! 2 ? 7 A
v = .él _)_(__ - _f_.l_x'__ + t{__ + (__._2 - —-1-:- "‘;:i‘}px,z (5.67)
Pooxllag 'Y EE X 5
Observando as expressdes de 2 e Bé em (5.49) e (5.51) percebe-se
que,
S 1 c .. [5.68)
2 El,
e da expressdo de 5; em (5.50) que
5. _—TAEE (5.69)
v w .
" i e

Se evidencian-se ¥°  na expressac acima
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w7 T I, R (5.70)

pode-se subtral-La facilmente do inverso de z’\{,z e sepanar essas constan
tes na expressac (5.67), tal que

L I*Aez- ToAe L5
J.v!r #
14,

da deginigao da constante 1% om (5.48)

e
43

(5.72)

oL ¢ ¥ 2%

a qual sendo aplicada na solugdo particularn (5.67) juntamente com a ex
pressdo (5.68) e procurando evidencian a parte numerica da expressac,
vames obter a sofucdo geral quande esta for somada com a parte homegenea
da solucdo, (5.60). Logo, a sofugdo gerak e

2

vix) = B, + B,x + B_coshXx + B,senhxx + (lxz - 4Hx + o - %L—E&—-
Por ’ 1%, 2481
’ e

(5.73)

Resta agora determinar as constantes B, que sac obtidas pelas
condicies de contonno (5.53) e (5.56). Dessa foama estas sac

1 3
By = - Byx
(5.74)
B, - - BjtanghiH + Ao P
1 otET coshi
1 - EL);
B, = ——l— pi

B,
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5.3.2. SOLUCAO DA EQUACAO DO PARAMETRO R(X)

0 parametro redutor da fornea corntante na parte centrnal do por-
tiee nommal, R(x), tem solucac geral da equagac (5.58) a partin da homo-
genea no operadon (DZ- fZ)R =0, que ¢

Rh = Bsco»shxx + Bébenhux',x (5.75)

e da solucac parnticular, quando se aplica o mesmo operador num polindmio
de 19 grau,

(0%~ of)(bx + b,) = Flx] N R D)
onde
Fla) = S0 (5.77)
EI
e
M'(x) = - p(H-x) Coe (5.78)

Pontanto, as constantes do polinomio 4erao

by = - o
XH (5.79)
po- oA
2 T
e a solugao particulan de R{x) g4ica sendo,
R = —h— (H-x C (5.50)
P Er” |
Unindo as duas sofugoes tem-se a geral:
R(x) = B,coshxx + B senhoxx + —b——(H-x) (5.87)
5 6 (XZEI*

Das condigoes de conterne (5.59) tirna-se as constantes
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| (5.82)
= - p
Bé 85£aytgth + 3

% EI*CC’A hooH

Assim, pana se tern os desfocamentos axiais nas colunas com re
sultados aproximades, aplica-se na expressac (5.1), a derdlvada primeira
da equacdo do desfocamente vix), (5.73), e a fungdo R(x) da expressac
(5.81). Ou sefa, toma-se

v (x) = B2 + Baocbenhmx + B4\>(c0/5hocx + 5-'x2 - 3Hx + ’3H2 -
- ’Z‘e Vo ... (5.83)
TR - GET,

onde as constantes B,, By e B, estdo deginidas em (5.74); e o deslocamen

to axial na coluna £ se torna,

w.x) =2 B, - P L (o - Bw. senhix +
i AR A e b 6%
¢ B,x - B \coshax + x%- 3Hx s Wile—Re,
\ 4 574 : o I*
# HE) TR C.. o (5.84)
/o 6EIe

onde as constantes 85 e Bé estac deginidas em (5.82).

05 esfongos podem agora ser cbtides como no capitulo seguinte,
onde se usa apenas as equagoes aproximadas dos deslocamentos.
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6. CALCULO DOS ESFORCOS

05 esfongos. solicitantes ao Longo da altura do edificico tais
como o momento §Letorn na parede Lateral, a forca corntante nas vigas, e
a gonca nomal (cu axdial) em cada coluna, podem sen cbtidos utilizando-
se as expressoes dos desfocamentos desenvolvidas no capitulo anterion.

6.1. MOMENTO FLETOR NA PAREDE

0 momente §Letorn na parede Lateral e

Mz(x) EI2 v" (x) ... {6.1)

bastando caleularn a segunda derivada da equagao (5.73) para se ten

M,(x) = EI, - ‘*“ZB cosh «x + vZB senhox + —E f12x2 -
)4 A 3 4
24E7 -
e
 oax + 2 eH? - 12T .. (6.2)
.ZI* ,

6.2. FORCA CORTANTE NAS VIGAS

A fonca contante nas vigas do andarn na altura x,

QX = hq ; (x) C e (6.3)
tem solucde aproximada pela equagdao (5.76)

q 0 = 7 R

onde (f; ¢ deginido em (5.14) e R(x) determinado pela equagac (5.81).
Pontanto,

QW;(x) = h 'BSc:o»sh ‘X + Bé/senh X+ _7}0%—17 (H - x) (6.4)
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6.3. FORCA NORMAL NOS PILARES
A forga normal ne pilan i (ou coluna) do andar na altura x,
T. = EAu' ... 6.5
j(x) juj(x) (6.5)

vail precisan da primeina derivada da equagac (5.84), tal que

Tj.(x) = EAJ. E 83 - Béwi leoshix + '84 - Bgw, senh o x +
+ 3X2 - 6Hx + é_“_hl.a_'_f_a + BHZ R (6.6)

I* 6EIQ
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7. OUTRAS CONSIDERACOES DE CALCULO

No processce de calewlo apresentade nesse thabalhe procurcu-se
sempre optan pelo caminho que mais adequace a sua awtomatizag¢ao por com
putador na solugac exata. Come por exemplo, desprezcacho faton (1- Ei——)

h

wtilizado por CHAN, TSO e HEIDEBRECHT [ 1 que consideraram a ingluencia
da altura das vigas perifericas d em refagdo a altura de cada andar h,
afetando a rnigidez dos ponticos.

Entretanto, uma das consideragoes de caleulo que podem ser he
avaliadas, tambem, sdo a do engastamento da primeira viga do portico
nommal com a parede e da deformacac ocorndda na viga centrnal desse mes-
mo portico.

Assim sendo, ao consideran-se a defommagac da viga central te
riamos uma rotagao na cofuna n diferente da equacionada em (3.36). Ob-
servando como essa foi obtida, @ partin do equilibrio de momentos do no
viga-cofuna, vamos enconthar que no n-esimo no este equilibrio se faz
com (semelhante a eq.(3.21)),

T6ETLN COEToA
2-‘\_—[”} 0,1x +‘—;~!-“—': Oplx) = Phagylx) ... (7.0)
' c

onde a, e Iuc 5a0 o comprimento e ¢ momento de inercia da viga central.

Logo,
- . ) . LAY
g = 2 pg (x) / (ZElye , TZ2EL) C.. (7.2)

que comparada com a exphessao (3.36) anteriommente deduzida, possui um
termo adicional,

Jn(x) = QVL(X) - —-9-0-!1— apqplx) ... (7.3)

ve

Nota-se que este terme adicional alierarnia todo o sistema de
equagoes (3.42).

MANCINT "6 fez ¢ caleulo deate mesme edificio por melc de e-
quagoes de equilibrio sem wsarn o prineipic da minima energia potencial,
mas por processo tambem aproximade. Considerou este tenmo adicional na
notagdo do no viga-coluna n e seus resultados mostram que nas vigas pad
ximas d@ parede, ou sefa, distantes da viga central, este terme nac 4n-



fluencia. A alteragdo nos desfocamentos da viga central, apesar de serem
significativas, ainda sdo de pequena importincia nos esgongos, pois esites
ja sdo nelativamente bem menores que 05 encontrados nas vigas extremas.

No caso de ndo se considerar o engastamento da primeira viga do
pontico com a parede, mas como uma aiticufagdo terlamos uma pequena alie-
nagdo nas constantes do primeiro termo de [%] em (3.47) mas nac afetaria
a forma total do sistema (3.42).
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§. EXEMPLO NUMERICO

Toma-se como exemplo de caleulo um edificic com as seguintes
caracteristicas e planta desenhada abaixo

e r 13
157, 4 ave

nimero de pilarnes pon porntico: 16, ou n=§

comprimento da estrwtura: B=388,62 dm

Langura da estrutuna: D=152,4 dm

comprimento das vigas: a;=22,86 dn ; c;=19,81dnm

tamanho dos pilares (colunas): 3,05dmx4,57dm
area da seg¢do transversal: A,;=13,94 dmz; -
momento de indreia: 124,26 dn? 11-10,60 dn

dimensdes das vigas: 1,524dm x 6,096dm;
inea das secdo transversal: AM,=9,29¢W2 ;
momento de inercia: Ivi=28,77dm4;

4,

dimensoes da parede: 3,048dm x 156,972dm

momente de inercia: I, = 982 476,91 dn?
modulo de ebasticidade: E= 21 093 #/dm’
madulo de etasticidade transvensal: G= § 437,27 t/dm?
canga Lateral: p = 0,76375 t/dm
altura do andarn: h = 36,576 dm
altuna do edificio: 30 andares; H=1097,28 dm
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18, = 23,265 dn® 1 = 4 555 488,124 dn’

*, = 5,293 0,0483 dmz/t
L

1. SOLUCAO APROXIMADA

§.1.1.FUNCAO PARABOLICA:

i

/Z’ Z \J';" - 2
=1 o[ENE L . = 5,6686 5 o wh = 4,5333;
" B/2) ¢ i FEe)

A, = 1 840 608,293 ; AY = 1 467 571,416

= 3/7 ; A, Eh =...n7= 9/2 ; ng = 4

¢ 9 ¢
f*i - 14939,940 ; ol - 097845 x 1076 ;o= 0,98917 x 107

v = 2,10986 10T, = 1,67506 107%

B, - -12,5335; B, - 9,1574 x 1075 B, = 12,5335; B, = - 9,2577
35 = - 0,022665 ; Bé = 0,030684

§.1.2. FUNCAO COSSENO-HIPERBOLICA

w, =1 - coéh-—~L— ) / coshln,00; ZZ:w - 2,3997; ;E%wi 0,7579;

A, = 776 860,709; AZ = 245 364,329

;;2 - 4 264, 5499;  of = 1,791 x 1075 ec- 1.3383 x 1077

v o= 2,26207 x 107

B, - - 6,03975; B, - 7,39306 x 107, B, - 6,23975; B, - 5,5042
B, - - 0,03351; B, = 0,04012
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05 deslocamentos e esforcos caleulados peles dois processos 3ac
apresentados nos gragicos das §igunas (8.1) a (8.13) onde sac tambem com-
parados com 0 resultados do cdleulo desenvolvddo pon Mancind, nef.(10.6).

§.2. COMENTARIOS DOS RESULTADOS

A {ig.(8.1) mostra os deslocamentos horizontais na dirnecac da
canga do vente, v(x), variande ao Longe da altura do edigicico. Nota-se
uma identificacio de resultados pelas duas aproximagoes no metodo da e-
nergia desenvoluide no presente trabalhe e tambem com ¢ metodo da ener-
gia desenvoluide pon MANCINI [6] , ate um terge da altuwra do edificio,ou
seja, x/H=1/3. No tope do edificic, em x=H temos ainda uma varniagac
muito pequena com um evre de 43.

A 44ig.(8.2) onde mostra-se a variagac dos momentos fletornes
ao Longo da altura das paredes Laterais, Mz(x), tambem permite notar a
precisdo razodavel que os dois processos aproximados dac nos resultados.

As 4ig.(8.3) a (8.10) evidenciam a redugac da forga contante
distribuida nas vigas desde a intersegio com a parede ate a fregddc cen-
thal. Na primeina viga devide a ingluencia da parede 08 processos Lem
fungoes  de compontamento variade ao Longo da altura do ediglcic, sen-
do que até um sexto da altura (59 andar] a funcdo cosseno-hiperbolica
tom o melhones nesuliados mas na faixa media da altura a fungde parabl
Lica ¢ mais satisfatornia. Nas outras vigas a forga cortante distribulda
caleulada pelas duas aproxdmagGes tem valores que se aproxdmam da s0lu-
cio exata mas com diferenca consideravel na parte central do pontice.
Lembrande que na parte central a gforga cortante distrnibuida nas vigas e
nelativamente pequena em relagao a forga corfante nas primeinas vigas
do portico, esta diferenca de resultados e desprezivel.

As 4ig.(8.11) a (§.13) comparam a forga nomal nob pllares em
thes niveis da altura do edificio, obtida pelas duas aproximagoes utill
zadas. A fungio cosseno-hiperbolica dd uma boa precisac nos nesultados
do andar terneo (x=0) em todas as cofunas, 44g.(8.11), pedendo ainda sen
wtilizada ate um tergo da alturna do edificio satisgatoriamente. Nos alti
mos andares as functes aproximadonas deixam a desejar, mas vale netan
que nesta negido os esfonges axials nas colunds sac relativamente peque-

nos .
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9. APENDICE

A solucdo exata des desfocamentos da estrwtura estudada vem do
sistema de equacgces diferenciais (4.25). A rnesolucac desse sistema exige
o conhecimento de teoremas e nelacoes de semelhanga de matrizes da afge-
bra Linearn, para que se possa neduzin o sistema a uma forma mais simples.

Interessa-nes encontrarn uma matriz ontogonal [E] que possa sen
aplicada em (4.25) obedecendo: as thansformagoes Lineares,

(el [v]l€] - [«?] L. (9.1)
le]'[6][€&] = [1] N )

onde [%2] ¢ uma matrniz diagonal com elementos oci ;e assdm poden-se
definir,

[go) = [e]{n0) L. (9.3)

que ao sen substituida em (4.25),

[lle]{ntxf" - [¥llelpia) = {Fto C (9.4
pemita que o produte de teda a expressde acima por ref
[eT Lpd Le )i} " - [eﬂrucwx)} - [elfFi) (9.5)

sdmplifique a expressdo oniginal do sistema de equagoes diferencialis
(4.25), a partin das relagoes de semelhanga de matrizes por thansforma-
¢oes ontegonais, (9.1) e (9.2), na seguinte expressao:

froajr - [ mea) s ey co. 19.6)
onde {61% = 1% pinha da matniz [E].

A equagdc matricial (9.6) tera as mesmas condigoes de contorne
de (4.33) com apenas uma alteracac nominal,

oy =0 [ -0 Cee (9.7
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A composicdo das matrnizes [oczj e (€] segue as nelagoes de
semelhanca de matnizes por thansformagoes Lineares sucessivas. A teorndia
de neducdo de matrnizes simetricas reais em matrnizes diagonais, usande a
equivalincia ontogonal numa relacdo de semelhanca, mostra que as ralzes
canacteristicas de uma matrniz simetrnica real [¥] sdo neais, e para es-
sa matriz existe uma matriz ontogonal [€) que a reduz a uma matrniz dia-
gonal [D], pela transformagdc Linear,

[e)[v]le) - [D] C .. 19.8)

onde 05 elementos de [D] 4do as railzes caracteristicas (auto-valones)
da matrniz (8] . A matniz (€] que satisfaz a transformacdc (9.8) e uma
matniz de autovetornes obtida @ pantin dos auto-valones da matriz [¥],
pela equacdo caracteristica lxI -y ] = 0.

Porem, como a matrniz (&) tambem tem que satisfazer a condigdo
(9.2), iste e, thansforman uma matrniz diagonal em uma matriz identidade,
teremos que esta send um preduto de matrizes pon tiansfermagoes Linea-
nes. sucessivas .,

Deve-se, portantoe, primeiramente encontrarn uma matriz [E] que
satisfaca a thansformagao (9.2), g

(€] ellE) - [1] L (e

ou seja, uma matriz que pelos teonemas de algebra Linearn sabe-se que e
diagonal com elementos Aiguais a

E,; = —— | C .. (9.10)
VR

Ao aplicarmos esta matrniz [E]em (9.1),

[E)[¥)(E] - [&] CLL (9.1

vamos obter uma matniz [A]da qual se tira o4 auto-valores pela equagdo
caracteristica lxI - A‘ = 0, e amatniz de seus autc=vetores quande

normalizada, ou seja, trhansformada em ortonormal [K], possa ser aplica~
da em (9.11), diagonalizando [K'_L
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KTET ey = (kTalk] = (o8] ... (9.12)

para Ae chegar em [ocZJ. Pontanto, as matrizes procuradas [E] e [OLZJ 440
iguals a

[e] - [E]IK] c o (9.13)

LR [K]T[A][K] ce. (9.14)

Atente pana o fato de que esta matriz [E] tambem satisfaz a ex
pressac (9.2),

KT (EVTRIIEN [K] - [1] C .. (9.15)

pois se o produto entre parenteses fa satisfaz a identidade em (9.9), por
maon nazdo, Aendo [K) uma matriz ontonommal, pon deginicdo,

(7] = (1] . 19,76
ternemos que (9.15) tambem e satisfeita.
Procede-se agona a scolugao do sistema (9.6) s0b as condigoes de
contorne (9.7): Uma equagde generica da §orma
L TR T R A 69 AN (N )
tem a seguinte solugdo para a homegenea, pelo operadon (DZ - 063) U 0,
(’fk(x) )h = Aucoz»hocix + Aubenho%x ... (9.18)

A derivada primeina do momento 4Letorn da canga externa, M'(x), e dada pela
expressao (5.78), e fornece a seguinte sclugde particular para (9.17),

(qi(x))p = AMIX) 4 Ay, C .. (9019
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Soma-se as duas sofugtes (9.19) e (9.19) para se ter a solugao
geral:

- 1
1L;(x) = AL.ccvshocL,x ¥ Auzsenho%x + A%M (x) +A4 (9.20)

1 4

que substitulda na equagac do sistema (9.17), juntamente com a dua 2% derd
vada, |

n B 2 )
Tli(’" = OCL (Auaozshocix + Au/senhocix) . e . (9.21)
e tem-se
(XZ A, .cosho,x + A,.senhod. X - 062 (A coshoe, x  +
xi< 14 L 24 L ) L \"14 L
! - t
+ Auéenho&,x + oA M (x) + AM) = & Mx) (9.22)

Obtem-se entac,

Ay, == S A =0 L. (9.23)
z

Das condigoes de contorne em (5.26)

8 .
M 000 = A+ Lpl = 0
« I o S (9.24)
Qé(H) Auoci)senhoc&,H +Auoc£c0/shoc&,H oczp 0
A
tem as outrhas constantes,

Ak 2

L (9.25)

- &1 1

Api * (- Aj (0 senhoc o+ Oﬁ p>

7 CXL cos hocx; H

A sclucdo do sistema de equagies diferenciais sera dada por
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7L;(x)

TN

—él—é- pH) - coshog x +
ol
L

+ (—(Ciu—thanghoc&,H + _§L§. p )éenho%x +
o<,% oy coz»hociH

v Ll iy ce. o (9.26)
%i

onde fornam usadas as expressces (5.78), (9.23), (9.25) em (9.20), permitin
do determinar os destocamentod v', Uy, Uy, ... U athaves da expressao
(9.3),

1

M(x)g

04 quais sao,

le] ﬁ(x)}

1 N+1
' = . . M . = ’ . , 9.2
v'(x) g&u T]L(x) ; uj(x) ,;.Z,F’f”,&q& (x) (9.27)

para §=1,2,...n.



- 59 _

BIBLIOGRAFTA

[1] CHAN,P.C.K.; TSO,W.K. e HEIDEBRECHT,A.C. - Efpect of Normal Frames
on Shear Walls, Building Science, Pergamon Press, 1974, Great Bri-
tain, vol.9, pp 197-209.

2] couLL,A. e BOSE,B. - Simplified Analysis of Frame-Tube Structunes,
Joutnal of the Structural Division, ASCE, nov/1975, pp 2223-2241.

(3] STAMATO,M.C. - Introducdo ac Processe de Cross, Escola de Engenharia
de Sdo Carlos - USP; 4% edicdo, set/1974, S.Carles-SP, pp 4-19.

[4] ELSGOLTS,L. - Ecuaciones Diferenciakes y Cileule Variacional, Edito-
niak MIR, 1969, Moscou.

[5] BEAUMONT, R.A. - Algebra Linean, Editona Potlgono - USP, 1970, Sdo
Paulo-SP, pp 72-86, 122-146, 165-206, 215-226.

(6] MANCINT,E. Efeite dos Ponticos Nermais as Paredes, EESC-USP, 1980,
Sac Canles,SP.

7] REISNER,E. - Analysis o4 Shear Lag in Box Beams by the Principle o4
Mindimum Potential Enerngy, MIT, Applied Mathematics, vol.IV, n?3, pp

268-1778.

[ 8] ODEN,J.T. - Mechanics of Elastic Structures, pp 107-114,

- 000 -



