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O presente trabalho estuda as vigas curvas em plano
horizontal, compostas de segmentos circulares, dentro do “calculo

de linha", sem considerar efeitos de flexo—torgéo.

E realizado um estudo analitico da barra curva hori
zontal, encontrando-se as equagoes diferenciais que regem o proble

ma.

As linhas de influéncia, objetivo principal do tra-
balho, sao obtidas para estruturas isostdticas, pelo Processo Cine
matico.

Linhas de influéncia para vigas curvas hiperestati-

cas de um sO tramo sao determinadas analiticamente.

Finalmente, linhas de influéncia de vigas hiperesta
ticas, com numero qualquer de tramos, s3o determinados numericamen
te. O desenvolvimento tedrico & baseado no Processc dos Deslocamen
tos, em forma matricial, visando uma programagao automatica, apre-

sentada no final do trabalho, para utilizagao em computadores.
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This text studies curved beams, in horizontal plane,
consisting of circular segments, based on the "line-analysis", disre

garding flexo-torsion effects.

An analytical study is made on the horizontal curved
beam, deriving the governing differential equations of the problem.

The influence lines, the main purpose of this study,

are obtained, for isostatic structures, by the kinematic method.

The influence lines for hiperestatic curved beams

with only one span are determined analytically.

Finally, the influence lines for hiperestatic beams,
with any number of spans are determined numerically. The theoretical
development is based on the displacement method, in matrix form,
with the purpose for automatic programming, showed at the end of

the paper, for utilization in computers.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

A construgao de auto estradas e o surgimento de com
plexos entroncamentos na malha viaria dos grandes centros urbanos
tém aumentado a cada dia a utilizagdo de vigas curvas como elemen-—
to estrutural capaz de satisfazer economicamente os problemas de
engenharia enfrentados pelos projetistas do setor.

Fatores estéeticos também, muitas vezes recomendam
solugoes em viga curvas.

Entre outras vantagens atribuidas ao uso de elemen-
tos estruturais curvos, DOUGLAS3 et alii (*) apontam economia, pos
sibilidade de aumento do comprimento dos tramos e grande continui-
dade. _

Por outro lado, a extensao das expressdes trigonomé
tricas envolvidas no estudo de estruturas curvas tem desencorajado
muitos projetistas a utilizar elementos curvos em seus trabalhos.

As dificuldades experimentadas pelos projetistas e
pesquisadores que queiram se dedicar ao assunto sao agravadas pela
falta de um livro texto base. Muitos artigos sao frequentemente pu
blicados em revistas especializadas, porém, de forma resumida. Ou-

tros importantes trabalhos ndo sdo publicados ao todo, sendo pro-

(*) 04 numeros que aparecem como expoentes referem-se & bibLiogha-
4ia no fim do trabalho.



priedade de universidades ou organizacoes. Honrosa excecao a esse
estado de coisas s@o as publicagdes de VREDEN!7,18,

Um excelente levantamento bibliografico foi  feito
por McMANUS!O et alii, permitindo a publicagao do trabalho "Hori-
zontally Curved Girders State of the Art", ponto de partida para

todo estudioso que se disponha a pesquisar sobre elementos curvos,

Muito ja se fez sobre vigas curvas e muito ainda se
faz. Diversos pesquisadores trabalham ou trabalharam com o assun-
to, sob os mais variados aspectos: tedrico ou experimental, estéti
co ou dindmico. Nomes como Heins, Engel, Cristhiano, Shore, Culver,
Komatsu e outros estao ligados aos mais importantes trabalhos pu-
blicados desde 1963 até a presente data. Entre nds os trabalhos mais
recentes sdo FRANCO’, RODRIGUES PAZOS!3, DEMARZO“ e MONTANARI!!.

A utilizagao cada vez mais difundida dos computado-
res tem removido sérios obstdculos no tratamento tedrico de vigas
curvas. Entretanto, o surgimento de "programa prontos", dirigidos
d resolugdo de estruturas reticulares retas, seguidos de suscintos
manuais de instrugOes, tém levado a resolucdo mais ou menos gros-—
seira de muitos problemas estruturais praticos envolvendo elemen-
tos curvos, muitas vezes admitidos, para efeito de calculo, como
uma sucessao de elementos retos. Estas resolucdes aproximadas, sem
um embasamento tedrico sblido, aumentam a caréncia de pesquisado-
res brasileiros sobre o assunto.

Procurando preencher esta lacuna, escolheu-se o0 es-
tudo de vigas curvas, como um dos setores de pesquisa do Departa-
mento de Constfugao Civil da Faculdade de Engenharia de Limeira,
UNICAMP,

Dentro deste espirito & que estd inserido o presen-
te trabalho. E o primeiro de uma série que visa o estudo de vigas
continuas curvas.

O trabalho (inicio de uma linha de pesquisa) adota

como elemento fundamental a barra circular de eixo horizontal. As-

sume-se uma série de hipOteses simplificadoras. Tem como objetivo
principal a elaboragao de um programa automadtico, a ser utilizado
em computadores digitais, que permite a obtencdao de linhas de in-
fluéncia em vigas continuas curvas, procurando deixa-las armazena-
das numa forma ordenada, e de facil acesso, que possibilitard uma
posterior utilizacao, para o "carregamento das linhas de influén-

cia".



Procurou~-se inicialmente, a exemplo do que ja foi
feito por CCC?, escrever-se um programa para calculo de linhas de
influéncia de vigas continuas curvas, baseado no Processo dos Es-
forgos. saliente-se de passagem que o dossié fornecido pelo SETRA
(Service d'Etudes Techiniques des Routes et autoroutes), sob o ti-
tulo "Calcul des efforts dans les caissons courbes continus - CCC
69", composto por uma série de volumes, deixa de apresentar o pro-
grama de calculo. Esbarrou-se no inconveniente de se ter que esco-
lher & priori as incOgnitas hiperestiticas, diferentes para cada
eésquema que possa vir a ser adotado, o que faz crescer demais o ng
mero de testes a serem introduzidos no programa, ate que o computa
dor consiga escolher o esquema estatico apropriado. Este encaminha
mento foi deixado de lado.

Partiu-se posteriormente para a confecgao do progra
ma de calculo de linhas de influéncia apresentado, baseado no Pro-
cesso dos Deslocamentos.

Além da elaboragdo do programa automitico que permi
te a obtengdo de ordenadas das L.Is. apenas de forma numérica, pro
curou-se indicar uma forma analitica de resolugdo do problema de
obtencao de linhas de influéncia em vigas continuas curvas; neces-
sitou-se por isso das equaglOes diferenciais da elistica da barra
curva.

No capitulo 2 faz-se um estudo analitico da barra
curva isolada, estabelecendo-se as hipoteses basicas e as hipbte-
ses simplificadoras para o calculo dessa barra Qnica; hipOteses es
tas validas para a estrutura inteira, mesmo com continuidade. Sao
encontradas al as equagodes diferenciais que regem o problema da vi
ga curva.

A solugao analitica apresentada para a obtencdo de
linhas de influéncia de vigas curvas & baseada no Processo Cinema-
tico. Enquanto se analisa estruturas isostiticas ou com grau de hi
perestaticidade 1, as equagOes encontradas  s3o exequiveis de serem
programadas. Aumentando o grau de hiperestaticidade da estrutura
as expressoes trigonométricas envolvidas tornam proibitiva a solu-
gao analitica.

No capitulo 3 faz-se um estudo de linhas de influén
cias de vigas curvas simples (de um sb tramo) isostatica, wusando-
se o Processo Cinematico. Através do exemplo de uma viga 1 vez hi-

perestatica faz-se uma breve explanagao de como deve ser conduzido



0 Processo Cinemdtico para obtengdo analitica de linhas de influén

cia em vigas continuas curvas.

Nos capitulos 4 a 8 apresenta-se as técnicas e pro-
cedimentos, baseados no Processo dos Deslocamentos em forma matri-
cial, que possibilitaram a confecgao de um programa automatico pa-
ra a obtengao e armazenamento de ordenadas de linhas de influéncia
em vigas continuas de eixo curvo.

No capitulo 4 faz-se a determinagdo da matriz de ri
gidez e calculo dos esforcos de engastamento perfeéito na barra cur
va bi-engastada.

A partir dal estuda-se a viga continua, constituida
de varios tramos, sendo que cada tramo pode ser constituido por mais
de uma barra circular de diferentes raios e diferentes curvaturas,
bem como de diferentes caracteristicas geométricas.

Nos capitulos 5 e 6 apresenta-se procedimento para
calculo e armazenamento de L.Is. de deslocamentos nos nds, reagoes
dos apoios e esforgos solicitantes em "todas" as segdes de todas
as barras circulares que constituem a viga continua. Admite-se nes
tes capitulos que os apoios sejam todos "retos" (sem esconsidade
em relagao a direcdo radial).

No capitulo 7 o estudo de linhas de influéncia fei-
to nos capitulos 4, 5 e 6>anteriores é estendido para o caso da
viga continua possuir apoios esconsos.

No capitulo 8, supondo-se que as L.Is. de desloca-
mentos de todos os noés ja foram calculadas e se encontram armazena
das, o mesmo acontecendo com as linhas de influéncia de esforcos so
licitantes, em particular as L.Is. de esforgos solicitantes relati
vas & segdo média de cada barra circular, apresenta-se um procedi-
mento para calculo e armazenamento das linhas de influéncia para
deslocamentos dos pontos medios.

No capitulo 9 apresenta-se uma série de exemplos, cal
culados utilizando-se o programa automatico escrito, cujos resulta
dos sao comparados aos obtidos através de cdlculo manual, ou com
resultados obtidos por outros autores. .

No capitulo 10 apresenta-se um programa de cidlculo,
em linguagem FORTRAN, elaborado a partir das hipdteses e procedi-
mentos adotados nos capitulos anteriores. Indica-se a forma de en-
trada de dados e faz-se uma explicacao suscinta dos principais pas

sos do programa.



"CAPITULO 2

FORMULACXO ANALITICA DO PROBLEMA DA BARRA
CURVA CIRCULAR EM PLANO HORIZONTAL

2.1 - INTRODUCAO

O objetivo do presente capitulo & estabelecer a for
mulac@o analitica do problema da barra curva circular em plano hori
zontal.

Serao estabelecidas aqui as hipSteses de cdlculo, a
convengao dos sinais, bem como a nomenclatura a ser adotada.

As relagOes diferenciais entre os esforgos solici-
tantes permitirao a obtengdo das equagdes de equilibrio.

Serao obtidas as equagoes de compatibilidade entre
Os deslocamentos.

As equagOes da eldstica serdo encontradas & partir
das equagoes de equilibrio, das equagoes de compatibilidade e das
equagoes constitutivas.

Serd dado, neste capitulo também, uma formulagao va
riacional ao problema da barra curva, chegando-se as mesmas equa-

goes da eldstica.



2.2 - HIPOTESES

O problema da viga plana horizontal de eixo circu-
lar, carregada verticalmente, pode ser formulado com as hipbteses
simplificadoras da Resisténcia dos Materiais para as vigas de pe-
quena curvatura, com pequena relagado largura/vao, resultando o cha
mado "cadlculo de linha" (O'CONNOR) 12,

Por vigas de "pequena curvatura" entende-se aquelas
para as quais e pequena a relacdo entre a largura e o raio de cur-
vatura.

As seguintes hipOteses s3o admitidas por diversos

autores, como por exemplo VELUTINI!6:

1) Existe proporcionalidade entre esforcos e deforma

¢Oes, e consequentemente, & valido o principio de superposicdo de

efeitos.

2) Desprezam-se as deformacgdes devido a forca cor-
tante.

3) A deformagao eladstica de flexdo varia apenas com
M

E5 onde M & o momento fletor vertical e, EJ & a rigidez i fle-

xao vertical da viga.

4) SuoOe-se que a deformagao eldstica de torcdo da
M

viga, varia apenas com

, onde M_ & momento torcor e, G é
G, T ¢

a rigidez a torg¢ao da viga curva.
Além destas, admite-se também que:

5) O eixo da viga curva contém os centros de gravi-
dade das segOes transversais. Em cada segdo o centro de gravidade
e o0 centro de cisalhamento devem estar na mesma vertical.

6) Em cada segao, um dos eixos principais de inér-

cia e horizontal.

7) E desprezado gqualquer efeito proveniente do empe
namento das secoOes.

Admite-se ainda, como hipdteses particulares  deste
estudo, que o raio de curvatura R, o momento de inércia & flex3o
vertical J, e a constante de torgao Ji, n3o variam ao longo da vi-

ga.



Visando obter expressOes analiticas mais simples,
adota-se um pardmetro A, relagdo entre a rigidez & flexdo vertical

e a rigidez a torgao, tal que:

EJ
= 1
A= GJ ...............(2.2.)

t

A carga torgora m, e a carga vertical p, ambas por
unidade de comprimento do eixo, devem ser continuas no intervalo de
validade das equagoes diferenciais estabelecidas.

2.3 - CONVENCAO DE SINAIS

As segOes consideradas na viga s3o interseccdes do
seu eixo circular com planos normais a esse eixo.

A FIG. 2.3.1 mostra a viga curva circular AB, defi-
nida pelo raio R e angulo de abertura ¢. E mostrado também uma se

Gao genérica S. A viga estd contida pelo nlano horizontal .

@

FIG. 2.3.1 - GRANDEZAS GEOMETRICAS QUE DEFINEM A
VIGA CURVA AB E A SEGAO GENERICA S,

A posigao da secao genérica S & determinada pela
coordenada linear 5, ou pela coordenada angular ¢, relacionadas
por:

5 =R . ¢ ceesreeseeess(2.3.1)



onde R e o raio de curvatura.

0 comprimento total do segmento & £ e o anqulo de

abertura da viga & ¢. Assinm,

2 =R . ¢ creeenneeses(2.3.2)

As grandezas geométricas tém sinal. Para estabelecé
-los, convenciona-se que um observador em pé sobre o plano 1w que
contém a viga, a uma certa distdncia da corda AB, vide FIG. 2.3.1,
enxerga a extremidade inicio A (origem das coordenadas 4) a sua es
querda e a extremidade B & sua direita.

Deste modo, vigas que parecem concavas ao observa-
dor, tém R,¥Y e ¢ positivos, enquanto que vigas que parecem conve-
Xas ao mesmo observador convencionado, tem R,¥ e ¢ negativos.

Vigas cOncavas serd@o ditas de curvatura positiva,
enquanto as convexas de curvatura negativa.

As relagoes dadas em (2.3.1) e (2.3.2) valem para
qualquer posigao do observador. Vé-se portanto nestas equacgoes que
4 e 2 resultam sempre positivos.

A viga curva & uma estrutura plana e os carregamen
tos admitidos no presente trabalho s3o perpendiculares a esse pla-
no.

Assim, serao apenas trés os esforcos solicitantes a
considerar em cada segao: o momento torgor Mps © momento fletor ver
tical Mp e a forga cortante Q. Esses esforgos s3o mostrados, com
seu sentido positivo, na FIG. 2.3.2.

O momento torgor & positivo quando o segmento orien
tado, desenhado com seta dupla, que representa vetorialmente a a-
¢cao sobre uma das partes seccionadas, penetra na secgao.

O momento fletor vertical & considerado positivo quan
do produz tragao nas fibras inferiores da viga.

A forga cortante sera positiva quando o segmento re
presentativo da agao sobre uma das partes seccionadas, indica um
percurso no sentido horario nessa parte da estrutura para o obser-
vador na posigao convencionada.

Sao também trés os deslocamentos considerados em ca
da segao: o angulo de torgdo 6., O angulo de flexao ey, e a flecha

vertical z.



FIG. 2.3.2.- ESFORCOS SOLICITANTES POSITIVOS NUMA SE;ZO
GENE'RICA S (DESENHADA EXPANDIDA ).

O adngulo de torgao 6, da segdo & considerado positi
vO quando um observador, lancando o0 seu olhar no sentido dos 4 cres
cente, vVé uma rotacdo horidria.

O angulo de flexao ey e positivo quando corresponde
a um declive para um observador que percorra O eixO nho sentido
crescente da coordenada linear 4.

A flecha z & positiva quando para baixo.

Fisicamente observa-se gue um momento torgor positi
dex
vo produz uma deformagao de torgao Is negativa e que um momento

de
fletor positivo produz uma deformacdo de flexao —7E§_ também nega-

tiva.
Uma relagao geométrica de facil demonstracgdo exis-

tente entre os deslocamentos é:

_ dz
ey ~ ds

ceereneeeses(2.3.3)

A carga vertical concentrada P ou distribuida p &
positiva quando para baixo. A carga torgora concentrada M ou dis-
tripuida m & positiva quando atua no sentido hordrio para um obser

vador que langa seu olhar no sentido crescente da coordenada 4.
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2.4 - EQUACOES DE EQUILIBRIO

Para encontrar as relagoes diferenciais entre os

trés esforgcos solicitantes MT’ MF' Q e as cargas distribuidas pe

m, considere-se a FIG. 2.4.1:

m {varidvel)

FiG. 2.4.1- ELEMENTO DE VIGA CURVA DE COMPRIMENTO

ds = Rdgg EM :ouu.l'lmo.

Nesta figura vé-se um elemento de abertura d¥ , con

carga vertical distribuida p, carregamento de torgio distribuido

m, além dos esforgos solicitantes nas duas extremidades. Pode-se
escrever:
1) equilibrio de momentos na direcdo radial:
dMF
Q.R.d(P+MT.dQP-—a—(P—d('P =0 ..., (2.4.1).
2) equilibrio de momentos na direcdo tangencial:
dMT
m.R.dQP-‘*—d—(P—'d(P -MF.dLP = 0 .........(2.’-%.2)
3) equilibrio de forgas verticais:
. p.R.AP + —%%r d9 =0  ..iee.... (2.8.3)
As equagOes (2.4.1), (2.4.2) e (2.4.3) podem também

ser escritas:
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1 aM_

Q ——ﬁ_( d(P - MT) 56 006000000 (2o’+ 1')
dM,, .
30 = m.R - Mo | e co{2.8.2")

p = - _%_ —%%r .......... (2.4.3")

ou, usando apOstrofe para indicar a derivada em relagao a coordena

da angular ¥:

Q = _%_ Mp' =My L (2.u.1")

Mp' =m.R-M, L. (2.5.2")
Po=- =0 (2.4.3"

As equagOes (2.4.1'), (2.4.2') e (2.4.3"), ou,

(2.4.1"), (2.4.2") e (2.4.3") sao as equagbes de equilibrio do pro
blema da viga curva. Formam um sistema de equacdes diferenciais nas

incognitas M, M_ e Q.

T F

2.5 - EQUACOES DE COMPATIBILIDADE

As equagoes de compatibilidade que podem ser escri-
tas em forma diferencial, baseadas na continuidade do eixo da viga

curva apos as deformacgoes, s3o as seguintes:

- e r
dex = dey + dex ............. (2.5.1)
Ao, = A6 + A8 et et e eean (2.5,2)

Y Yy
dz = dze + dzr ............. (2.5.3)
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r ,
de” = -6 .d¥ cevsesessssal(2.5.5)
X Y
r
de”- = o_ .d?¥ ceseseaseaes(2.5.6)
Y X
r
dz©m =R .6 .49 ceeeseeesseal(2.5.7)
y
Tem-se 7 equacOes nas variaveis 0 0., z, 65, oF
em-s quag e %! yr ’ x! y
2%, ei, e§, z"; equagdes cujos significados serdo explanados a se-
guir.

As equagoes (2.5.1), (2.5.2) e (2.5.3) exprimem a
superposicao de deslocamentos para um elemento de viga curva de com
primento ds, correspondente a um angulo d¥. Essas equacdes dizem
que os acréscimos dos deslocamentos ex, ey e z, numa segao, sao com
postos de duas parcelas:

1) Um primeiro acréscimo de deslocamento (Indice su
perior e), proveniente de deformacdo eldstica devido ao esfor
¢O solicitante respectivo.

2) Um segundo acréscimo de deslocamento (Indice su
perior r), que corresponde a um estado idealizado nas vizi-
nhangas da segao, imaginada sem solicitacado. Este segundo a-
créscimo de deslocamentos est3d relacionado apenas com a geome

tria de corpo rigido, nas vizinhancas da secdo.

A equagao (2.5.4) exprime o fato de que sdo despre-
zadas as deformagoes devidas ao esforgco cortante.

As equagoes (2.5.5), (2.5.6) e (2.5.7) sao ape-
nas as expressoes dos acréscimos de deslocamentos nas vizinhancas
da segao imaginada sem solicitacgido.

Para demonstrar a validade destas ultimas equagdes,
considere-se o elemento de viga curva, imaginado sem solicitagao
(corpo rigido), da FIG. 2.5.1, onde s30 conhecidos os deslocamen-
tos 0 ey e z, na secao de coordenada ¢

Os valores dos deslocamentos na extremidade de cooxr

denada ¥ + AP , pela geometria de corpo rigido, serao:
6 + A6 =6_.cos AP -6 .sen AP  ...... (2.5.8)
x Y

B+ AT = ex .sen A¥Y + ey .cos AP ... .. (2.5.9)
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r
= . - . . .ee(2.5.10
z + Az 6,-R (1 - cos ay) + ey R.sen Ap + z ( )

onde o indice superior r refere-se ao estado sem solicitagao imagi

nado na vizinhanga da segao (r = rigido).

FIG. 2.5.1 -VARIAC;O DOS DESLOCAMENTOS NUM ELEMENTO
DE VIGA CURVA IMAGINADO SEM SOLICITACAO.

Subtraindo-se respectivamente 0 ey e z das trés
Gltimas equagOes, dividindo-se por Ayp , e passando-se ao limite pa
ra pA¢p—-0, chega-se as equagbes (2.5.5), (2.5.6) e (2.5.7).

Nas equacgoes de compatibilidade (2.5.1) até (2.5.7)

r r e - ~
g’ 2” e z~ levando-se as 4 Ultimas equagoOes

nas 3 primeiras. Ter-se-a:

pode-se eliminar ei, 8

de de

= + 0. | e, .5.
dy dey y (2.5.11)
de; de
do = dp R (2.5.12)
dz _
dp R 5y | e (2.5.13)
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E preferivel trabalhar com estas 3 Gltimas equacdes
de compatibilidade, mais sintéticas, nas 5 variaveis ex, ey, Z,
0> e ei.

Vé-se que estas Ultimas equacdes permitem dois graus
de liberdade, isto &, duas funcdes podem ser arbitradas sem des-
respeitar as mesmas equagoOes; as funcdes restantes sendo determina
das resolvendo o sistema de equagdes.

Esta observagdo da existéncia de dois graus de 1li-
berdade sera importante na formulagao variacional do problema da
viga curva em plano horizontal.

Para salientar a existéncia desses dois graus de 1li
berdade, considere-se os exemplos puramente geométricos (fazendo-

-se abstracao da existéncia de esforgos solicitantes) mostrados nas

FIGS. 2.5.2.a e 2.5.2.b onde procura-se visualizar estados deforma
dos da viga curva, correspondentes a escolha arbitrdria de duas fun

¢Oes deslocamentos 6 @ O,

FIG.2.5.20- FUN¢6€S DE DESLOCAMENTO @0 E FiG. 2.5.2b- FUN(;BES DE DESLOCAMENTO O, =0 E
6y= O ARBITRADAS PARA A VIGA CURVA. Oy %0 ARBITRADAS PARA A VIGA CURVA.

Note-se na equagao (2.5.13), que as funcdes ey e =z
(inclinagao e flecha), ndo s3o independentes e por isso, ndo podem

ser arbitradas simultaneamente.

Convém salientar que, embora nas equagoes (2.5.1) e

©, 6" e e; sejam de facil interpre

. . .. e
(2.5.2) as diferenciais de ex, Sy’ %




tagao fisica, o mesmo ndo acontece com estas dltimas fungdes, as.

dquais, sempre que possivel, devem ser descartadas.

2.6 - EQUACOES CONSTITUTIVAS

Para as vigas de pequena curvatura, desprezando qual
quer efeito de flexo-torgao, as relagbes esforgo x deformagdo  sdo
supostas idénticas &s relativas & barras retas.

Assim, de acordo com as hipOteses relacionadas no pa
ragrafo 2.2, supbe-se que a deformagao elastica de flexdo varia a-

A
AF

penas com ——— e que a deformacao eldstica de torgdo varia avenas
M
com TI%?
Tem-se entao:
do : )
= - e i i e e e eaan 2.6.1
MT GJt S
de®
Mp = - EJ dg’ ............ (2.6.2)

O sinal negativo nos segundo membros dessas equa-
¢oes estdo de acordo com a hipdtese de que momentos torgores e fle
tores positivos produzem deformagles correspondentes negativas.

Sendo ds = R .d¥ , tem-se as equacdes constitutivas :

e
e T T (2.6.3)
Mp = R 3P
e
a6
M = - BJ 1/ (2.6.4)
F R 39

2.7 - EQUAGCOES DA ELASTICA DA VIGA CURVA

As equagoOes de equilibrio (2.4.1"), (2.4.2') e (2.4.
3'), juntamente com as equagaes de compatibilidade (2.5.11), (2.5.

12) e (2.5.13), e as equagOes constitutivas (2.6.3) e (2.6.4) for-

mam um sistema de oito equagOes nas oito incOgnitas 0+ ey, z,
eif 9;, MT, MF e Q, que portanto, possue solugao.

Pode-se eliminar ei, e; e ey’ levando-se as equa-
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¢Oes de compatibilidade nas equacles constitutivas, obtendo-se:

GJ de
t 1 dz
Mp = - = ( T t % 3P ) (2.7.1)
_ _ _EI 1 4% .
Mp = - —— (5 dpz ~ 8.) e (2.7.2)

As equagOes (2.7.1) e (2.7.2) sdo as equagdes da e-
lastica para problemas isostaticos.

Essas Tltimas equa¢les representam globalmente  as
relagoes constitutivas e as equagoes de compatibilidade. Em proble

mas isostaticos, onde os esforcos solicitantes M_ e MF podem ser

T
determinados através de equagdes globais de equilibrio, essas equa
¢Oes (2.7.1) 2 (2.7.2) (contendo agora equilibrio, compatibilidade

e constituicao) podem ser resolvidas em 0, © Zy definindo o estado

deformado da estrutura. Para tanto leva-se obtido em (2.7.1)

dz

ay
na equagao (2.7.2), resultando uma equagao de segunda ordem em ex,
envolvendo duas constantes arbitririas. Levando essa expressao de ex

em (2.7.1) obtem-se z, a menos de uma terceira constante arbitra-
ria. Essas trés constantes podem ser determinadas por trés condi-
cOes geométricas no contorno, como por exemplo, conhecendo-se na

extremidade esquerda (¥ = 0) as condigoes:

eX(O) = eXO ............. (2.7.3)
z (0) = 25 e (2.7.4)
z'(0) = 25 = eeeieiaiiaann (2.7.5)

Essas sao as condigdes geométricas para uma viga em

balango. Numa viga biapoiada, as condigOes podem ser:

8. (0) = 8 e e eees (2.7.6)
X XO

z (0) =z, il (2.7.7)

z (¢) = z¢ ............. (2.7.8)

Finalmente, para completar a solucao do problema po

de-se determinar ey na equagao (2.5.13) e o esforco cortante 9 na
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equagao (2.4.1'), sendo que essa expressdao de Q deve coincidir com
a expressao obtida por simples isostatica.

Uma outra equagao diferencial para a elastica da vi
ga curva pode ser encontrada, sendo Util na solugao de problemas

hiperestaticos.
A equacgao de equilibrio (2.4.2") pode ser escrita:

, "= MR iieeeceeeeen 2.7.9
Mo o+ M m R ( )
enquanto que (2.4.1") e (2.4.3") permitem escrever:

" - MU' =-pRZ e 2.7.10
M - pR ( )
Calculando em (2.7.1) e (2.7.2) {(gue contém equa-
¢Oes constitutivas + compatibilidade) as derivadas que aparecem em

(2.7.9) e (2.7.10) e levando o resultado nessas Gltimas, chega-se a:

" no_ = - .___.mRV ..... 267
(L+21) z +R.O A.R.ex A ] ( 11)
W "o "o )\EDRL“
Az Z R(1 +21) 0." = BF o ceeees (2.7.12)

Essas equagoes (2.7.11) e (2.7.12), em z e ex, sado
as equagoes da eldstica da viga curva, para problemas inclusive hi-
perestadticos. Essas equagdes podem ser resolvidas, levando em (2.7.
12), a expressao de z" obtida em (2.7.11), seguindo-se uma equagao

de quarta ordem em ex, envolvendo quatro constantes arbitrarias.

Levando essa expressao de 6, em (2.7.11), resulta uma equagdo de

segunda ordem em z, aparecendo mais duas constantes arbitrarias.
Essas seis constantes arbitrarias podem ser encontradas com seis
condigcbes geométricas no contorno. Por exemplo, numa viga bi-engas
tada, as condig¢Oes podem ser dadas na extremidade esquerda (¥ = 0)

e na extremidade direita (¥ = ¢):

eX(O) = exo ....... (2.7.13) ex(¢) = ex¢ ....... (2.7.16)
z (0) = Zoy o eeeeans (2.7.14) z (¢) = z¢ ....... (2.7.17)
z'(0) = ZL e (2.7.15) z'(¢) = z'¢ ....... (2.7.18)
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Além disso, sabe-se que em certos problemas, outras
condigdes de contorno (envolvendo esforcos nas extremidades) podem
substituir algumas das seis condigdes anteriores. Estas outras con

digdes sao as condigles naturais, que sdo melhor entendidas na for

mulagdo variacional do problema.
Para completar a solugao do problema, deve-se deter
minar M, e M, nas equagoes (2.7.1) e (2.7.2), e Q na equagdo (2.4.1")
Convém salientar que na maioria das vezes a resolu-
cao das equagdes (2.7.11) e (2.7.12) e mesmo das equagoes (2.7.1)

e (2.7.2) & muito trabalhosa, preferindo-se usar o Principio dos

Trabalhos Virtuais e o Processo do Esforgos que sdo mais praticos.

2.8 - FORMULACAO VARIACIONAL DO PROBLEMA DA VIGA CURVA

Na viga curva, a energia de deformagao a ser consi-
derada, & devida apenas aos momentos torcores e fletores. Assim a

energia de deformagéo €, em toda a viga e:
b 2 2
I\ M
e ﬁ// ( I ) RAP e (2.8.1)
2GJt 2 EJ
o
Usando as expressdes de M, e M., dadas em (2.7.1) e
(2.7.2), onde ja estao contidas as condig¢des constitutivas e de com

patibilidade, tem-se:

€= ¢ —fiz— (0" + 22 ¢ B (2" _ 52 g9 (2.8.2)
- 2R X R 2R R X et T
(@]

A energia potencial das cargas depende especifica-
mente do carregamento atuante na estrutura, dependendo portanto, de
cada caso particular a se estudar.

Apenas para fixar idéias, admita-se que a estrutura
a ser analisada seja a viga em balango, com a extremidade direita
livre, onde estao aplicadas as cargas concentradas T, M e P (vide
FIG. 2.8.1), além das cargas distribuidas p e m.

Este exemplo & adotado apenas porque possibilita, co
mo se vera, a observagdo das possiveis condig¢8es naturais de con-
torno relativas a deslocamentos ex, z e z' livres em alguma extre-
midade. Nao significa porém que a estrutura deva ser, obrigatoria-

mente, isostatica.



%

m (varidvei)

FIG. 2.8.1 - VIGA EM BALANGO CARREGADA COM CARGAS CONCENTRADAS
I,M E P NA EXTREMIDADE LIVRE E CARGA DISTRIBUIDAS EM
SUA EXTENSXO-

A energia potencial das cargas aplicadas para o e-

xemplo vale:

.z + T ... (2.8.3)
X

w|=

¢
V=—/ (p.z+m.6X)Rd(p-P.z¢+
0

onde VIR 0, sao os valores das variaveis z, z' e 6, na ex-
: ¢

tremidade direita da viga curva em balanco.

Portanto a energia potencial total, U = € +V, sera:

¢ .GJ
_— t 12 2 v L2 EJ 1 _uy2 2 2
U _/ {ZR [(ex) +—R exz + R(z )<l + >R R2(z )2 - = 2 ex + (ex)

0

—R(p.z+m6x)} dKP-P.z¢+—DR/—I—z$+T6x¢ ....... (2.8.4)

A expressao (2.8.4) @ um funcional da forma:

¢
U(eX’ z) = /F(('plexlex'lzlzll Z")d(‘P _P-z¢+'%1—zc'b+T'ex¢ "(2‘8°5)
0

sendo ¥ a variavel independente, 6, e z duas fungOes de Y, corres-

b4
pondentes aos dois graus de liberdade demonstrados no paragrafo 2.5.
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O estado estacionario da estrutura corresponderd a
um valor minimo da energia potencial total U.

Para achar as fungoes 6_(¥) e z(¥) correspondentes
a um valor minimo do funcional U, deve-se supor as fungdes arbitrd

rias EX(W) e z(¥), proximas de ex(@) e z(¥), de maneira que se te-
nha 2 familias de funcles:

6 (P, a) =6 (P + a [EX(W) - ex(@)] ....... (2.8.6)

X

z(P,a) =z P) +a[Z2® - 2] ..., (2.8.7)

onde o & um parametro que estabelece as 2 familias e que define tam
bém as familias das fungdes derivadas.

Assim, pode-se escrever:

O (P @) =0 (#) 4o [B@) - er®)] L.l (2.8.8)
z (P, 0) = 2'@P) +a [ Z' @) ~-2'@] ....... (2.8.9)
z" (P, a) = z"(P) +a [ Z"(P) -z")] ...... (2.8.10)

As diferengas indicadas entre colchetes, nas expressdes (2.8.6) a

(2.8.10), sao chamadas de variagdes das fungbes, isto &:

Gex = ex(w) - ex(w) ........ (2.8.11)
0, = B (@) -e ) ... (2.8.12)
Sz = z () -z () ..., (2.8.13)
sz' = z'(P) - z'(P) ..., (2.8.14)
§z" = Z"(P) - zZ"(P) ... (2.8.15)

As variacoOes 86, 8z, 80, 6z' e 6z" podem ser cal

culadas como sendo as derivadas das familias de fungOes, dadas nas

equagoes (2.8.6) a (2.8.10) em relacdo a o, para a = 0.
se_ = 94 (P, a) 2.8.16
bt BOL X r Y%7 1 e e e s e e se ( . . )
0=0

86 ' = [ az 6, (P, a)] ........ (2.8.17)
o=0
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§z = [—3— z (9 a)] cereese.a(2.8.18)
a .
0 o=0

(SZI = [Bi- Zl ((‘P, Q)_J n.tonconl(208l19)
o a=0

sz" = [83 2" (9, a)J, ......... (2.8.20)
o a=0

Outra propriedade relativa as fungoes 6, 0 r 2z, 2!

e z" & que as variagOes das fungbes derivadas s3o iguais as deriva

das das variagoes das fungdes originais, isto &:

(50 )" = by (P) - e’ (P) = 80"  ......... (2.8.21)
(8z)' =2'" (@) = 2" () = 82" .. (2.8.22)
(8z)" =2" (p) = 2" (P) = 62" = ieein... (2.8.23)

O funcional U em termos das familias de curvas pas-

sa a ser uma funcao de o e tem a forma:

¢
U [eX ((Pr a), Z(LP, OL)] = /F[LPI ex(kP, 0’0)1 SX'((P, 0‘)1 Z(LPI a), Zl(kpl 0")1 z" ((PI OL)]dLP'f'
0

+ [—P.z(‘P,a)+ —bé— .2 (@, a)+T.ex(<P,a)] .. (2.8.24)

Assim como feito para as variagoes das fungoes 6, €
z, seria possivel demonstrar também, gque a variagdo do funcional U,
correspondente as variagoes 66, e 8z, pode ser calculada efetuando

a derivada em relacao ao paradmetro a, para o = 0, ou seja:

§U = [ 3 U [excw,a), zUP,a)]] ..... (2.8.25)

aa a=0

A condigao necessaria para que o valor do funcional

calculado com eX(Q) e z(¥) seja minimo & que:

U =0 i eeeas (2.8.26)

Efetuando para o funcional expresso em (2.8.24) a

operacao indicada em (2.8.25) e igualando a zero, tem-se:
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¢
0 =/ [F §, +F '8 '+FZGZ+F 82! +F"GZ"JC1LP— [P(Sz]

™™ l]
+[-—- 57+
bx 0x Ok O

P=¢
+ Praex]@_¢ ceeeeeenea(2.8.27)

onde F; indica a derivada parcial da fungao F do integrando em re-

lacao a varidvel dependente k (k = O+ ex', z, 2%, z").

Com sucessivas integragoes por partes, tem-se:

¢
¢
— - d - d - n '
0 _/ [(Fex 30 ex.)66 + (F F '+ d&PZ F )Gz}d(P +[ s Gex ]0 +
0 .
¢ ¢ .
l_i_ n " ' - E '
+m, - S5 F, )az]o +[F," 62 ]0 (BS2),_, + (g 82"y, *+ (T8O,
......... (2.8.28)

As fungdes 6_(P) e z(P) nas equagles (2.8.6) e (2.8.7)

sao fungoOes vizinhas de 0, (P) e z(P) e arbitrarias. Pode-se entao

—_

admitir que 66 = 0 com z(P) e z'(P) mantendo em P=0 e P=¢, os

mesmos valores assumidos por z(P) e z'(P). Em seguida pode-se su-

por 8z= 0, com EX(@) e z'(¥) mantendo nos extremos os mesmos valo-
res assumidos por ex(@) e z'(P). Esses fatos, observados na equa-

cao (2.8.28) levam a:

Fex il Fex =0 i iieeeee. (2.8.29)
d . d2
FZ WFZ + W—F =0 e e.. (2.8,30)

Estas Ultimas equagdes sdo chamadas de Equacdes de

Euler e exprimem as condigOes necessarias que devem ser satisfei-

tas pelas fungoes 6,(P) e z(P) para que o funcional U seja minimo.

Sao conhecidas também como condigOes essenciais, (BREBBIA e FERRAN

TE)! e independem das condicdes de contorno.
Na mesma equacao (2.8.28), com 6z = 62z'= 0 e com

5ex arbitrado de maneira'que se anule para ¥ = 0, tem-se:

(F9x|)W=¢ + T =0 o ieeaeeen (2.8.31)

e com outras variagoes Gex, 8§z e §z' apropriadas:
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(Fz")w=¢ + %% =0 cerenna..(2.8.33)

Estas trés Ultimas equagOes sdao chamadas condigles
naturais de contérno (BREBBIA E FERRANTE]! e correspondem as con-
dicoes de deslocamentos livres do problema particular a ser resol-
vido. No caso presente exprimem a maneira como devem variar as fun
coes b, © z nos pontos extremos da viga, onde existem cargas con-

centradas.
Escrevendo o integrando da equacao (2.8.4) de manei

ra explicita:

QJ

t 2 1 EJ 1 2
- (g 'Y2 4 % . a1t 5t = (12 e m2 L n 2 _
F 2R[_ex)+ReXz+R2(.,)]+ZR[Z(z) Rzex+(ex)J
R
~Rp.z+m.0o) .. (2.8.34)

As derivadas que interessam, obtidas em (2.8.34) sao:

Fe =—ERJ—(—% +ex)—m.R ........ {(2.8.35)
X
GJ '
F, = Rt (o' + 3%—) ........ (2.8.36)
X
GJ "
7§§ Fe 'o= Rt (ex" + j%— ........ (2.8.37)
X
F,=-p.R L. (2.8.38)
GJ o, " '
S t ( X z
Fz =R + Rz) ........ (2.8.39)
F " = EJ (Z" - °x ) E Y eeo{(2.8.40)
V4 R .R2 R
, GJ g_" R
1%5 F,t = Rt ( E + -2 .. (2.8.41)
. . " 6 [§
—d% R e IO (2.8.142)
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) ceeessees(2.8.13)

Substituindo as equagoes (2.8.35) até (2.8.43) nas

condigaes essenciais (2.8.29) e (2.8.30) & lembrado que A = éﬁi ’
chega-se a:
" "o_ _ ka3
(l+ >\)Z +R9X )\Rex—-—E—:J,—— ......... (2.8-'-}’4)
VoL - W APRY L. .(2.8.45)
Az z (1 + x)ex ohi

Essas duas ultimas sao as mesmas equagdes diferen-
ciais da elastica obtidas no paradgrafo 2.7 para problemas inclusi-
ve hiperestaticos. A maneira de resolver essas equacdes ji foi in-
dicada no mesmo paragrafo 2.7.

Levando agora as expressOes (2.8.35) até (2.8.43)

-

nas condigOes naturais (2.8.31) & (2.8.33) obtém-se:

- _ t ' z!
T = R (eX +.—ﬁ— @ =4 e {(2.8.46)
_ EJ z"
M= - R “TT’ ex)@ =y et (2.8.47)
— GJt _Z"' + Z [
P = R i + 29x)kP =g e {(2.8.u48)

Jad que T e M, no problema em estudo (vide FIG.2.8.1)

tém o sentido dos esforgos solicitantes positivos MpeM nota

'
-se que as condi¢cOes (2.8.46) e (2.8.47) correspondem exataiente a
escrever-se as equagoes (2.7.1) e (2.7.2) para a extremidade ¢ = ¢.
A equagao (2.8.48) corresponde a equacdo de equili-
brio (2.4.1'), introduzidas as expressodes (2.7.1l) e (2.7.2), e es-
crita para P coincidindo com Q positivo, na extremidade ¥ = 4.
Finalmente, deve-se lembrar que as expressOes (2.8.
46) a (2.8.48) sao relativas ao problema particular adotado, da vi
ga com a extremidade direita em balango e cargas concentradas nes-
ta extremidade. Em outros problemas podem ocorrer deslocamentos 1i

vres e cargas aplicadas também na extremidade esquerda (P = 0). Nestes ca
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sos basta escrever as mesmas equagoes (2.8.46) (2.8.48)para @ = 0,
lembrando que T, M e P deverao corresponder nesta outra extremida-

M_ e Q.

de, aos sentidos positivos dos esforgos solicitantes Mny P

2.9 - VIGA CURVA EM BALANCO

Julgou-se conveniente, apresentar, ainda neste capi
tulo, a solugao de um problema simples, mas de frequente uso, qual
seja o do calculo dos esforgos solicitantes para a viga curva em
balango com carga vertical p e momento m, uniformemente distribuil-

do, e ainda cargas concentradas na extremidade do balanco (vide
FIG. 2.9.1).

FIG. 29.1- VIGA CURVA EM BALANCO CARREGADA COM CARGAS
NA EXTREMIDADE E CARGAS P E ™M UNIFORMES.

E claro que os esforcos solicitantes poderiam ser
determinados, ja que a estrutura & isostdtica, resolvendo as equa-
goes: (2.4.1'), (2.4.2') e (2.4.3'). Os mesmos resultados serao ob
tidos, no entanto, se forem usadas, em cada segéo, as equagées glo
bais de equilibrio.

Tem-se entao:

a) Devido a To:

Mp =T, .cosgp | e (2.9.1)
MF = TO -sen Y Liiiiieee.. (2.9.2)
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Q=0 ceeecanesa(2.9.3)
b) Devido a MO:
MT = -M% . sen @ cecesessee(2.9.4)
MF = MO . COS P ceeecaeenn (2.9.59)
Q=0 iie... cees(2.9.6)

c) Devido a P

MT = =Py R(1 - cos o) cesenseeae(2,9.7)
Mp = F R.sengyp ..., (2.9.8)
Q=P e (2.9.9)

o
d) Devido a p:
Convém primeiramente encontrar o C.G. (Centro degra
vidade) das cargas que atuam no arco AS de dngulo genérico (vide
FIG. 2.9.2).

p.ds

yG .

XG

y

FIG. 2.9.2 - CALCULO 00 CENTRO ODOE GRAVIDADE DA CARGA UNIFORME P.

Usando a variavel de integracao 6, tem-se para a

coordenada Ya do centro de gravidade:

eee(2.9.10)

¢
_ o
‘/p.}.ds [R (1-cos 6) do . sae
P

sz — = =
5. ds PR.4d0
/ Y4
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e para a coordenada Xat
Xy = (R-yG) tg —"g— = (R-yG) (LEQE-“P-) =R (1-cos¢p) ceeo(2.9.11)

sen W

Ent3o os esforgos solicitantes devidos 3 p s3o:

My = p R? (@~ sen®)  cieeene. (2.9.12)
M, = -DbR*(1l-cosy) ........ (2.9.13)
Q = -pPRy Ceeeeaan (2.9.11)

e) Devido & m:

Os momentos distribuidos m equivalem a um momento
global cujo valor e diregao pode ser encontrado supondo-se uma es-
cala de desenho conveniente na qual cada momento elementar m.ds &
representado pelo vetor ds (vide FIG. 2.9.3)

Yy
FIG. 2.9.3 - CALCULO DO MOMENTO GLOBAL CORRESPONDENTE
A0 MOMENTO UNIFORME m.

A direcao do momento global faz um éngulofg— com o©O
eixo S (FIG. 2.9.3) e sua intensidade serd m vezes a corda corres

pondente ao arco, ou seja,

m = 2mR sen%— .......... (2.9.15)
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Entao, os esforcos solicitantes devidos a m sao:

M

M

T

F

m

=1

L R.

0

.sengp

R (1~ cosy)

----------

oooooooooooo



CAPITULO 3

LINHAS DE INFLUENCIA DE VIGAS
CIRCULARES ISOSTATICAS

3.1 - INTRODUCAO

0 Método Cinematico, muito conhecido para obtencdo
de Linhas de Influéncia de Estruturas Isostdticas Planas com carga
no proprio plano, pode, como se verd, ser estendido 3s estruturas
isostaticas planas com cargas perpendiculares a seu plano.

O procedimento que pode ser aplicado a qualquer es-
trutura plana isostatica com cargas perpendiculares sera aqui usa-
do apenas numa "viga simples" (sd 1 tramo) isostatica, obtendo-se
expressoes trigonométricas simples para as L.Is.

Estudar-se-ao as linhas de influéncia de esforgos so
licitantes e reagoes de apoio devidos a cargas mdveis forga ver
tical P = 1 e momento de tor¢do T = 1 percorrendo o eixo da viga.

Além disso serdo estabelecidas as modificacBes ne-
cessarias nessas expressdes trigonométricas, tendo em vista cobrir
Os casos possiveis de simetria quando se altera a curvatura e a po
sigao dos vinculos.

As convengoes de sinais para curvatura das vigas, es
forgcos solicitantes MT’ MF’ Q0 (momento torcor, momento fletor, es-

forgo cortante), carga torgora concentrada T e carga vertical P sio
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as mesmas ja dadas no paragrafo 2.3.

3.2 - METODO CINEMATICO PARA TRACADO DAS L.Is.

O procedimento ja conhecido consiste em, dada a es-

trutura isostatica:

a)

b)

c)

Retira-se o vinculo correspondente & incognita
esforgo, transformando a estrutura em uma cadeia

cinematica com 1 grau de liberdade.

ImpOe-se na cadeia cinematica obtida um desloca-
mento unitario contrario & incdgnita esforgo, ob

tendo~-se um estado deslocado da cadeia.

As componentes do deslocamento dos pontos da es-
trutura, onde passeia a carga concentrada movel,
na diregéo dessa carga, sao as ordenadas da L.I.
procurada, quando se aplica a geometria de peque
nos deslocamentos.

Nas estruturas planas com carga perpendicular ao pla

no, a aplicagao do procedimento acima requer outras observacoes:

d)

e)

g9)

Os deslocamentos e rotagoes no plano da estrutu-
ra (horizontal) devem ser considerados nulos, ja
que nao correspondem a nenhuma carga ou esforco

interno.

As "chapas" da cadeia e suas extensdces imagina-
rias podem ser consideradas como planos inicial-
mente horizontais, coincidentes com o plano da
estrutura (FIG. 3.2.1.a).

Apds o deslocamento imposto na cadeia, os planos
representativos das "chapas" e o plano da estru-
tura interceptam-se em retas gque na geometria de
pequenos deslocamentos sao praticamente horizon-
tais (FIG. 3.2.1.b).

No estado deslocado (FIG. 3.2.1.b) a intersecao
do plano de cada chapa com o plano da estrutura
€ o eixo absoluto de rotagdao da chapa. Todos os

pontos do eixo absoluto tem deslocamentos verticais nulos.



CHAPA 4

f
E

7
i _ ESTRUTURA

ESTRUTURA
CHAPA 2
CHAPA 2
FIG. 3.2.10 - POSIGAD INICIAL DAS CHAPAS FIG. 3.2.1b - POSICAO FINAL DAS CHAPAS
DA CADEIA CINEMATICA. DA CADEIA CINEMATICA.

h)

i)

k)

1)

Conhecidos dois pontos distintos de uma chapa
possuindo deslocamentos verticais nulos, fica de

terminado o eixo absoluto da chapa.

No estado deslocado (FIG. 3.2.1.b) a intersecgao

dos planos de duas chapas & o eixo relativo de

rotagao entre as duas chapas. O eixo relativo &
0 lugar dos pontos onde as duas chapas possuem

0s mesmos deslocamentos verticais.

O ponto de intersecao dos eixos absolutos de duas
chapas, sendo um ponto onde as duas chapas possu
em o mesmo deslocamento (nulo) & um ponto do ei-

X0 relativo entre as duas chapas.

Conhecidos os eixos absolutos de duas chapas e
um ponto, nao situado sobre esses eixos, no gqual
as duas chapas tem o mesmo deslocamento vertical,
fica determinado o eixo relativo entre as mesmas

chapas.

Quando se estuda o movimento de duas chapas, va-

le a relagao vetorial:

Gy = Wy — B, N - - Y



onde:

a rotacao relativa entre as chapas 2 e 1.

€
DV

w, & a rotagao absoluta da chapa 2.
€& a rotacao absoluta da chapa 1.

sendo esses vetores aplicados no ponto de inter-
secao dos eixos absolutos das chapas e tendo co-
mo suporte os correspondentes eixos relativos e
absolutos (Vide FIG. 3.2.2)

EIXO ABSOLUTO 2

E1XO RELATIVO {1-2

@, TI_EIXO ABSOLUTO 4

FiG. 3.2.2 - REPRESENTACZO VETORIAL DAS ROTAQ6ES ABSOLUTAS E RELATIVAS
— —

SATISFAZENDO A EXPRESSAO VETORIAL 62:’ W, w,-

m) No estado deslocado da cadeia (FIG.3.2.1.b) os
deslocamentos verticais dos pontos do eixo onde
passeia a carga movel vertical sao as ordenadas
da L.I. para essa carga movel, enquanto as compo
nentes de rotagao na direcao da tangente ao eixo
sao as ordenadas da L.I. para carga movel momen-

to de torgao concentrado.
3.3 - EXEMPLO
O procedimento descrito anteriormente sera aplicado

a viga simples isostatica de curvatura positiva com apoio esquerdo

A nao resistente & torcao e flexao e apoio direito B nao resisten-



te a flexao (FIG. 3.3.1),

L4 ~
FIG._3.3.1 - VIGA CURVA ISOSTATICA COM SEGAO S DE COORDENADAS
\J ]
Qe B E cARGAS NA POSIGAO DE COORDENADAS PEYP'

O angulo total de abertura da viga circular & ¢.

A posigao da segao S para a qual se calcula a L.I.
de algum esforgo solicitante & dada pelas coordenadas o e B com
o + B = ¢.

A posigao da carga concentrada P = 1l ou T = 1 & da-
da pelas coordenadas ¢'e ¢"com @' + ¢'"= ¢.

I
=

3.3.1 - L.I. de Q, para cargas moveis P =1 e T

O estado deslocado da cadeia estad representada na
FIG. 3.3.2. Na segao S, o deslocamento vertical relativo vale Ay =
1, para cima.

Para nao haver rotacgao relativa entre as duas cha-

pas (correspondentes a M, e M), os dois eixos 1 e 2 de rotagao de

F
verao ser paralelos, com @) = G,.
A distancia entre os dois planos paralelos represen

tativos das duas chapas é 1.
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FIG. 3.3.2 - ESTADO DESLOCADO DE CADEIA CINEMATICA PARA
L.I. o Q.

Como o ponto A pertencente a chapa 2 tem deslocamen

to vertical nulo, conclue-se que: -

I - Carga movel P = 1

As ordenadas ﬂg da L. I. de Q@ podem ser calculadas

com as distancias dos pontos da estrutura aos eixos absolutos:

a) < o (carga a esquerda da secao):

ﬂg = - w,(R.sen ¢ - R.sen ¢") ....... (3.3.2)
1l
ﬂg=—§—§—%— i T .(3.3.3)

b) ¢ >a(carga a direita da secao) :

ﬂP =w, . R.seny" . iiiiiiiien.. (3.3.4)
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TIP _ _sen 9"

0 sen ¢ REEEEEREERY «..(3.3.5)

Convém observar que as expressces (3.3.3) e (3.3.5) tendem, no

limite, para ¢—zero, as L.Is. de vigas retas.

II - Carga movel T = 1

As ordenadas'ﬂg da L.I. de Q sdo nos pontos da estrutura,
as componentes da rotagao na direg¢ao da tangente ao eixo:
Como as rotagoes absolutas w, € w; sdo iguais, a expres-

sao serad Unica ao longo de toda estrutura.

ﬂg = - w,.8enel L. (3.3.6)
T _ sen ¢"
Mo =~ Fosenm g | crererereeeens (3.3.7)

3.3.2 - L.I. de M, para cargas moveis P =1 e T =1

O estado deslocado da cadeia esta representado na

FIG. 3.3.3. Na segao S, a rotacdo relativa indicada vale wy; = L.

62|=1 /
A VALLUR
A O, O N
AN -]
o, a;. s, W2
a | B $ 5,
. /
0]

FIG. 3.3.3 - ESTADQ DESLOCADO DA CADEIA
CINEMATICA PARA L.1 DE Mg~



dos de W

Os pontos O e A determinam o eixo 2.

O triangulo de vetores determina os modulos e senti

—t

, € w,. Aplicando a lei dos senos:
1 W Wy
= B - )
sen ¢ sen B sen o
sen o
= —_——— ceeeeeeaaa(3.3.9
wl sen P ( )
sen B
= —_—_— ceeecesess(3.,3,10
W2 sen o ( )

I - Carga mOvel P = 1

F

as distancias dos pontos da estrutura aos eixos absolutos.

As ordenadas'ﬂﬁ das L.I. de M_, podem ser calculadas com
F

a) ¥'< a (carga 3 esquerda da secao)

P t
= . . et eocccncns .3.11
'UMF w, - R.seng (3.3.11)
P
ﬂMF = R —ggg—%— . sen¢y! teeeeeeaaa(3.3.12)
b) @'y o (carga a direita da secao)
P
ﬂMF = w, - R. seng! ceeeeee.aa(3.3.13)
T}P _ sen o 0"
M= R Tsen ¢ - sen ¢ ceeeeseeea(3.3.14)
F

Convém observar em todas as expressOes, inclusive nas que

serao obtidas mais adiante, gue-as mesmas, no limite para ¢--0 ten

dem as expressoes de L.Is. de vigas retas.

II - Carga mOvel T = 1

As ordenadas ﬂT da L.I. de M
MF F
tura as componentes da rotagao na direcao da tangente ao eixo.

serao, nos pontos da estru
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a) ¥'< a (carga a esquerda da secao)
T _ . |
T]MF— w, . seny teeseneseeaa(3.3,15)
'ﬂT _ _ _sen B seny!' ceeeanan c...(3.3.16)
MF Send)

b) ¢'> o (carga a direita da secao)

- 1

T — 7

'M (.01 . senyY!  f i eiiiieenane (3.3.1 )
l = - —_—_ senup" ..... (3.3.18)
M g SenYli e « 3.

3.3.3 - L.I. de M, para cargas moveis P =1 e T =1

O estado deslocado da cadeia esta representado na

FIG. 3.3.4. Na segao S a rotacao relativa indicada vale W,y = 1.

c /!IXO 1

———

—

EIXO 2

’
FIG. 3.3.4 - ESTADO DESLOCADO DA CADEIA CINEMATICA
PARA LI. DE My.

0 valor w, & encontrado exprimindo-se a translagao

1
vertical nula de A em fungao de w, e wy,; = 1l:
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0= =-w; .R.sen ¢ + wy; - R(1 - cos a) e (3.3.19)

(1 - cos a)

“1 7 sen ¢ cesseses(3.3,20)

A intensidade de W, seria encontrada efetuando-se
a operagao vetorial T,; = W, - &,.A expressdo de w, seria entretan
to extensa e de dificil redugao. Esse cadlculo é dispensavel, desde

que, todo o movimento da cadeia cinematica seja expresso em fungao
de _071 e _(5.21.

I - Carga movel P = 1

As ordenadas‘ﬂ; da L.I. de MT podem ser calculadas com as
T

distancias dos pontos da estrutura ao eixo absoluto 1 e ao eixo
relativo 2-1.

a) Y'< o (carga 3 esquerda da secao)

T]; =‘w1.R.SenkP”+UJ21.R[1-COS(OL—‘-P')]
T
.......... (3.3.21)
n§T==-R —géé%%?gL seny'+ R[1 - cos(a - @] ... (3.3.22)

b) ¥’ >0 (carga a direita da secao)

ﬂ; = -w1.R. senpy ..., (3.3.23)
T ,
P _ (L -cos a) o
nMT = - R son 3 senY |  ...... (3.3.24)

IT - Carga mbvel T = 1
As ordenadas’ﬂﬁ da L.I. de MT serao, nos pontos da estru
T
tura as componentes das rotagoes B} e G; ='El + E;l, na dire-

cao da tangente ao eixo.
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a) YP'< a (carga 3 esquerda da secao)

ﬂT wy . Sen 9"+ wyoy . cosfa =@') ....(3.3.25)

Mo
7t - (1 =-cos o) oo o'+ cos (0 = ") (3.3.26)
M, sen ¢ i M

b) ¥ > o (carga i direita da secao)

n; = w; . sen " ceeeneeea(3.3.27)
T
T _ (l-cosa) |

‘WMT - sen ¢ . sen Y cees(3.3.28)

3.3.4 - L.Is. de Reacoes de Apoio

As reagoes de apoio forgas verticais Vy & Vg emAe

B sao positivas guando atuam na estrutura de baixo para cima. A rea

gao de torgao 1, no apoio B resistente 3 torgao & positiva gquando a

B
tua na estrutura com seu vetor representativo (TB) no sentido cres-

cente da coordenada 4, conforme mostrado na FIS. 3.3.5.a.

FIG. 3.3. 5o-REA¢o:s DE APOIO NUMA FIG.3.3.5b- REAGOES DE APOIO NUMA
VIGA SIMPLES COM o APOIO VIGA SIMPLES COM 0 APOI0O
DIREITO RESISTENTE A TOREAO ESQUERDO RESISTENTE A TORGAO

Para o caso de vigas simples onde o apoio resisten-
te & torgao seja o apoio esquerdo A, a reagdo de torgdo positivo tam
bém tem vetor representativo (TA) no sentido crescente de 5. (FIG.
3.3.5.b).
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3.3.4.a - L.I. de vV, _para P = leT=1

Estas L.Is. reduzem-se ds L.Is. de Q para o =0 e

8 = ¢, quando ¥ > o (carga 3 direita da secdo). Tem-se:

I - Carga movel P = 1

II - Carga movel T = 1

T _ sen 9"
nVA = R.sen 3| | rrereeeeeess (3.3.30)

3.3.4.b - L.I. de V_para P =1le T =1

Estas L.Is. reduzem-se as L.Is. de QO , com sinal
trocado, para o = ¢ e B = 0, quando ¥ < o (carga & esquer

da da sec¢ao). Tem-se:

I - Carga mdovel P = 1

P _ ., _ sen o
T]VB =1 sen ¢ | 0 tctcertrees (3.3.31)
IT - Carga movel T = 1
T _ sen W'
an T "R.sen ¢ |  trrereees (3.3.32)

I
'__l

3.3.4.¢c - L.I. de 1, para P =1e T

Estas L.Is. reduzem-se as L.Is. de M., com o sinal
trocado, para a = ¢ e B = 0, quando ¥' < o (carga i esquer

da da sec¢ao).
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I - Carga movel P = 1

P _ (1 -~ cos ¢) " _ _Q'
TJTB—R — .senP'=R [1~-cos (¢ =9")] ....(3.3.33)
P —_ ] ¢
M. =-R (1-cos ¢"- tan - . sen o I ..(3.3.34)
)
II - Carga movel T = 1
T (l" ) 1 !
M, =" Sencoz‘b sen @'- cos (§ =P')  ....u.. (3.3.35)
T
T]TB=tan% sen ' - cos Y"' Ll eieeann (3.3.386)
2 1] " gi
nﬁ? - __sen 2 .sen 9" + cosP’.cos 2 (3.3.37)
'B cos (%})
cos ( 9"~ %)
= - — L. (3.3.38)
nTB cos (%)

3.4 - CONSIDERACOES DE SIMETRIA

As expressoes deduzidas para L.Is. da viga simples
mostrada na FIG. 3.3.1, denominado de 19 CASO na FIG. 3.4.1 podem
ser estendidas para cobrir todos os casos mostrados nesta Ultima.

Na FIG. 3.4.1 existem o eixo de simetria x-x e o
eixo de simetria y-y. Notar que em qualquer CASO a extremidade es
querda & chamada A e a extremidade direita B. A coordenada 4 & me-

dida sempre a partir da extremidade A.



)

22 CASO

y
4% CASO
/"P< "P“

tN
A
r

tria, em

| x
A A (P“ ‘P' B
12 CASO 32 CASO

FIG. 3.4.1 - CASOS POSSIVEIS DE VIGA SIMPLES ISOSTA'TICA BIAPOIADA

COM APOIO RESISTENTE A TORGAO.

Em problemas estruturais, as consideragSes de sime-

geral, supoem de inicio 3 condig¢des pré-estabelecidas:

Tipo de simetria

Isto €, a posigéo do centro, eixo ou plano de sime-

tria.

Grandeza geométrica basica

Sendo a simetria uma correspondéncia geométrica, &
preciso definir uma grandeza geométrica que em pontos si-
métricos de estados de deslocamento simétricos, possue

mesmo valor e sinal.

Convencao de sinais das grandezas

As demais grandezas em jogo, tem, em cada estado si
métrico, suas prdprias convencbes de sinais, ndo levando

em conta a simetria.

Para melhor entender esta 32 condigao, observe-se que

as convengoes de sinais para cargas concentradas P e T, reagaes \Y

e 1, esforgcos solicitantes Mp, My e Q dependem apenas da posicgao

do observador e da extremidade inicio A, tomada sempre a esquerda

do observador.
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Uma vez estabelecidas as trés condigOes anteriores &
preciso definir entao a caracteristica de cada grandeza em relacio
a uma simetria dada e as convengoes de sinais:

a) - Grandeza de caracteristica simetrica

Uma grandeza & dita de caracteristica simétrica se
em pontos simétricos de dois estados de deslocamento simé

tricos, possuir o mesmo valor e sinal.

b) - Grandeza de caracteristica antimétrica

A grandeza €& dita de caracteristica antimétrica se
em pontos simétricos dos dois estados de deslocamento si-

métricos, possuir o mesmo valor absoluto, mas sinais contrarios.

Nas simetrias mostradas na FIG. 3.4.1, pode-se to-
mar, como grandeza geométrica basica, em qualquer caso, as transla
gOes verticais (positivas para baixo) de todos os pontos possiveis na viga.

Observa-se entao a caracteristica das grandezas:

I - Simetria em torno de x-x

Causas: P de caracteristica simetrica

T

Oy

de caracteristica antimetrica

Efeitos: M de caracteristica antimétrica

M

H
o M

de caracteristica simetrica

]

de caracteristica simétrica

< ©
My D

de caracteristica simetrica

de caracteristica antimétrica

-
o

IT - Simetria em torno de y-vy

Causas: P e de caracteristica simétrica
T & de caracteristica simétrica
Efeitos: Mn é de caracteristica antimétrica

de caracteristica simetrica

de caracteristica antimetrica

o

N <o
(o))

€ de caracteristica simétrica
e de caracteristica simetrica
Observe-se que as ordenadas das L.Is. sao efeitos MT, MF’
Q, V ou 1 para as causas P ou T, ou melhor, sao a relagéo:
n = _efeito e (3.3.39)

causa



Pelas regras de sinais da divisao, nota-se que co-
nhecidas as ordenadas de uma L.I. num certo estado, pode-se deter-

minar as ordenadas da L.I. de mesmo tipo, na estrutura simetrica,
mantendo-se nos pontos simétricos o mesmo valor absoluto e trocan-
do sucessivamente o sinal, quantas vezes for encontrado na sime-
tria dada, a caracteristica antimétrica na causa e no efeito.

Convém notar ainda que na simetria y -y, precisa-se
trocar, nos 1l9s e 29s membros das expressoes de L.Is., A por B,¥'
por ¥', o por B e vice-versa.

Os resultados obtidos para os 4 casos da FIG. 3.4.1
sao mostrados nas Tabelas 3.4.1; 3.4.2; 3.4.3 e 3.4.4.

3.5 ~ BREVE EXPLANACAO SOBRE I..Is. DE VIGAS CIRCULARES HIPERESTATICAS

A obtencao de expressoes analiticas para as L.Is. de
vigas curvas, simples ou continuas, com grau de hiperestaticidade 2
ou maior, torna-se bastante trabalhosa. Seria necessario resolver
sistemas de equagoes lineares com coeficientes expressoes trigono-
métricas de dificil simplificagdo. Por isso mesmo, essas L.Is., pa
ra vigas com qualquer grau de hiperestaticidade sao obtidas numeri
camente, nos capitulos 5, 6, 7 e 8.

Sera estudado aqui, analiticamente, apenas o caso
da viga com grau de hiperestaticidade 1, com os dois apcios resis-
tentes a torgao (FIG. 3.5.1).

A viga sera submetida aos carregamentos mOveis P =
1l e T =1 (independentes), que percorrem o eixo da viga, de raio R,
e angulo de abertura ¢.

A posigao da carga movel & definida pelas coordena-

das angulares ¥' e 9.

P=1 ou T=1

FIG. 3.5.1 - VIGA SIMPLES CIRCULAR DE GRAU OE
hip =1, COM DOIS APOIOS RESISTENTES
A TORGAO.
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Para achar a L.I. da reagdo momento de torgao T, 1O

apoio A (FIG. 3.5.1), para carga movel P = 1, considerem-se os dois
estados I e II (FIGS. 3.5.2.a e 3.5.2.b).

FIG. 3.5.2a - ESTADO I: VIGA HIPERESTATICA COM CARGA P=1.

FIG. 3.5.2b - ESTADO II: VIGA ISOSTATICA COM MOMENTO DE
TORGAO |l CONTRARIO A INCOGNITA B,
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O estado I, consiste da viga hiperestatica dada car
regada com a carga movel P = 1 numa posigdo gendrica.

O estado II, consiste da mesma viga, tornada isosta
tica pela retirada do vinculo correspondente a T, © com um momento
u, contraria a Ta aplicado na mesma posisgao onde atua T
O Teorema de Betti, aplicado aos dois estados fornece:

- Ty - 8y TP Loz(y) =0 e (3.5.1)
donde: T ‘
P A z (%)

M = T o—————— e es (3.5.2)
TA P GA

~ . P
A expressao (3.5.2) diz que a ordenada T . da L.I.
A
de T, Para carga movel P = 1 em cada ponto de coordenada ®' & igual

ao deslocamento vertical z (%) por unidade de rotacao 6 no apoio

AI
A da estrutura isostatica (estado II), mas rotagao essa com senti-

do contrario ao de ot

Para encontrar a L.I. de TA devido a T = 1, deve-se

no estado II, encontrar para cada coordenada P as rotagSes de tor
cao ex(q>) obtendo-se analogamente:
T, 0 (P

T
‘T] = T om—e——— G s e s s s es e (3o503)
Ta T GA

A obteng¢ao das L.Is. P e T recai entdo no pro-
T T
A A
blema ja definido no paragrafo 2.7 de determinagao da elastica ex(tp'),

z(¥'), do estado II, e do calculo do valor 0, = — 0, (0).

Para obter a elastica no estado II, observe-se que

neste estado, os esforcos solicitantes que interessam sao:

MT = =u i e veeeo(3.5.4)

M_F= 0 e e, (3-5-5)

Levando essas Ultimas expressoes (de equilibrio) nas
equagoes 2.7.1 e 2.7.2 (compatibilidade + constitutivas) e com as

condigoes de contorno:
z(0) =0 Ll (3.5.6)
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z(¢) =0 cereceeenneeea(3.5.7)
6{¢) =0 ceereeenaae...(3.5.8)
chega-se a elastica:
0,9 = - Et(cos 91 - T s
t
z(9') = - _Bégii_ (L - cos 9' + isg f -2 ) ..(3.5.10)
t

sendo na extremidade esquerda:

LR ¢

GJt

g, = - ex(O) = eeee(3.5.11)

A

Levando essas expressoes em (3.5.2) e (3.5.3) obtém-se

as L.Is. de t, devidas as P =1l e a T = 1:

A
P _ _ _ | sen ' Y
ﬂTA = - R(1L - cos @'+ tan o 5 ) c..(3.5.12)
ﬂf = - —%%%—%1— +cos®' | ... (3.5.13)
A

Pode-se agora, por consideragles de simetria, obter

também as L.Is. de 7 na mesma viga da FIG. 3.5.1, com 1 grau de

B’
hiperestaticidade. Também com consideragbes de simetria pode-se es
tender o cadlculo para vigas com curvatura negativa. Esses resulta-
dos estao mostrados nas tabelas 3.5.1 e 3.5.2.

Quando se desejar as L.Is. para qualquer esforgo ou
reagao na viga da FIG. 3.5.1 pode-se fazer a conhecida superposigao

de efeitos baseada no Processo dos Esforgos:

ﬂE=nEﬁsosL)-+x. nT ........ eeo(3.5.11)
A
onde: E = & o esforgo para o qual se quer calcular a L.I.

ﬂE = & a linha de influéncia para o esforco E na es
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trutura hiperestatica.

. = & a linha de influéncia para o esforco

T]E(lSOSt.) P €
E na viga isostatica obtida pela reti-
rada do vinculo correspondente a T, ha
estrutura hiperestatica.

nTA = & a L.I., ja conhecida, de reagdo t, na estru

A
tura hiperestatica.

=
I

valor do esforgo E, na estrutura isostatica

quando carregada com T = 1.
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TABELA 34.|

INFLUENCIA NA VIGA CURVA CIRCULAR

ISOSTATICA BIAPOIADA

Y L4
A TORGAO

08S :

NAS EXPRESSOES DA TABELA

L] LI ]
As GRANDEzas (§,Q, ka EY sao
POSITIVAS SE COMO NA FIGURA.

L.lg. DE ESFORCOS SOLICITANTES

]
P>
sen ‘P" sen "
P=1 sen § : sen @
Q T=1 sen ('P“ _ sentP"
Rsen @ Rseng
sen p ' sen X
P=i R sen ( R . . » "
M sen @ P sen 6 sen P
F T=| sen p sen o' sen O R "
- - - —————— . sen
sen ¢ P sen @ ¢
P=1 Rl}-cos(a-up')-(%)sen gp"] . -R. _T“;::SQ) .sen "
My
A0S 2 ) o - a "
T=1 4 cos(!)sen‘p +cos(a-(p') (1-cosa) n

sen @

sen @

9 P= ¢

o sen
eV

a A sen @

w T=1 -

o R sen @

) _ _ sen ‘.P"

.uo" V P= I sén ¢

(8

ﬁ B T=1 sen P

ax R sen @

o 9

o P=) -~ R[l -cosy” - tan(=-).senyp "]
- BB

- T=i cos(P"-g/2)

cos (B/2)
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TABELA 34.2

A /
LINHAS DE INFLUENCIA NA VIGA CURVA CIRCULAR ISOSTATICA BIAPOIADA
\ . ~
CONVEXA COM O APOIO DIREITO ENGASTADO A TORGAO.

OBS : NAS EXPRESSOES DA TABELA
as oranoezas @, @, 3, W'e W' sio
POSITIVAS SE COMO NA FIGURA.

P> a
sen " sen "
P=1 sen - sen
Q T=) sen " sen P
Rsen ¢ Rsend
_ sen B sen X . "
P=1| sen @ sen R- Sen B sen
Mg
T= sen B ‘ sen X u
sen O sen @ sen ¢ sen P
Pzl - R[I-cos(a-kp')-(—ﬁl;(;?a)sen tp"] R- ﬁ_(ls-::sa) . sen Lp"
My
T=) {freos ) ';Zons g ) sen (p"+ cos(a-gp') _ﬁ_( ls-ec:s a) sen "

L.ilg. DE REAGOES DE APOIO I L.lg. DE ESFORCOS SOLICITANTES

P sen "
V sen @
A "
T=) sen
R sen ¢
_ - sen &P"
V P=l ' sen ¢
B T= senkpu
R send
n ¢ "
P=| R[1-cosy -tan(?).sen(.p 1
B e cos(P'-@/2)

cos (B/2)
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TABELA 3.4.3

.
ISOSTATICA

BIAPOIADA

v v
CONCAVA COM O APOIO ESQUERDO ENGASTADO A TORGAO.

=|ouT-

08s :

NAS EXPRESSOES DA TABELA
as cranoezas @, 3, P'e " sio
POSITIVAS SE COMO NA FIGURA.

L.lg. DE ESFORGOS SOLICITANTES

9'>a ty'gp)
sen ' sen ('
P=1 " sen @ sen @
T=1 sen P’ sen\P'
Rsen @ R send
P=| R.2en B sen @' . 5en @ sen P
“sen @ P sen @
Mg )
L I - LI SRS
sen @ sen P sen ¢ sen P
P=l R (I-cosﬁ ) sen(p’ R[l cs(B ) . (IoosB) ,]
M ’ sen @ - ° tp sena sen(-P
T
- (1-cosP) ' - ' .
[ e 54 sen - %ﬁ—’sen?-cos(ﬁm

h.

DE REAGOES DE APOIO

L.lg.

Pz sen
V sen @
A .
e i sen
R sen @
) sen '
V P=1 ' sen @
B T=|‘ sen !
Rsend
] ﬁ 1
P=| - RU-cosy’ - ton(T).sengp )
A - i cos{YP'- @/2)

cos (@/2)




LINHAS DE

- 52 -

TABELA 3.4 4

INFLUENCIA NA VIGA CURVA CIRCULAR

ISOSTATICA

BIAPOIADA

CONVEXA COM O APOIO ESQUERDO ENGASTADO ‘A TORCKO-

p’

08s:

NAS EXPRESSOES DA TABELA

AS GRANDEZAS ¢,a,p, \P'E tp" sko

POSITIVAS SE  COMO NA FIGURA.

DE ESFORCOS SOLICITANTES

L.l

DE REACOES DE APOIO

L.l,.

B
(4
S P=1 ouT=I
P'ga Psa
__sen P! sen '
P= | Ten B ' Send -
Tz __senP' _ senpr
Rsenf R sen ¢
- senf3 ‘ sen O »
P=1 R sen sen @ R. v .sen P
Mr
T= ' sen "
' sen sen P sen @ sen ¥
Pz -R. (l-cosB ) ' . _ _©" _(I-cosp) h
M T sen (P R[l cos(p ¥Y) YN serﬁP]
T
(1-cos PP ) ' (1- cosB) ) "
T= - — - -
I wen o sen en 0 sen( cos(B ")
P= sen !
V ’ sen
A T= sen gp'
Rsend
sen P’
P=1 | - sen @
VB - - Sen(Pl
) R send
, "]
[ R [I- cosy’ - tan(-). sengp ]
6a '
T=) cos{P'-g@g/2)

cos (@/2)




TABELA 3.5.|

LINHAS DE INFLUENCIA DE REACAO DE TORGAO NA VIGA CURVA CIRCULAR
BIAPOIADA CONCAVA COM OS APOIOS RESISTENTES A TORGAO.

OBS: NAS EXPRESSOES DA TABELA
~

As GRaNDEZAS B, W'EY" sao

POSITIVAS SE COMO NA FiGURA.

(<] )
1< P=1 _ _ ' sen P - P!
% 6 R(1 cos( + ton @ @ )
A sen ' .
) T=I ————— - cos
o ton @ P
3
] 1
3 P=1 - R (1-cos " + senp” P )
-, tan @ e
« | bp ;
. sen QP cos ('P"
-:' T=1 ton @
4
TABELA 3.52
LINHAS DE INFLUENCIA DE R:A;Xo DE TORGAO NA VIGA CURVA CIRCULAR
BIAPOIADA CONVEXA COM OS APOIOS RESISTENTES A TORGAO-
0BS: NAS EXPRESSOES DA TABELA
®a As GRANDEZAS B, P'E ®" sio
\ '65 POSITIVAS SE COMO NA FIGURA.
@ ¥
PalouT=l =g
(o] 0 '
g ) sen )
g P=i R(|-COS(~P+ﬁ--T)
o
- BA .
w senP ' o @'
o T=1 toan @
Q
:
- sen‘P" ‘P"
] = R(1-cosy" + - )
(3 Pzl P tan @ @
4B
a. B enyp " "
- T=) seny _cos ¢
3 toan @
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CAPITULO 4

ESTUDO ANALITICO DA BARRA CURVA BIENGASTADA

4.1 - INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo & estabelecer um procedi-
mento que possibilite a obtencao da matriz de rigidez, dos esfor-
¢os solicitantes e do vetor dos esforcos de engastamento perfeito
devido a cargas atuando em uma barra curva biengastada.

Sao validas as hipdteses admitidas no capitulo 2.

Nas vigas continuas planas, de eixo curvo horizon-
tal, para obter as linhas de influéncia, objeto deste trabalho, se
ra necessario considerar apenas dois tipos de carregamento:

1) forga vertical concentrada P = 1

2) momento de torgao concentrado T = 1.

A FIG. 4.1.1 mostra os sentidos positivos das car-
gas concentradas P e T, que podem atuar na barra curva. A mesma fi
gura mostra os sentidos positivos, assim como a numeragao dos es-
forgos e deslocamentos nas 2 extremidades da barra. A numeracao em
cada extremidade corresponde a sequéncia torgor, fletor, cortan-

te. Note-se que na extremidade esquerda os esforgos concentrados co



incidem em valor e sinal com os esforcos solicitantes, enquanto na
direita trocam o sinal. Os vetores indicados nos pontos A e B: 1, 2,

3, 4, 5, 6 dao a diregao e sentido do Sistema de Coordenadas Lo-

cal.

o

FIG. 4.1.1.- CARGAS E ESFOR(COS DE EXTREMIDADE POSITIVOS
(SISTEMA DE COORDENADAS LOCAL).

Se forem conhecidas as matrizes de rigidez de cada
barra e estabelecido um procedimento de calculo que dé os esforgos
de engastamento perfeito para os dois tipos de carga (P e T), sera
possivel obter as linhas de influéncia de esforgos e deslocamentos
em toda a viga continua.

Os coeficientes de rigidez da barra curva poderiam
ser calculados explicitamente usando as equagdes (2.7.11) e (2.7.
12) do capitulo 2, impondo a elas condigoes de contorno em desloca
mentos. Cada coeficiente a ser determinado levaria a um sistema 1i
teral de 6 equagoes e 6 incdgnitas, envolvendo extensas expressoes
trigonométricas.

No presente trabalho a matriz de rigidez da viga
curva sera obtida apenas numericamente, usando-se um outro procedi
mento: primeiramente, usando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais,
calcula-se a matriz de flexibilidade relativa a 3 deslocamentos na
extremidade livre de uma viga em balango. A inversa, de ordem (3x3),

desta matriz, sera uma sub-matriz da matriz de rigidez da mesma
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barra, relativa aos 6 deslocamentos de extremidades (referentes ao
Sistema de Coordenadas Local). Os demais coeficientes da matriz se
rao calculados considerando equagdes de equilibrio e considerando
também a reciprocidade expressa pelo teorema de Maxwell.

Os esforgos de engastamento perfeito devido ao car-
regamento atuando ao longo do eixo da viga curva também serao obti
dos apenas numericamente, usando-se o Processo dos Esforgos.

Os esforgos solicitantes numa secao interna da viga

serao encontrados a partir dos esforgos de extremidade.

4.2 - ESFORCOS SOLICITANTES NA VIGA EM BALANCO COM A EXTREMIDADE ES-
QUERDA LIVRE

Os esforgos solicitantes momentos torgor e fletor
que aparecem na viga em balango com a extremidade esquerda livre,
numa segcao genérica de coordenada angular ¢ , devidos respectiva-
mente a cargas unitarias aplicadas na extremidade A, na direcao
das coordenadas locais 1, 2 e 3, devidos a forca vertical concen-
trada P, e devidos a momento de torg¢ao concentrado T, sendo P e T
aplicados num ponto do eixo, de coordenada angular ., conforme FIG.
4.2.1, valem:

o

FIG. 4.2.1 - CARREGAMENTOS E ESFORCOS SOLICITANTES
: NA VIGA CURVA EM BALANCO.



b)

c)

e)
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momento de torgao unitario aplicado na diregao

da coordenada 1:

My

Mg

COS P i i (4.2.1)

seng ..., e (4.2.2)

momento de flexao unitario aplicado na diregado

da coordenada 2:

M, = - seng ceerenenaaa(B.2.3)

Mp

forgca vertical unitaria aplicada na diregio da

]

cos ¢ I U O

coordenada 3:

Mp=-R(l -cosep) ..., (4.2.5)

Mo = Rsenyp ..., (4.2.6)

forgca vertical concentrada P aplicada no ponto

de coordenada angular¢, :

(0 p/gps(pc ......... (4.2.7)

MT=
PR [1 - cos(®-96)] 5 B/ Pe< P < o e (B.2.8)

(0 P/ 9P .. (t.2.9)

([ =PR sen (P-¥)i p/ P <P < ¢  venn.. (+.2.10)

momento de torgao concentrado T aplicado no pon-
to de coordenada angularg,:

(0 ; p/ Y9, ... (4.2.11)
MT=

LToos (P-RV:i B/ g <P ceeeeen (4.2.12)

(0 p/ @ < P eeeeeaaen (4.2.13)
MF=

(T sen (P~-@.) ; <P ¢  ...... (ho2.18)




4.3 - MATRIZES DE EQUILIBRIO DE ESFORCOS NUMA BARRA

Com a finalidade de se escrever expressOes mais com
pactas nos paragrafos e capitulos gque se seguem, procurar-se-3 es-
tabelecer aqui um procedimento matricial para, conhecidos os esfor
¢os de extremidade em uma barra, curva ou reta, se calcular os es-
forcos solicitantes MT’ MF e Q em qualquer secao e para o relacio-

namento entre os esfor¢os de extremidade, na barra curva.

4.3.1 - Matriz de equilibrio que relaciona os esforcos de ex-

tremidade na barra curva

Os esforgos nas extremidades de uma barra curva po-
dem ser relacionados por uma matriz de equilibrio [E] , cujos
coeficientes sao faceis de serem expressos analiticamente, ja
que sao provenientes das 3 equagles de equilibrio escritas pa-

ra a viga.

o

FiG. 4.3.1 - ESFORCOS EM EQUILIBRIO NAS EXTREMIDADES DA
VIGA CURVA.

Assim, supondo a inexisténcia de algum outro carre-

gamento entre A e B, pode-se escrever entre as agoes Al’A2’A3’ A4,

Ag e A. (vide FIG. 4.3.1) a relagao:
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[ ' 7
A, - oS ¢ sen ¢  R(l - cos ¢) A11
Ac =|-sen¢ =-cos¢ ~-Rseny Ay booeeen (4.3.1)
A 0 0 -1 A

L ) L JU73 )

Em (4.3.1) tem-se 3 equagOes exprimindo o equili-
brio de momentos em relagao ao eixo tangente que passa por B,
o equilibrio de momentos em relagao ao eixo radial que passa  por

B e 0 equilibrio de forgas verticais.

Entao:
A4 Al
Ag (= [E] By 1 e (4.3.2)
g A3
onde:
- cos ¢ sen ¢ R(1 - cos ¢)
[E] = - sen ¢ - cos ¢ -~ R sen ¢ ceeo(4.3.3)
0 0 -1

A matriz [E] , de ordem (3x3) & a matriz de equi-

librio que relaciona os esforgos da extremidade inicial com os
esforcos da extremidade final, supondo a inexisténcia de car-

gas ao longo da barra.

4.3.2 - Matrizes de Equilibrio para o Cdlculo dos Esforcos So-

licitantes a Partir das Forcas de Extremidade

No presente trabalho, o carregamento atuante & sem-
pre uma Unica carga concentrada. Sendo assim, sera possivel cal
cular os esforgos solicitantes em qualquer secao S, a partir
dos esforcos de uma das extremidades, sem necessidade de envol
ver esse carregamento concentrado. Basta calcular-se os esfor-
¢os solicitantes na secao S, a partir do equilibrio de forgas
escrito para o lado da viga que nao contém o carregamento con-
centrado (vide FIG. 4.3.2).
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FIG. 4.3.2. - VIGA CURVA CARREGADA EM EQUILIBRICO

[

TAS]

Consideram-se portanto 2 casos:

a) a partir dos esforgos da extremidade esquerda:

J MJ.:'> = [TAS] 4A2 b . (4.3.4)

sendo [TAS] uma matriz de equilibrio, de ordem

(3 X 3), que relaciona os esforgos da extremidade
com o vetor dos esforgos solicitantes na secgao S.
Na viga curva, de raio R, abertura ¢, e segéo S

de coordenada angular @A (vide FIG. 4.3.2), a ma-

triz [TAS] tem a forma:

cosyg, =~ seny, - R(1 - cos @A)
=|seny, cos R sen P
0 0 1
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Quando se tratar de barra reta, definida pelo com-
primento £, a segao S fica determinada pela coorde-

nada linear a. e a matriz [TAS] tem a forma:

A
1 o0 o]
[TAS] = |0 1 a,
0 0 1

llll..!l.ll(“03.6)

b) a partir da extremidade direita:

T 4
Mp = [TBS ] Ag
Q A6

sendo [TBS] uma matriz de equilibrio, de  ordem

(3x3), que relaciona os esforcos da extremidade B
com o vetor dos esforcos solicitantes.
Na viga curva, de abertura ¢ e raio R, sendo a

secao S definida pela coordenada angular q%’ a ma-

triz [TBS] vale:

- cos(¢ - @) - sen(y - 9) R [1 - cos(¢ - k%)]
sen(¢ - %2) - cos(¢ - 92) Rsenfp - ¢)
0 0 -1

Para barra reta, de comprimento %2, com a segéo S

dada pela coordenada linear ayr @ matriz [TBS] tem

a forma:

0 0 -1 e (4.3.9)
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4.4 - DESLOCAMENTOS NA EXTREMIDADE LIVRE DA VIGA CURVA EM BALANCO

Seja a viga curva em balango, com a extremidade es
querda livre, com 3 coordenadas nodais 1, 2 e 3 no extremo A, con
forme FIG. 4.3.1.

Cada um dos 5 carregamentos independentes conside-
rados no paragrafo 4.2, causam nas direcoes 1, 2 e 3, deslocamen
tos Gij (1=1, 2, 3; =1, 2, 3) e Ay (i =1, 2, 3; k= 1,2). Os

deslocamentos aij que aparecem na diregao da coordenada i devido a

um carregamento unitario na coordenada j, sao os coeficientes de
flexibilidade que formam a matriz de flexibilidade da viga em ba-

lanco, relativamente 3s coordenadas 1, 2 e 3. Os deslocamentos Aik

aparecem na diregao das coordenadas 1, 2 ou 3, devidos ao carrega
mento P ou T aplicados numa segao de coordenada ¥..
A pratica mostra que o instrumento eficiente para o

calculo dos deslocamentos 61j ou A € o Principio dos Trabalhos

Virtuais, da mesma maneira como faz VREDEN!7/18, Assim, basta levar
as expressoes dos esforgos solicitantes (4.2.1) a (4.2.14) na equa
cao do Principio dos Trabalhos Virtuais.

Tem-se entao, desprezando as deformagdes por esfor-

¢O cortante:

1 / i3 1 / i3
§.. = — . M©- . M- . ds + . M, .M~ .ds ...{(4.4.1)
ij EJ est P F GJt est T T

1 J/r i k 1 J/r i k
A, = —— M . M . ds + . M . M .ds ...(4.4.2)
ik EJ est L F GJt est T

onde os Indices i referem-se aos estados de carregamentos unita-
rios relativos as diregoes 1, 2 e 3; os indices j referem-se aos es
tados de deslocamentos devidos a cargas unitarias na extremidade,
e os Indices k referem-se aos estados de deslocamentos devidos is
cargas P e T.

Para os momentos torgores e fletores expressos emn

termos da coordenada angulary , chega-se a:

¢
_ R i 3 i 3 )
‘Sij 5 /0‘ (MF . MF + AMT .AMT Yy A9 ... (4.4 .3)
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)
‘R i k i k
5 (M.F.MF +>\MT.MT)d“P .....
%
Segue-se o calculo dos aij e Ay sendo indicados,
e carrega-

(4.n.y)

mentos utilizados para se aplicar a equagao do Principio dos Tra-

balhos Virtuais.

nada

A carga P ou T estara aplicada num ponto de coorde-

$o=0a, tal que 8 = ¢ - = ¢ - a.

4,4.1 - Calculo de 814

O '

4
MT=cos " MT =cos
Mg = sen @ Mg =sen ¢
FiG.4.4.1a- ESTADO DE DESLOCAMENTO FIG. 4.4.1b - ESTADO DE CARREGAMENTO
T PARA CALCULO DE 6”

PARA CALCULO DE 6“

¢
§,, = 7%? (seny seny + rcosy . cosy )dP ....(u.4.5)
0
R P _ sen29 9P sen 2¢ 79
§11 = F3 [(7? S R+ ———Z————)JO co(B.4.6)

A ). sen 2 ¢J e (b, 7)
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4.,4,2 - Calculo de 622

Y

4
- sen \p
cos &P

Mr
Mg

FiG.4.4 20- ESTADO PE DESLOCAMENTO
PARA CALCULO DE 622

Y

4

T

F

- sen &P
cos kP

FIG. 4.4.2b - ESTADO DE CARREGAMENTO
PARA CALCULO DE 622

s

820 = 7%? [cosP cosP + X (-seny )(-seny )] A9 ..(s.u.8)
0

R P sen 2'P Y 2 ¢ )

§,p = 5 [(—2—+———4————) + A(T - sen )]0 S O TR T

822 = 53 [( : ; )¢ + (=72 )sen 2 ¢] ceo(Bab.10)

4.4.3 - Calculo de 844

Mr =-Rli-cos )
Mg = R sen

FIG. 4 .4.3a - ESTADO DE DESLOCAMENTO
PARA CALCULO DE Oy,

Y

M—T = -R{1 -cos )
ME = Rsen ¢

FIG. 44.3b- ESTADO DE CARREGAMENTO
PARA CALCULO DE O 44
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¢
§49 = % {Rsenp.Rseny@ + A [-R (1-cosy)] [-R(L-cos®)]} d¢
0
.......... (b.4.11)
¢
_ R} 2 2 @
833 = 5 [sen?y + A(l - 2 cos P + cos?y)] d¥ ..... (4.ou.12)
0
_ R [, 9 _ sen2¢ P sen2¢ ¢
633 = —Ej—[(-i— ——-————4-——)+ )\(—2-4'———4—) + )\(P - ZXsenkp]o..(Ll'.Ll—.l3)
R3 -
839 = 55 [ (142-A) ¢ - (l4>‘)sen2q> - x(2sen ¢-¢)] el L 1n)
4.4.4 - calculo de §,, e §,,
:\/\ .
MTz-sen(.p M_T= cos Y
Mg =.cos M_F= sen P
FIG.4.4.40 - ESTADO DE DESLOCAMENTO FIG. 4.4.4b . ESTADO DE CARREGAMENTO
PARA caLcuLo DE O, PARA CALCULO DE § |,
R ¢
§,, = E—/[coslP.senﬂP+>\(-sencp) cosP] d¥  ...... (bon.15)
0
R ¢
81, = ﬁ(l—k)/ senyY cos¥Y 4% ..., (4on.18)
“0
_ R sen?y ¢
§,, = EJ_(]‘-M' 5 ——0 .......... (4on.17)
_ _ R 1 -2 2
§,, =868, = BT ( 5 ) Senc ¢ | eeees (4.4.18)
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4.4.5 - Calculo de 613 e

0

31

Y

My =- R(4-cosip)
MfF = Rseny

FI1G. 4.4.50 - ESTADO DE DESLOCAMENTO
PARA CALCULO DE 643

S

My = cosy
Mfp = sen

FIG. 4.4.5b- ESTADO DE CARREGAMENTO

PARA CALCULO DE 0,5

¢
8,5 = ﬁR {R.seny .senp + A [-R(1L-cos®)] cos¢@}d¥P ..(s.u4.19)
0
s _iz_/¢[senzﬁp+}\(cos2kp—coskp )] av o L. (4.4.20)
13 7 BT
0
_ R? ¢ _  sen?¢y P sen2¢ . _ ¢
613— fJ—[(T ——-—4——)+ M_ﬁ_ +——T—) ksen(P}O....(u.b,.m)
2 -
613=631=§J [(lzk)¢—(l4>‘)sen2¢—>\sen¢] co(boy.22)

4.4.6 - Calculo de §,5_€ 632

P

My =- R.(i-cosc.p)

Mg = R.sen Y

FIG.4.4.60- ESTADO DE DESLOCAMENTO
PARA CALCULO DE 623

T

My =-sen(
Mg = cos ¢

FIG. 4.4.8b - ESTADO DE CARREGAMENTO
PARA CALCULO DE 623
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¢
23 _E%J'—/ {R . seny , cosy + )\[—R(l COS(P)( Sen(P)]] (4.4.23)
0

5 =R_2/¢[(l-%) sen® cosP + A senyp] d¥
23 © EJ
0

...... (4.4.24)
_ R _ sen’9p Jd’
803 = =5 [(]_ A ——— - A cos® 0 reemeerees (y.u4.25)
S =4 = —Ii[(l_ ) sen? ¢ + A(1 - cos 4))] ( )
23 = 832 = 5 ¢ e lh.u.26
4.4.7 - Calculo de A, (deslocamento na direcao da coordenada 1, de-
vido a carga P aplicada no ponto de coordenada P = a)
P /—\@
/P\ 4/
My = PR.[1-cos((p-a)] My = cos P
Mg = - PRsen (p-a) Mg = sen @
FIG. 4.4. 70 - ESTADO DE DESLOCAMENTO FIG. 4. 4.Tb- ESTADO DE CARREGAMENTO
PARA cALcuLo oE A, . Para cAiLcuio o A,,.
=£J/ -PR sen(P=-a) .senP + APR[1-cos(¥ -a)] cosy} 4y
........... (bouw.27)
= PR2 -a) - (P -a) + A
by = -seny . sen(y -a) = cosy .cos(P ~-oa cosyp| dP
........... (4.4.28)
D S 1 - o) - A -
Ay = _FF[ —2—LPcos a + 5 seny cos (¥ a) 5 Y cos a
- A
2

senyY cos(¥Y - a) + ) sen¥ ](b

............ (t.u.29)
(6
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2 : _
11— l?E‘RI [_(l;)\) (6 = a) cos a + (\l Zx)[senq>cos(¢—oc) - sen a] +
+ A(sen ¢ - sen d)] ......... (v.4.30)
Tendo-se que:
s=¢—<~PC=¢—a ........ (4.4.31)
2 Sl
by = PE% [—(l;k)8w5a+ (lzl)[senq:coss—sena]+A(,sen¢—sena)]
........ (4.,4,32)
ou:
2 -
A11=P}§j [-(l;)‘)ﬁcosoc+( 2>‘)senBoos¢+>\(senqb—sena)]
........ (4.4.33)
4.4.8 - calculo de A,, (deslocamento na diregao da coordenada

2, devido a carga P aplicado

(PC=G')

/Pk\
Mp= PR~[1-cos(Lp-a)]
Mg = - PR.sen (p-)

FiG 4.4.80 - ESTADO DE DESLOCAMENTO

PARA cALcuto O A,

no ponto de coordenada

N

My =-sen
MF= COS(.P

FIG. 4. 4.8b - ESTADO DE CARREGAMENTO

PARA cALcuro OE A,
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9
by, = % {[-pgsen(ap—q)]costp+APR[l-oos(“P-oc)] (-senﬁP)] day
o
O (I
A |
by = g5/ [-sen (9-a) cosP + hcos(¥P-0) senP - A seny | a9
(o1
vevenenaas (Bot35)
2
01 = _E_’% [-—%—sen (P-o0a)sen?¥P + —]2-'—@ sen o + —%— senn (Y- a) sen¥ +
A ¢
+ _2_Lp sen o + ) coskp} .......... (4.4.36)
o
2 -
A21= E% [—(lzk)sa1¢sam¢-w +(lzk)w—a)saux+xkns¢-ama4
.......... (4.%,37)
2 - ‘
by = g? [-—(lzx)sa1¢sa36+ (l;x)ﬁ sen a + A(cos ¢ - cos aq

.......... (4.u.38)

4.4.9 - Calculo de 4,, (deslocamento na diregdo da coordenada

3, devido a carga P aplicada no ponto de coordenada

%=

P
Mg = PR[1 -cos{p- l.pc)]
Mg = - PR sen (-l

FIG. 4.4.90 - ESTADO DE .DE SLOCAMENTO
PARA cALcuLo De A

&

MT z -R(1-cosgp)
MF = R sen

FIG. 4.4.9b - ESTADO DE CARREGAMENTO
PARA CALCULO DE
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¢
by, = —%— {- PR sen (P-o)RsenP + A PR[1 - cos (Y- o) [- R(1 -
o
- cosw)]} a¢ ... (4.4,39)
pr3 /¢
byy = = [- sen(P - a)sen® -1+ rcosP + 2 cos(P - a) - A cos(¥ -
o
-=a)cosPlae i (4o4.40)
3
A31=—]—?E%-— [——]z‘—LPOOSa+—é—senﬁP cos(P-0a) — AP+ rsen¥P+ rAsen(P- a)
A A
-—z-chos a = - sen¥ cos(¥ - a)] ........... (yoyon1)
o
3 =
By = % [- (142~>\ (¢ —a) cos a + (lzx)[semb cos(p~a) ~sena]—r(¢=-a) +
+ )X (sen¢ - sena) + A sen (¢-a)} ........... (4.u.42)
3 -
A31 = Eg} [-(l; A)Boos a + (}—il)(senq)coss -sena) + A(sen ¢ + sen B -
- 8Sen o - B)] ........... (4.4.43)
3 -
Ay, = l;% [—{l; >‘)B cos<x+e-l-—2—>‘)sen8 cos ¢ +A(send +senB-sena-B)]
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4.4.10 - Calculo de b,, (deslocamento na diregao da coordenada

1, devido a carga T aplicada no ponto de coordenada

P = al
T
A
A ; Y, :
MT=Tcos(£p-a) Mp= cos
Mg = T.sen(gp-a) MF = sen
FIG. 4.4.100 - ESTADO DE OESLOCAMENTO FIG. 4.4.10b - ESTADO DE CARREGAMENTO
————= PARA CALCULO DE Alz — PARA CALCULO DE

¢
By, = —E%—/[Tsen (P -0) sen® + 2 Toos (P - a) cos®] AP .. (4.4.45)
o

¢
Ay, = g/ [sen@p - o) sen® + A cos (P - a) cosp] dY cees (B4 46)
o

A, g—g [%LP cos a - % seny cos (Y - a) + -;— Y cos o +
A ¢
+ —- senp cos (¢ - oc)} ........ (4.4.47)

o

A, =—'I—E'!;;[(£;—>l)(¢-a) cos o - (Ez—l) [ sen ¢ cos(¢ = o) - sen on]] eo (. b, u8)

1+

_ TR A 1l=2
A12-—'F'j"[( 2)80050"( 3

)(sentbcosB—senoc)] ....... (4.4.u9)

1-)
2

A = gg [(»l;A)B cos a = (

12 )sen 8 cos ¢] e (v.4.50)
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4.4.11 - calculo de A,, (deslocamento na diregao da coordenada 2,

devido a carga T aplicada no ponto de coordenada P, = a)

MT=Tcos(up-q) Mt =-sen

Me= T senlp-a) Mg = cos i
FI1G. 4. 4.110- ESTADO DE DESI.OCAMENTO‘ - FIG.4.4.llc - ESTADO DE CARREGAMENTO
T OPARA CALCuLo OE PARA CALCULO OE

22 22

R ¢

b,, = R [T sen(@-a)cos ¢ +ATcos(kp—a)(—senkp)] ay
o e (4.4.51)

¢
o

¢
Ay, = lEI;— [—]z'—sengp sen(p-a) - -%kp sen a-—;—sen(p sen(yp- a) -%tp sen a:la
by, = % [(15)‘) sen¢ sen(¢-a) - (};—)‘) (¢—a) sena] ....... (4.4,.54)

A22=%§_[(l_;l‘.)sen¢ senB—(l;)\)Bsenu] ce.o(B.u.55)

4.4.12 - calculo de 4,, (deslocamento na diregao da coordenada 3,
devido a carga T aplicada no ponto de coordenada . = a)

My =T cos(kp-c() M =-R{4-cosy)
Mg=T senl(yp-a) Mfp= R seny
FIG.4.4.120- ESTADO DE DESLOCAMENTO FIG. 4. 4.120- ESTADO O CARREGAMENTO
T PARA CALCULO DE A32 PARA CcAlLCULO DE A
32
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a|w

/ {Tsen(¥-a)Rsen? + 1 Toos(P-a) [-R(L-cos?P)} dF . (4.4.56)

gnj_ en(P- o) 560 P +Aces (P~ alees P~ AGos (P-w] AP 4 (4,4457)
EJ
Byy = %%—- [-%—&Pcosa— %sen‘Poos(ﬁP—a) +v—)2\—LPcosoa+ —é—- senfoos (Y - a) -
$ ‘
- A sen (QP— (1)] ............ (‘*.’*.58)
o
2 -
Ay, = _'I_E"Rj._[(l"z"k)(q;-a)cosa - (—]“2—>‘)[sen¢ cos($-a) -sena] - )xs.en(ci:—on)]
............ (4.2.59)
Ayy = ’IE?;Z [ -];E—)\)Bcosoc— (15 J(sen ¢ cos B — sena) — A sen B} (4.4.60)
Ay, 'IET}Z [ (l ; >‘)Boosoa - (l 5 A senBcos¢—xsenB] R (AN SY

4.5 - MATRIZ DE FLEXIBILIDADE DA VIGA CURVA EM BALANCO

A matriz de flexibilidade relativa aos 3 deslocamen
tos na extremidade esquerda livre A, da viga curva em balango (vi-
de FIG. 4.2.1), tem a forma:

r 7
§y1 $12 613

[6] = 8,1 §, 5 S5 0 eeeeen (4.5.1)
631 83, 30

sendo Sij os coeficientes de flexibilidade, calculados como no pa-

ragrafo 4.4.
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4.6 - MATRIZ DE RIGIDEZ DA VIGA CURVA

Seja a viga curva de raio R e abertura ¢, com um sis
tema de coordenadas locais formado por 3 coordenadas na extremida-

de A e 3 coordenadas na extremidade B, conforme FIG. 4.6.1

| —
Is
p— ]
B\
4
,A‘l.l R
0
FIG. 4.6.1. - SISTEMA DE COORDENADA LOCAL NA VIGA CURVA.

A matriz de rigidez da viga curva, correspondente

aos 6 deslocamentos nas extremidades A e B tem a forma:

(626) k31 k32 k33
ceeo(H.6.1)

Os coeficientes da matriz de rigidez [k] , de ordem
(6 x6), serao obtidos apenas numericamente. Os coeficientes de [k]

podem ser agrupados em 4 sub-matrizes de ordem (3 x 3), tal que:
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_(3x 3 | (3x3) _
“a] | [ag
{6x6) [AA. i AB
1 _ |
= _— — — — — —_—— —— —— 4 o 8 8 ¢ 8 o 85 0w \ 06'2
[J{:I (3"3’7 T (3x3) (L* )
|
_FBA | BBJ_

onde cada sub-matriz de (4.6.2) indica a influéncia

de uma extremidade da viga curva sobre a outra.

A sub-matriz [kAA

da extremidade esquerda A sobre si mesma pode ser conseguida inver

} , influencia dos deslocamentos

tendo-se a matriz de flexibilidade da viga em balango de mesmas ca

racteristicas geométricas, com a extremidade esquerda livre.

[kAA} = | kp; kKop Kog _ [6] -1 ... (4.6.3)

A matriz [§]7! & a inversa da matriz de flexibilida
de da viga curva em balango, calculada conforme (4.5.1).

As outras sub-matrizes sao calculadas como a seguir:

Pelo equilibrio:

[kBA] = [E} [kAA] ....... (4.6.u)

onde [E] , de ordem (3x3) & a matriz de equilibrio
que transforma esforcos da extremidade esquerda pa-

ra a extremidade direita, calculada conforme (4.3.3).

Pela reciprocidade de Maxwell:

[ap] = [¥ga] T B [E]T ....... (4.6.5)

onde o Indice superior T significa transposta da ma

triz.

Novamente pelo equilibrio:
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Note-se que, efetuando-se as operagées matriciais
indicadas em (4.6.5), chega-gse a:

kiw  kus kg k11 =k ki
k51+ k55 kseg = —k21 k22 —‘kzg cees(l.6.7)
| keu  kes  keg | | k31 -k3o ks |

A igualdade indicada em (4.6.7) pode também ser mos
trada por consideracoes de simetria e antimetria, conforme explica
do no capitulo 3. Resta dizer que essas igualdades sao importantes
por serem os Unicos testes disponiveis para o calculo da matriz de
rigidez [k] » cujos coeficientes sO0 foram obtidos numericamente.
Nos programas elaborados o presente teste foi aplicado e sempre ve

rificado, até os Gltimos algarismos significativos do computador.

4.7 - MATRIZ DE RIGIDEZ DA VIGA RETA

Como nas vigas continuas a serem tratadas no progra
ma automdtico poderdo aparecer alguns tramos retos & apresentada

também a matriz de rigidez da barra reta, com J e Jt constantes.

/ 1

FIG. 4.7.1- COORDENADAS LOCAIS NA BARRA RETA

O programa de calculo identificara a barra reta e
dara a ela um tratamento distinto, abandonando as expressdes (4.6.
3), (4.6.4) e (4.6.5) para o calculo da matriz de rigidez.

A matriz de rigidez da barra reta & dada aqui, ex-

plicitamente, sem demonstragéo, por ser suficientemente conhecida:
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 GJ GJ N
t t
e 0 -— 0 0
L 0 A
4 EJ -6 EJ 2EJ 6 EJ
0 i 0 )
22 g2
0 6 EJ 12 EJ 0 _ _6EJ _ 12EJ
{6x6) 'le 23 9,2 23
[k]= GJ cJ
t e
7 0 0 ) 0 0
2EJ -6 EJ 4 EJ 6 EJ
0 3 0 3
0 6 EJ -12EJ 0 6 EJ 12 EJ
N 22 23 22 23

onde EJ & a rigidez a flexao vertical e GJ, é a ri-

gidez a torgao e % & o comprimento da barra reta.

4.8 - ESFORCOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO NA VIGA CURVA DEVIDOS A CAR-
GAS P OU T

Seja a viga curva de raio R e abertura ¢, com uma Q
nica carga concentrada P ou T, aplicada no ponto de coordenada

9% = o, tal que B = ¢ —‘% . Os esforgos de engastamento perfeito se

gundo as 6 coordenadas locais nas extremidades A e B (vide FIG.
4.8.1.a e 4.8.1.b) serao encontrados numericamente, aplicando-se

0 Processo dos Esforc¢os.

Xy \:sf/ xa 312/)(22
1 Xg1
| s
o }o‘ B \ Xq1 XAz

FIG. 4.8.10 - ESFORCOS DE ENGASTAMENTO FIG. 4.8.1b - ESFORCOS DE ENGASTAMENTO
PERFEITO DEVIDO A P. PERFEITO DEVIOO A T.
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Trata-se de resolver uma estrutura 3 vezes hiperes-
tatica. Sera utilizado como estrutura isostatica fundamental a vi-
ga em balango engastada em B, tomando-se para incognitas hiperesta

ticas os esforcos de engastamento perfeito na extremidade A e com
0 carregamento P e T (independentes) atuando no ponto de coordena-
da‘% .

E possivel escrever-se a sequinte equagdao de compa-

tibilidade de deslocamentos para o ponto A:

S Aqyp §11 S12 §13 X11 X12 0 0

Aoy Aoo | + | 821 §o9p S23 X X, = |0 0

[ 831 A3 | 831 832 833 | X1 X5o | 0 0]
......... (4.8.1)

onde:

- A matriz da primeira parcela contém os deslocamen

tos Aik’ na extremidade livre da viga em balango, devidos & car-

ga P ou T aplicada ao longo do eixo. A primeira coluna con-
tém os deslocamentos devidos a P, calculados de acordo com as
equagoes (4.4.33), (4.4.38) e (4.4.44). A segunda coluna con-
tém os deslocamentos devidos a T, calculados de acordo com as
equagoes (4.4.50), (4.4.55) e (4.4.61).

- A matriz dos sij (i=1,2,3; =1, 2, 3) & a
matriz de flexibilidade da viga em balango, calculada conforme
(4.5.1).

- A matriz de ordem (3 x 2) com os coeficientes Xij
(1i=1, 2 e 3; j =1, 2) contém os hiperestaticos. A primeira

coluna refere-se a P e a segunda coluna refere-se a T.

Compactamente, ter-se-ia:

onde [XA] , de ordem (3 x 2) contém os esforgos de engastamento

perfeito na extremidade A e [A] contém os deslocamentos na ex-

tremidade livre da viga em balango devidos a P e T.
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Os esforgos de engastamento na extremidade B sao cal

culados pela superposicao de efeitos subentendida no Processo dos

Esforgos:

a) parcela devido ao equilibrio do carregamento:

- » r .

X0 X0 - PR(1 - cos B) - Tcos B
41 2
%0 x0 = PR sen 8 —Tsen B | eoeeoes (4.8.3)
51 52
0 %0 P 0
61 62

onde a primeira coluna refere-se ao equilibrio do
carregamento Pe a segunda coluna é devida ao equili-

brio do carregamento T.

b) parcela devido ao equilibrio das forgas de extre

midade (hiperestaticos)

* *
Xul Xuz X11 X12

* * = El |+  « | ol (4.8.4)
Xs1  Xg, [=] X1 Xy

* *
Xe1 g2 X531 X3,

onde [E] , de ordem (3x3) & a matriz de equili-

brio, calculada conforme (4.3.3) e Xij (i =1, 2, 3;

j =1, 2) sao as incognitas hiperestaticas, calcula

dos conforme (4.8.1).

Os esforcos de engastamento perfeito na extremidade

B sdo a soma das reacgoes parciais, calculadas em (4.8.3) e (4.8.4):

0 0 * *

Xy1  Xuo Xyy Xy Xy Xy
— 0 0 * *

0 0 * *

Xe1  Xg2 Xe1  Xg9 Xg1  Xgo
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Resumindo-se numa Unica matriz [X] , de ordem (6x2)

os 6 esforgos de engastamento perfeito devidos a P (Indice de colu
na 1) e os 6 esforgcos de engastamento perfeito devidos a T (indice
de coluna 2) tem-se:

r-X -
11 X12
X1 Xzz
(6x2) X3l X32
[X] = L_______ R, (4.8.86)
1 A
X5, X,
X X
| 61 62 |

4.9 - ESFORCOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO NA BARRA RETA DEVIDOS A P
ou T

Para as barras retas os esforg¢os de engastamento per-
feito devidos a P ou T sao apresentados aqui, sem demonstracao, pois

também sao suficientemente conhecidos.

61 X

X 62x
1/5" T 1 52

— A
b //B x41 / b /B X4z

», Jy—
F1G-4.9.1a-VIGA RETA CARREGADA COM FIG. 4.9.1b -VIGA RETA CARREGAMENTO
CARGA VERTICAL P. COM MOMENTO DE TORGAO T.

Os esforcos de engastamento perfeito, nas 6 coorde-
nadas do sistema de coordenadas local, devidos a cargas P ou T (in
dependentes) aplicados no ponto de abcissa a a partir da extremi-

dade A, tal que b = 2 - a, valem:
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X X 0 -Th/%
11 12

Pab2/e? 0
% %, /
X X P bh2(3a+ b)/8 0
31 32

= | (#+.9.1)

X X 0 -Ta/s
41 42
X X Pa?b/e? 0
51 52

2 : 3
X X Pa*(3b+ a) /s 0
61 62

A primeira coluna refere-se & carga P e a segunda

coluna refere-se a carga T.



CAPITULO 5

CI‘LCULO DE ORDENADAS DE LINHAS DE INFLUENCIA EM
VIGAS CONTINUAS CURVAS COM APOIOS RETOS

5.1 - INTRODUCAO

Considerando que pretende-se resolver numericamente
o problema da obtengao de linhas de influéncia, as explicagoes in-
seridas neste capitulo e nos proximos, serdo sempre acompanhadas
de explanagOes sobre computagao. As consideracdes tedricas, segui-
das de detalhes sobre "indices de linha e coluna”, "tamanho de ma-
trizes", etc., sdao necessarias visto que o presente trabalho tem
caracteristica, sobretudo, de resolver dificuldades computacionais
que aparecem no calculo e armazenamento das L.Is., visando um pro-~
grama mais amplo, dentro da linha de pesquisa implantada, da qual,
este @ o primeiro de uma sé@rie, como ja foi dito no capitulo 1.
Interessa relembrar a definigao de Linha de Influén
cia:
"Linha de Influéncia de um esforgo Z, numa secdo S, para uma
carga mobvel P, & um diagrama tracado sobre o eixo da estrutu
ra, de tal maneira que a ordenada, em cada ponto do eixo, &
igual ao valor do esforgo Z na segao S, produzido pela carga
unitaria P = 1 atuando no ponto".
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' L
Quando se estuda a viga contInua curva torna-se ne-

cessario obter linhas de infludncia para carga mével forca verti-

cal concentrada P = 1 e também para 0 carregamento mével  momento
de torgao concentrado T = 1.

Nos paragrafos sequintes convém se ter em mente que,
para cada ponto do eixo da estrutura, os efeitos separadosde P =1
e T = 1 sao calculados simultaneamente. O cilculo simultineo & in-
teressante para economia de tempo de computacao. Muitas matrizes
que teriam apenas uma coluna se a carga movel fosse de um sO tipo,
terao entao duas colunas, a primeira referente a P =1 e a segunda
referindo-se a T = 1.

O procedimento aqui adotado para calcular os deslo-
camentos, reagoes de apoio e esforgos solicitantes que constituem
as ordenadas das linhas de influéncia, baseia-se na aplicacdo do
Processo dos Deslocamentos em sua formulagao matricial.

Neste trabalho procurou-se obter primeiramente as
L.Is. deslocamentos nos apoios, as L.Is. de reagSes de apoio e as
L.Is. de esforgos solicitantes seccionais, considerando vigas com
apoios retos. Nos proximos capitulos os calculos serao estendidos
para se obter L.Is. de deslocamentos nos meios de vaos, estudando-

-se também vigas com apoios esconsos.

5.2 - VIGA CONTINUA - CONCEITUACAO E CONVENCOES

Para se estudar a viga continua curva, conforme se
a entende para os fins deste trabalho, convém apresentar conceitos
e convengoes necessarias ao cidlculo usual pelo Processo dos Deslo-
camentos.

A viga continua & uma sucessdo de tramos, os quais
devem ser entendidos aqui, como a regiao compreendida entre dois a

poios. Cada tramo pode ser constituido por mais de uma barra.

As barras curvas apresentam raio R e abertura ¢, po
sitivos ou negativos (vide paragrafo 2.2), enquanto que as barras
retas possuem comprimento £ sempre positivo.

A numeragao das barras & sequencial de 1 até g, a
partir de uma extremidade da viga continua.

Todas as barras possuem EJ =cte e GJ_=cte, resul-

t
tando tambem )\ = cte.

Cada ponto de conexao de duas barras vizinhas & um



nd. Uma viga continua com n barras possui nj = n+1 nds, numerados

sequencialmente de 1 ateé ”j' Todo ponto onde existir vinculos impe

dindo um dos deslocamentos possiveis (ex, 6. e z, conforme paragra

Y
fo 2.2) serd obrigatoriamente um nd. Assim, os apoios sd podem o-

correr em nds, nao sendo porém, todo no, obrigatoriamente um apoio.
Os balancos, se existentes, sao considerados barras, com um nd na
extremidade.

Por enquanto, neste paragrafo, serao permitidos ape
nas apoios retos. Em outras palavras, nos apoios onde houver rota-

¢oes livres, essas podem ser:
a) uma soO rotagao ex (de vetor representativo, tan
gencial)

b) uma sd rotacgao ey (de vetor representativo  ra-
dial)

c) duas rotacgoes 6, € ey independentes (nas  dire-
¢oes radial e tangencial)

Essa limitagao serad superada no capitulo 7.

Cada barra, reta ou curva, tem um sistema de coorde
nadas local, numeradas de 1 a 6, conforme FIG. 5.2.1, relativamente
ao qual se calculam as matrizes de rigidez, os esforgos de engasta
mento perfeito, e se faz referéncia a deslocamentos e esforgos na

extremidade da barra.

|~

>

0 R \\k‘

FIG. S5.2.1 - SISTEMA DE COORDENADAS LOCAL PARA A BARRA CURVA.
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Tambem para a viga continua deve-se supor uma posi-
¢do convencionada para o observador. Admite-se que o mesmo estd si
tuado de um dos lados do eixo total da viga continua, precisamente
daquele lado em que vé a extremidade inicio da primeira barra a sua
esquerda e o final dessa mesma barra a sua direita. A viga conti-
nua resultarad da sucessao de todas as barras, de tal modo que o mes
mo observador vé as extremidades inicio de todas as barras 3 sua
esquerda e as extremidades fim a direita. Com isso as barras estao
conectadas de maneira que as coordenadas locais 4, 5 e 6 de uma bar-
ra, coincidem com as coordenadas locais 1, 2 e 3 da barra seguinte.

Adota-se, para a estrutura como um todo, um sistema
de coordenadas global para deslocamentos e esforgos, com 3 coorde-
nadas por no, conforme FIG. 5.2.2. Em cada nd {, onde estao conec-
tadas as barras £ -1 e 4, as diregoes e sentidos das 3 coordenadas
globais, numeradas como 34{-2, 3{i{-1 e 34, coincidem respectiva-
mente com as diregées 4, 5 e 6 das coordenadas locais da barra {-1

com as diregoes 1, 2 e 3 das coordenadas locais da barra 4.

\ 3n)-1

R%§§§T\~—_—433“i
a———

<:> —— N2 DAS BARRAS 3n-2 C) (n)) 3mj-2

(i) — N2 DOS NOS

FiG. 5.2.2- SISTEMA DE COORDENADAS GLOBAL PARA A VIGA CONTINUA CURVA.

Em cada nd existird@o, na diregdo das coordenadas glo-
bais, 3 deslocamentos possiveis, podendo, alguns ou todos, serem im
pedidos, consubstanciando, entao, um apoio.

As consideracces anteriores permitem tratar a viga con-
tinua curva, carregada transversalmente ao seu plano, semelhante-

mente ao problema de grelhas com 3 deslocamentos por nd (duas rota



- 87 -

goes verticais, perpendiculares entre si, e uma translagao, também
vertical), aproveitando técnicas bastante divulgadas da Anilise Ma

tricial, sem necessidade de se realizar rotagoes de coordenadas (na
transformagao global — local e vice-versa), quer nos esforcos de

engastamento perfeito, quer nas matrizes de rigidez de cada barra.

Il
’—J

5.3 - POSICOES DAS CARGAS MOVEIS P = 1 e T

Para a determinagao das linhas de influéncia, as car
gas moveis P = 1 e T = 1 deverao percorrer todo o eixo da viga con
tinua.

Em cada barra considera-se 17 pontos de seu eixo,
numerados da esquerda para a direita, igualmente espacados, sobre
Os quais as cargas mdveis podem atuar. Esses pontos sdao determina-
dos supondo a barra dividida em 16 partes iguais. Deve-se imaginar
que o ponto 1 esta ligeiramente a direita do nd inicio da barra e
que o ponto 17 estd ligeiramente 3 esquerda do nd fim da barra. As
sim, todos os pontos onde as cargas mOveis podem atuar (numerados
de 1 a 17 em cada barra) sao tratados como pontos internos das bar
ras. Com essa hipdOtese evitar-se-a cargas concentradas nos nds da
estrutura e sera possivel encontrar para algumas L.Is., os "sal-
tos" de ordenadas que porventura venham a ocorrer nos apoios.

A barra onde atua o carregamento sera sempre desig-
nada por j§ e o ponto sobre a barra onde estdo aplicados P =1 e
T = 1 sera designado por k.

Numa barra curva j, a coordenada angular ¥ (FIG.
4.8.1.a e b), correspondente a um ponto k (k =1, 2, 3, ... 17) on

de as cargas P =1 e T = 1 podem atuar & dada por:

P

o .
= .I%_(h -1 .. (5.3.1)

sendo ¢j o angulo de abertura da barra j.

Quando a barra carregada j§ for reta, o ponto k (k =
1, 2, 3, ... 17) onde o carregamento atua & definido pela coordena
da linear a, (FIG. 4.9.1.a e b) que vale:
[

a, = —T%~ (k= 1) e (5.3.2)

sendo lj o comprimento da barra reta 4.
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[] [ '
Numa viga continua de n barras, as cargas mdveis

concentradas poderdo atuar em (17x ) pontos distintos sobre o ei=
x0. Na estrutura inteira esses pontos podem ser numerados em se-
quéncia, 17 em cada barra. Assim o ponto k (1 < k ¢ 17), da barra

§ (1 £ 4§ s n), terd sua posigcdo indicada internamente no programa

de cadlculo, pelo indice de posicao da carga, ch’ dado por:

ch =17(4-1) + k. L....... (5.3.3)

Para varrer em sequéncia, todos os pontos de Indi-

Ces épc, &0 longo da viga continua, assume-se na equacao (5.3.3):

(R =1, 2, 3 ....... 17y e, (5.3.4)

]
'_I
~
S}
-
w
.
.
.
*
.
=
N

(4§

A obtengao das ordenadas das L.Is., em 17 pontos dis

tintos de cada barra, & feita internamente no programa de calculo

deste trabalho. Porém, na saida de resultados, isto &, externamen-

te, o programa fornecera ordenadas das L.Is. nos 9 pontos Impares

de cada barra, suficientes para o tracado grafico.

5.4 - ESFORCOS REATIVOS PARA OS QUAIS SAO DETERMINADAS AS LINHAS
DE INFLUENCIA

Conforme ja salientado, os apoios que podem apare-
cer na estrutura, por ora nao podem ser esconsos. Em cada apoio, a
a vinculagao deve ser idealizada de maneira a impedir ou transla-
gao vertical, ou rotagéo com vetor representativo tangencial, ou
rotagao com vetor representativo radial, ou ainda, qualquer combina
gao destes casos.

Suponha-se a carga P = 1 ou T = 1 aplicada num pon-
to interno de uma barra qualquer. Os vinculos possiveis em cada nd,

poderao aplicar sobre a estrutura, as reagdes Rps Ry e Ry, como

mostrado na FIG. 5.4.1. Os sentidos positivos dessas reagdes  sio

os mesmos das coordenadas globais no no.



FIG. 5.4.1- ESFORGOS REATIVOS POSSIVEIS EM NO DA VIGA CONTINUA.

Um ndé onde se calcula o esforgo reativo serd sempre
designado por { e o vinculo correspondente ao esforgo por £ (1 =

1, 2, 3 conforme se trate de RT’ RM ou Rv).

O programa elaborado usa, internamente, uma numera-
g¢ao sequencial dos vinculos possiveis, em nimero de 3 por nd. Des-
sa maneira, no né {, o vinculo correspondente a reagao 1 (1 = 1, 2

ou 3), & identificado internamente pelo indice de numeracdo de vin-

culos; L calculado em (5.4.1).

nv'’

zcyw=3(4,—l) + 1 ceeeensesa(5.4,1)

Para varrer sequencialmente todos os 3 nj vinculos

possiveis, assume-se na equacao (5.4.1):

(r =1, 2, 3 ) ceececraea(5.0,2)

]
=
~
[\
~

3,000 1.) ceeerecees(5.45.3)

(£ ]

Os vinculos realmente existentes serao especifica-
dos para cada nd, na entrada de dados do programa.

Visando uma sistematizagdo de cilculos as L.Is. se-
rao calculadas internamente, para todos os vinculos possiveis, e-
xistentes ou inexistentes, resultando sempre reagoes nulas para os
vinculos inexistentes (portanto, L.Is. identicamente nulas). Resul
tarao 6 n; linhas de influéncia de reagdo de apoio para a viga con
tinua. '

As reagoes possiveis em um nd 4, como efeitos sepa-
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rados de P =1 e T = 1 atuando num ponto qualquer, podem ser cole-

cionados numa matriz [pL] de ordem (3x2):

p T Y i
Ry Rp Pi1 P2
L _ P T _ L L
[p ] = RM RM = Py Pys ..7...(5.4.4)
P T L L
Ry Ry P31 P3o

sendo os primeiros indices 1, 2 e 3 correspondentes a RT, RM e RV,

e os segundos indices 1 e 2 referentes a P =1 ou T = 1.

5.5 - SECOES DA VIGA PARA AS QUAIS SAO DETERMINADAS AS LINHAS DE
INFLUENCIA DE ESFORCOS SOLICITANTES

As linhas de influéncia para os esforgos solicitan-
tes seccionais (exceptuam-se as reacOes de apoio) sdo em nimero de
6 por segao, pois, em cada segdo, & possivel obter-se L.Is. para
os esforcgos solicitantes MT’ MF e Q para as cargas moOveis P =1 e
T = 1.

As linhas de influéncia serdo determinadas para es-
ses esforcos solicitantes, em 9 segées internas de cada barra,
localizadas em pontos bem definidos do eixo, obtidos pela divisdo
do comprimento de cada barra em 8 partes iguais. Portanto, no pre-
sente trabalho, as se¢bOes para as quais se determinam L.Is. em ca-
da barra, estarao nos pontos carregados de numeracdo Impar na bar-
ra.

A primeira segao de cada barra & também suposta 1li
geiramente a direita do nd inicio e a secdo 9 é tomada ligeiramen-
te a esquerda do nd final da mesma barra. Deste modo, todas as se-
¢oes sao internas as barras.

Para facilidade de programagao, internamente, no pro

grama de calculo, as segOes sao numeradas em cada barra, da mesma
maneira que as posigOes da carga (de 1 a 17). Tenha-se em vista, no
entanto, que apenas as de niimero Impar sao consideradas para o cal
culo dos esforcos solicitantes. Assim, para o usuario do programa,

em cada barra, existem apenas 9 segoes, numeradas externamente de

1l a 9, mas com numeragao interna (no programa automatico), na se-
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5,

.. 17, conforme FIG. 5.5.1

NUMERAGAO

INTERNA —x—0 2

4 &

4 @

NUMERAc;Xo//

‘EXTERNA

N =

w40

P

un-i-'a

AN

FIG. 5.5.1 - EOUIVALENClA ENTRE A NUNERA(;;O
DAS 9 SEGOES DE UMA BARRA.

EXTERNA E INTERNA

A barra onde se situa a segao na qual se procura es
forgos solicitantes sera sempre designada por { e o ponto coinci-
dente com a segao serad designado por 4 ou m, conforme seja a nume-

ragao externa ou interna.

Na barra 4, a segao ou nimero externo 4 (4=1, 2, 3
.«. 9), coincidente com os respectivos nlmeros internos impares
m=25s~1(m=1, 3, 5 ..., 17) & definida pela coordenada angular
‘&, ou pela coordenada linear aA, conforme a barra 4 seja curva ou
reta:
¢, L.
@ o= (5=1)eiiiia(5.5.1) @, = —2“(5=1)uuunnnnn.(5.5.2)
. A 8 A 8

sendo ¢L o angulo de abertura da barra curva {, e zi O comprimento

da barra reta L.

Numa viga continua de n barras, as (9x n) segdes po-
dem ser indicadas no programa segundo uma numeragao sequencial. As
sim, a segao de nimero externo 4, de uma barra {, tera sua posigao

indicada pelo indice de posicao da secao, ﬁ%

A = 17({-1) +25 -1

ns veseeseea{5.5.3)

Para varrer sequencialmente, todas as (9 x n) secoes

da viga continua, onde se calculam L.Is., assume-se na equacao (5.5.3):
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4 =1, 2, 3 ..... 9) ceeenana (5.5.4)

(« =1, 2, 3 ..... 7 (5.5.5)

Entao, serao calculadas 6x9 = 54 linhas de influén
cia de esforgos solicitantes para cada barra e (54 x n) linhas de
influéncia na viga continua. Os balancos recebem o mesmo tratamen-
to das demais barras.

Os esforgos solicitantes numa secdo 4 da barra 4 de

vidos as cargas P =1 e T = 1 atuando num ponto qualquer podem ser

colecionados numa matriz Bf”é} de ordem (3x2):

. - = ;M)

Mg MT u&,é uL,A

T 11 12

4,5] P T i, 4,4
u = M = u 17 (5.5.6)

[ Mg F 21 22

P T L, 4 L, 5

Q 0 u’ u’

31 32|

sendo os primeiros indices 1, 2 e 3 referentes a MT’ MF e Q e os

segundo indices 1 e 2 referentes a P =1 e T = 1.

5.6 - MATRIZ DE RIGIDEZ DA VIGA CONTINUA

As grandezas geometricas R, ¢, &, E, J, G, e J de

t
todas as barras ja estao dados ou calculados.

Pelo fato de coincidirem as diregdes das coordena-
das locais das barras, com as direcoes das coordenadas globais nos
nds, nao ha necessidade de se fazer rotagoes de coordenadas. As
forgcas e/ou deslocamentos em um nd sao obtidos das mesmas grande-

zas nas extremidades das barras.

A matriz de rigidez [k‘] de ordem (6 x6), de cada
barra, reta ou curva, em relagdo a seu sistema local de coordena-
das & dado pelas equacgdes (4.7.1) ou (4.6.2).

Tanto as barras quanto os nds recebem numeracdo se-
quencial. Para os raciocinios que se seguem nao havera inconvenien
te de se esquematizar a viga continua como uma sucessio de tramos

retos, como na FIG. 5.6.1.
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34 3nj

3nj-1

ol e b e

mry O Gi-1) () Cit1) (n) (ni)

. r'i *
(@ - NumeragRo Das BarRAs {4) - NUMERAGAO DOS NOS

. . U
FIG.5.6.1 - VIGA CONTINUA "CURVA" {ESQUEMA) COM N BARRAS E nj=n+1 NoOS,

Na viga continua curva com n barras e n; = n+ 1 nds,

a matriz de rigidez [K] r de ordem (3n. x 3 "j)’ € obtida super-

pondo as matrizes [k&] das barras, da maneira sugerida na equagao
(5.6.1). No segundo membro dessa equagao, os quadrados hachurados
(6 x 6) representam as matrizes de rigidez [kiJ das barras. Estas
se superpoem para produzir a matriz [K] . Nas regides onde os ha-
churados se cobrem, os elementos das duas matrizes superpostas sao

somados. Os demais elementos, nao hachurados, sao nulos.

{3n)) COLUNAS N
= -1
T,
NO 1 r_ BARRA {
0 T
NGO 2 \\
/] N

BARRA 2
1

- .
(3njx 3nj) 2 NG & / :
T |
K ]== I S S ceen(5.6.1)
- . ! | | |
: | ! I i
G : bem e ——o ;
" . I
- . 1
: |
L

\\\\ \ /'/BARRA N-2

BARRA N-1
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Esta técnica de obtengao da matriz de rigidez & bas

tante conhecida, resultando [K] de ordem (3 npx3n). A equagao

(5.6.1) mostra, no 29 membro, a correspondéncia entre deslocamentos

das barras e deslocamentos nos nos da estrutura.

As matrizes de rigidez [ki] de cada barra devem ser

calculadas apenas uma vez, ficando armazenadas para posterior uti-

lizacao.

5.7 - CALCULOS EFETUADOS COM A MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

tes:

As operag¢oes realizadas em sequéncia sao as seguin-

a) Matriz de rigidez modificada (para as condigdes de contdr

no)

Na matriz de rigidez global [K] (equacao (5.6.1)),
colocam-se primeiramente zeros em todas as linhas e colunas
correspondentes a deslocamentos impedidos (vinculos existen-
tes). Em seguida colocam~se 1 (hum) nos elementos da diago-
nal principal correspondentes a essas linhas e colunas. Re-

sultara a matriz de rigidez modificada (para as condigOes de

contlrno) .
Se a estrutura original nao for hipostatica, resul-

tara uma matriz de rigidez modificada, nao singular.

b) Inversao da matriz de rigidez modificada

Usando-se uma subrotina de inversao de matrizes que
siga o método de Gauss-Jordan, sem pivotamento, a matriz de
rigidez pode ser invertida, resultando uma matriz inversa que
possue inalterados, os elementos unitarios colocados anteri-
ormente na diagonal principal e, também inalterados, os de-
mais elementos nulos nas linhas e colunas correspondentes a
deslocamentos impedidos. A permanéncia dos elementos nulos é
sempre assegurada se os comandos da subrotina, onde aparecem
divisoes e multiplicagOes, sao escritos de maneira que a mul

tiplicagao seja feita por Gltimo.
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c) Matriz global de flexibilidade

Essa matriz sO terd significado se a estrutura for
pelo menos isostatica.

Na inversa da matriz de rigidez modificada, obtida
como no item b), substituem-se os elementos unitarios da dia
gonal principal, correspondentes aos deslocamentos impedidos,

por zero. A matriz [A] , de ordem (3 n; % 3n;) assim obtida,

sera chamada "Matriz Global de Flexibilidade" da viga conti-

nua.

Algumas explanagoes devem ser dadas sobre as matri-
zes que resultam nos itens b) e c).

Um vetor de cargas concentradas de ordem (3”j x 1) se

pré-multiplicado pela inversa da matriz de rigidez modificada (i-
tem b), forneceria os deslocamentos que ocorrem na estrutura, nas
direcoes globais, desde que, no vetor de cargas se substituisse por
zeros as cargas concentradas atuando nas direcoes impedidas. Isso
leva a calculos e armazenamentos desnecessarios.

Por outro lado, qualquer vetor de cargas concentra-
das nodais, sem a necessidade de se substituir por zeros as cargas
concentradas das diregSes impedidas, fornece os deslocamentos das
diregoes globais, se pré-multiplicado pela matriz global de flexi-
bilidade [A] . Deverao aparecer valores nulos para os deslocamen-
tos nas diregoes impedidas.

Uma vez terminado os calculos do item c), a matriz
global de flexibilidade [A] fica armazenada, disponivel para o cal

culo da viga continua com os numerosos carregamentos.

5.8 - PROCEDIMENTO PARA O CALCULO DAS L.Is.

Os calculos que dependem apenas dos dados da estru-
tura estdo representados pela matriz global de flexibilidade [4],

de ordem (3 n; x13nj), que €& calculada uma Gnica vez, como no para

grafo anterior, ficando armazenada.

Sera chamado de estado Lpa o0 estado da estrutura

correspondente ao carregamento P = 1 e T = 1 atuando no ponto de
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indice ipc (Indice de posicao da carga).
0 indice ch assumirad todos os valores possiveis (17

posigoes em cada barra) com as expressoes:

ch=l7(4—l)+{z .......... (5.8.1)
k=1, 2, 3 ...17 ceeeaeeeas (5.8.2)
=1, 2 ...... n ceeteceanan (5.8.3)

onde j designa o nimero da barra e k indica a posicao de um dos

17 pontos equidistantes no eixo.

A coordenada angular ¥; ou a coordenada linear Qo

correspondente ao ponto k de aplicacdo do carregamento sendo a bar

ra curva ou reta serad conforme paragrafo 5.3:

, ..
16 i T G VT (5.8.5)

onde ¢j € o angulo de abertura se a barra { carregada for curva e

zj O comprimento da barra j§ se a mesma for reta.

O procedimento escolhido para o cadlculo das L.Is.
que leva a maior economia de tempo de computagdo & o de calcular,

para cada estado ipc’ todas as ordenadas das L.Is. de todas as rea

¢oes e esforgos em todas as secgoes.

Em cada estado LPC' usando-se o Processo dos Deslo-
camentos, devem ser realizados os seguintes calculos intermediirios:

a) Esforgos de engastamento perfeito e cargas equi-
valentes nos nds da estrutura.

b) Deslocamentos nos ndés da estrutura.

c) Esforgos nas extremidades das barras.

d) Reagoes de apoio em todos os nds.

e) Esforgos solicitantes em todas as secdes inter-

nas em todas as barras.

Os itens a), b) e c) sao usuais no Processo dos Des

locamentos, sendo que no presente trabalho os efeitos de P = 1 e



T = 1 atuando separados, sao feitos simultaneamente.

No item d) (que & executado para cada estado ch),

para varrer em sequéncia todos os vinculos possiveis, individuali-

zados pelo indice £ . (indice de numeracdo dos vinculos), usam-se

ny
as expressoes:
dpy = 30-1) +1 ceteeneeasaa(5.8.6)
fl =l' 2' 3 ..oo-ocoool-(7558-7)
/(’, =l, 2005., Vlj' ..-......---(5.8.8)

onde L designa o nimero do nd e # indich um dos 3 vinculos de cada

-

no.

No item e) (executado sempre para cada estado LPQ),

para varrer em sequéncia todas as sec¢Oes onde se calculam os esfor

¢os solicitantes (9 em cada barra), indivudualizadas pelo indice

ipé (indice de posigdo da segdo) usam-se as expressdes:
Lpé =17(<-1) + 24 -1 ceesseesa(5.8.9)
48 =1, 2, 3.....9 ceeeaeesa(5.8.10
4 =1, 2..000ieun ceeaeeeaa (50801

onde {4 indica o nimero da barra que contém a secdo e 4 & o 1Iindice

de numeragao externa (de 1 a 9) das segbes em cada barra.

A coordenada angular P, ou a coordenada linear a
correspondente a segao 4 de uma barra {, conforme esta barra seja

curva ou reta sera:

¢£ Qi
¢A=_§.M_1L,“,.“,,Q,SJ2) a,=—g-B=1h.....ii.(5.8.13)

sendo p; © angulo de abertura da barra curva £, ou Qi O comprimen-

to da barra 4, caso esta seja reta.

-

A descricao mais detalhada dos Iitens a) até e) &
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apresentada em sequéncia nos paragrafos 5.9 até 5.14.

5.9 - ESFORCOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO E ACOES EQUIVALENTES = NOS
NOS PARA CARGAS P =1 E T =1 ATUANDO NA BARRA g

Os calculos explicados neste paragrafo correspondem

ao Item a) do pardgrafo 5.8 e sdo realizados para cada estado ch'

I - Esforcos de Engastamento Perfeito

Os esforgos de engastamento perfeito podem assumir

valores nao nulos apenas na barra j carregada (no estado Lpa.

Com a ordenada ¥¢ ou a, (equagoes 5.8.4 ou 5.8.5) do
carregamento P=1 ou T=1 podem ser calculados os esforcos de
engastamento perfeito para os dois tipos de carga (equagoes
4.8.6 ou 4.9.1, conforme a barra { seja curva ou reta).

Os esforgos de engastamento perfeito devidos a P=1

e T=1 podem ser colecionados numa matriz [x] , de ordem
(6 x2):
B ' B
X11 t X12
|
X ¢ extremidade
2122 inicio A
X : X
31 32
[X] = |-———F———| L Ceeeeeen (5.9.1)
X X
L1y 2
X ' X e;nenﬁdode
51 ! 52 final B
|
X [ X
61 | &2
L 1

onde os primeiros 1Indices 1, 2 e 3 referem-se 3 extremidade
esquerda A da barra §, enquanto 4, 5 e 6 referem-se 3 extre-
midade direita B da mesma barra. Os segundos Indices 1 e 2

referem-se a P=1 e T=1.

No calculo da matriz [X] (equagao 5.9.1) podera
ser necessario utilizar a matriz de rigidez [kj] de ordem (6 x6),

caso a barra j carregada seja curva. Nesta altura do calculo, as



matrizes de rigidez [kLJ de todas as barras (retas ou curvas), ja
estao calculadas e encontram-se permanentemente armazenadas.

A matriz [X] (equagdo 5.9.1) apds calculada, deve
permanecer armazenada durante os calculos do estado ch pois sera

utilizada também nos calculos do item c) (paragrafo 5.8).

II - Agoes equivalentes nos nos:

No estado 4 a matriz [AE] de cargas equivalentes
12

pe’

nos nds, atuando nas diregdes globais de toda a estrutura,
de ordem (3 nj1<2), tem a forma:

o ° o BARRA 1
€ o o
JF_-]r_-_s_
~N
o 0 )
e BARRA 2
. _.Q...__g- 1
SN
: , :
PR
(3nj x 2) X Xel T
o Xa Xz o
o -
xl X ) - esima
AE = —— et B ST ceceaeaa(5.9.2)
A x4| x42
o Xy Xs2
L L X Xeo| |
SPOREEACE
0 o
Pe) o) n-e'simo
3 T 2" " "o [ [ sarra
2| 0 )
2l
T °J

onde os primeiros Indices 1, 2, 3""3”j correspondem aos

nimeros das coordenadas globais (3 por nd) e os segundos In-
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dices (le2) referem-se as cargas P=1 e T=1.

A Onica parte n3o obrigatoriamente nula no segundo
membro de (5.9.2) sdo as 6 linhas correspondentes 3 barra § carre-
gada.

Como mostrado na equagéo (5.9.2) os elementos da 1i

nha t da matriz [X] (equagao 5.9.1) sao levados, com o sinal troca-

do, para as linhas ¢ da matriz [AEJ , atraves da correspondéncia:

q=3(4=-1)+ % ceeeseaa(5.9.3)
=1, 2, 3, «..6 e (5.9.4)

sendo j o numero da barra carregada.

5.10 - ORDENADAS DAS LINHAS DE INFLUENCIA PARA DESLOCAMENTOS NAS
DIRECOES GLOBAIS DA VIGA CONTINUA CURVA

Os calculos explicados neste paragrafo correspondem

ao Item b) do paragrafo 5.8 e sdo realizados para cada estado ch'

SupGe-se as cargas P = 1 e T = 1 atuando na barra j.

Conforme visto no paragrafo 5.7, os deslocamentos
nas diregoes globais da viga continua ser3o calculados pré-multi-
plicando a matriz [AE] (equagao 5.9.2), pela matriz global de fle-

xibilidade [A] (paragrafo 5.7.c):

(3njx2) (3n}x3nj) {3njx2)

[D] = [A] [A.E] ....... (5.10.1)

notando-se que a primeira coluna de D referir-se-3a & carga P = 1

e a segunda coluna a carga T = 1.

A matriz [D] , de ordem (3;E{x 2) tem a forma indi-

cada na equagao (5.10.2):



{3n) x 2)

[o].-;
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P=1 TI1
-
Dy4 D42 ]
-
. Doy D22
€ D34 D32 |
Da1 Da2
: Ds4 Ds2
c De1 De2
- |- =
2 Dinv,i l:’inv, 2
~o Dinv +4,1 Dinv+‘l,2
c
B Dinvez,1 Dinv+ 2,2
-1 —"— == == = = — - -
: Dinv+ 3,1 Dinve 3,2
2 Dinvt a, 1 Dinv+ a2
‘o
£y | Divesy  Dinvesz |
* 3
. D3nj - 5,1 D3nj -s,2
o Dxnj - a,4 D3nj - 4,2
© Danj -3,1 D3nj - 3,2
b D3nj -2,1 D3aj - 2,2
"
2 D3nj -1,1 D3nj - 4,2
2 DSnj -, DSnj - ,2
R U -

BARRA 1

BARRA 2
A

BARRA 4 (5.10.2)

BARRA n
g

Para varrer todos os indices inv de linhas da ma-

triz [D] , observe-se que esses indices estdo relacionados com os

nimeros { dos nos (”j nés) e com os indices 4 de deslocamentos de

cada ndé (3 deslocamentos

&
Il

nv

&
|

1, 2, 3

L =1, 2, 3...,

3(4-1) +

por no), através da correspondéncia.

ceeeseae(5.10.3)
cesesesa(5.10.1)

nj cecseecea(5.10.5)

onde 4  coincide com a numera¢ao de vinculo possivel (equacdo 5.4.1),

nv

e assume valores de 1 até 3 ”j

A rigor, para se evitar armazenamentos desnecessa-
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rios e multiplicagao por zeros, os elementos da matriz [D] podem

ser calculados sem a necessidade de se construir a matriz [AEJ (e-

quagao 5.9.2), mas, tomando-se apenas os seus elementos n3o nulos,

colecionados a menos de sinal na matriz [X] (equagao 5.9.1) e os
multiplicando pelas colunas correspondentes de [A] .

Os iIndices ¢ de colunas da matriz global de flexibi
lidade [4] , correspondentes &s linhas £ (£ = 1, 2, 3....6) da ma-
triz [x] valem:

g =6(f~1) + % Ceeneeean ..(5.10.6) -
sendo j o nimero da barra carregada.

Baseando-se nas equagoes (5.10.3) até (5.10.6) po-

de-se varrer todas as linhas an de [D] , obtendo-se os elementos

dessa matriz:

6
D. = A. X, L e, 5.10.7
Apyr 1 g; Lpvr q £, 1 ¢ )
3 A X
D. = , LB e e e e 5.10.8
/(’VLU' 2 'z—,; /an’ q ,t, 2 ( )

-~ -~

sendo an dado pelas equagoes (5.10.3) a (5.10.5) e ¢ dado pela e-

quagao (5.10.6).

A matriz [D] e calculada para cada estado ch' per-

manecendo armazenada para ser utilizada no Item c) (paragrafo 5.8).

Observe-se que os elementos da matriz [D] (equacio
5.10.2) sao ordenadas das L.Is. de deslocamentos nos apoios nas di
regoes globais, para as cargas P=1 e T=1 na posicao ch.

ApOs os calculos em cada ipc os valores [D] sao
transferidos para outras posicoes de memdria onde estao armazenadas L.Is.,
ficando os espagos livres para cdlculo de nova matriz [D] , relati
va a outra posigao da carga.

Conveéem ressaltar que o deslocamento vertical de
translagao de cada no, & positivo quando para cima, e serd por is-

so chamado de w, para evitar-se confundi-los com a flecha z, con-
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vencionada positiva para baixo.

5.11 - ESFORCOS NAS EXTREMIDADES DAS BARRAS PARA CARGAS P=1le T=1
ATUANDO NA BARRA i

Os calculos explicados neste paragrafo referem-se ao
Item c¢) do pardagrado 5.8 e também sdo realizados para cada estado
Lpe-

Associados aos deslocamentos [D] (equagdes 5.10.1 e
5.10.2) aparecem deslocamentos e esforgos nas diregoes locais (FIG.
5.2.1) nas extremidades de todas as barras.

Os deslocamentos na extremidade da barra {, apare-

cem como submatriz de ordem (6 x 2) no segundo membro da equagao

(4.10.2) e constituem uma matriz [Di] .

_ 1T
p* p*
11 12
pt p*t extremidade A
21 22
Dzl D32
[D‘} S e (5.11.1)
D% ot
41 42
L L )
D D extremidade B
51 52
D:l D62
L 4 1

Os elementos de [D{} (equagao 5.11.1) podem ser ob-
tidos diretamente da matriz [D] (equagdo 5.10.2) com as seguintes

expressoes:

/t' l = D3 (/(: _ 1) + /t' l ........

4,2 ~P30i-1) + 2, 2

sendo { o numero da barra da qual se deseja os deslocamentos na ex
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tremidade.

O carregamento da barra j§ produz nas extremidades
da barra { (segOes & esquerda do ponto 1 e & direita do ponto 17),
os esforgos de extremidade representados na matriz [AL] , de ordem

(6 x2), que & calculada considerando os 2 casos possiveis:

a) £ # § (carregamento e esforgos de extremidade to
mados em barras distintas)

Neste caso tem-se:

(6x 2) (6x 6) {6x2)

[Aq = [kq [Dq ........... (s.11.5)

Como nao existem cargas na barra {, os esforcos de

extremidade sao fungoes exclusivas dos deslocamentos do ini-

cio e final da barra. Na equagao (5.11.5), [kLJ € a matriz

de rigidez da barra 4, que ja se encontra calculada e armaze

nada, enquanto que [DL} € a matriz dada em (5.11.1), dos des
locamentos de extremidade da mesma barra £.

b) 4 = j (carregamento e esforgos de extremidade to
mados na mesma barra)

E sabido, do Processo dos Deslocamentos, que:

(6x 2) (6x2) (6 x 6) {6 x2)
{AL] = [x] + [k‘] [DL} ....... (5.11.6)

onde [X] € a matriz, ja calculada e armazenada, dos esforgos
de engastamento perfeito na barra carregada { = j, e as de-

mais matrizes possuem os mesmos significados que na equagao
(5.11.5).

Em qualquer dos casos a) ou b) a matriz [A&} ' de
esforgos resultantes na extremidade da barra {, tem a forma:
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— - —l‘
A at
11 12
[ 2 | at at extremidade
ro; 21 29 inicio A
A
A
A] L L
(6x2)‘ L .. A at
= - - ——1 = _?L_:_l___3__2
A/(:] £3X5) ‘"7 000..0(5.11.7)
Ag A A
N 41 u2
L L extremidade
A51 A52 finagl B
A& AL
61 62

sendo [Az} e {Ag] , de ordem (3 x 2), correspondendo respectivamen-

te aos esforgos na extremidade inicio A e na extremidade final B da

barra {, de acordo com as diregoes locais (FIG. 5.2.1).

Neste estado ch de carregamento, os esforgos de ex

tremidade aparecem em todas as barras, e podem entao, ser colecio-

nados na matriz [A] de ordem (6nx 2):

[Al] barra 1
[AZJ barra 2

{6nx 2)

[A] = ‘t;;j_ N (5.11.8)

_[Aﬁ]J V{;ono n

sendo as submatrizes AY como (5.11.7) e correspondendo a cada

|

barra £ (L =1, 2..... n) .

A matriz [A] & obtida realizando o calculo de todas

as matrizes [A&] conforme equag6es (5.11.5) e (5.11.6) e levando-as



- 106 -

para a posigao devida em (5.11.8). Essa matriz fica armazenada pa-
ra ser utilizada nos itens d) e e) (paragrafo 5.8).

A correspondéncia estre os Indices de linha q da ma

triz [A] , e as linhas t da matriz [AL] permite calcular a contri-
buigdo de todas as barras em [A] :

Aq,1 = At,l ........... (5.11.9)
Aq,Z = Aﬁ’z ceeseaeaa (5.11.10)
g = 6(L-1) + £ et eien (5.11.,11)
£ = 1, 2, 3....6)  Lii.i..... (5.11.12)
(L = 1, 2, 3....1) e (5.11.13)

5.12 - ORDENADAS DAS LINHAS DE INFLUENCIA PARA REACOES DE APOIO NA
VIGA CONTINUA CURVA

Os calculos explanados neste paragrafo referem-se

ao item d) do paragrafo 5.8 e sao realizados para cada estado ch'

Nesse estagio, os esforcos nas extremidades de cada
barra 4, representados por [Ai] + com a configuragao dada na equa-
¢do (5.11.7), encontram-se calculados e dispostos na matriz [a] ,
como mostrado na equagao (5.11.8).

Lembrando que nao existem cargas aplicadas direta-
mente sobre os ndés. o equilibrio de forcas permite obter as rea-

¢oes de apoio no nd 4, como definido na equacao (5.4.4):

QL p/('
11 12
{3 x2) (3 x 2) (3 x2)
L L L L =1 £
0 J = o 0 = I: } + [:A } ceo(5.12.1)
[ 21 22 @: A
L
p p
31 32 |

onde LAL} contem os esforcos na extremidade esquerda da barra 4,

A
e [ L'—lJ contém os esforgos na extremidade direita da barra i-1,
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concorrentes no no 4.

No ultimo membro da equacao (5.12.1) a primeira par
cela deve ser omitida quando { =1 (primeiro nd) e a segunda parce-

la nao existira se { = ”j (Wltimo nd).
Em cada estado ch devem ser determinadas as rea-

¢Oes indicadas por [PL] (equagao 5.12.1) em todos os ndos < (4L = 1,
2, 3....nj).

As reagoes de cada nd, podem ser colecionadas na ma
triz [R] de ordem (3nf><2):

(3njx2)

[rR] = [PL’J If‘d FERETRPPY (5712.2)

A maneira mais pratica de se obter a matriz [R] (e-

-

quagao 5.12.2) é basear-se na soma indicada em (5.12.1), e na cor-

respondéncia dos Indices £ (£ =1, 2, 3....3n;) de linhas da
nv nv ]

matriz [R] , com os Indices t (£ = 1, 2....6) de linhas das matri-

zes [AL} (equacao 5.11.7).
Os elementos de [R] podem ser calculados com as con

tribuigoes dos elementos de [AL} de cada barra 4:

P = a% + contribuigao das outras barras ..(5.12.3)

nv, 1 1

Piju, 2 = A; ” + contribuigao das outras barras ..(5.12.4)
14 14

Lpy = 3U=-L+x il (5.12.5)

(£ = 1, 2, 3 ... 6) it (5.12.86)

(£ = 1, 2, 3 ..o e (5.12.7)

onde { varre todas as barras da viga continua.
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Observe-se que, de acordo com a definigao de linha
de influéncia, as reagbes contidas na matriz [R] (equagdo 5.12.2)

sao as ordenadas das L.Is. de reagdes de apoio para o ponto ch do
eixo, no estado ch'

TES NAS SECOES DA VIGA CONTINUA

Os calculos explicados neste paragrafo referemse ao

item e) do paragrafo 5.8 e também sao realizados para cada estado

L.
No estado ch deve-se varrer todas as segoes da vi-

ga continua, variando o indice { . .

104
,%b=l7u—l)+25—1 .......... (5.13.1)
(5 = 1, 2, 3 ..... 1 3 (5.13.2)
£ =1, 2, 3 ..... 7 (5.13.3)

e calcular os esforcos solicitantes em todas as secgoes.

Cada segao 4 (4 =1, 2, 3 ... 9), na barra {, & de-
finida pela coordenada angular ql ou pela coordenada linear a,r,con

forme a barra { seja curva ou reta:

A =T(é-l) ...... (5.13.4) a4, = —= (5 =1)eeuen.. (5.13.5)

onde ¢; & o angulo de abertura da barra {, caso esta seja curva, ou

% €& o comprimento da barra reta {, que contém a secgdo 4.

Em cada segao se calculam os esforgos solicitantes

MT’ MF

correspondentes L.Is. no estado Lpa'

E preciso notar que, se a posigao £

e Q, para cargas P=1 e T=1, que ja serao ordenadas das

P4 da segao onde

se calculam os esforgos solicitantes, nao coincide com a posigao ch

da carga concentrada, esses esforgos sao Unicos na segao e podem

ser representados na matriz [ui'é], conforme parégrafo 5.5:
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I Ly b Lo b
1,1 M1,
Ly A1 _ Ly 4 Ay b :
[Ll ] = LY Mol o ceeecees(5.13.86)
ﬂi,é L, 8
3, 1 3, 2
L f ! _

A4, 8 .
sendo que os elementos de [u ! ] representam as ordenadas das L.Is.
que podem ser calculadas para a segao e, ja que sao unicas, podem
ser interpretadas como ordenadas a esquerda da segao.

Por outro lado, se a carga concentrada estad sobre a
segao, haverd distingdo entre os esforgos solicitantes 3 direita e

d esquerda da mesma secgdo. Nesse caso em que {_ _ = { . deverdo ser
pe p4

e S et ~ . Ay 8
calculados ordenadas a esquerda da segao, colecionadas em [u ! ] e

ordenadas a direita da segéo, calculadas em [v"{],

- . -
L, 5 L, 4 L, 4 L, 5
Mg o Vi1 V12
L,5 | _ A,5 L4 Lydl | A4 Lo b
[u ] il 1P e.(5.13.7) v =] v, ] Voo .(5.13.8)
L, L,5 L4 LA
(”31) M3z Vil V32

Deve-se  notar que as ordenadas i esquerda sdo os es

forgos solicitantes a direita (da carga ou segdo coincidentes) e

que as ordenadas a direita sao os esforgos solicitantes a esquerda.

As ordenadas a esquerda e a direita da secao 4, ar-

mazenadas respectivamente em [ui’{] (equagao 5.13.7) e em [vi’é] (e-
quagao 5.13.8), quando a carga atua sobre a segdao, podem ser dife-
rentes entre si, o que mais precisamente ocorre na L.I. de Q para

P=1e naL.I. de MT para T = 1, cujas ordenadas sao as represen-

tadas entre parenteses nas equagoes (5.13.7) e (5.13.8). _
As ordenadas de L.Is. de esforgos solicitantes sao
calculadas considerando os dois casos possiveis, lembrando-se nova

mente que a se¢ao estd na barra 4, e a carga atua na barra §:
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al L # § (segcao e cargas em barras distintas)
Calcula-se apenas as ordenadas [p&'é] (equagao 5.3.6)
na segcao. Pode-se usar os esforgos resultantes na extremida-
de esquerda da barra 4{:
(3 x2) (3x 3) {(3x2)

{u"'b] = [TZ:S} [Azﬂ ........ .(5.13.9)

sendo [TAé] uma matriz de equilibrio, de ordem (3x3), dada

como visto no paradgrafo 4.3, que permite o cadlculo dos esfor
¢os solicitantes numa segao, a partir de cargas concentradas
a esquerda. ’

A matriz [Az} da equagao (5.13.9), de ordem (3x2),

contém os esforgos na extremidade esquerda da barra 4, que
podem ser tirados da matriz [A] (equacgao 5.11.8), conforme
segundo membro de (5.11.7). Os elementos de linha £t de [Az},

correspondem aos elcmentos de linha ¢ da matriz [A] » confor

me ja visto no paragrafo 5.11.

L -
Ay = Aq,1 ........... (5.13.10)
L
AI,Z = Aq,z Cececteaens (5.13.11)
q = 6(L=1) +&L e (5.13.12)
(£t = 1, 2, 3) i, (5.13.13)
b) 4 = § (carga e segcao na mesma barra)
Esse caso permite 3 sub-casos:
b.1l) o8 < Lpe (secao a esquerda da carga)
Calcula-se apenas as ordenadas l}"b] na segéo, a

partir dos esforcos resultantes da extremidade esquerda da

barra 4. Utiliza-se a mesma equacao (5.13.9).

b.2) &pé > ch (secao a direita da carga)

Calcula-se apenas as ordenadas [UL'{] na segéo, a
partir dos esforcos resultantes, da extremidade direita da

barra A.
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{3 x 2} {3 x 3) (3x2)

Ay 5| _ L L
@l } = [TBS] [AB} ceeeecacw{5e13014)

sendo [TBE] , uma matriz de equilibrio como visto no paragra
fo 4.3, e [ég} a matriz dos esforgos na extremidade direita

da barra 4, tirados da matriz [A] (equagao 5.11.8), conforme
segundo membro da equagao (5.11.7).

Os elementos de linha t da matriz [Ag} sao retira-

dos dos elementos de linha ¢ da matriz [AJ atraves da corres
pondéncia ja vista no paragrafo 5.11:

Ai,l = Aq,l ......... (5.13.15)
Aﬁ,Z =\Aq,2 ......... (5.13.16)
q = 6(LL-1)+3+£t  ........ (5.13.17)
t = 1, 2, 3)  iieieeeen (5.13.18)
b.3) LPA = LPC (carga sobre a segao)

- Ay b
Calcula-se as ordenadas a esquerda [u’ ] com Os es

forgos resultantes da extremidade direita da barra 4, e as
ordenadas a direita [v"{] com os esforgos resultantes da ex

tremidade esquerda da barra 4:

(3 x2) (3 2 3) {(3x2)
] =[] 5]
[]J TBS AB .......... (5.13.19)
e
(3 x 2) (3 x 3) (3x 2)
L8] _ L L
[v ] = [TAS] [AA] .......... (5.13.20)

com as matrizes dos segundos membros tendo os mesmos signifi
cados que nas equacgoes (5.13.9) e (5.13.14).

E interessante salientar que, para economia de memd

. J Ay A - . Ly 4
ria, os valores LJ' ] ;, e quando necessario [v’ J ’ calculados

para 4 sao imediatamente transferidos para outras posigoes con

ps’
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venientes da memdria, e que armazenam as ordenadas das L.Is.. As-

sim, ao variar ch, os espagos reservados para armazenar [p"é]e

Ay = . : . s
[v ’ ] estao livres para colecionar os esforgos solicitantes rela-
tivos a outra secgao.



CAPITULO 6

ARMAZENAMENTO DAS LINHAS.DE INFLUENCIA
DE VIGA CONTINUA

6.1 - INTRODUGAO

A presente forma de armazenamento das linhas de in-
fluéncia foi concebida dentro do espirito que este trabalho  tera
prosseguimento e que os resultados serdao posteriormente utilizados
no carregamento das linhas de influéncia segundo as normas vigentes.

No paragrafo 5.8 viu-se que o calculo de todas as
linhas de influéncia de deslocamentos nos apoios, de reagSes nos a-
poios e de esforgos solicitantes em todas as segOes & realizado va

riando-se a posicgao LPC do carregamento concentrado P=1 e T=1:

LPC =17(4-1)+L L ..... (6.1.1)
(R =1, 2, 3,00c.... 17) e (6.1.2)
({f =1, 2, ceivenn. s ) .. (6.1.3)

Para cada posigao ch (chamado estado ch), chega-se

aos resultados do item b)e d) do paragrafo 5.8, resumidos pelas ma

trizes [D] e [R]
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_ . B i
Dyy 02 Pu Pi2
Dy D, no 1 P2 P22 no 4
D34 O3, F31 paz
. e~ — o {3njx2) [ = 7 77 - 7 7~
{3njx2) D inv, 1 DI‘nv, 2 o pinv, 1 plnv, 2
[D] =| Diav +10 Dinves,2 no [R]- plnv+1,1 Pian,Z no 2
Dinvtz,t Dinveze ' an+2ﬂ Pinv+2,2
D3nj-2,0 Danj-z,2 Psni-2,1 Pani- 2,
B3nj-1,1 D3nj-s2 no nj psnj-1,1 Psaj- 1,2 no 3
. Da,:
| D3, 4 3,2 | | Psnie Psme |

..... ce(601.4) ceeneeea{B.1.5)

A matriz [D] contém todos os deslocamentos nos nds,

enquanto [R] contem todas as reagoes de apoio no estado ch

v de todos os vinculos possiveis, existentes e inexis-

r nas

direcgoes 4

tentes. Os indices de numeragao dos vinculos sdo varridos como se-
gue:

an =3(4{ =-1) + xn ceeeceeal(B.1.6)
(. =1, 2, 3) cececeaal(6.1.7)
L =1, 2, 3""”j) ceeesess{(B.1.8)

sendo 4 o indice do nd da viga continua e 4 o nimero do vin-
culo possivel (n = 1, 2, 3 conforme corresponda a ©

ou RT' Ry RV).

xr ey ew,

Em sequida, para cada posigao ipc da carga concen-
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trada, variando-se todas as segoes 4(4 =1, 2......9) em todas as

barras 4, com indice 4 chega-se ao resultado do item f do para-

ps’
grafo 5.8, resumido nas matrizes [uL’AJ e [vL’A} :

— —_ — —_
,

ui,é UL,A vi,A ey
11 12 11 12
Ly A s A L4 ' L4
[u ’ ] = | WY uL’A ceo.(6.1,9) [v ! ]= yird oyt eo(6.1.10)
21 22 21 22
Ay 4 A 1 1
U, u(’b \),("A \)'("A
31 32 31 32|

que contem ordenadas 3 esquerda e ordenadas a direita das L.Is. pa

~ . , L - -
ra esforgos na segao 4 da barra 4. Lembre-se a matriz [v '5] sO e

calculada e necessaria quando { _, = { .
P4 pc
Os indices ipé sao varridos por:
Lpé =174 - 1) +m .. ..... (6.1.11)
m o= 24~-1 ... (6.1.12)
45 =1, 2, 3....9 ..., (6.1.13)
A =1, 2¢iieeeanl i, (6.1.14)

sendo 4 o numero externo da segdo, m o nimero interno da se-
gao da barra e { o nimero da barra onde se calculam ordena-
das de L.Is.

Pretende-se mostrar em seguida como sao transferi-

das e armazenadas as ordenadas, em cada estado ch, para comporem

todas as linhas de influéncia de Deslocamentos de nd, Reagoes de a
poio e Esforgos solicitantes, que ficardo armazenados para poste-

rior utilizagao.

6.2 - ARMAZENAMENTO DAS L.Is. DESLOCAMENTOS E REACOES NOS APOIOS

Como as reagoes de apoio e os deslocamentos globais
sac em mesma quantidade, j& que considerados nas direcdes e senti-
dos dos vinculos possiveis (existentes e inexistentes), nota-se que
0s armazenamentos dessas L.Is. podem ser realizados em duas matri-

zes de mesmas dimensoOes e com o mesmo significado nos iIndices.
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As L.Is. de deslocamentos nas direcgOes globais se=
rao armazenados numa matriz PHD] , enquanto as L.Is. de reagoes de
apoio numa matriz PWR} , ambas de ordem (6nj x 17n) esquematizados
na FIG. 6.2.1.

Fixe-se, entao a atengao nas reagdes de apoio:

As posicoes ch da carga, dadas pela equacao (6.1.1)

sao em nimero de 17 por barra e correspondem as colunas de PWRJ
(FIG. 6.2.1). Em cada linha serad armazenada uma L.I. de reacao de
apoio.
As L.Is. nos vinculos an, dados pela equagao (6.1.4)
sao em numero de 6 por nd (R Ry € R, devidas aP =1e T = 1) e

pode-se fazer corresponder os indices an aos Indices de linha da

matriz PWR]

Para estabelecer esta correspondéncia deve-se obser

var na FIG. 6.2.1 que as L.Is., em cada coluna de ['UR] , sao armaze
nadas em sequéncia, em grupo de 6 por nd. Dentro de cada grupo e-
xistem 3 pares de L.Is., correspondendo cada par aos esforgos rea-

tivos RT, RM e RV’ nessa ordem. Para cada par de L.Is., a primeira

refere-se & carga movel P = 1 e a segunda a carga movel T = 1.

A L.I. de reagao de apoio, correspondente a reagao

nin =1, 2, 3, conforme tratar-se de RT’ RM ou RV) no nd £(L = 1,
2, 3... ”j)’ para carga movel c¢(c = 1, 2 conforme tratar-se de P =
1 ouT = 1) serda armazenada na linha de['ﬂR] gque pode ser acessa-
da com o indice n e (nimero da L.I. de reacao de apoio)
ne = 6(L = 1) + 2(n = 1) + ¢ ceieeean (6.2.1)
Entao, os estados ch (colunas ch de PWRJ ) sao
variados pelas equagoes (6.1.1) a (6.1.3). Os vinculos Lnu possi-

veis sao varridos, dentro de cada estado ch, pelas equacgoes (6.1.5)

a (6.1.8). Calcula-se em correspondéncia a ch e & todos os Lpyr @

matriz [R} (equagao 6.1.5). Em seguida transfere-se os elementos de

[R} para a coluna ch da matriz PﬂR] atraves de:
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th = (64202)
nripe ot e ibebedd

Bip = 6(L4-1) + 2(x=1) + ¢ ..... eee.(6.2.3)

(an = 1, 2, 3 ....3n;) ieieee... (6.2.4)

(¢ = 1,2 ... (6.2.5)

sendo pinv’c os elementos da matriz [R] (equagao 6.1.5), em

cada estado 4 .
pc
Desejando-se armazenar as L.Is. de deslocamentos nas
diregGes globais, procede-se igualmente, bastando substituir, na

equagao (6.2.2) °¢ ,o POor D, sendo D; 0s elementos da ma
nv -

VlU’C, Vl’c

triz [D] (equagao 6.1.4) em cada estado ch.

6.3 - ARMAZENAMENTO DAS L.Is. DE ESFORCOS SOLICITANTES

Para o armazenamento das L.Is. de esforgos solici-
tantes nas segoes, serdo utilizadas no programa a matriz [T)] , de
ordem (54n x 17n) e o vetor {Tr} de dimensao (54n x 1), ambos es-
guematizados na FIG. 6.3.1.

As posigoes ch das cargas concentradas, dadas pela

equagao (6.1.1) sao em nimero de 17 por barra e correspondem as
colunas da matriz [T)] (FIG. 6.3.1).

Em cada linha da matriz fﬂ] sera armazenada uma li-
nha de influéncia de esforgo solicitante, e como existe a possibi-
lidade de aparecerem saltos (descontinuidade) em certas L.Is., nos

pontos 4L , = 4 havera necessidade de armazenar a ordenada 3 es-

P pe’

querda e a ordenada a direita nesses pontos. As ordenadas, gquando

Unicas, e as ordenadas 3 esquerda das secles, sao armazenadas em

[M] e as ordenadas & direita das segles serado armazenadas no vetor
i}

qual se calcula a L.I.,seréo sempre calculadas 2 ordenadas, uma a

No ponto LPé = ch, isto &, sobre a secao para a

@)

- . . ]
esquerda, armazenada em‘rn]e outra a direita armazenada em {ﬂ} .
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vetor {1)] contém entao, ordenadas d direita de todas as segoes,que

poderac ser iguais ou diferentes das ordenadas 3 esquerda das se-
goes e que estdo armazenadas nas diferentes colunas de [7]] . Entre
os 6 tipos possiveis, as L.Is. que possuem descontinuidade serao

somente as L.Is. de momento torgor M para carga T = 1 e as L.Is.

T
de forca cortante Q para carga movel P = 1.

Para estabelecer a correspondéncia entre as L.Is.
de esforgos solicitantes e as linhas de[TH e YW}, observe-se na
FIG. 6.3.1, que as L.Is. estao armazenadas em grupos de 6 para ca-
da secgao, constituindo 3 pares, correspondendo cada par aos esfor-

cos MT’ MF e Q, nessa ordem. Em cada par, a primeira L.I. corres-

ponde a L.I. devido a P = 1 e a segunda L.I. & devida a T = 1.
A L.I. do esforgo solicitante ¢ (¢ =1, 2, 3 confor

me trate-se de M MF ou Q), na secao 4 (4 =1, 2, 3... 9) da bar-

TI
ra 4 (£ =1, 2, 3... n), para a carga movel ¢ (¢ =1, 2 conforme

trate-se de P = 1 ou T = 1), estara armazenada na linha N e (nGme-

ro da L.I. de esforco solicitante) :

nLE = 54(L - 1) + 6(s - 1) + 2(e - 1) + ¢ v.... (6.3.1)

Entao, ao calcular-se todas as L.Is. de esforgos,
primeiramente varre-se todos os estados ch' pelas equacoes (6.1.1)

-

a (6.1.3). As segoOes possiveis 4

ps’ em cada estado ch, sao varri-
dos com as equagoes (6.1.11) a (6.1.14). Em correspondéncia a ipé
e an’ calcula-se a matriz [uL’A} (equagao 6.1.9) e, quando Lné =
LPC' também a matriz [vL’AJ (equagao 6.1.10).
Em seguida transfere-se os elementos de [uL’éJ para
a col?na ch de [T] e no caso LPA = ch transfere-se os elementos
de [vL’AJ para{Tf} , atraves de:
n o=Vt (6.3.3)
Ly . L ér ¢
i A U (6.3.2) =&
nLE'& o e, C
P D/ A = A eeeeanan (6.3.4)
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np = 54(4L - 1) +6(s - 1) + 2(e - 1) + ¢ cevre.(6.3.5)
(e =1, 2, 3) creeeeaes(623.6)
(¢ =1, 2) ereeenee.(6.3.7)
4=1, 2, 3........9) ceeeceeao(6.3.8)
(L =1, 2,0eveveean) cereesena(6,3,9)
sendo }JZ'Z e in os elementos das matrizes (6.1.9) e (6.1.10) em

cada estado { .
pe

Observe-se na FIG. 6.3.1, os diversos grupos de 6 e
lementos hachurados e negros, dispostos numa mesma vertical da ma-
triz [T] . Esses elementos sdo as ordenadas i esquerda das segoes

para as quais se calcula as L.Is. ( = L ), sendo que as orde-

L )
pb pc
nadas a direita correspondentes, estao armazenadas nas mesmas li-

nhas no vetor {7} .

Os 6 elementos em cada grupo de ordenadas de L.Is.
relativos a uma segao referem-se a:

1) L.I. de MT para P =1

2) L.I. de M, para T = 1

il
l_.l

3) L.I. de MF para P

4) L.I. de M. para T

I
=

5) L.I. de Q para P =1
6) L.I. de Q para T =1

Os saltos sO poderdo ocorrer nos pontos 4 , nas

=4
L.Is. dos tipos 2 e 5. Na FIG. 6.3.1 estas ordenadas esgg; ?Lpre—
sentadas em negro. A descontinuidade tem o valor da carga, isto &,
para essas L.Is. as ordenadas a esquerda e & direita da secao di-
ferem de 1.
Também a matriz[1]] & preenchida por coluna. Uma co
luna de [n] € toda preenchida para a carga numa posigao LPQ. Apro-

veita-se o mesmo passo do calculo para se "preencher" uma coluna

da matriz[}ﬂ?] com L.Is. de reagoes de apoio, uma coluna da matriz

D .
Eﬂ ] com L.Is. de deslocamentos nos apoios e para se preencher a
mesma coluna da matriz[n], com L.Is. de esforgos solicitantes. As
sim, o carregamento realmente, percorre uma sO vez a estrutura, e-

conomizando bastante tempo de computacgao.



121 -

(17 x n) COLUNAS

54

BARRA

DA BARRA L

“pc)

segko 4

LINHAS

(54xn)

54

FIG. 6.3.1 - ARMAZENAMENTO

DAS L.lg. DE

17 (g
BARRA 1 BARRA n
L L T L SO N LA I N T e T TP T T Ty
.
o |
(] [
O o
W
pr N
> .
. .
A
AN
I/
LINHA N g )
.' .
o —
¢
A e
]
. . . M
o .
o
<
O
w
"] ﬂ
COLUNA i

pc
ESFORCOS SOLICITANTES

MOVt VA VA VD
" l’:_ll. " .ll -I:i LI L]
-~ - - .

W11




- 122 -

6.4 - SAIDA DE RESULTADOS

Uma vez armazenadas as L.Is. o programa de calculo
tem na memdria, disponivel para posterior acesso ou utilizacgao, as

seguintes matrizes e vetores:
a) L.Is. de deslocamentos nos nds (matriz [ﬂD] )
b) L.Is. de reagOes de apoio (matriz PWR])

c) L.Is. de esforgos solicitantes (matriz Yﬂ]e ve-
tor{ﬂq)
Resultam armazenadas(6x¢y) L.Is. de deslocamentos,
(6x n) L.Is. de reagdes de apoio, e (54xn) L.Is. de esforgos solici

)
tantes, sendo nj o0 numero de nds e n o numero de barras.

Para se imprimir as L.Is. referentes a deslocamen-
tos num no, basta fornecer o nimero { do nd desejado, e serao im-

pressas todas as 6 L.Is. referentes a deslocamentos naquele nd (3

para P = 1 e 3 para T = 1). Elas sao obtidas da matriz PUDJ , has
linhas acessadas pelo indice n ot
Ny = 6(L - 1) +2(n~-1) + ¢ Liieie.. (6.4.1)
(¢ =1, 2) e (6.4.2)
(=1, 2, 3) e (6.4.3)

sendo { O numero do nd, ¢ o nimero da carga (P ou T) e £ (1 =

1, 2, 3) conforme tratar-se dos deslocamentos ex, ey ou w.

Para se imprimir as L.Is. referentes as reagoes pos-
siveis num apoio, basta fornecer o nimero { do no desejado e serao

impressas todas as 6 L.Is. referentes aquele nd. Elas sao obtidas

da matriz LHRJ nas linhas acessadas pelo indice Dpe

nip = 6(L — 1) + 2(n = 1) + ¢ ceiieecnenn (6.4.4)
(c =1, 2) e e e (6.4.5)
(&v= 1, 2, 3) i i eeeens (6.4.6)

sendo { o numero do nd, ¢ (¢ = 1, 2) o numero de carga (P ou
T) e £ (o =1, 2, 3) conforme tratar-se da reagéo RT’%HCKIRV
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As L.Is. de esforgos solicitantes numa se¢ao serao
impressas ao se fornecer ao programa o numero 5 da segao (1< 4 <9)

e 0 nimero 4 da barra que contém a secao. Elas sao obtidas da ma-

triz [T'] e do vetor {'T]‘} , nas linhas acessadas pelo indice n

LE®
nLE=54(j'_l)'+6('b-l) + 2(e-1) + ¢ T T 3
(¢ =1, 2) cevees(6.4.8)
(e =1, 2, 3) ceees.(6.4,9)

sendo 4 o nimero da barra que contém a segao; 4 € o  nimero

da segéo; e (e =1, 2, 3) conforme seja L.I. de M_, M_ ou Q

T F

ec (¢c =1, 2) a carga P ou T.

Em qualquer caso as L.Is. sao impressas em partes,
barra por barra.

Quando se deseja L.Is. de esforgos solicitantes nos

apoios deve-se solicitar L.Is. na segao 1 da barra a direita do a
pPoio, ou na segao 9 da barra a esquerda do apoio.

A impressao dos resultados foi programada de modo
que nas segoes onde houverem "saltos" de ordenadas, isto &, descon
tinuidade do diagrama, sejam impressos as ordenadas a esquerda e a
direita da segao, exceptuando-se o caso da secdo ser a primeira ou

Gltima de cada tramo, onde isso ndao teria sentido.



- 124 -



CAPITULO 7

LINHAS DE INFLUENCIA EM VIGAS CONTINUAS
CURVAS COM APOIOS INCLINADOS

7.1 - INTRODUCAO

Nos capitulos 5 e 6 foi descrito em procedimento que
possibilita a obtengao de linhas de influéncia em vigas continuas
em que os apoios deveriam ser considerados retos, isto &, as rota-
¢oes, quando impedidas num apoio, eram radiais e ou tangenciais.
E o mesmo que dizer que as rotagdes, livres ou impedidas, estio de
acordo com o sistema de coordenadas mostrado na FIG. 5.2.2.

Seguindo aquele procedimento resultaram as matrizes

[HD] (FIG. 6.2.1), [HR (FIG. 6.2.1), [M] (FIG. 6.3.1), com o cor
respondente vetor {1} , onde estdo contidas respectivamente as L.

| PUS— )

Is. de deslocamentos nos apoios, L.Is. de reagoes de apoio e L.Is.
de esforgos solicitantes em 9 segdes por barra, [T] considerando-se
vigas continuas com apoios retos.

E possivel no entanto, em vigas continuas de pon-
tes, que ocorram apoios resistentes 3 momentos inclinados em rela-

cao as diregdes tangenciais e radiais da viga.
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O problema foi tratado por VREDEN!7/18 gsem uso de cal
culo matricial.

A solugao do problema de determinacdo das L.Is.quan
do os apoios sao esconsos & diregdo radial torna-se simples, como
se vera, se for usado o calculo matricial.

A cautela que se deve tomar, de ordem pratica,é que

os angulos de inclinagoes dos apoios devem ser pequenos, para que

seja valido o calculo de linha (O'CONNOR)!2 . Ainda assim, na fase
de dimensionamento, sera necessirio considerar as perturbagSes que

ocorrem nas vizinhancas dos apoios esconsos.

7.2 - SISTEMA DE COORDENADAS NOVO E ANTIGO

O problema da viga continua curva estd sendo estuda
do considerando-se 3 deslocamentos por nd: duas componentes de ro-
tagao, perpendiculares entre si, e uma translacao vertical.

As componentes de rotagao, nos capitulos anteriores,
deveriam ter direcao radial e tangencial. Aqui, os vetores que re-
presentam as rotagoes, quando da existéncia de apoios inclinados,
estao girados em relagdo as diregdes radial e tangencial no né.

Para que se possa expressar com exatidao quais os
deslocamentos impedidos, define-se um novo sistema global de coor-
denadas, conforme mostrado na FIG. 7.2.1, também com 3 coordena-
das por nd, onde as coordenadas relativas aos deslocamentos de ro-
tagao, estejam girados em relagao ds direcBes originais, da mesma

inclinagao da esconcidade do apoio.

" FIG.7.2.1-"SISTEMA DE COORDENADAS GLOBAL NOvOo"
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Os deslocamentos globais e forgas sequndo a numera-
cao convencionada na FIG. 7.2.1 ser@o ditos no SISTEMA DE CQORDE-

NADAS NOVO enquanto que os deslocamentos globais e forgas conven-

cionados e numerados como na FIG. 5.2.2 sao ditos no SISTEMA DE
COORDENADAS ANTIGO.

7.3 - VETOR ROTACAO DOS APOTOS

Para definir o SISTEMA DE COORDENADAS NOVO basta for
) e

necer ao programa de calculo o vetor {6} , de ordem (njX ]

{e] =183 1 e (7.3.1)

9

com nj = n + 1 sendo o numero de nds da estrutura.

Supor-se-a que os deslocamentos globais, quando im-

pedidos, se-los-ao nas diregOes novas.

7.4 - MATRIZ DE ROTACAO EM CADA NO £

. £ -
A matriz [RGJ » de ordem 3x3, que faz a rotacao de deslo-
camentos num nd 4, passando do Sistema de coordenadas Novo para o Sistema
de Coordenadas Antigo sera:

cos eL. - sen eL Q
RL = sen 9 cos 0 0 (7.4.1)
[ e J /(" /(" ........ » )
0 0] 1

sendo 6, elemento do vetor {6} (equagao 7.3.1) corresponden-

te ao no <.
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7.5 - MATRIZ DE TRANSFORMACAO NA BARRA 4

Uma barra { tem sempre em correspondéncia os ndes 4
e {+1 como extremidades esquerda e direita.

Com isso a matriz [Tﬂ de ordem 6 x 6, que transforma os 6

deslocamentos na extremidade da barra do Sistema de Coordenadas Novo pa-
ra o Antigo sera:

]
cosei —senei 0 l
sen ei s QL 0 , 0
|
0 0 1 |
R R R Petelivvuiatls

‘c:osei_‘_l —senei_kl 0

° |
Isal%*l amei+l 0

|
I 0 0 1

....... (7.5.1)

onde 6. corresponde & inclinagao do apoio possivel no nd 4 e

6; 4 1 corresponde a inclinagao do apoio possivel no nd 4 + 1.

7.6 - ALTERACOES NECESSARIAS NO PROCEDIMENTO DE CALCULO DAS L.1Is.
(CAPITULOS 5 e 6) QUANDO  OCORREREM APOIOS INCLINADOS.

a) Paragrafo 5.6 - capitulo 5

Na equagao (5.6.1), as matrizes [k&] , de ordem
(6 x6) que se superpoem produzindo a matriz de rigidez [K] da
estrutura devem ser substituidas pelas matrizes de rigidez [kﬁ},

também de ordem (6 x6) correspondente ao Sistema Novo, que va
lem:
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sendo [T; } a matriz de transformacao dada em (7.5.1) e

T

[TSLJ a transposta de [T;‘} .

A matriz [KSJ de cada barra fica armazenada dispo-

nivel para futuros calculos.

b) Paragrafo 5.9-I - capitulo 5

Os esforcos de engastamento perfeito apdos calcula
dos como descrito no paragrafo 5.9~I, e contidos na matriz
[x] (equagdo 5.9.1), devem ser passados para o Sistema Novo,

e armazenados na matriz [X de ordem (6 x 2):

N

[x] = [T81 [(x]1 ... o (7.6.2)

Em seguida os elementos de [X (equagao 7.6.2) sao

NJ
usados da mesma maneira como sao usados os elementos de [X]

(equagao 5.9.1) para compor a matriz [AE] (equacao 5.9.2).

c) Paragrafo 5.10 - capitulo 5

Os deslocamentos segundo todas as coordenadas, cal-
culados conforme a equagao (5.10.1), ou segundo o procedimen
to de (5.10.7) e (5.10.8), estao armazenados numa matriz [D]
de ordem (3nj)<2), conforme (5.10.2). Estes deslocamentos es
tao no Sistema de Coordenadas Novo.

Conforme ja foi dito no capitulo 5, os deslocamen-

tos, contidos na matriz [D] , sao relativos a um estado LPC

de posigao da carga e ja correspondem as ordenadas (relati-
vas a esse ch) das linhas de influéncia de deslocamentos nos

apoios, sendo armazenadas conforme sugerido no capitulo 6 (e
quacgoes 6.2.2 a 6.2.5). Tem-se portanto que as L.Is. de des-
locamentos nos apoios referem-se ao Sistema de Coordenadas

Novo.
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Os deslocamentos na extremidade de cada barra 4, con

tidos na matriz [Di] (equagdo 5.11.1) de ordem 6x 2, e calcu
lados como em (5.11.2) a (5.11.4) resultarao considerados no
sistema novo.

Os esforgos na extremidade de cada barra serao rela
tivos ao Sistema de Coordenadas Novo. Deve-se substituir nas
equagdes (5.11.5) e (5.11.6) a matriz [A¢] de ordem 6% 2, pe
la matriz [AN*] também de ordem 6 x 2. Nas mesmas equacoes a

. i

i . . . - . L
matriz de rigidez relativa a barra { serd a matriz [KN ]

armazenada. Os esforgos de engastamento perfeito, parcela de

(5.11.6) agora sao aqueles contidos na matriz [XN] .

Assim as equacgoes que dao os esforgcos na extremida-

de de cada barra passam a ser as seguintes:

a) 4 # § (carregamento e esforcos de extremidade em
barras distintas)

b) £ = § (carregamento e esforcos na mesma barra)

A matriz [A] (equagdo 5.11.8) que contém esforgos
na extremidade de todas as barras sera relativa ao Sistema

de Coordenadas Novo.

e) Paragrafo 5.12 ~ capitulo 5

A matriz [pi] de ordem (3x 2), como sugerido em
(5.12.1) conteria as reagdOes de apoio no ndé {, em relagao
ao Sistema de Coordenadas Novo. Em cada estado ch as rea-
¢oes nos nds sao calculadas como indicado em  (5.12.3) a
(5.12.7), como contribuicao dos elementos de [ANL] de cada

barra A.
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f) Paragrafo 5.13 - capitulo 5

Os esforgos solicitantes em cada segao sdo calcula-
dos a partir dos esforcos de extremidade da barra que contém
a segdo. Estes estao contidos na matriz [a] (equagao 5.11.8)
cujos coeficientes sao os esforcos nas extremidades de todas
as barras, relativamente ao Sistema de Coordenadas Novo.

Para se usar as mesmas equagoes do paragrafo 5.13
no calculo dos esforgos solicitantes, & preciso voltar os es

forgos da extremidade da barra {, obtidos pelas equacdes (5.
13.10) a (5.13.13), para o Sistema de Coordenadas Antigo, ar
mazenado-o0s numa matriz [AVL] de ordem (6 x 2}.

[2,°) = [T, [ag) el (7.6.5)
As sub-matrizes [AAL] e [ABL] relativas &8s extremi-

dades A e B da barra { referem-se agora & matriz [AVL].

As demais equaglOes e passagens deste paragrafo tém
o mesmo significado.

g) Paragrafo 6.2 e 6.3 - capitulo 6

As matrizes [WD} e [HR] dadas na FIG. 6.2.1, conte-
rao L.Is. de deslocamentos nos apoios e reagoes de apoio no
Sistema Novo, isto &, relativas aos apoios inclinados.

As matrizes [TM]e {M'} (FIG. 6.3.1) ficam inaltera-
das contendo L.Is. de esforgos solicitantes nas direcgoes a-

xial, radial e vertical, relativas a cada segEo das barras

da viga continua.
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CAPITULO 8

LINHAS DE INFLUENCIA PARA DESLOCAMENTOS
NOS PONTOS MEDIOS DAS BARRAS

8.1 - INTRODUCAQ

Supoe-se que neste estigio do cidlculoc j& foram en-
contradas todas as L.Is. de deslocamentos nos apoios e esforcos so
licitantes, armazenadas como descrito no capitulo 6. As L.Is. de
deslocamentos, em relagdo ao Sistema de Coordenadas Novo (descrito
no capitulo 7), estdo armazenadas na matriz [HD} (FIG. 6.2.1), en-
quanto as L.Is. de esforgos solicitantes estao armazenadas na ma-
triz [ﬂ] e vetor {ﬂq  conforme FIG. 6.3.1.

Note-se que tanto PﬂD] como [T] possuem 17 x n colu
nas, onde n € o numero de barras da viga continua, correspondendo
cada coluna a
T = 1.

uma posigao ch da carga concentrada movel P = 1 ou

As L.Is. que se pretende calcular neste capitulo, de
deslocamentos nos pontos médios das barras, seriaoc em niumero de 6

por barra: rotagdo de torgdo 6, rotagdo de flexdo Ey’ e desloca-

mentos vertical w, positivo para cima, calculados para P =1 e
T = 1.
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8.2 - ARMAZENAMENTO DAS L.Is. DE DESLOCAMENTOS NOS PONTOS MEDIOS

Convém desde ja estabelecer como serdo armazenadas
essas linhas de influéncia.

Utilizar-se-a uma matriz rﬁ](FIG. £.2.1), de ordem
6n x 17n), sendo n o numero de barras. As colunas correspondem, ca

da uma, a posicgao ch da carga movel:

ch =17(4 - 1) + k..., .. (8.2.1)

(k

i

I—l
-
N
-
(9]
.

.

.

.

.
!—l
~J
~—
.

.

.

.

.

)

.

.
—_
o
.
N
.
[ae]

(f =1, 2, 3eeuecue.. 73 N (8.2.3)

17x N

17 17 COLUNA 7
BARRA 1 BARRA 2 /1/ ipc BARRA n

| — P
T=1
Pz
T= |
Pz
Ts|
Ps
Ts |
7 Pz
T=1
pPsl
Tz |

4
D

E S !L,
rnlcurc»

BARRA 2 lA BARRA

Pxi
T=1
Px
T=1

T=1

LINHA  [n) ¢

j

BARRA

P= |
T=
Pzl
T=1
V] Ps|
T=1

n

BARRA

FIG. 8. 2.1 - ARMAZENAMENTO DAS L.Ig. DE DESLOCAMENTOS NOS PONTOS
MEDIOS DAS BARRAS.
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A L.I. de deslocamento no ponto médio, corresponden

do ao deslocamento d (d = 1, 2, 3, conforme tratar-se de 5‘, 9 ou
b X

w) na barra 4 (« =1, 2, 3.....n) para a carga movel ¢ (¢ = 1 , 2
conforme tratar-se de P =1 ou T = 1) serda armazenada em[?” na li-
nha n (nGimero da L.I. de deslocamento no ponto médio) :

Ly

HL =6(L -1) + 2(d - 1) + ¢ c..(8.2.1)
T

8.3 - CALCULO DOS DESLOCAMENTOS NOS PONTOS MEDIOS PARA CADA ESTA-
DO ch

O estado LPC define apenas a posicao da carga con-

centrada, que na realidade corresponde a dois carregamentos simul-

taneos, mas independentes, P = 1 e T = 1.

Os elementos da coluna LPC das L.Is. de deslocamen-

tos nos pontos médios das barras, a serem armazenados em [ﬂ] (FIG.
8.2.1) podem ser calculados tomando apenas elementos ja determina-

dos, ocupando a mesma coluna ch das L.Is. de deslocamentos nos a-
poios e esforgos solicitantes no meio das barras, armazenadas em

[UDJ (FIG. 6.2.1) e [TM] (FIG. 6.3.1). Antes porém algumas explica-
¢oes que valem para os 2 deslocamentos s3o necessarias:

Os deslocamentos no ponto médio M da barra 4, em

um dos carregamentos do estado ch podem ser calculados conside-
rando a semi-barra direita se { # { (f @ a barra carregada), cu uma
das semi-barras (esquerda ou direita); justamente aquela metade que
nao contém a carga, quando { = § (vide FIG. 8.3.1l.a e b).

Os deslocamentos nos pontos médios sao integrados
de duas parcelas deslocamentos: uma parcela de corpo rigido devido
aos deslocamentos no apoio e outra parcela elastica devido aos es-

forgos solicitantes no meio da barra.
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FIG. 8.3.10 - SEMI BARRA ESQUERDA COM
e ]
DESLOCAMENTOS NA EXTREMI
DADE A E ESFORFOS SOLICITAN
TES NO PONTO MEDIO.

FIG.8 .3.1b- SEMI BARRA DIREITA COM
DESLOCAMENTOS NA EXTRE
MIDADE B E ESFORCOS SOLL
CITANTES NO PONTO MEDIO.

No estado LPC’ 0s 3 deslocamentos, na ordem, ex, ey

e w, que ocorrem nos pontos A e B (FIG. 7.3.1l.a e b) encontram-se

armazenados na matriz [nD] (FIG. 6.2.1), com indice de coluna ipc

e com Indices na linha valendo:

no ponto A: m, = 6(L - 1) +C e (8.3.1)
m, =m, + 2 i e .{8.3.2)
m, =m, + 4 e e e (8.3.3)
no ponto B: m, = m, + 6 i e e (8.3.4)
m,=m, +8 ... (8.3.5)
m, = m, +10 i e e (8.3.6)
sendo 4 = namero da barra cujo ponto médio & considerado
¢ =1, 2 (conforme P =1o0ouT = 1)

; 0s 3 esforcgos solicitantes na

No mesmo estado ipc

encontram-se armazena-

ordem MT’ MF, Q, no ponto médio da barra,
das na matriz [T] (FIG. 6.3.1), com indice de coluna ipc e Indices

de linha wvalendo:

n, = 54(L - 1) + 24 + ¢ iiee... (8.3.7)
n,=n,+2 ... (8.3.8)
n,=n, +4 L. (8.3.9)

nimero da barra cujo ponto médio e considerado
louT-=1)

com 4
1, 2 (conforme P =
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Consideram-se entao, no ponto médio, as parcelas:

a) Parcela de corpo rigido na semi-barra direita

[ D
bR Mo s
nml”ch M pe
A..T] . = [Tg} ‘T]D ’ 00000000(803010)
- D
A . ;
\ nm3'kpc4 “an,chJ
onde:

- o Indice % refere-se a corpo rigido

- os simbolos 1| referem-se i matriz [ﬁ] (FIG. 8.2.1)

- os simbolos ﬂD referem-se a matriz [WDJ (FIG. 6.2.1)

- os Indices m;, a m, sao calculados conforme (8.3.1) a (8.3.6)
- [Té] & a matriz de transformacdo de deslocamentos de corpo

rigido do nd B para o ponto médio da barra 4, onde se es-
td calculando os deslocamentos. A matriz [TB] vale:

barras curvas:

B 9 9 _ .
cos(2 ei+1) sen(2 ei+1) 0
<. 9 _ 25 Yy ol ... 8.3.11
[’I‘B] sen ( 5 e&‘+1 ) cos ( 5 e&’+1 ) 0 ( )
-R l-ambiﬂ-& ) R%mbi-é') 1
- ) yany 2 T Y41 i

onde R e ¢ sao respectivamente o raio e o angulo de abertura
, L+1 - . . ~ . -
da barra { e 6411 e a inclinagao do apoio do nd B.

barras retas:

- _
- , 0
cos 0., sen 6.
L] , , e 8.3.12
[%B_} =1 sen 8., Cos 641 0 ( )
2 .senod )
2 i+l T ©08 8y l;J
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sendo ¢ o comprimento da barra { e 6., 2 inclinacao do apoio do nd B.

b) Parcela de corpo rigido na semi=barra esquerda

AT ,

' 3 )L

.
D

7

D

T

7P

L

m,, 4
My 4

m3,£

1

pe

pe

PCJ

tendo os simbolos os mesmos significados que na equacgao (7.3.
10) e sendo a matriz [?z] de transformacao de deslocamentos

na barra 4, do nd0 A para o ponto médio.

barras curvas:

cos (—%

¢

sencir

-R 1-cos(

+ e&)

+96,)
A

¢

- sen (%- + e,C)

¢
cos(75-+ eﬁ
- <4
Rsmﬂ2-+eﬂ

eeea(8.3.14)

1

—J

onde R e ¢ sao respectivamente o raio e o angulo de abertura

da barra £ e 0, & a inclinagdo do apoio do nd A.

barras retas:

]

sendo & o comprimento da

do no A.

cos
sen e/é

-2
5 sen e&»

oos 6 0
-2
—TOOS e/é 1

barra £ e eé a esconsidade do apoio
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c) Parcela elastica na semi-barra direita

[ e [ )
K , ,
nml,ch1 nnl,ch
K7) , =['E J ) e (8.3.16)
mz'&pc B nz,LpC
AT , .
3 ch 3" Tpe
L \ J
onde:

- o indice ¢ refere-se & deformagdo elastica.

-~

- os simbolos T referem-se a matriz[TH (FIG. 8.2.1).

- os simbolos 7] referem-se & matriz [T] (FIG. 6.3.1).

- os indices m,, m,, m, sao dados pelas equagbes (8.3.1) a
(8.3.3).

- os indices n,, n,, n, sao dados pelas equagdes (8.3.7) a
(8.3.9).

A matriz [SB] que aparece na equagado (8.3.16) & a

matriz de flexibilidade da semi-barra direita, engastada em

B.
A matriz [SB] tem a forma:
s H s
11 12 13
[35] = | T § I (8.3.17)
21 22 23
§ s s
31 32 33 |
Nas barras curvas esses coeficientes de flexibilida
de Eas sao calculados numa viga em balanco engastada na di-

reita, de mesmo raio e mesmas propriedades que a barra 4, com
angulo de abertura igual 3 metade da abertura ¢ da barra 4,
através das equagoes (8.3.18) a (8.3.23):

- _ R 1+ _ ol -a

8., = &3 [( )¢ (=) sen<bJ ...... (8.3.18)

3. = R [(lJ’A) +(l_k)sen¢J (8 .3.19)
0o R 7 ) —z—) sen¢ |  ...... .3.19
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533=—g—3—[(—l—}—)5-)¢ -(lzx)senq>-)\(2sen%--%-l e..(8.3.20)

8, = 8,y = Elz [(l‘gk) senzég—] cee.a(8.3.21)
513—331=-3E§-[(‘,1jk)¢—e41—£—x—) seng-rsend | L.l(s.3.22)
323=§32=-BE;[( ;A)sen2%+>\(l-cos—2—J ..... (8.3.23)

Nas barras retas a matriz [GB] da equagao (8.3.17)

tem os coeficientes conforme segue:

- -
= 0 0
1
s - = 4 L (8.3.24)
%] = o 2 8
22 £3
0 8 2 1

onde 2 & o comprimento da barra { e A & um pardmetro elasti-

co definido em 2.2.1.

d) Parcela elastica na semi-barra esquerda

A , )
ml,LpQ nl"pc
A . o= = [E ] A (8.3.25)
mZ'ch A nZ’ch
Y mg,d n,, 4
L pCJ L pQJ

sendo os simbolos envolvidos na equagao (8.3.25) os mesmos

significados que na equagao (8.3.16).

A matriz [EA] , de ordem 3x3, & a matriz de flexi-

bilidade da semi-barra esquerda engastada no ponto A.
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A matriz [EA} 1 por consideragaes de simetria, conforme pa-

ragrafo 3.4, do capitulo 3, podem ser escritos em funcao dos

coeficientes de flexibilidade da semi-barra direita.

[—— - _ '— —
0,0 = 12 815
[SAJ = - 621 §,, - 8,4 ceesa(8.3.26)
837 = 84, 833

Os coeficientes[@a B]s&o calculados para a semi-bar
(4

ra direita. Para barras curvas sao dados pelas equacgoes (8.
3.18) a (8.3.23), e para barras retas esses coeficientes es-
tao contidos na matriz [SBJ dada pela equacdo (8.3.24).

8.4 - SEQUENCIA DE CALCULO DAS L.Is. DE DESLOCAMENTOS NO PONTO ME-
DIO DAS BARRAS

A matriz [ﬂ] € preenchida, coluna por coluna, cor-
respondendo cada uma ao estado 4 . varrido por:

’pc ......... (8.4.1)
(R =1, 2, 3..... 17) e (8.4.2)
(f =1, 2, 3...... 7 (8.4.3)

sendo j a barra carregada e k o nimero do ponto (L<k<17) on-

de se situa a carga concentrada P=1 e T=1.

Para cada estado ch, (ou coluna de[Tﬂ) varre-se
a posigao dos pontos médios de todas as barras através do Indice

/LPA:

sendo 4 a barra onde se situa o ponto médio.
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Ter-se-a entdo 2 casos possiveis:

a) 4 # { (ponto médio e cargas em barras distintas)

Toma-se da barra { a semi-barra direita.

Calcula-se a parcela de corpo rigido pela equagao
( .3.10).

Soma-se a parcela elastica dada pela equagao (8.3.16).

Pelas equacOes especificadas resultam 6 ordenadas
de L.Is.

b) L = j§ (ponto médio e cargas na mesma barra)
Esse caso permite dois sub-casos:

b.1l) Lpé 2 ch

Toma-se da barra 4 a semi-barra direita. Os cal

culos sao os mesmos do item a) anterior.

b.2) LPA < ch

Toma-se da barra { a semi-barra esquerda.

Calcula-se a parcela de corpo rigido pela equa
cao (8.3.13).

Soma~-se a parcela elastica pela equagao (8.3.25).

Pelas equagoes especificadas resultam 6 ordena
das de L.Is.

8.5 - SAIDA DOS RESULTADOS DAS L.Is. DESLOCAMENTOS NOS PONTOS ME-
DIOS

As linhas de influencia para deslocamentos nos pon-
tos médios das barras sao em nimero de 6 por barra (3%, gy e w pa-
raP=1eT-=1).

Para uma barra { o programa imprimira as 6 L.Is. de

deslocamentos no ponto médio, obtidas nas linhas n da matriz [ﬂ]

Ly
fazendo-se:

n =6({L -1) +2(d-1) + ¢  L.e.e.. (8.5.1)

Qo
]
[l

-
N

-
(68 ]
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sendo L (L =1, 2..c..... n) o numero da barra d (d = 1, 2, 3,
conforme refira-se i Eg 5& e w) o nimero do deslocamento e
¢ (¢ =1, 2, conforme seja P = 1 ou T = 1) o nimero da carga

movel.

A saida de resultados serd impressa em partes, barra por
barra. As L.Is. de deslocamentos nos pontos médios ndo possuem des
continuidade em nenhum ponto.
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CAPITULO 9

EXEMPLOS

9.1 - INTRODUCAO

De acordo com as hipOteses descritas nos capitulos
anteriores deste trabalho, & possivel obter-se linhas de influén-
cia devidos cargas moOveis unitarias P = 1 (forga vertical) e T =1
(momento de torgao), em vigas continuas constituidas de barras de
eixo curvo horizontal. No capitulo 3 mostrou-se como obter L.Is. pa
ra estruturas isostaticas. Nos capitulos posteriores foram dados
subsidios que possibilitaram a elaboragao de um programa automati-
co, para utilizagdo em computadores que permitem' o calculo de L.Is.
para vigas continuas.

Deve-se salientar que as linhas de influéncia tém
unidades, que podem ser encontradas dividindo-se a dimensao do e-
feito pela dimensao da causa.

Foram analisadas algumas estruturas simples, cujos
resultados sao possiveis de se prever de antemao, para comprovar
a eficiéncia do programa de calculo.

Foram analisados também, alguns exemplos contidos

na literatura da bibliografia, para a comparagao de resultados.
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9.2 - EXEMPLO NO 1

Seja a viga curva circular AB em balango, com a extremi
dade direita B engastada, carregada com uma forga vertical concen-
trada P, aplicada no ponto C, de coordenada ¥, . As caracteristicas

da viga e do carregamento estao indicados na FIG. 9.2.1.

FIG. 9.2.1 - VIGA CURVA EM BALANCO CARREGADA COM FORGA
CONCENTRADA P.

Para efeito de comparacao sao calculados os esfor-

¢os solicitantes M, M; e Q, e a rotagao de torgao na segdo S, pon

to médio da viga em balango.

a) esforcos solicitantes na secao S:

= - - = - SIS L
MTS—pR[l cos (P kpc)] 30[1 cos (4 24)] ...... (9.2.1)
= 0,2567tfmy|{  L..... (9.2.2)
g
M, =-PRsen(% -%)=-30 sen(g5 -~ 57)  -e--n .(9.2.3)

S

MF = -3,9158tf.m| = L..... (9.2.4)
S




- 147 =

QS = - 1tf

b) deslocamento rotagao de torcao na secao S:

A rotacao 6x_ pode ser calculada aplicando o Princi

pio dos Trabalhos Virtuais, usando-se para estados de desloca-

mento e carregamento a viga carregada conforme as FIGs. 9.2.2.a
e b.

S S
C c T=1
\P=1 /N\
A B A 8
My = R[1 - cos(t.p-kpc)] M, = cos (p-pg)
M = Rsen (p-p,) ME = sen (- (pg)

FiG. 9.2.2a0 - ESTADO DE DES LOCAMENTO F1G. 9.2.2b - ESTADO DE CARREGAMENTO

¢
_ R - 5
1exs = 5 K(MFMFdQP-F A MT MT)d‘P ...... (9.2.7)
S

¢
0xg = T%T J/ﬂ{-Izsen(¢ - %) sen(¥ -¥5) + xR [l - cos (¥ -

Ps
- Pc)]cos(p -YPs)}a» ... (9.2.8)
) ¢
oxg = %&r J/f[-sen(?-@s) sen(¥ -Pc ) - Acos(P-Y,.) cos(p -

P

S

- Ps) + A cos(p - ¥ )]
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R? 1 1
by = 5 (-5 @ cos(¥ -9 ) + 5 senp cos{¥P=-9; -} -

.
A\pecos(P, -9, ) - —%— sen® cos(P- Y -} + X sen(y -P, )J

S

.......... (a.2.10)

R2 _
OXg = EJ [' (l;k)»(-d”'“Ps)» cos (s -~ Pe) +(12A) [ sen¢ cos (¢ =
- % -%) - senPs cos%l + Asen(y -¥s )} ..... (9.2.11)

Aplicando-se os dados numéricos do exemplo em ques-

tao, na expressiao (9.2.11):

6 -y
A= GE,J 2,1 10 4 10 =1,68 ..... (9.2.12)
t 1,0 . 10°% . 5 ., 107%
1302 [ 1+1,68 T T T
X, = - ( ! ) ( ) cos ( - ) +
S 2,1 106 4 10~ 4 2 6 12 12 24
1-1,68 T _mo_
+ 3 )[sen z cos(6 - 13 24) sen 5 CoOs 24]-+l,68
m m
sen(—6- - -T—z—)} ......... (9.2.13)
8 = 0,006l rad! = L...... (9.2.14)
Xg

A mesma estrutura, analisada pelo programa de cal-
culo de linhas de influéncia, apresentou para a segéo S, os seguin

tes resultados:
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0
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3 250
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7 JFGD
LR g
g 1.000

3 {

f'J nh‘-.l
d 0 .250
4 W30
TR i
& L HEE
7 W/80
£ L8770
{

¥ 1. 000

movel P

Is. de esforgos solicitantes no ponto ¢ = 0,25, que estao
tadas na saida de resultados gerada pelo programa.

lores encontrados sao idénticos aqueles
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H:FOR[ 0‘“ ‘;0! IL ) fm-: FEE SO BAREA

TNIlUtNF!ﬁ Ul

- L0

1 a0

MOMENTO

Fraz

L Oeed
(s \.‘/{“1"%
0.2566%
f1.08423
- 00000
0. 00000

-1, 00000

- Q0000
. 00000
0.00000

0.01267
0.0064
0. 00153

-0 00107
-0 00180
-0 0D s
=1, UUUﬁ&

Q. 00000

Os esforgos solicitantes na secgao S,

1 aplicada a i

.0271164

TORCOR

ot

U. ?6h95

UL 5607%
0.99144
0.99786
1.00000
~0.00000
0.00000
0.00000
0. 00000
(. 00000

G 01485
.05
0.015%385
0.01548
0.0155%6
0.01166
Q.00774
0.00384
0. 00000

do vao,

HOMENTO FLETOR

P

(. 2ueae

=7 WP GAGT
e 087
~3. 91579
~1. 96209
(00000
~0. 00000
0.00000
~ (1. QOO0
~ 0. 00000
0. 00000

(0, 00167

U I B B
~{ 09294
~0L 0245
~{. 05547
= 03693
- 206N
=0 00%10
"'U ﬂ“f"r':l
0.ooaan0

(. 197509
0.13053
0. 04540

~- 0 G000
~{. 00000

0. 04000

-0, 00000

0.00000
0. 00000

0.0010%
0. 00043

=000 e
=0 00081
~0.00123
~. 00123
- (1 00082

. 00000

calculados

FORCA CORTANTE

~1. 00000

~1.00000
-1.00000
~ 1. 00000
~ 1. 00000
~0. 00000
-0 Q0000
0.00000
0. 00000
0. 00000

O UF\ EMI’R

“O 4/8U$

« 0846

wm a3vay
- (I » .:'f (() ot \3 Lo

0. 19293

~Ua4e440
~0.19 114
~(1. 04829

0. 00000

€

T

-~ (. DOC00
0. 00000
~0.00000
~0. 00000
0. 00000
(3. 00000
=1 Q0000

=3 QOO00

0.00000
0. 00000

a o 3

0.01059
0. 00825
0.00588
0.00348
0.00107
~(a 064652

a. uubdﬁ

para a carga

correspondem as ordenadas das L.

salien-

Vé-se que os va

manualmente,
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indicados nas expressoes (9.2,2); (942:4] € (94246),
O deslocamento de rotagao 0 da segao S, para a car
ga P =1 aplicada no ponto C, a % do vao da viga, corresponde a

ordenada da L.I. de deslocamento no meio do vao salientada na sal-
da de resultado, correspondente ao ponto ¢ = 0,25. Ve-se que o re-

sultado & o mesmo daquele obtido aplicando-se o Principio dos Tra-
balhos Virtuais, e indicado na expressao (9.2.14).

9.3 - EXEMPLO NQ 2

A estrutura deste exemplo 2 & uma viga curva circu-
lar, com dois apoios resistentes & torcao, de grau de hiperestati-
cidade 1, mostrada na FIG. 9.3.1.

FIG. 9.3.1- VIGA CURVA CIRCULAR COM 2 APOIOS RESISTENTES-
‘A TOoRGAO.

Para analisar esta viga usando-se o programa automé
tico, deve-se estipular caracteristicas elasticas arbitririas para
a viga. Deve-se também, na entrada de dados, adotar raio e abertu-

ra negativos, conforme ja explicado no capitulo 5.
~ ~ 3 ~ .
Escolhendo-se a secao S a x do vao para ser anali-

sada, apresenta-se a sequir as 6 linhas de influéncia de esforgos

solicitantes nesta secao.
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I

LTSS
I ¥ 1Y
o el
7Ok
a1y
LB70
1. 000

sao tracgadas as 6 L.Is.
leT
1 (vide FIG. 9
9.3.2.¢c).

de MT

leT
de FIG.

para P

MOMENTO
i

=1, GNGON

1L UYLEY
e ONSEN
P T3]
JWli/wie
L BEAA
LU0
eSS E
0.97440
(. 0000

A partir dos resultados calculados pelo

TORCOK

[

18090
(. @7
{.alzés
0. 53080
U 65EEY
.77060
U Ee Y40
ol L BT

{0, G000
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O G000

MOMERNTO FLETOR

P

{0, Qaan
A 042
ICT E VI
5. 00694

OS2
TaatEs
NREIRCH SN By

EE LT aY,
Poa. 3wt

VAR
{1, 00aon

e L.I.

correspondentes
1 (vide FIG. 9.3.
.3.2.b)

de

(0. aoonn

T

G, U704
(0, 005363
0. Ganay
(I} § TS
L 13006
O tasas
0. 105508
(. 07700
0. 0ooan

a
2.a),
Q

para P

4l

- {1, 00000

CAO 7

b

BaRRa

FOGRUA CORTANTE

et

= Tet (0
~{. @G Onn
- 37500
=1 0000
-l &2G00
= {1, 7 S000

(1. 20000
a1
0. o0ooo

secao S, ou seja:
L.I.

de MT

leT

para

I

{1, QG O00
0. 00000
-~ (1, D000
0.00000
- 006000
- (b, DO
. Q000
0. 00000
=3 00000
0. 00000

computador

L. I.
P

(vi-

1

0.00000

3

0.00000

|

HOR,

~ o < ~ -
" © © ~ © 8 g 8
0 3 " [ . o0 < o
[ 0 © [N ® 0 ~ [-]
[o] o ~ o ) o - o
- ~ ~ "n ~ ~ o o
=.1
0 ] < =] © (o
P 3 (7] (7] @ @ ©o
0 [o] ~ [=] " o
" ~ o " 0 ~
- ~ < 4] © ~
Qo (o] o [o} o [o]

3

-0.22940""
-0.11526

-0.00000

esc{ HOR.
VER.

(ADMENSIONAL )

1:655
12200

1:655
tem: 0,5

Fw.&3£ﬂ-LJs

DE My

LPARA AS CARGAS

PARA A SEGCAO A 3/4 DO VAO.

MOVEIS P=1 E T=1 NA VIGA DO EXEMPLO 2
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0.00000
270429
5.38253
8.00894
10.55 821
13.00581
15.328418
0.077014
0.00000

{m)

HOR. 1:655
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VER 11100
o] < L [ ) [’ ] - o
o o (] o 0 (%4 ~N [¢] o
© ~ " 1<) 0 o " ~ o
o ~ 0 (] [o] [ 0 ~ o
© Q o ° - - - [} o
° ° ° ° © o o o o

(ADMENSIONAL)

ESC.

HOR. 1:655
VER. lem: 0,10

FIG.'9.3.2p- L.ig DE MF PARA AS CARGAS MOVEIS P=1 ET=1 NA VIGA DO EXEMPLO 2
A Y
PARA A SECAO A 3/4 DO VAO.

0.1 2500

~0.25000
0.00000

O)
b

/ - {ADMENSIONAL)
o o o =3 o =4 o l/@/l/
o o o o o o o
[} 0n o [+ [«] n o
o o~ 2] ~ o ~ 0
(o] - ~ " o ("] ~
o () o o ) () o \
' ' ] 1 ' '
- HOR. 1:655
Pzt Esc.
VER 1Icm:0,5
J/O {m ~1)
7
T=1

FIG. 932 - L.lg. DE Q PARA AS CARGAS MOVEIS Px1 ET:1 NA VIGA DO EXEMPLO 2
~ [} ~
PARA A SECAO A 3/4 DO VAO.
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No capitulo 3 foi indicado um procedimento cinemati
co de obtengao de L.Is. de estruturas hiperestaticas e adotado co-
mo exemplo a viga de caracteristicas idénticas as deste problema aqui
analisado.

A expressao (3.5.14) do capitulo 3 indica como ob-

ter as L.Is. de um esforgco qualquer, depois de levantanda a hipe-
restaticidade.

ﬂE(hiper.) ='ﬂE(isost.) + X ﬂT ceeeer(9.3.1)
" A

Na tabela (3.4.2) do capitulo 3, estao indicadas as
L.Is. isostaticas na estrutura obtida pela retirada do vinculo cor
respondente a torgao no apoio A.

Na tabela (3.5.1) do mesmo capitulo 3 estao dadas
as L.Is. de reagao de torgao nas extremidades A e B da estrutura em
analise.

O coeficiente X que aparece em (9.3.1) & o esforgo
solicitante na secao S, na viga isostatica obtida conforme explica

¢oes contidas no paragrafo 3.5, quando se aplica um momento de tor
¢ao unitario no ponto A.

pr =L e (9.3.2)
e =0 e, (9.3.3)
XQ = %; ceraes eena(9.3.4)
Assim:
ng =-%ﬁgggin-l+-%-[RtL—cos@'+ igﬁil - f'ﬂ ...... (9.3.5)
p/ P < ... (9.3.6)
T]g = —s;gl% +% [R(l - cosy’ + iiﬁ f' - V?:I)J ....... (9.3.7)
p/ xp'>aps ....... (9.3.8)
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Nas expressoes (9.3.5) e (9.3.7), ¥ e¥"sdo as co-
ordenadas angulares do ponto de aplicagdo da carga movel.

Para efeito de comparacao de resultados, utilizan-
do-se as expressoes (9.3.5) e (9.3.7) tem-se a L.I. de QS para P =

1 (movel), obtida pelo processo cinematico (vide FIG. 9.3.3).

0.25 000
0.123500
0.00 000

{ADMENSIONA
° o ° ° ol ® ENSIONAL )
S 3
o o o (o]
o} o o
2 ~ S 0 ° o b
8 . ~ 5 o P Ry gsc {HOR- 1:655
o () () o 0 o ° VER. lem : 655
' 1 [] ] 1
FIG. 9.3.3-L.Ig. DE Q PARA A CARGA MOVEL Pz1 NA VIGA DO EXEMPLO 2 PARA A

~ . ~
SEGAO A 3/4 DO VAO.

Os resultados sao os mesmos daquele obtido pelo pro
grama.

As expressoes que dao a L.I. de momento fletor con-
tém apenas a parcela referente 3 estrutura isostatica.

Deste modo:

P _ R sen(¢ —¥Ps )

ﬂMF Sen 3 . sen¥’  ...... (9.3.9)
p/ P ... (9.3.10)
P _ sen ¥Ps 0

T]MF = ?e'n—r . senP’ e (9.3.11)
p/ etz L., (9.3.12)

Aplicando-se as expressoes (9.3.9) e (9.3.11) tem-

se a L.I. de MF para carga P = 1 (mOvel) obtida pelo processo ci-

nematico (vide FIG. 9.3.4).
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0.00000
2.70429
538253
8.0089 4
10.5582 4
13.0058 1
15.32813

0.0770 1
©0.00000

(m)
c{:IOR. 1:655%
WER. 1: 200

FIG. 93.3.-L.lg. DE Mp PARA A CARGA' MOVEL P =1 NA VIGA DO EXEMPLO 2 PARA A
b
SECAO A 3/4 DO VAO.

, ES
L.l.de Mg p/ P=4 (MOVEL)

9.4 - EXEMPLO N? 3

A terceira estrutura analisada trata-se de uma viga
isostatica, sob 2 apoios, sendo o apoio esquerdo nio resistente i
torgcao e flexao, e o apoio direito n3o resistente d flexao. O apoio
direito apresenta esconsidade em relagao & diregao radial. VRE-
DEN!7r18 faz um estudo estatico desta estrutura submetida & varios
casos de carregamentos.

Na FIG. 9.4.1 estad mostrada a viga, com apoio escon

so, submetido d& uma carga P concentrada.

;{ P=1

eSS

0]

FIG. 9.4.1 - VIGA CURVA usosn{rucn, COM APOIO B ESCONSO, SUBMETIDA
A CARGA P,
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A expregsao obtida por VREDEN'7r'® | que d3 a reagao
vertical no apoio A, € a seguinte:

L Nl o A
v = P sen(¥ +6) ~-seno (9.4.1)

A 25en—%-coé@%—+6)

A expressao (9.4.1), da o valor da reagao vertical

no apoio A para a carga P numa posigao genérica. Fazendo-se P =1

(movel) tem-se a L.I. de VA para carga vertical P = 1:

m _sen(¥P+6) -senp (9.4.2)

4 4
A 2 sen 5 cos(2 + 0)

Adnmitindo-se valores numéricos para as grandezas geo
métricas envolvidas, R = 30m, ¢ = 500, 6 = 5° no sentido horario

tem-se a linha de influéncia de reacgao de apoio cujo diagrama esta

mostrado na FIG. 9.4.2.

1.00000
0.90804
0.80388
0.68374
0.564 00
0.147 45
0.00000

043114
0.29174

(ADMENSIONAL)

®
R

|

HOR. 1:218
EsC.
{vzm tem: 0,5

FIG. 9.4.2 - LINHA DE INFLUENCIA DE REAGAO VERTICAL NO APOIO A, P/ CARGA P=1(MOVEL),
NA VIGA CURVA DO EXEMPLO 3

Analisando-se, a viga do exemplo 3, com as caracte-
risticas geométricas ja admitidas, e estimando-se ainda, valores pa
raJeJ., obteve-se o mesmo resultado para a L.I. de reagao no a-
poio A.

Sao apresentadas também a listagem dos dados gerada

no programa, salientando o fato que a esconsidade deve ser forneci

da em graus, positiva no sentido anti-horario. No presente exem-

plo, portanto, esse dado tem valor negativo.
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0 resultado assinalado na listagem € a L.I. de Voo

identica aguela tracada 3 partir da expressao (9.4.2), mostrada na FIG.9.4.2.

9.5 - EXEMPLO N¢ 4

A estrutura em anadlise & idéntica i estrutura u-
sada como exemplo para a utilizagao do programa gggz s no traba-
lho "Calcul des Efforts Dans les Caissons Courbes Continuous".

Sao apresentadas algumas L.Is. de esforgos solici-
tantes na segdo imediatamente & direita do apoio 2 e reagdes no a-
poio 2.

A FIG. 9.5.1 mostra a estrutura viga continua de 3

tramos analisada:

(2)

@ (3)

(1) (&)

187178°

FIG. 9.5.1 - VIGA CONTINUA DE 3 TRAMOS COM OS APOIOS RESISTENTES
~
A TORGAO.

No exemplc mostrado no trabalho ccc?, as barras

que compOe a viga continua guardam entre si uma relacao constante

= =0,4.

Como sO serao calculadas L.Is. de esforgos e rea-
goes aqui também nd3o & necessario fornecer os valores corretos de
E e G. Basta adota-los arbitrariamente de tal modo que tenham en-

tre si a mesma relacao 0,4.
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Esses resultados, comparados aqueles encontrados no
trabalho CCC?

que 3%.

apresentam uma variacao média de resultados menor

Sao indicadas nas FIGs. 9.5.2.a e b as L.Is. de rea

cao de torgao e reagdo vertical no apoio 2, usando as escalas mar-

cadas no proprio desenho.
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9.6 - EXEMPLO NQ 5

Neste exemplo & analisada uma viga continua de 5tra
mos, que também foi apresentada por VREDEN!7r18,

A FIG. 9.6.1 contém o esquema da viga:

FIG. S.6.1- VIGA CONTI‘NUA CONSTITUIDA DE S5 TRAMOS

Em todos os nds existem apoios que resistem 3 forca
vertical. Nos nos de extremidade 0s apoios também resistem a momen
to de torgao na direcao tangencial ao eixo.

Apresenta-se a seguir os dados de entrada e o traga
do de algumas L.Is. relativas & viga continua deste exemplo n® 5.

Os valores J, Jer Ee G sao ficticios, pois, para
se obter apenas L.Is. de esforgos, s interessa a relagdo A entre

eles. No exemplo » = 1,04.

a) dados de entrada
BARRA P R (m) J Jt
1 65°00" 26,50 1,0939 2,0995
2 50°20 38,75 1,0939 2,0995
3 38%00 58,50 1,0939 2,0995
4 23%00 86,00 | 1,0939 | 2,0995
5 14°40 | 108,50 1,0939 2,0995
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b) L.I. de momento fletor sobre o apoio 3 devido a P = 1

Sdo apresentados na FIG. 9.6.2 os diagramas da L.I.
de M, devidos a P = 1 tragado a partir de resultados do programa
automdtico e de resultados indicados por VREDEN!7r18. 0 programa
automatico fornece ordenadas do diagrama em 9 pontes equidistantes
de cada barra. 0 resultado indicado por VREDEN refere=ce a pontog

equidistantes de cada tramo com Angulos de abertura variando de

dois em dois graus. Pela andlise dos resultados vé-se que O0s mes-

mos tém uma diferenga muito pequena entre si.

c) L.I. de momento fletor sobre o apoio 3 devidos a T =1

Da mesma forma que no item b, s3o apresentados na
FIG. 9.6.3, os diagramas de L.I. de MF devidos a T = 1 para uma se
cao sobre o apoio 3, indicando-se as ordenadas encontradas no pro-

grama automatico e resultados encontrados por VREDEN!7s18

d) L.Is. de forga cortante na segdo d esquerda do apoio 3 devi
das aP=1eT-=1.

Nas FIGs. 9.6.4.a e b sao apresentadas as L.Is. de
Q na segdo a esquerda do apoio 3, devidas respectivamente a P = 1

e T =1, tragadas a partir dos resultados do programa de calculo.

e) L.Is. de momento fletor na secdo média da barra 3 devidas a
P=1eT-=1.

Nas FIGs. 9.6.5.a e 9.6.5.b sao apresentadas as L.
Is. de M, na segdo média da barra 3 devidas respectivamente a P = 1

e T = 1, tracadas 3 partir dos resultados do programa de calculo.
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9.7 - EXEMPLO N? ©

A estrutura estudada neste ultimo exemplo é uma vi-
ga continua composta de 3 barras, sobre 4 apoios, sendo que O0s ex-
tremos sao engastados, e os internos sao resistentes 3 torcao. Se-
rac analisadas 2 hipdteses: a primeira delas, considerando os a-
poios retos, isto &, na diregao radial em cada nd; a sequnda, ima-
ginando-se os apoios inclinados com a direcdo radial.

A viga central & reta.

9.7.1 - Viga continua de 3 tramos com apoios retos

A FIG. 9.7.1 mostra a forma da viga continua bem co

mo indica as suas caracteristicas elasticas e geométricas.

E = 2000000 t/m? G= 910000 t/m?

Jf'f 13,203 m*

FIG. 9.7.1- VIGA CONTINUA DE 3 TRAMOS

As L.Is. de esforgos solicitantes na secgao média
do primeiro tramo ( segao n? 5 no programa de calculo) foram as se-

guintes:
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9.7.2 - Viga continua de 3 tramos sob apoios inclinados (esconsos)

As caracteristicas elasticas,

bem como as dimensoes

da viga analisada neste exemplo sao as mesmas daquela do para-

grafo 9.7.1. Os apoios centrais estao inclinados em relagao as

diregoes radiais das barras 1 e 3.

ta indicado no desenho da FIG. 9.7.2.

O valor das esconsidades es
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G=940000 t/m?

E 2000000 t/md

m; 5,433m‘

- 4
J};ls,zosm

J;,: 5,433!!!4

Jt; 13,203 m#

FIG. 9.7.2 - VIGA CONTINUA DE 3 TRAMOS COM 0S APOIOS CENTRAIS ESCONSO

As L.Is. de esforgos solicitantes na secao média do

prlmelro tramo foram as segulntes
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Para efeito de comparacao de resultados, nas FIGs.
9.7.3.a e b mostra-se os diagramas das I..Is. de momento fletor e forca
cortante devidos a P = 1 obtidas para os dois exemplos analisados
neste paragrafo: viga com apoios retos e com apoios esconsos.

Também para dar uma idéia do comportamento da viga
continua, na FIG. 9.7.4 sao tracadas as L.Is. para deslocamento ver
tical no ponto médio da barra 1 (convencionado positivo para cima),
devidos a forga vertical P = 1 (mbvel). Sdo indicadas nesta figura

as linhas de influencia para os dois exemplos deste paragrafo.
Verifica-se que a presenga da esconsidade de 10°

nos apoios centrais fez alterar apenas ligeiramente o valor das or

denadas de linhas de influéncia, tanto de esforgos solicitantes

quanto de desliocamentos nos pontos médios.
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CAPITULO 10

PROGRAMA PARA O CA'LCULO AUTOMATICO

10.1 - INTRODUCAO

Para a aplicagao dos procedimentos descritos nos ca
pitulos anteriores no calculo de linhas de infludncia de vigas con
tinuas constituidas de barras de eixo curvo circular, foi escrito
um programa de calculo, em linguagem FORTRAN-IV, que foi processa-
do no computador DEC SYSTEM-10, com 256K de memoria, pertencente &
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS, utilizando-se um terminal insta
lado na FACULDADE DE ENGENHARIA DE LIMEIRA.

A sequir sao dadas as caracteristicas do programa, O
fluxograma esquematico do programa, @ forma de entrada de dados, a
listagem do programa e uma explicacgao suscinta dos seus principais

passos, identificando-os com as equagoes dos capitulos anteriores.

10.2 - LIMITACOES DO PROGRAMA

O programa escrito sO executa o calculo de linhas de
influéncia em vigas continuas constituidas de barras retas e ou cur

vas de eixo circular.

Em vigas onde houverem esconsidades nos apoios, as
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eventuails perturbacoes localizadas, na vizinhanca dos nds, nao sio
I

levadas em conta nelo presente programa, devido 3s hipdteses sim-
plificadoras adotadas (Calculo de linha). Devem entretanto sempre

merecer atengao espeeial 4o usuario. )
O programa escrito utiliza apenas "a memdria rapi-

da" do computador. Pode-se com pequenas alteragoes, adapta-lo para
a utilizagao de "discos". Com isso abre-se a possibilidade de uti-
lizar um computador com menos disponibilidade de memdria.

O nimero maximo de barras previsto & 6, Essa limita
ggo pode ser facilmente modificada, alterando no programa as dimen
sOes das varidveis vetores ou matrizes utilizadas. Foram colocados
cartoes comentarios no inicio do programa indicando as dimensdes mi
nimas que devem ser reservadas.

As barras devem ter momento de inércia a flexao e
torgéo constantes, podendo-se variar de tramo para tramo.

As segoes para as quais se calculam L.Is. sio pré-
fixadas, em 9 pontos equidistantes de cada barra. Caso Se necessi-—
te L.Is. para outras segoes pode-se recorrer ao artificio de desdo
brar uma barra em duas, prevendo-se a existéncia de um noé na segao
onde se quer a L.I..

Sao fornecidas na impressao dos resultados, ordena-
das em 9 pontos por barra. Caso se necessite de mais ordenadas, po
de-se recorrer ao artificio de imaginar a viga continua como cons-
tituida de mais barras, adicionando-se mais nds a estrutura.

Sao calculadas todas as L.Is. possiveis, prevendo-
—-se que este programa serd continuado por outros que possibilita-
rao o carregamento das L.Is..

10.3 - ORGANIZACAO DO PROGRAMA

O programa principal faz uso de 7 subrotinas cuijas

fungoes sao as seguintes:

INVGJ - Faz a inversao de matriz quadrada pelo método de

Gauss-Jordan sem pivotamento.

FLXCUR - Calcula a matriz de flexibilidade da viga curva em

balango, com a extremidade esquerda livre.

RIGCUR - Calcula a matriz de rigidez da viga curva, no Sis-

tema de Coordenadas Local.



RIGRET

EEPCUR

IMPR

IMPRES
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Calcula a matriz de rigidez da viga reta, no Siste-
ma de Coordenadas Local.

Calcula os esforgos de engastamento perfeito para
cargas P = 1 e T = 1 atuando na viga curva no Sis-

tema de Coordenadas Local.

Imprime linhas de influencia de deslccamentos nos

nds, reagOes nos apoios e deslocamentos nos pontos

medios das barras.

Imprime linhas de influencia de esforcos solicitan-

tes em segao ao longo das barras.

As FIGs. 10.3.1 e 10.3.2 mostram esquematicamente o

funcionamento do programa.
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|
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FIG. 10.3.2- FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO DO PROGRAMA AUTOMA'TICO
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10.4 - PREPARACAQ DOS DADOS PARA O PROGRAMA

Deve ser fornecido ao computador um arquivo conten-
do os dados que serao lidos pelo programa. Esse arquivo pode ser
criado diretamente no terminal do usuirio no momento da execugao
do programa, pode estar residente do disco, ou ainda ser fornecido

através de uma leitura de cartdes.

O programa lé os dados em formato livre. Basta que
os dados relativos a cada leitura estejam separados por pelo menos
um espago em branco.

Na tabela 10.4.1 sao apresentados a forma de entra-
da de dados que tem no maximo 16 linhas (ou 16 cartoes) .

TABELA 10.4.1

23 VARIAVEIS A = wen
;g FORMATOl cprEM  L.IDAS DESCRICAO $3
Modulo de Elasticidade E; Mddulo de
2F, 21 Elasticidade Transversal G; Nuamero
i E.G,N,NNAE de Barras N; Nimero de nds c/ apoios
Esconsos NNAE
7(1, FY 7 conjuntos (Numero do ndO, Esconsidade 6)
2 (K, TETA(K),1:4,N0) | p/ se fornecer as esconsidades dos nds on |1
de existam
3/7(31)  J(LR(INV),INV=1,Ny3) | Lista de restricdes 2
6F Angulo de abertura (em graus) as N bar
4 (FI(I),I=4,N) e " B/ =13
6F Raio de curvatura (p/ Barras Curvas) ou
5 (AUX (1), T=4,N) Comprimento (p/ Barras Retas) 4
6l6F (JF(I), I=4,N ) Momento de inercia a flexao das N barras |5
T6F (JT(I), I=4,N ) Momento de inércia a torcao das N barras |5
8/22, 101 KTL,(1MP(1),1=4,10) "DA" 1 2 3 ..... Nj' 6
9 Z\Z, lOI KTL.(IMP(I),I”.,‘O) "RA" 1 2 3 ..... NJ’ 7
1022, 10T)KTL (mPa),1=t,00) | "DM" 1 2 3 ..., Nj 8
11122, 101 KTL,(xMP(I),Ix1,10) EST 1 2 3 4 ........ 9 9
12|22, 10T|KTL,(IMP(I),1=1,10) A 9 9
13|22, 10T KTL,(TMP(I),I21,10) ES3 1 2 .iiiiiiiiaa.... 9 9
1422, 10I|KTL,(xMP(1),1=1,10) ES L 1 2 ciiiiiinnnnn... 9 9
15(A2, 10T KTL,(IMP(I),1I=4,10) ES5 1 2 iiiviinnnnn... 9 9
16|22, 10T|KTL,(TMP(I),1=4,10) ES6 1 2 3 4 ......... 9 9 |
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Algumas observagoes a respeito da entrada de dados
devem ser feitas: |

1 - O registro (cartao) 2 sd deve existir se NNAE # 0, isto &,
se houver algum apoio com esconsidade. Esta deve ser dada
em graus, positivo se anti-horaria.

2 - O registro (cartao) 3 contém a lista de restrigoes nas 3
diregoes de todos os NJ nds. Devem ser fornecidos os c&di-
gos 1 ou 0 para indicar se existe ou nao vinculo que impe-
de o movimento na diregao de cada uma das 3 coordenadas do

nd. A restricao de movimento se refere ao Sistema de Coor-

denadas Novo, conforme descrito no capitulo 8.

3 - Aabertura ¢ e o raio R de cada barra curva tém sinal, confor-
me ja explicado no capitulo 5. Quando a barra for concava
sao ambos positivos; se a barra for convexa sio ambos nega
tivos (depende da posigao do observador).

4 - No registro (cartao) 5 deve ser fornecido para cada uma das
n barras, o raio de curvatura se a barra for curva, ou o
comprimento da barra se esta for reta.

5 - Nos registros (cartoes) 6 e 7, quando os momentos de inér-
cia J ou Jt:&nemzxsnesmosem todas as barras, basta fornecer
o da primeira barra, que o programa adotara os demais iquais

a este.

6 - O registro (cartao) 8 & opcional. Deve ser colocado quando

se deseja a 1mpressao de L.Is. deslocamentos de nd, em al-

gum nd. Deve ser forneCLdo Os caracteres D e A nas colunas
1l e 2 do registro (cartao), seguidos dos nimeros dos nos
para os quais se quer as L.Is.

7 - O registro (cartao) 9 & opcional. Deve ser colocado quando
se deseja a impressao de L.Is. de reagdOes em algum nd. De-
ve ser fornecidos os caracteres R e A nas colunas 1 e 2 do
registro (cartao), seguidos dos nlmeros dos nés para os

guais se quer as L.Is.

8 - O registro (cartao) 10 também & opcional. Deve ser coloca-
do quando se quer a impressao das L.Is. de deslocamento no

ponto médio de alguma barra.



9 - 0s registros (cartoes) 11 a 16 sao opcionais cada um deles
deve ou nao ser colocado quando se quer imprimir L.Is. de
esforgo solicitante em alguma(s) segoes de cada barra. Pa
ra cada barra, deve ser colocado um desses "cartoes", com
as colunas 1 e 2 ocupadas pelos caracteres E e S, seguidos
do nimero da barra, e pelos nimeros das segdes (1 < 5 g 9)
daquela barra, para as quais se deseja L.Is. de esforcos

solicitantes.

Caso as "dimensces" dos vetores e matrizes sejam mo

dificados, de tal modo a possibilitar o processamento de vigas com
mais barras, o nimero de registros (cartoes) relativos & impressao
de L.Is. de esforgos solicitantes devera aumentar, pois, da maneira
como o programa foi escrito, se necessita um registro (cartao) por
barra, para esse fim.

Mostra-se a seguir a entrada de dados relativas ao

exemplo 6-b, do capitulo 9, viga continua constituida por 3 barras,
sendo a central reta e as extremas curvas, com oOs apoios extremos
totalmente engastados e os centrais resistentes a torgao e apresen

tando esconsidade em relagao a direcao radial (vide Tabela 10).

TABEULA 10.4.2

Arquivo de dados do exemplo 6-b do capitulo 9

~2000000. Y10000. 3 2

e 10 3 10

T 11 1T 0 4 101 T 11
0 0 --60

100 80 -100

S.433

13,203

BEGE 18

DM 1 2
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10.5 - EXPLANACAO PARA O PROGRAMA DE CALCULO DE LINHAS DE INFLUEN-
CIA

Sao dadas a seguir algumas explicagOes  suscintas
dos principais comandos do programa principal e das 7 subrotinas es
critas em linguagem FORTRAN-IV, cujas listagens sio apresentadas
no final deste capitulo.

Programa principal contém 385 comandos. A subrotina
INVGJ possui 13 comandos. A subrotina FLXCUR possui 16 comandos. A
subrotina EEPCUR possui 40 comandos. A subrotina RIGCUR possui 25
comandos. A subrotina RIGRET possui 28 comandos. A subrotina IMPR

possui 17 comandos. A subrotina IMPRES possui 29 comandos.

PROGRAMA PRINCIPAL

LINHA DESCRICAO

Constante para passagem de grau para radiano.

a 5 Entrada e impressao de dados sobre a estrutura.

' Testa se o nimero de barras & maior que o miaximo. Em
caso afirmativo imprime mensagem de erro e interrompe
O programa.

7 Testa se o numero de barras & negativo ou nulo. Em ca-
so afirmativo imprime mensagem de erro e interrompe a
a execugao.

8 Testa se o modulo de elasticidade E ou o mddulo de elas
ticidade transversal G s3o negativos ou nulos. Em caso
afirmativo interrompe a execugdao do programa, imprimin
do mensagem de erro.

9 a 10 Calcula variaveia auxiliares.

11 Testa se o numero de nds com apoios esconsos & nulo.En
caso afirmativo salta a leitura de dados sobre a es-
considade.

12 e 13 Le, num Gnico cartdo, o conjunto de dados nimero de nd

e inclinacdo de apoio para os NNAE nds com apoios es-

consos.

14 e 15| L&, num Gnico cartdo a lista de restrigdes. (Refere-se

ao Sistema de Coordenadas Novo, conforme explicado no

capitulo 7).



16
20

25

27
29

58

60
61

68

71

72

82

92

98

19
24

26

28
57

97

67

70

81l

91

97

104
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Imprime dados relativos aos nods.
Transforma os dados que foram lidos para as esconsida-

des de grau para radiano, calculando também os valores
auxiliares seno e cosseno da inclinagao dos apoios es-
consos.

Testa novamente se algum dos nds tem apoio esconso. Em

caso afirmativo imprime mensagem de adverténcia.

‘Imprime cabegalho relativo as barras.

Le e imprime dados relativos as barras, caracterizando

O tipo das barras: reta ou curva; calcula também o com
primento das barras quando curva. Calcula tanbém nesses
passos parametros auxiliares A de cada barra.

Calcula a matriz de rigidez da estrutura, no Sistemade
Coordenadas Novo, a partir da matriz de rigidez dos e-
lementos.

Identifica o tipo da barra.

Prepara variaveis auxiliares e chama a subrotina que
calcula a matriz de rigidez da barra curva, conforme e
quacao 4.6.1 do capitulo 4.

Prepara variaveis auxiliares e chama a subrotina EEPRET
que calcula a matriz de rigidez da barra reta, confor-
me equagao 4.7.1 do capitulo 4.

Testa se a barra & ligada a algum apoio esconso. Em
caso afirmativo deve-se fazer rotacao de coordenadas,
obtendo-se nova matriz de rigidez do elemento, confor-
me explicado no Item a) do paradgrafo 7.6 do capitulo 7.
Calcula a matriz de rotagao conforme equagdo 7.5.1 do
paragrafo 7.

Calcula a nova matriz de rigidez da barra no Sistema de
Coordenada Novo, conforme equacao 7.6.1 do capitulo 7.
Calcula a matriz de rigidez da estrutura a partir da
matriz de rigidez dos elementos (ja no Sistema de Coor
denada Novo), conforme sugerido na equagdo 5.6.1 do ca
pitulo 5. Armazena-se para calculo futuro, a matriz de
rigidez de cada barra.

Calcula a matriz de rigidez modificada, impondo as con
digoes de vinculagao, conforme indicado no Item a) do

paragrafo 5.7, do capitulo 5.



105

106

109

109

110

115

116

127

128

129
130

131

135

a 108

a 375

a 114

a 126

a 134
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Faz a inversao da matriz de rigidez modificada, confor
me sugerido no Item b) do paradgrafo 5.7, do capitulo 5,

chamando a subrotina INVGJ.

Calcula a "Matriz de Flexibilidade Global" da estrutu-
ra conforme indicado no Item c¢) do paragrafo 5.7, do
capitulo 5.

Calcula e armazena as L.Is. de deslocamentos em todos
os nds (no Sistema de Coordenadas Novo), calcula e ar-
mazena L.Is. de esforgos solicitantes em todas as se-
¢oes, calcula e armazena L.Is. de deslocamentos nos pon

tos médios de todas as barras e L.Is. de reagdes em to

~dos os apoios (no Sistema de Coordenadas Novo).

Abre o "DO" que faz as cargas percorrerem todas as bar
ras.

Calcula variaveis auxiliares quando a barra carregada
estiver ligado a algum apoio com esconsidade.
Identifica o tipo da barra carregada.

Calcula as variaveis auxiliares.

Abre o "DO" que faz as cargas percorrerem todos os pon
tos possiveis na barra carregada, conforme sugerido em
5.3.4.

Calcula o indice de posigdo da carga, conforme equa-
¢ao 5.3.3 do capitulo 5.

Identifica se a barra carregada & reta ou curva.
Calcula, para o caso da barra ser curva, a coordenada
angular da segdo carregada, conforme equagdo 5.3.1 do
capitulo 5.

Calcula a matriz dos Esforgos de Engastamento devido a
cargas atuando na barra tipo curva, conforme indicado
em 5.9.1. Usa-se para isso a matriz de rigidez da bar-

ra carregada, que ja se encontra armazenada. A matriz

~[X] dos esforgos de engastamento perfeito na barra cur

va & calculada no Sistema de Coordenadas Local, usando
-se procedimento indicado no paragrafo 4.8. No progra-
ma chama-se linha 133 a subrotina EEPCUR que faz esse
calculo.

Calcula a coordenada angular do ponto carregado se a

barra for reta. Usa-se a expressao 5.3.2 do capitulo 5.



136

146

147

156

165

172

172

172

181

182

183

a 145

a 155

a le64

a 267

a 180

a 191

- 189 -

Calcula a matriz [X] dos esforcos de engastamento per
feito na barra reta, no Sistema Local de Coordenadas,
usando-se as expressoes contidas em 4.9.1 do capitulo
4.

Testa se a barra carregada estada ligada em algum apoio
esconso. Em caso positivo deve-se passar os esforcos de
engastamento perfeito para o Sistema de Coordenadas No
vo.

Calcula a nova matriz de esforcos de engastamento per-
feito, conforme indicado em 7.6.2 do capitulo 7.
Calcula a matriz [D] de deslocamentos em todos os nds,
devido a cargas en ch' E a operacgao indicada na equa-
¢do 5.10.1 do capitulo 5. Resultam deslocamentos no
Sistema de Coordenadas Novo.

Calcula e armazena as ordenadas das L.Is. de desloca-
mentos em todos os nds, relativos & posigdo 4 . da car

ga, conforme sugerido nas equacgdes 6.2.2 a 6.2.5 do ca

pitulo 6.

Calcula ordenadas das linhas de influéncia de esforcos
solicitantes emn todas as segOes e também as ordena-
das das L.Is. de deslocamentos nos pontos médios das
barras.

Abre o "DO" que percorre as barras que conterio as se-
coes.

Calcula esforgos na extremidade da barra 4 & partir dos
deslocamentos na extremidade dessa barra, conforme e~
quagao 5.11.1 do capitulo 5, e das equagoes 5.11.5 ou
5.11.6, que referem-se ao Sistema Novo, conforme equa-
¢oes 7.6.3 e 7.6.4.

Calcula a contribuicdo de cada barra na formagdo da ma
triz das reagOes de apoio conforme equagdes 5.12.3 a
5.12.7 do capitulo 5.

Testa se a barra é ligada a algum nd que possui escon-
sidade. Em caso positivo serad necessario retomar os es
forgcos de extremidade para o Sistema de Coordenadas An
tigo.

Faz a rotagao de coordenadas passando-se os esforcos de
extremidade da barra { para o Sistema de Coordenadas An-

tigo, conforme indicado em 7.6.5 do capitulo 7.



192

193

197

200

202

209

214

220

227

234

268

275
275
276
277
279

280

280

233

201

a 208

213

220

226

230

266

274

375

278

324

283
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Testa se a barra 4 (que contém as secoes) &€ reta ou

curva.

Efetua os calculos de esforcos solicitantes e ordena-
das de L.Is. para todas as segOes da barra 4 curva.
Calcula o indice de posigdo da secao 4 .

~ . pA
Testa se a posigao relativa entre « e L .

Calcula os esforgos solicitantes napiegéopcs a partir
dos esforcos da extremidade direita, conforme indicado
na expressao 5.13.14 ou 5.3.19 do capitulo 5.

Armazena as ordenadas da L.I. de reagao na segao 4 con
forme equagdes 6.2.2 a 6.2.5 do capitulo 6.

Calcula os esforgos solicitantes na segao da barra 4
a partir dos esforcos da extremidade esquerda, confor-
me indicado na expressao 5.13.9 do capitulo 5.

Calcula os esforgos solicitantes na segcao S, para car-

gas a direita da sec¢do guando Lpé = ch, conforme equa
g¢ao 5.13.20 do capitulo 5.
Armazena as ordenadas a direita da segdo S, conforme

indicado nas equagoes 6.3.5 a 6.3.9 do capitulo 6.
Efetua os calculos de esforgos solicitantes e ordena-
das de L.Is. para todas as se¢Oes da barra {, caso es-
sa seja reta. A sequéncia de calculo & a mesma indica-
da no caso da barra curva, usando-se as equagodes do pa
ragrafo 5.13 do capitulo 5.

Armazena as ordenadas das linhas de influéncia de rea-
gao de apoio, nas posigles indicadas pelas equacdes 6.
3.5 a 6.3.9 do capitulo 6.

Calcula e armazena ordenadas das linhas de influéncia
de deslocamentos dos pontos médios das barras.

Abre o "DO" para varrer todas as barras que conterao
as segOes médias em estudo.

Calcula o indice de posigdo da segao média de cada bar
ra.

Calcula variaveis auxiliares.

Testa se a barra &€ reta ou curva.

Efetua os calculos de ordenadas das L.Is. de desloca-
mentos na barra curva.

Calcula variaveis auxiliares.



284

285

287

288

297

299

302

306

306

309

311

316 e
318 a

321

325

326

335

286

305

296

a 298
a 301

304

324

308

315

317

320

323

375

334

336
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Chama a subrotina FLXCUR para calcular os coeficientes

de flexibilidade da semi-barra direita conforme equa-
cOes 8.3.18 a 8.3.23 do capitulo 8.

Testa a posigdo relativa da posigdo da segdo media ¢
do ponto carregado.

Calcula as ordenadas das L.Is. de deslocamentos no pon

to médio da barra curva i partir da extremidade direi-
ta. '

Calcula indices auxiliares de enderecamento para reti-
rar das matrizes LHD] e[T]] as ordenadas de L.I. neces
sarias, conforme expressdes 8.3.1 a 8.3.9.

Calcula variaveis auxiliares.

Calcula a parcela de corpo rigido, & partir da direita
conforme equagao 8.3.10 do capitulo 8, usando a matriz
de transformacao dada em 8.3.11.

Calcula a parcela elastica, i partir da direita, con-
forme equacao 8.3.16 do capitulo 8.

Calcula as ordenadas de deslocamentos nos pontos me-
dios da barra curva 3d partir da extremidade esquerda.
Calcula a matriz de flexibilidade da semi-barra esquer
da, a partir da semi-barra direita, conforme 8.3.26 do
capitulo 8.

Calcula as ordenadas das L.Is. de deslocamentos & par-
tir da extremidade esquerda.

Calcula Indices auxiliares de enderegamento para reti
rar das matrizes [ﬂD] e [ﬂ] as ordenadas de L.Is. ne-
cessarias, conforme 8.3.1 a 8.3.9.

Calcula variaveis auxiliares.

Calcula a parcela de corpo rigido d partir da extremi-
dade esquerda, usando a equacido 8.3.13 do capitulo 8 e
matriz de transformagao 8.3.14 do mesmo capitulo.
Calcula a parcela elastica, 3 partir da extremidade es
querda, conforme 8.3.25 do capitulo 8.

Efetua os calculos de ordenadas das L.Is. de desloca-
mentos na barra reta.

Calcula a matriz de flexibilidade da semi-barra (reta)
direita, conforme 8.3.24 do capitulo 8.

Testa a posigdo relativa da posigdo da secdo média e

do ponto carregado.



337

337

349

352

356

356

359

360

366 e
368 a

371

376

378

356

346

351

354

374

358

374

365

367

370

373

377

384
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Calcula as ordenadas das L.Is. de deslocamento no pon-

to médio da barra reta, d partir da sewi-barra direita.
Calcula indices auxiliares de enderecamento para reti-
rar das matrizes[j]D} e [ﬂ] as ordenadas de L.I. neces
sarias conforme 8.3.1 e 8.3.9 do capitulo 8.

Calcula a parcela de corpo rigido & partir da extremi-
dade direita, conforme equagdes 8.3.10 e 8.3.12 do ca-
pitulo 8.

Calcula a parcela elastica a partir da extremidade di-
reita, conforme equagoes 8.3.16 a 8.3.24 do capitulo 8.
Calcula as ordenadas de deslocamentos nos pontos me-
dios da barra reta, a partir da extremidade esquerda.
Calcula a matriz de flexibilidade da semi-barra reta
esquerda, a partir da matriz de flexibilidade da semi-
-barra direita, conforme equacdo 8.3.26 do capitulo 8.
Calcula as ordenadas das L.Is. de deslocamentos no pon
to médio da barra reta, 3 partir da semi-barra esquer-
da.

Calcula indices auxiliares de enderegamento para reti-
rar das matrizes[ﬂ D] e Eﬂ] as ordenadas de L.I. ne-
cessarias, conforme 8.3.1 e 8.3.9 do capitulo 8.
Calcula variaveis auxiliares.

Calcula parcela de corpo rigido a partir da extremida-
de esquerda, conforme 8.3.13 e 8.3.15 do capitulo 8.
Calcula parcela elastica & partir da extremidade es-
querda, conforme 8.3.25, 8.2.4 e 8.3.26 do capitulo 8.
Faz leitura dos pedidos de impressdo de linhas de in-
fluéncia.

Identifica a natureza das L.Is. desejadas e chama a sub
rotina IMP ou IMPRES para executar a impressdo.
Armazena no disco todos os resultados disponiveis para

utilizagdo em outros programas.
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SUBROTINA FLXCUR

LINHA DESCRICAO
1 a 7 | Calcula pardmetros auxiliares.
8 a 16 | Calcula a matriz de flexibilidade, da viga curva em ba
lango, com a extremidade esquerda livre, conforme equa
GOes 4.4.5 a 4.4.26 do capitulo 4.
SUBROTINA EEPCUR
LINHA DESCRICADO
1 9 Calcula parametros auxiliares.
10 a 16 Calcula os deslocamentos na extremidade livre da viga
em balango devidos a P =1 e T = 1 atuando no ponto de
coordenada angular $. = o, conforme equagSes 4.4.27 a
4.4.61 do capitulo 4.
17 a 21 Calcula os esforgos de engastamento perfeito na extre-
midade esquerda da viga bi-engastada, conforme equa-
¢ao 4.8.2 do capitulo 4.
22 a 30 Calcula matriz de equilibrio que transforme os esfor-
Gos da extremidade esquerda para a direita, conforme e
quagao 4.3.1 do capitulo 4.
31 a 35 Calcula a parcela devido aos esforcos da extremidadedi
reita, conforme equagdes 4.8.4 do capitulo 4.
36 a 40 SuperpOe a parcela devido ao efeito isostdtico do car-
regamento de acordo com a equacgdo 4.8.3.
SUBROTINA RIGRET
LINHA DESCRICGCADO
1 Calcula parametros auxiliares.
Zera a matriz K[ ,:]para receber a matriz de rigidez
da barra reta.
9 a 28 Calcula os coeficientes da matriz de rigidez da barra

reta, conforme equagao 4.7.1 do capitulo 4.
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SUBROTINA RIGCUR

LINHA DESCRICEO

1 Chama a subrotina FLXCUR que calcula a matriz de flexi-
bilidade da viga em balango (estrutura isostatica funda
mental) .

2 a 5 | Calcula a sub-matriz [kAA], inversa da matriz de flexi-
bilidade, de acordo com a equagdo 4.6.3 do capitulo 4,
chamando-se a subrotina INVGJ.

6 a 14 Calcula a matriz de equilibrio que transfere esforcos de
uma extremidade para outra, conforme equagao 4.3.1 do
capitulo 4.

15 a 19 |calcula a sub-matriz [KBA] ; de acordo com a equag&o 4,
6.4 e utilizando a matriz de equilibrio dada em 4.3.1
do capitulo 4.

20 Calcula a sub-matriz [KAB] ; de acordo com a equagéo 4.
6.5 do capitulo 4.

21 a 25

Calcula a sub-matriz [KBB] de acordo com a equagdo 4.
6.6 do capitulo 4.
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10.6 - LISTAGEM DO PROGRAMA FORTRAN

PROGRAMA PRINCIPAL

FROGRAM F & M

5. ) Farg wlitersr as dimensoecs dos velores ¢ mabeizeg
& do erosrame basta alterar e constantes terminndas
o em Max do comando PaRAMETER

I aveneens cWHMAK = numero maHimo de bDarras
IS e e e e SPGIMAY 2 numero maxino de nos

¢ ce e e e e e NJEMAK ;

0. e vwrr el EBMAKs B4 COTAmMEr O maximo de barreas
£ seve e RLUAMBKS & Veres o nuUmer o maxing de nog

¢ rreeree e cLRAMAKS & veres o numero anxime de nos

< e ene e e LIIMMAKS & veres o numero maximea de bDarr ag
9 reerever e s IFCMAXE 17 veres o numer o mecdimo de bareas

CGOnLAMEr O maxime de nos

i.
FetRAMETER LPT=Uy LEDT=0 NMAK 6 NAMaK =7, NJAEMaK= 81,
BLESMAX= 324, LDAMAX= 42, LRAMAX =402, LDMMAX= 34, TPUMAX =102
L.
INTEGER &, L RONJINAK) » LBAE (NMAX ) » TMP 100D
REAL LINMAXDY, RATOCNMAX) . FI1ONMAXD, CFTINMAX) »
PLFLONMAX) » TIFGONMAK ) » JF CNMAX ) » JTINMAX ) 5 LEDONMAX ) »
FIETAHNIMAX) s DTETINJMAX Y s STETINJIMAX ) s ROT A AT
PO 3y ANCO D AT A B0 o ANTCE 2 MT (E iy s NT L3020,
PEAACE, 37, FLXG 30 KBS, 60 KAUX{E, 67 KEAUX Ay & » NMAX) »
FREONIEMAX S, NJEMAX D > DONJEMAK 27y RN ONJEMAK, 2 - &UX S
REAL ETAL QESMAK SETALESMAX, TROMAK S »
FETADCLDAMAK, TFUMAK D ETAR CLRANAX TPCMEX » BTET CLDMMAR,
LIFCMAK)
REAL LI-LJLBDILBDUG GV OFJ. JT1. 07
FQUIVALENCE (XNCT X103 CANTC L AT 0y
FOPLXCT) »AUX 0 0 (MT (12 - NT T3
DaTa NULO-2ZERG/0, 0.0/
€

i CTE= aBIN (1.0 3/90.
[
GO R RN H R H A R AN RO H B AN R AR SN M B AR B R R AR N NR TR R NN
i
<. ENTRADA DE DADOS
[
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& REaD LRI 10 Foolis My NNAE

3 T FORMATORF 8203

<4 WRITE P18 N.NNAE -6

T c FORMAT CTHA A/ /100G A0 O =07 0 /720K DADOS DA ESTRUTURR® /11,
FAV T T R/GKTNUMERO DE BARRAS 23X7 = 10K, 11 /75X v
FUNUMERO DE APOTOS INCLINADOS® 12X = 10, 1179 ’
£ MODULG DE ELASTICIDADE " 1717 = " EAR. &, 3X LFL-10 T /5K,
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PTHODULO DE ELASTICIDADE TRANGUERSAL SO N TR
FIRL- 0
& IF 4 N L6T.  NMaX 3 STOPR * ERRO: N > Nmax’
J F N WLE. NULO 3y 8TOP  FERRO: N (= PERO®
t IF (F WLE. ZEROG JOR. G WLF. ZFERO 3
$ BTOPY ERRO: F oou & nuiogs”
¥ CREREN!
i AN ENT N
{ IF { MNaE  JFQ. NULO GO TG 4
1 KEal (LEIT.32 CCKs TETACK Y 7 - 121, NNAFE
13 3 FORMAT(Z(I.F )
1] S READ LELT:5) CLRCINV Y - TNV, NS
15 3 FOGRMAT(A (RT3
1é WRITE PT.6&)
17 & FORMATOAG 8907 =7 37200 DADOS RELATIVOS 408 NOLY /1%
$,60 7 3/0% T NO LISTAH DE RESTRICOGES 112X,
$TESCONSIDADE /99X Rest .1 Rest .2 Rest. 37138X" (arau)®/
FI,690 733
18 WRITE LPY.7) AL RCEBHI-2) L R(AR-1 3 LB 38Ty
FIETRIT s Tt oM
1% OFORMAT(E T 5K T PR T 2K T 14X F 8.3
ey BpGos T=a1,NJ
] ?FTH(T)'VTE%TET&(I?
g Ef([) COSCTETH LY )
st STETCII=8IN(TETALL ) )
6 8 iONf[NUE
&5 IF ¢ NNAE JHE. NULO 3 WRITE (LFET.%)
A FEORMAT (/Y 7 atencaod Deve ser feito um estude local irado
f ona resing dos gepoios /A7)
Ry WhITE (LPT.103
26 HOOFORMAT AT 69072 3 /18X CARACTERISTICAS GEOMETR
PICAL DAY BARRAS 1K a9 {73/ K T/ A I SRE
$RTURAT ST RALO &X' COMPRI~ MHOMENTOS DF, INLER
$Cia* /" R FrEBKXTHENTO BXOFLEXAQ 8X Y TORUSO /
¥ OK O a)" {arand " Z0CLLI 90 LR 20030 LLa sy /1Y
P29 (773
P KEAD (LEITs11) CFLClrs0=1eN)
S 11 FORMAT (AF )
N RFEAD (LR 110 kﬁUAkf)v‘ 1 N7
Get READ (LFEIT, 1145 (Al T=1.0)
33 READ (LELT11) { JHI;;.& Ty
34 G OF (1)
G JT =010
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a7 GG 18 I=1.N
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TIROLT - CURUAY

AT aRATOUT pxF L0

WRITE PTA23 0 TIPOCH) G FIGRATOCT ) L Ca JF Gy T LT
FORMATUIA T 1 alG FE. Gy R 18 4 IR B0 B0 60 )

GO TO 15

TIFOCT )= "RE e

e ymalln il

WhITE (P14 FoTIPOCT ) Ly P S 0T 0T
FORMATOIX s T 80 B, SO F 10 4 1L 0 G BB 60 )
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ARTRIZ DE FLEXIBILTADADE “GLOEAL”

COHIT ISR I SR R IO M IE H I I AT I IO I I I FE IO S I HE IR R M A A R A A AL I K A

i

0BG 21 I=1.N

GET=0F (0

IF O TIFGLTYy  JF&.  TRETAT ETVI O
EaTGI=RaTOCrs

LEDY=LEDT

SNGIL=FTT)

CEIE=CFICT:

SEII=8FI{1;

Calil, RIGCUR (ELLRDIJFL«RATOI aNGL CFLL.8FIL, KR )
ETERNR R 0

Li=f {0
J = H (1)
Call, RIGRET (F.06,L1,0F1.JT1, BB }

—

- (L M\E" (L) JEG. NGO ) GOOT0 20
l(h‘ii— CTE f

- 6 B ] .
f ol

FCe ey 1o BTE
?ﬂﬂ(('lv“)- ~57TF
ROTC 2= CTE
ROTCE:,30= 1.
ROT (A0 7

|

i

[

1]
1
T
T

L
R

ROT By a3 87
ROT{SG s Ey=-BT
KOT(E, 8= (G
ROT (606 1.

DG 18 Tl.=1, 6

DG 18 Ti=1.4
KesthxX (Il » 1= ak"“}
DO 18 IK=1.

g KaUXIL, lL)—~KF‘*U>(H s U HEBOTL TV RROT (LK 10D

0o 19 Ih=1,4
G 19 I0=1.46
KBE{TL s TG y=2ERG
OGO 1Y IK=1,4

COKBECTL s DGy =KECUL » LCY+ROT LK, TL 3 wKAUKCIK . 1407

DG 21 Th=1,8

LitGaiE3e {i~13+IL

NG o1 Ih=1.6

RE=Ga -1+ 10

KBALECCTL - 10, To=KB UL » T4

KE{TLE, (LR =KE( L LU KR{LL 16
RO PG HLE=1. N3
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31

198

A LROTLEY  JRG. NULGO )
DO Re TES=1, N3

K&{IL w.iiu)":FRU

{HBICE, L5 =7FERO

KECILS, WL Er=1.0
CONTINUE

Call INVG |

DO 24 TE=1,NJ3
O LROILEY  JBg. 4
LU T MLIE

-y

K&

CALTGULG DE ORDENADAS

N EE B
FtE(U

Do 74
W
CTieE
CTF =G
5

SEGL. NULO

1t
TF
STIi=8TETL, ?J
STH=8TETd+1)
IF ¢ TIiroCd
ANGF T
iV L
BARTGJ=RAL0 )
CFLCFIC
EFLJsRFIO
LED=ELRDCD
DO 26 1L=1.3
DG P66 10=1.3
Kaa (Il IC)=KRAUX T T, 0
GO T 28
N AN
NG 726 K=i,17
{PC=178 (010 +K
'EF' ( TIPOLdY WEQ.
NGB K13 714,
} [L~~( QBRI
SHIC=8INCFIG
2 EFFOUR
EIC,CF TG, 8FIC Kaa. XD
G TO 3
= (K-
P B B i
Do 30 Ii=1.46
DO G0 I0=1,2
AL s LCY=2FRO
{2y 1)=-AC HRBOwED A 1903 3

SEG.  CTRETA?

"RETAT

1716,

DE

AKiGytow

Al¥s 1=
Aldstr=
ALt dpa-
ALy e

IF
O
[

3]
LE N

BRI R (5. ‘-'fnl‘-"F sl
aUusdwB /1 dwsn
AUREZR (S #EEAAR0 AL
BCALL

AL/
(LRAE (D)
Te1, 2
KO 10

wEG. NULO

Ada e, 10D

GO T0

» NLGMAX NS

KGSOILS 0L

L.
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By LBOU IR L RETO NG GF T
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B31=ZERO
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O 97
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150 ANCE T = aTuUCTlraensTI

15 AN T0) =@ 08T+ a2% 0T

P R oy T 0

FE3 A (5, 10D

154 ANCA, TCI= ATRCTF+RERETE

L] S ANCE D0 =~ atubTFralsCTF

thd 33 DO G4 INV=1,NJ3

a4 ENCINV, 13=22EKO

1hi RNOINV 2 =2ERQ

159 DCINV 1) =ZERO

160 FCINVL 20 =7 ERO

144 o 34 I=1.é

6 Hasi=as (-1 10

163 DOINV 1 =D I 1)+ KB{TNV, TGS RXNCIE, 1)

féa 34 DOINV, @) =DCINVL ) - KGUINV, TCSYRENCTC, &)

160 DO S% T=1.NJ

Féd LO 3% Tk=1.3

167 NLA 6 - 10+ 85 TR~ 17

168 INVa3n (T 10+ IR

1&Y DO 3% (=12

170 NLD=NLAUX+IC

171 30 ETADNLD IPCY=D TNV, 13

17e DG &1 T=tun

{73 HoB=ax (-1

174 INV=Ga(T~1)

17% AK=MINOCT Y /MAXLCT . )

176 DO 37 I0=1.2

177 DO G7 =1, 4

178 ANT CHL TO = TK%XNCEL, T

1#w DO 36 TEE=1,46

tHi 6 ANT CIL, T =ANL (UL XEYHKRAUX CIL » TCS, D #D CINVH LGS, 10D

181 37 RNCINVHTL TC=RNCINVHTL » TG+ aNTCTL - 10

a2 F O LBAECTY  LEQ.  NULO ) GO T0 39

183 DO 38 TCi=1.2

164 AT=ANT T, 10

185G AS=ANT (2, 10

18H& IO IO =AMRCTET(D y-APRSTET (T )

tar AT G TC) =0 n8TETLD 1+Aa2%CTETL )

1684 AT=aNI{4, 10)

168y FesaNT (e 10D

190 AT (4, TEI =R tRCTET CL4 1) ~ Q2% STET (T +

P91 S8 AT G I =G GTETCI 1)+ Q8% 0TET I

1 A% IF O TIPOCTY L FE&.  C*RETAT

It ANGI=FI(T)

194 RATOI=RATOCT)

195 DO 59 G21.9

196 pies i G

197 IPG=17# (1~ 12+M

18 NLAUK=T 4w (-1 +an{8-1)

179 FIG=aNGI=#(5-11/8,

Y U S S R NE . r\él J GG TGO 44

2011 O IPE-IP0 3 9 . 4b &0

£ A0 FID=aNGI-F I8

{13 CEID=EOSCRID)

204 SEAD=GINFID)

0% RO 41 (l=1.2

206 AECT, T =- AT (A TEYROF ID- &1 (5%, T aSEID
$ Al (A, TCIRRATOI% 1. ~CFID)

13
1)
GO TO a0
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Fl MO Ce e D= T Cay TEIRGELD-AT Oy TG wGF D

$ T (A, TUIRRATOIHGFID

Pt ST MTCGy TE=-alla, 10

{19 G0 DO 43 IE=1.3

S0 G 43 10=1,8

=11 NLF=NLA&UX O CLE -1+ 10

v % FTRONLE TFC =MICTR I

it B GO TG 49

214 44 GFIR=2005(FTS)

15 ERIL=RINGFISS

e1é 00 5% 10=1,¢

17 IOt 0= It 1CHRCFLE-RT(H, IO InBFTS

% RIS, TCIHRRATOIR (. - CF TS0

“18 MICEI0Y AT, IC#GFIS+aT (P, LG #CF IS
% AT (R, TCIHRATOIHREF LY

S OMICE, I AT{E,16)
GG T0 42

6 (F[o-(u%(f[‘)

h(r 47 l{ s
NI 1022 AT 10 P IS-aT (i, TCI#5FLS
% ~a TSy [EIsRATGIx (1, ~CF I8
NICE T = Al T RGFIGHAT (A, T0»=CF IS
% O T (3, ILIARATOIxEF IS
G4 NTCS, X0 AT(3., 10
DO 48 1E=1,3
BG4l =18
NLE=NLAUX+2% (IFE- 13450
af ETaL (NUE ) =NI (IR 16
GO 10 40
5% CONTINUE
GO TO ot
S0OLI=LACT
G &40 H=1,9
EEE S T B
IFB=17s{l-11-+M
NLAUX =040 (T~ 1)+ (G113
fAbal T {&H-13/78.

EF

SNE. GO 70 55
G- 1P ) SNy Y B

BT RGeL 1-A8

f'!i(h H:,}""‘ N N A )
IR L0 - RIS T+l (A, T %ES
TSI L T B C I S T O B PR
53 00 H4 dE=1.3
DO 5G T0=1 ¢
MLE=NLALKA 28 (IE -1 i+ 10
S ETANLE TPCY=MTCIE., 1L
G0 76 60
RIS EIC AT S § DL G
MICty 1= Al ( T 30D
MICa, T6= IR ICI+aT 8, T HaAS
TG OMICEI0e AT (G010
IS GO 10 53
Y 97 DO OHE O IC=1,2
TS HICT 0= A1 O, T
R N L0y AT 0 +al(d, Thynal
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NI T ad {3107

DO &Y IE=1,3 ¢

o By igs1.2

NLE=HLAUK % CTE- 13410

ETAL CNLE )= NI CIE » TG

GOOTO B

CONTINUE

CONTINUE

HON SN ERP

BO G (R=1.3

NE AL a8 (1)
iR

PIUNETON R B

NLE=NLAUK+I0

FRAnIENT

DOETTARONLR TP Gy =RNCINV, 10

B 73 I=td,w

IPS=d7 Rl T4 15

ERD =LA

NISNEN SR

e O Tiredly  JF@.  TRETAT 3 G0 10 &
SRS T S S

CF T :

SN RERSE
ROTOl=RET001)

B

Call, FLACUR (E-LBDI: W1 RATOTFIS, CFIS, 8FIS, FILX

F O T WNE. 03 B0 TG ad
IF ¢ IPS-1IFC ) AUy aH 63
DO A4 TC=1,2

Misdse (T-10+1C

MM+ 2

MA=M i+ 4

MAa=M1+6

tar i+ 8

Mmo=M1+10

N s Dot Clt 44 10

NetsNt+2

N3=N1+4

CRLIG=R0SFIS- kB Tada+ 1)
BELE=GINCF IS~ TETAT4 1))
FETATM T, IPCY= ETADIMAL TPCYRCE ISR TAD (M5, TPU IR GF

ETRT (M, IPU Y =-ETAD(MA, TPCIRGF 1G4 ETAD MY » IPCYROF

ETATME, IPCI=~ETAD (M4, IPCIRRATOIH (i, ~LF 1S

% TETAD (MU, TPCYRRATOIHGF TS

B HETAD (MG, TP

ETATCH - IPCo = ETATMA TFCYAFLACT 10 wETANT » IPC)
2 AFLACT, 20 RETAING . KD
; HELATSIRETAING, TP
ETATOM TFC = BTAT MG TPCI+FLXT 1y sETA N, TPUD
b A LXCE L G RETAING TR
ES AELXC2, 3IRETAING, TFU)
FIRT MG PR ETATORE, TPCIAFLACE, T 8E TAONT, IF0)
% AP LK (G ) RETAING, (PE)
3 AFLX{E 3r#ETHING TR
GO T0 75

DO &6 U=1:3

DO &6 TU=1,3

FLXCTL s By = (-1 was CHLATCHRFLX T, 1)

DO &7 IC=1.2

&
&
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NIy M=o (I-1)4 10
311 Ml
St Ma=M1+4
F1 N =T (T~ 104 244 10
S NZ=N1+2
318 N4 4
318 i"F ‘[ Ha r{;(.‘; (FIGS+TRETART ) )
317 SE L= NS ,i..""'} ” Teigd
318 ETATMT, IFC E:.'ff.{){HT:f?’[ PRCEFIS-ETADME IPCInBF IS
31 E TAT (M, TRC } ETaD M1, TPCYREF TS+ETAD M TP RCF TS
Sl ETAT M TRC =~ LTAD M IPC I RATOIR (1 - 0F T8
$ ~EaD M, TRCI#RATOT =5 TS
$ AETAD(ME, TPE)
s FAATOMT TP C e BTaTORT s TR ~FLYXCH, 13 RETAINT - TR0
$ SPLACT Ay sBETadMe. TRE)D
$ SFLACTy SonETANG, TP
S ETaT M TFE s ETATHE IPCI-FLE 1I8ETANT, TPG)
3 SELALR, RIRETAING IPC)
S SFLACE GaHETAING . TP
383 &7 ETATOMI IPCI= FTATME, IPC) LA TIETAINT (PG
ES SFLACS, 8B Ta NG (P
% “FLACS»SIHETARINS WP LD
GO TO 75
af LI=1.{IJ
DG &Y TL=1,3
ng &% IG=1,3
&Y FLATL 1LY =FERO
EJs=E#0FT
FLXCH 4 =LBDEsL 1AV 0720
FLXCE 2y=L T/ 0780
FLAGG 2)=LIns2, T
FLRCE, 3o=F L300
FLACE: 3=l Txx#3/F.0/724.0
WO 01 WNE. i GO T 70
LS N £ (8 LY i P Fets AL 70
PR TR V1 (R B ¥ W P
Mi=da{l-11+10
Me2=tt+a
IR S
Ma=Mi+é
MM+ 8
Mé=M1+10
NT=043 (0~ 10484+ 10

Crl% COSCTETACE+1 )

GFIS=EINCTETa I+ 120

ETadimt IPC = FTaDM4 IPCI=CFIS-ETAD(MS, TFCI=EF 1S
ETATIME IPC)= ETaDMA IPCIRSF IS ETAD (ME - AFCa0F 15
ETATOME TP = BTaDIMA XPCIaGF IsaL T80

: ETADCMS, TPCI=CF ) SsL 1 /2.0
if.
F
F

# AETAl{MA TRED

S FIRTOMTIPCYs FIATMT s IPCI+FLX I 1o ETANT . TR
53 ETaET M TPC I FETATIME, TFUITF LA R vETE NG IPG)
3 ‘ : FE LAy 3IAFETANG TP0S
354 A1 ETATME - IFG)= ETATMG TRCIHFL XS 20w F TadNe, TP
% TELA(S 39 sETAONR TR0
b G0 1O 75
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RIT Fo
a5y 0o 73

bl HA(I[ i,';
3y DO Fq I0=1.2

36 Mi=an{l-13+10

d6 Melstt e

S Ma=M1+4

463 N ek bt (1153404410

364 Netafl1+e

T3 N3=NT+4

3é&6 CFIS=COSCTETACT 3

367 EFT&E=GINCTETACL))

Jéb eTaTMT PR s FETADMTIPCI#CFIS-ETAD MR TP REF IS
S ETATME TREY= BETAD M TPCIREF TSHETAD M TP 0F 1L
/0 ETATIMI TP =-ETaD M1 TP eBF 1GxLIA2.0
~ETADIHE s IPC alF Thsl 78,0

+E

E

E

A s LA TG sPLYLTL T8

)
\
3

%
£ Tab (M3, TRC)

371 ETATMTIPCI= FTATMI - TFCI-FLX O T3 %ETANT TP
378 ETARTNE, TPFCH = ETATME TP -FLXGE 23 #ETadNS TP
$ SFLACR 3R Ta NG, IPCS
373 749 ETATIMI IPCI = ETAETIMI, IPCI-FLXCE, 20nb T ONS . TR
£ SPLA{E 30RETANG TIPS
374 F0 CONTINUE

R¥ay A6 CONTINUE

€36 30 30 46 06 08 91 36 6 96 SO FE FE 3T A0 40 € G0 0 30 56 H 300 IE 45 56 9€ 3 96 9 IV A0 IS 9 50 90 I S0 I0 96 90 96 6 6 38 FHA0 K 9

IMPRELEAQ DE RESULTADOS
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376 F7OREAD O LFEIT.78,END=EO 3 KL, THP
377 A8 FORMAT(A2.101)
a7t o0 KTL JFR&. Tt o
$OaALL IMPROSF /1L LDAMAK, TPUMAK N ML T THE S FE s
GdY F O KTLE&. "Rats
PCALL IMPROSZ7 2 LRAMABK TFUMAK N N LPT . IMP - ETAR )
a8 PO KT JRE&. TBMY
FOALE AMPROSZ/ 0 PMMAY . TRUMAKL NN LPT - IMP L F TR
ek Ire Kb WRG. TESY G
PCALL IMPRES (27 LESHAK, (IPCHMAK N LT, TMPETALETARLD
TTPE 79
v FORMAT O EREG -TiPO DE IMFRESEAO EREaADO (IGNORADG) ™)
GO TG 77
80 CENTINUE
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SQUBROTINA  INVGY

SUBROUTINE INVGJC(S,L1,N)
DIMENSTON GCLTLD

PO4 1=1,N

AUX=1./76C1,1)

GC1y )=

DO 1 J=1uN

S, D =aUXE (1,0

DO 4 K=1,N

IF K10y 400

AUX=G (K, 1)

S¢K,1)=0.0

DO 3 M=1,N

GCK MY =G (K, M) -aUXRG (T, M)
CONTINUE

RETURN

END

SUBROTINA FLXCUR

SUBROUTINE FLXCUR (E-LBD,JFR.FI.C:6» FL.X
REGL JFLBDK1-K2,KE3, K4, FLX(E,3)

Parametros auxiliares

CTE=R/(E#JI)
Kd=(ta+lBDY /2.
(2= (la-LBD) /2.
K3=K1/&.
Kéa=Ka/e.
S2=GIN(2.%F 1)

SRESTE

Caleulo da Matriz de Flexibilidade
da visga em balanco com & extremidade esqauerdsa

XCH )= CTE(KARF T ~K43%852)
X2, 1= CTEHKZ¥SS

X(3, 1= CTExR* (KA#F 1-K4x62-LBD%RE)

XCt, @)= FLXCE, 1)

KOE2)s CTEx (KT6P T +K4%82)

X{Gsed= CTEARX (K2%GH4LBDx (1.0 )

XC1:3)= FLHX(E: 1)

KR 3)s FLXCE )

LXC3,3)s CTERRR® (KA#F [-KAxG2--LBD* (2, %G5-F 1))

RETURN .
END

livre
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SUBROTINA EEPCUR

SUBROUTINE EEPCUR (ESLBD,JF,R,FILCe&y
$FIC,CFIC,SFIC, Kaa » X )
REAL M SLBD,KA1SK2,D(3,2),EQG(3:3),KAR(3B,3)» X (&)

Parametros auxiliares

CTE=R%R/ (E*.JF)
K1=(1.+LBD) /2.
o=l ~LBDY /2.
A=t 10
B=FI-FIC
SA=SFIC
SB=GINCE)
CA=CFIC
CB=COS(B)

Calculo dos deslocamentos devidos &« P e T
na extremidade livre da viga curva em balanco

D1y 1) CTEX(-K1%B%CA+K2%SBxC+LBD% (5-5R))

D2, 1)= CTEXR(-K2xS%#EB+K1%#B%SA+L.BD*(C~CA))
D(3,1)= CTEXR*(~K1#DB*CA+K2%EB*C+LBD* (G+8B~Sa-B))
CTE=CTE/R

DC1,2)= CTE*(KI1%B%CA-K2%5B*()

D(2y2)= CTEX(K2xSxEB-K1xBXEA)

DC3,2)= CTEXR®* (K1*BXCA-K2%SB*C-LBDXSH)

Calculo dos esforcos de ensastamento perfeito
extremnidade esquerda

Do 1 TL=1,3

DO 1 IC=1,2

XKCIL-IC=0.0

DO 1 TK=1,3

XCTL,IO)=X(IL,IC) - KAACIL, IK)%D(IK,IC)

Calculo da matriz de equilibrio aue traneafere
os esforcos da extremidade esquerda v/ direita

EQC1,1)=-0
E@(2,1)=~§
EQ(3,1)=0.
EQ1,2)= &

E@(a, )=
FQ(3,2)=0.
EQ{1,3)=R*#(1.-C)
EQ(2,3)=-R*§
EQ(3,3)=~1.

Calculo dos esforcos de ensastamento rerfeito
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extremidade direita
T~ Efeito dos esforcos da extremidade esquerdas

DO 2 IL=1,3

DO & TC=1,2

XCTLA3, 10 =0.0

DO 2 TK=1,3

XCILAZ, IC)=XC(TL43, TCY+EQ CIL , TKY%XCIK, IC)

du- Suprerrosicao do efeito do carresanento Ps=1 & T=1

XCAs1)=X(4,1)-R%(1.-CB)
XSy 1) =X (5, 1) 4R %8B
XCOr1d=XCGr 121
XC4,2)=X(4,2)~CH

X(5:2)=X(5,2)-5B

RETURN
END
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SUBROTINA RIGRET

SUBROUTINE KRIGRET ¢ E.G.L,JFJT, K )

[
REAL Ly JF»JT1:K{6:6)
W
¢ Parametros auxiliares
¢

1 = GxJT /L.
& fiodedy  HE® I /L
3 A3=6  KEXJF /L2032

4 Aq=12 RERJIF /L%ED
3 vl o RE X JF /L
«C

) DO A M=1.6
7 O 1 1IC=1+6
8 T KL 10)=0.0

¢
¢ Hatris de Rigider da Barra Reta Biensastada
[

2 Kt 1= a1
10 KA, 1)=~f1
11 K{e, )= A
1 K{3,2)=~A3
13 K Sy ) A
14 Kby e2)= AY
1% K2, 3)=-A3
16 K{3,3)= A4
17 K{%,3)=-A3
18 K{hr3)=-A4
14 Kty 4)=--a1
20 KC4a,4)= a1

21 K{ety b= a0
2 K(3,0)=-A3
23 K s 8= AZ
&4 K{As)= A3

w0 K{2+6)= AZ
26 K(3r»6)=-04
27 K{G,6)= A3
“8 K(6:6)= A4

RETURN
END
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SUBROTINA RIGCUR

SUBROUTINE R1GCUR (E.LED,JF.R.F1,£:8, K )
REAL JESLEDyFLECGT 3) s ERCTy3) 5K (Gr6)

Hatriz de flesibilidade da visa em balanco
com & extremidade
esqucrda livre

CALL FLXCUR (ESLBD,JF,R,FT,0: 85, FLX )

Caloulo da sub-matriz Lkawl
~ inverss da onabteie de Flesibilidade

Call INVGY) ( FLX »3:3)
DO 1 JL=1,3

o 1 1C=1,3

KOIL > 10 =FLXCIL » 10D

Hatriz de eanilibrio ~ transfere esforcos de a e/ B

EGCT»1)=-00
FQUR, 1) =-8
EQ{3,1)=0.0

EQet )= &
EQl2,2)=-0
EQ(3,2)=0.0
EQCT,Fy=R¥ (1.0}
EQ{2,3)=-Rx8
EQ(3,3)=-1.

Calculo da saub-matriz LkBAI=LEQI.LkAAD

DO 3 1l=1.3

bo 3 1C=1,3

KCIL+3,10=0.0

Bo 2 1K=1,3

KCIL 3G 10 =KL A3» TCY LGN » TR #K CTK 16D

Calculo dos coeficientes da sub-matriz Lkéaldld
~transrosta de [kBAD

KC1C, 1L +3)=K(1L+3,10)
Calculo da sub-matriz [EBRBI=LEQI.LkAB]

DO 4 Jl=1,3

DO 4 1C=4.4

KCIL+3,10)=0.0

DO 4 TK=1,3

KU +3, 10 =KEIL4G, TCY+EQCTL » KO =K (LK 1)

KETURN
END
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SUBROTINA IMPR

SURROUTINL THIRCS KT NLIN, IPCHAX  NLIM Ny LP T THP - MAT)
DIMENSION TTTULOCIR, 3 -ESFCI2) L DIRCIZ) » THP C10)
REAL MAT(NLIN, IPCHAX)

data

$TTTU.0/7 LINHAS DE INFLUINCIA DE DESLOCAM
$ENTOS NO APOYO 7,

% ’ LINHGS DE OINFLUENCIA DE R
$EACES NO A&POYIO0O 7,

% : LINHAS DE INFLUERCIA DE DESLOCAMENTOS NO
$ MEIO DA BARRA 7/,

$DIR/Y d it v € ¢ & 0 1 direcaao ¢ d ir
$ e cao I/

X B85 VA MOMUNTO TORCOR MOMENTO FLETOR FORE

$4 CORTANTE'/

DO 4 1L=1,NLTM

T=1HP$IL)

IJF ¢ ¥ WEG. O JOR. T .GT. NLIM ) return 1

NLAUX=6%(T~1)

WRTTE (LPT»1) (TTTULOCTAUX,KT)» IAUX=1,1),1,DIR
1T FORMATCIHAZ/ /7,697 =7 2712005, 31/71X,69C7-7)/7 B §7/7 A
$F. K711 12/57/7 R C© 57/7 KR @ I7IX. 307 P
% T=1  7)/° & 07 /1X869(7-7))

DO 4 J=1,N

DO & K=t,147,4

IPC17% (014K

KINT=(K+1) /2

CrE=0.125X CKINT-1)

o]

FORMATCIX T4 IXs 115X FELE, GF10L.5)
4 WRITE (LPT,5)

Y FORMATC )

return

END

W

P WRITE CLPT>3)KINTCTE, (MAT(NLE, TP C) s NLE=NLALX+ 1. NLAUX
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SUBROTINA IMPRES

sUBRGUTING IMPREGCE, LESMAX, IPCM&OGNLLPT, DHP L ETALETALY
i"'>'i' MENSTON ESF 120, IMF C10),
SETALLEGMAN, TREMAY Y L ETAL U P aMa
INTEGLE &
data
EGE ST MOMENTO TORCOER MOMENTO FLETOR FOR
o DORTANTE S
e IMPCT)
NLRUZsDGu i~ 1)
{'s(; B olL=1,%
= I (T 1)
I i" { H JF&. 0 Jreturn
TR P R ORI VT AL SN
WhITE (LFTS il Sy 1» ES)F
P EFOREMAT IR/ A A1 &% O =" 0 /R LUINHGS DE INFLUFNCIA DE B
$SFORCOS BOLICTTANTES Na SECAO “I11° DA BARRSG *T11/1%.6
PO -2 3/ B OBYSOBE K' =Tt 1085/ R S R OA
$ 14,30 EEN T IS8 G AR T
MaNLAUX TR (510
G 8 d=1,N
DG 7 K=1,17.8
PC=17= - 1i+K
KiINT=(K+13/8
Gk, 1,.?‘-ﬂ\K.lN'( =13
iFOo4IPS UNE. IPC GO GG 4
F K .EQ. 13 6O 70 &
iF ! & .,r'w 17 3 66 TG 4
WEETE (P 200y KINTCTE CETEINLE s IFCY s MLE =M+ 1y Mivd )
£ FORMAT T T 1 T 1 F S 5, T EY . 5,58 10,57
WRITELPT 30 L KINTCTE s (RTAL ONLE DYy NLE=M+1, M+ 6 )
SOFOGRMAT O A T 1 T 1S 5, T LR 5, S5E10. %)
3¢ 70 7
s WRTTE (LPT53 L KINT CTE  (ETANLE S PG s NLE=M+ 1+ M+ &)
SOFORMATCI T 4% T 1 P, 3, 4R 10 .50
GOOTo ¥
o WRITE (LPTEI0 KINTSCTE CETALSNLE )Y s NLE=M+1 « Fir o )
7 OLONTINUE
6 WEITE {LFT.%
¥ FORMATO )
return 1
KD




CAPITULO 11

CONCLUSOES

Considera-se que o presente trabalho se constitui
em boa introdugdo tedrica para o estudo de vigas continuas curvas
€m nosso meio.

Teve como objetivo principal a obtenc¢ao de linhas de
influéncia em vigas continuas de eixo curvo horizontal.

Além da apresentagdo do procedimento baseado no Pro
cesso dos Deslocamentos, que permitiu a elaboragdo de um programa
automdtico, com o qual se consegue a obtencao numérica das ordena-
das das L.Is., foi indicada uma maneira analitica de se obter 1i-
nhas de influéncia de vigas continuas curvas, baseada num Processo
Cinematico.

O Processo Cinematico de obtengdo de linhas de in-
fluéncia, de uso tradicional em vigas retas, pdde também ser apli-
cado em vigas curvas. Em vigas curvas isostaticas a sua aplicacgao
leva a cadeias cinematicas com 1 grau de liberdade cujo movimento
€ definido por equacdes simples, de facil obtengcao, e que sio tam-
bém as equagdes das linhas de influéncia. Para estruturas hiperes-
taticas o problema recai em resolver-se sistemas lineares de equa-
¢Oes, cujos coeficientes necessitam das equacdes diferenciais da

elastica da viga curva, trabalho desencorajador, visto a extensido
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das expressoes trigonométricas envolvidas.
As equagoOes diferenciais da eladstica da barra cur-

va, ohservadas as simplificagOes assumidac nag hipdteses, foram de
duzidas a partir das equagles diferenciais de equilibrio de esfor-
¢os e das equagoes de compatibilidade de deformacSes. As mesmas e-

quagoes diferenciais da elastica, para efeito de comprovacgio tedri
ca, foram encontradas também atraves de calculo variacional.

A resolugao dos exemplos mostrou que o programa FOR
TRAN escrito, baseado no Processo dos Deslocamentos, & eficiente
no cédlculo de linhas de influéncia de vigas curvas, com resultados
precisos dentro das hipoteses simplificadoras adotadas.

O tempo de computagao maximo gasto para resolver uma
viga continua constituida por 5 barras, calculando-se todas as li-
nhas de influéncia possiveis: 36 linhas de influéncia de desloca-
mentos nos nds, 36 linhas de influéncia de reacdes de apoio, 30 1i
nhas de influéncia de deslocamento nos meios das barras e 270 linhas
de influéncia de esforgos solicitantes foi de 9.7 segundos, utili-
zando-se o computador DEC-10 da UNICAMP (Universidade Estadual de
Campinas). Para armazena-las em disco, disponivel para proximos pro
gramas gastou-se mais 27 segundos. Para imprimir-se os resultados
O equipamento utilizado gastou, para o exemplo de 5 barras, a mé-
dia de 15 segundos por linha de influéncia.

Da maneira como elaborado o programa sempre calcula
e permite o armazenamento de "todas" as L.Is. relativas a uma es-
trutura; resultados que ficam prontos para serem utilizados por ou
tros programas, ja em fase de elaboragdo dentro da linha de pesqui
sa implantada na Faculdade de Engenharia de Limeira. Caso se quei-
ra utilizar o programa apenas para o calculo e impressido das orde-
nadas de algumas linhas de influéncia, deve-se proceder pequenas
modificagOes razoavelmente simples no programa, mantendo a sua es-—
trutura basica.

Os resultados para esforgos solicitantes e reagoes
de apoios, quando comparados aqueles ja obtidos por outros auto-
res, mostraram-se praticamente os mesmos. Em linhas de influéncia
de deslocamento nos pontos médios das barras, quando analisado um
exemplo simples, os resultados encontrados pelo programa sdo idén-
ticos aos obtidos através de calculo manual, utilizando-se o Prin
cipio dos Trabalhos Virtuais.

A existéncia de apoios inclinados, com pequena es-
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~ ~ ~ \ .
considade em relagao a direcao radial, para os exemplos analisa-

dos, alterou apenas ligeiramente os resultados em relacao aqueles
obtidos considerando as estruturas sem esconsidade. Isto se deve &
hipotese de "calculo de linha". A regido na vizinhanca dos apoios
deve ser analisada com detalhe devido & perturbagdes que a incli-
nagao dos apoios traz. Sugere-se que em préximos estudos, o nd on-
de exista apoio inclinado tenha "dimens3o finita", encﬁrtando—se o
comprimento dos tramos ligados a esse "macro nd".

Mesmo com as hipOteses simplificadoras adotadas o
programa de calculo escrito n3o deve ser considerado definitivo.
Inumeros melhoramentos podem ser inseridos: o calculo automatico
das caracteristicas geométricas momentos de inércia & flexdo e tor
G30; possibilidade de se considerar um ou mais deslocamentos "libe
rados" em alguma segao; a possibilidade de poder variar o numero
de pontos carregados em cada barra, isto €, o nimero de ordenadas
a ser calculado em cada barra pode ser variavel a critério do usu
ario do programa, s3o alguns dos aperfeigoamentos possiveis.

Outras hipdteses poderdo vir a ser consideradas em
proximos estudos. A variacdo dos momentos de inércia ao longo de
cada barra que constitui a viga continua, a consideracdo do empena
mento da segdo, sdo algumas sugestdes que se deixa para futuros tra
balhos.

Espera-se que o programa FORTRAN escrito, cuja lis-
tagem foi apresentada, seja de facil entendimento e esteja pronto
para ser utilizado pelos interessados, sem grandes modificacdes.

.Considera-se que o presente trabalho atingiu o obje
tivo a que se propds.
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