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NOTA

Na analise de instabilidade de estruturas de edificios altos, apresentada
neste trabalho, os processos de calculo empregados s&o aproximados, uma vez
que s&o utilizadas hipbteses simplificadoras que alteram os valores das cargas
criticas de instabilidade.

Sabe-se que no caso de painel plano constituido de dois pilares-parede
iguais unidos por vigas (sendo a estrutura de geometria uniforme com a altura), a
influéncia dos deslocamentos axiais dos pilares nas deflexes laterais e portanto
na rigidez lateral do painel como um todo, esta influéncia, de modo geral, em
exemplos observados, é bastante consideravel em painéis de altura até mesmo
moderada ou no caso de vigas horizontais muito rigidas, embora existam
estruturas especiais deste tipo de painel em que esta influéncia & maior.

Porticos planos possuem leis proprias que regem a importancia dos
deslocamentos axiais dos pilares na rigidez lateral (ver V Murashev, E. Sigalov,
V. Baikov - Design of Reinforced Concrete Structures - MIR Publishers, Moscou,
1971).

A desconsideracdo dos deslocamentos axiais dos pilares levara a uma

superestimagéo das cargas criticas o que é contra a seguranga.
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RES UMD

Este trabalho, dividido em duas partes, analisa
alguns efeitos de cargas verticais em estruturas de edifi
cios altos. A primeira é reservada consideragoes sobre a
perda de estabilidade de associagoes planas e tridimensio
nais de paineis, com o objetivo de determinar a carga cri
tica. A segunda parte trata da influéncia dos lintéis na
distribuigdo de esforgos em associagOes planas de paredes
com vinculos eldsticos na base. Em ambas as propostas uti
liza-se a Técnica do Meio Continuo, que consiste basica
mente em considerarem-se os elementos horizontais gque co
nectam os painéis, uniformemente distribufdos na altura.

As consideragdes para a determinagao da carga
critica das estruturas levam a uma equagao ou a um siste
ma de equacoes diferenciais homogéneas, de terceira ordem,
com coeficientes varidveis. Considera-se a soclugao aproxi
mada por Série de Poténcias, e o uso do computador € es
sencial.

Na segunda parte a técnica conduz a uma equa
cdo diferencial de segunda ordem, nac homogénea, e a coe
ficientes constantes. Agui a sclugdo encontrada € exata.

Em todo o trabalho, no final da formulagado de

cada modelo estrutural, resolve-se um exemplo numérico.



ABSTRACT

The analysis of some effects of the vertical
load in multi-storey buildings is presented in this work.

Firstly, considering the elastic instability in
bi and tri-dimensional association of shear walls and fra
mes, the critical vertical buckling load is determined.

After, is treated the lintel's influence when
occur the transfer of stresses between two or more walls,
that are connected by beams, when they are subjected to
different axial stresses. It is assumed that the walls
have elastic foundations.

In both cases, are used the Continuous Medium
Techniques, which consist of considering uniformly distri
buited along the height.

At the first part, the techniques 1leads to a
differencial equation or a system of three homogeneous
differencial equations with variable coefficients. The
chosen solution is the one throught Power Series and the
use of computer is essential for solving it.

At the second, the techniques leads to a non ho
mogeneous second order differencial equation with constant
coefficients and the exact solution is obtained.

In the whole work numerical examples are showed

for the studied cases.
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CAPITULOD I

INTRODUGAD

Nos grandes centros urbanos, a carencia de espa
¢o fisico tem direcionado engenheiros e arquitetos a proje
tarem estruturas de edifficios altos. Com a elevagao da al
tura destas estruturas, somou-se a engenharia estrutural
as responsabilidades inerentes ao caso, sobretudo noc gue
diz respeito a estabilidade e seguranga de tais constru
coes. Essa preocupacao se evidencia, principalmente, pelas
constantes contribuig6es recebidas nos Gltimos anos.

Referentes a perda de estabilidade de estruturas
de edificios altos destacam-se varios coclaboradores, den
tre os quais, GLUCK and GELLERT( 1). No nosso meio, ANTU
NES( 8 ), CARVALHO(1l), entre outros aqui nac mencionados,
porém de reconhecido valor.

Quanto as contribuigdes relativas a seguranga
das estruturas, por exemplo, as pesquisas preocupadas em
equacionar a distribuigao de esforgos entre os elementos
estruturais dos edificios, somam-se os trabalhos de ROS
MAN( 2 ), JORDBAAN( 3 ), MACLEOD and HOSNY( 4 ). Entre nds ci
tam-se STAMATO( 5), MANCINI( B)( 7)), FERREIRA(12), BARBOSA
(10), entre outros.

Neste trabalho as consideragoes sobre a perda de
estabilidade das estruturas serao dirigidas para a determi
nagdo da carga critica de associagoes planas e tridimensio
nais de paineis. Como segundo objetivo, estuda-se a influ
éncia dos lintéis na distribuigao de esforgos entre pare
des associadas. Em ambas as propostas, restringe-se apenas
aos casos de cargas verticais uniformemente distribufdas

ao longo da altura.



Reservado a analise de instabilidade de estrutu
ras para a obtengdo de cargas criticas, o Capftulo II con
sidera inicialmente paineis isolados, para em seguida tra
tar de associagoes planas e tridimensionais de paredes e
porticos, alem de um nlGcleo estrutural com dois eixos de
simetria. Para as associagdes planas, as ligagdes entre os
paineis sao tratadas em dois casos: primeiro com barras
bi-articuladas e depois com vigas.

Em todos os casos, as vinculagbes sao considera
das rigidas na base e utiliza-se a técnica do meio conti
nuo, processo que consiste basicamente em substituirem-se

os elementos de conexoes horizontais, no caso, linteéis e

lajes, por um meic continuo de rigidez equivalente unifor
memente distribufida ao longo de toda a altura do edificio.

As lajes sao consideradas diafragmas horizon
tais, com rigidez infinita no seu plano e nula transversal
mente, de modo que sO0 transmitem esforgos horizontais aos
painéis. Por lintéis entendem-se vigas bi-engastadas resis
tentes ao momento fletor e a forga cortante.

0 emprego da Técnica do Meio Continuo conduz a
um tratamento mais expedito do problema, pois torna-se re
duzido o numeroc de parametros envolvidos.

A interpretagaoc do comportamentoc de cada estrutu
ra € feita por uma equagao diferencial de terceira ordem,
homogénea com coeficientes variaveis.

Excetuando-se os casos de paineis isolados, no
final da formulagao de cada modelo estrutural apresenta-se
um exemplo numérico.

Nos Apéndices A e B, sao determinados alguns pa
rametros relativos as paredes e aos pérticos,‘ cujas obten
cbes sao feitas segundo MANCINI(7).

No Apendice C, apresenta-se as condigoes de con
torno e a solugao da equagao diferencial de terceira ordem,
desenvolvida por Série de Poténcias. 0 valor da carga cri
tica é obtido mediante a wutilizagado de computadores digil
tais. Apresenta-se tambem a listagem do programa gque resol

ve a série, cuja elaboragao deve-se a CARVALHO(11).



No terceiro capfitulo, analisa-se a influéncia
dos lintéis na distribuigao de esforgos entre paredes su
jeitas a tensoes normais que produzem deslocamentos axiais
relativos. Tais deslocamentos solicitam os lintéis, gue
proporcionam transferencia de carga da parede "mais carre
gada” para aquela "menos carregada”.

A analise desenvolve-se através de trés modelos
estruturais constitufdos por duas, trés e quatro paredes
associadas em série e com vinculos elasticos na base.

Como no Capftulo II, também utiliza-se a técnica
do meio contfnuo, onde todos os modelos estruturais esco
lhidos sao considerados dividindo-se a estrutura em pare
des isoladas e aplicando-se as mesmas, equagies de equilf
brio e de compatibilidade de deslocamentos. FEsta tecnica
conduz a uma equacgao diferencial de segunda ordem, nao ho
mogénea com coeficientes constantes.

No final da formulagdo de cada modelo, apresen
ta-se um exemplo numeérico, considerando-se dois tipos de
vinculagao: rigida e eldstica. Os resultados sdo apresenta
dos em graficos acompanhados de comentarios.

No Apéndice D, apresentam-se as condigdes de con
torno e a solugdo da equagao diferencial de segunda ordem
a coeficientes constantes.

Finalmente, no Capf{tulo IV, expoem-se algumas

consideragoes sobre o trabalho.
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CAPITULO II

INSTABILIDADE DE ESTRUTURAS DE EDIFICIQOS ALTOS

II.1 - INTRODUGAGC

Este capftulo aborda a perda de estabilidade de
estruturas de edificios altos.

Sao analisados seis modelos estruturais, sendo
eles: paredes e porticos isoladamente, associagaoc plana de
paredes e porticos ligados por barras bi-articuladas e por
vigas, associagao tri-dimensional de paredes e porticos,
e por fim, um ndcleo estrutural.

Em todos estes modelos escolhidos, considerados
rigidamente engastados na base, utiliza-se a técnica do
meio continuo, uma vez que, as estruturas mantém suas ca
racteristicas elasto-geométricas constantes ao longo da al
tura. Dependendo do seu formato em planta, o processo leva
a uma equagao ou a um sistema de equagoes diferenciais de
terceira ordem com coeficientes varidveis, cujas condigoes
de contorno e solugao desenvolvidos por Série de Poténcias,
constam do Apéndice C. A solugao por series € obtida me

diante a utilizagao de computador IBM-1130.

II.2 - PAINEL PAREDE

Chamar-se-d parede, aos paineis planos com rigi
dez transversal desprezivel, supostos perfeitamente rigi

dos a forga cortante a deformaveis a momento fletor. As pa
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redes 880 consideradas com segao transversal constante
ao longo da altura.

Define-se um sistema de eixos Oxz, contide no

plano do painel, sendo o eixo Ox horizontal positivo da es

querda para a direita e o eixo 0z vertical orientado da ba

se para o topo.
Utiliza-se o indice "w” para identificar os para

metros relativos a parede.

0 carregamento e constituido de carga vertical

a P uniformemente distribuida ao longo da altura z, e

a
plicada no centro de gravidade da secao transversal da pa
rede.

A convencgao de esforgos positivos e a indicada

na Fig. II.l.b.

i
r M, + dMy
Qw+dQw
———e——
l dz
1
Qe—
\\\,//Mw
z
o' x 7 /
(a) (b}
,»s positivos
Vista frontal da parede Convengao dos es*”

FIG. II.1 - PAREDE ISOLADA
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Do equilibrio no elemento dz da Fig. II.l.b, ob

téem-se:

de

"a".z— = - Qw,int P II.l
onde Qw int e o esforgo cortante internoc na parede.

Na equagdo da linha elastica do painel, conside

rando-se apenas a influéncia do momento fletor, tem-se:

M =EJ wu veee II.2

onde:
a) E e o modulo de elasticidade longitudinal da pare
de.
bl Jw € o momento de inércia da parede em relagao a
um eixoc passando pelo centro de gravidade da segao
transversal e perpendicular ao plano da figura.
c) uw € o deslocamento na diregdo do eixo Ox, no pla
no da parede.
Combinando as equagoes II.1l e II.2, pode-se es
crever:
Qw,int = “dw Y, sess II.3

onde jw rgpresenta o produto de rigidez a flexao EJW da pa
rede.

Na consideragao dos esforgos externos, gquando a
parede estiver submetida a um carregamento capaz de provo
car sua instabilidade, ela passara a ocupar uma nhnova posi
cao de equilibrio, conforme a Fig. II.2.a. A componente da
carga externa numa cota z na diregao da cortante Q

w,ext’
vale:
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—— awp ——
}
u
Y w,ext
H H
\ z /
1
—¥—b X mm%wm - —f*‘ W T
(a) {b)
Posicdo deslocada da parede Forca cortante externa

FIG. II-2 - CARREGAMENTO DA PAREDE

= - ! cen e .4
N awp[H z]uw II

w,ext

A condigao de equilibrio a forga cortante na pa

rede, permite igualar as equagoes II1.3 e II1.4, obtendo-se:

ny

] ' -
quw + awp(H z]uw =0 cees II.5

Com a finalidade de baixar a ordem da equagao di

ferencial II.5, adota-se:

.ess II.GC.a

TN

u' = dle) »ees II.6.D

a partir da equagao I1.6.b, pode-se escrever:
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(1] - l »
u = = d {g) .... II.B.cC
2
H
Substituindo as equagoes II.6 na equagao I11.5,
tem-se
j d"(e) + ap H3(1-€) d(e) = 0 I1.7
w w s s & & »

As condigdes de contorno e a solugdoc da eguagao
II1.7, que permite obter a carga critica da parede, sao mos

tradas no Apéndice C.

II.3 - PAINEL PORTICO

Chamar-se-a portico aos painéis planos com rigi
dez transversal desprezivel, supostos perfeitamente rfgi
dos ao momento fletor e deformaveis a forga cortante.

As caracteristicas elasto-geométricas do portico
sao consideradas constantes ao longo da altura.

Define-se um sistema de eixos 0Oxz, coincidente
com 0 que se usou no item anterior.

Utiliza-se o indice "f" para identificar os para
metros relativos ao portico.

0 carregamento o P € constituido de carga wverti
cal uniformemente distribufida ao longo da altura z, e as
similada como aplicada nos pilares do portico.

A convengao dos esforgos positivos € a indicada
na Fig. II.3.b.

Conforme STAMATO(5 ), a eguagao diferencial da
linha elastica do pdrtico, em fungao do esforgo cortante

interno e:

u T mmm— “ e s 0 II-B
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i
(9]

sendo:

a) s, a rigidez do portico a forga cortante, estima

do conforme, por exemplo, MANCINI( 7).

b) u, o deslocamento na diregao do eixo 0Ox, no plano

do painel.

Devido a carga externa, a forga cortante gue a
tua no pdrtico na posigdo deformada, € obtida de modo idén

tico ao que se fez no paragrafo anterior, de modo que:

= - ' .9
Qf,ext afp[H z)uf II
onde:
= . 8 & 8 IlO
O a, + a, II
e os parametros ai(i=1,2) representam a parcela de carga

absorvida pelo pilar i do portico.
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Novamente, a equagao de equilfibrio do pdrtico a
forga cortante permite escrever a partir da equagao II.8 e
II1.9 a seguinte expressao:

Sp - ufp(H—z) up = 0 eess IT.11

Neste caso, a solugdo da equagao II.ll que forne

ce a carga critica do pdrtico, € imediata.

p = s e 00 II-lZ

II.4 - ASSOCIAGAD PAREDE-PORTICO LIGADOS POR BARRAS BI-AR
TICULADAS

A Fig. II.4, mostra uma associagao plana de pare
de-pdrtico ligados por barras bi-articuladas aoc nivel dos

andarses.

v
e

v

/L

1>

Y

S

S |

/

/
7/

ol X T //////1)7#77 mrn mnmn t—

FIG. II-4 - ASSOCIACAO DE PAINEIS COM BARRAS
Bl- ARTICULADAS .
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Estas barras saoc assimiladas como rigidas axial
mente, de modo a garantir uma elastica dnica para o conjun
to, e por se tratar da técnica do meio continuo sao consi
deradas continuamente distribufdas ao longo da altura z.

0 sistema de eixos utilizados, o carregamento e
a convengao dos esforgos positivos, coincidem com os adota
dos nos itens II.2 e II.3 para a parede e o portico, res
pectivamente.

A forga cortante interna da estrutura € dada pe
la soma das forgas cortantes internas que atuam em cada
painel isoladamente. Entao, somando-se as equagoées II.3 e
I1.8, obtém-se:

Qint = _jw S'F RO II-lS

Do mesmo modo, a forga cortante externa que atua
na estrutura na posigao deformada sera igual a soma das g

quagOes II.4 e II.9. Portanto pode-se escrever

= - ! - ! cess 1I.14
Qext awp[H zlu' + afp(H zlu I
ou
= - ’
Qext o p (H-z) u ce.s II.15
onde
o =a + O eees 1I.18
w f

A condigao de equilibrio a forga cortante, permi

te igualar as equagOes II.13 e II.15, de modo a obter-se:

J Ut - {sf-ap(H—z]} u' =0 vee. ITI.17

Com a finalidade de baixar a ordem da equagao di

ferencial II.7, usa-se as equagoes II.6, obtendo-se:
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5 a"te) - stfd[€]+apH3(l—€]d(€) =0 .... II.18

As condigoes de contorno, bem como a solugao da
equaq%o IT1.18, que permite obter a carga critica do siste

ma estrutural constam no Apéndice C.

EXEMPLO NUMERICO - II.1

Pretende-se conhecer a carga critica uniformemen
te distribuida ao longo da altura, da associagao estruty
ral da Fig. II.4. A associagao € constituida de parede e
portico ligados através de barras bi-articuladas ao nfvel
dos andares.

0 conjunto mantém suas caracteristicas elasto-
-geometricas constantes ao longo da altura.

A parede tem segao transversal de 150x20cm, os
pilares e vigas do portico de 40x40cm e 20x40cm, respecti
vamente. 0 comprimento das barras bi-articuladas € 200 cm
e o das vigas do pdrtico, 400 cm.

A associagao tem 20 andares e a altura por andar

mede 300cm. Para E toma-se o valor E = 2 x 106 tf/mz.
a) Determinacgao de jw
0,20x1 503 -2 4
J o= —riXos = 5,625 x 10 “ m
w 12
j = EJ =1,125 x 10° tfm?
w W
b} Determinagao de Se
De acordo com a equagao A.6, de Apéndice A,

tem-se:
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12 E vin K
s = —— 7} K .
f h nea pen K
ben
0,40x0,40° -3 4
Jp = 5 2,13 x 10 " m
e
o o.zasxi0d -4 3
p 3.0 s X m
0,20x0,40° -3 4
1, - - = 1,067 x 10 " m
1,067x10 3 -4 3
K = =2 2fX22 - 2,87 x 10 @ m
\Y; 4,0
12x2,0x10° 4 2,67 x 10
Se™ X3'Dx 217,11x10 2 _Z )
’ 2x7,11x10 +2,67x10
= 1798 t
sf f

c) Montagem da equagado diferencial da estrutura
De acordo com a equagao II.17, tem-se:

112500 u"™ =~ | 1798-p(60-2) u' =10

onde considerou-se a = 1.

d) Apresenta-se na Tabela II.1l, os resultados da equagao

diferencial acima, resolvida por Série de Poténcias.



II-11

TABELA II.1

Teﬁ;o:eda Grau do Ra?zn;;al T N¥ ded Grau do Menor
Serie  |Polindmio| 2ol P00 eggiie @|Polindmio| Raiz Real
Positiva
3 1° 31,00 21 10¢ 112,37
4 1° 83,02 22 10°¢ 50,13
5 2° * 23 11¢ 54,56
B 2° 33,36 24 11°¢ 94,11
7 3° 44,5 25 12°¢ 54,50
8 3¢ * 26 129 | 55,77
9 4 35,82 27 13°¢ 83,14
10 4¢ 41,71 28 13°¢ 57,54
11 5¢ 98 28 14° 57,28
12 59 38,70 30 14° 59,11
13 R 6° 41,77 31 15° 58,21
14 B¢ 70,72 32 15°¢ 58,01
15 7° 282,47 33 16° 58,27
16 7¢ 43,40 34 16°¢ 58,20
17 g° 60,52 35 17¢ 58,17
i8 8¢ 150,57 36 179 58,189
18 ge 46,27 37 18°9 58,18
20 ge 55,62 38 18°¢ 58,19
38 19¢ 58,18
* 0 polindomio ndo possui raiz real positiva
logo,

pcrit B

58,19 tf/m
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II.5 - ASSOCIAGAO PAREDE-PURTICO UNIDOS POR LINTEIS

Um outro tipo de associagao entre parede e pérti

co € aquele cuja ligagdo entre os mesmos efetua-se atraves

de linteis. A Fig. II.5.a mostra essa associacgao.

//

\ /—\\ Qi+ 0y
W -
H \W§§§§§ : Mg

-
Qw
M
z
- '7////////// v Veeaeid Y reecncd
(a) (b)
Vista frontal da associogdo Convengao dos esforgos positivos

FIG.II- 5 - ASSOCIACAO DE PAINEIS LIGADOS
COM LINTEIS.

Neste caso, o portico reage com esforgos sobre a
parede, a nivel de cada andar, através dos lintéis. ' Por
tratar-se da técnica do meio contfnuo, esses esforgos sao
considerados continuamente distribufdos ao longo da altura.

Na Fig. II.5.b, estd representada a convengao
dos esforgos positivos sobre o elemento dz da parede, onde
"ms“ € o momento distribufdo aplicado no eixo da parede,
devido a presenga dos lintéis.

Admitindo que os lintéis saoc rigidos em sua dire
¢ao axial, os deslocamentos "uw" e "uf" sac 1iguais e aqui

chamados de "u” simplesmente.
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0 sistema de eixos utilizado e o carregamento a
dotado, sao os mesmos considerados em todo este trabalho.
Do equilibrio no elemento dz da parede, Fig. II.

5.b, e usando-se as equagoes II.1 e II.2,chaga-se a:

Qw,int = "qu + ms s e s e IIng

sendo m determinado segundo, por exemplo, MANCINI(7 ). De
finindo ¢B e ¢S como as rotagdes em uma segao generica da
parede, devidos ao momento fletor e a forga cortante, res

pectivamente, tem-se:

mo =Py ¢B + P,y ¢S eess II.20
onde os coeficientes "pl” e "p2" sac determinados de acor
do com MANCINI( 7), conforme demonstra-se no Apéndice B.
Para maior clareza ¢B e ¢S sao mostrados nas Figs. B.1 e
B.2 deste Apéendice.

Chamando ¢ = ¢B+¢S, e adotando a expressao apro

ximada

_ W
s = AT eer. IIL21

onde :

al A e a area da segao transversal da parede.

b) E € o médulo de elasticidade longitudinal, ,

Usando a equagao II.21 em II.20, obtsm-se:

30
- w
ms = p1¢ + _‘_A‘E—_‘ (p2-p1) LI I I ¥ II-22
ou, adotando-se "¢" igual a "u' ", tem-se:
30

= ' W
m,o= p,u’ ¢+ Y (pz-pl] ceea IT1.23
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Levando a equagao II.23 em II.19 e definindo

3

Y = 1- 'KE (pz-pll eaes 11.24
obtem-se:
J P
= - __‘M_ "e ___1. [}
Qw,int Y u'" + Y u eees 1I.25

A forga cortante no portico, obedecendo a mesma

convengaoc para esforgos positivos da Fig. II.5.b, vale:

8 = s u' veoe. 1I1.26

" ”n
2

onde "s a rigidez do portico a forga cortante, é estima
do no Apéndice B, conforme, por exemplo, MANCINI(7Z7 ).
A forga cortante interna total da associacao é a

soma das equagoes II1.25 e II1.26

= __vi X1} . )
Qint = Y u' + Y + s} u cees I1.27
ou
Qint = ‘Ja u'™ + s, U ceees 1I.28
onde
J
w
j T [ ) 329-
al Jg Y II a
Py
b] 8 = — 4 S “ 0 40 IIozgtb
a Y

A forga cortante externa na estrutura, &€ obtida
de modo identico ao item II.4, portanto, expressa pela e
quagao IIJ5. Para maior clareza, repete-se esta uUltima e

quagao.
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Qext = o p(H~-z)u ee.s II.15

onde "a” e dado pela equagdo II.16 do item anterior.
Do mesmo modo, o equilibrio da estrutura é obti

do igualando-se a equagdoc II.28 com a II.15. Escrevendo de

um modo conveniente, tem-se:

Jg oy - [sa— ap(H-z]}u = 0 evee I1.30

Como nos casos anteriores, com o objetivo de bai
xar a ordem da equagao diferencial da estrutura, usa-se as

gquagoes II.6 em II.30, de modo a obter:

jd"(e) - stad(el + apH(l-€)d(e) = 0 .. II.31

As condigdes de contorno e a solugao da equagao
I1.31 para a obtengao da carga critica da associagao estru

tural constam do Apéndice C.

EXEMPLO NUMERICO - II.Z

Considere a associacgdo parede-portico da Fig.
II1.5.a, em gque se deseja determinar a carga critica.

0 conjunto coincide suas caracteristicas elas
to-geométricas com aquele do exemplo numérico II.l, exceto
que as barras bi-articuladas sao substituidas por 1linteéis

de igual comprimento e segdo transversal de 20 x 40 cm.

a) Determinacao da rigidez s do pértico

De acordo com a Fig. B.2 do Apéndice B, pode-se

escrever:
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a, = 2,00 m
= 1,50
bl m
-3 4 -4 3
J1=3,= 2,13x10 " m , k;=kz= 7,11x10 " m
3" 1,067x10° 3 nt K= 2,67x10 % n3
1,- 1,087x10°° Ky = 5,34x10" % 3
e usando as equagOes B.8, obtém-se:
-4
g = (12x7,11+4x2,87+4§2,34]x10 - 21,978
2x2,67x10
e
(12x7,11+4x2,67)x10" %
¢ = 2 ’ = 17,978

2x2,t37><10'4

substituindo os valores de 6 e 4 acima, nas equagoes B.S,

encontra-se:

_ 12(7,11—7,11x21,978)x10'4-2x5,34x10'4[1+3x1,50/2x2)
2x2 ,67x 107 1-21,978x (12x7, 11+4x2,67)x10" "

8,612 x 10 °

(>4
i

g - 12x7,11x 10" %-17,978 12x7,11-2x5 ,34( 1+3x 1,50/2x2) x10 7
2><2,Es7><1o'4-17,978(12><7,11+4><2,67+4><5,34)><1o'4
-1
B = 4,944 x 10

e segundo as equagoes B.12 do Apéndice B, tem-se:

6 -4
5 - 12x2,0x103x7.11X10 (1-8,612x10"

1

)
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s = 789,49 tf
A

e
12x2,0x10°x7,11x10" % -1
SB= - 2 {1-4,944x%x10 )
3
s = 2875,85 tf

B

portanto, pela equagao B.13, vem:

s =5, * sg = 3665 tf

b) Determinagdo de Py» Py B Y

Segundo o Apéndice B, e de acordo com a egquagao

B.16, tem-se:

2,0x108x5,34x10'4

[4+2x4,944x10—1 +
1 3
o 321,50 (5.4,944x107 14 1'501]
2 2
p, = 4374,77 tf

e pela equagdo B.13, onde B agora € dado por B.20.b, ou se

ja,
-4 -4
g - 12x7,11x10 -17,978(12x7,11-2x5,34) x10
2x2,67x107"-17,978(12x7 ,11+4x5,34+4x2,67)x10 " *
-1
B = 5,97 x 10

encontra-se p
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6 -4
B 2,0x10 x5,34x10 -1 3x1,50
P,= 3 3+2x5,97x10 " (1+ TXT 0
3x1,5
b —
2,0

p, = 3128,26 tf

de acordo com a equagao II.24, tem-se

Y = 1- 3 (3128,26-4374,77) = 1,0062

0,3x2,0x10

c) Determinagdc dos paradmetros de rigidez do painel

3
300« L220x1.90 L5 625 x 1072 o
w 12

2

3 EJ = 1,125 x 105 tfm
w w

utilizando as equagoes II.29, obtém-se:

111807 t'Fm2

Co.
L]

8013 tf

[
"

d) Montagem da eguagao diferencial da estrutura
Substituindo os resultados encontrados acima

equagao II.30, com o = 1, tem-se a equagao diferencial

sistema estrutural dada por:

111807 u'" -|8013-p(60-2) u' =0

)+

na

do

e) A solugao da equagao diferencial anterior, por Serie de

Potencias,forneceu os resultados apresentados na Tabela

I1.2.
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TABELA II.2
N? de Grau do Menor N? de Grau do Menor
TerTo? da Polindmio Raiz Real Ter@o§ da Polindmio Raiz Real
Serie Positiva Serie Positiva
3 1° 134,58 28 13° 162, 26
4 1° 403,75 29 14° 179,30
5 2° * 30 14° 233,97
6 2° 136,88 31 15¢ 167,40
7 3¢9 172,63 32 15¢ 178,31
8 3¢ * 33 16°¢ 224,38
9 49 139,22 34 16° 174,29
10 4° 161,72 35 17¢ 178,70
11 59 282,10 36 17° 216,82
[ 12 59 141,69 37 18° 290,88
13 6° 157,43 38 18° 182,90
14 6° 228,22 39 19° 210,04
15 7° 144,68 40 19°¢ 276,33
16 7° 155,64 41 20° 186,88
17 8° 207,10 42 20° 200
18 8° 148,75 43 21°7 264,63
18 g° 155, 35 44 21° 180,27
20 g9 185,31 45 22° 183,51
21 10°® 156,52 48 22° 183,32
22 10°¢ 156, 34 47 23° 191,86
23 11° 187,71 48 23° 192,65
24 11°¢ 265,65 48 24° 182,67
25 129 158,61 50 24° 192,43
26 129 182,53 51 25¢° 192,54
27 13° 246,891 52 25° 192,55
* 0 polindmio nao possui raiz real positiva.
logo,

P

crit

= 182,57 tf/m
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II.6 - ASSOCIAGAO TRIDIMENSIONAL DE PAREDES E PGRTICOS
Considere-se a Fig. II.6, onde representa-se eam

planta, uma associagao de painéis planos constitufda de pa

redes e porticos ligados através de lajes.

RN Pw

\
\\
\,

FIG.II-6 - PLANTA TERREA DA ASSOCIAGAQ

E definido um sistema global de referencia Oxyz,
sendo o eixo 0z vertical orientado da base para o topo do
edificio.

Em cada painel, define-se um sistema local de re
ferencia Ox'y'z', sendo 0z' vertical contido no plano do
painel e com o ponto 0 na base do edificio. Um vetor unité
rio na diregao do plano da parede ou do portico define a
posigao dos mesmos, atraves das coordenadas a, b e c 1inde
xadas por "w” no caso de paredes ou por "f” no caso de p6£

ticos)onde a e b sao os cossencs diretores deste vstor em
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relagao a Ox e Oy, respectivamente, enquanto c € o momento
em relagao ao eixo 0z,positivo se for dextrorso.

No plano do painel, o deslocamento "ui" e 0s es
forgos Mi e Qi (para i igual a "w" ou "f", no casoc de pare
de ou portico, respectivamente) obedecem as convengoes de
sinais adotadas nos itens anteriores.

0 carregamento em cada painel e constituido de
carga vertical uniformemente distribuf{da na altura z, tal
como nos itens II.2 e II.3.

Os deslocamentos do diafragma genérico numa cota

z, em relagao ao sistema glohal de referéncia, serao:

u - deslocamento do ponto 0z no sentido de Ox.
v - deslocamento do ponto Oz no sentido de 0Oy.
8 - rotagao do diafragma em torno do eixo 0Oz.

onde o ponto Oz situa-se na interseccado do eixo 0z <com o

diafragma geneérico.

a) Determinagao de Qint

As forgas cortantes nas direcoes de Ox, Oy e o

momento €M torno do eixo 0z podem ser escritos:

- 3 "o + ! “ s e s . 2-
QI , = Z ] [¥] a Z S'F U+, a+_ II 3 a
l;l - }: 'I l"” l) ' z: S U ! b * o & B I I ] 32 . b
int:y W W W ‘F 'F 'F
i " ' . a8 & 6 II.32.
Q. , = - Z ] U c t E S'F LI'F C‘F c

onde:

a) jw representa o produto de rigidez a flexao EJw de

cada parede.

b) s. &€ a rigidez a forga cortante de cada portico in

f
dividualmente.
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Escrevendo "uw" e "uf" em termos dos deslocamen
tos dos diafragmas, tem-se:
Uu =a u+b v+gc 0 .ve. II.33.a
w w w w
Uug = a, u + bf v+ o, 6 «ea. I1.33.b
substituindo as derivadas correspondentes das equacgoes
I1.33 em II1.32, resulta:
Qint,x= —Zgwaw[awu -+bwv e, )+ ZsfaF[aFu +va +cf6 )
cee. IT1.34.4
Qint,yz —Zgwbwtawu +-bwv +cW6 ] o+ Zs{b{[aFu +va +c{6 )
va.. IT.34.D0
Qint,z= -ZJWCW(aWu + bwv +cw6 I Isch[aFu +b$v +Cf6 )
IT.34.c
ou, em forma matricial:
W _J J J ] [ IHW B 1 [ lw
Qint,x aa ab ac Y Saa Sab Sac Y
\ Qint,y T Jba Jbb ch VUt Sba Sbb Sbc 1Y
Qint,z Jca Jbb Jcc 0 Sca Scb Scc 0
L ] L. 4t J L J J
.. II.35
onde :
= i cee .36,
Igh ) iy, By Ny II1.36.a
w
.2« 11.36.b
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com "g" e "h” representandoc qualguer uma das coordenadas
"a"’ "b" e "C".
A equacgao II.35, escrita numa forma mais compac

ta, fica:

o, .} =-[3] W+ [s]{u"} eeu. II.37

onde :

} - vetor das forgas cortantes internas nas

al {Qint

trés diregoes.

| Qint.x W
0, +1 - Ont,y «... II.38.a
| Qint,z
b) [J] - matriz de rigidez a flexao
—Jaa Jab JacT
[4] = Joa  Top Juc eve. II.38.D
_Jca Jcb Jch
cl] S - matriz de rigidez a forga cortante
— .
Saa Sab Sac
[s] = Soa  Spp  Spo | cee- II.38.c
_Sca Scb Scc_
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d} {U} - vetor dos deslocamentos do diafragma gené
rico.
u |
{u} = {v ... II.38.d
9

b) Determinagao de Qext

Para cada um dos trés deslocamentos possiveis

dos diafragmas aparecem forgas cortantes externas segundo
as diregoes de Ox e Oy, e momento em torno do eixo Oz. Es
se momento e essas forgas cortantes sao determinadas a se
guir, considerando-se separadamente cada um dos deslocamen

tos u, v e 6.
b.1) Deslocamento na diregao "u"

Seja na Fig. II.7, o deslocamento "u” do diafrag

ma, positivo na diregao e sentido do eixo Ox.

yi Y\ (/~\
(o :
dA
X
LI g s aplH-zIV | Xw
I | Odavu’
| Ly,
1 - 1 -
0 X o] X
(a) (b)
For¢a cortante no pdrtico For¢ca cortante na parede

FI6.IT-7 - DESLOCAMENTO NA DIREGAO "y "
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As forgas cortantes externas nas diregoes 0Ox, Oy
e o momento em torno do eixo 0z, serdo positivos quando,
respectivamente, coincidirem com o sentido dos eixos Ox e
Oy e provocarem momentos em relagao a 0z no sentido anti-
-horario para um observador olhando do topo para a base.

Chamando de (xf, yf] e [xw, wa as coordenadas

do pilar do portico genérico e do elemento infinitesimal
de area dA da parede genérica, respectivamente, as forgas

cortantes em uma altura z, que aparecem nas tres diregoes

~

s8ao:

b.1.1) Para o portico

= T - J " e 0 0 II.39-3
Qf,ext‘x afp(H 2)u

= ) IInagub
Qf,ext.y 0

= - - ’ LI ) II-BS:C
Qf,ext.z afp(H 2 Ve U

onde H € a altura do edificio.
b.1.2) Para o elemento infinitesimal dA da parede

g dA u' eoses II.40.a

d Qw,ext.x )

d Qw.ext,y = 0 ... 1I1.40.D0

d Qw,ext,z = -0 dA Y u' «ses IT.40.c
onde

o = tP H72) ce.. II1.41
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Integrando as equagdes II.40 e usando II.41, ob

tém-se:

Qw.ext.x N awp[H—Z) u e a0 II.42.6
N O e L .

QW.ext,y .. IT.42.b

0 ext.z ° -a p(H-2] Yog U vu.. II.42.c

onde yCg € a ordenada segundo o eixo Oy do centro de gravi

dade da segao transversal da parede.
b.2) Deslocamento na diregado "v"
Impondo o deslocamento "v"” positivo na diregao

e sentido do eixo Oy, Fig. II1I.8, e conservando as conven

goes de sinais e nomenclatura da figura anterior, tem-se:

yp /0 y by
}
Agp(H-Z) V' Gadav
X Xw
| |
y Y
| f Y
l - | -
0 X 0 X
(a) (b)
Forgca cortante no partico Forgca cortante na parede

FIG TI- 8 - DESLOCAMENTO NA DIREGAO " v"
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b.2.1) Para o pdrtico

=
Q'F,th,x 0 LA B II|43|a
Of)ext,y = afp(H-Z) V' LI I ) II-43tb
Qf’ext,Z = a.Fp[H’—Z) x’F V' s s e II.43-C

b.2.2) Para o elemento infinitesimal dA da parede

d Qw,ext,x = 0 s s s II-44.a
= '

d Qw,ext,y o dA v eeses 11.44.,b

d Q = g dA x v’ seose 1I.44.cC
w,ext,z W

Integrando as equagoes II.44, e usando novamen

te I1.41 chaga-se a:

= D * 8 8 0 Y .
Qw.ext.x IT1.45.a
Ow.ext,y = %wP M-zl v .... II.45.b
Qw,ext’z = awp(H-z) ng A ] II.45.C

onde xCg € a ordenada segundo o eixo 0x do centro de gravi

dade da segao transversal da parede.
b.3) Deslocamento na diregaoc "6"
Para a rotagao "" imposta, fig. II.8, manten

do-se ainda as mesmas consideragoes adotadas nas figuras

II.7 ¢ 11.8, tem-se:
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o ,
_'}— - — _/L T — = —7(
4 /7
!
0 L, | A S
dK y
% ! A/V | v />e B ;
| /s
N B ! o —— >
0 ! X 0l X
X¢ i Xw
(o) (b)
Forga cortante no paortico Forca cortante na parede

FIG. II- 9 - DESLOCAMENTO NA DIREGAO "©"

b.3.1) Para o portico

Q'F,th,x _afp[H—Z] 6 d'F sen B e e s II-48.a
Of, oxt,y - OgP(H-2) 8’ d. cos B ... I1.46.b

W = g .p{H-2) 6° d2 I1.46.c
'F,-BXt,Z 'F -f LA . [

a partir da Fig. II1.9 obtém-se as seguintes relagoes:

i
a

d_ sen B X cos B veese 1I.47.8a

f £ £ £

<
]

i
[uX

y.,&6 = dw sen B X cos B +e0s I1.47.b

levando as equagoes II.47.a nas equagoes I1I.46, resulta:
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Q

f,ext,x

Qf,ext,y

]

Q

f,ext,z

d Qw,ext,x

d Qw.ext.y

d Q

w,ext,z

usando as equagoes II.47.b,

d w,ext,x

d Q

w,ext,y

d Qw,ext,z

integrando as equacgoes

Q

w,ext, x

it

Qw.ext,y

i

Q

w,ext,z
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-afp(H—z] y

2
afp[H-z) d

-g dA 8'

c dA 9’

9l

g dA 9’

-0 6

IT.50,

—awp[H—z] Veg

= afp(H-z] x

Y

.F

.F

.F

6

8

d
W

d
W

d

fica

dA

6'

b.3.2) Para o elemento infinitsesimal dA da

sen B

cos B

usando a

awp(H-z] xCg

awp(H—z]

J

+J

X
A

lembrando ainda a definigao de momento

6 ’

6 ?

e ’

parede

equagao II

de inércia

., I1I.48.a

. I1.48.b

. IT.48.c

. IT1.49.a

. II.48.b

. II.49.c

. IT.50.a

II.50.b

. I1.50.c

.41,

,obtem-se:

e

.. II.51.a

. II.51.b

. IT.51.c
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Somando os efeitos para os trés deslocamentos

tem-se:

b.4) Nos porticos

Of oxt,x” %gPlH-Zlu'-a.plH-z)y . 6' .... II.52.a

Qf.ext,y= afp(H-Z]V +GFD(H-z)xf 6 «vse II.52.b

Q ¢ ] D(H‘Z)y u'+o p(H-z)x_ v'+a D[H“Z]dza'
f.ext,z f f £ £ £ F

L I I IIISZ.C

Para o conjunto dos porticos, em forma matricial,

vem:
[ ™ 10 )
e, ext ,x 1 0 -Ye u
Q‘erxt,y,f - EG"FDEH_ZJ D l X'F < \ r LI ] II.SS
2 r
QF,ext,z - yF Xp | d{ 6 J
A . —J \
ou
{Q‘F,th} = E (]..FD(H‘Z] [P'F] {U } vees II.54
onde:
al {Qf ext} o vetor das forgas cortantes externas de
vidas aos porticos,e
1 3
QF,ext,x
= eese II .55,
{Qf.ext} ) Qf,ext,y > a
Lgf,ext,z
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i -y, |
b) 1 0 e
\ [P.F]= O 1 x_F v e II-SS.b
2
Y % de |

e {U'} ¢ dado pela derivada primeira do vetor dos desloca

mentos do diafragma generico, equacao II.38.d.

b.5) Nas paredes

Ou.ext.x = a,p(H-z)u -awp[H-z]nge «e+. II.56.a
= a p(H-z)v'+a p(H-2z)x @' .... II.56.b
w,ext,y W W cg
Ou.ext.z ° —awp(H—Z]ycgu +awp(H—szCgv +
J +J
+ o plH-2) 2 g I1.56.c

do mesmo modo, para o conjunto de paredes, tem-se, em for

ma matricial:

_ o 1
Y, ext,x 1 0 Voo u
< Qw ext,y » = L o p(H-z) 0 1 % vt
2 3 w W Cg
Jx+Jy
Qw,ext,z —ycg xcg A ¢} eesn IT.57
L - —_ -~ ~ -
ou
= H_ P U' * ¢ 00 .58
{0, oxe? anp( z) | w] {u'} I1

onde:
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a) {Qw ext} o vetor das forgas cortantes externas de

vidas as paredes, e:

Qw.ext,x
{QW.ext} ] Qw,ext,y ' «e.s II.58.8
Qw.ext,z
b)
m L . ] _
ycg
[P.] = |0 1 x ... II.59.b
W cg
J +J
- X X
yCE Cg A

e {U'} € dado pela derivada primeira da equacao II.38.d.
A forga cortante externa total na estrutura e a

soma das equacgoes II.54 e II.58,.

{Dext} = é afp(H—z)[Pf]{U-}+ EGWD[H_Z)[PW]{U'}
«eses II.60
definindo
[Pesl= ; acp [Pg] ve.. II.B1
e
[Pey) = Z o [Pl .. I1.62
substituindo-se as equagoes II1.61 e II.62 em II.60, oh

tém-se:
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fo_ b = W-2)[p J{ulsti-2)[p_ [{u'} ... 11.63
ou

{o_, ) = tH-2) [P ] {ur) ve.. II.64
onde

[Pr] = [Prel + [Py, ] vee. II.B5

A condicdo de equilibrio € obtida igualando-se

as equagoes II1.37 e II.64 que, escrita de uma forma conve

niente, fica:

[3]tu"}y- [s] {u'} + H-2) [P ] {u'} = {0}

eoes II.BB

Com a finalidade de baixar a ordem do sistema de

equagao diferencial II.66, define-se:
{d(er} = {u'} eev. II1.67.a
de onde, pode-se escrever

{um} = 4% {d(e)} cees ITI.67.b
H

sendo € dado por II.G6.a.

Usando as equagodes II.B687 em I1.66, obtém-se:

[J]{d"(el}-Hz[s]{d(el}+H3(1—eJ[PT]{d(e)} = {0}

... II.B8

As condigdes de contorno, bem como a solugao da
equagdo II.68 que levam a obtengdo da carga critica do sis

tema, constam do Apéendice C.
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EXEMPLO NUMERICO - II.3

Deseja-se determinar a carga critica do sistema
estrutural da Fig. II1.10, constitufdo de paredes e pdrti
cos. Os ndmeros inscritos em circulos identificam os pai
néis, e os inscritos em quadrados identificam os pilares
dos podrticos.

Os painéis mantém suas caracteristicas elasto-
-geometricas constantes ao longo da altura.

As segoes transversais dos painéis 5, 6 e 7 me
dem, respectivamente, 25x200cm, 25x200cm e 25x250cm; en
gquanto as segOes dos pilares dos paineis 1, 2 e 3 medem
40x40cm. As segoOes transversais das vigas destes paingis
medem 20x 40cm.

As setas no desenho indicam o sentido positivo
dos deslocamentos. 0 edificio tem 20 andares com 3 metros
de altura por andar. Para E tomou-se o valor de 2x108tf/m2.

Em beneficio da clareza, deixou-se de enhumerar o

painel 4.

/N

y’ - ®

)

@
—_— -
% 20 x40 cm

N

L e

25 x 200 cm _—JF

E

e 3

g N

of| ik

@ | : —+

4l ©, X .

g
25x 250 cm L

L 4.00m | 200 ml( 4.00m ,200m

FIG.II- 10 - ASSOCIACAO TRIDIMENSIONAL DE PAREDES E PORTICO
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a) Momentos de inércia das paredes

a.l) Paineis 5 e B

3
. 0,25x2,00"  _ -1 4
5 5 15 1,67 x 10 m

ou

3,34 x 105 tfm

35 = Jg

a.2) Painel 7

3
J_ = 0,25%x2,5 | 3,26 x 10 * nm

ou

j7 = 6,52 x 105 tfm2

b) Momentos de inércia relativos aos pdrticos

b.1) Pilares

0,40x0,40° _

p 12

-3 4
2,134 x 10 ° m

ou

4 3

p _ 2,134x10 211 x 1074
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b.2) Vigas
0,20x0,40° -3 4
3, = > 1,067 x 10 ° n
cu
I, 1,087x10 ° 4 3
-'___.2..1'______.__)5_._____. = -
K, = T - 2,67 x 10 ' m

c) Rigidez do podrtico

Segundo a equagao A.6 do Apendice A tem-se:

8 -4
.- 12x2,0x10° 5 17, 11510" 2,87x10 .
’ 2x7,11x10 +2,87x10
= 1798 t
Se 7 f
d) Caracteristicas das paredes
Painel a b c J
W W W W
5 0 +1,0 0 3,34x105
6 +1,0 0] -2,0 3,34x105
5
7 +1,0 0 +2,0 6,52x10
e) Caracteristicas dos porticos
Painel af b~F c:f sf
1 0 +1,0 -6,0 1798
2 +1,0 0 -2,0 1788
3 0 +1,0 -2,0 1798




Os elementos da
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matriz de rigidez a flexao

e da

matriz de rigidez a forga cortante, sao obtidos wusando-se
as equagoes II.38, de tal modo que:
_ : _ -
986 0 636 1738 0 -3596
[3] = | o 334 0 [x 10”5 [s]- | o 3538 -14384
636 0 3944 -3596 -14384 79112
— -J - ol
f) Determinagao das matrizes posigaoc dos pilares dos p6£
ticos
Pela equagao II.55.b, obtém-se:
— - — b
1 0 -2,0 1 0 -2,0
[Py] =] O 1 -6.,0 [P]= | © 1 -2,0
-2,0 -6,0 40,0 -2,0 -2,0 8,0
L _ L i
_ - - T
1 0 2,0 1 0 2,0
[Py]= | © 1 -2,0 [P4]= 0 1 -6,0
Lz,o -2,0 8,0 Lz,o -6,0 40,0
g) Determinagdo das matrizes posigdo das paredes
Pela equagao II.59.b, ontém-se:
- 7 — =
1 0 0 1 0 -2,0
[P.]- | O 1 0 K p [Pg]= 0 1 3,0 | xp
0 0 0,334 -2,0 3,0 13,34
L - L .
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[P

H
o
-
N

-
~
[Sa
x
=

h) Para os quinhoes de carga para cada painel, tomou-se os

seguintes valores de a.

al = 0,125 as = (0,292
a, = 0,094 Qg = 0,1875
a, = 0,042 a, = 06,1875
0, = 3,072

Entao, usando as equagoes II.681, II.62 e II.65,

obtém-se:

1 O _0121
0 1 -0,0885

Pr] -
-0,21 -0,0885 11,531

i) Montagem do sistema de equagao diferencial da estrutura

De acordo com a equagao II.66, o sistema estrutu

ral da Fig. 1I1.10 fica representado por:

986 0 636 u™ 1798 0 -3596 ] u’ ]
3 -
0 334 0 % 10 v i- | 0 3596 -14384 | %\ v' ¢
636 0 3944 o -3536 -14384 79112 6
L. - 4 L —_ L J



+ (B0-2)

J) A solugado simultanea do sistema de equagao
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1 0 “0,21 |
0 1 -0,0885 | x p
-0,21 -0,0885 11,531

v' = {0}

diferencial

acima, por Seérie de Potéencias, forneceu os resultados a

presentados na Tabela II.3.

TABELA II.3

? 9
TeﬁTogeda szigaggo Ra?in;:al Te?gogeda Pgiiﬁaz?o Ra?ing;al
Serie Positiva Serie Positiva
3 3¢ 12,06 13 18° 32,34
4 3° 36,20 14 i8¢ 57,39
5 6°® * 15 21¢ 102,67
6 6°? 18,80 16 21° 36,15
7 g° 24,60 17 24¢ 37,93
8 ge * 18 24°¢ 38,02
9 12¢ 28,00 19 27¢ 37,45
10 12°¢ 27,64 20 27¢ 37,68
11 157 88,45 21 30¢ 37,72
12 15°¢ 96,72 22 30° 37,70
%* 0 polindmio nao possul raiz real positiva
logo,

pcrit

= 37,70 tf/m
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II.7 - NUCLEO DE PAREDES DE SEGCAOD ABERTA CONTRAVENTADAS

POR LINTEIS

Seja a Fig. II.11, onde mostra-se um nicleo es
trutural com dois eixos de simetria, compostos de duas pa
redes de segao aberta contraventadas por linteis ao nivel

dos andares.

>
] L
s . v
T ! S
| |
| i
| TR
|
B .
] S

18
©

-—— — -—

;
F

FIG II- 11-ESTRUTURA A SER ANALISADA

Para melhor definir a estrutura, considera-se os
sistemas de referéncias, conforme Fig. II.12.

I) Sistema local de referencia Dixiyizi em cada parede,

sendo os eixos Dixi e Diyi coincidentes com os eixos



II-41

principais de inercia da segdo transversal de cada

parede, e o eixo Oizi vertical orientado da base pa

ra o topo da parede.

II) Um sistema global de referencia Oxyz, sendo os eixos
Ox e Oy coincidentes com os eixos de simetria da se

gao transversal do ndcleo, e o eixo 0Oz vertical o

rientado da base para o topo.

—.—
(2]
>
(¢}
"

FIG. II- 12— SISTEMAS DE REFERENCIA

Na Fig. II.12, "b” e a distancia do ponto médio
do lintel ate sua extremidade engastada com a parede e "c"
a distancia entre o centro de gravidade do nlcleo e o cen
tro de gravidade de cada parede.

Os deslocamentos positivos sao aqueles indicados
na Fig. I1.13; para a rotagao considera-se o observador o

lhando do topo para a base do edificio.

FIG II- 13- CONVENCAO DOS DESLOCAMENTOS POSITIVOS
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As cargas uniformemente distribufidas ao longo da

altura, a.p e azp, estdao aplicadas nos centros de gravida

1
de das segoOes transversais de cada parede.

Para calcular o valor pCr ,que produz a perdade

it
estabilidade do conjunto, o calculo sera feito desenvolven

do inicialmente as expressoes dos esforgos internos na es

trutura como um todo, isto e, serao calculados a forga cor
tante segundo x, a forga cortante segundo y e o momento de
torgao segundo 8, em toda a segao horizontal da estrutura.

Devido a simetria conclui-se que:

a) Para deslocamentos u segundo x, tem-se apenas forga

cortante Qx.

b) Para deslocamentos v segundo y, tem-se apenas forga

cortante § .
y

c) Para deslocamento 06 segundo z, tem-se apenas momento

de torgao Q-

Passa-se a determinagao das equagOes de equilf
brio segundo x, y e z. Esta determinagao & encontrada na
bibliografia (7)), (10) e (11), tambem utilizando a técni

ca do meio continuo. E também suposto que os pontos médios

das vigas dos andares saoc pontos de momento nulo.

a) Deslocamento na diregao x

MANCINI{( 7 ) utilizando a técnica do meio cont{
nuo e desprezando os deslocamentos axials dos pilares indi
viduais e usando o equilibrio no elemento dz do nucleo,

Fig. II.14, encontra a seguinte equagao:

O = -J U'"‘" ch “ s s II.SS
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FIG.II- 14— ESFORGOS NO ELEMENTO dz DO NUCLEO

onde :

al Qx é o esforgo cortante na direcgao X, na parede 1
1

b) jy € 0o produto de inércia da parede 1 isoladamente,
1

em relagcao ao eixo Diyl.passando pelo seu centro

de gravidade.

c) As forgas cortantes que aparecem nos linteis, sao
consideradas uniformemente distribufdas ao longo
do espacamento entre os linteis, e aqui chamadas

de g.

0 valor de g € determinado compatibilizando os

deslocamentos nos pontos de momento nulo dos linteis.

A equagao de compatibilidade para tais desloca
mentos €:
3 3
u'c-q E%T = -u'c+q %%f eeses II.70

onde :

a) E &€ o modulo de elasticidade longitudinal.
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M

b) i o momento de inércia do lintel.

a altura dos andares.

M

cl h

Na equagao II.70, foram desprezadas as deforma
¢oes devidas a forga normal nas paredes e a forga cortante

nos linteéeis.

Escrevendo a equagao II.70 de um modo convenien

te, tem-se:

CI"g_E'[i'z—E}u' cee. II1.71

o

2
Qx = -j_ou"m o+ %%[ i [23) ]u’ vees 11,72
1 Y1 b
Como sao duas paredes o esforgo cortante total
na direcao x é:
Q= -2j u'"+ 3€ 2 1 [2012 u' IT.73.a
x Jyl 2h b3 - 8 8 8 L] L]

b) Deslocamento na diregao y

A forga cortante Qy, na diregaoc y, € determinada
de modo anélogo ao gque se procedeu para a forga cortante
na diregao x. Entretanto, deve-se observar que neste caso,

os lintéis ndo trabalham e a equagac de Qy fica somente:

Q. = -2 3, v'" eees ITI.73.b

onde jx € o produto de inércia de cada uma das paredes em

relagao ao eixo Oixl'
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c) Deslocamento na direcao 8

0 equilibrio a rotagdo na segao transversal do
nucleo, permite obter conforme BARBOSA(10) e segundo a Fig.
II.15.

parede a

< L
parede b
L____l;__1 _______

f
[

FIG.II-15- SECAO TRANSVERSAL DO NUCLEO

Q, = -J* 8™+ S* 6’ ee.. II.73.c
onde :
EA
* b 42 2, 1), 42, . 2
J* = 3 26(32b+22) * 3 23b26+36[21b+22)
* & 8 8 II.74'a
% _ 24Ei 2.2
S = 3(22b+22] za + ZG(Zth+Jta] oo II.74.b
h 21

"

Nas expressoes II.74 o {ndice "a” refere-se a pa
rede "a" assim designada na Fig. II.15; da mesma forma, o
indice "b" refere-se a parede "b".

Ainda nas expressdes II.74 tem-se:

a) E € o modulo de elasticidade longitudinal.

b) A é a area da segao transversal.
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c) j € o produto de inércia EJ.

d) 1 é o momento de inércia da segado transversal dos

lintéis.
el h € a altura dos andarss.
f) G & o modulo de elasticidade transversal.

g) Jt € o momento de inércia a torgao.

As equagoes I1I.73 representam a forga cortante

interna do nucleo, e podem ser escritas da seguinte forma:

Q. = -2j u'"™ + 2s u' ceas II.75.a
X jyl g
Q = -25_v"™ .00 II.75.D
y X1
Q, = -J* 8’ +s* @° ... II.75.0
onde:
s = 3E13 (2¢)? ce.. II.78
&  2nb
Passa-se agora a determinagao das forgas cortan
tes externas, devidas ao efeito de segunda ordem, guando

sdo impostos separadamente os deslocamentos u, v e 8.

Para o deslocamento "u” segundo o eixo Ox tem-se:

Q, = ap(H-z)u' eses II.77.a
onde 0 & dado pela expressao:

a = a; * a, cveeo II.78

e H e a altura do edificio.

Tem-se ainda para este deslocamento:
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Q = U [ I O ] II.77.b

Q = D LI I ) II‘77.C

Impondo o deslocamento v, obtém-se:

Qx = 0 eess II.79.a
Qy = (al+u2]p(H-z]v' eess II.79.b
QZ = (az—allp(H—z)v'c eese II.79.c

na equagao II.79.c, o momento de torgao positivo Q. € ague
le no sentido anti-horario.

Para a rotacao imposta 6, considera-se inicial
mente um elemento infinitesimal da parede a direita (parg
de 2), conforme Fig. II.16.

A forga cortante elementar na parede 2, e:

dg —— (H-2) dA26'r +ees II.8BO0

que decomposta nas trés diregoes dos deslocamentos fornece:

o,p
dQext,x = - K;_ (H-2z) dAZG y ssoes II.81l.a
o,p
o ———— - 4 LK TN B l8 L]
dgext,y Az (H-2) dA29 X II l.b
&P 2
= e - ' cvu e .81.
dQext.z A2 (H-2) dA29 r II c

integrando as equagdes II.81, tem-se para a parede 2:
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YA
dA
ﬁ L
y
B
(G
EEEESe— | C
(a)

Posigdo do elemento infinitesimal dA

(i/ X | =x
)

{b)
Deslocamento do elemento infinitesimal dA

FI1G. II- 16 - DESLOCAMENTO NA DIRECAO "©

&P
Qext,x = - 'A“z—‘ (H-z)86 J ydA2

Qext,y = 7\—2"— (H-2)86" J XdAz

- - ) 2
Qext,z = K;— {H-z)8 J r dA2

da mesma forma, para a parede 1, obtém-se:

¢ s n e

I1.82.a

IT.82.b

II1.82.c
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- -2 Gayer !
ext,x = ‘A_;-" H_Z) J ydAl o0 e 0 II;BS.a
alp
= - ]
Qext.y -KI" (H-2)8 J dil ... 11.83.b
%P 2
QBXt,Z T A (H-z)86 J r dAl +ve. 1I,83.c

observa-se que na equagao II1.83.b, os valores de x para a
parede 1 saoc negativos.
Somando as forgas nas duas paredes, observando

gue o momento estatico da segao em relagao aoc eixo x &€ nu

lo, e por simetria, gue A2 = Al = A, resulta:
Qext,x = 0 ve.. 11.84.a
Oty = (apmay) % (H-z)9" J xdA cv.. IT.84.b
parede 2
Ogxt,z = (@3%0;) 5 (H-2) 3., 0 ve.. IT.84.c
ou, de outra forma:
Qext,x =0 co.. 1I.85.a
Ogut,y = (8p70)) £ (H-2) m 0" vee. I1.85.D
gtz = (ay*ap) § (H-2) 3, 8" .e.. II.85.c

onde:

a) Mg € o momento estadtico da segaoc da parede 2 em re

lagao ao eixo Oy.
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b) Jz, € o momento polar de inércia da parede 2 em re

lagao ao eixo vertical Oz.

Portanto a farga cortante externa total, € dada,

a partir das equagoes II.77, II.79 e II.85.

Qext,x = ap (H-z} u voeo 1I.86.a

= - 4 - P.. - '
Qext,y o p (H-z) v' + (az al] A (H z]Mse

«ve. II.86.b

£
1]

- - ' By )
[a2 allp(H z)v'c + A(H z)J2 ¢

ext,z 2

I1.86.c

M

S
onde nota-se gue s = C.

A condigao de equilibrio permite igualar as equa

goes II.75 com II1.86. Escrevendo em forma matricial, tem-

-se:
r i — 7 (
-23 0 0 u™ 2s 0 8} u'
Yy g
0 -2] 0 PEAVARS + 0 0 0 < v -
X .
1
4] 0 -J* g*n 0 0 S * 6"
L J U J L - L J
B ] ]
o ] 0 u'
- p(H=-2z) 0 o [az-allc v = {0}
ol
z
- 2 '
;0 (az allc y | \e

eeo II.87



au

onde

[J]

{u}

Utilizando II.6.a,
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{uy - [s] {u'y + p(H-2) [PT] {u'l = {o}

1l

2]

2s
g

0 0
2] 0

X1

0 J*

0 0

0 0

0 s*

0 0

a [uz—allc
, ] aJZz
a, al c K

II1.67.a e II.67.b am

a8 o0 II.BB

vee. 11.88.a

IT.89.b

... 1II.89.c

«eo. 11.89.d

IT1.88
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com o objetivo de diminuir a ordem da equagao diferencial

do nucleo, fica:

[J]{d'"(e)}-HZ[S]{dtsl}+H3[l-e)[PT]{d(el} = {0}
.\.. II.90

A condigao de contorno, bem <como a solugao da e
guagao II.90, gue fornece a carga critica do sistema, cons

tam no Apéendice C.

EXEMPLO NUMERICO - II.4

Determinar a carga critica do nidcleo estrutural
da Fig. II.17. 0 ndcleo, composto de duas paredes de secgao
aberta contraventadas por linteis, fornece dois eixos de
simetria e € rigidamente angastado na base.

A estrutura mantem suas caracteristicas elasto-
-geomeétricas constantes ao longo da altura e suas dimen
s6es sao indicadas na Fig. II.17. As vigas tém segao trans
versal de 15 x 30 cm.

0 carregamento, constitufido de carga vertical u
niformemente distribuida ao laongo da altura, atuando nos
centros de gravidade das paredes.

0 ndcleo tem 60 metros de altura com 3 metros pa
ra cada andar.

2
Para E toma-se o valor 2 x 108 tf/m".

1,80m
«<|
" —
W
<
o
Qf__:
=
o] n<
‘G)
N

0.15x 0.30m
—— e e ————— | p———

E_
i 200m | ,50m |
i T T

2,00m
t

FIG II- 17 — DIMENSOES DA SECAO TRANSVERSAL DO NUCLEO
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a) Posigao do centro de gravidade das paredes

Sendo o eixo lel de simetria, conclui-se Facil

mente que o centro de gravidade esta sobre o referido eixo,

logo:

o (2,00x0,15x1,00)x2
2(2,00x0,15)+1,80x0,15

0,69 m
b) Momento de inércia das paredes 1 e 2

_0,15x1,80° 2,00x0,15°
= +2[
. X5 12 12

+ 2,00 x 0,15 x 0,807)

3 =3 = 0,560025 m"
X1 X7
e
. . 2
J = J = E\J = 1-120.050 t'FOm
Xl X2 Xl
0,15x2,00° 2
J =3 = (===2Xce- . 2,00x0,15x0,317) x 2 +
¥i Yo 12
1,80x0,15° 2
(2229X2.219 4 3, 80x0,15x0,69%)
12
4
3,3, 0,38671325 m
1 2
e
-
h| = j = EJ = 773426,50 tf.m”
y Yy yi



IT-54

c) Momento de inércia do lintel

3
i = 0’1513'30 = 3,375 x 107 % nt

d) Momento de inércia a torgao

1 3 ) -3 4
Jep =3 % 0,157 x 2,0 22,25 x 10 " m
3 =YX yxo0,15% x 1,80 = 2,025 x 1073 n?
ta 3
) -3 4
J, =23, +J,, =6,525 x 10 " m

e) Momento polar de inércia

0,560025 + 0,38671325 = 0,94673825 m4

C
i

f) Determinacao de S*

A = 2,00 x 0,15 = 0,30 m2

) O,ISxZ,DD3 _
X =22l fri o =

= 2,0 x 10 2 x lﬂstfmz

12
6 0,15x1,80° 5 2
j_ = 2,0 x 10° x —222%2 = 1,458 x 10°tfm
a 12
L, = 2,00 m %, = 1,50 m

8,0 x 10° tf/m°

i

2 =1,80m G
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Usando a equagao II.74.b, tem-se:

24x2,0x10%x3,375x10"*

3,0 x 1,50°

2

s* [2x2,00+l.50]2xl,80 +

+ 2 x 8 x 10° x 6,525 x 1073

S* = 167256 tfem?

g) Determinagao de s
Pela equacgao II.76, obtém-se:

5 -4
s - 3x2,0x10"°x3,375x10 (2x2,06)2

g 2 x 3,0 x 0,759

3]
L}

13579,52 tf

h) Determinacdo de J¥*

Pela equagao II.74.a, tem-se

2x106x0,30
4

J* 1.802(3x2,00+1,5032 +

2

+ % 2x2x105xl,80 + 1,458x105(2x2,00+l,5012

J* = 30190725 tfem

i) Montagem do sistema de equagao diferencial

Utilizando as equagoes II.83, e tomando para

al = az = 0,5, chega-se a:



Portanto o sistema de equacgGes diferenciais

ndcleo estrutural,

1546853

0

+ (B0-z) p

3]

1l

Tl*

0

2240100

0

1546853

conforme II.88,

0

30180725

II-56

2240100 0

0

U”,

evn

{ v'" _

1,0882

30190725

167256

1,0882

do
fica:
27159 0 0 u'
0 0 0 sv'yt
D 0 167256 g
L J 0 )
= {0}



J) A solugao simultanea do sistema de equacgao

acima, por Série de Poténcias,

I1-57

forneceu os

diferencial

resultados

da Tabela II.4.
TABELA II.4

N? de Grau do Menor N? de Grau do Menor
Ter@o§ da Polindmio Raiz Beal Termog da Polindmio Raiz Real
Serie Positiva Serie Positiva

3 3¢ 20,74 13 18° 80,35

4 3¢ 62,23 14 189 81,46

5 69 * 15 21°¢ 81,35

6 69 50,12 16 21° 81,24

7 99 57,94 17 24° 81,28

8 g¢ * 18 24¢9 81,28

9 12°¢ 79,54 18 27° 81,28

10 12° 73,06 20 27¢ 81,28

11 15°¢ 87,66 21 30° 81,28

12 15¢ 82,14 22 30° 81,28

* 0 polinomio

nao possui raiz real positiva

portanto,

crit

81,28

tf/m
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CAPITULO III

INFLUENCIA DOS LINTEIS NA DISTRIBUICAD DE CARGA VERTICAL
ENTRE PAINEIS-PAREDES COM VINCULOS ELASTICOS

III.1 - INTRODUGAOD

As associagoes planas de paredes unidas por lin
teis, sujeitas a carga vertical, despertam interesse espe
cial, para os casos de carregamentos que produzem desloca
mentos axiais relativos entre as paredes, ocasionando, de
vido a presenga de linteéis, uma transferencia de carga da
parede "mailis carregada” para aquela "menos carregada”.

Tres modelos estruturais de associagao parede-pa
rede ligadas por lintéis, com engastamentos eldsticos sao
considerados. Como no capftuloc II, utiliza-se a técnica do
meio continuo em todos os trés modelos, onde as lajes & 0OS
lintéis sao assimilados admitindo-se as mesmas hipdteses
anteriores. 0Os lintéis, por serem rigidos axialmente, ga
tantem uma elédstica dnica paré o conjunto.

As paredes e os lintéis, com caracteristicas e
lasto-geométricas constantes ac longo da altura, sao iden
tificados por numerecs inscritos em circulos e quadrados,
respectivamente.

Define-se um sistema de eixo Oxz no plano da pa
rede, sendo o eixo Ox horizontal, positivo da esquerda pa
ra a direita e o eixo 0z vertical, orientado da base parsa
o topo.

A tecnica utilizada conduz a uma equagao diferen
cial de segunda ordem, nao homogénea e a coeficientes cons

tantes, cuja solugao consta dos Apéndices deste trabalho.
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III.2 - ASSOCIACAO PLANA DE DUAS PAREDES LIGADAS POR
LINTEIS

0 primeiro modelo a ser considerado, esta repre
sentado na Fig. III.l, formado por duas paredes ligadas en

tre si atraves de lintéis.

Al A

r % |

FIG.TL-1 - ASSOCIACAO DE PAREDES COM VINCULOS ELASTICOS

Conforme mostra a figura acima, o carregamento e
constitufdo de cargas wverticais P; & P, uniformemente dis
tribuidas com excentricidade e, e e, respectivamente. A
distdncia dos pontos médios dos vaos dos linteéis ao centro
de gravidade da segao transversal de cada parede "i" e de
naminada Ci'

Indica-se na Fig. III1.2, a convengao dos esfor

cos positivos, onde g € a forga cortante distribuida que
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N+ N, N, +dN,
/-\M. +dM, /‘\‘MZMMZ
Q, +dQ, Q,+dQ,
e T q e
4 f +t

- @
dz ‘p i | ’| ipz
i i

-~ 0 -0,

N | N
N | .

FIG.IM- 2 - CONVENCAO DOS ESFORCOS POSITIVOS .

atua nos pontos médios dos lintéis, considerados pontos de
momento nulo.
Do equilibrio a rotagao e a translagao vertical

no elemento infinitesimal da parede 1 da Fig. III.2, escre

vem-se:
Ql = _Jlu + q cl - plel s e III-l
le
'a—z"" = pl - q LR III-2
onde :

al Jj, € o produto de rigidez a flexao EJ,

b) g € a forga cortante distribuida que atua nos pon

tos médios dos lintéis.

c) u € o deslocamento horizontal.

Procedendo de modo analogo no elemento infinite

simal dz da parede 2, obtém-se:
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02=—32u +4qc, - p, e, cess III.3
.d_.,_\'_.z_ = +
iz p2 g eoees IITI.4
a) j2 € o produto de rigidez a flexao EJ,.
l/_\\\\a/,—\\ /’\\-_/__\\
IIM /—7\/—\ )
) \
/ /
/ /
y L / /
f i \ N
' /T\\)E'\},
/ /\\\\ u)ci.
//’\\\ / cl
S
\ .

(a) (b)

W
(c)

FIG.TI-3 - DESLOCAMENTO DO PONTO MEDIO DOS LINTéIS

A equacao de compatibilidade de deslocamento no

ponto médio do lintel, obtida a partir da Fig. III.3, €& le

vada a efeito considerando-se os deslocamentos devido a:
deformagao da parede i por forga normal [61]. Fig. III.

3.a; flexao da parede i (u'ci], Fig. III.3.b; e a deforma

cdo do lintel por flexao (f), Fig. III.3.c.

Com a convencgao de serem positivos os deslocamen
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tos da base para o topo, obtém-se:

§, - u'e, + f=6_ + u'c, - f eee. III.5

Escrevendo "f” em fungao do esforgo cortante dis

tribufdo "q", Fig. III.3.c, tem-se:

= 5T «e.. III.6

onde :

a) h e a distancia entre dois linteis consecutivos.

bl b &€ a distancia do ponto médio do vao do lintel a3

extremidade engastada com a parede.

c) E @ o mddulo de elasticidade longitudinal.
d) 1 é o momento de inércia da segao transversal do

lintel.

Substituindo a equagao III.6 na equagao III.S, e

escrevendo de um modo conveniente, obtém-se:

3
2 hb - _
3E I g = u (cl+c2] + 62 61 eess III.7
derivando duas vezes em relacaoc a z, fica:
2 h b3
3 9" =u [cl+02] + 62 - Gl cee. III.B

A condigao de equilibrio & forga cortante permi

te escrever:

Ql + 02 = U . s 80 IIIIg

Substituindo as equagdes III.1 e III.3 em III.S,



e tirando

onde :

relagao N

cao III.S8,
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o valor de u' , obtém-se:

wr=2gq -2 cee. IIIL10
J J
J =3, %3 eees IITI.11l.a
c = cy * c, «oe0 III.11.b
m = m, *m, .. III.1ll.c
m, = pi ey eaee IITI.11.d
Usando as equagoes III.2 e III.4 e lembrando a
= EAS', chega-se a:
§7 = 1 (p,-q) ce.. III.12.a
1 EA1 1
§r = L (p,+q) .... IITI.12.D
2 EA2 2

Substituindo as equagoes III.12 e III.1l0 na equa

e escrevendo adequadamente, obtém-se:

2 h bl . c? 1 1 Py P
31 9 " Gt EAT T Eal) 9 Eay T EAL
1 J 1 2 2 1
ee.. III.13
t g” - t, q =t ee.. III.14



onde:
3

t = 2 hb
0 3 E i

2

c 1
t, = — +
1 J EAl

p p
N
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«v.. IIT.15.8

.o IIT.15.b

eess IIT.15.cC

As condigoes de contorno, bem como a solugac da

equagao III.l4, sao mostradas no Apéndice D. Entao, confor
me equagao D.1ll, tem-se:
t t
g = (=2 + ) sech AH ch A(H-2) - —2 .... III.16
1t &

onde :

al A cuja determinagao efetua-se em momento oportuno,

vale

A = u'{o) c + 62[01 - 61(0) “ e

IT1.17

b) X € uma constante definida por:

A resultante do esforgo cortante no ponto

se.. ITII.18

medio

do lintel numa secaoc qualgquer € dada por:

que usando a equagao III.16 na equagao acima, e

do obtém-se:

ITI.18

integran
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t2 A sech AH

tl to A t1

t2
gh A(H=-2) [ - —=(H-2)

s 8 0 IIIIZD

a) Momentos fletores

As equagoes dos momentos fletores nas paredes 1

e 2, sao obtidas a partir de:

dM1
gz~ - Jp v sees III-21.a
e
dM,
e———— = j " ” e o 0 .2 lb
a2 32 u I1I.21
Substituindo a equagaoc III.10 nas equagoes III.
21 e integrando, obtém-se:
j1
Ml = T -Tc + m(H-2) eree III.22.a
e
J
M, = == 1- Tc + m(H-2) vees III.22.b
2 J
b) Esforgos cortantes
De maneira analoga, substituindo a equagao III.
10 nas equacgoes III.1 e III.3, obtém-se para os esforgos
cortantes:
C.jo-C~J moj,-m,J
Ql = 1 2j 2 l q + ’—-2"—;.\]:__']'."-2‘ « 8 s e III-23|a
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«e.. IIT.23.b

c) Esforgos Normais

As equagOes para os esforgos normais nas paredes

l e 2 sao imediatas, a partir da integracao de III.Z2 e
I11.4.
N, = —pl(H-z) + T oo II1.24.a
N2= ‘DZ(H_ZJ - T R III.24-b

d) Determinagao da constante A.

Usando a equagao III.17, e lembrando que:

u'fo) = vees III.25.a
k
6
Nl(o)
61(0] = kvl ¢ 8 ¢ 9 III.ZS.b
Nz(o]
§_(a) = ve.. IIT.25.C
2 kv2

onde:

a) Mlo) e a soma dos momentos fletores na base das pa

redes 1 e 2, portanto

M(o) = Ml(o) + Mz(o) ce.. IIT.26.a

b) ke € a soma das rigidezes a rotagao dos engastamen

tos elasticos, dado por

) 5 »eos IIT.26.b
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de modo que, "KG " 8 "ke ", obedecem a relagao abaixo:
1 2
o, e, "o,
3"—"=T—"= . ="j“"— “ e o » III.26-C
1 2 n

u' =.'.VI.;-...
1 ke
1
[ ] —M2
Y2 T K
e2

como o deslocamento da parede 1 é igual ao deslocamen

to da parede 2, pode-se escrever:

L
ka - k
el e2
lembrando que Mi = (EJi/ EJIM, e substituindo na equa

gao acima, chega-se a equagao III.26.c

c) kvy € a rigidez vertical da fundagao da parede 1i.
Utilizando as equacgoes II1.22 e III.24 em III.
25, para z = 0 tem-se:

-T(o)c+mH

u'lol) = n III1.27.a
¢]
fle+T(o)
§.(p) = s veee IITI.27.b
1 kv
1
—sz-T(OJ
52[0) =_——.K.\_l~ eeee III.27.cC

2
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levando as equagdes III.27 em III.I7, obtem-se:

y . (Tlodeemic "p H-Tlo) ~ -p,H+T(0]
B k ¥ kv - kv
) 2 1
sees IIT.28.a
ocu
2
A = —[Bec +62+81]T[o)+(Bemc-82p2+81pl)Hv
.+ose« III.28.b
onde :
1
B T e oes IIT.28.cC
e k
)
B, = L. III.28.d
i = cea .28.

e de acordo com as equagoes III.20, tem-se:

t
A
Tlo) = 2cteh AH .y 2 tgh AH I11.29.a
t A t A
1 0
ou
T(o) = Y + n A cee. 11T.29.b
onde :
t2 tgh AH
kP= —— ["““"x"“"""‘ _H] ¢« v o 2 III.BO.E
1
tgh AH
= .30.
n toA III b

levando a equagao III.29.b em III.28.b, e escrevendo conve

nientemente, fica:
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A[10(Bgc®+8 +B, 00 | = ~(Byo+B, +B,)p +
+ [Bemc+Blpl'32p2)H ‘ ve.. III.31.a

ou

2 ,
(B ,mc+B.p.-B.p,JH-(B,c ™ +B. +B.)¢y
A= 9 11 2 ; 0 1 2 .. III.31.b
1+(Bec +81+621n

e) Equagao da linha eldstica

A equagao da linha eldstica € obtida, substituin

do a equagao III.16 em III.10, obtendo-se:

t t
s 22 e £ S sech AH oh AH-z) - 22 -0
1 o 3 1 d
cees IIT .32
ou
u™ = ul ch A(H—Z] - U2 esss IIT.33
onde:
t2 A c sech AH
up = (G2 e By 2eech AR ce.. III.34.a
1 0 J
t
U, = i [_Z c + m) ces. IITI.34.b
2 3 tl

integrando a equagao III.33 trés vezes em relagao a "z", e

usando as condigOes de contorno abaixo

ulo) =0 cese 1ITI.35.a

M(OJ/Ke «ess IIT.35.b

u'(o)

.vs. IIT.35.cC

]
o

u”(H)
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onde "M(o)” é dado pela equagao III.2B.a, obtém-se:

u
u =——§- shAH (1-chAz) + chAH (shiz- Az)| -
A
3 2
z z M(o
+ UZ("B‘“ H"'z“) +-—"R'—e“‘~z s s e III-38

EXEMPLO NUMERICO - III.1

Considere-se a estrutura da Fig. III.4, formada
por duas paredes ligadas por lintéis de segaoc transversal
20x40cm com 200cm de vao.

0 conjunto de 20 andares com 3,00m por andar,man
tém suas caracteristicas elasto-geométricas constantes com
a altura.

As segoes transversais das paredes 1 e 2 medem
20x180cm e 20x250cm, respectivamente.

0 carregamento € constituido de carga vertical
uniformemente distribufida P, = 2,00 tf/m e p, = 3,80 tf/m,
atuantes nas paredes 1 e 2, respectivamente. Para E tomou-

se o valor 2x106 tf/mz.

.BOm | 200m | 250m
r

TL,Z‘ 0,20m

FIG.IIL- 4 -~ PAREDES COM CARGAS AXIAIS
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a) Dados
b = 1,00 m ’{h = 3,00 m
Cl = 1,90 m H = 60,00 m
C, = 2,25 m E = 2.0x106 tf/m2
Py = 2,00 tf/m Py, = 3,80 tf/m

a.l) Segbes transversais das paredes

0,36 m2

>
1

0,50 m2

x>
"

a.2) Momentos de inércia das paredes e dos lintéis

1, = 9,72 x 1072 pt
J, = 2,60 x 1071 mt
i =1,067 x 18°° n?

e portanto

5 2

J = E[Jl+32] = 7,144 x 107 tf.m

b) Qutras constantes

De acordo com as equagbes III.15, obtém-se:

- - 2
3,372 x 10 4 tf lx m

o+
i

2,65 x 10°° e

ct
t
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t, = 1,022 x 1078 m L

que, substituides em III.14, resulta:

5 6

9,372 x 10 Y q” - 2,65 x 10~ q = 1,022 x 10

c) De acordo com a consideracac feita na equagao III.26.c,
e usando o momento de inercia da sapata, Jsi' igual a

sete vezes o momento de inércia da parede i, tem-se:

0,68 m4

[ 99
u
~N
[N
4

1,82 m4

[
L]
~
(4]
}

Considerando a rigidez do solo, C¢ = Bngf/cma,

obtém-se:

k. =¢C. J =544 x 10% tfem
%, ¢ 5
- _ 2
ke = C¢ Js = 1456 x 10° tfm
2 2
Kg = Ko * kg = 2 X 10° tfem
1 2
e ainda
= _ 3
k = C, A = 72 x 107 t+/m
Vl d) 1
= 3
K = C, A = 100 x 107 tf/m
v, ¢ 2
- 2 - 2 . .
onde Al = 0,9 m e A2 = 1,253 m , sac as areas das sapatas

l e 2, respectivamente.

De acordo com III.28, tem-se:
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By = 5 X 1078 ee l.p7t
B, = 1,388 x10™> m/tf

-5
82 = 1 x 10 m/tf

usando os valores acima na equagao III.31.b, obtém-se:

A = -0,2268 x 1073 n

Utilizando a equagao III.16 tem-se como solugao:

5 2

g = -1,689 x 10 > ch A(H-z) - 3,857 x 10

Seguem graficos dos esforgos e deslocamentos cor

respondentes, identificados pela letra c.

d) Para o caso de fundagac rigida, tem-se:

Bg = O
Bl =0
B, =0

de modo analogo ao item c, obtém-se:

g = 3,203 x 1078 oh AtH-2z) - 3,857 x 1072

Seguem graficos de esforgos e deslocamentos cor

respondentes, identificados pela letra d.
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N, (tf)
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Observa-se no caso de fundagao flexivel, curva
do tipo "e} gque a forga cortante distribuida nos pontos mé
dios dos vaos dos lintéis, nos andares mais prdximos da ba
se, & maior (o sinal negativo sd indica gue o sentido )
contrario ao da convengado adotada) que nos casos de funda
¢do rigida, curva do tipo "d", Fig. III.5. Isto se justifi
ca pelo fato da fundagao flexivel permitir movimento de
translagao e rotagao, a nivel da fundagao, de uma parede
em relagac a ocutra, o que provoca portanto, maior solicita
¢do no lintel (embora negativa) do gque no caso de fundagao
r{gida.

A partir da Fig. III.5 e lembrando a equacao
I71.19, torna-se evidente os resultados da Fig.III.6, que
substituidos nas equagoes III1.22 com m=0, resultam em mo
mentos fletores nas paredes de fundagao flexivel, maiores
que os momentos fletores nas paredes de fundagao rigida, e
videntemente, nas segOes mais prdximas da base.

E claro que a comparacao do caso de fundagao com
flexibilidade sG a rotagao com o de fundagcdo rigida, forne
ceu momentos fletores na base das paredes, maiores no se
gundo caso do gue no primeirc. Entretanto, os resultados
obtidos no exemplo se referem ao caso de flexibilidade nao
s a rotagao, mas também a translagdo vertical. Neste caso,
o maior momento na base €& explicado através da forga cor
tante nos lintéis, conforme ditoc anteriormente.

£ importante afirmar também, que embora nao apre

sentados, considerou-se quatro casos de flexibilidade nas

fundagbes, ou seja:

TABELA III.1

CASO B, (m/tf) B, (m/tf) By (m/tf)]
A 1,388x10°° 1,0x10 ° 0
-6
B 0 0 5x10
- oy s
C 1,388x10 ° 1,0x10 5x10
5 0 0 0
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Para os casos de flexibilidade da Tabela III.1,
obteve-se o0os seguintes valores para os momentos fletores
e esforgos normais na base das paredes 1 e 2.

TABELA III.Z

’ —
Esforcos 1(0] M2(0] Nz(o) Nl(oJ M(o)

(tf.m) (tf.m) {(tf) (tf) {(tfm)
o A 5,885 15,5698 |[-222,804 [ -125,196 | 8946, 20
o B 1,522 4,073 |[-226,8652 |[-121,348 |946,20
0
«<| C 3,878 10,646 |-224,476 |-123,524 | 346,20
(@]

D 2,353 5,298 |[-225,915 |-122,085 | 946,20
onde M{o) é a somatdria dos momentos em relagdo a um ponto

qualgquer da segao transversal da associagac, por exemplo,

em relacdo ao centro de gravidade da segao transversal da

parede 1, na cota z = 0. Neste caso, tem-se:

{o) c

M(a) = 5

Ml(o] + Mz[o] - N

Como se pode observar na Tabela III.Z2, M(o) man
tém-se constante qualquer gque seja a flexibilidade da wvin
culacao adotada, além do que, & equilibrado pelo momento

fletor em relagac aoc centro de gravidade da parede 1 na co

ta z = 0, devido a carga externa.

Pela andlise do formulario percebe-se a influén

cia dos lintéis na distribuigao dos esforgos na estrutura.
Como Gltimo comentario, nota-se para os dois ca

sos de vinculagao apresentados, que os resultados aproxi

mam-se a medida que as segCes se afastam da base.
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EXEMPLO NUMERICO - III.2

Seja a mesma associacgaoc estrutural da Fig. III.4.
0 conjunto mantém suas condigoes elasto-geométricas e de
carregamento, coincidentes com aguelas do exemplo numérico
ITTI.1, exceto gque as cargas P, & P,y apresentam excentrici

dades el = 20cm e 82 = 50cm, respectivamente, conforme mos
tra a Fig., III.13.

_%620m

FIG.III-13 - PAREDES COM CARGAS EXCENTRICAS

a) Dados:
b = 1,00 m e, = 0,20 m
¢, = 1,80 m e, = 0,50 m
c, = 2,25 m E = 2 x 106 t'F/m2
Py = 2,00 tf/m m1 = 0,40 tfm/m
p, = 3,80 tf/m = 1,3 tfm/m

H = 60,00 m h = 3,00 m
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a.l) Secoes transversais das paredes

A, = 0,36 m2

0,50 m2

x>
]

a.2) Momentos de inércia das paredes e dos lintéis

J, = 8,72 x 1672 ot
J, = 2,80 x 107t ot
-3 4

i = 1,067 x 10 " m

e portanto,

j = E(J1+J2) = 7,144 x 105 tfem

b) Outras constantes

Usando as equagOes III.15, obtém-se os seguintes

valores:

-4 - 2
t, = 9,372 x 10 te T
t, = 2,65 x 1073 e
t, = -1,23 x 107° ot

que, substitufdos em III.14, resulta na eguagao abaixo:

- -5 -5
9,372 x 10 4 q" - 2,65 x 10 g = -1,23 x 10
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c} Como no exemplo III.1, usa-se os seguintes valores:

-5
81 = 1,388 x 10 m/tf
-5
62 =1 x 10 m/tf
-B6
Be = 5 x 10 m/tf
para a mesma rigidez do solo, £ = 80 kgf/cmg. Utilizando

¢

a eguagao III.31.b, encontra-se

A = -0,3005 x 10 ° m

Usando a equacgaoc III.18, pode-se escrever:

q = -6,517 x 1077 ch A(H-2) + 0,464

A seguir apresenta-se os graficos dos esforgos
e deslocamentos correspondentes, identificados pela le

tra c.

d) Para o caso de fundagdo rigida, tem-se:

81 = 0
82 = 0
Be = 0

que, levades na equagao III.31,b, resulta:
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de modo analogo ao item c, obtém-se:
-5
g = -3,855 x 10 ch A(H-z} + 0,464

Seguem graficos de esforgos e deslocamentos cor

respondentes, identificados pela letra d.

Pelos mesmos motivos do exemplo anterior, a for
ga cortante distribufida nos pontos medios dos vaos dos
lintéis, nos andares mais proximos da base, para a funda
¢do flexfivel € maior (o sinal negativo so indica gque €& con

trario a convengdo adotada) gue nos casos de fundagao r

Ii—"\

gida, Fig. III.l4, A partir desta figura e lembrando a

|

quagao III.18, torna-se evidente o0s resultados apresenta
dos na Fig. III.15, que substituidos nas equagoes III.22,
agora com m # 0, resultam em momentos fletores nas paredes
de fundagao flexivel maiores que os momentos fletores
nas paredes de fundagao rigida, principalmente nas segOes
mais proximas da base.

Os resultados para os dois casos de vinculagao
apresentados também sao prdximos a medida que as segoes

se afastam da base.

Embora nao comentados, aqui também realizou-
-se verificagoes semelhantes aguelas do exemplo ante
rior.

A influéncia dos lintéis na distribuigao dos
esforgos internos da estrutura, torna-se evidente pela

simples analise da formulagado do caso.
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b (Z/H)
1.04
0.94
0.84
|
0.7 I[

0.6 I

0.5+ ||

0.34

o4 s/,

V' [ d
ey A q (tt/m)

-1 0 1

FIG.II-14- FORCA CORTANTE DISTRIBUIDA NOS LINTéIS

' (Z/H)

0.9-4 \

0. 84 \

0.6 \

0.51 \
0.4+ \

0.3 \

0.2- \

d
] \l,/ T(tf)
l L

° 10 20 30

FIG. IIL- 15— RESULTANTE DA FORCA CORTANTE DISTRIBUIDA NOS LINTEIS
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({Z/H)
1.0 4
|
09 4 |
|
os ]|
|
\
ord §
\
s |
W
o]
\
\
0.3 \\\
\\\\
0.2 \
\\
0.} ] \i\
d \\\c
\k\{‘\ MJ {tfx m)
o 10 o

20
FIG. IT-16~ MOMENTO FLETOR DA PAREDE |
} (Z/H)

1. 04

0.84

4\
M

\
\
0.4 )
A
N\
0.3 A\
A\
AN
0.2 \\\\
A\N
%
&1 >\\ ¢
d N \/)\ My (tfxm)
\\ ~
Y 10 2'0 '

FIG.IL-17- MOMENTO FLETOR NA PAREDE 2
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b (Z/H)

0.9
0.8-1

0.7-

0.54

FIGII-I8- ESFORCO CORTANTE NA PAREDE 1

b (Z/H)

o] >/ //\/

/
0.8 / /

05+ /oy
0.5 /S

0.4 / //

o3 / /

024/,

u{cm)

=
1 -

T 1 L) 1 1 )
o 1 2 3 a 5 6 7

FIG.II- 19 - DESLOCAMENTO DA ASSOCIACAO
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AN

NN N,(tf)
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0.9
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FIG.I-20 - ESFORCO NORMAL NA PAREDE |
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FIG. III- 21 — ESFORCO NORMAL NA PAREDE 2
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III.3 - ASSOCIAGAD PLANA DE TRES PAREDES LIGADAS POR DOIS
TRAMOS DE LINTEIS

Um outro modelo estrutural a ser analisado e a

guele constitufide de trés paredes ligadas por dois tramos

de linteis, conforme mostra a Fig. III.22.

Yyyvy

q

oo | Cz Ce J
i T T
FIG.II~ 22 - ASSOCIACAO DE PAREDES COM VINCULOS ELASTICOS

0 modelo estrutural, geomeétricamente simetrico,

e abordado considerando-se dois casos: inicialmente com
carregamento simétrico e depois com carregamento antimé
trico.

As constantes cy tém o mesmo significado daguele

do item anterior.
Por condigbes de simetria geométrica pode-se a

firmar:

a) as distancias c, e cg sao iguais;
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b) os momentos de inércia das paredes 1 e 3, em rela
¢ao a um eixo passando pelo centro de gravidade da
segao transversal e perpendicular ao plano da figu

ra, sao iguais.

a) Carregamento simetrico

Considere-se a estrutura simétrica da Fig.III.23,
carregada de tal modo que nas paredes 1 e 3 atuam cargas
verticais p1 uniformemente distribufdas com excentricidade

e enquanto na parede 2, atua, no centro de gravidade de

l‘
sua segao transversal, uma carga vertical P também uni

formemente distribuida.

o o
|

©) H @ l | ®
‘lp, P, pl‘
SUR W i Vi
U G S SRR S
t t t ! 1

FIG.IT-23 - PAREDES COM CARREGAMENTO SIMETRICO

Devido a simetria de geometria e de carregamento
do conjunto, é evidente que:
a) A estrutura nao sofre deslocamento lateral-:

b) As forgas cortantes nas paredes 1 e 3 sao iguais e

de sentido opostos:

c) Os esforgos cortantes uniformemente distribufdos nos

pontos médios dos lintéis 1 e 2 saoc iguais.
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Indica-se na Fig. III.24, a convencgao dos esfor

Gos positivos, com base nas conclusoes da pagina anterior.

| Cy | | C2 | €2 |4 Cs )i
t 1 T I 1
IN,+aNI rN2+sz Ny+dN, T
Q, +do, a Q,+da, q Qs+dQ,
® ® ™ 5
i Jpl pz Y PI'
€y
€ J y -
——— e ———— ’ ———
Ql o2 l 03
"NI ‘Nz ‘Ns

FIGII- 24 — CONVENGAO DOS ESFORFOS POSITIVOS

vo equillibrio a rotagao nos elementos infinitesi

mais das trés paredes, obtém-se:

Ql = 03 = q cl - plel . 8 8 III.37

Q2 = 0 «ess 1IT.38

da mesma forma, o equilibrio & translagaoc vertical nas pa

redes 1, 2 e 3, fornece:

3 . - ee.. ITII.30
dz dz Py 7 4@
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dN2

dz

pz + 2q LI I ] III.4D

Ainda, como consequencia da dupla simetria, as e
quagOes de compatibilidade do ponto médio dos lintéis sao
iguais. Em vista disso, considera-se apenas o lintel gue
liga as paredes 1 e 2.

Conservando a convengdo de deslocamentos positi

vos, aqueles realizados da base para o topo e usando a con

digao de deslocamento lateral nulo, obtém-se a equagaoc de

compatibilidade a partir de III.7, ou seja:

q=48,,-2 ceeo IIT .41

win
miz
o

derivando duas vezes em relacao a z, tem-se:

q” = 8§ - &7 cee. ITI1.42

Usando a relagao N = EAS' e as equagoes III.38 e

III.40, pode-se escrever:

n ” l
= = =—(p, - veas III.43.
8, 63 EAl[pl q) I a
e
§7 = —— (p_+2q) «... III.43.b
2 EA, "2

Py
- ’E—r PR Y III.44
1 2 2 1

ou
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toq - th = t2 ees. IIT.45
onde
3
_2hb
tD = 3 E i "0 III.4B.a
t, = N 2 IIT.46.b
1 EAl EA2
P p
2 1
t = - - r—erund * o o8 III.4BCC
2 EA2 E 1

A solugao da equagao III.45, bem como suas condi
goes de contorno mostradas no Apéndice D, fornecem a equa

gao III.16, aqui repetida por conveniéncia.

ot
l ot
N

g = (=2 + Ly sech AH ch A(H-2z) - ... III.15

ot
+

onde A e A conservam seus significados e sao obtidos a par
tir das equagoes III.17 e III.18, respectivamente.
Do mesmo modo, a resultante do esforgo cortante

no ponto médio do lintel numa cota z é:

T = [;Z . fL) EEE%_AE sh A(H—z)J - =2 (H-2)

.. III.20

a) Momentos fletores

Como o deslocamento lateral da estrutura & nulo,

tem-se:

M, = M, = M, =0 eee. III.47
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b) Esforgos cortantes

Os esforgos cortantes nas paredes sao dados pe
las equagoes III.37 e III.38.

c) Esforgos normais

Integrando as equagoes III1.39 e III.40, obtém-se:

=2
it

1 N3 = -pl[H-z) + T ... I1II.48.a

=
]

_pZ(H_Z] - 2 T LRI III-48.D

d) Determinagao da constante A

Partindo da equagao III.17, e considerando que
a estrutura nao sofre deslocamentos lateral, obtém-se de

modo analogo ao caso anterior

(B)py=Bop IH-(B)+2B,) ¢

A = ve.. III.48
1+[Bl+262Jn

EXEMPLO NUMERICO - III.3

Seja a Fig. II1.23, formada por trées paredes,
sendo as duas das extremidades geometricamente iguais, 1i
gadas por lintéis de segao transversal 20x40cm com 200 cm
de vao.

0 conjunto estrutural de 20 andares, com 3,00 me
tros por andar, mantém suas caracteristicas elasto-geome
tricas constantes com a altura.

As segOes transversais das paredes 1 e 3, medem

20x180 cm, enquanto gque a da parede 2, mede 20x250cm.
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0 carregamento & constitufdo de carga vertical

uniformemente distribuida, pl = 2,0 tf/m atuando nas pare
des 1 e 3 com excentricidade e, = 20cm e P, = 3,80 tf/m,
centrada, agindo na parede 2. Para E toma-se 0 valor

E = 2 x 108 tf/mz.

a) Dados retirados da figura

b =1,00m el = 0,200 m

= = , =
cl 03 1,80 m 92

B 2

02 = 2,25 E = 2,0x10 tf/m
pl = 2,0 tf/m ml = 0,40 tf.m/m
p2 = 3,80 tf/m m, = 0
H = 60,00 m h = 3,00 m

a.l) Segoes transversais das paredes

A1 = A3 = 0,36 m

0,50 m2

>
f

a.2) Momentos de inércia dos lintéis

3 4

3
- 0.20x0,40 _ 1,087 x 10 ° m

12
b} Outras constantes
Utilizando as equagoes III1.46, encontra-se:

9,372 x 104 t£ 1xm?

+
|

-6 -
3,388 x 10 - tf 1

o
1l
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que substitufidos em III.45, resulta:

4

9,372 x 107" q» - 3,388 x 10 ° q = 1,022 x 10 °

c)] Como no exemplo anterior estima-se os seguintes valores:

1,388 x 10°° m/tf

w0
]

1 x 10°° m/tf

™w
"

onde considerou-se a rigidez do solo como sendo 80 Kg/cma.

Usando a equacao III.49, obtém-se:

A = -0,106 x 10°° m

utilizando a egquagao III.16 tem-se como solugao:
1

g = 1,022 x 10‘2 ch A(H-z) - 3,017 x 10

e seguem-se graficos dos esforcos e deslocamento correspon

dentes, identificados pela letra c.

d) Para o caso de fundagao rigida tem-se
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de modo semelhante ao item c, obtém-se:
-2 -1
qg = 1,642 x 10 ch A(H-z) - 3,017 x 10

e seguem os graficos de esforgos e deslocamentos correspon

dentes, identificados pela letra d.

} (Z/H)

!
!
I
|
0.84
:f
I
|

0.5 /I

0.3 /1

ey peo

/ _
a q (107" tf/m)

o -1 -2 -3
FIG.II- 25- FORCA CORTANTE DISTRIBUIDA NOS LINTEIIS
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0.8 \
0.7
0.6 \

0.5 \!
04 \\

03] W\

0.24 v

‘ \ T(tf)

T T Y T T i

o -3 -6 -9 -i2 -18
FIG.TI-26 - RESULTANTE DA FORCA CORTANTE DISTRIBUI’DA NOS LlNTéIS

} (Z/H)

0.94

0.8

0.4 /!

0.2

// // le Q3“O-|Tf)
o

T T

T ¥ L}
0 -2 -4 -6 -8 -10

FIG. II- 27~ ESFORCO CORTANTE NA PAREDE 1
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0. 81 \

0.6
0.54 \
0.4 \

0.3-‘

\
0.1 g J)\\ \/c
\

T y T T
0 -50 -100 -150

FIG.TL- 28 —~ESFORCO NORMAL NA PAREDE 1

o

) (Z/H)
1.04

oo \

0.8 \

0.6

0.5 \

0.4 ] \

0.2 1

N Nz( tf)
T T 1 ) Lo
Y -50 -100 - 150 - 200

FIG.II- 29 - ESFORCO NORMAL NA PAREDE 2
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b) Carregamento Anti-meétrico

A Fig. III.30 apresenta uma estrutura de geome
tria simétrica e anti-métrica de carregamento.

Nas paredes 1 e 3 atuam cargas de sentidos opos
tos Py uniformemente distribufidas, e com excentricidades

e,. A parede 2 nao é carregada.

1

T
f

FIG. II-30 - ASSOCIAGAO DE PAREDES- CARREGAMENTO
ANTIMETRICO.

e
—d
—

Pelas condigdes de simetria da estrutura e anti

metria de carregamento, conclui-se:

a) que as forgas cortantes nas paredes 1 e 3 sao iguais

e de mesmo sentido.

b) as forgas cortantes uniformemente distribufdas nos
pontos medios dos dois tramos de lintéis sao iguais

e opostas.,

c) a forga normal na parede 2 & nula, e nas paredes 1 e

3 sao iguais e de sentidos opostos.

Indica-se na Fig. III.31 a convengao dos esfor
¢os positivos nas paredes 1, 2 e 3, conforme as considera

¢O0es acima.
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_f__*fmpl I C. l Ce L Cs s
L] ! I i
N, +dN, 4Nz+sz N, +dN,
M, +dM, M, +dM, M +dM,
Q, +4dq, Q,+dQ, Q3+d0Q,
q q
T 5 I==nEE
:1 b
] |
o [ Q, = Q,
M, Mé\/} M3
N, “Nz N3
FIGTII-31 - CONVEN(':KO DOS ESFORGOS POSITIVOS
Do equilibrio a rotagao no elemento dz das pare
des 1 e 2 e devido as consideragoes de simetria e antime

tria, escrevem-se:

Ql = 03 = 'jlu”’+ q ¢, - Py & «ees III.50
e

O, = -Jyu"* 2 gec, veo. III.S1

Para o equilibrio a translagcao vertical, tem-se:

3:1 = _3:3 = pl - g vees 11IT.52
e

sz =0 vees III.53

Q
N
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Mantendo as convengoes de sinais para os deslo
camentos positivos, e com base nas condigoes de simetria
da estrutura e antimetria do carregamento, conclui-se que
as equagoes de compatibilidade nos pontos medios dos lin
teis 1 e 2, sao iguais. Portanto, considerando-se o lintel

1, tem-se:

g = u'lc,+c_J) - 6 eeo. III.54

3
b
i 1 72 1

2 h

3 E i
onde os termos da equagao acima ja tém significados conhe
cidos.

Utilizando a relagaoc N = EAS8', as equagbes III.
52 e I11.53, levam a:

wo_ 1 _
1 = 63 = EAl (Dl q] ) « s 08 III-SS-a

O
it

§, =0 +vee III.55.b

Derivando a equagdo III.54 duas vezes em relagao

a z, tem-se:

2 hob,

" = "e - " “ e o0 . 8
5T ¢ u (cl+02] 8 III.5

1

Usando as equagoes III.50 e III.51, a partir da

condigao de equilibrio a forga cortante, obtém-se:

. Z2m
e 28 4 - 1 ve.. III.57
3 3

onde

=23, + 3, «v.. III.58.a
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cC =c¢c, + C veeo 1171.58.b

m, = ple1 «ve. III.58.cC

Utilizando as equagoes III.55.a e III.57 em III.

56, tem-se:

2hb:”q"=(2'32+ L Ll S U
3E 1 3 EA, 3 EA. " :
1
ou, de uma forma mais compacta:
toq - th = t2 eees III.60
onde:
3
2 hob
to = 3EI c.sos 1II.61.a
2
_ 2c 1
tl 3 + EA ... III.61.b
1
2cm p
_ 1 _ 1
t2 = 3 EAl ..ss 1IT.61l.cC
A solugao da equagao III.B0, assim como as con

digées de contorno da equagao sdo apresentados no Apendice

D, gue fornece a solugao dada pela equagao abaixo:

ot
o

t

N

e« III.16

|

0
L]
—

+ ﬁll sech AH ch A(H-z) -
]

o
+

1 1

Como nos casos anteriores, a resultante do esfor
go cortante nos pontos médios dos linteis em uma cota z
gqualquer € dada pela equagao III.18, ou de outro modo, pe
la equagao III.20, jd referenciada em itens . anteriores.

Por conveniéncia repete-se esta equagao:
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t
T = (=2, Ay sech M -z - 22 (H-2)
t, o t, y t]

veoe ITII.L20

a) Momentos fletores

De modo analogo aos casos anteriores, obtém-se
as equagoes dos momentos fletores utilizando as equagoes
I1I1.21 e III.57.

J
- N T -
Ml = M3 3 [ 2Tc + 2ml[H Z]] v.ss II1.62.a
e
j2
M, = — | -2Tc + 2Zm (H—z]] .ve. I1II.62.b
2 J 1

b) Esforgos cortantes

Substitindo a equagaoc III.57 em III.50 e III.51,

tem-se:

c,j~"2c,] J
1-2 2°1 2
Ql = Q3 = 3 q - N m, cess IIT.B63.a
2(c,j,-2c,3.) 23
o 1-2 271 2
02 = j q + j ml " s e III.BB.b

c)] Esforgos normais

Integrando as equagdes III.52 e III.53, obtem-se

Nl = -N3 = —pl(H-Z] + T ces. IITI.B4.a

Ny = 0 we.. III.B4.D
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d) Determinagao da constante A

Para este caso A = u'(o) ¢© -61(03. e procedendo
como nos casos anteriores, obtem-se:
2
(289m10+61p1]H—(288c +81)¢

A = 5 eese III.65
l+[ZBec +Bl)n

onde as constantes desta equagao conservam suas definigoes

anteriores.

e) Equagao da linha elastica

Substituindo a equagao III.16 em III.57, tem-se:

t 2m
u'" = (;2 + é-) 3? sech AH ch A(H-2z)- Zﬁ 2 -—Ti
... III.66
ou
u' = uy ch A{H-z) - u, , vees III.67
onde
t2 A 2¢c
u, = (== + —) — sech AH ... 1II.68.a
1 t1 t J
o
t
2 2
e — s e 8 8 IoSBub
u, 3 (tl c+ml) II

integrando trés vezes em relacaoc a z e usando as condigoes

de contorno abaixo,
u(o) = 0O ce.. III.69.a

u'(o) = M(o]/Ke .... 11I.68.b
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u"(H) =0 «.e. IITI.69.cC
onde

al Mlo) = 2 Mltol + MZ(D] e... III,70.a

b) Kg = 2 kel + kez «ee. IITI.70.b

obtem-se a equagao da linha elastica dada por:

u
u = -—g shAH (l-chAz)+ chAH (shiz - Az)| -
A
3 2
z~ _ Hz M(o)
+ u2 (7T > ] o+ K z ceee. III.36

EXEMPLO NUMERICO - III.4

Considere a associagao estrutural da Fig.III.30,
formada por trés paredes, sendo as duas das extremidades
geometricamente iguais, ligadas por linteis de segoes
transversais 20 x 40 cm com 200 cm de vao.

0 conjunto estrutural é formado por 20 andares
com 3 metros de altura por andar.

As secgoes transversais das paredes 1 e 3, medem
20 x 180 cm, enguanto gque a da parede 2 mede 20 x 250 cm.

0 carregamento & constituido de carga vertical
uniformemente distribuida Py = 2,0 tf/m, atuando na parede
1 no sentido contrdrio ac eixo 0z com excentricidade e, =
= 20 cm, na parede 3 no sentido do eixo 0z com excentrici
dade e, = -20 cm. Na parede 2 nao existe carga aplicada.

Para E toma-se o valor E = 2 Xx 108 tf/mz.
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a) Dados retirados da figura.

b = 1,00 m el = 0,20 m

c, = cg = 1,80 m my = 0,40 tf+m/m
c, = 2,25 m E = 2 x 106 tf/m2
pl = 2,0 tf/m h = 3,000 m

H = 60,00 m

a.l) Segoes transversais das paredes

>
"

1 Ay = 0,36 m

A = 0,50 m2

a.2) Momentos de inércia das paredes e dos linteis

J1=J3=9,72x10 m

2,80 x 107 %

[
[

o produto de rigidez a flexao do conjunto é:

5 2

J = E[J1+J +J3] = 3,088 x 10 tem

2

e 0 momento de inércia dos lintéis vale:

3
- 220380 - 1,067 x 1077 ot

b) Outras constantes

Usando as equagoes III.60, obtém-se:
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t = 9,372 x 1074 ¢ ln?
t, = 3,929 x 107° ¢t
t, = -6.43 x 1076 7t

que levados em III.60, resulta:

9,372x10 Yq" - 3,929x107°q = -6,43x10 °
c) Para Bl e Be, usa-se o0s valaores:
1 -
B, = = = 1,388 x 107 myt
Vi
= 1 -5
Bo = % Tk = 3,931 x 10 ~ m/t
8, "0,

gue levados na equagao III.65, encontra-se:

A = 0,620 x 1073

utilizando a equagao III.16, tem-se:

g = 4,613x10 ° ch A(H-2z)+1,64 x 10}

e seguem os graficos dos esforgos e deslocamentos

pondentes, identificados pela letra c.

d) Para o caso de engastamento rigido, tem-se:
B, = O
By = O

gue, analogamente ao item c, encontra-se:

corres
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de onde pode-se escrever:

-6 -
q = -1,52 x 10 ch A(H-z) + 1,64 x 10 1

e seguem o0s graficos dos esforgos e deslocamentos corres

pondentes, identificados pela letra d.

Os valores da forga cortante distribuida nos pon
tos médios dos vaos dos lintéis, apresentados em grafico
na Fig. II1.32, sao justificados pelos mesmos motivos dos
exemplos anteriores. A partir desta figura e lembrando a
equagao III.19, é evidente os resultados da Fig. III.33,
gue substitufidos nas equacgdes III.62, resultam em momentos
fletores nas paredes de fundagao flexivel maiores gue os
momentos fletores nas paredes de fundagao rigida, princi
palmente nas segOes mais proximas da base.

Ainda aqui, os resultados para os dois casos de
vinculagcdo apresentados, sao proximos a medida que as se
gO0es se afastam da base.

Foram realizadas verificagoOes semelhantes aque
las dos exemplos anteriores.

A influéncia dos lintéis na distribuigado dos es

forgos torna-se evidente pela analise do formulario.

III.4 - ASSOCIACA0D PLANA DE QUATRO PAREDES LIGADAS POR
LINTEIS

Por Gltimo, verifica-se o caso de uma associagao
plana de gquatro paredes ligadas por trés tramos de linteis,
de tal modo gue o conjunto possui um eixo de simetria con
forme mostra a Fig. III1.40.

O0s carregamentos, coincidem com os dos casos an
teriores, isto &, saéo constituideos de cargas P, & Py uni
formemente distribuidas, com excentricidade e, & e,, TEes

pectivamente.

Devido a simetria de geometria e carregamento,
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e evidente afirmar que:

a) o conjunto possui deslocamento lateral nulo, isto &:

u = 0.

b) nao hd transferéncia de carga da parede 2para a pare
de 3, conseguentemente, a forca cortante distribufida,

que atua nos pontos medios dos lintéis 2, & nula.

c) as forgas cortantes distribufidas que atuam nos pon

tos meédios dos lintéis 1 e 3, sao iguais.

d) as forgas cortantes nas paredes 1 e 4, assim como

nas paredes 2 e 3, sao iguais e opostas.

Segundo as conclusdes de simetria acima, repre



ITI-57

senta-se na Fig. III.41, por ser suficiente, somente a con

vengaoc dos esforgos positivos para as paredes 1 e 2.

@ } \ \ @ [pzj |
o Lk Nie—=
e, R
- 5 T
Q, Q, \
M IN

2

FIGTI- 4] - CONVENGAO DOS ESFOREOS POSITIVOS

Convém observar que a estrutura recai no mo
delo do item III.Z2, sendo resolvida portanto, usando as e
quagoes daquele item, desde que, se considere o deslocamen

to lateral nulo.



IV-1

CAPITULO IV

CONSIDERAGOES FINAIS

0 emprego da Técnica do Meio Contfinuo nas consi
deragdes sobre a perda de estabilidade de estruturas, con
duz a uma equagao ou a um sistema de equagoes diferenciais
de terceira ordem com coeficientes variaveis. A solugao a
proximada por Series de Poténcias, leva a resultados consi
derados de boa precisao, conforme comparagfes realizadas
por CARVALHO(11l), utilizando o programa de RACHID(S), que
analisa a carga critica em barras de segao delgada pela
técnica dos elementos finitos. Os resultados obtidos, con
siderado de excelente aproximagao, viabilizaram nests tra
balho, o uso do programa elaborado pelo primeiro.

Como segunda observagao, confirma-se a elevada
contribuigao dos lintéis para a rigidez da estrutura, fato
verificado pela comparagao dos resultados apresentados nos
exemplos numéricos II.1 e II.2. Esse enrijecimento deve-se
a agao de flexao dos linteis sobre as paredes.

No Capitulo III, wutilizando novamente a Técnica
do Meio Continuo, para verificar a influencia dos 1linteéis
na distribuigao de esforgos entre paredes associadas com
carregamentos que produzem deslocamentos axiais relativos,
obtém-se uma equagao diferencial de segunda ordem ndo homo
genea a coeficientes constantes, cuja solugao encontrada €
exata.

A formulagao apresentada, permite também obter
os esforgos internos na estrutura para os casos de recal

ques diferenciais entre as paredes.
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Como observagao importante, revela-se os momen
tos fletores nas paredes de fundagoes flexf{veis maiores (o
sinal negativo s6 indica que o sentido é contrarioc ao da
convengao adotada) que os momentos fletores nas paredes de
fundagao rigida. Tal fato & justificado, pelo efeito da
flexibilidade da fundagao na forga <cortante distribufda,
nos pontos médios dos vaos dos lintéis, conforme comenté
rios realizados por ocasiao dos exemplos numéricos. E ne
cessario afirmar, que entende-se por fundagao flexfvel a
quela com flexibilidade nao sd a rotagao, mas também ao
movimento de translagao.

Como Gltima observagao, verifica-se que os valo
res dos esforgos internos sao bem proximos, a medida que

as segoes transversais se afastam da base da estrutura.



APENDICE A

1. RIGIDEZ DE UM PORTICO A FORGA CORTANTE: COEFICIENTE Sp -

SEGUNDO, POR EXEMPLO, MANCINI( 7 )

Para a determinagao da rigidez a forga cortante
em porticos regulares sujeitos a carga vertical, como nos
casos em que o portico é sujeito a carga lateral, admite-
-se que os pontos de momentos nulos localizam-se nos cen
tros de vaos de pilares e vigas, ou seja, supoe-se proxi
mas as rotagOes de todos os nds da viga do andar e tambeém

as rotagoes de nos consecutivos de uma mesma prumada de pi

lar.

I/Z

FIG. A.1 -RIGIDEZ DE PORTICO



Na Fig. A.l representa-se o nd B e os nds vizi
nhos A, C, E e D, com a distorgao do andar e a rotagao do
né B. Os momentos que as barras aplicam aoc no B, positivos

no sentido horario, sao expressos por

=
"

8 E k. (¢-a)

BE E

MBD = 6 E kD (¢-a)

MBA = -6 E kA a

MBC = -6 E KC a sess ALl

onde :

al ¢ representa a distorgao do andar.
b) a representa a rotacao do nd B.

c) k representa as relagoes Ji/li das barras.
Pelo equilfbrio do no, tem-se:

K + kK
E D
a = ¢ ceee A2
KA+KC+kE+KD

Como a forcga cortante no pilar B € dada por

2 M
BE
- 3 ce.. A.3
g R A

segue pelas equagdes A.l e A.2, que:

S

Q. = k_ ® ce.. A4

onde :



a) o indice "v" na somatdria indica ser estendida as

vigas que concorrem ao ngd.

b) o findice "b"” na somatoria indica ser estendida a

totalidade das barras que concorrem ao nd.

Da equagao A.4 conclui-se que a rigidez do pilar
B vale:

k

S =_———K - " e 0 e A.S

!
B h E"{‘
b

Para obter a rigidez do portico somam-se as con

tribuigoes de cada pilar, entao:

Yok

S.F=_].'2'F]—'E_ Z[K nv.n ] B ) A‘B
nal P- Yok
b.n.
onde :
a) n.a - somatdoria estendida a todos os nds do andar
considerado.
b) Kpn - relagao J/& do pilar acima do nd considerado.
c) v.n - somatoria estendida aos tramos de viga que
concorrem no no.
d) b.n - somatdria estendida a todas as barras (2, 3

ou 4 barras) que concorrem no no.



. - "s1* "1 5.1
alh
e
M b
_ 1B 1
m = h + q 2 LI B|2

Os momentos aplicados ao no A (positivos no sen
tido horario), supondo iguais as rotagdes de tré&s nos con

secutivos de um mesmo pilar, s3o expressos por:

MAC = 6 E kl (¢B-a) Y Buaaa
= B - s 00 . .

MAD E Kl (¢B al B.3.b

MAB = -4 E kza - 2 E kzb « s e B.B.C

onde:
al a € a rotagao do no A
bl b € a rotagao do no B

c) ki representa as relagoes Ji/fl,i indicadas em cfrcg
locs na Fig. B.1l.

e pelo equilibric do nod segue:

(12k +4k,)a + 2k,b = 12 k; ¢y «... B.4

Do mesme modo, supondo iguais as rotagoes dos
nés B, E e F do pilar B, os momentos aplicados ao no B (po

sitivos no sentido horario) sao:

=
I

gg = 8 E ky(og-b)

=
n

gp = 8 E kj(dg-b)



B-3

MBA = -4 E bi - 2 E Kza
bl

MBI = -4 E K4b - 2E K4¢B - 6 E k4¢B 5~;;

¢« & 80 BIS

pelo equilfibrio do né resulta:
3bl

2k23+[12k3+4k2+4k4]b = 12K3-2k4(1+ al] ¢B

. 8 L B.B

Partindo das equagoes B.4 e B.6, encontram-se as

seguintes equagoes para as rotagbes dos nds A e B,

[e]
"

w ¢B .... B.7.2

b = B ¢B ... B.7.b

com
12k +4k ,+4k
B = 32 K2 4 ...+ B.B.a
2
e
12k +4k
¢ —t 2 .... B.8.b
2 k
2
onde
3b1
= - - -9(12
w [12(k3 k16) 2k4(1+ 2a1]] {ZKZ a1 k1+4k2]
.+ B.9%.8

3b
1
B = [12k1-@[12k3-2k4(1+ 2614] [2k2—¢(12k3+




B-4

+ 4K2+4k4) eese B.9.D

Se um pilar possui as relagoes Ji/li diferentes,
abaixo e acima do andar considerado, o valor k correspon
dente a introduzir nas expressdes de 6, ¥ , w e B & a me
dia destas relagoes.

A forga cortante no pilar A no andar considerado

e dada por

Q = « s s Bthna

e no pilar B por

QB = h « 8 s 9 Bllo-b

de onde, tendo em conta as equagoes B.3, B.5 e B.7, resul

ta:

12 E Kl
T —— -
QA ™ (1-w) ¢B ce.s B.ll.a
12 E ka
05 = —————h—————(l-BJ ¢ ... B.11.b

Negligenciando o giro ¢S da parede devido a for

¢a cortante tem-se o giro total ¢ = ¢B e portanto as rigi

dezes dos pilares a forga cortante serao

12 E Kl
= —(1- o nen .12,
S - (1-w) B a
e
12 E k3
= e = [ ) ¢123b
Sq - (1-8) B

A rigidez total do pdrtico a forga cortante € ob

tida pela soma



- = 12 E - -
5 sA+sB - Kl(l m)+k3[1 B) cese BL13

0 momento distribuido m é expresso pela fungao

linear
mo=p, ¢B se0s B.14
Tendo em conta a expressao
bl
MIB = 4 E k4¢B + 2 E k4b + 6 E k4¢B ——
2 a
1
eves BL.15
e a relagao de m da equagao B.2 e pela equagao B.7.b, re
sulta
E k 3 b b
Py = ——|4s28s —2(2+8+ 1) e.. B.16
1 h a
1 1
Para a determinacgao de p, considere-se a Fig.
B.2 onde estd apresentada, a deformagao do painel corres

ponde a rotagao ¢, devido a forga cortante.
Na estrutura da Fig. B.2, o momento distribufdo
m aplicado ao eixo da parede guando este sofre a rotacao

9 € dado por:

m = p, ¢S evee BJ17
Com a hipotese de serem iguais as rotagoes de
trés nds consecutivos de um mesmo pilar, pelo equilibrio
dos nés A e B a rotagdo, tendo em conta a equagédo B.17 e

a notagao da Fig. B.2, chega-se a:

a =W ¢, .... B.18.a
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b =B ¢ ... B.18.b
e
EK 3b 3b
p = 4 4+28[1+ 1) + "'_"""]; "s e Bnlg
2 h 2al 2,

com 6 e P dados pelas equagoes B.8 e W e B dados por:

12(k3—k16]-2k4

W = LRI 8.20.6
2K2’[12kl+4k2)6

12k, -l 12k 4-2k )

6 = — " .. BQZOQD
2k, - (12K, +4K,+4K 1P




APENDICE C

1. SOLUGAD DO SISTEMA DE EQUAGOES DIFERENCIAIS, USANDO

SERIE DE POTENCIAS, SEGUNDO CARVALHO(11)
Considere a equagao

(K] {a"(e)}-H2[s]{der}+H3(1-e)[P] {d(e)} = {0}

e = 8 @ C.l
a solugao por série de potencias sera:
o
{de}} = § {a } €" cev. C.2
n
n=0
onde {An} 6 um vetor constante dado por:
A )
In
{An} = Azn e a5 o 0 C'3
ABn/

Derivando duas vezes a equagao C.2, obtém-se:

«©

{6"te)} = ] ntn-1) {a_}e"7? ce.. C.4
n=2

Levando as equagoes C.2 e C.4 na equagao C.1,

tem-se:

[k] I n(n—l){An}e”'z—Hz[s] ) {An}e” +
n=2 n=0



+ Hatl—e)[pJ ) {a} e" = {0} ces
n=g

ou escrevendo de outra forma, tem-se}

[K] J ntn-12{A }én_Z-Hz[S] ] A _Z}en'z +
n=2 n n=2 n
TR (A OIS PURCRTA I B SN NS ELA R (') B
n=2 n=2 '

Multiplicando todos os termos da equagao C.

la inversa da matriz [K], obtem-se:

I n-2_ 2.1 -1ia; v -2
nZZ n(n-1) {A_}e""“-H" [] [s]néz{An_z}s“

(S R I AR IS A A T R (S D AR VS U ¢
n=2 n=2

Devido ao engastamento perfeito na base do

cio, a primeira condigdo de contorno € dada por:

U'(O] = D s &0
v'(o) =0 Cens
g'(0) =0 .o

de onde pode-se afirmar:

{s(o)} = {0}

onde 8(0) representa o vetor deslocamento na base do

ficio.

. C.5

. C.B

6 pe

+

edi

Combinando-se as equagbes C.2 e C.9, resulta:



{a } = {0} ..., C.10

A condigao necessaria para gue a equagao C.2 se
ja solugao da equagao diferencial C.l, € que a soma dos
coeficientes de potencias iguais de € sejam todos nulos,
possibilitando assim, a determinagao de [An}.

Desenvolvendo a equagao C.7 para os valores ini

ciais de n = 2, 3 e 4, obtém-se:
2, -1 3., ,-1
202-1) A e -H[K] " [s]{a 2e®+n7 (K] T [P ){A }e° -
3 [k 7 e A Yetvas- 1 (A de -2 (K] T [s] (A det

+H3[K]"l[q]{Al}el-H3[K]'l[g]{Al}sz+4(4—1J{A4}e2 -

2 (K] T ] LA e en B (k) T R A b 2R (k) T R A b
« 7 n(n—lJ{An}e”'Z-Hz[K]"l[slz {An_rz}e”'2
n=5 n=5 "
e CARR G AR NS EURE S [ Bl D SR CYS EUR R )
n=5 ' n=5

e s Clll

- o}
Anulando-se o termo de poténcia zero € da equa

gao C.11 e tendo em vista a equagao C.10, obtém-se:

2(2-1) {Az} = {0} ee.. CL12
ou

{a,} = {0} cee. C.13

Do mesmo modo, anulando-se o termo de poténcia

1 (61) da equagao C.ll, resulta:



C4

{—HB[K]'l[eﬂ{A0}+3(3~1){AB}-HZ[K]’l[s]{Al} '

+ HB[K]'llPT]{Al}] el = (o) v, C.14
Extraindo-se o valor de {AB} da equagao c.1l4,
obtém-se:
A} = ET%;TT[(HZ[K]'l[s]-Ha[K]'l[PT}){Al} N
+ 1[K] I[PH{AO}} C.15
Fazendo
[c,] - 12K TH[s] + HB[K]"l[PT] .ee. C.16.a
e
[c,] - [K]"l[PT]H3 «e.. C.1B.b

Estas equagdes sdo chamadas de relagao de recor
réncia (ou equagoes de diferengas finitas) e podem ser usa
das para exprimir An para n > 3. Desta forma, combinando-se

as equagoes C.16 com a equagao C.15, obtem-se:
(le,l{a} - [e, A b veue. CL17

A partir da anulagdo do termoc de potencias 2(82]

da equagac C.11, obtem-se:
13k T pJia, beata-1a (A, 1 -HP (K] T [s] {A,) +

+ HS[K]-l[Pﬂ{AZ} = {0} .... C.18



Extraindo o valor de {A4} e tendo em vista as e

quagoes C.16, resulta:

1
) = g eyl {a k- [y (b .ves CL19

Desenvolvendo a equagao C.7 até seu enesimo ter

mo, conclui-se que:

(A} = =5 tle,] (A _g-[c)]Ha_ b ... c.20

Fazendo-se
{a = [o ] (A} cee. C.21

Tendo em vista as equagdes C.10, C.13 e C.21, ob

tém-se:

[¢O] = [o] .... C.22.a
[6,) = [1] ev.. C.22.b
[¢,] = [o] .... C.22.c

onde [I] € a matriz identidade. 0O valor da matriz [¢n] pa

ra n23, fica determinado por

[¢,] = ET%TTT (lc,) o, 5] -1 Cl][¢n_2]3 ... C.23

Substituindo-se a equagdo C.21 na equagao C.2 e

tendo em vista a equagao C.10

0

{dteryt = ¢ 1 [o e
1

n=

ny {a} e... C.24



Como no topo do edificio ndo existe momentos fle
tores aplicados, nem bimomentos, a segunda condigao de con

torno € facilmente deduzida como
{6'(11} = {0} «e.. C.25

onde {8'(1)} corresponde & primeira derivada do vetor
{6(€)} no topo do edificio.

Derivando-se uma vez a equagaoc C.24, obtem-se:
-1

{6'(e)} = ([¢1]+2[¢2]€+...+n[¢n]€n 1{A,}.. C.26

No topo do edificioc, tem-se:

{6 (1)} = [[¢l]+2[¢2]+...+n[d)n]]{Al} cee. CL27

Combinando-se a equagao C.25 com a equagaoc C.27,

resulta:
([o)+2[8,]+ . enfo 1AL} = {0} ve.. C.28
Fazendo-se:
[cp)] = ¥ n [¢n] ..., C.28
n=1
A equagao C.28 escreve-se:
[ctp)] {ay} = {0} .e.. C.30
Tendo em vista gque o vetor {Al} é diferente de
zero e a matriz [C(p]] e fungao da carga critica p, o va

lor desta & determinado como:



a) Se a ordem da matriz [C(p)] for 1xl, com a anulagdo de

Cip), isto &,

Cp) = ) n¢_ =20 cev. C.31

b) Se a ordem da matriz [C(p]] for diferente de 1xl, com a
anulagao do determinante de [C(p)], 0 que garante a e

xisténcia de solugaoc diferente da trivial, isto é:

det [C(p)] =0 ce.. C.32

DESCRICAOD DO PROGRAMA USADO POR CARVALHO( ).

Programa escrito em linguagem FORTRAN para compu
tador IBM-1130 com 32k de memoria interna, com a finalida
de de resolver, por Série de Poténcias, a equagaoc diferen
cial ou sistemas de equagdes diferenciais deduzidas no ca
pitulo II.

0 programa faz uso de 3 subrotinas: RAPOL - sub
rotina baseada na subrotina cient{fica POLRT do manual de

programas da IBM: 1130 Scientific Subrotine Package. Tem

por finalidade achar todas as raizes reais e complexas de
polinomios no maximo de 36° grau. Esta subrotina apresenta

um codigo de erro interpretado na tabela C.l.

TABELA C.1 - TABELA DE ERROS

N?® DO ERRO - IER CAUSA DO ERRO
0 Nao houve erro.
1 Grau do polinomio € menor que 1.
2 Grau do polinomio é maior que 36.

Incapaz de calcular a raiz com 500 ite-
ragoes para 5 valores iniciais.

4 Coeficiente do termo maior grau é zero.




INV -

PRMAT -

figuram

KMA -

KMI -

FN -

ALFA -

PCRT -

PCRTI -

C-8

Inverte a matriz quadrada pelo método de GAUSS-JOR
BAN.

efetua o produto de duas matrizes guadradas.

Segue identificagao das principais variaveis gue

no programa.

ordem das matrizes coeficientes do sistema de e
quagoes diferenciais. Pode assumir os valores
1 £ NE € 3.

altura total da estrutura.

matriz de rigidez da estrutura a flexo-torgao [K]
de ordem 1, (2x2) ou (3x3)

matriz de rigidez,imposta pelos porticos ou pelos

linteis, [S] de ordem 1, (2x2) ou (3x3).
neste caso, matriz nula.

matriz posigao [PT]multiplicada pelo esforgo exter

no p, de ordem 1, (2x2) ou (3x3).

numero de termos da série.

matriz [¢n] conforme a equagao C.23 do Apendice C.
matriz [C(p]] conforme equacgao C.32 do Apéendice C.

vetor contendo os coeficientes do polindmio gerado

pelo calculo do determinante da matriz [C[p)].

vetor contendo as rafizes reais do polinomio.

vetor contendo as rafizes imaginarias do polinomio.

Os cartoes de dados para o programa devem ser

fornecidos na forma e na ordem da tabela C.2.



TABELA C.2 - TABELA DE DADOS

N® DE |VARIAVEIS POR

S
DADO CARTOES CARTOES

FORMATO

Ordem das matrizes coefi-
cientes do sistema de equa 1 NE Il
gOes diferenciais

Altura da estrutura 1 H 3F15.0

cada linha da

Matriz [K] NE , 3F15.0
matriz

Matriz [S] NE cada linha dajc,5 g
matriz

Matriz nula [KT] ne |°@da linha dajge 5 g
matriz

Matriz [P] NE cada linha da|sqy5 g
matriz

Cartao em branco

A cada "N” considerado sao impressos o ndmero de
termos da série, o grau e coeficientes do polinomio gerado
pelo calculo do determinante de [C[p]]. o codigo de erro
na resolugaoc do polindémio e as rafizes reais e complexos do

polinomio.

Segue a listagem do programa.
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£x | 1STAGEM DU

XTo=x X T Y sy T
YT2=X5 YT +Y%XT
UsU+COE(L )%XT2
V=V +OOF (L )sYT2
Fl=1
UX=UX +F T#XTxCOF(L )
WYz YR IRy T=COF{L )
XT=XT 2
YT=Y72
SUMIZ w=Ux=UX+uYHUY
TF(SUMSL) 73,110,753
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ClIlya)=Clyd ) +AL I K ) =K J)
RETURN

Flw
LIaT SUURLE PEALGRAM
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”CS(Cbx,,¢L*‘“KIwT-*,TYﬁ TWRITER yKEYo UARDT , 14 3PRINTER)
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AUX{ Iy d Y =M 140 )4KT(1,4)
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APENDICE D

1. SOLUGAO DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL DE SEGUNDA ORDEM,

NAD HOMOGENEA E A COEFICIENTES CONSTANTES
Considere-se a equagao diferencial

tq" - th = t e« s s D-l

a) Solugao particular

onde 95 € a solugao particular da equagao D.1.

b) Solugao da equagao homogénea

AZ -AzZ
e

q, =t e+ G ... D.3
onde:
b.1l) A & uma constante definida por:
t
1
= — e e 2 ¥ D.4
A t
)

bh.2) C1 e Cz constantes a serem determinadas com auxi

lio das condigoes de contorno.

Portanto, a solugdo geral e:



1)

2)

q ==C., e + C, e - = eoss DO

CONDIGOES DE CONTORNO

De acordo com as vinculagdes na base das paredes, e a
partir da equagado de compatibilidade no ponto medio do

lintel, equagao III.17, tem-se:

qlo) = fL ... D.B.a
0
onde :
al) A = u'lo) c + 62(0) - 61(03 cese. D.7.a
com
c = c1 + 02 .o D.7.b

vale observar, gque no caso de engastamento rigido na ba

se, tem-se A = 0.

“ s e Dn7.C

=2

Como nao existe momento fletor aplicado no topo da pare

de e a forga normal para z = H € nula, pode-se afirmar
g'(H) =0 .... D.B.Db
Aplicando a primeira condigao de contorno na equagao

D.5, obtém-se:

N

1 2

ct

c+c=%—+~——— .... D.8
0



Aplicando a segunda condigao de contorno, tem-se:

C =—_“'—“—‘—‘[“'—'+‘-“) o e 00 Dug

Substituindo D.83 em D.8, chega-se a:

AH t

e 2 A
[: = —‘———-———-—-————.(.———- + '—.-.) . s 8 » D.lD
2 eAH+BAH tl to
levando D.9 e D.10 em D.5, pode-se eacrever:
q = __jii_—[ig_ + .é_..)e)\z.y. _.__._._._._..e)‘H (3..2_ + _é_)_xz— ..t.g.
BAH+6AH tl tD BAH+5AH t1 to 1
ou ainda:
. - (EZ . A )[ éA[H-z) . e)\(H-z) ]_ EZ
tl t BAH+5XH BXH+éAH t1
ou
t2 A 2 eA(H-z)+éA[H~z] t2
L R G R z T
1 0 e +e 1
e finalmente
t t
q = (_t—‘% + 'EA—-]SBCh AH ChA(H-Z] - _t——z_ . s 0 Dull

1 0 1
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