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RESUMO

0 presente trabalho tem por finalidade oprincipal
a determinagao de larguras efetivas de lajes cogumelo calcu
ladas no regime elastico, sujeitas a cargas verticais uni
formemente distribufidas, com diversas condigoes de contorno.

As hipoteses para o calculo basearam-se no compor
tamento das reacgoes de lajes sobre vigas flexIveis.

Deu-se maior importancia a laje cogumelo continua
pois & a mais usual na pratica, por exemplo, em pisos de pa
vimentos de edificios.

Inicialmente estudou-se a laje isolada quadrada;
comparando—ayéom um processo apresentado por Hahn, ref. 6 ,
concluiu-se que neste se fica muito a favor da seguranca.

Para a laje isolada retangular, com as larguras e
fetivas obtidas calcularam-se os momentos nos quartos de
vao, cujos valores estao bem proximos dos momentos calcula
dos por diferengas finitas, segundo Tarzi e Nessin,ref.[16L

Para a laje cogumelo continua, calcularam-se as
larguras efetivas referentes a momentos positivos e negati
vos; da comparacao com as normas ACI-318/77, DIN 1045/1972

e NB-1/78 chegou~se as seguintes conclusoes:



a) para carregamento total, as larguras efetivas prescri
tas pelas normas, em geral sao bem maiores;

b) para carregamento parcial, as larguras efetivas pres
critas para momentos positivos sao bem menores numa

diregao e bem maiores na outra,

Tendo em vista que foram feitas hipoteses para

-

simplificar e tornar possiveis os calculos, = conveniente u

ma comprovacgao adicional através de um outro metodo e, prin

cipalmente, comprovagao experimental,



ABSTRACT

The chief aim of this work is the search of the
effective width of flat slabs on elastic path, under uni-
form distributed vertical loads and with several boundary
conditions.

The assumptions of the work out are based on the
behaviour of the reactions of slabs on elastic beams.

It was given special attention to continuous flat
slab because it is the most usual in practice, for instan-
ce, as floors of high buildings.

It was first analysed an isolated square slab;
a comparison was made, between this process and that pre-
sented by Hahn, ref. 6, and it was concluded that this pro
cess 1s more safe.

For an isolated retangular slab it was worked
out, with effective width, the bending moments at each quar
ter of the span, which values are very near of those one

worked out by finite differences, as Tarzi and Nessin, ref.
16.

For the continuous flat slab it was worked out
the effective widths for positives and negatives moments;
from comparison with the ACI-318/77, DIN 1045/1972 and

NB-1/78 we can conclude as follows:

a) for total loads, the standard effective widths
are, in general, greater.

b) for parcial loads, the standard effective
widths for positive moments are smaller in one

direction and greater in the another omne.

In this work assumptionswere made in order to
simplify the work out so, it is convenient an aditional

study based on another methods and mainly experimental work.
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vaos da laje isolada, ou dimensoes dos painéis da la

je continua

largura efetiva para momento fletor m, . 0O meio do

vao entre apoios (para gimplificar a notacao, também

sera chamada de bx)
largura efetiva para momento fletor m _, Do apoio

largura efetiva para momento fletor mym no meio do
vao entre apoios (para simplificar a notacao, também

sera chamada de by)

largura efetiva para momento fletor mya no apoio
raio do pilar circular equivalente

rigidez a flexao da placa D = ———mmm

modulo de deformagao longitudinal do concreto

deslocamento vertical de um ponto da laje (flecha)
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,m_: momento fletor que exige armadura na direcao y

p: carga uniformemente distribuida aplicada a laje (p.ex.
2
N/m™)

p,: carga por unidade de comprimento numa segao de viga

equivalente (p. ex. N/m)
R: reacao total de um pilar (p. ex. N)
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pio olp
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V: coeficiente de Poisson

ot tensao na viga ou na laje na direcao x
Pq .
=-;—: relagao entre as cargas por unidade de comprimento
2

que recebem as vigas 1 e 2 respectivamente.
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APRESENTACAO

0 objetivo desta dissertacao & a determinacao de
larguras efetivas para momentos fletores em lajes cogumelo
de concreto armado, sujeitas a cargas verticais uni forme
mente distribuidas.

A largura efetiva indica qual a faixa em que deve
mos distribuir a armadura, além de possibilitar a verifica
cao das tensoes de compressao no concreto.

Em geral, nas bibliografias sobre lajes cogumelo,
0s autores calculam momentos e flechas para o seu dimensig
namento, mas nao indicam as larguras das faixas onde deven
ser distribuidas as armaduras.

Sobre esse aspecto existem apenas recomendacgoes de
diversas normas (ACI, DIN, NB-1/78), sugerindo as larguras
daquelas faixas de uma maneira muito simplificada.

Este trabalho visa determinar as referidas largu
ras efetivas atraves de uma formulacao matemética,,permitig
do uma distfibuicido-de armadura mais adequada.

No cap. 1 apresenta-se a introdugao: no item 1.1
descrevem-se as: consideragoes gerais nas lajes cogumelo e

no item 1,2 definem-se as palavras-chave do trabalho.No item



1.3 mostram-se prescricoes de tres normas. Nos itens 1.4 e
1.5 descrevem-se as hipoteses gerais e as consideracoes adi
cionais para determinacao das larguras efetivas,

No cap. 2 estuda-se o caso de laje isolada retan
gular sobre apoios puntiformes.

No cap. 3 trata-se o caso usual na pratica de um
painel interno de uma laje cogumelo continua de um pavimen
to de um edificio. No item 3.1 as cargas uniformes estao
distribuidas em todos os paineis, enquanto que no item 3,2
as cargas uniformes estao distribuidas em faixas alternadas
de modo a resultar momentos positivos maximos nos vaos. De
terminam-se as larguras efetivas para momentos positivos e
negativos.

No cap. 4 deduz-se o caso da laje isolada retangu
lar com uma borda simplesmente apoiada e a borda oposta so
bre apoios puntiformes, com a qual pode-se calcular aproxi
madamente as larguras efetivas para momentos positivos de
um painel de borda de uma laje cogumelo continua.

Nao se analisou painel de canto de uma laje cogu
melo continua porque nao existe bibliografia completa com
calculo de momentos e flechas principalmente, conforme co

mentado na ref. 12 , pag. 108.

No cap. 5 faz-se um exemplo numerico e compara-se
com os resultados utilizando-se ACI 318/77, DIN 1045/1972 e
NB-1/78.

No final de cada capitulo, tiram-se conclusoes
parciais.

Em seguida, chegam-se as conclusoes finais.

Em anexo, conjunto das tabelas de momentos fleto

res e flechas das lajes, utilizadas nos diversos capitulos,



caPfTULO 1

INTRODUGAO

1.1 - CONSIDERACOES GERAIS SOBRE LAJES COGUMELO

As lajes cogumelo sao estruturas de uso ainda re
lativamente restrito no Brasil, situagcao essa que tende a
modificar-se devido as vantagens que tal tipo de estrutura
apresenta sobre as solugoes usuais com lajes e vigas.

Utilizando como solugao estrutural a laje cogume
lo consegue-se uma substancial economia, bem ¢omo uma
grande simplificagao nos = servigcos de execucao de for
mas , montagem de armadura e concretagem, o que leva a uma
maior rapidez de execugao. Além disso, consegue-se uma ilu
minagao mais uniforme do ambiente, melhor ventilagcao, menor
acumulo de insetos com vantagem também da higiene. Aléam de
se facilitar muito a colocagao de condutores elétricos e
tubulagoes hidraulicas, também a estética do local melhora.
Por Ultimo, ganha-se altura nos locais onde se requer econg
mia da altura total do edificio ao reduzir a espessura to
tal de cada piso de pavimento.

Apesar das vantagens construtivas, as lajes cogu
melo tem desvantagens como solugao estrutural devido & pe

quena rigidez que apresentam para resistir a esforgos hori



zontais, se comparadas com a solucao usual de lajes e vigas.
Esta condicao exige que seja garantida a estabilidade e re-
sistencia da estrutura, principalmente no caso de edificios
com varios pavimentos e/ou poucas linhas de pilares, p.ex.,
ligando a laje a um nucleo de rigidez (paredes de pogo de e
levador, etc.), projetando-se vigas nas bordas das lajes dos
pavimentos e outras solucoes.

Qutro problema que surge no projeto de estruturas
em lajes cogumelo e a verificacdao a pungao da laje para a
introducido das reagoes dos pilares. Tal problema ainda nao
esta totalmente resolvido, havendo grandes divergéncias nos
valores das tensoes ultimas de punggo que se encontram espe
cificadas nas diversas normas e, principalmente, divergen-
cias de critérios para verificacao da puncao nos casos em
que a reagao do pilar & constituida por uma forga nao centra
da, ou seja, nos casos em que a laje cogumelo introduz no

pilar, alem da forca normal, também momento fletor.

1.2 - DEFINIGOES

Laje cogumelo & uma estrutura formada por uma pla

ca de concreto isolada ou continua que se apoia diretamente
sobre pilares, com ou sem alargamento nos topos dos mesmos.

Painel € uma regiao da placa limitada pelas 1i-
nhas que unem os centros de quatro pilares contiguos, dis-
postos nos vertices de uma malha ortogonal.

Painel interno: se as dimensoces da laje continua

sao grandes em comparagao com as dimensoes do painel, pode
ser assumido que a flexao de painéis internos nao & afetada
pelas bordas, de modo que a analise pode entao ser confina-
da apenas a um painel,.

Placa delgada & aquela cujo efeito da deformacao

por forga cortante & desprezivel em relacao ao efeito da de

formagao por flexao.

Largura efetiva para momento fletor & a largura

de uma faixa de laje que, atuando como uma viga, que no que

segue, sera chamada de viga equivalente, com a tensao maxi

ma uniforme e igual a maxima tensao da laje naquela dire



cao, desenvolve momento resistente igual ao da laje (Ref,

13 , pag. 188).
Da definicao de largura efetiva dada acima e uti

lizando as hipoteses do item 1.4, temos na direcao x (ver

Fig, 1):

~ . Mxm B2
- tensao maxima na laje: o = = (1) onde W. = 1.

x,L ) a2 L 6
L

~ - M

- tensao maxima na viga equivalente,(viga 1) O = ﬁiﬂ (2),
b n? >V v
onde W = —X0&
. v 6

Pela definicao, igualando as expressoes (1) e (2),

vem:
Gmxm 6HXm M
; Xm
5= 5 T b = = (3)
xm xm

Analogamente na direcao y chega~-se a:

o
.

b = ;XE
ym

(4)

g
<
E

/1 ® APOIO PUNTIFORME

!
!
y o ! A
< ! a variagdo dos momentos
X g : m, ao longo do eixo y.
S } Ef M b
VIGA 1-m 1 ox 4 XM = Dym- Mym
YIS Mam, fxm 4 [123%
~ Mxm
a VIGA EQUIVALENTE NA DIREGAO X { VIGA I )

VIGA EQUIVALENTE NA DIREGAO Y (VIGA 2 )

Fig.| — Exemplo de painel isolado



Entao a largura efetiva referente a uma determing
da diregao e a relagao entre o momento maximo da viga equi
valente e o momento maximo da laje naquela direcao.

As cargas sobre as vigas equivalentes serao estu

dadas no item 1,5.

1.3 - PRESCRICOES DE ALGUMAS NORMAS

Serao expostas em seguida, prescricoes de tres

normas para determinacao das larguras efetivas.

1.3.1 - ACI 318-77

0 American Concrete Institute 318-77 apresenta um
método de calculo para o projeto de lajes cogumelo continuas
com flexao em duas direcoes.

0 método da estrutura equivalente consiste em di
vidir a estrutura tridimensional formada pela placa e seus
apoios em uma série de porticos, chamados porticos equiva
lentes, os quais saoanalisados para as cargas que agem nos
seus planos.

As faixas do apoio e as faixas do vao tem as se

guintes larguras:

a
FAIXA DO APOIO NA DIR. X
/ |
o} RESTRIGAO :
> / J// o
[ AV a4 4 .Y Ve 0
a 4 // (@] b< a
L4
z a 4
. 1'32
g : o ; x
3
< ™ 8 ;g
3 N °F s
X \)\ a
- N -l &4 B
\\ﬁk\ °
. _
L050b, d-0.50b | 0.50b

y
' r T Faixa Do vAO NA DIR. Y i

X
Fig 2



Cada portico & tomado sobre uma linha de pilares
e e formado por duas partes (ver Fig, 3):
a) uma faixa de laje limitada pelos eixos dos paineis ad
jacentes;

b) pilares ou outros suportes verticais.

0 ACI 318-77 considera como momento negativo para
dimensionamento, o momento negativo na face do apoio mas,
no maximo, a 17,5% do vao respectivo a partir do centro do
apoio. '

Os pilares de forma regular, deverao ser tratados
como pilares quadrados de mesma area.

Os momentos positivos e negativos calculados para
os porticos equivalentes sao entao distribuidos nas faixas
do apoio e nas faixas do vao, de acordo com o que segue (v,
Fig. 4 ):

As faixas do apoio serao solicitadas por 757 do
momento negativo e 607 do momento positivo,

As semi-faixas do vao, que formam juntamente com

a faixa do apoio o trecho da estrutura em estudo, serao so

[ B B 'r

T

o
|| _ M
E || | |
9| a2
FAIXA OE LAJE COM LARGURA (bj+b2)/2
PIL ARES

FiG 3
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SECAO A SECAO B
a apoio vdo
~+1] []
25°/oMs.£2_ 40°% M, P
b,+ b, b+ b,
b <a -1
2 semi- faixa do vao 0,25 b,

S\ \\\ N NN kE.zsbz \

l ///\

L] ixa\.do . apoio 7
q\ \ 0,25b, N - 75% Mg 60% Mg
semi— faixa do vdo a2s b,
b, <@ \\
25 % Ms_‘l 40°% MF' b
btb, b+ b,

M m

L ]

()
\ZJ

\ Ms ® ENVOLTORIA DE MOMENTOS
OBTIDA DA RESOLUGAD DO PORTICO

FIG. 4 — DISTRIBUICAO DOS MOMENTOS POSITIVOS E NEGATIVOS NAS FAIXAS
DO VAO E DO APOIO DE ACORDO COM ACI 3i8- 77




licitadas pelos restantes 257 do momento negativo e pelos
restantes 407 do momento positivo,

Issas parcelas deverao ser divididas entre as se
mi-faixas do vao proporcionalmente as suas larguras.

Cada faixa do vao sera solicitada pela soma dos
momentos das duas semi-faixas que a compoen.

Veja-se no item 3.1.3 a comparacao das larguras
das faixas com as larguras efetivas calculadas no presente

trabalho.

1.3.2 - DIN 1045-1972, item 22.3.1

0 método consiste em dividir a laje em dois siste
mas de vigas, longitudinais e transversais, as quais, devem
ser analisadas juntamente com os pilares, formando porticos,
como se as vigas fossem continuamente apoiadas pelas linhas
de pilares que se estendem na diregao transversal (v. Fig.
6).

As faixas de apoio e as faixas do vao tem as se

guintes larguras: ‘ . . ' .

a

FAIXA DO APOIO NA DIR. X

;%&x /p . o RESTRIGAO:
>
L 'S . O < a
= 4 / 4 5 0,75 € +— <1,33
56, 5% 7 S5y SRR
3 ] : <
g ] a gx
a (o] o«
o : \ ©| X5
8 o &3
2 st
| CQ S o— 1 3
) o
! 1

| 060a | 0.40a

m rFAIXA DO VAO
NA DIR. y

Fig. 5

I
7
#

4
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Os momentos fletores ohtidos da analise do p5rti
co descrito devem ser distribuidos pelas faixas do vao e do

apoio conforme indica a Fig. 7,

0s momentos numa faixa do vao devem ser adotados
como as medias dos momentos das duas semi-faixas adjacentes

que a compoen.

Veja~se também no item 3.1.3 a comparacao com o0S

resultados do presente trabalho.

]
o
s w
9x 2 s
< z
. _ ) z f
L/ L/ \ .\ J : 1 .
: | | 3 2
O -—— 0O O —Qf 8 |
‘r'{/ </ :Q ? i ' g :
o | LJ \ ./ 1z
A\ LT v N
s SN :
D——0— —D- -H——€ +
: l S
! . A =
™ . 9, f) O 4 g

A

‘\\\\\FAIXA DE LAJE COM LARGURA by

PILARES

L
r
[N

L. -, ——— -t e

PORTICO EQUIVALENTE NA DIREGAO X

Fig. 6
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®

; 4] SECAO A-A SECAO B-B
APOIO VAO
( ; (N
K 7 . ’ 0.b 21 Ms [
SEMI- FAIXA DO APOIO 0.2b e 1.25 Mg
7 O.ib y _4
-1 \
14 Mg
ay A
X FAIXA DO VAO 0.6b / 05 Msg —/\0.84 ME
—_ B
by y
é SEMI- FAIXA DO APOIO 0.2b 0.l b'T* ¢ 2
/ ' Olb 222
J_.( 4} i

(® ®
ENVOLTORIA DE MOMENTOS

- OBTIDA DA RESOLUCAO DO
m [Ms o
i

Fig.7? — Distribuicdo dos momentos positivos e negativos nas faixas do
vdo e do apoio de acordo com a norma DIN 1045

1.3.3 - XB-1/78, item 3.3.2.11

0O item 3.3.2.11 da NB-1/78 @ o seguinte:

"As lajes apoiadas diretamente sobre pilares se
rao calculadas em regime elidstico ou rigido plastico de a
cordo com os itens 3.3.2.1 e 3.3.2.2.

Quando os pilares estiverem dispostos em filas
ortogonais e a espessura da laje respeitar o minimo do i‘
tem 6.1.1.1, sera permitido calcular em regime elastico o
conjunto laje-pilares como porticos multiplos, admitindo-

se a laje dividida em duas séries ortogonais de vigas e
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considerando-se no calculo de cada série o total das cargas.
A distribuicao dos momentos, se se dividirem os painéis das
lajes, com os cantos correspondendo aos pilares, em quatro

faixas iguais, sera feita do seguinte modo (v.Fig. 9 ):

~ 457 dos momentos positivos para as duas faixas inter
nas:

-~ 27,57 dos momentos positivos para cada uma das faixas
externas

- 257 dos momentos negativos para as duas faixas inter
nas ;

- 37,57 dos momentos negativos para cada uma das faixas

externas.

Deverao ser estudadas cuidadosamente as ligacoes
das lajes com os pilares, com especial atencao nos casos em
que nao haja simetria de forma ou de carregamento da laje
em relagao ao apoio. A pungao sera verificada de acordo com
o item 4.1.5"

De acordo com o que se prescreve nesse item, tem-—

se as seguintes larguras para as faixas do apoio e do vao:

— a

. FAIXA DO APOIO NA DIR. X
|

|

T
a
> i O
//Q/ g n
< ':' (o] |
: FAIXA DO| VAo i nl
é < NA DIREGJAO X o
< o n
o 5> ©
o AN ° ﬁ—
N g N g a
EP TR %\gg‘ ——0—- | g
w3 o
, =t
y
| | 050 a 0.50 a 050 a
» ]

Fig. 8



-13-

®) ® SECAO A SECAO B
apoio vao
a 37.5% Mg 27,5% M,
)\ / /
/ faixa exte/ / 0,25 b / /
- +
faixa interna 0,25 b
b R I~ 25% Mg “T-45% Mg
faixa interna 0,25 b
—
faixa” externa 0,25 b / //
o VoS, % Z 2
| /
l 37.5 % Mg 275% Mg
®
Mg
ENVOLTORIA DE MOMENTOS OBTIDA
DA RESOLUGCAO DO PORTICO
Me

FIG. 9 - DISTRIBUICAO DOS MOMENTOS POSITIVOS E NEGATIVOS NAS FAIXAS
DOVAO E DO APOIO DE ACORDO COM A NB-I/78
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Veja-se igualmente no item 3.1.3, a comparacao

os resultados do presente trabalho.

1.4 - HIPOTESES GERAIS

A laje cogumelo e delgada.

A laje cogumelo nao possue alargamento nos topos de
seus apoios.

Admite-se que, para efeito das cargas verticais, haja
articulacao entre a laje e os pilares de apoio.

As cargas verticais atuantes, bem como as reacoes dos
pilares estao aplicadas no plano médio da laje.

0s momentos fletores e flechas serao calculados no re

gime elastico.

Na teoria das placas delgadas, admitem-se -as se

guintes hipoteses (v. ref. [10]):

0 material da placa e elastico e segue a lei de Hooke,
isto &, existe proporcionalidade entre tensoes e defor
macoes,

A placa & de material homogeneo e isotropo.

Os deslocamentos verticais f s3ao pequenos em relagao a
espessura h, ou seja, a teoria e linear sendo entao va
lida a superposicao dos efeitos (proporcionalidade en
tre esforcos e deslocamentos).

Uma reta normal ao plano médio mantem-se normal a su
perficie deformada, isto e, segaes planas permanecem
planas apos a deformacao, ou seja, as tensdes e defor
macoes sao proporcionais a distancia ao plano neutro.
As tensoes normais a superficie média sao despreziveis
em relacao as demais tensoes.

Os deslocamentos no plano da superficie media sao des

preziveis.
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1,5 - CONSIDERACOES ADICIONAIS PARA DETERMINACXO DAS LARGU-
RAS EFETIVAS

a) Distribuicao da carga entre as vigas equivalentes

As vigas equivalentes sao muito flexiveis, pois
tem altura igual a da laje. Logo as cargas sobre as mesmas
serao como desenhado na Fig. 1 (em tracejado), isto e,
tenderao a concentrar mais carga proximo aos apoios e menos
carga no meio dos vaos, inversamente do que aconteceria se
as vigas fossem rigidas (ver ref. 3, pg. 14 e ref., 12 , ps.
69).

De uma maneira analoga feita por Fichstaedt para
reacoes de lajes apoiadas em vigas rigidas (ref. 4 , PEg.
224 e ref. 11 NB-1/78, item 3.3.2.9), aproximaram-se os
diagramas de cargas sobre as vigas flexiveis 1 e 2 por dii
gramas lineares, com a finalidade de simplificar os cElcE
los (na Fig, 1, em trago cheio).

Assim, temos as reagoes a determinar: na viga 1,

P, € py; na viga 2, Py € Dy

b) Calculo das larguras efetivas bxm e bym para momentos po

sitivos (v. Fig. 1).

Tem-se 6 incognitas a determinar: Pys P3s Pys Py

Tem-se as seguintes equagoes:

- equilibrio vertical, isto &, a soma das reacoes de um
pilar nas vigas 1 e 2 deve ser igual a reacao total do
pilar.

Eptao: Rl + R2 = R

- igualdade de momentos nas direcoes x e y, isto e, os
momentos maximos por unidade de largura das vigas 1 e
2 respectivamente iguais aos momentos maximos da laje

(da definigcao de largura efetiva). Entao tem-se:
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M M

Xm . m
1: ——> =m : na viga 2: A

b ym
xXm ym 8

L
-
s}
<
[
39
i}

- igualdade de flechas em x e v, isto &, as flechas maxi
mas das vigas 1 e 2 respectivamente iguais as flechas

-

. . 0 -
maximas da laje. Dai decorre:

Na viga 1: f = f ; na viga 2: f = f
! XV Xm i yv ym
~ a 62 equagao resulta da relagao entre p; e p, que sera

desenvolvida no decorrer do estudo.

Os momentos, as flechas e as reacoes das lajes,
sao valores conhecidos, calculados como mencionado anterioz
mente, pela teoria elastica das placas.

A seguir,sera inicialmente estudada a laje 1isola
da quadrada onde, por simetria, a 62 equacao resulta P, =

’1
Py



CAPITULO 2

LAJE ISOLADA SOBRE 4 APQOIOS PUNTIFORMES

2.1 - LAJE QUADRADA

2.1.1 - Calculo das larguras efetivas segundo as hipoteses
dos 1tens 1.2, 1.4 e 1.5,

- Esquema da laje

L
r
.._
Tl:_
I E
()
I
o I €
s F
|

‘.
1

- Momentos e flechas da laje (ref. [1], pg. 97): v =0
(V. Anexo).

m = m = 00,1604 pa2
xm ym
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4
= b2
fxm = fVm = 0,210 3 (6)
Y Eh
- Reagao total de um pilar
na2
R = demee
R 7 (7
- Esquema da viga 1 = viga 2
Ps=C P, p,-ps (1 -alp,
p| pl = pl p[ - I j
Mxm *fxrmip = =
} a
R,=R, R =R,
Fig. 11
- Momento e flecha no meio do vao da viga 1 = viga 2
2
P a2 P a2 (1+20_ Jp.a”
= 2 - -1 1o 1 _ 1771
M =M = e = (1l-a,) = —
Xm ym 8 1 12 24
2
(1+20.,)p, a
m = m = 171 (8)
“xn “ym 24b
X1
5p a4 (1-0,)p a4
£ - f - 17 1741 (9)
Xm ym 384E1 120F1 )
onde
bxmh3
I = I1 - 12 7 (10)
Substituindo (10) em (9), chega-se a:
4
(9+16a1)p1a
£ =f = 3 (11)
xm yu 160Eb_ h
Xm
-~ Impondo a igualdade dos momentos, isto €, da eq. (8) com

a eq. (5), vem:
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(1+2m1)p1
[ R 7
bem T TITEE96 D (12)
Tmpondo a igualdade das flechas, isto e, da eq.
(11) com a eq. (h), vem:
b = ﬁ?:ifﬁllﬁl (13)
T xm 33,6 p

Igualando as equagoes (12) e (13),tem-se que o, =

1
= 0,1866
- Reagao de um pilar na viga 1 = viga 2
Pla pya
R, = -~ — (=0 )—=— = 0,25(1+a;)pya = 0,2967 p,a
| (14)

- Igualdade da somatoria das reacoes do pilar nas vigas 1
e 2 com a reagao total do pilar
Deve—-se ter
2R, = R (15)
Substituindo (14) e (7) em (15), temos:
2
. = P4
0,5933 p,a 4
donde

p, = 0,42l4-pa e pjy = 0,0786 pa

Substituindo esse valor de py em (13), tem—-se fi

nalmente:

b _=b_ _ =0,1503 a
ym
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- Diagrama de cargas sobre as vigas equivalentes:

do apoio,

Tem~se na.

Logo

coes 1, 2

p p,=0,42l4pa
| | p,0.0786pqg
L_(Dx@) (ao @ VIGA | = VIGA2
R;=0.1250 pa® R,

Fig. 12

Calculo do momento m, na secao a uma distancia x

partindo do diagrama de cargas da Fig. 12:

secao Xx:
= ( 428 (1~ e
p, = 0,0786 pa + 0,34 (1 7 .5a (16)
2 2
A = R - 2{_,_ - - .x__
‘Ix 1 ¥ P 2 (Pl px) 3 an

Dividindo (17) por b__, calcula-se n
Xm X

|
i

Xm

Na Tabela 1 calculam-se esses valores para as se

e 3, Os momentos m_ para comparacao, foram toma

dos da ref. 16 . (V. anexo).
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X Px Mx M Py
S E G AO 'ﬁ":‘s“a‘ 'p"ai m—— ‘3" - — -2“‘
pa pa pa
ref. [16]
1 n,25 00,3357 0,01256 n,N83A 00,0863
2 n,50 0,2510 0,01986 0,1321 0,1290
3 0,75 0,1643 0,02327 00,1548 0,1516
4 1,00 0,0786 0,02411 0,1604 0,1604
Tabela 1

A variacao dos momentos fletores m_ com o eixo y

(v. fig. 10) e a seguinte (valores segundo ref, 16) :

0,1503 @

N

0,1378

0,1205 0,12350

0,1094

" "
cobertura do diagrama
de momentos

|

m
Fi1G. 13 : VALORES DE -i"
pa

0,1503 g

§
|
~

Pxm

Integral dos momentos m  que atuam perpendiculaz

mente a segao passando pelo eixo y. Deve-se ter:

a/? ‘
f Jp.a3
mx dy = 5 I’

-a/2
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Assumindo interpolacao linear en
pa*e I o s .
" tre os valores, verifica-se o equi
E a £
2 1ibrio na quarta casa decimal.
Eﬂ?d/ o
4 I
2.1.2 - Segundo Hahn, J.: "Vigas continuas, porticos, pla-
cas y vigas flotantes sobre lecho elastico" “5efjﬁ]

Neste livro, Lahn apresenta apenas uma breve in
troducao ao assunto.

Calcula, como um dos exemplos, as larguras efeti
vas (iguais por simetria) de uma laje cogumelo isolada qua
drada (v. esquema da laje na Fig.10, Sua grande impreci
sao reside na hipotese de cargas para as vigas equivalen

tes, quando supoe que as cargas sobre as mesmas sao de for

ma triangular, como se as vigas fossem rigidas (v. Fig.l4).

L +MXm = Mym = 24
| o N
| !

Fig. 14 - Esquema da viga | =viga 2

Impondo a igualdade do momento Mom dividido pela
largura efetiva bXm com o momento de laje (dado por (5)),
o autor chega ao valor bxm = bym = ),260 a. Comparando com
o valor calculado pelas hipoteses admitidas no presente
trabalho (bXm = bym = 0,1503 a), ve-se que empregando o pro-
tesso simplificado utilizado naquela bibliografia, a largu

ra efetiva resulta 737 maior.
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2.1.3 - Conclusoes

1) Conhecida a largura efetiva bvm no meio do
vao, pode-se calcular, com boa aproximaggo,‘os nomentos de
laje ao longo da borda: a pentltima coluna da tabela l,quan
do comparada com a ultima coluna, ve-se que é perfeitamente

aceitavel.

2) Da teoria de placa quadrada sobre apoios defor
maveis, ref. [9], pg. 145, sabe-se que: quando a relagao H
entre a rigidez da viga de apoio EIV e a ripgidez da placa
aD for igual a 0,5, as cargas sobre as vigas serao uniforme

mente distribuidas (v. Fig. 15).

L a I
I < EIL, 1
;—;~———7/—*—“;1| gaql_
1
T 11 6l H=E = 0,50 (18)
1 o 5 > a
A { I { ] Ao_.. 1"
L | vica 2 | l S
T | e ]
! : 7V/GA] : : L >
e
923 |
O
L~
b 111l [—o.25pg
A
VIGA
= = ﬁ{
YEELJ:J/;ZJ CORTE A-A +— Fig. IS
VIGA 2 bw '9

Se as alturas das vigas forem iguais a da laje,

tem—se:
bwh3
Ly = 17
Para v = 0, a rigidez da placa fica:
3
D = Eh~



24 -

Substituindo na (18), vemn:

EIV bw
—— T e == 0 s} -> b = ) O
aD a S 1% 30 2

isto €, a largura da viga de altura igual a da laje, para
que a carga sobre a mesma seja uniforme e igual a  metade
do vao da laje.

No caso analisado, a viga equivalente tem altura

igual a da laje e largura bxm = bym = 0,1503a< bw = 0,50a,
isto e, a viga equivalente nao tem rigidez suficiente (H =
= 0,1503). para a carga sobre a mesma ser uniforme e, muito
menos, como no item 2,1,2, Isso confirma a distribuicao de
cargas da Fig, 1, assumida para as vigas,

A rigor, nao se assumiu a distribuicao de cargas
para as vigas equivalentes como na Fig.,12, A imposicao de
gualdade de momento e flecha no meio do vao entre apoios
que implicou em Py < Pys resultando semelhante a reagao de
laje isolada sobre vigas muito flexiveis.

A distribuicao de cargas para as vigas em funcao

de H & entao:

H—oco ( APOIO RIGIDO)
0.4214 \ | APROXIMAGAO LINEAR DAS CARGAS
PARA AS VIGAS (H=0.1503 )

—[ DISTRIBUIGAO "REAL DAS CARGAS
PARA AS VIGAS

0.25

| APROXIMACAO DE EICHSTAEDT PARA
APOIO RIGIDO

FIG. 16 - VALORES DE T
a

No calculo anterior foi linearizado o diagrama de
cargas para a viga equivalente de uma forma analoga feita

por Eichstaedt para vigas rigidas (v. Fig.16 ).



-25-

3) 0 calculo das larguras efetivas feito por Hahn

esta, portanto,muito a favor da seguranca.

2.2 - LAJE RETANGULAR

.2.1 - Calculo das larguras efetivas segundo ashipotesesdos Itens

- N

.2, 1.4 e 1.5.

- Esauema da laje

e a ]
N =
—_ e ——— = ®
kR :,E me.fxm ’- : g
>> ——— ]
I :
>
e HE X 3: )=-F
ryr - 5
:— VIGA 1 : j
R O Le £

- Momentos e flechas da laje (ref.[l], rg. 97): v = 0

(v. anexo).

Mo = 31 pa (19)
m =R b2 20)
—ym ; 2 b (~
na4
fxm = 83 g . (21)
Eh
4
b
£ =3, R (22)
ym 4 Eh3
0s coeficientes Bl, 32, 83 e 84 estao tabelados
em fungao de A (v. Tab. 2).
- Reagao total de um pilar
R = 22b (23)
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Esquema da viga 1

Impondo

Impondo

Py O P,

A ——
Mxm + fxm

} o

|

Ry - Ry
Fig. I8

Procedendo de forma analoga ao item 2.1, chega-se

0)

(1+2a.)p. a> (1420 )p. a’
Mmoo L1 (24)
Txm 24 xm 24b

Xxnm
4

(9+16a1)p1a

fxm = 3 (25)
160Eb__h
Xxm

a igualdade da (24) com a (19), vem:

(1+2cxl)p1
Pxm T IR 5 (26)
a igualdade da (25) com a (21), vem:

(9+16a,)p
b= - L (27)

xm 16683.§~

Igualando as equagoes (26) e (27), chega-se a:

20-—273s 3
OLl = TSBMS"(}(T onde 35 = g—; (28)
Reagao de um pilar na viga 1
Rl = 0,25 (1+a1) P2 (29)
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- EFsquema da viga 2

Pa=QU2P2

pZ 1 pz

By AN
p Mym.fym

R> le

Fig. 19

Procedendo de forma analoga a viga 1, chega-se a:

2 2
M = (1+2a2)p2b > m = (1+2a2)p2b
i I 5
ym 24 ym Aébym
(9+16a2)p b4
f = 2
A 160Fb  h>
ym

Impondo a igualdade da (30) com a (20) e da

com a (22), vem:

ym 243 ,p

© (9+16a.)p
b = -«—--..-...—.-._.?Z. ,....2,
y1m 16084p

Igualando as equagoes (32) e (33), tem-se:

20—2736 f

= s onde B3, = 5—
2 483 =40 6 4

Wi W

- Reacgao de um pilar na viga 2:

R, = 0,25 (1+az) pzb

(30)

(31)

(31)

(32)

(33)

(34)

'(35)

- Igualdade da somatoria das reagoes do pilar nas vigas 1 e

2 com a reacao total do pilar:
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+ R, =R (36)
Substituindo (29), (35) e (23) na (36), tem—se

_ pab

A (37)

0,25(1+a1)pla+ 0,25(1+a2)p2b

Chamando p, = kp2 (38) e substituindo em (37),ten

1

do em vista que a = b/}, ven:

+0,25(40,)] = 53 (39)

>

p, [0,25(1+a,)

]

Chamando de o 0,25(1+a2) e o0, = 0,25(1+a1), a

5 6
eq. (39) fica:
k b
Pplog 3 * 05) = i (40)
) ~ .~ 1 a
- Determinagao da variagao de k com Y = S
a) Por simetria, quando vy =1 =+ &k =1

b) Quando Y + 0, a laje tera flexao somente na direcao y.

~ _ P
Entao Pl p3 > 0 e p2 = p - ..Pl.a. . Logo’ k = _1. + 0
4 2 Py
a
e bxm +~ 0 ’ bym '*i
c¢) Inversamente, quando Y =+ ©, a laje tera flexao somente
. -~ - _ - pb =
na diregao x. Dail Py = Py * 0 e 12 Py > 5 Logo k
=P b
—_— > e b > = , b -+ 0,
Py Xm 2 ym

d) k(Y), portanto, & uma funcao tal que:
k(D) = 05 k(1) =13 k(@) = 5 k(D) = oy

. n
Genericamente, pode-se ter: k = ¥ onde n > 0

Adota-se n = 1, isto e, faz-se interpolacao linear en
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tre Yy =0 e Y =1. Entao, k =Y = 1 (41)
A

~ Substituindo (41) em (40), tem-se:

6y _ pb _ 6 .
pz(a5+ ;5) = o Chamando de a, = Qg + {5, vem:
b
Py T T (42)
- 7
Substituindo (42) em (38), chega-se a:
b
SR> vom (43)
7
Mas equagoes (26) e (32), chamando:
1+20c1 1+2a,
Uqy = 5y e a, = 5 (44), tem—se respectiva
mente:
O ,p o, D,
e = B 3 1_-_ e b‘ ' = ;.3..‘4‘._::. (45)
B.p vy 5P

Substituindo (43) e (42) respectivamente nas (45), chega-se
finalmente a:
o o
R S S 2 (46)
43 o A ym =277

Na Tabela 2 calculan-se os parametros auxiliares, pi(i=1+4),
e as larguras efetivas bxm e brm para A variando de 0,50
a 1,00, b

Ha Fig. 20 tragam-se o0s graficos de m%ﬂ e m%E . em

fungao de X,
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2.2.2 - Verificagao dos momentos nos quartos de vao entre

apoios utilizando as larguras efetivas calculadas:

a) Viga 1
Px a,p
LA ) D
x=a/4 | 304 4
hatl I

a il

R IR
Fig. 21 '

. a .
- A carga P, 1o ponto x distante % do apoio esquerdo vale:

-~ Calculo do momento de viga M

Substituindo o valor de P acima e R, da eq. (29), che

ga~-se a:

o]

=t o
O
r%

MX = (7+11a1)

Logo, o momento de laje sera:

2
) (7+11d1)pla
My 1975
p.4

m



-32-

b) Viga 2
P
y a; P,
P, P,
it b/4_L 3b/a =
b
b
: R R
2 Fig. 22 2

Fazendo analogamente a viga 1, chega-se a:

2
(7+11a2)p2b

My © 7192 B

ym

Na Tab. 3 calculam-se os parametros auxiliares e
os momentos m_ e m_ nos quartos de vao e os respectivos mno
mentos tirados da ref. {16], que foram calculados por dife
rengas finitas (v. anexo). lNos graficos da Fig. 23, compa

ram—se esses momentos.

TABELA 3

i ' b ! mn Tx P, b m mz

A . Pt _Xmo X 5 o 2 _ym v 5

1 | pa a ) a2 pa 2 pb b b2 pb”

% P ref. 16 P ref. 16

T
. i B - . I‘ISO . n;o
25 | o ( 210 2

0,5010,3125 10,5135 | 0,163210,1064] 27 10,1298(0,3135]0,0628]0,2191 cabelado
0,60{0,3006 | 0,3503 | 0,1737 10,1083 nae  10,144910,3503]0,0835]0,1878 nao
tabelado tabelado

0,7010,2581 | G,3757 | 0,1702[0,1131] 0,107 0,2345,0,3757{0,1151(0,1629 0,138

0,80(0,1961 | 0,4168 {0,1657/0,1200] 0,118 0,1300/0,4168(0,1201,0,1524 0,144

0,90/0,1938 | 0,4242 1 0,1600{0,1261] 0,123 0,1453|0,4242 10,1347 |0,1410 0,136

1,0010,1866 | 0,4204 J U, 15030, 1322] 0,12y 0,186610,4214(0,1503(0,1322 0,129
|




2.2.3 - Conclusoes

1) Para 0,8< XA £ 1,3 os momentos nos quartos de
vao estao com valores bem proximos dos calculados na biblio

grafia [16] (v. Fig. 23).

2) Foram calculados os momentos para X = % s %3
b - ~ - .
ey =3, é% . Os resultados tambem estao bem proximos dos

da ref. [16] para aquela faixa.

3) Para A < 0,8 e X > 1,3 surgem diferengcas sen
siveis entre os valores calculados e os da referéencia men
cionada. Todavia, nessa referencia, para A nas faixas acima,
os momentos no meio dos vaos, quando comparados com os
das ref. [1] e [15] também diferem sensivelmente. Isso nos
parece indicar que podera haver imprecisao nos calculos da

ref. [16] para essas faixas de A.

4) Pode-se dizer entao que a aproximagao das bor
das da laje por vigas equivalentes com cargas linearizadas
Teproduz bem o comportamento real das suas hbordas, pelo me

nos, para 0,8 < X < 1,3.

5) A hipotese da linearizagao entre k e Yy, isto e,
fez-se k = vy, parece estar coerente, pois levou a valores
de momentos em outras secoes proximas dos calculados pela

teoria da elasticidade.

6) O0s limites de b__/b e b _/a quando A+ e A-»®

Xm ym
indicam a acuracia do metodo e das hipoteses adotadas, isto
e, as larguras efetivas estao convergindo para aqueles limi

tes que foram calculados fisicamente,

7) Da definicao de largura efetiva, tem—se: bxm =

M_/m _. Da igualdade de flechas entre laje e viga, vem:
xm'  xm

ver Fig. 17 e equagao (25):

xmv(bxm=1) b fxmv(bxm=1)

Xmv b xm xm £
xm xm

Entaos igualando as duas expressoes de bxm’ tem—-se:
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M f (b__=1) m M
Xm Xmv ' Xm X1 X1
- e o= —i— =

m f f f (b
Xxm Xm Xxm Xmv - xm

=]_)

Substituindo as equagoes (19), (21), (24) e (25),

chega-se a:

(1+2m1)
] —
R R 24 .
] ©5 Z9+16a1)
160
a) quando Py = n - a, = n - 35 = 0,7407
b) quando Py =Py, > 0, = 1 - 35 = 0,8000

¢) quando 0 < Py < Py + 0,7407 < 35 £ 0,800, isto e, e ne
cessario que a relacao entre o coeficiente 81 do momento

de laje m e o coeficiente 3, da flecha f da laje es

Xn 3 xm : ==

teja entre esses valores para que a distribuigao de car

gas sobre a viga equivalente seja como na Tig. 18 .
: b J :

d) Analogamente essa condiggo devera ser satisfeita na dire

cao y, isto e, 0,7407 < 86 < 0,800

Examinando-se a Tab. 2, verifica-se que as condi
gaes c) e d) sao satisfeitas, isto e, a aproximaggo linear

da Fig. 18 & possivel.

8) Com as cargas sobre as vigas equivalentes (pi,
i=1+4) e as larguras efetivas tabeladas, calcula-se as bor
das da laje como vigas: os meios dos vaos entre apoios te
rao momentos e flechas exatamente iguais aos da laje. Alem
.disso, pode-se calcular as tensoes de compressao no estadio
I:
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CAPTTULO 3

LAJE CONTINUA RETANGULAR SOBRE APOIOS CIRCULARES

3.1 - PAINEL INTERNO - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA EM
TODOS 0S PAINEIS

xa

-

- Esquema da laje para ~ Esquema da laje para
momento wpositivo momento negativo
g a
— n p— S
_ T I LT B
1N ) - -~
! = viea 1! . | S viea 3 |
= )t B (D = O ;
T ST | Mg
. LE- v S y
bym “‘..>. < 1
£ - - o o | < X
. £ e
~N I l E >
T |
Fa }
et ‘ | lad
{ 1 T
byg
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- Momentos e flechas da laje (ref. [1], pg. 380-382) v =0

(V.anexo).

mxm = 31pa
mym =3 2pb
Mya = BBPa
2
mya - B4pb
Pa4
f =8 e
Xm 5 Eh3
4
£ m o 86 RR?
Y Eh

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

0s coeficientes Bi(i=L*6) estao tabelados em fungﬁo de X

(V. Tab., 4 e Tab. 6).

- Reacao total de um pilar:
R = pab
3.1.1 - Calculo das larguras efetivas b

tos positivos

(53)

momen—

Admite-se, nesta fase de calculo, que os momentos

positivos independem das dimensoes dos apoios (v. ref. [1},

pg. 378 - v. anexo).

- Esquema da viga 1:

P3=Q P, b p
AREnswanaiiily
1y i £ = 1

%_ ;jvxmfxm J
[ k

R, |

Fig. 25
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- Momento e flecha no meio do vao:

2 2 2
p,a (1 al)pla (1+3a1)p1a

Mxm Y A 32 = 96 > mxm =
(1+3a,)p a2
1771 (54
96 b )
XxXm
pla4 7(1—0L1)p1a4
Eym = 384F1, = 3840TT, (55)
onde bxmh3
L =13 (56)

Substituindo (56) em (55), chega-se a:

4
(3+7a1)p1a

£ o= (57)
XM 390 F b B3

if

= Impondo a igualdade da (54) com a (47), vem:

(1+3a1)p1

bxm N 9681p (58)

- Impondo a igualdade da (57) com a (51), vem:

(3+70L1)p1

xm 32055p (59)

- Igualando as equacoes (58) e (59), chega-se a:

98,-10 8,
17 30-2TF; onde  #, = e (60)

- Reacao de um pilar na viga 1:

R, = 0,25(1+0,)p,a (61)

1
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- Esquema da viga 2

Pa=2 P2
P, P2
él e
2 p ym fym
Rz RZ
Fig. 26

N - -~ . - -
Procedendo de forma analoga a viga 1, chega-se a:

, 2 2
M= (1+309)ppp - (1#30,)p,b (62)
y 96 ym 96 b
ym
f (3+70.,)p b4
ym = 2772 (63)

320Eb__h>
ym

Impondo a igualdade da (62) com a (48), vem:

bym = (1+30(,‘g)p2 (64)
966 ,p

Impondo a igualdade da (63) com a (53), vem:

p = (3*7a,)p, (65)
ym 3208,p

Igualando as equagaes (64) e (65), resulta:

@y = P80 onde 8y - 8, (66)
30-218 =
8 B
6
- Reacao de um pilar na viga 2:
R2 = O,25(1+a2)p2b (67)

- Igualdade da somatoria das reacoes do pilar nas vigas 1 e

2 com a reacao total do pilar:

(68)

rol o

2(R1+R2) = R — R1 + R2 =

Substituindo (61), (67) e (53) na (68), resulta:
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0,25 (140 )p a+0,25 (1+0,)p,b = R%E (69)

Chamando Py = kp2 (70) e substituindo em (69), tendo em vis

ta que a = y Vem:

>l

k . pb
P, [0,25(1+a1) £+ 0,251+, = 55 (70)

Chamando, de maneira analoga ao item 2.2), de:

ag = O,25(1+a2) e o, = 0,25(1+u1), a ec. (70)
fica:
k b
pylog 3+ 0g) = 55 (71)
- Determinacao da variacao de k com v = % = %
a) Por simetria, quando vy =1 > k =1

b) Quando y + 0, a laje tera flexao somente na direcao y

P
~ 1
= = = m— > ()
Entao Py P,y - 0 e P,y P, + pa., Logo k 5,
e b = b - 0 , b =b +> a
Xm xa ym ya
¢) Inversamente, quando Y > ©, a laje tera flexao somente

na diregcao x. Dafi, p, =P, >0 e p;, =py>p.b Logo

ko= ;; T bxm = bxa > b, bym - bYa > 0.
d) k(y), portanto, e uma fungao tal que:
1 1
k(o) = 03 k(1) = 1; k(w) = =, k(V) e

» n .
Genericamente pode-se ter: k = ¥ , onde n > 0,

Analogamente ao item (2.2), adota-se interpolagao linear en

tre: y =0 e v =1, Entao k =Y = % (72)
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Substituindo (72) em (71), tem-se:

o o

6, _ pb - 6 .
p2(a5+ ;5) = 53+ Chamando de o, ag + ;5, vem:
_ b
P2 - 2§d7 (73)

Substituindo (73) em (70), chega-se 3:

Py = 3o (74)
7

Nas equagoes (58) e (64), chamando de

1+3<x1 1+3a2

*3 T 753 R v (75)

(76)

Substituindo (74) e (73) respectivamente nas (45), chega-se

finalmente a:

oy S0y
b S b e b = a (77)
Xm 281a7A2 ym 282a7

Na tabela 4 apresenta-se o calculo dos parametros

auxiliares e os valores dos p.(i=1+4), b e b .,
i Xm ym

b

b
Na Fig. 27, tracam-se os graficos de :m e —%ﬂ

em fungao de A e os correspondentes valores prescritos pelo
ACI 318-77, DIN 1045-1972 e NB-1/78,
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Conclusoes

1) Da teoria de placa continua quadrada sobre a
poios deformaveis, ref. [19], pg. 77, sabe-se que: quando
a relagcao H entre a rigidez da viga de,apoipAEIv'e a rigi
dez da placa aD for igual a 1,0, as cargas sobre as vigas

serao uniformemente distribuidas (v. Fig, 28).

i a
i (_‘
ed | by L -
I v S P <l
L“—I]r __________ IR o
| i a || -
il Tl EH s
R i 0w || o
o) 1y : O S
! | 1 — "
] ! N
P i - <«
1| L o
1 _ —~qd s
H=EIv - 00
a
— = =
VIGA | +—+
VIGA 2 CORTE A-A Dw
Fig. 28
Se as alturas das vigas forem iguais a da laje,
tem-se:
bwh3
Iv = T172
Fh3
Para V = 0, a rigidez da placa fica D = ff— . Substituin

do esses valores na equacao de H acima, vem:



bl

jea]
—
o

|

Y="¥=1,00 - b =a
a w

isto e, a largura da viga de altura igual a da laje, para
que a carga sobre a mesma seja uniforme e igual ao vao da
laje.

No caso analisado anteriormente para paineis qua
drados, a viga equivalente tem altura igual a da laje e

largura bxm =b = 0,1764 a < <b =a (v. Tab.4), 1isto e,
7 0,1764

2
= 0,0882) para que a carga sobre a mesma seja uniforme e

a viga equivalente nao tem rigidez suficiente (H =

muito menos, como no item 2.1.2, distribuindo portanto mais
carga para os apoios e menos carga para os vaos. Isso con
firma mais uma vez, a distribuigao de cargas da Fig. 8, as
sumida para as vigas,

A rigor, nao se assumiu a distribuic2o de cargas
para as vigas equivalentes como na Fig. 23. A imposigao de
igualdade de momento e flecha no meio do vao entre apoioOs
e que conduziu a P, < Py resultando semelhante a reagao
de laje continua sobre vigas muito flexiveis.

A distribuicao de cargas para as vigas em fungao

de H resulta:

1.0 1.0I150

APROXIMACAO LINEAR DAS CARGAS PARA AS VIGAS

1.0150

(H=00882)
DISTRIBUICAO REAL DAS CARGAS PARA AS VIGAS

H= 0.50 { DISTRIBUIGAO UNIFORME)

0.50 H - oo (APOIO RIGIDO )
|

APROXIMAGAO DE EICHSTAEDT PARA APGCIO RIGIDO

\ /

| V—=0.0149
i ;
- B

Fig. 29 —Valores de pi
pa
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No calculo anterior foi linearizado o diagrama
de cargas para a viga equivalente de uma forma analoga fei

ta por Eichstaedt para vigas rigidas (v. Fig. 29),

2) Comparando-se os resultados das cargas sobre
as vigas equivalentes para painel continuo quadrado (Fig,
25) com o caso do painel isolado quadrado (Fig. 11) com o

dobro da carga tem=-se:

PAINEL CONTINUO (PAINEL ISOLADO).2
L]
— 1,0150 0,8428
ra
Pg
- -0,0149 0,1572
pa
Tab. 5

Dail se conclui que, para o caso de painel cont{
nuo, as cargas sobre as vigas equivalentes tendem a se con
centrar ainda mais nos apoios do que no caso de painel iso

lado, como era de se esperar, devido a continuidade.

3) Os valores de %y e o, negativos calculados
na Tab. 4, indicaria que estaria indo carga negativa para
o meio do vao o que, fisicamente nao ocorre. Esses valores
negativos ocorrem porque, conforme admitido nas hipoteses
iniciais, o diagrama de cargas lineares para as vigas sao.
"equivalentes" aos diagramas reais que exibem um baixo va
lor dessa carga para o meio do vao, resultando um diagrama

equivalente conforme mostrado na Fig. 29 (para painéis qua

drados).
4) O0s limites de —%ﬂ e _gg para A =+ 0 e A >

indicam a acuracia do metodo e das hipoteses adotadas, is
to e, as larguras efetivas estao convergindo para aqueles

limites, que foram calculados fisicamente,
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3.1.2 - Calculo das larguras efetivas bXa e b para momen-
— ya -

tos negativos

Os momentos negativos nos apoios variam com as di
mensoes do apoio. Logo, as larguras efetivas bXa e b a tam
bem sao funcoes das dimensaes do apoio. ’

Para o calculo dos momentos negativos pela teoria
elastica das placas, as reagoes dos apoios foram assumidas
uniformemente distribuidas ao longo da circunferéncia do
apoio circular (ref. [1], pg. 377 - v. anexo), porque a la
je ao fletir tem tendencia a se levantar no centro do apoio,
se apoiando entao nas bordas desse apoio, ou ainda, segundo
Leohhardt, vol, 2, pg. 1ll4: "De ensaios em lajes de funda
950 sabe-se que a compressao no pilar concentra-se nas bor

das" .
- Esquema da viga 3 :

Pa=Q Py
P P

A

APOIO CIRCULAR . MxO
-~ A .
DE DIAMETRO=2C did d d
'T‘H— R

Fig. 30
Py3 P4t valores obtidos no item 3.1.1).

P: centro de gravidade das reacoes da metade direita do a
poio, distribuidas uniformemente ao longo da semi-circun

ferencia. Tem-se que: OP =d = 0,637 ¢ (78)

Se os apoios sao retangulares com dimensoes u e
v, essa deducao pode também ser utilizada para uma analise

aproximada, substituindo tais apoios por apoios <circulares
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equivalentes de raio ¢ = 0,57t, onde t = u;v (ref. 1 , pg.
378 - v, anexo), )
- Momento an nos ;ngastes da viga 3:
p,a R.d(a-d)
_ 71 _ 5 2 1
Yxa =TTz T ggltopieyat - —— (79)
Chamando n = & tui ;
ando n < e substituindo em (79), tendo em vista (61),
vem:
2
P2
Mo, T —53—{§—5(1-a1)-n[1—5][48-24(1-alﬂ}
Fazendo n(l-n) = r, vem:
2
; P2
Moa = TTE [(241:—5)(1—@1) + 8(1-6r)]

Chamando de c, a expressao entre colchetes, tem-se:

c.p a2 c.p a2
e Lh ol LI
Yga = 96 T Pya T 96bxa (80)

Impondo igualdade do momento por unidade de largura da viga

(eq. 80), com o momento da laje (eq. 49), tem-se:

Pq €1 Py
bxa = U6 3P €1 ou by, T 96 B, T (81)
P2 _
onde 5— e dado por (73)
- Esquema da viga 4
PazQU2P2
p

pz 2

4 1

’ Mya &YO
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P, * P! valores obtidos no item 3,1.1)

Chamando de m = % e s = m(l-m) e procedendo de maneira a

naloga a viga 3, resulta:

P
_ P2 _ e )
bya B 968,D ¢, onde c, = (245-5)(1-0,)+8(1-6s)
Ac P
2 P
b= 1
°* Pya T 968 (82)

- -~
Na tabela 6 apresenta-se o calculo dos parametros
[od

auxiliares, de bxa e bya para A variando de 1,0 a 2,0 e Py
de 0,010 a 0,050,

Nao foram calculadas as larguras efetivas para va
lores de % maiores que 0,050 porque, a partir dessa relacao
a influencia sobre os momentos fletores e flechas no meio
do vao entre apoios nao e desprezivel (v. ref. 20), contra
riamente ao admitido no item 3.1.1. Para § > 0,050 dever-—
se—- ia tomar:

a) momentos fletores e flechas no meio do vao entre apoios

calculados em fungao de %.

b) o esquema da viga equivalente para momentos positivos i

gual ao esquema para momentos negativos (v. Fig. 31).

Finalmente, na Fig. 32 desenham-se os graficos de

b
ia e —%3 em fungao de A e de % alem dos correspondentes

valores prescritos pelo ACI 318-77, DIN 1045-1972 e NB-1/78.

3.1.3 - Conclusoes

b b b
Xm ym , _Xa ya
b ’ a b * a
bem desenhadas essas larguras efetivas atendendo as normas

AC I-318/77, DIN 1045 e NB-1/78 (v. Fig. 27 e Fig. 32).

Nos graficos de foram tam

1) Da comparacgao com os resultados do presente

trabalho, chegou-se as seguintes conclusoes:
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1.,1) Larguras efetivas para momentos positivos (Fig., 27)

- ACI e NB-1/78: todos os valores prescritos por
essas normas sao bem maiores, com excecao das vizinhancas

de A = 0,50 e A = 2,00, onde praticamente coincidem os valo

b b
xm

b

res de respectivamente,

- DIN: todos os valores calculados por essa norma

estao bem maiores.

1.2) Larguras efetivas para momentos negativos (Fig. 32)

- ACT e NB-1/78: todos os valores calculados por

essas normas estao bem maiores para % = 0,010 e 0,020,
b ;
Os valores prescritos de X2 para 0,5& XK L e
b b 1,5
de ~%§vpara 1,5< X < 2,0 sao bem menores para % = 0,040 e
0,050,

- DIN: os valores prescritos sao bem maiores, ‘com

b
excecao de ia nas vizinhancas de X = 0,75 e —%ﬂ nas  vizi
nhancas de A = 1,33 onde praticamente coincidem para % =

= 0,050 e 0,040,

Nas tres normas, essas larguras independem das di

mensoes dos apoios, enquanto que no processo proposto che-

gou-se a conclusao que ha dependencia, isto &, as larguras

efetivas aumentam com um acrescimo no diametro dos apoios.

2) Nas tres normas, as larguras efetivas para mo
mentos fletores positivos e negativos sao independentes da
relagao entre os vaos, enquanto que nNO pProcesso proposto

chegou-se a conclusao de que ha dependéncia.

3) Nas tres normas, as larguras para momentos po

sitivos e negativos sao iguais, enquanto que no processo

proposto, Viu-se que nao sao,

4) Para X = 1, a largura efetiva para momento po

sitivo bxm e maior do que a largura efetiva para momento ne
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gativo bXa para % = 0,01 ~ 0,05 (v. Fog. 27 e 32). Isso pare

ce ser logico quando se vém as linhas dos momentos princi
pais de uma laje-cogumelo submetida a carga uniforme (Leo
nhardt, vol. 2, pg. 114), quando se nota que os momentos

principais positivos no meio do vao entre os apoios se desen
volvem numa largura, ao passo que o0s momentos principais ra
diais negativos junto aos apoios desenvolvem-se em uma peque

na largura, praticamente igual ao diamatro do apoio.

b,
5) Na Tabela 6 (continuagao), o valor de éa
para A = 2 e % = 0,050 deveria ser, no maximo igual a unida

de, Entao, pode-se concluir qua, para esse valor de A ja se
tem influéncia da dimensao do apoio no calculo dos momentos

fletores e flechas nos meios dos vaos entre apoios qus iriam

lterar os , &, consaquentemente, b 2 b .
a Py ©» 4 * “xa ya
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3.2 - PAINEL INTERNO - CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA EM
FATXAS ALTERNADAS

Esse carregamento fornece os momentos positivos

maximos nos vaos.

3.2.1 - Carregamento para momento maximo positivo na dire-

~

E&O X

- Esquema da laje

‘ | a | a .
- b / e >
g by} €] by €
r-3 . |
¥ X mx., f
R Ef . 4
ﬁ( VIGA | x v =0
a 4 N; !
?_5% 3 / /|
* > ; .-
A EEEEEL SREEN P
A Ay Py =
p/2
CARR(l)UlJLJlliiilléll&l#iﬁ +
My . fx)
p/2 p/2 p/2 p/2
CARR'(Z)‘J{Ll}i‘lif"lf““}‘q =DAL_iri_Lli1
M2 fxz l ‘ l My, +fx2
- a i
[ 1
Fig. 33

Carga uniformemente distribuida aplicada na area
toda da laje causa as condicoes mais desfavoraveis nas co
lunas somente.

Para calcular os momentos fletores maximos m
no meio dos vaos entre apoios, a carga deve ser distri

buida como na Fig. 33.
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A solucao para este caso de carregamento é obtida

pela combinacao de carga uniformemente distribuida % sobre

5=

a area toda (carr. 1) com a carga 5 (carr. 2) que troca de
sinal algebrico na transigao para o painel adjacente. A su
perficie elastica no segundo caso e evidentemente similar a
quela de uma faixa de laje simplesmente apoiada tendo uma

carga uniformemente distribuida % (v. Fig.33).

- Momentos e flechas da laje:
(83)

m_ @ o momento no meio do vao entre apoios de um painel in
terno de laje cogumelo com carga uniformemente distribuida
p/2 em todos os paineis (v. item 3.1).

Da equacao (47), vem:

B1 2
mxl = T pa (84)
m o, e o momento no meio do vao de uma faixa infinita de 1la
je de vao = a, sujéita a carga uniformemente distribuida %:
pa’
Logo o, = e (85)
Substituindo (84) e (85) em (83) e chamando de
R, = gl + 1 chega-se a: m_ = B a2 (86)
9 = 2 16° g P 9P
Analogamente para as flechas, tem-se:
fX = fxl + fx2 (87)

Da equacgao (51), vem:

£ .= Ei P34 (88)
x1 2 Ehg
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5. /2-a4 5 a4
f = ——L———.— = . P———- (89)
x2 3 64 3
384 Eh Eh
12

Substituindo (88) e (89) em (87) e chamando de

85 5 ga4
810 =7 *E o resulta: fX = 810 3 (90)
Eh
- Reagao de um pilar:
R = R%E (91)
3.2.1.1 - Viga equivalente na direcao x: Viga 1

~Mefy, =

a o —
R, try s

i .
2
stfxs
\ +
6

B Mises

camniar I\ﬁ\m/‘lu M

Pe=Qlg P Pe
L aine
a

Rs

i

1.

Mx4'x4
- a

2z | '—|

Analogamente ao que se fez para a laje, a solugEo
nesse caso tambem & obtida pela combinacao de meia carga so
bre todos os vaos (Carr. 3) com a meia carga (Carr. 4) que
troca de sinal algebrico na transicao para o vao adjacente.
A linha elastica no segundo caso e similar aquela de uma vi

ga simplesmente apoiada tendo meia carga distribuida como
na Fig., 34,
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- Momento e flecha no meio do vao carregado da viga 1:

Moo= M H M, (92)
psa2 (1—a8)p5a2
%3 = %~ &% (93)
P a’ (1-0g)p a’ ‘
v o 5% 8’%s (94)
x4 16 24
Substituindo (93) e (94) em (92), resulta:
D a’ il(l-a )p a2
NS 8’Ps N
X 12 192
D a2
= [16-11(1-0)] EEL (95)
Xm
Analogamente:
fx - fx3 * fx4 (96)
1 7 Pga
£ L= 55 - mapl-a )] (97)
x3 32 320 8 2Eb h3
Xm
P 34
5 1 5
£ = [-— -l (-0 (98)
x4 32 10 8 ] 2ED h3
Xm
Substituindo (97) e (98) em (96), resulta:
4
pga
£ = [60—39(1-a8)] e (99)
640Eb h
Xm
- Impondo a igualdade da equagao (95) com a (86), vem:
[16-11(1-0g) ] P

xm 192 B, 'S
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- Impondo a igualdade da equacao (99) com a (90), vem:

[60-39(1—a8)] >,

b s ’s (101)
xm 640810 )
- Igualando as equacoes (100) e (101), chega-se a:
63@1 =50
_ 1
®g T T10-1178 (102)
11
onde
Q =§_?_.
11
B10
- Reacao total de um pilar na viga 1:
A reacao de um pilar e igual a reagao devido ao
carregamento 3 ja que o carregamento 4 e antimetrico, por-

tanto, com reagao nula.

pga
Ry = 2+ —>— [0,25(1+a8)] (103)
Chamando de ag = 0,25(1+a8) (104)
vem R3 = gpga (105)

[';1T‘TL;E;‘T“r’T’T*T““T’T’T‘T
Loo™v) o F b ]
Ra Rs IR4 IR4
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0 unico carregamento que solicita a viga s p direcdo

y & o carregamento (1)(v. Fig. 33). Entao essa viga e identi

ca a viga2do item 3.1 com meia carga: Dal se cenclui:

Py ¢
e
8 B
y y Eh
A largura efetiva by e dada pela equacao (76) com
p
5 no lugar de p e p, no lugar de Py-
)
o P o — a,p
Logo, b = 4 . . 4 . 2 - A2 b da eq.
y 8, P 8, 5_ B,p ym
2 (76)

- Reagao total de um pilar na viga 2:

R4 = R2 da eq. (67) porque R
um vao da viga, isto é:

9 refere~-se somente a

= 1 -
R, = E(Z‘Rz) logo R, = 0gpyb (108)
3.2.1.3 - Reacao total de um pilar
R =R, + R (109)

Substituindo (103) e (108) em (109), resulta:

R = agpga + aspzb (110)

- Impondo a ipualdade da (110) com a (91), tem-se:
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b
§Ppb = B (111)

AgPga + O
Dividindo e multiplicando o 29 termo do 1?9 membro

da eq. (111) por pb e susbtituindo b por *a, vem:

2

P
2 2 2 Aa
o a + G.S(E-b') A"a p = 5 P (112)

9Ps

D
0 coeficiente (;%) ja esta calculado na tabela 4. Chamando

n

_,2 P . )
de Ay = A aS(EE) e substituindo na (112), resulta:
(A-2a,.)
_ 10
Ps = T 35, P2 (113)

9

Na equacao (100), dividindo e multiplicando por a e substi

tuindo a por % resulta finalmente:

p
. ) 5+110L8 (_2) pb (114)
Xm 192)39 pa

3.2.2 - Carregamento para momento maximo positivo na dire-

ggo y
- Esquema da laje

a n a | 1
T —I pet—1
i a

e

L dl

1§ 1

2 .///// N
> ~
E/ N n o
/ .
e L LN g Y Ly | A T
o - -
y . . Ll
" u |
(=8
1o ° dl ~H| ) S
a

Fig. 36

CARR (1}
CARR.(2 )
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Analogamente ao item anterior, tem—se:

2
my Blzpb (115)
onde
B
B = __2.. + 1
12 2 16
4
£,= By, P-b—3 (116)
Y Eh
onde
B = Eé. + 2__
13 2 64
- Reacao de um pilar
R = pab/2 (117)
3.2.2.1 - Viga equivalente na diregcao y (viga 1)
=
Pio nPse po pIo ng_ pto
= = /2
L o vy b | b ih e e
r ! %‘CARR.(Z‘)) CARR. (4)
Rs Rs Rs 5

Fig. 37
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Impondo igualdade do momento My por unidade de largura da

viga 1 com a (115), resulta:

o [16—11(1-—&11)]
ym 192812

P
9

- 118

P ( )

Impondo igualdade da flecha fy da viga 1 com a (116), re

sulta:

) =[60—39(1—a11)] vy 115
ym 640 %3 P
Igualando as equacoes (118) e (119), chega-se a:
%11 T;;:%%;’S_O" onde  B,, = ;H'
314 ‘13
Reacao total de um pilar va viga 1:
RS = alngb (120)
onde Oy, = 0,25(1+a11)
3.2.2.2 - Viga equivalente na direcao x (viga 2)

AW _"./_lf AN D
L a L_ a L a I
Re IRS Re Re
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0 unico carregamento que solicitaa viga 2 na dire
gao x & o carregamento (1) (v. Fig. 36). Entao essa viga &

identica a viga 1 do item 3.1 com meia carga,

Dal se conclui:

P
= 1 = (121)
P11 77 P12 T %P1y
B 3 4
e mX = 7)....].'. paz 3 fx = E—S. E-.?—3.. (122)
- Eh
Fazendo analogamente ao item anterior, chega-se a:
b, = bxm da eq. (76)
Reagao total de um pilar na viga 2:
R6 = R1 = 0gpga (123)
3.2.2.3 - Reacgao total de um pilar
R = R, + R (124)
Substituindo (120) e (123) em (124), resulta:
R = 0y,Pgb + aypa (125)
- Impondo igualdade da (125) com a (117), tem-se:
0,,Pgb + 0,P,a = pab (126)
1249 671 2
Dividindo e multiplicando o 29 termo do 19 membro da equa
cao (126) por p.a e substituindo a vpor %, resulta:
Pp, p? b2
—) 2 =D
a)oPgb + ué(pa) 2 P T (127)
- P1, .- -
0 coeficiente (53) ja esta calculado na Tabhela 2. Chamando
a P
de q ) (—l) e substituindo mna (127), resulta:

13 32 pa
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pb (128)

Na equacao (118) dividindo e multiplicando por b

e substituindo b por la, resulta finalmente:

X(5+11u11) Py

Ma Tab. 7 calculam-se os parametros auxiliares,

pi(1=5,9), bxm e bym para A de 1,0 a 2,0,

b
Na Fig. 39 tracam-se os graficos de ~§E e —%E

em funcao de ), alem dos correspondentes valores prescritos
pelo ACI 318-77, DIN 1045-1972 e NB-1/78. ‘

3.2.3 - Conclusoes

1) Da comparagao com os resultados do presente trabalho, che
gou-se as seguintes conclusoes:
- ACI: para 0,50 X< 1,0 os valores prescritos

b
de

Xxm -~ ‘ym  ~ .
% sao bem menores enquanto que os de —%— sao mailores;

para 1,0 ¢ A< 2,0 a situagao se inverte.

- NB-1/78: para 0,50 A< 1,0 os valores prescri

Xm -~ ym
tos de —— sao bem menores enquanto que os de —%— sao bem

maiores; para 1,0& X< 2,0 a situacao se inverte.

- DIN 1045: para 0,75¢ X2 < 1,0 os valores pres

b b
Xm ~ m ~
5 sao bem menores enquanto que os de —%— sao

critos de

maiores; para 1,0 Ag 1,33 a situagao se inverte.

- b b
2) Os limites de_%gle_%ﬂ

cia do processo e das hipoteses adotadas, isto e, as lar

para A*0 e A»>» indicam a acura

guras efetivas estao convergindo para aqueles limites que

foram calculados fisicamente,

3) As larguras efetivas para o carregamento em faixas alter
nadas sao bem maiores do que para o caso de carregamento
total (v. Fig. 27e 39).
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3.3 - ROTEIRO DE CALCULO

O roteiro que segue foi feito para lajes~cogumelo

continuas, com flexao em duas direcoes.

1) Dados fornecidos:

- dimensoes do painel tipico: a x b

- diametro do apoio circular equivalente = 2c¢
restricao: § , % < 0,050

- carga total uniformemente distribuida aplicada a laje:

a a
2¢
fan Ja Ja
L Py \J
a I'—"x °
E
\\ ///
R T N l D
— g "R A 22N \Y%4
Mxm g Mya
E>~ 2N
£
a B -+
Mye My
Y M [4h)
\\Y NV N>
FIG. 40

2) Calculo das larguras efetivas e momentos fletores.

2.1) Carga uniformemente distribuida em todos os painéis

Larguras efetivas:

- para momentos positivos no meio dos vaos entre a
oios:
; bxm b m
Tabela 4: A » — AL
b a
- para momentos negativos no centro dos apoios:
b
Tabela 6: X , L > X8 Ja
a b a

Momentos fletores na laje:

- positivos no meio dos vaos entre apoios:
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m m
- Xm _ m
Tabela 4: X > B, = —5 , ez--l?
pa pb

- positivos no centro do painel:
m_ m
1, Tab, 1,119: A x; , —l% (no anexo
M i pa pb
~ = XS s
a notagao e: ’
qa qb

- negativos no centro dos apoios:

Anexo, ref,

respectivamente)

N’I

m m
Tabela 6: A , § > R, = X; R, = Ja

pa 4 pb

- negativos no meio dos vaos ehtre apoios:

m m
Anexo, ref. 1 , tab. 1.119 ™ xz R _Xf
pa pb
- My My1
(no anexo, a notagao e —5 > —13 respectivamente)
qa qb

Grafico da variacao dos momentos fletores positivos
e negatiwvos
- na direcgao y:

Momentos fletores positivos

bym FIG. 41 Pxm

A parabola (:) deve passar pelos pontos 1, 4 e 5,
Desse modo, calculam-se os momentos nos pontos 2 e 3, Assim
tem-se 3 faixas distintas de armadura positiva: a faixa de

apoio com largura bXm e momento Mmom? 2 faixa central com
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largura 0,50be momento m o, e a faixa intermediaria com 1lar

gura (0,25b - 0,50 bxm) e momento m_,.

- momentos fletores negativos:

0,25 b 1 o,s50b AL 0,25b
g b ™
FIG.42

Analogamente a parabola (:) deve passar pelos pon
tos 6,9 e 10, Assim tem-se tamhem 3 faixas distintas de ar
madura negativa: a faixa de apoio com largura bxa e momento
m__, a faixa central com largura 0,50b e momento m

xa x8
faixa intermediaria com largura (0,25b - 0,50 b,,) e momen

e a

om _,.
t x7

- na diregao x

Analogamente na diregao x, traga-se a variacao
dos momentos fletores my com esse eixo e a respectiva cober

tura do diagrama de momentos.

2.2 - Carga uniformemente distribuida em faixas alternadas:

( provoca maximo momento positivo).
Larguras efetivas:

- Para momentos positivos no meio dos vaos entre apoios:

b b
xm ym

Tabela 7: A - T <

Momentos fletores positivos na laje:

- no meio dos vaos entre apoios:



~69 -

M xm ym
Tabela 7: A = 89 = =3 312 = .
pa b

- no centro do painel:

m
Xe
Na Fig. 33, o carregamento alternado foi decomposto
em (1) + (2)
nta = . + 1 .
Fntao m_ . mxc(carr 1) mxc(ca;r 2)
Anexo, ref., 1 , Tab, 1.119: X > XS (carr. 1)
pa
p 32
mxc/carr. 2) = 5 . g—
m
A
Analogamente m =m (carr., 1) + m_ (carr. 2) da
yc yc yc
Fig. 36. : m
Anexo, ref, 1 , Tab., 1.119: X ~» Y2 (carr. 1)
oh
2
=2 .2
Myc(carr. 2) = 5 3

Grafico da variagao dos momentos fletores positivos:

- na direcao y

-

=

3| my. ©)

FIG. 43

A parabola 3 deve passar pelos pontos 1,3 e 4,

Desse modo calcula-se o momento no ponto 2., Assim tem-se 2
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faixas distintas de armadura positiva: a faixa de apoio com

largura bXm e momento m e a faixa central com largura

(b-b ) e momento m ..
Xm x2

- na diregao x:

Analogamente na diregao x, traga-se a variacgao
dos momentos fletores my com esse eixo e a respectiva cober

tura do diagrama de momentos.
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CAPITULO 4

LAJE ISOLADA RETANGULAR COM UMA BORDA SIMPLESMENTE APOTADA
E A BORDA OPOSTA SOBRE APOIOS PUNTIFORMES

- Esquema da laje

__Il
\ J
|
|
|
|
|
by,

—7—

b
e
VIGA 2
‘ -

|
el we]a]
by My Py

Fig. 44

Essa laje & uma aproximagao do painel de borda
simplesmente apoiado na borda, para larguras efetivas refe
rentes a momentos positivos.

Nao existe bibliografia completa (com calculo de
momentos e flechas principalmente) para paineis de borda de
uma laje cogumelo continua, conforme comentado na ref. [12],

pg. 92. Isso implicou num metodo aproximado.
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- Momentos e flechas da laje (Ref. [1], rg. 96 v

0 v, ane
x0):

_ 2
m, = Blpa (130)
m_ = 8.pb> (131)
y 2
pa’
f =8 (132)
X 3 Eh3
4
£ =8, MDbB (133)
M Fh
O0s coeficientes 31, 82, 83 e !34 estao tabelados em funggo de

X (V. Tab. 8),
- Reagao total de um pilar:
R = B7pab (134)
- Os esquemas estaticos das vigas 1 e 2 sao respectivamente
iguais aos das vigas 1 e 2 do item 2.2. Entao, impondo

igualdades de momentos e flechas das vigas com os Trespec

tivos momentos e flechas da laje, chega-se a:

20-2785
“1 % 788,740 (135)
3
onde BS = gl
~3
20—2786
e a, = 4B, =40 (136)
R
-2
onde B = —=
6 84

Analogamente as reacoes dos pilares nas vigas 1 e 2 serao:
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Rl = 0gp,a (137)
onde O = 0,25(1+a1)

Ry = a,p,b (138)
onde ap = O,25(1+a2)

- Impondo a igualdade da somatoria das reacoes do pilar nas

vigas 1 e 2 com a reacao total do pilar, tem-se:

R, + R, = R (139)

Substituindo (137), (138) e (134) na (139), ven:

o a + u6p2b = R_pab (140)

5P 7

Chamando p, = kp, e substituindo em (140), tendo em vista

1
que b = la, vem:

2
Ogpya + a6kkp1a = {%Apa
ou pl(a5+kka6) = AB7pa (141)

- Determinagao da variagao de k com X

a) Quando X = 1, os momentos m oem diferem pou
m £
co (E— = 1,09), assim como as flechas (?5 = 1,06). Adota-se
-y y

entao, ¥ = 1 para A = 1.

b) Quando A > 0, a laje tera flexao somente na di

regao x.
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>0 ep, =py> %2 . Logo, k » 0, Dai, k(0) = 0 e

¢) Quando A > », a laje na sua parte central, den
tro das condigoes normais de rigidez, nao teria resisténcia
adequada. Entao, faz-se A variar somente entre os seguintes
limites usuais: 0,5¢& XA < 2, Lajes com A > 2 sao usualmente

providas de apoios intermediarios ou com vigas de borda.

d) Para A entre 0 e 1, interpola-se linearmente

(de maneira analoga ao que foi feito no item 2.2). Isso re

sulta:
k = ) (142)
- Substituindo (142) em (141) e chamando de oy = o+ k2a6,
resulta:
AB.Pa
Py = 3 ' (143)
7
e
AB7pb
Py, = =3 (144)
- 7
- Definindo o, e a, como nas equagoes (44), isto &:
1+2a1 1+20c2
%3 =733 e %, =77 (143)

(146)

Substituindo as equagoes (143) e (144) nas (146), tem-se

finalmente:
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a (147)

Nos calculos posteriores (v, Tab. 8), para 1,0«
A< 2,0 admite-se também linearidade entre k e A, isto &,
fez-se k = A,

Na Tabela 8 calculam-se os parametros auxiliares,
Pi(i=1—-4), b, e b para X de 0,50 a 2,00.

b b
Na Fig. 45 tracam-se os graficos de ~T§ e 7% em fun

cao de A
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caplTULO 5

EXEMPLO NUMERICO

Seja a laje continua da Fig. 46, constituida de
painéis quadrados de lado = 6m, simplesmente apoiada em co
lunas de diametro = 60cm, submetida a uma carga uniforme
mente distribuida de 6,0 kN/mz.

5.1 - Carga uniformemente distribuida em todos os paineis

g6
y
4 - 2
p= 6,0 kN/m
@]
N 8 c . _30_=005
a 600 !
8 i
[Te]
7
(@]
I 3
[{o]

/]
?.

5.1.1 - Calculo pelo processo do ACI 318-77 - ver item 1.3.1

- Portico (viga) equivalente

f,exe.o= 36 kN/m / 36 kN/m
d1J P11 Y '
m limllllllﬁxT: frxmunj
| 600 J 600 N ¢=27]| 546 | 27
‘ 1\ '] T 2 |
lado do quadrado de drea equivalente (2 c¢'= E;Q— 2 54¢cm

FlG. 47



- Momentos fletores
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2

~

na viga equivalente: K = 50 - 0,045
—2
= 5,0,
Mxm@ - 36 X 24 = 54,0 kNm
;02 )
= 6,07 - 6.0
Meg© = 36 X135 0,045x(1-0,045)36 x =

108,0 - 27,85 = 80,15 kNm

- Distribuigao dos momentos positivo e negativo nas faixas

do vao e do apoio:

largura total da faixa do apoio: 0,500 x 6,0 = 3,0m

largura total da faixa do vao:

0,500 x 6,0 = 3,0m

- . . —
FAIXA DO APOIO FAIXA DO VAO
@]
(@]
MOMENTOS m=M/b m=M/b (0]
M(kN.m) M (kN.m)
TOTAISKN.m) (kN.m/m ) ™ (kNm /m) g ﬂ/
{ ] Y '
o, [ i v
ARMAD @ 80,15 75% . 80,15 20,04 25%.80,5 6,68 / |
) = 60,11 20,04 ot _ Faixas
%5400 40%.54.00° S Faixa do vao 40 apoio
&) QO S Qe ) =
i 10,80 7,20 .
ARMAD. @ 54,00 32,40 21,60 o 7 //
[e)7 ) *
0y Yyl
TAB. 9 :

5.1.2 - Calculo pelo processoda DIN 1045/1972- ver item 1.3.2

- Portico (viga) equivalente

36 kN/m (36kN/m
LR PL P TR T TT . LI FITITT
‘ 600 600 £ 600 i
I ol

FIG. 48
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- momentos fletores na viga equivalente

—_—2
- 36%x6,0 _
Mxm(D 24’ 54,0 kNm

—2
36 x6,0
M it Tl =
“xe © 12 108,0 kNm

~ distribuigao dos momentos positivo e negativo nas faixas
do vao e do apoio;
largura da faixa 1 do apoio = 0,200 x 6,0 = 1,20m
largura das faixas 2 do apoio = 0,100 x 6,0 = 0,60m

largura da faixa do vao = 0,600 x 6,0 = 3,60m

FAIXAS DO APOIO FAIXA
1 2 DO VAO
MOMENTOS m m m | 600 1
TOTAIS(KNT (kNm /m) | (KNm /m) | (kNm/m) o | |
| T
| 1) » = I E \
ARMAD. ©| 1080 | 2.1-1080. 14 LEPR—05. 10803, 50 1 7770y /4’>£2
R 60 | - '
-37.8 =25,2 9,0 60 [ _
0,84.340 _
ARMAD. @| 54.0 "25‘?_60 = 11,25 S0 360  Faixa do vdo
' :7.56
60 31— s
120 [ 77y
60 1
" TAB. 10

5.1.3 - Calculo pelo processo da NB-1/78 - ver item 1.3.3
- Portico (viga) equivalente (v. Fig.48)

- momentos fletores na viga equivalente

___2
36 x 6,0
- = —— A = \g
Mxm@ 24 54,0 kI\m
M = 2§_§_§¢22= 108.0 kN
‘xe © 12 ’ n

- distribuigao dos momentos positivo e negativo nas faixas

do vao e do apoio:s



largura total da faixa do apoio = 0,500 x 6,0

largura total da faixa do vao
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3,0m

= 0,500 x 6,0

3,0m

600
Ry

FAIXA DO APOIO FAIXA DO VAO 3
MOMENTOS M m=M/b M m=M/b ©
TOTAISKNm)|  (kNm) kNm/m) | (kNm ) (kNm/m) |of /
ol ¢ GV -
759 . = o, . = "
ARMAD O | 108,0 5% 1080 270 |2 o-1080 9,0
81,0 27,0 8 . ~ Faixas
‘ 55% .54.0- 25% . 540+ Q Faixa do vao 3 apoio
o "= (< =
ARMAD. 54,0 9,9 o 8,1
® 29,7 24,3 o / //
8 (]
/
TAB. 11
5.1.4 - Calculo atraves do processo proposto — ver item 3.1

~ Larguras efetivas

para momento positivo no meio do vao entre

Tabela 4: X = 1 » bx

para momento

Tahela 6:

pilares:

b = 0,1764 x 6,0 = 1,10 m
ym

m

negativo no centro do pilar:
c _ 60/2 _ _ _
A 1, 2 = %00 0,05 ~ b, bya

= 0,1730 x 6,0 = 1,10m

- momentos fletores na laje (v. Fig. 46)

positivo no meio do vao entre pilares

Tabela 4:

2

A =1

->

m__ = 0,0573 x 6,0 x 6,0
ym

m
Xm

= 12,38 kNm/m
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- positivo no centro do painel

Anexo, REF. [1]: A =1 +m =m__ = 0,0275 x 6,00 x 6.02=
Xc ye
= 5,94 kNm/m
- negativo no centro do pilar:
Tabela 6: A =1 , < =0,05+m__=m =
a xa ya
= 0,1343 x 6,0 x 6,0% = 29,00 kNm/m
- negativo no meio do vao entre pilares
Anexo, REF. [1]: A =1 > m =m = 0,0298 x 6,0 x §.02% =
= 6’44 kNm/m
- grafico da variagao dos momentos fletores positivo e ne
gativo e valores correspondentes das larguras efetivas,
600
“ 55 95 I 150 I 150 ! 95 | 55
T [ 1 [ I
0,25.6,0=1,5 m (%) (%) Adotado
igual 0o da

NB-1/78

admitida variagao
Myc=2:94 parabdlica ( 2%grau)
————————— segundo caderno

" «7,56 | 240 da DA fstb
Cobertura do diagrama |

de momentos Lo
10,22

|

e — —
Mym=12,38  myn=i2,38
"1 bym=WOm m= [,iOm
FIG. 49 - VARIAQAO DOS MOMENTOS FLETORES POSITIVOS m, QUE ATUAM

PERPENDICULARMENTE A SECAC PASSANDO PELO EIXO Y
{kNm/m).-v. FIG. 46
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%
” <

Cobertura do diagrama
de momentos

|_admitida variagao
parabolica (2%grau)

(%) adotado igual ao
da NB-1/78

0,25.60= 1,5m (%)

55 | 95 | 150 150 | 95 55 J
t 1 ! ! !
600 B I

1

FIG. 50 -VARIACEO DQS MOMENTOS FLETORES NEGATIVOS my EM FUN(;/-.\O
DE y (kNm/m)—v. FIG. 46

| 60 60 360 60 60
Y VI EE—
55 | 95 300 95 55
1
37.8T | 37,8
{_-—— n
1 ]
.
| _DIN
|
, v’
290! ; 29,0
o] 27,0
27,0 e

2004 20,04

3|3

m@: kN-

——

1m@:kwﬁ%

9,9\

10,8 —

|
u,2% |/2:; {
T

10,8
n,25
12,4

&
o
o

i
©
w
—
o
o

120 L 360 % 120 r_

CONVENGOES

ACI —_———
DIN e
| NB-1/78 —o—o-
|procESSO PROPOSTO| ——|

FIG. 51 - COMPARACAO ENTRE OS PROECESSOS
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CONCLUSOES

1) As larguras das faixas externas para momentos fletores

2)

3)

4)

positivos enegativos segundo o processo proposto estao

sensivelmente diferentes das respectivas larguras do

‘ACI e da NB-1/78, se aproximando mais das larguras da

DIN=-1045.

Nas 3 normas citadas no item anterior, as larguras efe
tivas para momentos negativos independem das dimensoes
dos apoios enquanto que noprocesso proposto chegou-se a

conclusao de que ha dependencia.

Com relagao ao momento negativo nos apoios, tem-se:
ACI: depende das dimensoes dos apoios

DIN: independe das dimensoes dos apoios

NB-1/78: e omissa (no exemplo numerico, foi suposto

He
f=]

dependente)

Processo proposto: e dependente daquelas dimensoes,

Comparando os momentos das normas com os momentos cal
culados pelo processo proposto, tem-se:
4.1) Momentos negativos nos apoios:
ACI: o momento negativo no apoio e 30% menor.
DIN: o momento e 307 maior

NB-1/78: o momento & aproximadamente igual.

4.2) Momentos positivos maximos
ACI: o momento positivo maximo e 13% menor.
DIN: o momento e 10% menor.
NB-1/78: o momento e 207 menor.

4,3) Na faixa central, os momentos fletores positivos

das normas estao com valores bem proximos dos do

processo proposto enquanto que os negativos estao
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- Momento fletor positivo na viga equivalente: REF, [18],
p. 658:

M__ = +0,083 x 36 x §,0% = 107,6 kim

- distribuigao do momento positivo nas faixas do vao e do

apoio:

largura das faixas do vao e do apoio: (v. item 5.1.1)

FAIXA DO APOIO FAIXA DO VAO
Momento
= N -
Total MokNm) | ™ T MYy (kwmy | T M/
kNm kNm/m kNm/m
60%.107,6 40%.107,6
Armad. (¥)| 107,6 - 64,6 21,5 - 43,1 14,4

5.2,2-Calculo pelo processo da DIN 1045-1972-ver item 1,3.2
- Viga equivalente: (V. FIG.53 )
- Momento fletor positivo na viga equivalente:

M__ = 107,6 kNm
Xm

- distribuigao do momento positivo nas faixas do vao e do

apoio,

largura das faixas do apoio e do vao: (v. item 5.1.2)

FAIXA DO
FAIXAS DO APOIO VRO
1 2
MOMEKTO m “m m
TOTAL (kNm)| (kNm/m) | (kNm/m) (kNm/m)
Armad. (¥) 107,6 | 1,25 xl%%gé = 22,4 0,84-xl%%62
= 15,1
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5.2.3 = Calculo pelo processo da NB-1/78 - ver item 1.3.3
- Viga equivalente (V. FIG. 53)

- Momento fletor positivo na viga equivalente:
M = .
Mo 107,6 kN.m

- distribuigao do momento positivo nas faixas do vao e do

apoio:

larguras das faixas do apoio e do vao:(v. item 5.1.3)

FAIXA DO APOIO FAIXA DO VAO
MOMENTO = M/b | m = %
TOTAL | M (kNm) | M (kNm) .
(kNm) (kNm/m) (kNm/m)
' 55%7.107,6= 457.107 ,6=
Armd. ® | 107,6 59,2 19,7 48,4 16,1
5.2.4 - Calculo atraves do processo proposto - ver item 3.2

- largura efetiva para momento fletor positivo mno meio do

vao entre pilares:

Tabela 7: A =1 > b = b = 0,4238 « 6,0 = 2,5 m
Xm ym

- Momentos fletores positivos na laje (V. FIG. 52)

no meio do vao entre pilares:

Tabela 7: m =m =0,0912 « 6,0 « 6,0° = 19,7 kNm/m
Xm ym

- no centro do painel: m = m
xc ye

Na FIG.33 , o carregamento alternado foi decomposto em:

(1) + (2).

Entao m = m (Carr. 1) + m (Carr. 2)
xe Xc xc
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~

Anexo, REF. [1J

.
>
i

1 > m (Carr.
xc

= 0,0275 x &0

N

2

6,0 6,0
— =2
m (Carr. 2) 2 X 2

1) =
N .
6,0 = 3,0 kNm/m

= 13,5 kNm/m

Logo, m , = 3,0 + 13,5 = 16,5 kNm/m

- 6rafico da variacao dos momentos fletores positivos e va

lores correspondentes das larguras

| 125 | 350

efetivas:

125

Mye = 16.5

Cobertura do qdiugrormf
de momentos ( kNm/m)

F16.54 — VARIAGAO DOS MOMENTOS FLETORES
COM EIXO y - v.FIG. 52

It
I

admitida variagdo
parabdiica ( 29 grau)

POSITIVOS m,



120

——

————

120 130} 150 * 150
1 !
|
|

m® +kNm/m

17,5 ! !f‘ o—0 O—0—0—0 ° o
1 § |
19,7 \:l lf 16,1 ‘ﬁ ]
d ——0——
19,71 4 ] :
_:::::::ﬂ—”J L
21,5
22,4 125 350 125
T ! .
| CONVENCOES
ACI —_————
DIN ——
NB-1/78 —0—0—
PROCESSO PROPOSTO| — | -
FIG. 55~ COMPARACAO ENTRE OS PROCESSOS
CONCLUSOES

1) As larguras das faixas externas para momentos fletores
positivos, segundo oprocesso proposto, estao nesse caso,’

bem proximas das respectivas larguras das normas,

2) Comparando os momentos das normas com os momentos calcu

lados pelo processo proposto, tem-se:
2,1) Momentos positivos maximos:

ACI e DIN: os momentos dessas normas sao cerca de

10% maiores.,
NB-1/78: os momentos coincidem,
2.2) Momentos positivos na faixa central:

Todas as normas estao com valores abaixo dos calcu

lados pelo processo proposto:
ACI: o momento e 207 menor.
DIN: o momento e 157 menor

NB-1/78: o momento e 10%Z menor.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES FINAIS

Da comparacao das larguras efetivas com as diver

. - L
sas normas, feitas no capitulo 3, concluiu-se que:

a) para carregamento total, as larguras prescri
tas pelas normas sao bem maiores, com exceggo de duas peque

nas faixas onde as mesmas sao bem menores (v. item 3.1.3);

b) para carregamento parcial, as larguras prescri
tas para momentos positivos sao bem menores numa diregao e

bem maiores na outra (v. item 3.2.3).

Evidentemente, essas conclusoes estao admitindo a
premissa que o processo aqui desenvolvido e "exato", o que

nao e verdade, pois:

a) Foi assumida uma distribuigao linear para as

reagoes das vigas na laje.

b) Admitiu-se proporcionalidade entre k e A (ou Yy,

dependendo do caso).

Embora haja essas duas aproximagoes, a comparagao
com momentos em outras secoes da borda, feitas no item 2.2,
levou a valores bem proximos dos calculados pela teoria da

elasticidade.
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Isso parece indicar que as aproximagoes a) e b)
acima levam a valores de larguras efetivas proximas de va
lores "exatos", sendo razoaveis, portanto, as conclusoes
tiradas.

Mesmo assim se torna necessario uma comprovagao
adicional através de um outro método e, principalmente,

comprovagao experimental.
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ANEXO

CONJUNTO DAS TABELAS DE MOMENTOS FLETORES E FLECEHAS DAS
LAJES, UTILIZADAS NO TRABALHO
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1.3.5 Durch Sidulenreihen unterstiitzte
Platten

Sofern die GroBle der Platte im Vergleich
zu den Lintfernungen @ und 4 groB ist, kann
man voraussetzen, dafl die Biegung der inneren
Felder durch die Rinder nicht beeinflul3t wird,
und es geniigt, die Analyse nur auf ein Feld zu
beschranken. Tir die gleichmiBig verteilie
Belastung und unter der Voraussetzung, dald
die Abmessungen der Kreissiulen im Vergleich
zu den Dimensionen a und b klein sind und

1.3.5 Plates supported by rows of columns

If the dimensions of the plate are large in
comparison with the distances « and b, it can
be assumed that the bending of the inner bays
or panels of the plate are not affected by the
edges, so that the analysis, can then be confined
to just one bay. Timoshenko [23], for example,
has derived a solution for the case of uniformly
distributed Joad, on the assumption that the
dimensions of the circular columns are small in

* REF, 1 : Bares, R. - "Tables for the analysis of plates,
slabs and diaphragms based on elastic theory" -
edition 1979,



dall die Belastung sich auf sie gleichmilig
verteilt, wurde cine Losung 2B, von Timo-
shenko [23] abgeleitet. Mit Verwendung des
Losungsverfahrens fiir die Platten nach [131,
132, 133] kann man analog die Werte der
Durchbiegungen und der Biegungsmomente
des inneren Feldes ciner groBen Platte bel ver-
schiedencn Belastungen finden unter der Vor-
aussetzung, dal} die Auflagerkrifte und die
Punktlasten lings des Kreises vom Durch-

messer 2¢ verteilt sind (Fig. 1-24).

Fig. 1-24. a) Gleichlast (iiber die ganze Platte).
b) Einzellast (in einem Felde).

Fig. 1-24. a) Uniformly distributed load (on entire
plate). b) Concentrated load {on one bay).

In der Tab. 1.119 sind die erforderlichen
Werte fiir verschiedene Verhiltnisse 4 = ﬁ bei
¢ - 0,01 @ und gleichmiBig verteilte Vollbe-
lastung der Platte aufgefihre, in der Tab. 1.120
dann bei der Belastung durch eine Punktlast
in der Mitte des untersuchten Feldes. In der
Tab. 1.121 sind die Werte der Durchbiegungen
und der Momente in der Platte mit quadrati-
schen Feidern (4 = 1,0) bei der Belastung des
inneren Feldes durch eine Punktlast in ver-
schiedenen Lagen aufgefihrt.

Im Falle, dal die Auflagerkrafte oder Einzel-
lasten lings ciner Kreislinie anderen Halb-
messers verteilt sind, kann man die richtigen
Werte der Stitzmomente oder der Momente
unter der Finzellast durch VergroBlerung (oder
Verkleinerung) der Momentenbeiwerte 9,01 a)
aus den Tab. 1.119—1.121 nach der Bezichung

/W(C) == 111’(0'()1 @) + ,1‘1/[(0)

finden. Die in der Tab. 1.122 aufgetihrten
Werte A My unterscheiden sich fir die Reduk-
tion der Stiitzmomenten - bei der Gleichlast
(Spalte A) und bei der Punktlast (Spalte B) —
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comparison with the dimensions @ and b and
that all the columns carry equal shares of the
load. Using the analysis procedure for plates
in accordance with {131, 132, 133] the de-
flections and bending moments in an internal
bay of a large multi-bay plate under various
loads can be similar determined, assuming the
bearing reactions and point loads to be
distributed along the circumference of the
circle of diameter 2¢ (Fig. 1-24).
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The necessary values for various ratios
b . —
A=~ for ¢==0.01a and uniformly distri-

buted load over the entire area of the plate are
given in Table 1,119, while Table 1.120 gives
the values for the case where a point load is
acting at the centre of the bay under con-
sideration. The deflections and moments in the
plate with square bays (4 = 1.0) when a point
load is applied at various positions on the
internal bay are indicated in Table 1.121.

In the case where the bearing reactions or
point loads are distributed along a circle of
different radius the correct values for the
support moments or the moments under the
concentrated load can be determined by
approximately increasing (or decreasing) the
bending moment coefficients M(g.01¢) of Tables
1.119—1.121 as follows:

(1.100)

The values A My presented in Table 1,122
differ for the reduction of the support mo-
ments—for uniformly  distributed load (co-
lumn 1) and point load (column B)——and for

* REF, 1 : Bares, R. - "Tables for the analysis of plates,
slabs and diaphragms based on elastic theory" -
edition 1979,



-98-

und tur die Reduktion der Momente unter der
Punktlast (Spalte C). Die Reduktion anderer
Momente infolge der Grolieninderung  der
Last oder der Auflagerkraft ist iberflissig.

Wenn die Sdulen einen rechteckigen oder
quadratischen Querschnitt mit den Abmessun-
gen # und » haben, kann man cbenfalls ange-
ndhert mit Hilfe dieser Tabellen rechnen, sofern
man einen Aquivalenthalbmesser der zylindri-
schen Saule nach der Beziehung

einfuhrt, wo

bedeutet.

Die gleichmiBige Vollbelastung der Platte
gibt nur an den Sdulen schon die ungtinstigsten
Bedingungen. Fir die Berechnung der maxi-
malen Blegungsmomente in der Mitte der
einzelnen Felder mul3 die Belastung wie in der
Abb,1-25a verteilt werden. Die Losung fiir
diesen Belastungsfall bekommt man durch
Kombination der gleichmifligen Volibelastung
q; = ¢/2 (Fig.1-25b) mit der
g5 = g/2, welche beim chrgang zum benach-
barten Feld das Vorzeichen wechselt (Fig.
1-25¢). Die Durchbiegungsfliche ist im zwei-
ten Fall offensichtlich gleich derjenigen eines
frei gelagerten Plattenstreifens der Breite ¢ mit
gleichmiBiger Belastung.

Belastung

a)

£

41"
JS00E00ERRERNTERESATRINAREANRERARNDNAI] ¢

b

Fig. 1-25

* REF, 1 :

the reduction of the mements under the péint
load {column C of the table). It is unnecessary
to apply any reduction to other moments on
account of a change in the geometric dimen-
sions of the load or the bearing reaction.

If the columns are of rectangular or square
cross-section with dimensions # and #, these
tables can still be used for an approximate
analysis, provided that such columns are
replaced by fictitious cylindrical ones with an
equivalent diameter:

(1.101)

Uniformly distributed load applied to the
entire area of the plate causes the most un-
favourable conditions at the columans only.
For caleulating the maximum bending mo-
ments in the central regions of the individual
bays the load should be distributed as in
Fig. 1-25a. The solution for this loading case
is obtained by combination of the uniformly
distributed load over the entire area g, = ¢/2
(Fig. 1-25b) with the load ¢, == ¢/2 which
changes its algebraic sign at the transition to
the adjacent bay (Fig. 1-25¢). The deflected
surface in the second case is evidently similar
to that of a freely supported plate strip of
width a carrying uniformly distributed load.

Fig. 1-26

Bares, R. - "Tables for the analysis of plates,

slabs and disphragms based on elastic theory" -

edition 1979,



Die fritheren Ergebnisse wurden unter der
Voraussetzung abgeleitet, daf3 die Platte an der
Auflagerung nichtander Verdrehung gehindert
wird, Die Siulen sind jedoch gewohnlich mit
der Platte starr verbunden, und bei det Be-
lastung nach Fig.1-25 greift an ihnen neben
der senkrechten Kraft auch ein Biegungs-
moment an. Damit werden auch die Biegungs-
momente in der Platte beeinfluBt. Zur Be-
stimmung der genaucren Werte der Biegungs-
momente bei wechselnder Belastung ist deshalb
cine Berechnung dhnlich wie bei einem Rahmen
mit starrer Verbindung der Platte mit den
Siulen notwendig?).

Der Fall, wo nur ein Feld mit Gleichlast
belastet ist und die benachbarten vier Felder
unbelastet sind, ist durch Superposition det
gleichmiBigen Belastung go = ¢/2 und der Be-
lastung ¢, == ¢/2 mit wechselndem Vorzeichen
nach Fig.1-26 zu erhalten. Im zweiten Falle
verhilt sich jedes Feld wic eine am Umfang
frei gelagerte Platte, so dall man fir alle be-
nétigten Werte die Tab. 1.1 benutzen kann,

Die Tab. 1.119—1.121 konnen auch fir die
Randfelder der Platte so angewandt werden,
daBl nach der Bestimmung der Momente (wie
firr die mittleren Felder) der freie Rand herge-
stellt wird und die hier einwirkenden Momente
mit umgekehrtem Vorzeichen mit Hilfe des in
Kapitel 1.3.4 angefiihrten Verfahrens auf die
anderen Felder verteilt werden unter der Vor-
aussetzung drehbarer Unterstittzung in der
Verbindungslinie der Sdulenachsen.

Fir zwei cinfache Systeme der durchlaufen-
den Platten sind die Werte der Biegungs-
momente in den Tab. 1.123 [23] und 1.124 {4]
berechnet.

Y Die Berechnung der durch Siulen unterstiitz-
ten FuBlbodenplatten, die eine ganze Reihe von
Tabellen und Formeln enthilt, wird ausfihrlich
fur Platten mit Kapitellen z. B. in [79], fiir Platten
ohne Kapitelle in [243] beschrieben. Fiir durch-
laufende schiefe Platten sind die notwendigen
Werte z. B. in [78, 95] angegeben.
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The earlier results were derived on the
assumption that the plate is not restrained from
rotation at the bearings. As a rule, however,
the columns will be rigidly connected to the
plate (more particularly if the latter is in fact a
concrete structural slab), so that, for load in
accordance with g, 1-25, the columns are
subjected to bending moment as well as
vertical force. This in turn also modifies the
bending moments in the plate. For determining
the more accurate bending moments in a case
of variable load it is therefore necessary to
perform an analysis similar to that for a
portal frame structure—namely, the plate
with the column heads rigidly fixed to it?).

The case where only one bay carries uni-
tormly distributed load and the four adjacent
bays are not loaded can be dealt with by
superposition of the uniformly distributed
load g4 == ¢/2 and the load ¢, = ¢/2 with vary-
ing algebraic sign, as indicated in Fig. 1-26.
In the sccond case ecach bay behaves like
a plate freely supported at its edges, so that
Table 1.1 can be used for obtaining all the
required values for analysing this case.

Tables 1.119—1.121 can also be used for
analysing the edge bays. First, the bending
moments are determined as though for an
internal bay. Then onc edge of this bay is
assumed to be unsupported, and the moments
acting here are now—with reversed algebraic
sign and using the procedure described in
Section 1.3.4—-distributed over the other bays,
on the assumption of freely rotational support
on the line connccting the centres of the
columns.

The bending moment values for two simple
systems of cases of continuous plates with
smaller dimensions are presented in Tables

1.123 [23] and 1.124 [4].

1Y The analysis of the floor slab supported on
columns, with the aid of numercus tables and
formulas, is dealt with for columns with enlarged
heads in, for example, {79}, while the flat flab on
columns without enlarged heads is dealt with
in [243]. For continuous skew slabs or plates see,
for example {78, 95].

* REF, 1 : Bares, R, - "Tables for the analysis of plates,

slabs and diaphragms based on elastic theory" -
edition 1979,
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Tab. 1.43
)
N Y v
F— L
"%/i.‘ A "flm =
= &  — Rad
=10 e
L2 ,'.’”‘ i—-“”“’ —
ey o IR R
b k=
A= — % -4, .
a AL N
Moos = Alxbs “as 2 o h
R, Ry g,
My =+ — 1=0 a=a
2
¥ ws Was Wes st ]Wx()s Mys MyO: RO ER).‘a
0,50 0,6912 0.1920 1,0044 0,1136 0,1536 0,0246 0,0516 0,188 0,624
0,55 0,5768 0,1966 0,8652 0,1137 0,527 0,0277 0,0593 0,194 0,613
0,60 0,4890 0,1941 0.6841 0,1133 0,1510 0,0305 0,0670 0,200 0,602
0,65 0,4230 0,188C 0,5506 0,1133 0,1490 0,0331 0,0746 0,204 0,552
6,7 0,3692 0,189 0,4541 0,1136 0,1470 0,0354 0,0822 0,208 0,584
0,75 0,3296 0,1856 0,3751 0,1141 0,1455 0,0375 0,0898 0,212 0,577
0,80 0,3018 0,1846 0,3135 0,1145 0,1443 0,0393 0,0975 0,215 0,570
0,85 0,2777 0,1813 0,2662 0,1151 0,1430 0,0405 0,1052 0,219 0.574
0,90 0,2614 0,1810 0,2267 0,1157 0,1418 0,0414 0,1129 0,222 0.555
0,95 0,2454 0,1793 0,1940 0,1163 0,1405 0,0421 0,1205 0,225 0,549
1,00 0,2315 0,1788 0,1680 0,1172 0,1394 0,0425 0,1280 0,228 0,544
V.§. ga* ga* qa* 5 P
S i B ’ ; b2 b2 b b
| M ER3 ER3 ER3 qz 9 4 e % qa
1 Ws Was Was st AIxOs A{ys MyOs RO mxa
§
0,50 C,1644 0,1620 0,0215 0,1231 0,1278 0,0300 0,2576 0,244, 0,510
0,55 0,1658 0,1632 00,0288 0,1228 0,1289 0,0337 0,2343 0,245 0,509
0,60 00,1692 0,1644 0,0372 0,1224 00,1300 0,0364 0,2146 0,245 0,511
0,53 G,1740 0,1668 0,0468 0,1212 0,1310 0,0353 0,1977 0,243 0,514
0,70 0.1788 0,1680 0,0576 0,1214 0,i321 0,0398 0,1833 0,241 0,517
0,75 6,1860 0,1652 0,0708 0,1208 0,1333 0,0410 0,1709 0,240 0,521
0,R0 0,1932 0,1704 0,0864 0,1202 0,1345 0,041¢9 0,160 0,237 0,526
6,85 0,2016 0,1728 0,1032 00,1195 0,1395 0,0422 0,1506 0,235 0,530
0,50 0,2100 0,1752 0,1224 0,1188 0,1370 0,0423 0,1421 0,232 [ 0,535
0,95 0,2208 0,1764 0,1440 0,1180 0,1382 0,0424 0,1346 0,239 0,540
1,60 0,2316 90,1788 0,1680 0,1172 0,1394 0,0425 0,1280 0,228 0,544
V.5 qa* qa* ga*
G S A o 2 2 ;2 2 :
N3 7% £ 7% o oe. ® e 4ab aab
|

* REF. [1]: Bares, R. - "Tables for the analysis of plat%s,
slabs and diaphragms based on elastic theory" -
edition 1979.
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Tab, 164
et e e e — y aq
R
7w >j< ?
= "'_‘\’{ == W / LN
¥ 0 P /fl My Arss “9/ o
a o £
v P P
; 5 Hyas 1-—”" ? e
3= b I (R 9
a
Ky -4, -4,
Myos == Myas / Mg U7 S
= ]
xUzOg = lzzba -~ /?o\ 84y ¢ /?0 N
_ . B Prasssacavseiiovusansy
A!o = % 2 =0 A=q
b Wy Was Whs st M x0s M, s M, y0Os Ro
6,50 2,7456 0,3456 2,6880 0,0608 0,2620 0,1218 0,1300 0,250
0.55 1,9532 0,3277 1,8614 0,0677 0,2416 0,1213 0,1322 0,250
0,60 1,4329 0,2958 1,3405 0,0749 0,2251 0,1206 0,1345 0,250
Q4,65 1,0877 0,2753 0,8937 0,0806 0,2114 0,1198 0,1369 0,250
¢, 70 00,8533 0,2595 0,7535 0,0858 0,1996 0,1188 0,1395 0,250
0,75 0,6933 0,2501 0,5873 0,006 0,1501 0,1176 0,1425 0,250
0,80 0,5771 0,2402 0,4658 0,0948 0,1821 0,1161 0,1459 0,250
0,85 0,45911 0,2318 0,3741 0,0986 0,1752 0,1143 0,1494 0,250
0,50 0,4260 0,2231 0,3053 0,1013 0,1695 0,1120 0,1532 0,250
0,95 0,3748 0,2160 0,2513 0,1036 0,1644 0,1051 0,1568 0,250
1,00 0,3384 0,2160 0,2100 0,1055 0,1604 0,1055 0,1604 0,250
V.L qa4 qa" qr.!4 2 2 2 2
7 b b
svi | B Ei £ aa 7 7 e 4
A ; Wi Was Wos Mx: MxOs My: MyOs RO
i
0.50 0,1716 0,1680 0,0216 0,1218 €,1300 0,0608 0,2620 0,250
0,55 0,1788 0,1704 0,0300 0,1213 0,1322 0,0677 0,2416 0,250
0,60 0,1860 0,1740 0,0384 0,1206 0,1345 0,0749 0,2251 0,250
0.65 0,1944 0,1776 0,0492 0,i198 0,1369 0.0806 0,2114 0,250
0,7 0,2052 0,1812 0,0624 G,1188 0,1395 0,0858 0,1956 0,250
0,75 0,295 0,1860 0,0792 0,1176 0,1425 0,0906 0,1901 0,250
0,80 0,2364 0,1908 0,0984 0,1161 0,1459 0,6948 0,1821 0,250
83 0,2568 C,1956 0,1212 0,1143 0,1494 0,0986 0,1752 0,250
0,50 0,2796 0,2004 0,1464 0,1120 0,1532 0,1C13 0,1695 0,250
0,95 C,3060 0,2052 0,1754 0,1091 0,1568 0,1036 C,1644 0,250
1,60 0,3384 C,2100 0,2100 0,1055 0,1604 0,1055 0,1604 0,250
V.4 ga* ga* qa*
“ 2 2 2 2 ab
MLE. EA3 A3 FE qa . ab o 4 )
* REF.[I]: Bares, R. - "Tables for the analysis of plates,

slabs and diaphragms based on elastic theory" -
edition 1979.



-102-

Tab. 1.119
po=0
. b
T e
") %) , :
A W Pl Wwa ‘4113;, 11/[;;1 11[3;2 111_-,;3 l‘ﬂfys A"[yl Afyz A/Iya
1,0 00695 00521 00520 0,0275 0,0573 —-0,0298 —0,2624 0,0275 —0,0208 0,0573 —0,2624
L1 00856 00570 00707 0,0240 0,0620 —0,0254 —0.2878 0,0308 —0,0340 00534 —0,2465
1201063 00016 00936 0,0206 0,0671 —0,0214 —0,3140 00334 —0,0378 €.0503 —0,2341
13 01387 00063 01258 0,0177 10,0725 —0,0180 —0,3412 0,0352 —0,0412 0.0501 —0,2207
1401729 0,0705 01618 00148 00776 —0,0151 —0,3672 0,0372 —0,0437 0.0476 —0,2106
15 02060 0,0765 0,1979 0,022 0,0831 —0,0125 —0,3022 0,0381 —0,0466 0,0452 —0 2038
20 0,558 0,1016 0,549 0,0042 0,1104 —0,0044 —0,5216 0,0406 -—0.0556 00422 —0.1737
3,0
SR R a? gt gh gt gt g
ER B BRSO 7 7 7

') Iiir die Berechnung der Momenten wird die Verteilung der Einzelstittzung Lings des Umfangs eines Kreises
vom Durchmesser 0,02 « vorausgesetzt.

%) Belastung tiber die ganze Fliche,

1) For the calculation of the moments the concentrated bearing reaction is assumed to be distributed
along the circumference of a circle with a diamerer 0.02 a.

%) Load acting on the entire area.

Tab, 1.120

ré

n=20 I
b T
.
/‘» > 2xy wy H LMZ_; A{zl A[zz Ihlzg Mys A’fy] ‘M,,z A{yg Af_tyg
1,0 0,1%06 0,0651 0,0651 0,3185 0,0640 ~0,0375—0,0975 0,3185 —0,0375 0,0640 —0,0975 +0,0258
L1 0,2106 0,0598 0,0850 0.3185 00585 —0,0335 —0,0948 0,3268 —0,0418 0,0577 —0,1022 4-6,0256
1,2 10,2354 0,0560 0,1079 (,3188 0.0540 —0,02906 —0,0934 0,3348  (,0451 0,0752 —0,10060 +0,0255
1,3 0,2648 0,0522 0,1362 0,3200 0,0400 —0,0268 —0,0205 0,3428 —0,0478 0,0805 ~-0,1098 4-0,0252
1,4 02965 0,0497 0,1636 0,3220 0,0462 —0,0226-—0,6892 0,3503 —0,0512 §,0854 —0,1126 4-0,0249
1,5 10,3295 (,0456 0,1915 0,3232 0.0434 —0.0194 —0,0880 0,3559 —0,0539 0,0905 40,1152 40,0244
2,6 10,5500 0,0338 0,3916 0,3358 0,0322 —0,0049 —0,0302 0,3825 —0,0641 0,1122 —0,1238 +-0,0277
Q& P& g ‘
Nt w55 Sp £ 2 0 e o 0 L L 0

}) Fiir die Berechnung der Momenten wird die Verteilung der Einzellast sowie der Einzelstiitzung lings des
Umfangs eines Kreises vora Durchmesser 0,02 a vorausgesetzt.

%) Belastung nur im untersuchten Feld,

1) For the calculation of the moments the concentrated bearing reaction and the concentrated load are
assumed to be distributed along the circumference of a circle with diameter 0.02 4.

%) Load acting only in the bay under investigation.

% REF. [1]: Bares, R. - "Tables for the analysig of platﬁs,
slabs and diaphragms based on elastic theory" -

edition 1979,
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Fodtseizung der Tab. 1,121

GitlBe  yla 0,2 0,3 0,4 0,5 V. f.
xla 0,2 0,3 0,4 0,5 0,3 0,4 0,5 0,4 0,5 0,5

wy 06,0785 10,1048 0,1220 0,1235 0,1266  0,1457 0,1525 0,1648 0,1753 0,1906
Wir, m 0,0989  0,1263  ,14%2 0,1575 0.1515 0,1703 0,1738 0,1825 0,1841 0,1906
y 0,0577  €,0869 0,169% 0,1151 06,0766 0,6963 0,0973  0,0801 0,0802 0,0651 Qa?
w, 0,0577 0,0548 0,05038  0,0401 0,07066  0,0698 0,0534 0,0801 0,0614 0,0651 £33
w3 0,0198 0,02532  0,0276 0,0286 0,0332  0,0376 0,0397 0,0479 0,0513  0,0651
wy 0,0198 0,0256 0,0322 0,0401 0,0332  0,0401 0,0534 0,0479 0,0614  0,0651
M, 0,0282  0,0532 0,0750 0,0887 0,0560  0,0957 0,1206 0,1268 0,1750 0,3185
M. p 0,2770° 0,1065 0,3222 (,3287 06,3033 0,3177 0,3234 0,3132 0,3198 0,3185
My 0,0393  0,0627 0,0948  0,1400 0,0681 0,0837 0,1047 0,0782 0,0796  0,0640
My 0,0027 ---0,0142-—0,0217 —0,0248 ~0,0142 —0,0257 —0,0313 —0,0319 —0,0363-—0,0375
AMaa 0,0169 00223 0,0258 0,0281 0,0307 00,0374 0,0377 0,0466 0,0486 0,0640
Mazy —0,0178 —0,0208 —0,0227 —,0248 —0,0269 —0,0275 —0,0313 —0,0332 —0,0363—0,0375 @
My —0,1925 —0,2003 —0,1892 -—0,1557 —0,1690 —0,1641 —0,1378 —0,1375 —0,1190 —0,0975
Mo —0,0429 —-0,0451 —0,0453 —0,0412 —0,0670 —0,0694 —0,0577 —0,0852 —0,0771 —0,0975
My, ~~0,0222 —-0,0321 —0,0376 —0,0385 —0,0396 —0,0521 —0,0577 —0,0630 ~—0,0771 —0,0975
Mg —0,0583 —0,0876 —0,1217 —0,1557 —0,0848 —~0,0853 —0,1378 —0,0999 —0,1190 —0,0975
Mys 0,0282  0,0102 —0,0205  0,0153 0,0560 0,0621 0,0432 0,1268 0,0957 0,3185
My, 0,2770 08,2757 0,2827 0,2875  0,3032  0,2995 0,3025 0,3132  0,3127 0,3185
My 0,0027  0,0051  0,0042 —0,01048 —0,0142  0.0192 —0,6247 —0,0319 —0,0376 —0,0375
Mys 0,0393 00441  0,0431 0,0355 0,0681  0,0646 0,0494 0,0782 0,0584  0,0640
Mys —0,0178 —0,0502 —0,0312 —0,0239 —0,0269 —0,0326 —0,0311 —0,0332 —0,0352—0,0375 Q
My, 0,016%9 0,0229 0,2290 0,0355 0,0307 0,038 0,0494 0,0466 0,0584  0,0640
Mys —0,1905 —-0,1725 —0,1502 --0,1196 —0,1690 —0,1477 —0,1170 —0,1375 —0,1100 --0,0975
My —0,0583 -~0,0561 —0.0531 —0,0453 —0,0848 —0,0760 —0,0637 —0,0999 —0,0302 —0,0975
My —0,0222 —0,0287 —0,0372 ~—0,0453 —0,0396 —0,0501 ~0,0637 —0,0530 —0,0802--0,0975
Mys —0,0429 —9,6662 —0,0911 —0,1196 —0,0670 —0,0882 —0,1170 —0,0852 —0,1100 —0,0975
Mazys —0,0224  0,0227 0,0169 0 —0,0308—0,0248 0 —0,0321 0 0
Mayez, v 0,0291 00,0187 0,0072 0 0,0148 —0.0061 0 0,0052 0 0
Ve 0,0202  0,0252  0,0286 0 0,0317  0,0319 0 0,0266 0 0
A rye 0,0262  0,0267 0,0276 0,0235 0,0318 0,0272 0,0192 0,0266 0,0105 0
Meys -—0,0075  0,0051  0,0035 0 0,0097  0,0053 0 90,0075 0 0 o
Myys —0,0075—0,0103 —0,0148 —0,0235 -~0,0097 —0,0132 —0,0192 —0,0075-—0,0105 0
Meys ~0,0402 ---0,0377 —0,0230 0 —-0,0344—0,0372 —0,0265 —0,0298 0 —0,0256
Mays 0,6112  0,0177 G,0152 0,0152 0,0174  0,0206 0,0191  0,0225 0,6224  0,0256

Lzyy —0.0075 —0,0105—0,0132 ~-0,0152 —0,0150 —0,0164 —0,0191 —-0,0205 —0,0224 —-0,0256

{2y8 00112 0,0192 0,0178 0 0,174 0,0206 0.0265 0,0225 0 10,0284
Tab. 1.122

A AM AM
¢la tla ¢la =
A B C A B C A B (&
0,005 -—0,0552 0,0128 0,0552 0,025 0,0728 0,0182 —0.0728 0,050 0,1281 0,0320 —0,1281
0,008 —-0,0178 —0,0045 0,0178 0,030 0,0874 0.0218 —0.0874 0,075 0,1600 0,04006 —0,1600
0,010 0 0 0 0,035 0,0999 06,0245 —0,0069 0,100 0,1748 0,0437 —0,1748
0,015 0,0326 0,0082 —0,0326 0,040 0,1103 0,0276 —0,1103 0,150 0,2162 0,0540 —0,2162
0,026 0,0552 0,0138 —0,0552 0,045 0,1197 0,0299 —0,1197 0,200 0,2384 0,0596 —0,2354
N. f. qab qab qab
* REF. [1]: Bares, R. - "Tables for the analysis of plates,

slabs and diaphragms based on elastic theory" -
edition 1979,
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A I TARZI AND 4. A, NESSIM. (CONCRF EE

Elastic Analysis of Rectangular Slabs Supported
at Corners.
By AL TARZIL B.Sc.(Fng.), and A. AL.NESSIM, B.Sc.(Eng.),Ph.D., AM.I.Struct.E.
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of rectangular slabs supported at corners" = Tre
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A I. TARZI AND A. A. NESSIM. (CONCRETE

Fig. 7.—-Point at Edge nex: to Corner

in x-direction.
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N EERING ,f LhedBadl AN 151D Ul RECEANGULAR SLAES.

((V*fﬂ(‘mn’r& have 1o he Tmr‘hr\’ ed v ga? while f(; nht

15ad the tabuliled covilidents shouaid be Ut
b\ th actu"«d \ alue of the concentrated load I’. Reference points for the grid ar
shown in Fig.

The avthorﬂ thank University of Surrey for permission 1o use their Ferranti
Sirius computer for the foregoing work.
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