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SUMARIO

Apresenta~se uma aplicagdo de diferengas finitas,
obtidas por meio de polintmics intesrpoladores Lagrangeanos
e Hermitianos de segundo e de quart2 grau, ao calcula varia
cional de cascas cilindricas circulares.

No capitulo 1, apresenta-sz a formulagao variacio
nal de cascas_cilindricas circulares, onde se recaordam tam
bém as nogdes mals importantes da teorias linear da elastici
dadz e dos principios;variacionais, que interessam ao desen
volvimento dessa formhlagéo.

No capitulo 2, apresentam-se o resumo da teoriadés
diferengas finitas e a correspondente obtengao das expres
soes de derivadas utilizadas no trabalho.

No capitulo 3, apresentam-se o0s ensaios de aferi
gao, onde se procura averiguar a qualidade de algumas possi
vels aproximacgdes de cdlculo de cascas cilindricas circula
res, com diferengas finitas tomando como o padrao, o cléssi
co reservatdrioc cilindrico circular. Inclusive, fornecer al
guns subsidios para elaboragdo desses tipos de ensaios.

No capitulo 4, apresenta-se a aplicagao propriamen
te dita das diferengas finitas ao calculo de cascas cilin
dricas circulares, particularizando-a para o caso de casca
de bordas verticais,e herizontais, livre na borda superior
e engastada nas outras tras.

No capitulo 5, apresentam-se as conclusoes.

Finalmente, no capftulo 6, apresenta-se a documen
tagac resumida dos programas utilizados para todas as expg

rimantagdes numéricas feitas neste trabalho.



ABSTRACT

This work presents an application of the finite
difference nethod to the variational «c¢alculus of circular
cylindrical shells, obtained through Lagrangean and

Hermitian interpolating polynomials of second and fourth

degrees.

Chapter 1 contains the variational formulation of
circular cwlindrical shells, and a reviw of the most
important nctions of the linear theory of &elasticity and
variational principles. Both are important tao the

understanding of the présent formulatian.

Chapter 2 constains a brief reviw of the theory of
finite difference and the corresponding procedures for
the derivative expressions used in this work.

Chapter 3 contains the results of tests of the
efficiency c¢ylindrical shells computation. Tests were
perfbrmed comparing finite differences and analytical
results for the classical cylindrical reservoir,.It includes
also hints for the implementation of those tests.

Chapter 4 shows first the general application of
the finite difference method te the calculation of circular
cylindrical shells, then, a through application is shown,
up to numerical results, to the case of a circular
cylindrical shells with paralled edges, one fres and three
built-in.

Conclusions are given in chapter 5.

Finmally, in chapter 6, a short documentation of
computer programs used for the numerical calculations is

given.



APRESENTAGAO

Sabs-se que os problemas de engenharia de estrutu
ras laminares podem ser descritos por meio da Teoria da
Elasticidade. 1Iste porque, praticamentes toudos os materiais
empregados nas estruturas téem a propriedade da elasticidads,
linsar ou nao. Além disso, sabe-se também gue a sclugao de
problemas descritos por meio dessa teoria, gsralments, en
volve complicadas manipulagdes matematicas. Por 1sso, tém-
se desenvolvido teorias que visam a simplificagao de descri
gao de problemas desse tipo, mediante as formas geométricas
e de carreganmento da estrutursa, por meio de hipdteses. Por
exemplo, a Teoria das Placas Delgadas, a Teoria das Cascas
Delgadas, etc. Porém, ainda por msio dessas teorias, a sg
lugao analitica & razoavelmente complicada. Por isso, tém-
se desenvolvido, métodos numéricos para a solucgao de proble
mas, cuja solugdo analitica & bastante complicada, ou até
impossivel. Todavia, esses métodos requerem, geralmente,
grande quantidade de calculo numerico, gque com o advento do
computador digital, se tornou sscundario.

Dentre, os varios métodos numeéericos existentes, in
teressa ao presante trabalho o método que substitue as deri
vadas da equagaa ou equagoes diferenciais, que rege o pro
blema, por expressoes em diferengas finitas obtidas ﬁormeiu
de polindmios interpoladores Lagrangeancs ou Hermitianos do
segundo e do guarto grau.

Para o equacionamento do problema escolheu-se o mé
todo da energia, mais especificamente o processo da formula
956 variacional baseado no principiec da minima energia po
tencial total, por motivos que serdo posteriormente justifi
cados. Nest=, em vez de estabelécer as equagbes de equili
brio,‘as condigoes de Fontorno e as equacoes de compatibi}i
dade (caso as equagoes de equilibrio nao sejam expressas|

em fungao dos deslocamentos), para depois resolver o siste



ma formado por essas equagoes e condigdes (& o que se faria
por meio daqueles m2todos, diga-se classicos da Teoria da
Elasticidadel), estzb=2lece —se, primeiramente, o funcional
dos deslocamentos — forma auto adjunta de expressar as equa
coes de eqguilibric do problema e as condigdes de contorno.
Em sezguida, minimizaz-se esse funcional am relagao aos daslo
camentos o que, pelo principio da minimé energia potencial
total, permite detarmina-los.

Com esse processa, desenvolvem-se duas discretiza
go0es de cdlculo dos deslocamentos de cascas cilindricas cir
culares engastadas szgundo duas geratrizes e uma dirstriz,
e livre segundo outirs diratriz: Nas discretizacgoes enpre
gam-se expressoss am diferengaé\finitas obtidas por m2io de
polindmios interpoladores Lagrangeanos e Hermitianos do se
gundo grau, para expressar as derivadas que aparecem tanto
no funcional que rsge2 o problema como também para aguslas
que aparscem nas expressoes das condigdes de contorno. Pos
teriormente,\desenvolvem—se discretizacgoes do calculo dos
esforgos (os mais importantes) e das rotagdes, também me
diantes emprego de diferengas finitas obtidas por meiloc d2 po
lin3mios interpoladores Lagrangeancgs e Hermitianos, agora,
de segundo ou de quartoc grau,conforme as conclusdes obtidas
dos Ensaios de Aferigao que serao feitas, naturalmente, an
tes dessas discretizagdes.

Escolheu-se o processo da formulagao variacional,
por apresentar a grande vantagem de se necessitar satiéfﬁ
zZer somente as condigdes de contorno essenciais, guando im
paostas, diretamente, nas expressoes em diferengas finitas
que substituirdo 2s derivadas do funcional. Além disso, de
obter sistema de equagdes lineares simétrico positivo defi
nido, ao se discrestizar o funcional que rege o problema.

As condicdes de contorno essenciais, que sdo as ng
cessarias & boa convergéncia do processo utilizado, sdc  so
mente aquelas‘refaranteé aos engastamentos, por © processo
ser o dos deslocamentos.

Feita essa introdugao, define-se a seguir o que es




pecificamente se pretende ccn o presagnte trabalho:

a) Aplicar és dus:z ziscretizagoes, anteriormente
ci“adas, para o calculo dos deslocamentos do
classico reservatdrio cilindrico circular com
parede de espessura constante, perfeitamente en
gastada em suz bzse, para aferigao da gualidade
dos resultados gue se obtém. Ensaiar, ainda por
meio desse padrac adotado, algumas possibilidg
des de discretizagoass de c¢dlculo de esforgos e
rotaqﬁes,ainda com 0 emprego de exXpressoes em
diferengas finitas de derivadas, obtidas por
meio de polinﬁmics'interpoladores lLagrangeanose

Hermitianos do segundo & do quarto grau.
b]_Apresantar, para a casca com trés bordas engas

tadas e ume livre, duas discretizagodes do célci
lo das esforges rails importantes e das rotagoes,

consideradas as melhores em fungao dos Ensaios,
de Aferigéuido item (al.

c} Apresentar os programas para o computadar

HP2100A, utilizados nos calculos numéricos dos
itens (a) e (b).

Para tanto, desenvolve-se no capitulo 1 a formula
gao variacional de problemas de cascas cilindricas circula
res e recordam-se as nog¢ogs mais importantes para essa. for
mulagao: ofresumo da teoria linear da elasticidade, pois nes
te trabalho admite-se que =2ssas ceascas selam feitas com ma
teriais eldsticos de acordo cem a lei de Hooke, e os princi
pios variacionais (principio dos deslocamentos virtuais e
principic da minima energis potencial total).

Em seguida, no capitule 2, apresentam-se a teoria
daz diferengas finitas fresunidamente) e a correspondente
obtengdo das expresstes de derivadas necessarias aos capitu
los 3 e 4.

No capitulo 3, apresentam-se os ensaios de aferl:
¢ao, ja indicadas no item (2]. Neste capitulo os resultados

v3eo sendo analisados a medica gue sao apresentados.



No capitulo 4, apresenta-se a aplicagdo j& indica
da em (b), cujos resultados sao analisados no capitulo se
guinte.

No capitulo 5, resumem-se as principals conclusoes
das experimentagoes numéricas feitas nos capitulas 3 e 4, e
citam-se pontos que parecem merecer alguma consideragao.

Finalmente, no capitule 6, apresenta-se a documen
tacdo resumida dos programas utilizados para os calculos nu
meéricos envolvidos no trabalho. .

Para os cdlculos numéricos foi utilizado o computa
dor HP2900A, com 32k palavras de 16 bits de memoria princi
pal e memdria auxiliar de disco magnético. A precisao pa
drao deste computador & de aproximadamente 7 digitos signl

. . : - | -
ficativos, na representagao em ponto fluruante de numeros.
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NOTACAO !

Em principio, as variadveis, matrizes e outras gran
dezas a utilizar serdo definidas ou identificadas a medida

que aparecerem no desenvolvimento do texto. Nao ssrac reg

presentadas aqui no inicio, as notagdes comumente emprega
das para certas grandezas em textos classicos conhecidos.

Resta definir alguns simbolos tals como:
[ ] matriz guadrada

{ } matriz linha ou coluna. Quando naoc explicita
da todos os elementos da matriz, indicara

sempre matriz linha.

T como expoente indicard transposta da matriz. |
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1.0 FORMULAGAOQ VARIACIONAL DE CASCAS CILINDRICAS CIRCULARES

1.1 - INTRODUSEO

A formulagaoc variacional se aplica a diversos ti
pos de problsmas, porém a preocupagao & aqui de desenvolve-
la apenas para estruturas elasticas. Mais especificamente
para cascas =ilindricas circulares, para as quails se admi
tem relagoOes lineares entre tensoes e deformagoes {1lei de
Hookel . -

Essa formulagdo, como diz o proprio nomse, se ba
seia em certss principiocs variacionais. Porissoc citam-se,
primeirament=, o0s principios variacionais [(seguindo BREBBIA
e CONNORS, 1373) a serem utilizados no presente trabalho,’
iniciando-se pelo resumo da teoria linear da elasticidade
(ainda seguindo aqueles'adtores, bem come TIMOSHENKO e GOO
DIER, 1934), =2 fim de fornecer uma rapida referéncia dessa

teoria para - desenvolvimento desta formulagao. A seguir ci
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ta-se também resumidamente a teoria das cascas (seguindo
_FLUGGE. 1960],:onde se apresentam somente as definigoss de
cascas, forgas e momentos {esforgos solicitantes) que atuam
num elemento genérico de casca e, o estudo das deformagdes
de cascas cilindricas circulares. Finalmente.,desenvolve-se
a formulagao variacional para o caso especifico ja dito, até
a determinagean do funcional que rege o problema.

Cabe ainda wuma observacgao sobre o resumo da
teoria linear da elasticidade e as descrigédes dos princi
pios variacionais. Apesar de se ter entrado em detalhes em
-alguns pontos destes assuntos, por acha-los relevantes, se
guiu-se a notagdo tensorial e de matrizes com o intuito de
apresenta-los numa forma compacta, uma vez gque eles tém ape
nas a pretensao de servir de base de informagdes, para o ob
jetivo principal deste capitule. Porém, preferiu-se dai
por diante,seguir a nomenclatura mais comum,visando benefi

ciar a clareza das exposigoes. dos assuntos que as seguem.

——

T




1.2 - RESUMO DA TEORIA LINEAR DA ELASTICIDADE

A =szoria linear da elasticidade & baseada nas se
guintes hipg<teses:
(1) Os deslocamentos e deformagdes sao pequenos

lei de

Figura 1.1 - Notagado de forga, tensdo e deformagao

(2} 0 material e elastico de acordo com a
Hooke.
1.2.1 - Estado de Tensdes
0 estado de tensdes em um pontc do corpo € defini
do pelo tensar de tensoes (veja figura 1.13.
- A
T Tyx Tax
T o (1.1}
xy y 2y
T T o
| xz yz z |
onde Txy = Tyx, Tz = sz; ‘Tyz sz . {(1.2)
‘U'z b 4
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As componentes das tensoes devem satisfazer as 5e
guintes-edua;ées de equilibrio em qualgquer ponto do inte-

rizr do corpo:

acx arx Bsz
3% T oy * 3t by =0
arx oo arz
—ﬁEi + EEE + "EEE + by =g {1.3a-c)
Bsz Bsz 303
oz 7 ay * 3z * bz =0

ongs bx’ by e bz sao as forgas de massa por unidade de volu

mne.

1.2.2 - Condigbtes de Contorno de Tensoes

As componentes da forga de superficie por unidade

de aresa que atuam sobre a superficie S0 sao denotadas fpor
D, Eé, Ez. As forgas de equilibrio no contorno necessitam
qus
= + =
Pp = 0xt + Tay™ * Tzg” = Py
=1, L+om +1T _n-=7p (1.4a-c)
Py = Toy y ya" = Py
p, = Tmzl + Tyéﬁ *0,m = p,

onca L, m e #» s80 0s cossenos diretores dados paor:

L = cos(n,z}, m = cosn,y), n = eos(n, z) {l1.5a-c)

1.2.3 - Estado de Deformagao

0 estado de deformagdo em um ponto & definido pelo

tensor de deformacao



i B
1 1 '
€2 2T Yay T Yzz
1 1
7 Yay €y 7 Yya (1.86)
1 1 e
Z2 Yzz 2 sz g

As reslagcoes entre deslocamentos 2 deformagoes pela
hipétese (1) {que leva a relagoes lineares e também permite
que as equagcszs de equilibrio se apliquem a corpos indefor

mados) sao:

€ = E—J [ = @_ [ = ..a_.h.i

x oz Yy ay 3 P 32 >
_du o, o _w o, m

Yoy "By T Bz * Yyz " %z T 3w ° (1.7a-f)
= du

Yer “ 3z T 9z ¢

1.2.4 - Condigoes de Compatibilidade

Note-sa que as 6 (seis) componentss de deformagao
para .cada ponto sado completamente determinadas pelas 3(trés)
funqﬁes u, v, b, qgque representam as cdmpanantes de desloca
mentos. Conssguentemente, as componzntes de deformagdo nao
podem ser tomadas arbitrariamente como fungdss de z, ¥ e 2,
pois elas estdo sujeitas as relagdes [1.7a-7). Assim, obtém
se 6 (seis) novas relagdes denominadas ds zondigoes de com

patibilidade

328 325 BZY

X + y — TY¥

2 2 -
oy ox IxXAy

{1.8a-b)

828_ 326 82Y
¥ . 2 _ ¥z

2 2
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2 2 a2
o €, , 3 €, _ d Yosu
o 3z° dxdz
2
d 3 9
2 i = e (- asz + EY + ny)
dydz dx dx Yy z
2 {(l.8c~F)
3% 3 3 3 9
p—t = = lyz o Mas | Mgy
dxdz dy dx dy az
2
3°e Jd 9y, 3 3
2 2 - (— ¥z Yoz _ _IEEJ
dxdy 9z ox ay a9z

1.2.5 - Condigdes de Contorno (continuidade) dos Deslocamen
tos

As restrigoes guanto aos deslecamentos, admitindo
que Sv denote o contorno (superficie} onde eles tam valores
.F

ixos, sdo:
u=u p-= VY, w =uU sobre Su {l1.8a-c)

onde u, v e w s30 o0s valores fixos. Note-se que a superfi

i + s 1 =
cie total § do corpo é igual a soma de Su e SG (s Su-+80).

1.2.€ - Relagdes entre Ten?&o e Deformacido

As relagdes entre tensdo e deformagadae para mate

riais gue seguem a lei de Hooke (hipdotese 2) sado:

{e3? = [c]ta}T
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[ £ ﬂ e e e e e e FG ]
x 11 12 13 14 15 16 x
€y 22 “23 P34 %25 Cag 9y
> c c a c a
I L = 33 34 38 36 ‘ 2 | (1.10)
ny ®44 “e5 %46 Tmy
sz sitmetrico Css Cse Tyz
Yau “66 T2
“~ o “ P,

onde ci, s3o0 as constantes eldsticas do material.

Pode-se também expressar a forma inversa de (1.10)

como:
(o} = [p]{e}®
. 1 r :
O d12 412 13 4y dis dye| | ey
% Q22 Fp5  dag  dys  dys| | &,
c d d d d €
l L - 33 34 39 38 { 2\ (1.11)
Txy : . d44 d45 d46 me
Tyz - d55 d56 sz
L simetrico d66 L
J - J
e a matriz [D] & denominada de matriz de rigidez do mate
rial. '
Portanto, existem 21 constantes de material para
material elastico. Esta quantidade de constantes indepen

dentes se reduz quande a estrutura do material tem um, ou
mais plancs de simetria. Por exemplo, se o material & orto
tropico, isto &, tem trés planos ortogonais deé simetria,

a equagac (1.10) se reduz a:



- 8 -
r 3 - T r R
€ ¢77 12  C13 0 0 O | 9%
ey Coo Cyz 0 0 ) Uy
£ ‘ c 0 0 0 c _
3 % b= 83 < 2L 1.12)
Y:cy Cuq 0 0 Txy
Tyz simétrico Crs 0 Tz
ng. ' 066 erx
L S — et p.

onde os plenos de simetria do material sao x-y, -2 e y-z.
As relagoes inversas sao semelhantes a esta forma.

Um material isotrdpico tem apenas duas -constantes
independentas. Por definigdo, a forma das relagoes entre
tensdo e deformagadc & invariante, iste &, independe da escgo

lha do sistama de referéncia. A forma de (1.11), é:

(o}f = [p]{e}* (1.13)

- -
2(1-v)} 2v a2v 0 0 0

1-2v 1-2v 1-2v

2(1-v) 2v

T-sv_ i-zv ¢ 0 ¢

- E 2(1-v)
[2] = 27797 . =gy ¢ 0 0
simétrico 1 0 0
1 0
f 1

!
onde E e v sdo respectivamente o modulo de Young e a cons
tante de Poisson.

As relagoes inversas sao geralmente escritas como:

{e}! = [c]{c}T o (1.14)




|r1 -V -V 0 0 0
1 -V 0 0 0
é 1 0 0 0
[e] = %,
o 2(1+v) 0 0
' simétrico 2(1+v) 0
L _ 2(1+v)
As relagoes (1.13).e [(1.14), podem também ser ‘'ex

pressas =2m termos das constantes de Lame (A, W) as quais re

lacionam £ & v da ssguinte forma:

- E _ _E_ _ i
A S TIENITiSEvT ¢ M T araauy = © (1.15a-b)

0 conjunto completo das equagdes para corpos elas
ticos ccnsiste de trés equagdes ds equilibric, seis relagoes
entre deslocamento e deformagao, seis relacgdes entre tensao
e deformagac e as condigoes de contorno de tensdes e de con
tinuidace dcs deslocamentos. As incognitas sao os trés des
locamentos, as seis tensdes e as seis deformagdes. As defor
magoes pader ser eliminadas combinando as relagoes entre
deslocamentc-deformagdo e entre deformégéo-tenséo.

A seguir passa-se a descrigao dos principios varia
cionais relevantes a formulagdo variacional desenvolvida

neste itam.
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1.3 -~ PRINCIPIOS VARIACIONAIS

1.3.1 - Principio dos Deslocamentos Virtuais

Considare-se um corpo em equilibrio sob os carrega

mentos bx""’ v, e tensoes Tpsemes Agora 1imagine-se

T . .
o corpo c=sslocado da posigao de equil?grio e admita ‘gue
Au, Av, A», definem os deslocamentos virtuais nas-”diregﬁes
z, Yy e =, ras?ectivamente (veja figura 1.1].

Se a posigao iniclal & uma posigdoc de equilibrio,
o trabalho de primeira ordem 6WE realizado peslas forgas ex
ternas € igual 20 trabalho de primeira ordem 6WD realizadao
pelas tensoes durante os deslocamentos virtuais:

§%_. = W para quaisquer Au, Av, Aw, (1.1863}

D

5]

Zsta eguagdo exprime o Principio dos Deslocamentos
Virtuats. outre maneira de expressar as condigoss de equi
librio. independe do comportamento do material 8 da magni

d

tude dos eslocamentos, isto €, vale | para defarma

|
gao nao linear 2 materiais com qualguer comportamento.

A Terma tridimensional da [l.lS] g:

ijozume(deex + oyéey + o,8e, + TmyGny +

T, nyz + TxZSsz)dxdydz =

\__"‘“ﬁ

_
ol volume(bxﬂu + byAv + bzgw)deydz +-
'+’7lr (p Au + p Av + p_Aw) d (1.17)
J JSc pAu py v p,bw S .
onde 8¢ =2 &y s30 os incrementos de primeira ordem das de
formagoes orovocados pelos deslocamantos virtuais. Para o

caso linzar {z2lasticidade linear), s2 reduzem a:

. _ 4d _ 9 _ 9

(SL.."’C = 3z Au > (Sf::y = W Av > (S€z Y)Y Aw
(1.18a-¢e)

. _ 9 ] _ 9 3

O'ny—- '-é-zj— Au + -é—-- Av » (Ssz - "'—az Av + ———ay Aw



§Y,, = o= du + 3= tw. (1.18F)

Embora o contornec total S8 consista de duas zaonas,

SU onde saoc prescritas as tensoes e Su onde sao prescritos
os deslocamentos) 0 termo do trabalho ne contorno envolve
somente as forgas prescritas .em SU, uma vez que Au, Av e Aw
se anulam ém Su' |
Utilizando-se da notagdo matricial, o principio to

ma a seguinte forma compacta:

§Wy = Jjj{b}{ﬁu}Td(voZume) + JIS {p}{Au}TdS
N (1.1%a-b)
GWD = JJI{G}{Ge}Td(volume)
agnde
{c} = {cx, oy, g, Txy, Tyz’ Tmz}
{8} = {Gex, Sey, 8€ s Gme, 6yyz, 6sz 1. 208-d)
{au} = {Au, Av, Aw}
{pt = {p,, Py p,} , b} =1b, by b}

Pare mostrar que ¢ Principio dos Deslocamentos Vir
tuais & equivalente as equagoes de equilibrio, integra-se o
termo da esquerda da {1.17) utilizando o teorema de Gauss.

Os termos tipicos sao:

Y 90 '
[JJG e _dxdyda JJ o Av' dedz - JJJ Av —2 dxdydz
¥y Y vy, 9y

g
%% cyAv eos(n,ylds - JJJAv syg-dxdydz

JJJTxyGnydmdydz = %% Txy(Av cos(n,x}+Au cos(n,y)ds

9T 9T
- JJJ(Bxxy Av + Egﬁi Au) dxdydz

Repetindo isto para os outros termos, obtém-se que

JIJ(Gx6€m+'cyssy*'czssz'+Txy6ny+ Tyzasz'+sz6sz) dxdydz
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, .
%% ((cxv + Txym + Tygn)Au + (Txyz + Gym + Tyzn)Av +
} aox army @sz
+ (T :2 + Tyzm + Uzn)Aw)dS - jfj((w*v‘f*gz——-)ﬂu
9T oag 9T
<Y Y ¥z
* (Bx * oy 33 ) bv 4
szx BTyz Bcz
+ (3x * 35tz ) Aw)dedydz
Finalmente, substituindo-se aqui as expressdes(l.3)
e (1.4) tem-se

%% (pru + pyAv + pzAw)dS + IJj(beu * byAv + bzAw) dzdydaz

€ pelas conZigoes de contorno

Py = Py

ve-se gue o= membros da esquerda e da direita da

(1.17) sao

locamentos =

Au

idénticos.

p p, = Ez sobre S_ e

y = Py

Av Aw 0 sobre Su

equagaa

Nesta prova & necessario gue os des

tensdes sejam continuos e que as tensdes no in

terior e ne superficie do corpo estejam em equilibrio.

)]

Quando sao especificadas as relagdes entre os des
locamentos e daformagoes e as condigdes de contarno geome
tricas {continuidade dos deslocamentos), as equagoes de

as condigdes de contorno mecanicas podem . ser

equilibrio

deduzides d=

(1.171.

1.3.2 ~ Principio da Minima Energia Potencial

Res<ringe-se agora o principio dos

deslocamentos

virtuwais a matsriais com comportamentos elastico e carrega

mento estaticao.

0 objetivo & expressar a relagao

SW o

W z

D
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como requisito de extremo para algum funcional dos desloci
mentos.

Quando o material é elastico, 2 o processn da de
formagao € isotérmico ou adiabdtico, o trabalho realizado
pelas forgas estaticas externas € 1zual 3 troca de energia
interna — a qual & denominada de snergia de deformagdo des
de que ela 2 um funcional de deformacbes. Admitindo-se que
Ev seja 8 energia de deformagdo por unidades de volume, isto
€, a densidede de energia de deformagdo, por definigao ‘GEU
€ igual ao trabalho de primeira ordem por unidade de volume,
realizado pelas tensdes durante o daslocamento incremental

{Au} da posizdo de equilibrio. Pode-se mostrar que
- T
8E, = {ol{sel (1.21)

Expandindo SEU

oF oF
6% = —Z e+ ... + v

v Bem x ] 8

Yoy *
Yoy  ZY

obtém-se outra forma das relagoes entre tensac e deformagao,

gue sao:

N n E

x 9t y 3t 2 e
x Y 2 (1.22a-F)

- oF

=y T 3y, zz © Y, yz Y,
Quando o material € linearmente elastico
_ 1 T

Ev =3 {oH e} , (1.23a)

L

e pela expressac (1.13) tem-se ques E_ & uma fungao quadrati

v
ca de {e}

T

E, = % {e}[p]{e} (1.23b)

v

Finalmente, pode-se interpretar Ev como a area que
fica sob a curva ¢ - € para tensao unidimensional (veja fi

gura 1.2). A energia de deformagao do corpo todo e

v = IJJ Ev d(volume)} (1.24)

-
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com esta definicaa, GWD = du.
Se == forgas de superficie e de massa Independem
do tempo, pczeo-se expressar o trabalho externo em fungdo da

gnergia potzncial ( definida como:

i

60 = - j[f {3Hau} dedyds - JJS {p}au}’ gs 80, (1.25)
()

0 potzncial R & obtida integrando-se a (1.25) em

relagdo aos compongntes deslocamentos.

! i
0 = - EJJ ( f b du + j b dv + ] b_dwl)dxdydz
“JiY u * v ¥ w 2

. ¢ . (1.26)
)] e |
DO_ U

Not

pydv + j p,dw)ds

v w

it

~S& gue a integral de Iinha envolve somente S

0'
pois {Au} = 2 em S, .

Finzlmente, faz-se
T, = U + Q . (1.27)
r

e chama-se T, ce "Energia Potencial Total". 0 equilibrio

exigido pode ser estabelecido como

Gﬂp = 8uv + & = 0 (1.28)

@ E, * Energic de -daformat;ao
L . LEy, E., Energia complementar
AG | ¢e detormagie
N
\Ecv

) 2
AE, = aE,+?a Ey+ ---

[:14

Figuna 1.7 - gia de deformagdo e energia complementar

ner
g deformagao.

x m
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para qualqgcsr {Au}, que satisfaga as condigoes de desloca
mento ne centorno. Isto resulta que os deslocamsntos que
definem a p-sigao de equilibrio correspondem a um extremo
da energlia Sotencial total.

Quzndo as forgas de superficie independem dos des
locamentos =2 a deformagao € linear, a segunda variagao de

8% se reduz a
P

(1.29]
8%y = J]J{ac}{aa}T dzdydz = Jjj{ae}[pt]{ae}f dxdydz

onde [Dt] € a tangente da matriz de rigidez do material.

Desde que [Dt] deve ser positiva definida para um
material estdvel, vém-se que os deslocamentos reais corres
pondem ao valor minimo de w_. Entao, e energia potencial
para um des_ocamento aproximado {u}(a) que satlsfaz as con
digoes de cantorno de deslocamentos & maior do que o valor
real,

TTp aproximado 2 Ty real (1.30)

Us2-se esse resultado para estabelecer os limites
das solugde:z aproximadas de deslocamentos.
As eguagoes governantes para sistema discreto 11

near tém a seguinte forma geral:

T :

ip¥f = [x]wyt (1.31)}

onde {P)} coatém as cargas prescritas, {U} os deslocamentos

discretos dssconhecidos e [XK] & a matriz de rigidez do sis

tema. Note-se gque essas equagoes resultam da (1.281, = por
tanto pode-se escrever

L —g— {U}[K]{U}T‘- {vy{p)? (1.32)

0 valor de w na posicdo de equilibric & obtida

substituindo-se [K]{U}T par {P}, (veja equagio 1.31).

n ' = (e - {u}{P}T=—H% {vi{p37? (1.33)
p equilibrio
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Supondo-se, agora, gue existe somente uma carga
. L h s al
Pc' que age nc sistema, e admitindo-se que uc e ué sejam

respectivam=ntie o valor exato e uma aproximagao do desloca

mento na dirzgdo de P,, as energias exats e aproximada sao:

'2ﬂp = —ucPc
- _,(a)
2Fp aproz - ‘e Po-

Pela (1.30) obtém-se um limite para u, que &:

u(a)
[+ hd [+

Este resultado mostra que um deslocamento aproxima
do compativel,corresponde a uma estrutura que & mails rigida
do que a estrutura real, e portanto fornecera um limite in
ferior dos ceslocamentos.

Feito isto, passa-se a seguir ao desenvolvimento
ds formulagzo variacional das cascas cilindricas circulares,
baseada neste Ultimo principio. Anteé, porém, faz-se um re
sumo sobra a teoria das cascas. Objetiva-se caom isso, ex
por as expressdes que serdo utilizadas tanto no cdlculc da

energia comc nas discretizagoes feitas nos itens 3 e 4.



1.4 - TEORIA DAS CASCAS
1.4.1 - Definigoes

1.4.1.1 - Definigao de casca

De modo geral denominam-se de folhas todos os ele
mentos estruturais definidos por uma superficie média plam,
8 partir da gual se determinam duas superficies limites equi
distantes d2la, com a condigao de que sua espessura [distéﬂ
cia entre sszsas superficies limites) seja pequena comparada
com as outras duas dimensdes. Quando a superficie-média=-fo
lheto médio-2 curva ou poliédrica esses elementos estrutu
rais \recebem a denominagdo aespecifica de casca. E se a es
passura e muito pequena a casca € geralmente denaminada de
casca delgada, que dependendo da espessura, do carregamento
e dos vinculos pode ser tratada em "regime de membtrana” ou
em "regime d2 flexao", sendo este dltimo que intersssa ao

presante trabalho.
As zuperficies limites acima mencionadas sa0 geral

mente denominadas-de faces ou parametros da casca.
Tem-se al entdo, ainda gue resumido, uma definigao

geral de casca.

1.4.1.2 - Esforgos solicitantes

Antas de definir os ssforgos solicitantes das cas
cas, define-se um sistema de coordenadas, por meio do gual
se explicitarao tais esforgos.

Sate-se que para descrever um ponto qualquer da sy
perficie mécia bastam apenas duas <coordenadas. Por isso,
admite-se cue um sistema de coordenadas x, ¥ seja defi
nido sobre esse folheto, de modo que suas linhas coor
denadas formem um angulo reto entre‘ si (coordenadas
gaussianas}. Tal sistema esté ilustrado na figura

1.3 para um elementoc de casca, cujas quatro segoes
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s3o perpendiculares ao folheto medio e paralelas as 1linhas

ocrdenadas &, ¥y respectivamente duas a duas. Considerar-

{1

w

2-a também uma terceira coordenada 2, medida a partir da

superficie média sobre a normal a ela.

Q‘d ]

Y

x = constante

Figura 1.3 - Esforgos solicitantes e cargas gue atuam  num
elemento de casca.

A resultante das cargas externas atuantes scbre o
glemento, por unidade de area do slemento, pode ser defini

da por suas trés componentes P,s P,» P, segundo os tres ei

xo0s coordenados. Y
Na segao frontal, £ = constants, do elemento da f1
gura 1.3, gue tem area dsy.d agem forgas, convenientementes
definidas como forgas por unidade de comprimento da segdo,
cuja resultante depende, naturalmsnte, do comprimento ds_.
A forga resultante que atua em cada segado do els
manto, pode ser determinada em fungao de ‘suas componentes
segundo X, ¥, %, que sdo os esforgos solicitantes.
Definem-se, agora, as forgas componentes nessas di
regbes gue atuam sobre cada secao do elemento,estabelecendo

-se, inclusive, os seus sentidos positives (figura 1.3]. Na
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turalmente, uma vez definidos os sentidos positivos dessas
fergas nas segoes & = constante e y = constante, tém-se por
equilibrio, os sentidos positivos das forgas nas secoes opos
tas a estas.

' Na segao x = constante define-se como forga normal
Nx‘ a forga por unidade de comprimento de segdo que atua na
diregéo x. E positiva se for de tragéo. '

Ainda nessa segdo, define-se como forga cisalhants
ny. a forga por unidade de comprimento de segao, que atua
nessa segao, cuja direglo & tangente a ds . 0 seu sentido,
positivo & sempre (como regra usual),determinado em funqéo.
do sentido da forga normal positiva gue atua na mesma segao.
Isto &, numa segdo, se o sentido da forga mormal positiva
concords com o de um eixo coordenada, o sentido da forga ci
salhante positiva deve concordar com o do outro eixo coorde
nada e, se o sentido daquela forga discorda,essta também dg
ve discordar. Portanto, ny e positiva se o sen sentido
concorda com o do eixo dog Y, pois o sentido de Nm positiva
concorda com o do eixo dos x. Finalmente, define-se coma -
forga cortante Qm' a forga por unidade de comprimento de 58
¢80 que atua normalmente & superficie média. 0O seu sentido

positivo sera definido posteriormente na expressao 1l.34c.

Analogamente como se definiram as forgas Nx, ny =]
Qx que atuam na segdo x = constante, definem-se as forgas
N, N e " que atuam na segao = constante.
y* Vyx 9y d gao ¥y

Essas forgas podem também ser expressas como inte
grais das tensoes que atuam nas segdes do elementoc, como sa
mostre a seguir. Alguns autores consideram essas integrais
como as definigoes dos esforgos solicitantes.

Na segao x =constante (figura 1.4),a forga normal
total que age & Nm' dsy, fque € a resultante das tensoes nor
mais 0, que atuam na respectiva secgao. Como o comprimento
dsy € um diferencial, a (nica variagdo significativa de 0, e
ao longo da espessura da casca. Diante’disso, toma-se um
elemento diferencial nessa segao conforme esta representado .

na figura 1.4 por meio de hachuras. Devido as  curvaturas



Figuna 1.4 - Tensdes que agem num elemento

de ‘casca.
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da casca, o comprimento desse elemento nao vale simplesmen
te dsy e sim dsy(ry+z)/ry, g a forga transmitida por esse
elemento & '
r +z
o_ ds Y dz.
x Y ry

Integrando-se essa expressac entre os limites -4/2 e +d/2,

obtém-se a forga normal total que atua na segao x = constan
te
+d/2 P +3
¥ ds = j o ds, £ — da.
x Y x ¥y r
~d/2 ¥
Analogamente obtém-se as forgas totails Nmy e Qx' que atuam
também nessa segado & = constante, ao integrar as tensdes
Txy e sz respectivamente, Tem-se, entao, gue as forgas tg
tais que agem na segac x = constante expressas como inte

grais das tensdes que atuam nessa segdo 5a0

+d/2

+d/2 r +2 r +z
N, = J 6 Mo dz , ¥ = J T Y dz
x xr r xY zYy r
~dse Y ~d/2 4
{1.34a-c)
+d/2 » +2
Q = - T Y ds
x xz T
-d/2 Y

0 sinal menos na expressao de Qx.‘indica que a forga cortan
te positiva terad o sentido indicado na figura 1.3, que & o
oposto aoc sentido de T,, Na figura 1.4.

Utilizando-se do mesmo raciocinio para a segao y =

constante, o:-tem-se:

+d/2 n_+s +d/2 r +z
My = J Oy Tr 4B Mgy T J Ty v, 9
~d/2 d ~d/2
(1.34d-+)
+d/? r *@
Q =- T dz
y yz I’m
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Dentre essas seis equagoes, comparando-se as
(1.34b) e (1.342), ve-se que a igualdade das tensdaes Tmy
Tyx’ nac implica na igualdade das forgas ny e Nyx' A dife
renga existente entre essas forgas desaparece somente se
r, = r , ou se T&y,néo depende de 2. Nas cascas delgadas
essa diferenga é muito pequena podendo despreza-
la.

Quando as tensdes nao sao uniformemente distribui
das ao longo da espessura d, provocam momentos em re
lagao ao centro da segdo. 0 momento oriundo das ten
soes o,, Na segao & = constante, & em relagdo a uma tan
gente da linha dsy, £ de magnitude diferencial e 1pr2
porcional a dsy. Designando-o por Mx . dsy. a quantidade
Mx e finita & representa o momento por unidade de camprimen
to de segao. Consequentemente pode-se medi-la em unidades
tais come kgjf.m/m, ou tf.m/m, etec.... Geralmente M & deng
minado de momesnto fletor.

Quando as tensoes Tmy nac estao uniformemente dis
tribuidas ao longo da espessura da casca, sua resultante po
de estar em qualquer ponto da se¢do do elemento e provocar
um momento em relagdo a um eixoc, que € normal 3 segdo e que
passa pelo cantro da linha dsy. Este momento é também pro

Y
geralmente & denominada de momento volvente (ou mo

porcional a dsy e € denotado por M. - dsy' A quantidade fi
nita Mmy
mento de torgaal.

Da figura 1.4, a seguir, pode-se facilmente enten

der as seguintes expressoes:

td/2 r +3z
M = - o) Y z2dz
x r r
~d/2 Y
(1.34g-h)
+d/2 p iz
= - T .-y—zdz
xY xy r
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que podem ser consideradas as definigoes dos momentos fle
tor e volvente. 0Os sinais s2o0 arbitrarios e fixam a conven
gao de sinal utilizado neste trabalho.

Us ocutros momentos fletor & volvente, gue agem na

segao ¥y = constante, saoc obtidos de modo andlogo ao feito
acima.
+d/2 r 4z
My = - o v zdz
~d/2
(1.341-3)
td/2 rx+z
M = - T zdz
yz yz 1,
~-d/2
Novamente, como no caso das forgas cisalhantes,apg
sar tdas tensoes Txy e Tyx serem iguais, us momentos resul
tantes podem ser diferentes. Diferenga esta, geralmente,

desprezivel.

Note-se que devido aos fatores (rx+z)/rxe(Ty+w/%y,
os momentos nao sao nulos mesmo quando as tensdes indepen
dem de 2. Eles represehtam c fato de que as segoes do ele
mento de casca nao sdo retangulares e portanto seus baricen
tros nao se localizam exatamente sobre a superficie média._
Note-se, tambeéem, que as equagdes (1.34g-j} dindependem de
qualquer lei particular de distribuigao de tensoes aoc longo
da espessura da casca. Elas sao sempre validas como defini
¢oes de momentos quer a distribuigdo de tensoes seja linear
ou nao.

As d=2z gquantidades

> M

Nys N, N v . Q Yo

y xy’ yx Qy.l Mx.‘ M

x? ¥’ Mxy

forgas e momentos que atuam nas segoes de um elemento decas

ca, sao os esforgos solicitantes.

1.4.2 - Deformagoes em Cascas Cilindricas Circulares

Passa-se agora ac estudo das deformagoes das cas
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cas cilindricas circulares. Procura-se aqui determinar as
relagoes entres deslocamentos e deformagoes. Procura - se
ainda expresszar os esforgos solicitantes em fungdo dos des
locamentos dz superficie média.

Traiando-se de cascas cilindricas circulares, no
sistema ds ccordenadas do item anterior faz-se gm+~m, r = f
e, para malor clareza do desenvolvimento, passar-se-a a uti
lizar sistemz de coordenadas cilindricas = e ¢ :iy/R (figg
ra 1.5}. l

0 poento genérico A da superficie média tera coorde
nadas cilindripas x e ¢; o ponto genarico Az sere a normal
por 4 3 superficie media, terd coordenadas z, ¢!F z, madin
do-se 3z a partir da superficie média, de'maneiraique R + z

seja a distarcia do ponto Az ac eixo do cilindro.-

As cdszrivadas em relagdo 3s coordenadas & e ¢ serao

indicadas par asdstrofo ('] e ponto (), respectivamente

=00, 3=

Figa;a 1.5 - Coordenadas cilindricas (zx, ¢JV
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1.4.2.1 - Relacoes entre deslocamentos e deformagoes

A d=formagao da casca pode ser descrita pelas treés

componentes -5 deslocamento do ponto generico Az. a saber,

u, = deslocamento ao lange da geratriz,
Uz = deslocamento ao longo da diretriz,
wz = deslocamento radial.

As componentes do deslocamento do ponto A do folhe
to medio, seraoc indicadas}simplesmente por u, v e w. No que
segue, deslocamentos de cutros pontos terao como Indice )
simbolo do pcnto considerado.

Os c=slocamentos serao considerados positivos gquap
do concordes com as coordenadas.

Par= a determinagao de u v_.e W, procura-ss esta

z,
belecer relagbes entre esses deslocamentos e os de um ponto

da superficis média, e outras relagoes, que permitam gue es

] dx + Adx

we

Superticie Mddia
antss da deformagdoe

€ixo do_Cilindro _

(o)

Figura 1.6
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tes deslocamantos possam ser determinados em fungao de ou
tras grandezas, como adiante se mostrarao.

Admite-se para determinagdo de tais relagdes as se
guintes hipéteses, que sdo as da teoria de primsira ordem
das cascas c=z=lgadas

(1] Os segmentos normais 3 superficie média perma

necem normais e nd3oc sofrem nenhuma alteracéoém
sua extensao apds a deformacdo, isto &, as ten
soes T

T e as deformacoes ¢ e ao
xz® “y=z Goes E£;. Y Yyz 8

despreziveis.

<8

(2) A tensao c, & desprezivel.
(3] 0Os deslocamentos sao pequencs.
Primeiramente, estahelecem-se relagbes simples en

tre os deslccamentos uz, v, e wz e os deslocamentos u, v e w

de um ponto da superficie :édia, gue tem as mesmas coordena
das x, ¢ que o ponto arbitrario Az'

A figura 1.8a mostra uma segdo ao longo de uma ge
ratriz. A linha grossa cheia representa a superficie média
antes da deformagdo. Posteriormentz ela sofre ume rotagao
8, devido a variagao dos ¥ aaq longo das geratrizes (flexao
destas). Do ponto A tem-se a normal A4, a superficie média,
antes da deformagédo, cujo comprimento Z &  menor gue
d/2 (z < d/2). Da hipdtese (1) segue que esta normal gira

durante a deformagao do mesmo angulo 6. 0O deslocamento U,

[}

do ponto Az portantg igual ao deslocamento u do ponto 4,
menuas a dist3ncia que Az € deslocado pela rotacao de AAz.

Isto é:

U, = u - 286
F-]

mas, pela hipotese (3) tem-se que

w-—.
9:——-—-0 2‘?:-ggz:w'
da dx ?
portantao
u_ = u — zw! (1.35a)

5
'
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Oa Figura.l.ﬁb, onde se ilustrea uma segao transver
sal da casca, pode-se achar expressaoc semelhante a (1.35a)
para o deslocamento v, 0 ponto 4 & deslocado de v ago lon
go da super7icie média. Desde que a normal AAS permansce
normal a esta superficie, o ponto Azé deslocado de v(R+z2)/R.
A variagao de ®w ao longo das diretrizes (flex3c destas), acar
reta a rotagao A dessa normal que produz o deslocamento adi

cional -zX. Portanto

b5 -
y = 2 Y - .ow _ 1 .
~  Rd¢ R3¢0 ~ R
logo
_ R+z _ 2 .
v, = 7 v 7 w (1.3508)

" Por causa da hipotese (1), o comprimento de ,AAz
nao se altera. Portanto a diferencga entre os deslocamentos

radiais w = w, e devida somente as rotagdes O e A. Isto &

w-w, = 2z - z(cosb+cosA) ,

mas pela hipotese (3), esta diferenga é desprezivel e por
tanto tem-se gue

W = w. (1.35c)
Z

0 proximo paséo e achar as deformagdes no paonto A,
em fungao de seus deslocamentos. '

As deformagoes de um elemento de cascas cilindri
cas circulares,consistem dos alongamentos dos elementaos 1i
nha ds¢ = R?¢, sobre a diretriz, e dx sobre a geratriz,e pe
la distorgéo do angulo reto formado por esses dois elemen

tos linha (figura 1.7). Definem-se e indicam-se como:
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Adm

Ex = T a deformagao das geratrizes,
Ads¢

€¢ = —EE;- a deformagac das diretrizes e

be = OMN - O'M'N' a distorgaa.

Consideram-sa positivos os alongamentos e a diminuigaoc do

angulo reto.

I

Da Tigura 1.7 tem-se que: Adx (du/3xldx,a distor
¢ac igual a soma de Y; € Y,.e que Ads¢ & igual a (3v/R3¢)Rdp
mais o alongamento adicional provocado pelo deslocamento w
doz pontos M & WN. .Desde que o raic R aumenta para R + W, a
deformagao adicional e

(R+w)d¢-Rdd _ w
Rdd TR

Portanto Em’ €¢ e Ym¢ expressas em fungac dos des

locamentos e suas derivadas sao:

e = Adx - du
x  dx oz

Ads
_ ¢ _ 1 v v o_
“ = T, - Rds Fag M 7 R
{1.3Ba-c}
_1 9w
-R(3¢+w)
_ 1 du v
Tx¢ T e

Ex-ressoes cue podem ser obtidas do estado planc de tensoes,
jé gue a deformagdo na diregdoc x e a distorgao sdo as mes
mas, e a deformagdo na diregao ¢ se deve

(a) 3 deformagao correspondente ao estado plano
(1/R)(3v/3¢) e

(b) & deformagao anular provocada pelo deslocamen

to w dos pontos M e ¥ = w/R.
Substituindo-se R por (R+z),tem-se as expressoes

das deformagoes do elemento da superficie cilindrica Que pas



Figuna 1.7 - Deslocamentos e deformagoes em um elemento de
cascas cilindricas circulares.

sa pelo ponto 4
F

€ = __Buz = u'
x 3z %z
D) )
- 1 2 Y2 %
y _ 303 , 1 Buz s U,
x¢ dx R+z 3¢ z R+3

ITn<roduzindo-se as expressaes {(1.35a-c) nestas ul

timas, obtém-se as deformagoes em Ay em fungao dos desloca



ms~tos em 4
E. = u
e =2
¢ R
Y20~ &

Como dlitimo passo, expressam-se

¢330 das deformagdes.

expressoes

- g |
_ 3 w” w
R R+z R+z
u’ R+z , 1- 8
+ == - w £+
+z Y (%

Pela hipdtese (3)

(2stado plano de tensoes]):

g =

. T2 (e, *+ ve¢}

) 1-vy2 (€¢ + VE.‘L‘)

_E
Ted = F01+v) Yxod

2

R+z

as tensoes

J

(1.38a-c)

em fun

tém-se as seguintes

(1.39a-c)

Expressdes que seraoc utilizadas na formulagdo que segue.

1.4.2.2 - Expressoes dos esforgos solicitantes como

dos deslocamentos e suas derivadas

funcao

Nas expressces (l1.34a-J), dos esforgos ¥ & ¥ soll

citantes,

forgos, ara as cascas cillindricas circulares:
G p

r, < =8 ry

+d/2

N =

x
-d/2
+d/2

qu) =
-d/2
+d/2

M ==

X

_d/g

substituindo-se o

2 —
O'x(l' +§)d2 3 N¢—

T (1+%)dz, N, =

x¢ px

2 -
0 (1 + Flzds , My =-

+d/2

-d/2

+d/2

-d/2

+d/2

-d/2

indice y por ¢

o

g

fazendo-se

= R, obtém-se as seguintes expressoes,desses es

ds ,

{1.40a-F)

zdz ,



+d/2 +d/2
- -z.. * = - -
26 Lm¢(1 + R)zdz s J¢x J T¢x zdz (1.40g-h)
-d/2 ~d/2 '

Quzndo as tensoes (1.3%a-c) expressas pelas defor
magoes da (..39a-c) sao introduzidas nas (1.40a-h), estas

podem ser i~tegradas com respeito a 2. Para Nm tem-se

+d/ 2
m:-E2 (e +ve,) BE2 4. -
o 1-v z ¢ R
~d/2 .
3
= ___E_E_ [(Ru'+vv* +vw)d - w" a
R(I-v") 12
que pode ser expressa como
. . 3 n"
v, = Edg (u' + v+ V¥) - ———jﬁi—g— .
I-v R R 12(1-v7) R
ou
- ' v’ wy, _ puw"
Hx = D(u' + vV +‘vR) K'R
onde os fat-res D e X valem
p = _Ed g4t
STy K=oy
1-v 12(1~-v")

que sdo denominados de coeficientes de rigidez axial e d&
rigidez a flexdo, respectivanente.

As outras podem ser tratadas exatamente do mesmo
modo; algum=s necessitam, porém, de mais detalhes glucidati

VoS, Por exemplo, para a outra forca naormal

+d/2 |
_ _E _
Ny = P J (e,+ve, Jda =
Zd/z
= —E [(vrevRu')d - v (d - Rin 2BEE) 4 pyin EBEL

a fim de usar nela também as rigidezas D e X, 'desenvolvem-
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se os legariimos segundo a série de poténcias

p 3 ) 2n+1
L rmed (x-1) (x-1) (x-1)
inx = 2 + + Fooot T oo )

e+ 3(m+1)S  5(xz+1)® 2(n+1) (x+1)

y

valida para = > 0. Donde vem que

23
1y 2Btd d,. 4d_ .

2rR-d R 12R%

ot

80R

5+ LRI

Com isso obtém~se a seguinte expressao de N¢, ao se conside

rar apenas os dols primeiros termos da série, cometendo as

sim um erro da ordem de d5/80R5, que é muito pequenc pois
d << R — casca delgada.

z b1

N¢ = —— [(v" +w + VRu')d + (v +uw) d 3
R(1-v") 12R

1,

gue facilmentie pode ser transformada na forma apresentadaem
1.41ls.

Finalnente,escreve-se o conjunto das expressoss dos
esforgos solicitantes para as cascas cilindricas circulares,

camo fungio dos deslocamentos da superficie media e suas ds

rivadas.

H¢ =2 (v rw o+ vRu') + £3 fw + w°) ,

Fid R
g =2 (Rut + yor e o) - Eur,
N =21—_‘—’—(u'+Rv') -Esﬂ(u'—ﬁ'w") s
¢ 2 2 R 2

7 {1.41a-%¥)

N =21—_2(u'+Rv') +-I£2-1;"(v'—w") s
o p 2 R 2
M = éz(w + w"+vR2w") >
¢ R
M, = éé(sz" + vt -Ru' - vo') ,

g



—.33.—.
M¢~. =X (1-v) (Ru'* + L o - F v'),
T g 2 2
(1.41g-h)
M. =X vy -y
x¢ R

Procura-cs & seguir, determinar a energia de defar
magdoc de cascas cilindricas circulares com espessura cons

tante, em fungado dss deslocamentos da superficie média.
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1.5 - ENERGIA DE DEFORMAGCAO DE CASCAS CILINDRICAS CIRCULA
RES COM ESPESSURA CONSTANTE

Considere-se, agora, que a casca cilindrica circu
lar de raio R, tenha espessura d constante e, sobre sua su
perficie mécdia, um sistema de coordenadas gaussianas x, Y
( em vez de coordenadas cilindricas x, ¢ como wutilizadas
anteriormgnte, apenas para simplicidade de notagaol, de mg
do gue o eixo x seja paralslo as geratrizes e o eixo Y para
lelo &s diretrizes. Analogamente ao item 1.4.2.1, dsfine-
se a posigdo de um ponto qualquer da casca per xz, y e z,com
a terceira coordenada medida a partir da superficie média.
Considerem-se, como no mesmo item citade acima, =z positivo
do centro de curvatura para fora, e os deslocamentos positi
vos quanda concordes com as coordenadas. E as derivadas em
relagdo a £ e y indicadas também por apostrofo e panto res

pectivamente

80 =)y e 0 -y

ox Y

1.5.1 - Energia de Deformagdo em Fungdo das Deformagdes num
Ponto Generico

Do item 1.3.2 tem-se que a energia de deformagao

por unidade de volume (expressac 1.23a) &

By =% (e},

gque pelas hipoteses (1} e (2) escreve-se

=5t Oty TuyVay

ou, pela expressao (1.23b) da energia em fungdo das deforma
goes

E = -12- {e}[p]{e}¥



como

£, = —f— [(e_ + ey)2 - 2(1-v) exey p L12v)

2
v..,°] (1.42)
Vo oar1-v?) * 2 Y

que pode sesr escrita

E 2 1 2
E = ————r [(e_+ € )% + 2(1-v)(* ¥ - e e )]
v Z(I—UZ) x Yy g %Y x Yy
ou ainda 2
- t 2 1 2
Ev G( 5+ e+t €+ 3 ny )
onde
-1 - _ E _ __E
m=3 t = €. + sy e G = m Timti) - Z(I+v)
que confirma gue Ev > 0.
E a energia de deformagdo E; por unidade de area |
da superfici= média &: |
+d/2
= Z
Es = J Ev(l + R) dz {1.43)
~-d/2

onde (I+3/2) 1lesva em consideragdo a diferenga de comprimen
to da fibra geneérica, a distancia z, em relagdo & fibra cor

respondente da superficis média.

1.5.2 - Energia de Deformagao em Fungdo dos Deslocamentos
da Superficie Madia

Substituindo-se Ev da sxpressaoc (1.43) pela (1.42},
a qual corrasponde a Ev a uma distdncia z da superficie mé

dia, tem=-se

+d/2
E = —2 (62+52+2ve e+ Iy vy 2)(1 + 2)ds (1.44)
® 2(1-v%) ey ry %Y 2 %Y R
-d/2
Para obter a energia de deformagao am'Fungéo dos
deslocamentos da superficie media, basta intraoduzir as

{1.38a-c)., onde naturalmente se substituem todas as deriva



das em relzz3c a ¢ por y
3l) _ . . 9()
A T
e portanto
ar)? _
3¢
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. Note-se gue
3y _ 30 3R _ 3() p
99 ~ 3y b~ dy
2
(=30 g
oY

Tai: introdugao.originara as integrais a seguir

lacionadas,

R _
R+z
+d/2
z‘.__
J (1 + §)az = d
-d/a
+d/2 3
Rz | 2 -3 _d
J (R+z) (1 + E)dz = 3z
~-d/2
+d/28
Rz 2 -
J 'ﬁ,_f-_z(l'f'-ﬁ)dz—-o
-d/2
+d/2
: 3 —
e (1 + Ejdz = @
-d/2
+d/2
F 2, z _
J (EIE) 7+ §sz =d
-d/2
+d/2 . 5
S z _d
Rez (1 * /A2 = 333
-d/2
+d/8
d

~—2L (14 E)az =
_d/2(R+z) R R

(1

+

calculadas com a aproximagéao

JI z2(1 +
~d/2
+d/2

2(1 +'%)dz =
Zd/e

12R

A,

2

'E) dz
2 -
-ﬁ) dz =

& —
E)dz = d

+d/2

z

L B 2)dzs = -
R

_d/Z(R+z)

+d/2
Rz

(R+z)

re

W,

L

L

G,

by

L




Mo saso particular

veis o0s desloscamentos axia

I

de Poisson (v = 0), a energ
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Pcrtanto, as quatro integrais da (1.44) valem
+d/2 3
= z 3 - ry2 112_,2_ romny 4
I, 53(1 +.R)dz = (u')d + ((w") 7 u'w J 73
-d/2
+d/2 3
_ b4 3 _ w2 ey 2 w_ooo..,d
I, = Ey(l + R)dz =d Cv-+§J +((w')%+ 2 73 ¥ J 75
-d/2
+d/2
I, = 2ve € (1 + 2)dz = avi(u'v+ ¥ u')d+w"ﬁfﬂ—l '}éi}
3 z y R B Y’ 73
-d/2
+d/2 3
- I-v 2 3 1=y R .2 .d 1
I4— —_— Y;cy.(1+R)dz__2—{d{v +u") +1—2-' [3('&;‘0"‘
-d/2 . P
ST RAD LR STILI e TR e 7 ® )]}
Firaimente
B, = —24  ((un?iive 2% 2 (1wt )? s
2(1-v°)
3
+ 2out(v + Z)} + Ed 5 {(w”)gf—(w'vz +
R 24(1-v°)
+ 2(1~v)(w")2 -2 viwl’ + 2vpiyt’ - (1.45)
R
- éu'w" + _._I—\) W' —MU'U'. +
R R K
z 07—
+ i;L%Q-(v')2+—%-ww"}
2R R

em que se consideram desprezi
{u 2), efeito

ia de daformacao

bem como o

is

armazenada na
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casca des aspsssura constante d, por unidade de &rea da su
!

perficie m2dia, & dada por

Ed {(v"+ 3)21“1 (v')2} +

E = -
& 2 R 2
gd® . 2 2 2 3 3 2 2
o= (") (W) 2w ) = pty e 2 (p?) +——2—ww“}
24 R 2R R
ou
Ed w 2 Ed 42 2
E’S=-—(u'+ =) +—-(I+-—-2-)(v') +
2 R 4 4R
5 (1.48)
+ Ed7 s’(w”)2+ (w")2+ 2(w"')2—E i’ +—2§ ww').

24 R R

E no caso ainda mais particular, onde se consideram também

despreziveis os deslocamentos tangenciais (v = 0), ou real
mente ndo sxistam, por exemplo o caso de reservatdrios ci
lindricos circulares sujeito somente & pressao d'agua, a

energia de caformagao por unidade de superficie média & da

da por

3
_Fd ,w,2 Ed 2
s = 3 (§) -f—zz'(w") (1.47)
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1.6 - FORMULAGAO PELO PRINCIPIQ DA MINIMA ENERGIA POTENCIAL
TOTAL

Sezundo o Principio da Minims Energia Potencial To
tal (item 1.3.2), dentre todas as distribuigoes de desloca
mzntos comp=tiveis zom os vinculos, aguela que corresponde
4 configurazao de squilibrio € que torna minima a energia
potencial do sistema. Esta pode ser decomposta em duas par
celas

a) a energia de deformagao total

U = Jj Esdxdy (1.48)

b} a energia potencial das cargas que, gquando es
tas forem distribuidas com continuidade e ex

pressas por suas componentes p_, py e p, {supos

tas positivas quando concordam com u, v e wl, @&

dada por
Q= —JJ (pxu + pyu + pzw)dxdy (1.49)
As'integrais sao obviamente estendidas a toda a
casca. Freguentemente, os deslocamentos no contarno sao

pré-fixados pelas condigoes de vinculo, nao sendo, porém,ra
ro o caso de trechecs do contorno em gque todas ou algumas das
componentes u, v, w sejam incognitas (apoios recalcaveis e
especialmente, bordas livres]. 7

‘A aplicagdo do principio leva pois & condigao U+QR=
minimo que, 2m principio permite determinar os deslocamertos

u, v, .



2.0 DIFERENCAS FINITAS

2.1 - INTRODUGAOQ

Seguir-se-ao, na exp051gao dos meétodos e demonstra

goes deste canitulo 0s seguintas autores SALVADORI(1952) e

YOUNG ua?z}

E de conhec1mento geral ques, quando a resolugao de

um problema leva 3 resolugao de uma equagao diferencial que

para ser integrada exatamente exige complicadas manipulagoes

matematicas, & conveniente empregar métodos aproximados da

solugao. Dentre os varios métodos existentes, restringe-se
0 presente capitulo agueles puramente numéricos.

Esses métodos de solucdo de equacoes diferenciais,
consistem esssacialmente em obter valores da integral desco
nhecida f em 2lguns pontos pré detsrminados, distribuidas

dao longo dos eixos dos =z para as equagdes diferenciais ordi

narias, e num plano x, y para as equagoes diferenciais par
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ciais bidimsnsionais., Para isso pcdes-se aproximar as deri
vadas da excrzssao diferencial da integral f pelas deriva
das de um pclindmioc ce grau n, determinado de modo gue nos
pontas pré-estabelecidos os valoras deste polindmio sejam
iguals aos ca fungao f, ou pelo desenvolvimento de Taylor
desta fungaz Ff.

+

n -=:sztiyo csste cazitul:

i

obser expressoes aprg
ximadas de carivadas por m2io de ao9linfmios interpoladores
Lagrangeanos (utilizando para as aproximagoes apenas valgo
res da fungaos incdgnita) e Hermitlanos (utilizando para as
aproximagées, além dos valores da fungao incognita, valores
de algumas d= suas derivadasl}. Além disso, sxpor o desen
volvimento cas expressoes conseguldas por tais processos,
com polindmios interpoladores do segundo e do quarto grau,
utilizadas ros capitules 3 e 4.

Vizando, entretanto, a formalizagdo dos processos
a serem expcstas, aprasentam-se prineiramente os tipos de
interpolagoss a sersam utilizados {Lagrangeanos ou Hermitia
nos), e o mEtodo para a determinacdo destes polindmios com

sua respactive justificativa de prezisdo B convergéncia.
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2.2 - INTERPOLACAO E DERIVAGAO

2.2.1 - Interpolagdo de Lagrange

Conhecidos os valores da fungaa §Fflx) am n + I

pontos distintos, por exemplo em Z,, Z;,..., & (pontos pre

n
-d=zterminados), procura-se determinar um polinomic Fz) de

grau menor ou igual a n tal que

Flx,) = ffxi) , T = 0,1,2,...,n7 (2.1)

Para mastrar que o polindmio F(xz) existe e & 4ni
co, bastaria descrever apenas um método para determinar tal
polindomio e demonstrar sua unicidade. Poreém, descrevem-se
dois {(2.2.1.1 g 2.2.1.2), pelos seguintes motivos:

a) o primeiro porque exprime F(x) da forma que fa
cilita a demonstragdo da convergéncia e preci
sao da interpolagao de Lagrange [(item 2.2.1.3)e

bl o segunde por se ter aEhado ser o método que me
lhor ilustra a obtengao das expressoes aproxima

des de derivadas descritas no item 2.2.3.

2.2.1.1 - Formula de interpolagao de Lagrange

Expresse-se o polinomio F(x) da forma

Flzx) = LO(m)f(mo) + Li(x)f(xl) * oo + L (x)flz )

n
=% L,(x)f(xz,) o (2.2}
k=0 k k
onde Lk(x) (k=0,1,...,n) & um polinomio de grau nao superior
a n. Para que a F(x) satisfaga as condigdes {(2.1), & neces

sario que o0s Lk(m) gozem da propriedade

Lk(xi) 1 se k=1, e

(2.3)
0 se k # <.

]

Lk(xi)
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£ facil verificar gque as fungoes definidas por

(wma ) Aw=zy) oo (m=ay ) (z-xy o ) oo (a2 J

Lk(x) =

— — — —— — (2.4)
(x, “o)TEk x ). {2y 2y _g )@=y gl (2 z,) |

possuem assz propriedade, Observe-se gue o numeredsor de
Lk(x) € um gcroduto de todos os fatcres da forma x - ., ex
ceto x» - Zg Uma vez gue cada Lk(x) € um polindmic de grau
n, F(z) & um polindmic de grau menor ou igual a »n gue satis
faz as condigdes (2.1). A equagao (2.4) pode ser escrita
de maneira compacta como

L, {x) = ﬁ f:fi- ' (2.5}

k - 5=0 xk-xj !
_ J#K

onde o simbolo Hiindica_produtério.

A =quacgao (2.2), quando Lk(x) € expressa como a (2.4),
6 conhecida como férmula de interpolagao de Lagrangs.

Para provar a unicidade, considere-se qualquer po
lindmio G(x/ de grau menor ou igual a n que também satisfaz
as condigbes (2.1). Entédo H(x) = F(x) - G(x) € um polind
mio de grau menor ou igual a n que se anula para n + I valg
res distintzs de x. Consequentemente peld corolario gue
diz: "Seja P(x) um polindbmio de grau menor ou igual a n que
tem zeros d= multiplicidades no minimo de ”1’ Vopseens Vg em

al, Cgseres a, pontos distintos, respectivamente. Se

n
r v, > n ,
i=1 °
entao
P(x) = 0",

0 e portanto G(x) = F(x).

1!

Segue que Flz)

2.2.1.2 - Método dos coeficientes indeterminados

Un outro método para a determinagao deg um poling

mio F(x) &€ o método dos coeficientes indeterminados. Por es
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se meétado,primeiramsnte éxpressa-se o polindmio interpoladar
F(x) da forma

Flz) = ao(x—a)n + ai(x—a)nnlf-...+ a, (2.8)

onde & € uma constante qualgquer. A seguir procura-se deter
minar os coeficientes a,s al, oy an de modo que as candi
goas (2.1) se verifiquem. Evidentemente esses coeficientes

devem satisfazer o seguinte sistema de equagoes lineares:

f(mo) = a?(mo ~ a4 al(xo - a)n-l Foeeo toa,
' n n—1
Flz,) = allz, - a)? + a,(x, = a) + ... *+ a
L1 q 1 171 7 (2.7)
' _ n n-1
flz,) = a,(z, = a)” + aI(xn - a) P toa.

0 sistema acima de n+1 equagoes a n+] incdgnitas tem uma ani

ca solugao se o determinante do sistema & diferente de zero.

Para o caso particular de g = J, o determinante &:
z, xo .o x, 1
7 n~1
A = xl T e T4 1
n n~1
_xn x, "o mn 1_

cujo valor & dado por

[
i
=
-~
8

!
8
-

{2.8]
1,5=0
i<g
pois & um determinante de Vandermonde. Por essa expressido,
verifica-se de imediato que A # 0, pois, por hipdtese, os
pentos T sao todos distintos. Consequentemente os coefi

cientes a sd30 unicamente determinados.
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2.2.1.3 - Convergéncia e precisao da interpolagao Lagrangea
na

Supondo-se, agora, que f{a) seja uma fungao conti

nua num intervalo I = [a,b] gera-se uma sequencia de fun
goes por mei:z da interpolagao Lagrangsana e estuda-se sua
convergéncia, Primeiramente divide-s= o intervale I em M

sub-intervalos de comprimentoc h por meio dos seguintes pon

tos de interpolagao
x, T a + th , 1 =0,1,...,4

onde
_ b-a
h = 5 -
Em seguida, escolhe-se um inteiro n e para cada ¥ > n deter
minam-se os /n + 1) pontos para a interpolacao Lagrangeaﬁa

do seguinte modo. Em qualguer intervalo

I, = [:1:1_1, xz] s L =1,2,...,.H

os (n + 1) pontos de interpolagao sao fixados como sendo for
mados pelos oontos Tg_qs Ty © (n - 1) pontos adicionais téao
bem determinados quanto possivel de x. Assim se n = 3 os
pontos sao Ty g5 Ty gs Tys Ty,q 8T € IZ' e X ,, Tg, Ty, xér
se x € Il' £ finalments se x € IM os pontos sao Lyozs Ty
Lpzs Ty

Dado x, e denominando os (n + 1) pontos de interpag

lagao de to’ tl,..., t_ com to < tl < ,.. < tn‘ evidentemen

n
te, pode - se¢ construir, pela formula de interpolagao de La

grange, as fungodes

n
Fy(x) = Eo wilz) £t.)
J...
onde
n x—ts
w.(x) = 0T — .
J s=0 tj ts



Desde que

J=0
tem-se
" f
flz) ~ Fylx) = jio wj(x)(f(x) - f(tj))é
e
|f(x) - Fp(x)] < K(n) max |f(z) - f(tj)f

0<j<n

onde K(n) & uma constante que depende de n e que & o limite

para ”

|w.(z)].

j=0 7

Supondo-se para o momento que X(n) existe, pela continuida
de uniforme de f(x) segue que

max |flx) - fFlt.)]| > 0
0<jn I

gquando M -+ «, monotonicamente em [a,b]. consequentemente
Lim |flz) = Fylz)| = 0
M-

neste intervalo [a,b]. Portanto no limite tem-se que
Fy = flxl.

E com isso fica demonstrado a. convergéncia da interpolagéo
Lagrangeana.

Mosira-se em seguida que realmente a constante K(n)
existe. Cada fator do denominador & no minimo igual a #&;
consequentemsnte o denominador & no minimo igual a »". cada
fator do numerador quanto muitoc & igual a mh. Disto, o nu
merador € quantoc muito igual a (nk)" de modo que se tem

ij(m)l < n” para cada J. Portanto,

n
K(n) = L

lw.(x)| < (n+1)n”.
J' J

g
Egstuda-se agora a precisao da interpolagao de La
grange. Para tal menciona-se o segguinte teorema da andlise

numérica: "Seja a fungao f(x) pertencente ao conjunto das
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fungdes continuas com derivadas continuas até & ordem n nao
intervalo fechado [a,b], e que tenha derivada da ordem de
n + 1 no intzrvalo aberto (a,b). Sejam Loy Lyseees Ty ndme
ros distintos tais que a=z, < x; < ... < m=bn e seja F(x) o

inico polinomic de grau menor ocu igual a » tal que

F(xi) = f(mi) s, T = 0,1,2,...,0n.

Para qualquer & € [mo, xn] tem-se qgue

(x—xo)(x-xl}...(m—mn)

flz) - Flz) = T e e

para algum ¢ € (a,bl).

Para cada k¥ = 0,1,2,... pode-ss definir o valor
M, = max |f(k)(x)[ (2.10)
x € I
onde I = [mo, xn]". E tem-se pelo corolario que diz: *“"Sob
a hipotese d¢» teorema anterior, se f(n+1)(x) & continua sem
ITesea; ~& =&y -%; 5 00 =X, -2 4 7 h, entao
hn+1
[ftz) = Fle)| & grmaqT Mper” - (2.11)

E facil mostrar gue o mailor valar de I(x—xo)(x~x1)

ee. (=2 estad em ntervalos < x<a << L.

(z-z, ) | a um dos i valos z S x<z, e x,_,<xliz,
Além disto, sste valor maximo nao exceds

mazx |(x-mo)(x-x1)| maz | (z-wg) (z-xg) ...

<x<z <z<xl
x, Sxiz, x,Sx<x

n+l

nt
o (zmx )| 2 R (2.12)

Substituinde a (2.12) e a (2.10) na (2.8), obtém-se a prova
da expressac (2.11). Naturalmente a (2.11} € uma expressao
que permite, uma vez que se conhega um limite para Mn+] e
considerando-se tedo o intervale , obter um limitante para

o erro do polindmio interpolador.
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2.2.2 - Interpolagao Hermitiana

Finalments descreve-se a interpolacgao Hermitianaz
o suficients para ser wutilizada posteriormente no item 2.2.3.

A interpolagdo Hermitiana nac requer somente que
F(x) tenha os mesmcs valores que f{x) nos pontos de interpo
lagao Zps Tiseeny z,, mas também exige que certas derivadas
de F(x) coincidam com aquelas de flx} em alguns desstes pon
tos., Mais precisamente; escolhem-se os inteirocs nao negati
VOS g3 Fgseses g, como representantes de ordens de deriva
das e, exige-se que para cada k = 0,1,...,n, F(z) e todas
suas derivadas até a ordem gg» inclusive, coincidam com f(z)
€ suas corraspondentes derivadas respectivamente. Assim tEm
-se

F(xk) =.f(xk) > k= 0,1,...,n (2.13)
& para cada k, tal gue gy 2 1, tém-se também que
(4 ) )
r(J)(xk) = f(J (xk) s d = 1,2,...,gk (2.14)

Agora demonstra-se que existe um dnico polindmia

F(x) de grau menor ou igual a m, ande .
n
m=n + .50 gj

& que satisfaz as condigoes (2.13) e (2.14),.

Considere-se o problema de achar os m + 1 coeficien
tes Qps Gzs0e05 @ tal que as m + I condigdes (2.13)e {2.14])
sejam verdaceiras para

Flz) = % a(z-a)""7 (2.15)

g=o 7
onde o @ uma constante gualquer. Tem-se, entdo, um sistema
de m + 1 equagoes lineares caom m + 1 incognitas. Considere
-se o sistema homogéneo formado pelas (2.13) e (2.14) ao se
substituir todos os seus membros 3 direita do sinal de igual
dade por zeros. Qualguer solugao ,s G7s+0., a, do sistema

; n
homogéneo permite que F(x) seja dada pela (2.15). Evidente
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mente F(x) tem um zero de multiplicidade gy * 1 para cada
xk. Conssquentemente F(x), que & um polindmio de grau me
nor ou igual a m, tem m + 1 zeros, logo F(x) = 0. Portanto
a, = a; = ... T a, = 0. Pelo teorema: "Um polindmio de grau
n > 0 tem exatamente »n zeros, contanto gque wum zero de
multiplicidsde m seja contado como m zeros”, o fato que o
1=“.an=0,
implica gue existe uma Gnica solugao para o sistema nao ho

sistema homogéneo|tem a solugdc trivial, a, = a

mogeneo. Isto pelo seguinte teorema: " Um sistema de equa
gbes lineares tem uma Gnica solugdo se e somente se o cor
respondente sistema homogéne&\néo tem outra éolugéo exceto
a trivial".

A expressao explicita para o caso em gude cada gk 8
zero ou um,é (expressando-se F(x)pela formula de interpola
gao de Lagrange) ' '

) = p kT [(1 - g, (- ) S e
T k2o %= A PR

+ gk(x—xk) f’(mk)] (2.16)
onde
n +1 -
Qk(L) = I (x—x-)gk . (2.17)
i ; d
! Jg=0
Jk
Eviaentemente Qk(x) € um polindmio de grau
n n
L g, +n+1 - (g, +1) =n + L g. - g; -

Consequentemante F(x) € um polinomio de grau menor ou igual

am, com

Além dissao



n Qé(m) [ Qi(x)
F'(x) = I (1 - gy lz-x;) ——) flz,) +

+ gk(x—xk) f'(xk)] +

n Qk(x) [ Qé(m) ]
+ I T iaT U9 7T flx,) + g, F'lx,)].
k=0 Qk xk k Qk(-uk) k k k

Portanto, se gy, = 1 tem-se que Qé(ms) = 0 se-s ¥k, =8
F'(ms) = f'(xs) s 8 = 0,1,2,...,n

Feito isto, passa-se agora aos objetivos deste ca
pitulo, iste &, & descrigdo dos processos mediante os quais,
sao obtidas as expressdes aproximadas de derivadas a serem

utilizadas rnos capitulos 3 e 4.

2.2.3 -\‘ Formulas de Derivacido

Decscrevem-se agora dois processos para a obtengao
de expressoss aproximadas para as darivadas de uma _fungéc
f(xz), da qual se conhecem ou se admitem conhecidos os ssus
valores em alguns pontos bem definidos e algumas (ou nenhy
mal derivadas em\qlguns destes pontos. Ambos os processos
consistem em substituir a fungaoc f(z) por um polindmio in
terpolador F(x), determinado de acordo com a ordem de deri
vada que se deseja obter = bom a quantidade de dados dispo
niveis para sua determinagdo. E tomar suas derivadas como
valores aproximados das derivadas daquela fungdo. A dife
renga existente entre esses processos & somente quanto aoti
po de interpolagae exigida perante os dadas dispong
vels, uma vez que para sua determinagado se utiliza,
tanto para um como para outro, o métode dos coeficien
tes indeterminados. Por isso chamar-se-3o esses processas
de processo de derivagao Lagrangeana e de processo de deri

vagao Hermitiana, quando o polindmio interpolador & Lagran
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geano ou Hernitilano, respectivamente., FPara melhor esclarse
cé-los, dsz=-v-lvem-se dois exemplos, o primeiro quando &

necessaric

I

:-ilizagao do processo de derivagéda Lagrangea
na e o segurzo quando se necessita do outro processo.

epr2-zirg exemplo: Supoe-se que s@ deseje calcular
as primeiras = segundas derivadas de uma funcao f(z),da qual
se conhecem spenaé trés valores, fl, fz, fS’ em trés pontos
consecutivos, I, 2, 3, igualmente gspagadaos de h (para faci
litar) sobre os eixo dos & de um sistema de coordenadas
(z, (f(x), F(z)) (figura 2.1]).

0 primeiro passo, & determinar um palindomio que subs
titua f(x) r> intervalo fechado [1,3]. Pelos dados ve - ss
gue esse dev2 ser do segundo grau. E Que seus cosficientes
podem ser dz-srminados pelo. método de interpolagaoc de La
grange. Ist> &, escrevendo-se o polindmic da seguinte for
ma

F(x) = axz + bx + ¢ ,

e admitindo-se, sem perda de generalidade e para simplificar
os calculzz, 2 origem do sistema de coordanadas no ponto 2

(figura 2.1}, tem-se

F(-h) = f; = ah? - bh + ¢,
F(0) = fg=c,
CF(h) = fy = ah? + bh + ¢,
donde vem g-=
a:z—i-z-(fl—zfz+f3u
1

Portanto

2 R
F(x) = ;ig 2 - 2f, 4 FRat 4+ - (fy * F5lu t fy (2.18)



“f(x!.F(x)

Fix})s ax’t bx + ¢

—— fx)

x ¥

Figurna 2.1

0 proximo passo & o calculo de suas primeiras e se

gundas derivadas. As primeiras derivadas valem

F'(-h) = £} = -2ah + b =_%f( -3f, + 4f2 f3)
- et = -1 o)
F'(0) = fé =b = 37 (~f; + fg (2.19a-c}
F'(h) = f} = 2ah + b :i};f(f - dfy + 3f,)
E as segundas, no caso por independerem de &, sao g todas

iguais e valem
F'(z) = fr= fp = U = :% (f; = 2f, + f5).  (2.20)
As expressoes de derivadas no ponto médio da 58
gquéncia de pontos pré-determinados, sdo comumente denomina
das de diferengas finitas centrais ou simétricas. E as nos
demais pontos de diferengas finitas assimétricas, que rece
bem as denominagdoes mais especificas de diferengas finitas
assimétricas progressivas quando o ponto & o do extremo opos
to ao sentido positivo do eixo dos x, e de diferengas fint
tas assimétricas regressivas quando o ponto é o do extremo

oposto daquele,



b fix), Fix)

Fi{x)zax+bx+c

~—f{x) e

=¥

Figura 2.2

SgJnio exzmplo: SupdOe-se 0 mesmo problema ante
rior, sG gus azora ss conhecem apenas dois valores da f(zx)
em dois pon=os distintos 1,2, distanciados de 2, e o valor
de sua pri-=zira derivada, por exemplo no ponto 1.

An=zlogamentes ao primeiro exemplo, o polinomio € do

|
(1]

& de-erminado da seguinte forma, pelo método

Y
de interpolzgda Hermitiana:
Flz) = am2 + bx + ¢

g fixancs =2 arigem, por exemplo, em 1, tem-se que

F(o) = fl =ec ,
F(:) = f, = ah® + bh + o,
Fr(0) = f1 =b,

donde obtim-st&
a:;f—z—(fg—fl'h-fl),
b= £



Portanto
1

=) = L - - 2 |
F(z) = 3 (fy fik fl)m + fim + fl' (2.21)

Com isso as expressoes de suas primeiras derivadas sao:

Freo = fi (2.22a-b)
Fr(h)~f2'=2ah+b=%(f2._fih_fl)+f1r,

e as segundas sao todas 1guais, por independerem de x, e va
lem '

T — — i — -— ..
F'(z) = 2a = " (fy = F3h = £,). tz.z;)

E obvio que, devido a utilizagao de expréssﬁesemqg
ximadas, existem erros que sdo inerentes &s proprias . formu
lagdes. Porém esses erros podem ser minimizados uma  vez
gqus geralmenie dependem dos parametros utilizados nas formu

lagoes. No caso especifico das expressoes (2.18a-c)e (2.20)

os erros sao da ordem dg hz. Vé-sei de imediata, que es
ses erros s3o menores quanto menor for o A adotado. Como
também vé-s= que as diferengas finitas centrais sao mais
precisas do que as assimétricas, e que as diferengas fini

tas Hermitianas parecem ser mais precisas ainda por levarem
em consideragao, também, valores de algumas derivadas da

fungdoe incognita.
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2.3 - DEDUCDES DE EXPRESSDES EM DIFERENCAS FINITAS DE DERI
VADAS '

A seguir,deduzem-s2 todas as expressdes em difefeg
gas finitas gue sao utilizacas como expressdes aproximadas
de derivades,nas discretizagdes do calculo de cascas cilfﬁ
dricas'circulares,.pelos orocessos descritos no item 2.2.3.

Essas expressdes,sao as obtidas per polindmios in
terpoladores do segundo e do quarto grau. Para a determina
gao desses polindmios, adota-se um sistema de coordenadas
cartesianas (z, F(z)), cuja origem se fixa sempre no ponto
mals adequadeo da sequéncla de pontos pré-determinados, para
haior simplificagao dos cilculos. Naturalmente, admifem~sex
também que os pontos da sequéncia estdo igualmente espaga
dos sobre o eixo dos x, coms elas realmente aparecem .nas
tais discretizagoes acime mancionadas.

A fim de simplificar a utilizagado dessas expres
stes, apresentam-se no item 2.3.3 todas elas na forma de
"moléculas computacionais d= diferengas finitas”. '

Uma observagdo. Camo ja visto, a utilizagao do
processo dz derivagao Hermifiana € necessario quando se re
gquer que derivadas cujos valores séo conhecidos, ou sao su
postos conhecidos, sejam consideradas na determinagdo ‘dos
polinomios interpoladores. Mas por essas derivadas serem,
no presents trabalho, tocas nulas, nido se expressarao 0s po
linomios interpoladores & suas derivadas como ilustradas no
segundo exsmplo do item 2.2.3 (expressoes 2.22a-b 8 2.23).
Ja na propris determinagdo dos polindmios interpoladores se
explicitam os valores desseas derivadas conhecidas. Caom 1is
so, o desenvolvimento da determinacdo desses polindmios 1n
terpoladoras & felto =anzlogamente ao métode de interpola
gao Lagrangeana. Nao se fez nenhuma referéncia quanto ao
tipo de interpolagdc que sera utilizado, pois isto fica pa
tente no proprio desenvolvimento. Isto &, se os dados sao
s6 valores da fungdo incdgrita entao a interpolagao & La

grangeana e, se entram também valores de derivadas a inter



polacan & Ezrmitiana.

¢.3.1 - Expressoes de Derivadas obtidas por Polinomios 1In
terpoladores do Segundo Grau

A zrimeira e segunda derivadas do polindmio do se

gundo grau 2
Flz) = ax® + bx + ¢

F’(m) = 2ax + b e F'(x) = %2a

Peios objetivos ja explicitados, cada polindmio in
terpolador £ determinado visando atender cbjetivos mais .eg
pecificos =2ue2 os comumente encontrados em textos que. tra
tam deste assunto, Melhor dizendo, procura-se obter expres
soes de derivadas-jé com as condigdes de contorno que a f(x
tem que obecscer. Para isso impdem-se diretamente no poli

némio interzolador tais condigoes de contarnao.

2.3.1.1 - Expressdes sem condigcoes de contorno

Estas expressdoes san aquelas Ja desenvolvidas no

primeiro ex2mplo do item 2.2.3 (expressées (2.19a-cle (2.20)).

2.3.1.2 - Expressoes com as condigdes de contorno usuais de
Engastamento

IFF(x)

Fix):ax?+bx+c

xir
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As condigdes de contorno wusuals de engastamento

sao0
f3 =0, fé = 0.
Lembre-se que, no presente trabalho, fS =0 e
fé = 0 impilizam, respectivamente, em dizer que o deslocamen

to 8 a rotac3o neste ponto sao nulos.

a) Detenminacao dos Coeficientes de F(x])

Pelas condigdes de contarno tém-se

portanto

Flx) = amg.

Com isso, o coeficiente a pods ser determinado em fungao de
f2. Portanto: _ '
1

a = =3
I

(f3)

a.1l) Expressoes das denivadas no ponto 3
F'(0) = ft =0

i 1
f3 ;E (ng)

F"(U)

2.3.1.3 - Expressoes com as condi¢cboes de contorno de Stie
fengaste

brix)

Fix)=ax®+bx +¢

R |

I 2 ~ e ) ) 3
/_ .

n2 | ns2

-
T 4
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#s condigoes de contorne de Stiefengaste sao:

fe = f2 :'f3 = 0.

Aqui, lemirs-se que fe = f2 = f3 = 0 implicam em dizer que
os deslczarzatos nestes pontos (e, 2 e 3) sao nulos.

2235 condigdes foram assinm denominadas, por sim

4l

plicidada nzs capitulos,éeguintes, a fim de lembrar o nome

do idealizzzor, E, Stiefel, deste tipo de engastamento.

a) Detenminagao dos Coeficientes de Fix) 1

Detzrmina-se o polinbmio F(x) de modo que ele sa
tisfaga as condigoes de contorno fé = f2 = ¢ e que no ponto

1l valha 71, isto &

By _ o _p_ B2, . &
F(E) = fe = 0 = a(E) + b 5 *c

F(0) = f, =0 = ¢

F(-k)= £, = ab? - bh + c.
Portanzc 7
a = E;E (2f1)
b =L (-5
3h
¢ =0

Agu1l nao se utilizou a condigéo fS: 0 pelos seguin

+ 5= fosse utilizada junto com as outras duas con

digoes, s-isr-se-ia F(z) = 0.

. S2 fosse utilizada no lugar de fe = 0 (entao te
ria para e cZsterminagdo de F(x) as condigbes F(-A) = f1
F(o) = 7, =0 e F(h) = f3 = 0), isto implicaria em per

1 o

mitir qus rcuvesse deslocamento dos pontos do engastamento,
0 que na:z £ interessante, uma vez gue, No Casc, naoc se pre
tende estudar engastamento deslocdvel por menor gue ele se

Ja.
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. £ se fosse utilizada no lugar de f2 = 0, ter-se-
ia que o ponto 1 estaria distante do ponto e de 32/2, o que
implicaria 2m cometer erro maior nas expressoes ds deriva
das nestes pontos (veja item 2.2.3 Férmulas de Derivagaol.
Note-se que isso nao & interessante, pois sempre se deseja
minimizar o erro; além disso se estaria impondo um tipo de

engastamento mals fraco que o usual,

a.l) Expressoes das Derdvadas no ponio 2

1
Fr(o) = f1 = L (-af )
2 1o 1
; A
P"(0) = fr = L (16F.).
2 T TR 1

!
2.3.2 - Expressoes de Derivadas /obtidas por PolinGmios In.
terpoladores do Quarto Grau

As primeiras e ss2gundas derivadas do polindmioc do

quarto grau

Flx) = ax4 + bm3 + cxz + dr + e

Fl(x) = 4ax3 + 3bm2 + Sex + d

Fli(z) = 12am2 + 6bx + Ze.

Os objetivos aqui sao os mesmos que os da caso cam

polindmios interpoladores do segundo grau.

2.3.2.1 - Expressoes sem condigoes de contorno

4 Fix)
,f——..———ﬂ____ﬁ Fix): ax*+bx® exf+dx +e
- f, fs fa ~
f, fs
i 2 3 4 5 X
h h h l h
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a) Deteaminagao dos Coeficdientes de F(x]

Tem-32 que

7; = 160%a - 8% + av%c + 2hd + o
7= wla~ 2%+ wle - nad+ e
Fy= e

5, = k4a+ h3b+ hg‘c+ hd + e
£o = 160%a + 810 + an’e + 2nd + e.

Donde, resolvendo esse sistema de equagoes, obtém-se
1

a=—x(f —.4f-+6‘f'-4f + fc)
oend U1 2 3 4 5
1
b = —2_ (=f, + 2f, - 2f, + f.)
PP 1 2 4 5
o = __lg (-f, + 16f, = 30f, + 16f, ~ f,)
2¢h _

d ==~ (f, - 8fy +8f, = F5)

12k
e = fg
a.l) Expressoes das Derdvadas - Diferencas Finditas
a.1,1]) No ponto 1 (assimétrica progressiva)
ay o 1
F'(-2h) = f1 = —— (-25f, + 48f, - 36f, + 16f - 3f.)
12h
1
[T - =amnm = - -~ -
FU"(=2h) = g 12h2 (35f1 104J2 + 114f3 56f4 + 11f5)

a.1.2) No ponto 2 (assimetrical

F'(-h) = f} = =~ (-8f, - 10f, + 18f, = 6f, + f5)
12h

1
'1—-2—"]1-2" (11f1 - 20f2 + 6f3 + 4_]"4 - fs)

F'(-h)

]
1
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a.l.3) No ponto 3 (simétrica - central)
1
L, = I = — - —
Fr{o) f3 (fJ afz + 8f4 fg)
12%
n 1

F"(O}

L (~f, + 16f, - 30f, + 16f, - f.)
L 1 2 3 4 5

a.1.4) No ponto 4 (assimétrical
1

F'(h) = f! = i~ (-f + 6f, - 18f, + 10f, + 3f.)
¢~ o7 2 2 3 4 5

1
F'(h) = f = —=s (-f_ + 4f, + 6f, — 20f, + 11f.)
4= 2 1 2 7 %l3 4 5

a.l.5) No ponto 5 (assimétrica regressiva)

Fr(2h) = F1 = =L (3f, - 16f, + 36f, - 48f, + 25f)
12h ,
_ o - 2 - - '
FU(Zh) = 7f = — g (11f; - 56fy 114, - 104f, + 35f;)

2.3.2.2 - Expressdoes com as condigoes de contorno usuais de

engastamento
As condigdes de contorno usuais de engastamenfq
sao ' |
— F =
fqg=0, f4 o,
onde, ccmo ja se frisou anteriormente, f4 =0 e fé = 0 cor

respondam raspectivamente a imposigac de deslocamento € ro

tagao nulos nesse ponto.

4 Fix)

Fix)ax*+bx3+cx2+dx + e
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a) Deteaminagac dos Coeficientes de F{x)

Pzlas condigoes de contorno tém-se qus

fg=0= F(0) => e =20
f; =0 =F'(0) =>d = 0.
Portanto
£, = e1nta ~ 272%p + oo
£, = 168%a ~ an®p + an’o
fg= rla- %+ Al
Donde obtem-se
1
a = —— (2f, - 8f, + 18f_)
36h4 1 2 3
1
b = —=—z (6f, ~ 36f, + 90f,)
Sﬁhs 1 2 3
1
e = —— (4f, - 27f, + 108f.)
36h2 1 2 3
8.1) Expressoes das Dendvadas - Diferencas Finitas

a.l.1)] No ponto 3

F'(-h) = £§ == (f; = 9Fy - 9fy)

F"(—h)

Fh = ——5 (-2f; + 27f, - 54f ]

a.l.2) No ponto 4

FI0) = F£! =0

Fr(o) = fi = 5 (4f, = 27f, + 108f;)

2.3.2.3 - Expressces com as condigdes de contorno de Stie
fengaste

As condigoes de contorno de Stiefengasti2 sdo:

Fs =8 =5 =0,



fFix)
_— Flx)rax™sdxP+cx®+dx e+ e
f \
' f2 f3
fa
' z 3 Y s - 3 X
] eng.
h/zl n/2
L
h ~n h h h

onde elas tZm o mesmo significado chservado no item 2.3.1.3.

a) Detenminacdo dos coeficientes de F(x) pelos valores da
§{x) nos pontos 3, 4, 5, eng., 6.

Anzlcgamente ao ca2co anterior, e fixando-se a ori
gem no pontc 2, tem-se pszlas condigoes de contorno e pela

Interpolagé: de Lagrange, o seguinte sistema de equagoes:

0 = e
4 2 2
_h nv h ho
O—ﬁa‘f*‘-@“bf‘TC‘f‘—z—d
0 = h4a + hsb + kgc + hd

éq - 2% + WPe - na

H

fq
g = 160% - 2% + an’c - 2na

gue resclvs-dc obtém-se

a = ;ggz (fS - 5f4)
-1 s
b = —3 (-5 = §F4)
e = —2_ (=6F, + 75f,)
T Gont 73 4
d = (f, - 10f,)
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a.l) Expressoes das Derdivadas no ponto 5
1

Fr(0) = fI = 2 (5, - 10f,)
B 30% 3 4
FU(0) = I = —L5 (~6f, + 75f,)

45n

b) Determinagdo dos Coeficientes de F(x] pelos valores de
§{x] nos pontos 2, 3, 4, 5, eng.

Para sste caso,admitindo e fixando-se a origem do
gixo & no ponto 5, as seguintes condigdes para a determina

¢3o0 do polindmio do quarto grau F(z) sao:
F(-3h) = f, ; F(=2h) = fg ;5 F(-h) = f,

5 F(0) = fs =0 PR = fang =

Donde obtém-se o seguinte sistema de equagdes lineares:
£, = 81n%a - 272%b + 9nfe - 3nd + e

g = 160%a - 8n’p + an®e - znd + e

fo= rla- 2%+ nie -~ nd + e
0 = e
¢ 3 2
_ & % % A
0=3ga+tb+tgectzdre,
cuja selugan e:
7
a = (20f, - 84f, + 140f )
pry: 2 3 y
1
b = —r  (50f. - 294F_, + 630f,)
PP 2 3 ¢
1
¢ = (10F, - 84f, + 450f,)
PPPYE: 2 3 4
d=—1— (-205, + 126f, - 420f,)
420%

h.1) Expressoes das Dendvadas no ponto 4

1
L (30p, - 252F, - 70f,)
420h 2 8 4

F'(-n) = f,



FU(~h) = fU =

220%°

1

(~40f, + 588f, ~ 1120f,)

2.3.3 - Resumo das Expressbes em Diferencas Finitas de Deri
vadas Obtidas com o Emprego de Polinomios Interpola
dores Lagrangeanos do Segundo Grau e do Quarto Grau

(item 2.3)

A nomenclatura a ser seguida neste resumo €, além

daquelas ja impostas neste capitulo 2:

CTE {

CTE

] Molécula computacional

unidimensional de deri
vada no ponto represen
tado pelo retangulo sm
negrito. Os retangulos
representam os elemen
tos da molécula. Cada
retangulo conté&m um va
lor que é o fator que
deve ser multiplicado
pelo valor da fungao

f(x) neste ponto. ;

constante de multipli

cagaa.



2.3.3.1 - Expressoes obtidas com o emprego de polinomio
terpolador do segundo grau (item 2.3.1)

- G66

-

al Sem condigces de contorno (com enrno da orndem de hz)

¥

3

in

r .
: -
+1 -4 +3
=2 0 +1
fr= = {3 +4 -1
2h _
Fr=L diog 0 +1
- 2h
+3 -2 +1
+1 -2 +1
gz L +1 -2 +1
Y
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b) Com as Condigoes de Conitorno Usuais de Engastamento
{com eanc da orndem de h?)

fml=f|:|+|=0
n-2 _ n-l n nel .;(r:
PO { ]
J = = o 0 Q
rn+l 27
fr = -—1—'— { -1 0 7] ]
2h
1
fr ., == { -1 0 +7 }
n-1 27
Dy — 1 0 +2
Yn+1 T 2 0
h
= = [ +1 -2 0 }
n 1 2
)
A I
n—1 = hZ ( +1 2 +1 ]




c) Com as Condigoes de Contorno de Stiefengasie

da ordem de

he)

- 6B

n-2
= ~1— -4
12h
£ro= | -6 0
- 12h :
=L { -6 0 +6
12h
= __.‘l...._ + 1 6
12k
P +12 -24
71
‘ 12h
1
= — [ +12 ~24 +12
12h




2.3.3.2 - Expressoes obtidas com o emprego de

- 63 -

Polinomio In

terpolador do quarto grau (item 2.3.2)

al Sem Condigoes de Contorno [(com erro da ondem de h41

faq fg fg f, fq fo
q s 3 7 8 -
1 .
r! =“**'[+3 -18 +36—1-48 +25}
S 12h
f’=—g"-{-1 +6 -18 +1-0 +3
4 12h
f’:_}__{ 7 ]—8 0 +-8 -1
2" 12h i
f"=——1— 25 ‘r+4a 36 +16 3
57 qan 1S
1
fg.=——-—— -3 ~10 +18 -8 1
12 '
f'=-—1—— 1 8
i12h
! N
= 1 2{ +11— -58 11% -104—+35}
12h° —
| ,
n= 12[-1 o+ 4 +6 —20——+111;]
12h —
7 f
y= 2{ -1 1+14 30—+ 16+—1-1 }
12h .
ne L I ssl— 10— nd—{-sg)—+11
f’?':“g"—z' +11 -—27 +6 +4 -1
124 :
i ==l -1+ 216—]~s0}—+ 16— -1
12k
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b) Com as Condigoes de Cantouno'UAuaLA de Engastamento {com
eano da ordem de h4)

fr-a fn-3
n-4 n-3 X
.
' /;-__ 0 0 0 0 }
n+t1 o zep
fli= -—-'?—[ +2 ~18 -18 }— 0
o zen
1 3
'_1 = {1+ 3 -~24 g +24 0
n 3sh Ll
£ _—._1._{ +3 -24 0 —{+2 -3
n=2 26y . |

; bi
A= + 8 -54 +216 0
Iﬂ'f'l‘! 36k2{ ]
Firs 12{ -4 +54—1-1 0 }
- 36h '
i
n -_ 2 115 +24}F ~45 + 24 0
n-1 2{ ? }
- 38h
i o™ : [—3 +48 -8 +48] -3
=2 zp5%| °




c) Com as Condicoes de Contorno de Stiefengaste (com

2
Jc-rr_ *: [
n=2  430n°

- 71 =

enho
da orndem de h4l
fo-a o o
n l:’“
n—4 n-3 n-2 =) n ntl 2 X
: ,
' -~3—-{ +14 140 o Ho [ o'}
n+l 420hn . . ; .
f’F'———"[ +30 -252 ~70 0o Ho }
n. 420h
_ 1
g F [ +35 ~280 0 +280 0 }
42Ch -
[ +35 -280 0 +280—-35 }
"+1..-1—§{ ~56 —1+700 o Ho Ho }
n 420h -
=1 2[ -40 +588 1120 0 Mo ]
" g20n ' : -
=1 2[ -85 —+560 10&1 +560 0 }
420% ' '
~35 +560 —zosol' +560 - 35 }




3.0 ENSAIOS DE AFERICAO: DISCRETIZAGCOES DO CALCULO VARIACIONAL .DE
RESERVATORIO CILINDRICO CIRCULAR

3.1 - INTRODUGAO

Neste capftulo, como diz o préaprio titulo, procura
-s2 avaliar quantitativamente as discretizagdes quanto ac
emorego de diferengas finitas obtidas por meio de poling
mios interpoladores, lLagrangeanos e Hermitianos de segundo
grau no calculo variacional de cascas utilizadas no capitu
lc seguinta. Utilizou-se esse grau de polinomio para a ob
teangao de expressdes aproximadas de derivadas gue definem a
enargia de deformagao, por se tratar, aparentemente, ds de
rivadas de primeira ou de segunda ordem, nao havendo entéa
maior interess2 em utilizar, no momento, polindmio de inteE
poclagao de grau mais elevado. Todavia a minimizagdo do fun
cional leva, afinal, a ekpressﬁes que correspondem &s ex
pressces, em diferengas finitas, de derivadas até de quarta

ordem (o que €& natural, pois essa minimizagao leva, afinal,
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a equacdes -ifarenciais de equilibricl; assim, a convenién

cia de =

th

wz2l2zarem polindmios de terceiro e quarto grau

parece msrsz:zsr alguma reflexasc. Procura-se também avaliar

[
1

guantitetivzmente as possibilidades de algumas aproximagoes
quanto as s~c-rsgo desses polindmios e de quarto grau para o
cdlculo daz ro-agles e esforgos. Visa-se com isso poder uti
lizar as melhores aproximagoes para orcélculn dessas grande
zas da sstrutura analisada no capitulo 4.

Para zanto os resultados das aproximagoes sao con
frontados c:m os oriundos da solugdo exata de uma estrutura
tomada como padrac de referéncia, o elassico regervatorio
eilindrico circular com parede de espessura constante, per
feitamente sngastada em sua base. '

As =xpressdes exatas relativas a esse reservatdrio

(gue podzm z=r encontradas em BELLUZZI(1957), ou em. outros

textos dsdi-ados as cascas) sao apresentadas no item 3.2,

no gual 3% iIndicam também os valores adotados para posterio

res confrontos numéricos. 0Os dados sao admitidos de modo a

ol

permitir imsdiato eonfronto,também,com os resultados numeri

i

cos oriundss dz aplicagdo das mesmas aproximagdes & estrutu
ra analiz=Z=z nz capitulo seguinte. _
A =nergia & aproximada sempre mediante pulinﬁmibs-
interpoladores lLagrangeanos ou Hermitianos do segundo grad,
como tam3ér as condigoes de contorno; todavia ao passo que
numa primeirs série de ensaios sao expressas como usualmen
te, isto &, zon malhas habituats (resultando, para o sangas

-

tamento, v, = 7, = w }, na segunda série empregam-se

Ye-1 e+1
malhas duaiz (zssim denominadas a fim de compatibiliza-las
com aquelas dadas no capitulo 4), exprimindo o que; por sim
e~1"Vor70
-z2 que esse dltimo tipo de engastamento e mui

]

piicidada, ‘2 se& denominou "Stienfangaste” (we:ni

'
o=

ol
t

to mais far=ts zZue o anterior, poils para que ele : implique

praticamsn® ~23 mesmos efeitos que o usual, hd a necessida

de de qu2 c:z c:zis pontos, (e-1) e (e+l), estejam bem proxi
mos ao do z-zzstamento (e). Com ¢ smprego de rede de ma
lhas guadracas e iguais (gque & o caso), ista €& conseguido
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somente com o refinamento da malha. Por isso emprega-se re
de dual a Fim de permitir que esses dois pontos se aproxi
msm mals rapidamente aoc do engastamento, ao se ir refinando
a malha, do que se conseguiria com rede habitual, uma vez
que, com agu2la rede, os pontos (e-1) e (e+1) ficam distan
tes do ponto (e) de apenas 2/2 e ndo de % se se empregasse
a outra. _

Feitas essas aproximagoes, passa-se & minimizagéo
da energia potencial total, resultando dois sistemas de Bqua
¢oes linearss, correspondendo um & condigdo usual de engas
tamento perfeito e o outro 3 condigdo de Stiefengaste.

Os dois sistemas sao resolvidos para diversas sub
divisoes da altura total H do reservatdrio, adotado coma pa
drao dos ensaios. 0Obtidos os deslocamentos, passa-se ao
calculo, apenas, das rotacgdes Y & dos momentos Mx ao longo
da geratriz genérica. N&o se calcula Ne por ele poder ser
obtido simplesmente multiplicando-se os deslocamentos por
um fator e, M¢ por admitir-se coeficiente de Poisson Vv = ¢
e, Qr por nao ser calculado para a estrutura analisada no
capitulo seguinte, por motivos 13 mencionados; consequente
mente face ao ‘o objetivo deste capftulo 3 nac ha nenhbum in
teresse também, no momento, em discretizar tal calculo. Es
ses efeitos s3e novamente aproximados maediante polindmics
interpoladores Lagrangeanos e Hermitianos  de segundo e de
quarteo grau (aqui denominados também de PI-2 e PI-4 respec
tivamente), sobre malias habituais e sobre as malhas duais.
Resultam com isso, quatro diferesntas aproximagdes desses
efeitos: com PI-2 (ou com PI-4) sobre és malhas habituais e
com PI-2 (ouy PI-4) sobre as malhas duais -[Stiefengaéte].
Nos quatro casos as fungoes interpoladoras sao definidas nos
pontos proximes as bordas engastadas, impondo-se explicita
mente as correspandentes condigoes de contorno: com PI-2 ou
com PI-4, admitem-se w = v,

e+ -1
ac se resolver o sistema minimizante) sobre as malhas habi

{além de w,= 0,ja dimposto

tuais, ou se tem w, Tu, Tw = 0 (Stiefengaste) no caso

+1 e~1
das malhas duais (com PI-2 e com PI-4).
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Aleém disso, resclveu-se também calcular as rota
gbes e mc-sr-ios sem essa nova imposigdo das condigdes de
engastamentz 3s fungbes interpoladoras. Naturalmente, ficam
com isso atsz<ados apenas os valores dos efeitos em pontas
proximos s Sordas. A discrepancia entre os valores assim
calculados cas rotacdes e seu valor limite-nulo-ja fornece
uma medida ca3 2ficacia com que as condigoes de contorno fo
ram impostas so se calcular a energia. E por surpreendente
que isto pcssa parecer, os efeitos (rotagas e momentol cal
culados com =2ssas interpolagoes podem ser mais aproximados
que os calculados anteriormente gquando roctagoes e momentas
foram obtidos reimpondo-se explicitamente, 3s fungdes inter:
poladoras dos deslocamentos, as condigdes de contorno.

As duas ap;oximaq&es dos deslocamentos e as oito
aproximagoes das rotaqﬁes e dos momentos saoc finalmente con
frontadas ccm os respectivos valores obtidos com a solugao
analitica, madiante tabelas & graficos que permitem uma boa
visualizagizs, inclusive quahtitativa da convergencia das di

versas aproximagcoes, que estao apresentadas no item 3.5.
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3.2 - PADRAO: SOLUGAO ANALITICA DO RESERVATORIO CILINDRICO
DE ESPESSURA CONSTANTE |

Adota-se um reservatorio cilindrico com parede de
espessura constante, perfeitamente engastada na bhase. Nos
calculos admite-se que o ligquido contido atinge o corcamen
to do reservatdrio. As dimensées destes sao tais que a cas
ca cilindrica incompleta analisada no item 4 pode ser consi
derada como obtida deste reservatdrio cortando-o com um .éﬁ
gulo diedro de 120° de abertura e de aresta coincidente cam
0o eixo do reservatdrio, e engastando perfeitamente nas duas
bordas verticais resultantes a porgaoc de parede compreendi
da neste angulo diedro, cuja base 3j& esta perfeifamente .eﬂ
gastada. O coroamento & suposto livre de qualquer vinculo.

No tratamento analitico, cujas expressﬁés fundamen
tais sao dadas a seguir, a parede & suposta baixa: em autras
palavras, as constantes de integragédo da equacgdo diferencial
sao quatro, duas correspondentes aa engastamento inferior e
duas resultantes da condigao de nédo haver vinculo no coroa
mento. Os dados numéricos admitides permitiriam adotar a
solugaoc aproximada, também classica, narqual .a observagao
do rapido amortecimento dos efeitos autoriza o abandono de
‘dois termos da solug&o geral da equagac diferencial homoge

nia, tornando portanto desnecessarias as duas constantes de

integragao intérpretes do vinculo do coroamento. No caso
particular aqui tomado como referencia, os erros oriundos
dessa simplificagdo seriam da ordem de 1%, perfeitamente’

aceitdvels para fins pradticos, mas inconvenientes em resul
tados numéricos estabelecidos como padrédc de referéncia.Dai
a utilizagao da solugdo obtida sem desprezar os dois termas
crescentes & partir do engastamento.

A solugao a seguir apresentada, pode ser encontra
da em gualgquer texto dedicade as cascas, em particular, em
BELLUZZTI(1857),v0l. II pg. 312 de ande foi extraida.
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3.2.1 - Expressoes Fundamentais

Considere-se um tubo cilindrico, de modulo de elas
ticidade E e coeficiente de Poisson v, de raio médio R e de
espessura d, sujeite a pressao p normal & parede (positiva
para foral. A Bspessura e a pressac podem ser canstantes
ou varidveis aoc longo das geratrizes, mas sado supostas cons
tantes aog longo das diretrizes. Sendo w o deslocamentec ra
dial do ponto genérico (positivo para foral), a equagao di
ferencial ques define o comportamento estédtico do tubo &, co

mo se sabe, quando a espessura d & constante

3 g ,
Ed 5 d z + Bw = p (3.1]
12(1-v7) dz
que pode ser escrita como
KwIV + Bw = p. (3.2)

Nestas equag¢bes, ¥ &€ a abcissa medida ao longo da
geratriz genérica, K € a rigidez Ed3/12(1—v2J, ja definida
no item 1.4.2.2 e B = Ed/Rg. 7

Intsgrada a equagao diferencial, os esforgos e a
rotagdo da tangente & geratriz deformada em relagac a gera

triz antes da deformacgdo, sdo dadas por (agui também as &api

DIRETRIZ
GERATRIZ '

Figura 3.1 - Tubo cilindrico de raio médio R e de espessura
d, sujeito a pressao p.




Figura 3.2 - Esforgos solicitantes.

ces indicam derivadas em relagdoc a x):

_ Ed

N¢ = F w

¥y = -w’

Mm = Kw" (3.3a-e)
= e

Qx! Kw

M¢:: VMx.

Com

| = HRyax = Yit1—ve) / Jhd .

a lequagao (3.2), pode ser escrita como

wi¥ + a5%0 = p/X ' (3.4)

e a integral geral da equagao homoganea associada € dada por

w = C.e%Csenne + C.e%Fcosax +
1 2 (3.5)

ey — -0 —
+ Cgeaxsenax + C4ea cosax



ou

w o= Dlsenax Shax + D.senax Chaxr +

2
_ _ _ . (3.8)
+ Dscosax Shox + D ,cosox Chox

Em se tratando de tubos de comprimento infinito (e
na pratica me=smo no caso de tubos ndo muito curtos, como
adiante meihor se dira), vinculados segundo uma das dirétri
zes extramas, pode-se astabelecer a origam das abecissas nes

sa diretriz, com o que se tem, imediatamente,

(,'1::02:0.

Com isso a equagao (3.5) reduz-ss a

w = Cseuzsenﬁk + Cééaxcosah. (3.7)
Pondo o
C'3 = C cos ¥ , 04-= C sen ¥ ,
ande € & um3a nova constante e ¥ é um angulo de fase dados
por: : - 04
C = /03 + 64 s tgd = E; »

a anterior assume entao a forma

w = CeFsenloxr + ¥)

ficando assim evidenciada a variaiéo senoidal amortecida dos
©w, com o fator de amortecimento e>-. 0 comprimento de onda
é definido por

aA = 2w ,

obtendo-s2 zortantoe,

am 27 -~
A= — = YRd = 4.83 YRd .
s i)
E a derivad= w' €
w' = -C o e {sen(ox + $) - cos(ax + ¥)} =

-C VZ a e*®{senlax + Blcos 450 — cos(ax + Flsen 450} =

= -C /T % e*sen(ax + ¥ ~ nw/4) =

C vZ o e*Tsen(x + 4 + 3n/4)

h

1



-
'I' \\( w
i [=]
J N\ &
N, had

0.6448

Variagéao de w e w' deyido o fator de amorteci

mento, admitindo-se # = 0.

Figurna 3.3

A derivagao de w(x) efetua-ss portanto multiplican
diminuindo o angulo de fase ¥ de m/4,
Portan

(=3

do a fungdo par—/2 a e
cu multiplicando-o por Y2 & e aumentando ¥ de 3n/4.
to, w' varia de maneira semelhante a de w, mas com um adian
os pontos onde w @ maximo

tamanto de fase de 3A/8. Logo,
a TFfigura

seguem de A/8 aqueles onde w & nulao, comoc mostra

3.3, ba qual se supos ¥ = 0 (note-se gque, nao fora o
os pontos onde w & maximo  seguiriam

fator

de amcocrtecimento e R
de A/4 aquelas onde w & nulo,
Para as derivadas w'

como na sencide).
e w'"', e portanto também para-

Mm 2 Qx' pod=2-se repstir o que se disse para w'. Cada deri
vagao leva a multiplicar a fungdo por -v2 & e a diminuir o

argumento de m/4, obtendo-se} portanto:

w = C Eamsen(ak + #)

V2 o C ansenfaﬁ + ¥ - nw/4)}

w'" = 2 EZ ¢ eXsen(ax + ¥ - n/2)

w' =
(3.8a-d)

wht= =2/2 a° ¢ 6%%sen(ax + # - 3n/4)
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isto &: _
w = C e%gen(ax + #J
y = /2 a e Csen(ax + 4 - n/4)
s = (3.9a-d)
M =2 0" KC e “senlax + ¥ - n/2) :
Q. = -2v2 3% k ¢ e%%senfax + 4 - 3n/4)
ou ainda, fazendotﬁagKrﬁ): .
M = (B/2 52) ¢ e*senfox + 4 - w/2) _
x
Q, = Ve (8/2 o) C e “sen(ax + ¥ - 3n/4)

Como sera observado, esta solugdo pode ser emprega
da mesmo quando o comprimento do tubo & finito, desde que
nao muito inferior ao comprimento de onda A.

Até aqui, indicaram-se as solugoes para tubo curto
(4 constantes de integragdo) e para tubo de comprimento ii
finito ou bastante grande (2 constantes de integraqéo],ksem
definir vineulos, num ou noutro caso.

Examina-se agora o caso do reservatorio cilindrico
de espessura caonstante, engastado numa das bordas. (Figuré
3.4).

Se a altura H da parede for suficientemente grande
(por exemplo, H > A), pode-se utilizar a solugao aproximada;
(com duas constantes), correspondente ac tubo de comprimento
infinito. Entao, se o liguidec de densidade Yz. atinge o cg
roamento, e medindo z a partir da borda inferior, engastada
tem-se: '

ZR
= 5T (H-z) + a>%(C senux + C4cosax) (3.11}

As constantes 03 e 04 determinam-se mediante as con
digoes de vinculagdo da borda inferior (pois aes da borda su
perior nac t&m influencia aprecidvel sobre os valores de
C, e C, & sobre o regime sestatico na proximidade do fundol.

3
A borda inferior sendo engastada, as condigoes

w = w =0

r
x=0 “x=0



I x
% % 8 %7
] /
% % /
4 Z /
3 7 ’
4 Z / ,
? Z 4
2 R d % A R d
/ —-—h-/ H . kel
/ % /
¢ % /
¢ 2 J
/ % /
/ 2 /
/
f /
/ 1. !
2AAS ™ Y N
¥ (b)
Figurna 3.4 - Esquema do. reservatdrio padrao:
al H > A, x com origem na bords inferiocr.
bl H < A,  com origem na borda superior.
Bescrevem-se
2
YR VR -0
Za H + 04 =0 e - —E'a—‘ + 0O (03 - 04) = U, ;
que fornecem
2
o = - YR RE-1 aH~-1
3 Ed [+ 1 aB
2 {(3.12a-b)
YR "

Se, ao contrario, H é;relativamente pequena, & pre
ciso utilizar a solugao com guatro constantes. Admitinde
que o liguido atinge o coroamento, e medindo z a partir da
borda superior (o que simplifica a determinagao das quatro

canstantes)], tem-se:

2
= Yo¥ x + eaitc senox + C
e g8enax 2
—_— (3.13}

+ Eum(cgsenab + Cgcosam)

cosox} +
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As quatro constantes 01, CZ’ 63 e 04 sdo obtidas a
partir das condilgoes de vinculagdo das duas bordas. Sendo
livre o coroamento e perfeitamente engastada a borda infe

rior, as quatro condigdes sao:

w o, =w'_ =0 (borda inferior: deslocamento
€Tz x=H

g rotagao nulos)

(34
t

2=0 = w;;o- 0 (borda superior: momento e for

¢a cortante nulos)

Da egquagao acima tém-se:
2 )
r = Vit +Q EE{CC + C, Jeosax + (C, - C_)sencx}+ .
w = —Ea—' a e 1 2 ax 1 2 ax .

+

— -Gz . _
o e «03 04)cosax - (03+ 04)senax}

=2

w’ = 2 o eax(Czcosai - Cgsenak) -
- 2 52 2% (C _cosax - C.sengx)

3 ¢
W= 2 &t eam{(cl - Cyleosax - (C, + Cyleenax} +

+ 2 ES eax{(cg + 04)cosaﬁ + (C., - 04)senax}

3
Impondo a tsrceira e a quarta condigdes tem-se que:

c, = 02 - a¢

1 4 z

Com isso, as duas primeiras escrevem-se:
2

YR al — — _—yi —
g & + e (Clsenaﬁ + CzcosaH) + e (Clsean +
+ (02 - 201)cosaH) = 0

2

]

Y _ — —
L + eaH{(CI -+ Cg)cosaH + (CI - Cg)senaﬂ}+

E

Q,

+a ZO‘H{(.SCI - Cy)cosall - (=C, + C,)eenal} = 0

1
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isto E

CI(eaHsenEE + e™genan - 25 cosaH) +
2
— ~ R
oH - ~oH - _ Y7
+ Cgfe coedH + e eosoH = -~ a H

— H — — - _ - —
Cla(eOt cosar + eaHsenaE o+ 3echosaH + eaHsenaHJ +

2
+ Cza(eagccsEH - éaﬂsenaﬂ - EEHGOSEH - EaHsenaH) = - I%g—
e resolvendc esse sistema tém-se:
¢, = gral vi® =2, £
1 2a(fi-gh) ° Ed 204 Ed
. _hagaf_ YZRZ i} E : Ysz (3.14&-b)
2 " 2a(fi-gh) * Ed 204 - Ed
com
f = senoH ChoaH + cosoH ShoH — cosaH ChoH
g = cosoH ChaH
h = senaH ChoH +fzcosaﬁ ChoH =~ cosoH Shak
i = cosal ShoH - sendH Chaﬂ_
A= fi - gh
B =g - i0H j
C = had - F
Excriminde w somente com duas constantes, pois
Cs=C; & C,=Cy- 20, ,
obtém-se, ccmzP = YZRg/Ed:
w = Y;d x + Clsenaﬁ(eab + Eaﬁ} + eaxcgcosﬁx + _/
+ Eaxc4casa¢ =
= Px + Clsenai(eah + Eai) + Cgcosai(eab + ;Ek) +

—m —
- 201 e*eosax =
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= Pz + (%% + Eax)(Clsenax + Czcosam) -

- 261 e*eoosax =
= Px + (™ + 2%) (-2 psenax + & Peosaz) -
- 2ol 204
- 2~§f P e cosaxr =
Zad _ _
= Pl(x + —%w [(eax + %) (Bsenox + Ccosax) -
204

- 2 ¢** Beosax])

a:c)

w'=s P(1 + _l_[{eam + e™¥) [(B~C)senox + (B+C)ecosax] +
24 -

+ 2¢**(B-C)cosox])

Pa ((e*® - 2%F)(Beosax - Csenax) -

w n—

- 2 ¢*® Bsenazx) (3.15%a-c)
e tinalments
£d®
12

M = Kw'" agora com K = (pois se admitiu v = 0) ,

e onde d € a espessura da casca.

3.2.2 - Caso Particular Utilizado como Padrao de Comparagao

Estabelecaﬁ—se agora os dados do reservatdrio pa
drio. Esses sao admitidos ds modo a permitir que os resul
tados obtidos destes ensaios sirvam também como padrao de
comparagao para as discretizagdes do calculo da estrutura
dc capltuloc seguinte. Para tanto, fixam-se primeiramentes
valores numéricos para os parametros basicos de tal estrutu

ra (figura 4.1), como sendo, em toneladss e milimetros:
R = raio de curvatura da superficie media =(12/w).
104mm

F = mdédulo de elasticidade do material=2,5 tfymmzé

o = angulo de abertura = 2n/3
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¢ = constante para que ‘a espessura da casca fique
em fungao do raio de curvatura R = 0,1 . %

Y,~ densidade especifica da dgua (carga externa) =
= 10_9 thmm3

Com. isso, admitem-se, para o reservatdrio padréo:
v =20
1

=22 10% = 3,81972x10%m

e = 0,1 % = 0,10471976

d = eR
A Z 4,83 /R.eR = 5,98.10%
4 4
_Yaaa-v?) Vs —q.
= = 1,064721.10
YRd RVe
-9 [
= v, =107 t5/mn’
}
|

E = 2,5 tfymmz
€Com esses dados, tem-se que

H=40m?*=
5,98

A Z0,67 A,

portanto, o reservatorio é de parede baixa, o gque implica
na utilizagao, para o cdlculo dos deslocamentos w, da so0lu
gao com quatro constantes. Note-se que essas dimensdes nao
sao comuns para reservatdrio d'agua. ‘Portanto seria mals ade
guado denominar tal estrutura de casca cilindrica circular
fechada, perteitamente engastada em uma diretriz e livre a
autra. Porém, continuar-se-a chamando de reservatorio por
simplicidade.

Naturalmente, como nao poderia deixar de ser, os
deslocamentos w, .as rotacdes w' e os momentos Kw" sao calcu
lados nos pontos correspondentes as das discretizagoes com
maltas habituais e malhas duais, cujos resultados numéricos,
obtidos por meio da programagao para o computador, estao

apresentados em forma de tabelas e graficas no item 3.5.
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3.3 - APROXIMAGAO VARIACIONAL COM POLINTMIOS INTERPOLADORES
LAGRANGEANOS E HERMITIANOS DE SEGUNDO E DE QUARTO GRAU
SOBRE NODULAGAO HABITUAL

Di=cretiza-se a seguir o calculo dos deslaocamentos
do reservatirio padrac adotado, pelo processo da aproxima
gao variacicnal cam polinomios interpoladores Lagrangeanos
e Hermitianzs do segundo grau, sobre nodulagao habitual. No
dulagao este estabelecida pelos nos de uma rede com malhas
quadradas, 2 fim de simplificar os calculos, de forma a ob
ter uma linta de nés sobre o coroamento e uma sobre o engas
tamento; conforme ilustra a figure 3.5. Posteriocrmente dis
ceretiza-se ¢ calculo das rotagdes e esforgcos {mais precisa
mente as rotagoes Y e os esforgos Mx] desse reservatorio, com
emprego desses polinomios de segundo (PI-2) e também de
quarto grau (PI-4).

Naturalmente, por a estrutura analisada apresentar
simetria axial, basta discretizar tais calculos apenas parsa
uma geratriz,.

A ciscretizagado do calculo dos deslocamentos, por
gsse proces:zo, se& resume em aproximar as derivadas e as in
tegrais do “uncional que rege o problema, por diferengas fi
nitas e por somatdrias respectivamente, minimizandoc em 5€
guida esse funcional com respeito aos deslocamentos, o que
pelo princizio da minima energia potencial total permite de
termina-los.

As diferengas finitas a serem empregadas no calcu
lo dos deslccamentos sao as provenientes de polinomios in
terpoladoresz lLagrangeanos e Hermitianos do segundo grau, co
mo ja se disse acima. E a condigdo de contorno a ser impos
ta @ aquels usuval de engastamento perfeito.

Quanto as discretizagoes do cdlculo das rotagoes e
esforgos, fzzem-se somente quatro. Duas com a imposigao de
rotagédo nulz no engastamento {uma com PI-2 e outra com PI-4],
e duas sem tssa nova imposigdo aos polinomios interpolado

res (também, uma com PI-2 & outra com PI—-4}.
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Objetivando fazer distingdo entre as quatro EXpres
soes das rotagdes e esforcos obtidas por essas aproXimagoes
e, inclusivs, com as outras quatro obtidas pelas aproxima
goes sobre malhas duais, acrescentam-se nessas 0s seguintes
indices:

¢, B para as aproximagbes com PI-2 é'PI—4,‘respeE
tivamente. Ambas sem nenhuma imposigao ex
plicita quanto & rotagdo no engastamenta.

Y, § ‘para as aproximacies com PI-2 e PI-4, respec
tivamente. Ambas com a imposigao de rotagéo
nula no engastamento.

OUs resultados numéricos obtidos por essas discreti
zagoes estdc apresentadas no item 3.5, para diversas abertu
ras da malha, bem como as analises de seus comportamentos
quanto & influéncia da abertura da malha nas suas convergén
Clas aos valorss exatos e, também quanto 3 influéncia dos
tipos de engastamentos admitidos (isto &, com ou sem a reim

posigao de rotagdo nula) nos pontos préximo a ele.

3.3.1 - Formulagd@o Variacional do Problema

A expressdo da energia de deformacdo (Es) armazena
da na casca de espessura constante d por unidade de afea de
superficie média para a (1.48), para este casao, & aquela da
da por (1.47). E a (1.49) se reduz a

Q= - JI P, wdzdy

que pode ser escrita como

com
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Portanto a sxpressao da energia potencial total do sistema
T = v + Q
P

e escrita como

i 3
T = L‘; ”wzdacdy + B4 ”Cw”)zdxdy - ”de-"cdy (3.16]
r 2> 24

onde, naturalmante, definiram-se

d = cR

R:-§—=> L = Ra =
- L __ _ Ra

H—Z >E—T.

Essa expressao pode ainda ser escrita como

: 3
ﬂp(w) = kil Ik(w) (3.17)

onde as grardszas Ik sao dadas por

I, = —Ei-Jjwzdxdy

1 232
_Ed® v 2
I2 = —2-'—4—'- {w") dxdy (3.18a-c]

i

I

3 - J[dewdy

Com isso, a condigao de minimo

dr_ = v + 6Q = 0
p
& escrita ccmc
3
9 _ 3 _
-éz; Trp(h)) = kil 5w Ik(m) =0
ou ainda comno
ol oI or
1 2 3
—— ——— - = e—— 3.
ow * dw ow (3.19)
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3.3.2 - Discretizagdo do Problema

NzZuiralmente, como j& se observou, devido a sime
tria axizl 3.2 a estrutura em casca aqui analisada apresen
ta, baste ciscretizar o cédlculo da (3.17) apenas para ﬁma
geratriz gquslqguer. 7

278 a discretizagdo estabelece-se uma rede de ma

lhas quadrezczas (nodulagac habituall de abertura & definida

coma
_H
s o= e {(3.20)
onde n & o -~dmere de subdivisdes da altura F do reservatd
rio. Socbrsz essa nodulagdo aproximam-se as derivadas das

(3.18a-c) pzr meio de expressoes em diferengas finitas pro
venientes dsz emprego de PI-2, com as quals aproximam-se tam
bém as deriwvadas exigidas pelas condigdes de contorno usuais
de engastam=nto perfeito, aqui impostas. Feito isto, passa
-se finalrmerte 3 minimizagdo do funcional dos deslocamentos
(condigao 3.18). Todos esses passos da discretizagao do pro

blema sao dsscritos a seguir.

3.3.2.1 - Condigoes de contorno

As condigoes de contorno a serem impostas nesta dis
cretizagdo z30 as usuais de engastamento perfeito. Nada se
diz quanto 2 borda livre devido a utilizagao de formulagao
variacion=l, 3u2 apresenta a vantagem de apenas necessi
tar satistzz=r as condigoes de contorno essenciais. Essas

condigdes s3o;

—_ r — —
wn+1 =0 e wn+I =g {3.21a-b)

A Zsrivada w' & aproximada mediante emprega de PI-2,

of

a fim de mz-<sr o mesmo polindmia interpelador usado na dis

cretizagas -z z3lculo da energia potencial total do sistema.

Ah]
1]

T2 a condigado de rotagdo nula no engaste utiliza

“8B  uUm

0

¢ Ticticio n+2, A abaixo do pe. Com 1isso a



Arsa de Infludncia
) 719%7{ - z
h/2 :
i . A .
N
a zZ ! :
i —4'+—-- h T;
Hats, 5
i*l S— ?_; J '_h Zivy
o & : h z,
|
=T
i nel
ne2 &

Figunra 3.5 -

linha.
{3.21b) escreve-se
—l-(w -w ) =0
2h n+2 n
gque leva a condigao
wn+2

{b)

a) Esquema da Nodulagac Habitual.
b) Carga externa, onde Zi

a carga ate aquela

(veja expressao 2.19b)

(3.22)

3.3.2.2 - Aproximagao do calculo de energia

As grandezas Ik expressas pelas. (3.18a-c) sao, ago

ra, aproximadas calculando-se

versos "elem=antos” (totais ou

na figura 3.5), resultando as

1, = 45

2R
;. Ed
2 * 2q

a energia armazenada nos di

metades, conforme "iluystrados

seguintes formas aproximadas:

n+1
L w.s

m=1 m m

el {3.23a-b)
b (w")zs



Z w 8 (3.23c)

onde s, reprasenta a area do "elemento” m. Pela figura 3.5
vé-se de imsdiate que 8, vale sempre k2 com excegao dos
"elementos” m=1 e m=n+l que vale k2/2.

As aproximagoes das derivadas w" para os pontos
i=1,2,...,n*+] sac aquelas obtidas por PI-2, que se encon
tram tabeladas no item 2.3.3.1B inclusive aquelas afetadas
pelas condigdes de contorno (3.21a e 3.22).

Com isso, as Ik sao escritas como:

N
=B el ez v
4F m=2
3 n-1
Ed 3 2 ; a
I, = (—~(w_ ~2w,+w )"+ L (w__,=-2w +w__ ) +
27 Gen? g 1 T27RE T o Wme1 T T Ve
2 2
+ (un_l-2wn) + 2wn)
s B
I, = =k I 2w ' (3.24a-c)
3 — m m
m=2

3.3.2.3 - Sistema de equag¢des minimizantes

A condigao de minimo (3.19) &, entao, escrita para

esta discretizagdo como

;él + ;;E = - ;fé (3.25)
i z Wy

para 1=1,2,...,n.
Desenvolvendo essa minimizagdo parcela por parcela

tem-se:

al Mindimizagao da I,

|

I
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BII
-55—734‘41&’?: 3 'i‘—"2,3,...,n

1
2
7
onde A = Ednz
4F

b) Mindmizagdo da I,

2 = -
FJ'; = 3(3101 6‘w2+3w3)
3I2
Wg = B(—6w1+14w2f10w3+2w4)
812 ‘
-8_?1-; = B(3w1 "10102 +13w3;—8w4 +2w5)
312 :
55; = B(2w,_, 8w, [ +12w .- 8w,  +2w, ,) ,
s T = 4,56,...,n-2
3I2
L = B(2w, _,-8w _,+ 12w _,~8w )
_312
-gl:,: = B(2wn-_2 -8wn_1 + 14wn)
d3
ondeg B = £ 5
- 24k
c) Mindimizacgao da I,
BIS _
Trp
1
ar
355 = _hzzi s 18,385,447
Z
Agrupando as Ik minimizadas conforme a expressao

{3.25) obtém-se o sistema de equagoes minimizantes, cuja so

lugdo fornecem os n deslocamentos w incodgnitas.
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Como dito na introdugdo, esta discretizagéo & fei
ta para diversas subdivisoes da altura H (o que implica em
diversas aberturas da malhal do reservatdrio padréao. Natu
ralmente, para cada subdivisdo ha a necessidade de se mon
tar o sistema de equagdes minimizantes correspondente. Po
rém, como se2 percebe na minimizagao feita logo atras, os
sistemas de equagdes lineares oriundos da discretizagac pa
ra cada subdivisdo da altura do reservatéfio, podem ser ge
rados de um modo automatico a partir de um bem determinado,
aqui denominado de basico, Partanto, apresenta-se no texto
somente este,que no caso‘eé para 6 subdivisdes (n=6). Repre

sentando-o na forma matricial o sistema é:

-4 f
[ 24+
3B 6B 3B 0 0 0 wl Fl
4A+
—-6B 143 -108 2B ¢ 0 w2 F2
44+ .
3B —-10B 13B 8B 2B g w3 : Fs
< b = r (3.28)
0 28 -8 %At _gp 2B w 7
12B g 4
- 4A+ _
0 0 2B 8B 128 8B W e Fs
_ 44+
0 0 g 2B 8B 14B w6 st
L _ L J L
onde
of
3
F, = - —= = ¢
I Bwl
oT
- 3 _ _ ;. .2 _ .2
z
ou (veja figura 3.5bl, lembrando que Zi i P
F. = (i-1) v h%. (3.27)
7 a ’ .

A seguir discretiza-se o calculo 'das rotagdes,

momentos e forgas normais.
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3.3.3 - Expressoes e Calculos das RotagGes, Momentos e For
¢as Normais.

Das expressoes (3.3] tém-se as expressoes do memen

to, da ferga normal e rotagao

M, = K", N, = Ed e p = - w',

6 - R

Dessas vé-se que a forga normal & obtida simplesmente multi
plicando-se o deslocamento pela constante Ed/R. Por isso ex
pressam e calculam-se aquili somente os momentos e as rbti
Goes.

Para esses calculos utilizam-se novaménte o prog
cesso aproximado, isto &, substituem-se as derivadas por ex
pressoes em diferengas finitas. Assim, obtém-se em vez de
expressoes em ?unqéo de * {como no calcule analitico), valo
res dos momentos e rotagoess em pontos bem determinados em
fungao dos deslocamentos nestes pontos. Embora esses célps
los possam ser feitos manualmente sem muito esforgo, por -se
rem bastante simples, eles se tornam cansativos e magantes
guanda aAquantidade destes € grande. Por isso, utiliza - se
do computador para este fim. Para tanto formulam-se as ex
pressoes do momento M e da rotagdo ¢ na forma matrici§1
que, geralmente &€ a forma mals adequada quando utiliza-se o
computador como meio auxiliar de calculo.

Analogamente ao gue foi justificado no item 3.3.2.3,
preocupa-se agul somente com o caso para n=§. Para esse de
senvolvem-se as formulagoes matriciails para os calculos de
Mx e P para os casos de aproximagoes com PI-2 e PI-4 sem cahn
dicionamento algum explicito & rotagdoc no engastamento, e
de aproximagoes com PI-2 e PI-4 com a imposigao de rotagaoc

nula no engastamento.

3.3.3.1 - Formulagao com PI-2, sem condicionamento algum ex
plicito a rotagao no engastamento

Nesta formulagao, o dnico condicionamento & o que
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jad foi imposto ao se escrever as condigdes de contorno no

cdlculo da ensrg

ia.

Usando PI-2 té&m-se (pelo item 2.3.3.la)

pressoes das primeiras derivadas para os pontos

-utilizando-sz de expressdes assimétricas para os

7 evitando-se com isso pantos ficticios,pois,ndo

que as ex
desejados,
pontos 1 . e

se deseja

impor nenhums condigac de contorno,podem ser escritas como:

('), = 5= (=30, +
(w')2 = E% (T&wl +
('), = 5= (0w, -
(w')4 2_5% (0w1 +
(w')5 = ?% (0w, +
(w’)6 = j% (0w1 +
('), = 5 (0w, +

tricial, como

W'y, = 55 Wi [p], = - (9
com .

W} = {wy, vy, wg, Wy, wg, Wy, Wy}

onde w, = 0, condigdo imposta no céalculo da
-5 -1 0 o o o 0
4 0 -1 0 o 0 0
-1 +1 0 ~7 0 0 0
Ple=l 0o 0o +1 o -1 0o "o
0 0 0 +1 0 -1 +1
0 0 0 0 +1 0 -4
0 0 o 0 0 +1 +3

4w2

sz

1w2

0w2

0w2

0w2

1

0w2/+

gue mostra nitidamente que podem ser expressas ha

st

1w3

0w3

1w3

Ows

0w3

Ows

+ 0w4

+ 0w4

+ 1w4

+ 0w4

- 1w4

+ 0w4

+ 0w4

+

-+

0w5

0w5

0w5

1w5

0w5

1w5

st

+ 0w6 + 0w7)

+

0w6

Ows

0w6

1w6

0w6

4w6

+ aw?)

+ Ow?)

+ 0w,)

7

+ Ow

+ 3w

forma ma

(3.28])

(3.29)

anergia, e

(3.30)
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Analogament s expressdes das segundas derivadas para es

tl i

3
ses pontos codem ser escritas como, veja item 2.3.3.1la:

(w"), = ;% (Tw, = 2w, + lw, + 0w, + Ou, + Ows + Ow,)
(w")2 = ;% (lwl - fu, * lug + Ouw, + 0w5 + 0w6‘+ 0w7)
(w") 5 = :% (0w, + 1wy, = 20z + lu, + Oug + Oug + Ou,)
(w")4 = i% (0w1 + 0wy + 1w3 - 2w4 + 1w5 + 0w6 + Ow?}
{w")s = é; (0w1 + 0w, + Owg + lv, - 2wg + Iug + Ow?)
(wh) e = ;% (Ow, + Owy + 0w, + 0w42+ lug = 2wg + Iuw,)
(w" ., = f%-(awl t 0w, t Oug + Ow, + lug ~ 2w, + Iw?)

ou na forma mTatricial como

"}, = ;‘-‘2- w). [z, 1,

-

Com isso, a sxoressdo de Mx'e

v} =k. ") {”}'[me]a (3.31)

com
{w} a mesma (3.29}), e

+1 41 0 0 0 0 0
-2 =2  +1 0 0 0 0
‘+1 +1 -2 +1 0 o 0
Poola =01 0 0 41 -2 41 0 0 (3.32)
I 0 0 0 +1 -2 +1 +1
0 0 0 0 +1 -2 -2
L 0 0 0 0 0 +1 41|
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3.3.3.2 - Formulagdo com PI-4, sem condicionamento algum ex
plicito quanto 3@ rotagdo no engastamento

Também nesta formulagdo a (nica condigdo de contor
no € a que jad foi imposta no calculo da energia.

Seguindo & mesma linha de desenvolvimento que a
formulacao énterior, agora utilizando-se de expressoes em
diferengas finitas provenientes de PI-4 (item 2.3.3.2a), v
-se que as expressces de w' para todos os pontocs desejados

podem ser escritas matricialmente como:

1
I _—
{w Yo = 737 ) [Px]B (3.33)
com
{w} a mesma (3.28), e
-25 -3 +1 0 0 0 g
+48 -10 -8 +1 0 0 ¢
~36 +18 0 -8 +1 -1 +3
(Polg = {426 -6 48 0 +6  -16 -16| (3-34)
-3 +1 -1 +8 0 ~18 +36
0 0 0 -1 +8 +10 -48
0 o o 0 -1 +3 +25
E a expressao matricial para os w" como
fwry, = = (). [P ]
B 1212 xx- B
e consequentemente, a expressao de Mé como
1
= . . 3.35
{M:C}B X py- {w} [Pm]B t )

com

{w} a mesma (3.29}, e



435 +11 -1 0 0 0 0
+104 =20 +16 -1 0 0 0
+114 +6 -30 +16 -1 -1 +11 |
(Poele™ |56 w2 416 -30 416 +¢ -5 |L3-38)
l+11 -1 -1 +16 -30  +6 +114
0 0 0 -1 +16 -20 -104
0 0 0 0 -1 +11  +35

3.3.3.3 - Formulagdo com PI-2, impondo rotagdo nula no en
gastamento

Nesta formulagdo as expressdes em diferengas fini
tas & serem utilizadss, pararexprimir as primeiras e segun
das derivadas necessarias aos cdlculos da rotagaa e momen
to, sdo agquelas ja& wutilizadas no item 3.3.3.1, a mends
das derivadas no ponto que pertence ao engastamento, ‘nﬁ
de agora deve-se levar em consideragao a imposigac de
rotagaoc nula. |

Da imposi¢50 de rotagao nula

1 -
(v )e=n+1:7 =0

e usando expressao simétrica de diferenga finita (e portan :

to um panto ficticio) tem-se

Com 1sso, as expressoes das derivadas no ponto que pertence

ao engastamento serac agora

(w')7 =0
("), = hig (20,4)

{expressoes estas ja definidas no item 2.3.3.1b).
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Porianto, a expressao da rotagéo na notagdo

cial &

W'y, = 55 Wizl

com

{w} a mesma (3.291, e

2y = o o 4 0 -1 0

0 0 0 0 0 +1

E a expressao de Mx

. _ 1 ’
{Mx}v," K. oy {w}.[.me]Y

com

{w} a mesma (3.29), e

+1 +1 0 0 7] 0

+1 +1 -2 +1 g 0
[Pxx]T = o 0  +1 -2 41 0
0 0 0  +1 -2 41

matri

(3.37]

(3.38)

(3.391

(3.40)
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3.3.3.4 - Formulagao com PI-4, impondo’rotag&o nula no en
gastamento

Ana_cgamente ao caso anterior, as dnicas expres
s6es em diferengas finitas de derivadas que diferem das da
formulagaoc czm o mesma polindmio interpolador expressas
em 3.3.3.2, c30 aquelas afetadas pela imposigac de rotagao
nula no engastamentoc. Essas saoc as Ja definidas no item
2.3.3.2b, oncde svitaram-se pontos ficticios.

Com isso, a expressaoc de rotagao na notagac matri

cial é:
lw'ly = g% {w}.[Px]§ (3.41)

cam

{w} a mesma (3.29), e

r -

[-75 -9 +3 0 0 0 0

i+144 -30 -24  +3 0 0 0

. =108 +54 0 -24  +3 7, 0
[P] = ?+48 -18  +24 0 -84 42 o | (3-42)

%-9 +3 -3 +24 0 -18 0

i 0 0 0 -3 +24 -18 0

i 0 0 0 0 -3 0 0

E a expressa: ce Mm

(v Y = & 3;;2 wh. [P, .1 (3.43)

com

{w} a mesma (3.29), e



[Pxx] § ~

+105
-312
+342
-168

+33

+33

+18

+12

+48
-30

+48

+54

=108

(3.44)
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3.4 - APROXIMAGAO VARIACIONAL COM POLINOMIOS INTERPOLADORES
LAGRANGEANOS E HERMITIANOS DO SEGUNDO E DO QUARTO
GRAU, SOBRE NODULACAO "DUAL"

Danzo prosseguimento aos ensaios pretendidos nests
capitulo, dizcretizam-s= agora os mesmaos célculos do reser
vatdrio padrZo que os do item anterior, inclusive com o0 mes
mo processo. Estas diferinda daquelas quanto a nodulagac e
tipos de engastamento impostos, tanto na discretizagao do
calculo do funcional como também na reimposigaa de ro
tagdo nula nzs aproximagbes do <calculo dos esforgos e T0
tagbes. Nes-as impdem-se a condigdo de que os deslocamentos
dos pontos gue pertencem ao engastamentn‘e dos pontos adja
centes a eles sejam nulos (isto €, W, g SW, TW =0), a
qual ja foi Zenominada de condigado de Stiefengaste.

A n-dulagaoc aqui admitida, a fim de compatibilizar
com a que se pretende utilizar no capitulo seguinte, & aque
la =stabelecida pelos nos de uma rede de malhas quadradas?
locada na es=rutura de modo a obter uma linha de nds h/2 aci
ma do coroamsnto e,consesquentemente (devido kA = H/n} uma 1i
nha de nds #/2 abaixo do engastamento. A figura 3.6 ilus
tra bem essa nodulagéo.

| Nat_ralmente,agui naoc tem sentido chamar essa nodu
lagdo de dua-, uma vez que nao se utiliza agui tal conceito.
Porém, denominou-se assim para compatibiliza-la com o no
me dado 3 naodulagdo utilizada na discretizagao desenvol
vida no itex 4.4 pols, essa discretizagao & utilizada cg
mo avaliadcra, quanta a praecisdo, da desenvolvida naque
le capitulao. '

Ana.ogamente ao item anterior, adotam-se comoc ng
menclatura c= seguintes indices, para as expressoes das Tro
tagoes e momsntos obtidas pelas apraximagoes aqui desenvol
vidas.

a, > para as aproximagdes com PI-2 e PI-4, res

pectivamente. Ambas sem condicionamento al

gum explicito quanto & rotagdoc no engasta
mento.



__H_T
! ;“II'-; P A.l.'Oﬂ de Influ@ncia
. CwmEl 7 .
5 244 x _
i X
i \ i‘d/é < - -.h S £
[ 2%, 7 1
i+l 5.‘1, h Zisy
77 e \
(A N
n+) LIS e-1 h Znay e : Z7
\ e \

t
n+e e

) ib)

Figura 3.6 - a) Esquema da Nodulagao "Dual”. : .
b) Carga externa, onde Z, = a carga até aquela

linha.

e, d para as aproximagdes com PI-2 e PI-4, res
pectivamente. Ambas com a imposigao de ro

tagdo nula no engastamento.

3.4.1 - Formulagao Variacional e Discretizagdo do Problema

A formulagdo variacional do problema & a mesma da
do item 3.3.1, pois a estrutura e a carga que atuz sobre gla
sdc as mesmas. Quanto & discretizagado, esta evidantemente
& diferente da do item 3.3.2, pois a nodulagao e o tipo . de
engastamento agui admitidos sdo diferentes daguelss. Dian
te da simetria axial, basta desenvolver a discretizagao da
expressaoc 3.17 para uma geratriz qualquer. Estabelece - se
uma rede de malhas quadradas {nodulagaoc "dual”) de abertura
# definida como a (3.20). Analogamente ao item 3.3.2, as
derivadas das (3.18a-c)] sdo aproximadas mediante expressoes

em diferengas finitas de derivadas provenientes do empregu
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de PI-2, entre os nos dessa rede, E as condigoes de contor
no a serem impoestas sag, nesta, as de Stiefengasts.
A segulr descrevem-se todos os passos dessa discre

tizagao.

3.4.1.1 - Condigao de contorno

As condigoes de contorno a serem admitidas sdo as
de Stiefengaste. Isto &, admitem-se

w, =0, w_ = % (w +w_ ) e w

2 ot o1 = 0 (3.45a-c)

r
e
onde os pontos e, e-~1 e e+l sao respectivamente, os pontos
sobre o engastamento, o ponto n+1 e o ponto ficticio n+2 lo
calizado k/2 abaixo do engastamento,a fim de manter a dis
tancia % entre os nos da rede (figura 3.8). Nada se 1impdem
na borda livre por motives j& jJjustificados no item 3.3.,2.1,
Analogamente a esse item, aproxima-se a derivada u' median
te emprego de PI-2,a fim de manter o mesmo polinomio utili
zado na discretizagédo do cdlculo da energia,

Com isso, a condigd3o (3.45c) escreve-se, utilizan

do express3o simétrica (veja expressao 2,19b)

1
' = - =
Yo = F0h7ZT Pews T Ve-z) T O
gque combinado com as condigoes (3.45a~b), tem-se

w - w = 0. (3.486)
e—-1

Note-se que, devido & peculiar colocagaoc dos nds, wé foil

aproximada com malha %/2.

3.4.1.2 - Aproximag¢do do calculo da energia

As grandezas Ik (3.18a-c)] sao agora aproximadas co
mo se fizeram no item 3.3.2.2, calculando-se a energia nos
diversos "elementos” i1lustrados na figura 3.6, resultando,

evidentemente, as mesmas expressoes aproximadas (3.23a-c).
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S6 que com essas aproximagées s, sempre vale h2,

As expressoes aproximades para as derivadas w" nos
pontos 7=2,8,...,n sao as provenientes do emprego de PI-2,
que se encontram tabeladas no item 2.3.3.lc onde também es
tao expressas aquelas afetadas pelas condigdes de contorno
(3.45c e 3.48). A expressac aproximada para a derivada w’
no ponto Z=n+1 & também proveniente do emprego de PI-2, po
rem ndo aquela sxpressa naquelé item (2.3.3.1c] e sim esﬁq

que se deduz a seguir:

. b Fix)
Fix)=gx+bx +¢
fﬂ
n nrt "} 4 n+2 ;
h2 | onrz
T
h h

As condigfes de contorno sao: }
Fpe1 = Fe = Fpap = 0

Com issc, tem-se que, utilizando os pontos n, n+l e n+2:

a:#fn, b:ﬁ;(-fn) e ¢=0.
Portanto
fr(z) = 2a = w" = (F,).
h
0 motivo de se utilizar essa expressdo de w" & o de ameni

zar um pouco a forte imposigao de engastamento, conseguida
pelas condigoes de contorno de Stiefengaste.
Com isso, utilizando o ponto ficticio 1 e portan

to empregando-se apenas expressoes simétricas de derivaedas,
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as Ik sao escritas como:

n
II = Jﬂ% kA L w,
2R m=
3 n-1
I2 = *Eég ( & Cwm - 2wm - w +1)2 +
24h° m=2 - m - (3.47a-c)
2 2
tlw, _, - 20" +w )
n
I, = - h2 I Zw
3 m
m=2

3.4.1.3 - Sistema de eguagoes minimizantes

A condigdo (3.19) para este caso escreve-se como a

(3.25):
811 s 312 _ 3I3
- e >
o, Bwi awi
agora, para tz2,3,...,n.
Desenvolvendo parceladamente as minimizagdes das
Ik tem-se:
a) Minimizacao da I,
BI1 -,
awl
3I1
gw—:-_-szw-, ?:=2,3,..._,ﬂ
1
b) Minimizac¢do da I,
9Ty |
5)‘3’-— B(2w1—4w2+2w3)
°12 2w )
Frrodi B(—4w1-+10w2-8w3-+ W,

2
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oI
2 - -
30, B(Zwi_zl Buw._, +12w, 8w, . taw. .),
1=3,4,...,n-2
5 = B(an_g-awn_z-flzwn_l-—8wn)
S n=1
oI, S '
-s-b-a- = B(2wn__2 —8wn_1 +12wn)
cl Minimizacao da I,
BIs _
o, - 7
1
oI
- 2 .
55% == 02, , i=2,3,...,n
T

onde as constantes 4 e B introduzidas valem

_ Edn? _ Ed?
455 B=3
4R 24h
(as mesmas do item 3.3.2.3), :
Como na discretizagdo anterior, agfupando eééés

Ik minimizadas obt&m-se o sistema de squagoes minimizantes
que, resolvendo-o fornecem os n w incagnitos. Pelas mesmas
Justificativas expressas nessa outra discretizagao, apresen
ta-se agui somente o sistema de equagdes basico, que neste

caso €& parz 5 subdivisdes da altura H do ressrvatdrig.

= . [ 3 (9
2B -43 2B 0 0 v, F,

~e3 T -sB 23 w,! |F,
25 -8 4% _gp 2B | - Juw p =P, (3.48)
0 23 -85 0% -ep v, F,
0 0 28 -gp 47 vs| s




onze
P, = - ;—j- = ~¢-1%z,) = w2,

mas para estz caso

21 = 0

2y = % Yo"

Z3 = % Yah

24 = % Yah

25 = % Yah

U= podem ser escritas genericamente como
g

ZI =0
_ (27-3)
Z; = 2 Yah

Portanto as Fi podem ser escritas como:

FI = 0
(3.49a-b)
_ (22-3) 3 .
F?:#_-Z._H_.Yah > 1«32,3,.--,‘”-

b

A seguir discretiza -se o calculoc .das rotagdes e

momentos com essa nova nodulagao.

3.4.2 - Expressdes e Calculo das Rotagdes, Momentos e For
¢as Normais '

Os calculos dos esforgos e rotagdes a serem discrs
tizados com essa nova nodulagao sdc os mesmos do item 3.3.3
{(rotagbes ¥ e momentosM ). Desenvolvem-se, aqui, também as
mesmas quatro aproximagges para ¥ e Mm (com PI-2 s PI-4 sem
condicionamento algum explicito a rotagao no engastamento e
com PI-2 e PI-4 com a imposicdo de rotagadoc nula no engas

tamente). As (nicas diferengas existentes entre essas
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aproximagdes sao: a nodulagdo 8 a imposigadoc de rotagdo nula.
Por isso escrevem-se matricialmente as expressoes de § e Mx

com essas aproximagoes, de uma forma bem resumida.

3.4.2.1 - Formulagao com PI-2, sem condicionamento algum ex
plicito 3@ rotagdo no engastamento

Rota¢oes:

1

W', = 5 Wh b1,

onde
{w} = {wl, Wy Wgy Wy, Wy, Wg, W, = 0}
[bx]a = [pm]a do item 3.3.3.1
ObServagﬁo: Note-se que por mals gue nao se condicions a
rotagao nojengastamento esta @ forgosamente nu
la, pols se admitiu w, = w, = 0 (= w8).
Momentos:
_-_-. n
{Mx}a /K {w }a
onde
1
” - =
W, = 55 Wh (g,
Prply = [p,,], do item 3.3.3.1
Observagao: Note-se que, para as derivadas {»"}, as condi

goes esssnciais w, = wg = 0 nao foram conside

radas,por nac se ter querido considerar o e

(=]

gastamento. Em consequéncia disto & de se ss
tar utilizando PI-2, com expressoes assimetri

cas nas bordas, resulta

Ambos resultados sac evidentemente méas aproxi
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magoes, Ccom graves consequéncias quanto a
(mx)?, fortemente sub-estimado (acresce que o
nd 7 estd afastado da borda, "onde nada se

caleulal.

3.4.2.2 - Formulagao com PI-4, sem condicionamento algum ex
plicito a rotagdo no engastamento

Rotagoes:

{w'}, = T%F {w}.[px]b

onde
{w} 1gual do item 3.4.2.1
[bx]b - [px}B do item 3.3.3.2
Momentos:
{Mé}b = K {w"}b
onde

1 — 1
{w"}y = ppvy: whip, 1,

[Poplpy = [Poplg do item 3.3.3.2

Valem aquil observagoes analogas a do item
3.4.2.1.

3.4.2.3 -~ Formulagao com PI-2, imponto a condigao de Stie
fengaste

Nesta formulagdo, as diferengas finitas a serem uti
lizadas sao as mesmas do item 3.3.3.3 a menos, para os pogt

tos proximos ao sngastamento que sac (veja item 2.3.3.1cl.
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n n*ivhn+z

nr2 | hr2
1
h h
W', ==l (=~2u )
4 12h;
| 1
fw") i (+16w_) .
nt1 =l pp8 n

Com isso,as expressdes matriciais das rotagades

dos momentos sao:

Rotacoes:

' _ 1
{w }c = ;;; {w}.[pm]c

onde

I

{w} a mesma do item 3.4.2.1{
t‘

_ | -
-18 -6 0 0 0 0 0
+24 0 -6 0 0 0 0
-6 +6 0 -6 g 0 0
[?m]c 1o 0 +6 0 -6 0 0
0 0 0  +6 0 -8 0
0 0 0 0 -6 0 -4
0 0 0 0 0 +6 0
Momentos:
{M }c = K {wm}c
1 .
ft —
W, =~ wh [yl



3.4.2.4 - Formulagao

mesmas da it=m 3.3.2.4,

mos ao engastamento que sac (veja item 2.3.3.2c).

+12

-24

+12

fengaste

As diferenqas'finitas a serem utilizadas
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+12 0
-24 +12
+12 -84

0 +12

0 0

0 0

0 0

+12

-a24

+12

0 0
0 0
0 0
+12 0
~-24 +1&
+12 —-24
0 +12

com PI-4, impondo a condigdo

san as

salvo aquelas para os pontos préxi

(w')n+1
(w')
(w') _,
(w") .1
("),

(W™, 4

n-\ n n+i s n2
h/2 h/2
h h h.
=1 (14w - 140w_)
2200 n-1 7
- 1 - -
= 20 (30w, o, - 252w, _, 70w, )
1
Sy (35w, o, = 280w, _, + 280w, )
= 1 5 (~56w,_, + 700w )
220k n
1 Ld
= 2072 (-40w, _, + 58$wn_1 1080w )
1
= 5 (~8%w, o + 560w _, 1050wnf1

+ 560wn)
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Ccm isto, as expressoes das rotagdes e dos momen

tos na notez2o matricial sao:
Rotagao:

' - _d |
{w }d A {w}.[?x]d

onde
{w} a mesma do item 3.4.2.1
-:75 =105 +35 0 0 0 0
+1680 -~350 -280 +35 0 0 0
-2260 +630 0 -280  +35 0 0
[Px]d = | +580 -210 +280 0 -280 +30 0
-105 +35 -35 +280 0 -252 +14
5 0 0 ~35 +280 =70 ~140
% 0 0 0 0 0 0
Momentos:
-_ 114
{Mx}d = k{w"}d
1
{w"}, = w}.[p_]
d 420h2 | xx-d
onde
{w} a mesma do item 3.4.2.1 /
+1225 +385 -35 0 0 0 0
~3640 -700 +560 ~35 0 0 0
+3990 +210 -1050 +560 -35 0 0
(pyelg = | -1960 +140 2560 -1050 +560 a0 0
+285 -35 =35 +560 -1050 +588 56
0 0 0 ~-35 +560 -1050 =700
L0 0 0 0 0 0 0
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3.5 - APRESENTAGAO E ANKLISE DOS RESULTADOS

Oz resultados numéricos obtidos por meio das duas
discretizaj;Zss do calculo dos deslocamsntos v, das oito
aproximagosz= dos momentos M& e das rotagoes Y, como também
os resultac-s axatos destas trés grandezas w, M. ey sag ta
belados, de “orma a permitir facil comparag¢ao daquelas rasul
tados -~os a:rcximadoa-réom estes Ultimos -os exatos. Todos
0s resultados de cada ensaio (ists &, para cada subdivisao
da altura Z do reservatdrio)] sdo apresentados em cinco tabe
las a saber:

al Deslocamentos:}contém trés resultados. Os exa
tos, os aproximados com rede habitual e os aprg
ximados com rede dual.

b) Momentos: contém os resultados exatos e os re
sultados das quatro aproximacgées com rede habi
tual, ' '

c) Rotagoes: contém os resultados exatos e os re
sultados das quatrc aproximacdes com rede habi
tual,

d) Momentos: contém os resultados exatos e os rg
sultados das quatro aproximagdes com rede dual.

el Rotagoes: contém os resultados exatos e 0s re
sultados das quatro aproximagdes com rede dual.

Os resultados sédo tabelados para as seguintss sub
divisoes da altura H do reservatdriao: n=6,12,24,40,48, tan
to para apr:oximagdes com rede habitual como para rede dual,
estabeleciccs a priori. Obedece-se a uma sistemdtica de
subdivisao -a altura deo reservatorio, a fim de se poder ti
rar conclusZess mais precisas quanto 3 convergéncia dos re
sultados ap-roximados aos exatos. '

NaTturalmente, devido & utilizagdo do computador co
mo meio auxiliar de calculo numérico, resolveu-se calcular
os deslocamzntos, os momentos e as rotagoes também para ou
tras subdiv:isoes da altura do reservatdrio,para melhor ana

lisar as aproximagoes utilizadas. Por exemplo, a verificg
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gdo de até gue ponto a diminuigdo da abertura da malha (ha
bitual cu 2uall melhora os resultados obtidos por essas dis
cretizagdss, levando-se em consideragdo a precisdo do compu

tilizado {o HP21006). 0 ensaio cam n=40(h=H/n=1000mm

fol feitc por acha-lo interessante, uma vez que se obtém os

tador u

valores da:z grandezas estudadas,em pontos equidistantes de
um metrc. _ _

Oe todos esses resultados,apresentam-se somsnte
aqueles obtidos pela sistematica de subdivisado acima citada
até aquela subdivisdc em gque se obtém bons resultados, e de
alguns outros necessdrios para melhor esclarecer as anéll
888 NO gue tange a da?ihigéo da menor abertura da malha, pa
ra cada discretizagao. 0 esquema de numeragao utilizado pa
ra o tabelamento dos resultados esta ilustrado pela figura
3.7.

Ainda quanto & apresentagdo dos resultados, esvitou
~se a represzentagao grafica por nao seq/expressiva pe
la proximid=de dos valores a serem comparados, frustando a
visualizagao da convergéncia dos resultados aproximados ads
exatos, principalmente para aquela subdivisac da altura do
reservatoric em que se obtém bons resultados por esses pro
cessos aproximados. Por isso,mostram-se pelas figuras éﬁéﬂx
apenas as formas das fungoes deslocamento, momento e rota
gao do reservatdric padrdc adotado,sob a carga admitida nos
referidos ernsaios (isto €, © reservatdrio completamente
chelo de 3gual, a fim de ilustrar os seus comportamentos. -

Pzra o desenvolvimento das analises das discretiza
goes dessas treés grandszas estudadas, resolveu-se analisar
primeiramsnte os resultados oriundos das aproximagoes do
calculo do =sforgo Mm' Em seguida,analisar os resultados
obtidos com as aproximagoes do cdlculo da rotagao ¢. Isto
tudo primeiramente para as aproximagdes com rede habitual e
posteriormenie para as aproximagdes com rede dual. E final
mente analli:zar os deslocamentos obtidos com as duas discre
tizagoes; uma com rede habitual e outra com rede dual.

Analisaram-se por Ultimo as discretizagoes do cal
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culo dos deslocamentos pois, para o dimenslonamento de-
uma estruiura, o conhecimento preciso dessa grandeza tna
maioria das vezes) & seacundaria.

Por outro lado, a analise das discretizacgdes da
expressao do deslocamento € ponto importante deste capi
tulo, pois ela servira de base para se poder tirar algu
mas conclusdes a respeito das discretizacgdes dessa grdndeza,

desenvolvidas no capitulo 4.

3.5.1 - Momentos M, Aproximados com Rede Habitual

Com o objetivo de melhor explicitar as analises dos
!

valores de Mx,obtidos por meio das qguatro laproximagées
(a, B, Y e 8§) com varios tamanhos de malhas, resolveu-se de
sefvolver e ascrever essas analises para cada ensaio feito.
Isto &, para cada apresentagdo dos resultados obtidos com
um tamanho d= malha, escreveram-se a seguir as analises e
algumas conclusdes desses resultados.

Essas analises foram feitas baseadas em erros rela

tivos, calculados pelas seguintes expressdes (veja DEBS,
19761).
v, 1-17,1
EFr = —m—————— se Ve e Va tiverem o
max v _| )
e mesmo sinal ou,
lv,_v,I |
Fr © ————— s8 Ve =] Va tiverem si
|max Ve[ nails diferentes,

onhde

Ve € o valor exato (o calculado anali

ticamentel,

Va € o valor aproximado e,

max v, € o maximo valor exato que apa

rece tabelado.

Com isso, para valores Va com Er > 0 tem-se erras por falta,
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Figura 3,7 - Esquema de numeragdo utilizado para o tabela

mento dos resultados dos ensaias
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com Er < { erros por excesso,

E procedeu

-s8 por part=s, 1isto &, analisou-se os Mx positivos indepen

dentementz dos Mm negativos.

]

U]
tn
0
o
w
m
X

1
"4
n
i

ehbjetivo de se ter adotado erros calculados por

=0es, € o de evitar que se dé muita importancia

res pequenos das grandezas consideradas.

to por partes & ode ponderar esses erros,

s0, 0 maz V
Pr-d

=

~s de erros grandes, quando estas
E o

isto

afetam valg
do procedimen

porque, no ca

negativo & muito maior que o maz V, positivo.

ENSAIC CE AFERICAC PARA N= & - REDE HARITUAL

PCNTC
2

'Y
&
B8

10

12

14

ANALITICC
«000
€C.786
10€.572
EEZ.050

371.763

€1.530
=1345,E17

¥MOPENTGC MX
AP LALFA AP HETA
10.845 -10.529
10.845 5.885
86.781 281.821
222.239 223.27%
345.220 371.516
152.647 178.943
152.647 «329.185

AP, GAMA
10.845
10.845
B6.781

222.229 -

. 345.220
152,647
=100%5.0%5

" APLDELTA

~10.529
5.885
81.821
223.219
3T1.516
324.874
=1934.419

Com essa subdivisdo da altura H do reservatério [a

menor adotada: h=40000/6=56666.666 mmlinote que se obtem péssi

mos valoras zZ= Mx com gualquer uma das quatrao aproximagﬁes;

ENSAIC LS AFERICAC PARA A= 12 ~ REDE RABITUAL

PCNTC

Com

ANALITICC
« 000
4,370
EC.786
£2.825
1¢e.572
17E.4823
£€E.C50
328,318
371.762
3CE.860
1.830
-4S7,830
-13eS5,E17

FPCHFENTGC ¥X
AF L ALFA APLBETA
2,420 -e623
2.420 1,197
18.504 17.682
50,056 48,881
100.120 94.557
168,553 167.930
250.058 250.470
3264213 329.383
364,336 371.989
210,629 224,69}
eg, a2 110.295
~355.527 ~377.513
=35%,627 -1130.686

AP GANA
Re420
2420

18.904
50.056

100.120

168.953

250.058

326.213

364.336

3104629

Ba.laz
-399,627
-1255.020

il

AP,DELTA .

=817
1.197
17.682
48.480
$8.555
167.931
250.470
329.381
371.988
324.650
1106.295

~311.262 .

~105G.445

2s55a nova subdivisao da altura H do

reservato

rio (h=400006/1253333.333 mm) percebe-se que os valores de M£
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obtidos j& -2z sdo tao ruins. Notam-se os seguintes maxi

mos Er por 7z1lta @& por excesso, para cada aproximagao:

APROXI M, My
MAGAD™ | FONTO | ags1TIVO PONTO | NEGATIVO
o 114 ou 16 +3.2% 26 +70. 4%
22 ~7.2% — —_
8 12 +2, 8% 26 +16,0%
22 -13.1% —_— —
14 ou 16 3.2% 26 +7.0%
Y 22 -7.2% —_ —_—
s 12 +2.8% 24 +10.9%
22 -13.1% . 26 ~37.8%

Além disso, obssrve-se que sg ohtém péssimds valores de Mm,

nos pontos 2 e 4, por gualquer uma das quatro aproximagoes.

Isto, naturalmente, verificando -o0os por meio ds erros
absolutos

Vv, - V7

e a

(Ea = 7 ).
e
Diz-o, conclue-se, de maneira geral e baseado 50

mente nessses resultados, que a aproximagédo Y € a que apr3 

senta melhor=s valores de Mx' Em seguida vem a aproximagao
B, posteriormente a § e por Ultimo a8 aproximagao ¢« (isto,
evitando-se jualgquer tipo de corregao, principalmente nos
valores de ¥_ no engastamentol.

Cor a nova subdivisdo da altura H do reservatério
(h=40000/2¢=Z2666.666 mm), percebe-se que os resultados mg
lhoraram sensivelmente em todas as aproximagoes em todos os
pontos. Verificam-se, analogamente 3 analise anterior, os
seguintes mixiros Er por falta e por excesso, para cada apro

ximagao:
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ENSAIC CE "AFERICAC PARA A= P4 = REDE HARITUAL

PCNTC ¥ CMENTDO WX )
ANBLITICC APLALFA AP.BETA AP,GAMA APLDELTA
2 «0C0 2595 - 496 «595 -, h96
“ «GRE +«59% <370 «595 2370
& 4,370 4,161 3.937 4,16] 2,938
g 1a.7¢8 10.428 10.130 18.428 10.129
1¢ £0.786 20.265 19.91% 20,265 19.91¢9
12 24,5890 J4.246 33,465 35,2486 33.868
s .53,&25 .52.845 ) 524345 h2.H0% 52,394
1¢ TT.E51 T6.302 75.882 T64302 T5.880
1e 1C&.572 104,848 104 .443 V4,848 104,441
20 147,250 138,.2&8 137.913 138.268 137.911
2Z 17%,482 179.948 175,684 175,948 175.647
25 el5.687 215,719 216.673 216779 216.670
2% £tz.050 258.897 259.017 258.897 259.019
28 2LZ.868 259.587 300.02¢& 299.597 300.024
30 . 338,215 235.172 336.010 335.172 336.000
a2 363,262 360.£63 362.022 360.6613 A62.018
34 271.763 ‘369,857 371.856 369.857 371.854
a6 385.660 355,055 asr.ele 355.0685 357.812
38 acs.8599 397.139 310.780 307.139 310.781
&0 cll.74g 215.529 220.152 215.%529 - 220.148
42 €1.529 68.463 T4.136 YK T, 137
&% ~}57,358 -1l45.683 =139.93% -1l46.683 -139.536
Y] =-o57,821 ~442 ,B04% -435,030 -442.804 =-453%,039
&H -8E5].84%2 =032.220 824 b4k =-832.220 =793.277
56 =-1345,817 -832.220 =-1307.155 =1325.4990 =-1650.010
APROXI M M,
PONTO Y PONTO |.
MACAOQ POSITIVO NEGATIVOD
a 28 +0.,9% 50 +38% |
42 ~1.9% — —
g 24 +0.8% 50 +3.2%
42 ~3.4% —_— —_
28 +0.9% 50 +1.8%
v 42 -1.9% — —_
5 I 24 +0.8% 48 +4, 3%
L 42 -3.4% 50 ~22.2%
1

das

Note-se que os valores de M& obtidos, por qualquer uma

aproximagoes, nos pontos 2 e 4 analisados por meio de erros

absolutos, continuam péssimos. Donde conclue-se que a apro
ximagaédo y € a que continua apresentando os melhores valores
de Mm g, posteriormente a aproxima@éo B, vindo em seguida a
aproximacdo 8§ e finalmente a aproximagao a. Isto, natural
mente, comoc j& dito, sem se preocupar em corrigir o valor de

Mx no engastamento, principalmente nas aproximagoes a e §.
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ENSALC TE AFERICAC PARA Nm 40 « REDE HABITUAL

PONTC MaPFPEMTO ux
AMALITICC APLALFA AP.BETA APLGANMA APDELTA
2 +000 #1987 =342 197 -,333
4 2341 « 197 «1235 «197 «134
] 1.452 L.426 1.365 1.426 1.364
g 2.472 3.408 3.321 3.408 3.317
10 £€.533 6.488 6.312 6468 6.374
12 10.768 10.€65 10.55% 10.665 10.550
14 16,307 16.203 16,087 16.203 16.092
16 23.274 23.088 22.957 23.088 22.5523
18 31.783 31.5€63 J1.434 3l.563 31.430
20 41.938 41.653 414514 41.8652 41.519
22 £2,825 S3.444 53.292 S3.444 53.2689
2n £71.51¢0 67.056 66.904 67.056 bn.902
2¢& g3.029 B2,461 82.306 82.461 82.301
28 10¢.384 99.684 99.537 S5G.684 99.531 .
30 116,535 118.745 118.616 118.745 118.602
32 - 16¢.390C 139.453 139.308 139.453 139.317
24 1€2.754% 161.819 161.725 161.419 161.T17
36 18€.52¢ 185,394 185.306 185.39% 185.255
3g 211.2¢82 210.139 210.087 210.139 210.0%0
40 £36.610 2354430 235.409 235.430 T 235.415
42 262.050 260.843 260.884 260.H443 260,879
A 2EE.T4T 28S. T4 285.856 285.740 - 285,854
L1 210,524 309,282 309.463 309.283 309.446
48 231.87117 330.M715 330.995 330.715 331.009
5¢ 345.914 348.7%1 349,158 348.791 Is5.161
s2 - 3e3.352 3624284 T 362.876 362.384 362.876
S 370.883 370.013 370.646 370.013 370.641
56 3T0.T74 370.140 370.924 AT0.146 370.919
58 381.261 360.896 361.836 360.489¢6 361.8239
&0 240.348 340,360 341 .487 340.360 341.479
&2 305.860 306.339 307.661 306.339 30T.£61
L1 2554442 2564421 257.945 256.421 257.547
[-1:} lee.5ee 188.198 189,952 188.1%8 189.936
&8 Sk.E59% $B.563 100.939% 98.963 100.942
70 -17.07¢ =13.554 ~11.789 ~13.994 =311.782

12 -187.357 ~153.4€4 ~151.023 =153.464 =151 .025
s =327.073 =322.213 =319.547 =322.213 =319.549
76 ~EZE.789 -522.950 =520.07¢ -522.950 =520407%
78 -16%5.058 -758.191 =755.125 ~758.191 =-75%.125
-1 -1¢38.122 ~1030.225 -1027.158 -1030.225% =1000.670
ez -1345,.817 ~1030.225 -1335.983 =1340.907 «1539.356

Cor esse tamanho de malha (h=40000/40=1000 mm) ob
tém-se os sezuintes maximos Er por falta & por excesso, pa

ra cada aprcximagao:
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APROXI | . My My
magAo~ | TONTO | postTrve | PONTO | NegaTIvo
. 136 a 52| +0.3% 82 +23.6

68 ~0.6% — —_—
g 35 a 42 0. 3% 82 1.0%
68 1.2% — —
36 a 52 +0. 3% 82 +0.6
Y 68 -0.6% — —
5 36 a 42 0.3% 80 +2.29%
68 1.2% 82 | -14.03

Da tabela de rssultados vé-se gue os piores valores de Mx .
analisados por meio de srros absolutos s&o os nos pontos 68
e 70 (excluindo-se os valores no engastamento & nos pontos
2 2 3. Note-se que esses pontos sdo aqueles que se situam
onde ocorre a mudanga de sinal de Mx' _
Mediante essas analises, conclue-se que os valores
de Mx obtides por esse ensaio sdo bem melhores que os obti
dos pelo ensaio anterior, e gue a melhor aproximagao conti
nua sendo a Y vindo em seguida a B, a § e a o, nessa ordem

(a mesma observada nos ensaios anteriores).
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ENSAIC CE AFERICAC PARA A3 48 = REDE WABITULAL

PONTC P oMENTQ [od ]
ARALITICC AFLALFA AP.BETA AP GANMA APJDELTA
=000 160 - 040 ° 160 -.043
4 o224 2160 «108 «160 109
[ 588 522 «872 922 869
8 24340 2.298 2.248 2.298 2.248
10 4,370 4.282 4.219 4.282 4.220
12 T.1%3 7.036 6.968 7.036 Ga963
14 10.768 10,643 10.56% 10,643 10,575
1€ 15,288 -15.106 15.018 15.106 15.012
18 ’ 20-786 20.&13 i 20-53‘. 20-(‘13 '2005]’0
20 £7.229 27.086 26.987 27.088 264993
22 35,980 34.€89 34.5%6 34 .689 34.554
24 43,797 43.428 43,232 43,428 43.318
26 $1,825 $3.421 53,324 53.421 53.314
28 £5,1102 b44018 64.5186 b4.618 64,512
30 77.£651 17.078 T6.958 T7.078 7649721
32 Sl.478 90.%03 90,808 90,903 80.800
34 1C6.572 105.8712 105.762 le5.872 105.758
3s 122,896 1224177 122,085 122.177 122.089
38 140.350 139.572 139.474 139.572 139,479
A0 158.9¢1 158,102 158.037 158,102 158.021
o2 178.483 177.475 177.393 177.475 177.369
&4 158.78% 197 .845 197,813 197,845 1497.78%
48 2154667 218.683 218.8657 218.6R3 - 2184631
2 €40.85% 239.841 23v.827 239.841 239.840
50 262,050 Z26l.072 261.115 261.072 261.060
52 £82,856 e8l.89) 281.950 281.8%1 2681.954
54 anz2.ee? 301.513 302.02% 301.913 302.025
S& 321.545 329.620 320.807 320.6306 320.815 -
58 | 33E.315 337 .45% 337.648 337.454 J37.6172
&4 352.513 351.709% 351.992 asl.7ey 351.%75
62 362.392 362.668 Js3.002 362.668 363.025
64 270,117 369.434 369,840 369434 369,654
&6 371763 371.237 371.743 371.237 IT1.759
&8 3€7.313 366.898 367.482 - 366.894 367.482
70 356,61 J55.444 AS56H.1a8 355.454 . I5uel40
72 335.605 335.4¢&0 336.475 335,660 J36.471
T4 205.860 306.1€6 307.082 306.160 307.088
76 ZES.057 265.655 266,734 265,695 266,730
Te £11.750 212.755 213.914 212.755 213.906
as 144,429 145,871 147.163 145,871 147.175
a2 &l.532 63.423 64,853 63.423 644841
&4 =-38.539 =36.150 «34.583 =36.1%0 =34,589

g6 =157.255 ~154.463 -152.762 ~154.463 =152.765
-1 -256.627 ~293.172 =291.352 =2913.172 -291.353
50 -45T.R28 ~453.763 -451.811 -453.763 =4%1.807
s2 =Ehg 454 =-637.750 ~63%.724 ~637.7940 =535.724
9% =88] .890 ~845.608 844,440 -846.608 B4 . 439
96 =~1087,345 =1081.440 =1079.272 =1081.440 =-1063,889
58 =1345,817 =108].440 ~1340.119 -1343.305 «1509.341

Observe-se que os resultados oriundos das quatro
aproximagoes de Mx' com essa nova subdivisdo da altura H do
reservatorio (h=40000/48=833.333 mm) sao, de modo geral,
bastante precisos. 0Os maximos EFr por falta e por EXCcesso

gque elas apresentam sao:
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APROX - M | )
= x
macAo | FONTO F post¥rva | PONTO | weea¥rva
ca ', = o
o 38 a 60 +0,2% | 98 +19.9%
82 ~0. 5% — —
8 34 a 54 +0. 2% 98 +0.7%
82 ~0.9% || — —
38 a 60 +0.2% 98 +0. 5%
Y 82 -0.5% — —
5 34 a 54 +0.2% 96 +1.7%
82 ~0.9% 98 -11. 8%

Continua - s2 observando, caomo J& era esperado mediante os
resultados dos ensaios anteriores, que os piores valares de
M, obtidos por qualquer uma das quatro aproximaq&es;séo nos
pontos que se situam no coroamento e prdximos a ele. Como
também & aproximagdo o continua dando péssimo valor de Mx
no engastamanto.

A partir desta subdivisaoc da altura H do reservato
rio, verificou-se que os resultados obtidos por essas qua
tro aproximagdes melhoraram muito pouco, principalmente com
as aproximagoes y e B (as duas melhores). Percebe - se
também . qu=2 os resultados oriundos dessas quatro aproxima
¢OBs comegaram a oscilar fornecendo resultados entre Stimos
e bons, a pertir de um certoc tamanho de malha. Constatou-
se que os resultados provenientes das aproximagdes y e B.cg
mecaram a oscilar a partir%da subdivisde n=52, enquanto que
com a aproximagao 6 os resultados comegaram a oscilar a par

'

tir da subdivisao n=64 e com a aproximagdo a a partir! da
subdivisac n=68. Isto, analisando sempre o valor de Mm no
engastaments por ser, no caso, o mais significativo.
Desta andlise conclue-se qgue:
Cs erros oriundos das expressoes em diferengas
finitas aqui empregadas,sao minimos ao se atingir um tama
nho ideal dz malha. '

. A partir desse tamanho de malha, as !oscilagfes
1



- 129 -

se devem mals aos erros cometidos no processamento dos . cal
culos pelo computador, principalmente com valores que sao
dizimas (vejas, por exemplo, o5 valorss de #A). Note-se tam

bém que a medida gque se refina a malha, aumenta-se a quanti
daZe de cdlculos o gue acarr2ta para o processo erros de
truncamento. A aproximagaoc ¥, obtidz com o emprego de PI-2
com'imposigéa de rotagdc nula no enzastamento, € a que apre
senta resultados mals preciseos para Mm'

A fim de esclarecer melhor o gue se disse acima,
quanto as oscilagdes, apresentam-se a seguir os resultados
de mais trés ensaios (para n=52, §4 e 56). Note-se que no
ensaio para n=94, o0s resultados apresantados pela apfcximg
¢330 ¥ sado melhores que os correspondentes do ensaio’ com

n=48.
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ENS2]C BT AFERICAC PARA h= 52 = REDE HAEITUAL

PCANTC MOPENTO MX B
entLITICO APJALFA AP.BETA AP.GAMA  AP.DELTA
2 .000 .121 -0127 .121 -A.IZT
4 «168 : .21 <084 w121 “0as
& +B35 .778 .Y <778 . o T40
& 1.971 1.851 1.848 "1.891 - 1a846
10 2,669 3.538 3.489 3.538 3,404
12 £.589 S5.818 5.76% 5.818 . 54785
14 £.592 © 8.703 " B.628 ' B.T03 "' 8,630
1% 12.737 112,480 S 12.42% 12.480 12.428
18 17,283 16.891 16.81¢ 16.591 16,6814
20 ZZ.684 22.274 22.202 22.27s 22.204
2z Z8.994 28,468 28.374 28,468 208,389
2 36.260 35,683 35.618 35.643 25,599
2¢ . #4,525 43,785 43,657 43,785 43,695
ze 53,825 52.588 52.903 52.988 24891
30 £4.190 63.243 63,165 63.243 63,167
22 T5.6137 744493 74,397 144493 T4.380
34 €8.174 © B6.871 ' 864762 ‘Bb.871 ' B6.762
as 101.794 1100.463 11004401 100,463 '100.387
3e 1164475 11144926 114.835 1144936 "1ta.840
40 132.176 130.581 130.504 " 130.581 130.509
a2 148,834 167,128 '147.040 147.128 147,035
44 1£6.36% .164.599 164,542 164,599 164,523
as 184,856 182.843 182.747 182,843 18z.787
Az 203.564 201.689 201.65¢ 201.689 201.661
50 tZ2.514 220.976 220.952 220.976 220.948
sz Z42.494 240,553 240.553 2404553 240,548
S4 262050 260,055 260,072 260.055 260,091
56 281.288 279,320 279.388 2719.320 279.382
58 259.863 297.801 297.89% 297.801 297.857
&0 317.382 315.3236 315.440 315.336 315.469
&2 323,397 331.4S7T 331.655 331.497 331.679
64 347,402 345.529 345.754 345,529 45,739
5% 356,835 357.¢15 AST.2H2 157,015 357.277
55 367.066 365,336 365,727 365.396 365,723
70 271,404 369,823 370.198& 369,823 370,206
72 371.092 369,716 3T0.176 369.716 370.169
74 365,306 364,150 3b4.682 364,150 364,688
78 253,152 352.320 352.928 352.320 352.521
Te 333,678 333,173 333,472 333.173 337,853
&0 305.860 205.731 306.502  305.731 308.507 -
Y FeE.621 268,962 269.835 268,962 269,828
a4 £20.824% 221 ..66% 222.638 221.664 222.643
8t 161,289 162.£43 163,718 162.643 163.714
85 €8.792 90.729 91.910 90.729 91.908
95 Z.083 4,643 5.%49 4,663 5,957
52 ~100.104 -96.891 95,499 ~96.891 | =95,504
94 ~Z15.034 -215,142 -213.647 =~215.142 ‘=213,651
T -355,957 -351.326 -349,722 3514326 =349,725

SE =E12.078  =506.746 =-505.095 =506.746 =505.056
1sc ~£88,541 ~6E2.428 ~6B0.654 ~682.+438 =680.654
122 -:B&.396 -8479,524 -877.674 -879.936 =477.677
104 =1106.571 =1098.948 «109T.08%9 =1098.%948 =1082.911
106 =1349,827 -~1098.948 ~1338.815 ~134]1,452 -1494,.779
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ENSAIO CE AFERICAC PARA Na 54 = REDE HAH[TUAL

f
|

PONTC FOMENTO MX ) . e
ANALITICC ' APLALFA AP RETA AP.GAMA AP DELYA .,
2 «000 o104 -e295 «104 =281 |
4 o184 104 «077 «104 078 :
6 771 791 « 766 =791 +763
8 1.218 1.794 1.747 1.796 1.741
10 2,379 3407 3,365 3.407 3.363 :
12 5.509 5.530 S.4Ta 5.530 S.471 ;
1+ B.262 8.328 8.27¢ 8.328 8.271 :
16 11.e92 11.773 11.714 11,773 11.703 |
1k 15.849 15.550 15.885 15.950 15.883
20 20.786 20.550 20.892 20950 20.876 |
22 26.548 264657 264628 264697 264625
24 31.181 33.325 33.245 33,325 33.235 !
26 40.725 40.9€6 40.897 40.966 40.507
28 49.216 49,413 49.317 49,413 49,314 -
30 58,681 58.515 58.839 58.915 58,831 ;
32 €5.142 69.372 69,290 69,372 69.280 i
4 204613 80.e90 80.807 0,690 e0.817 f
ae 93,093 93,358 93,276 93,358 92,266 t
38 106.5712 106.857 1664791 1064857 106.760
A0 121.023 121.29% 121.23% 121.294 121.210 i
42 134,406 136.612 136,524 135.612 136,524 !
44 15z.458 153.02% 152,973 153.020 152,568 |
56 165,659 169,972 169.896 169.972 - 169.501 :
a8 187,422 187,700 187.659 187,700 187,633 ’
50 Z20S.656 2064077 2064055 206.077 206,055
52 224,360 224.698 224,652 224.698 224.%63 :
Sé 243.221 243,608 243.62¢ 243,608 243.616 i
S6 262,051 262,449 262.476 262,449 262,476
58 Ze0.585 281.069 281.139 281,069 281.129 ;
60 258,518 298.867 2984932 298.867 298,532
62 315.501 315.970 316.107 315.970 316.118 .
64 211,128 331.485 331.62¢0 331.485 331.636
66 344,985 345.308 345,491 345.308 345,522
68 356,548 356,757 356.97¢8 356.757 356,568 |
70 265,277 355,470 365.754 365.470 365.764 ;
72 2170.5€8 370.684 371.018 370,684 371.003
74 371763 371.559 372,391 371.959 372.380
76 e, 142 368.181 368,619 _ 36A.181 JEB.ELS
78 3I5¢.632 359.097 359.635 259,097 359,640 :
8o 343,201 343,620 344,000 343,420 34s,010 i
B2 2204361 320,645 321.358 3204645 321.350 i
as £8%.1172 289,401 290.152 289,401 290.154
86 48,748 249.141 249.997 249.141 250.000 )
88 158,052 198.592 199.540 198.592 199.535
90 1264012 13¢.705 137,740 136.705 137.740 ‘
92 €1.527 62.420 63,554 62,420 63,544
94 -26,527 =25,451 =24.229 =35,451 -24,226

LT -125,283 =127.997  =126.684 =127.997 -126.676
98 -247,068 ~246,366  =244,980 =2466.366 244,563
100 -382,389 -381.611 -380,10% ~381.611 380,111
102 -S3¢.916 ~534,854 -533.314 -534.894 =533.316
104 ~T05.456 -707.145 =7054,481 ~707.145 ~705.480
106 ~-301.535 ~399,35% -897.628 ~899,355  =897.625
108 =-1115.169 =~1112.310 =1110.581 =1112.310 <=1055.906
110 =1345,831  ~=1112.310 =1344.276 =1346.706 <=1494.713
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ENSAIC CE ZFERICAC PARA M= B6 = REDE HABITUAL

FOATE

2
'
]

[}
1c
i2
1%
l6
e
29
ce
2%
F4
2B
ag
az
3
36
kI
A
LY
ah
L1
&8
50
s
4
26
1]
£9
&g
&4
3]
11
70
Tz
Th
TE
Ta
20
B
s
11
PB
SC
52
G4
9%
g8
140
102
104
13¢&
1¢5
110
112
ile

ANALITICO
«000
<170
+ 115

l.682
l.123
€.G85
T.£17
16.76%
14,584
15.111
£4.392
204465
ar.ave
4%,154
€3,825%
63,414

712,635

8%,2%¢
§$7.793
111.112
1254325
144.3%0
156,247
172.817
150,00¢
£07.680
£25.703
£43.89%
Z2E2.050
€75.531
257.264
313,138
32%.003
342,665
254,286
263,352
365,844
A71.868
370,035
383,265
3S6.842
231.580
305,860
2t1.817
£cB.343
175.056
110,900
34,761
-55-332
-18743%7
-gTS .40l
~-405.450
~EEC.3T2
=-725.10%
-514.463
-1123.172
=1345,.827

MOFENTZO X
AP ALFA APLHETA
+112 =al4s
«112 =079
o664 631
1.832 1.597
3.037 20995
4.978 42930
T.455 T.400
10.573 10.514
14,355 14,305
18.758 18.737
24.057 23.996
30.057 29.9489
36.548 36.88%
44,686 45,611
53.254 53.162
62.867 624798
73,33% 73.255
84.812 84,731 -
97.161 97.083
110.507 1104432
124.713 124,650
139.717 139,667
155,493 155.431
172.066 172.010
185,213 189,165
206,821 206.768
2244515 224.922
243.009 242.996
26l.152 261.180
279,009 279.055
296.406 296,505
312.742 312.825
28,182 328,337
341.8717 342,038
353.451 .. 3%3.6488
Itg2.T62 J63.03¢
JeH.T69 369.057
371.298 AT1.654
JE9.466 369.870
362.812 363.300
350,529 351,066
331.746 33z.318
305.864 306.539
211.154 272.530
228,853 229.6%0
175.854 176.757
112.040 113,045
34.228 37.3023
=52.425 -51.262
=155,0£9 =153.81%
~-272.67% =271.35%2
~406.221 =404,816
=E56.654 «555.166
-~724.900 =T23.346
=911.746 ~910.134
~1117.956 ~1116.343
~1117.956 =134}1.917

AP ,GANA
112
112
N.1.1}

1.632
3.037
4,978
7.455
16.573
14,355
1#.798.
24,057
30.057
36,948
A4 586
53.254
62.867
73.335
B4.812
97.1561

110.507

124.7123

139.717

155,493

172.066

18%.213

206.821

224,915

243.009%

261.152

279.009

29644006

312742

328.182

341.877

353.491

362762

368.769

371.294

369.468

362.8)12

350.525

331.748

305.864

271194

228,85)

1754854

112.050

36.238
~52.425
~155.069
~272.679
~-406.221
“556,654
=724.900
~911.746
=1117.956
“1344.111

APLDELTA
=055
«078
629
1.596
2.993
44535
T+403
10.518
14,254
18.729
24.004
29.989
36,879
Mhab1l0
63,161
62.807
13.239
Ba,.,T23
97.4078
110.416
124.639
139,650
1955.421
172.016
18%9.,15%
206,768
224,888
243.002
261.180
279.083
296.511
312.754
328,354

424032

353,683
263.014
369,063
371.638
369.654
363.272
351.055
332.324
306.550
272.538
229.687
176.768
113,037

37.209
~51,262
~153.817
=271.347
=404,813
=555.172
-723.351
-910.133
~1103.176
=1486,749



- 133 -
3.5.2 - RotagOes ¢ Aproximadas com Rede Habitual

As analises dos resultados obtidos pelas guatro
aproximagdes (a, B, v e 8§} da rotagao ¥, foram feitas de ma
neira sucinta e global. Isto porque essa grandeza, geral
mente num dimensionamento, nao & tao importante comparada
com os ssfor;os, no caso com o momento Mx' Melhor explici
tande, apressntou-se primeiramente todas as anélises e pos
teriormente os resultados dos ensalics analisados. ‘

Essas analises foram feitas segundo o mesmo esqueg
ma de ensaios adotado para analise das aproximagdes de M.,
a fim de verificar os comportamentos dessas aproximaq&nsdag

tro desse esquema. Naturalmente naoc seria necessario ohede

cé-lo, pois as aproximagaés do cadlculec da grandeza ¥ iﬁdé
pendem das aproximagoes feitas pare o calculo da grandeza
M, Porém, note-se que o momento M pode ser obtida par

meio da rotagao Y, derivando-a uma vez e multiplicanda-a pe
la constante X. ,

0O critério seguido para analise desses resultados
foi o mesmo itilizado na analise de Mw’ porem num mesmo en
saioc evitowu-se a andlise por partes uma vez que, para este
caso, deixa de ser interessante. 0Os maximos Er por falta e

por excesso foram apresentados da seguinte forma:

(max Er + % , = %) e

(max Er + %) guando existe

somente maximo
Er por falta.

Feiza essa pequena introdugao, apresentam-sg a s8
guir as analises das aproximagbes do calculo da rota
Gao Y.

Mediante os resultados obtidos <¢om a subdivisac
mais grosseira da alture ¥ do reservatdrio (n=6),observa-se
que ja se obtdm resultados nao taoc imprecisos para .valores
de y, como s= obteve para o momento Mx,principalmente com a
aproximagdo y (max Er = + 17.6%) e & (max Er = + 21.6%). No

te-se que a aproximagao Y & a mais precisa. Com as
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tutras duas =proximagoes se obté&m também razoiveis valores

2 Y, a meno:z no ponte do engastamento que pode, naturalméﬂ

e ser corrizido para ser nulo (o que faz com que a aproxi
ma;30 o sela & prdopria aproximagdo Y.

J& com o tamanho de malha h=40000/12,percebe-se me
-0cr gque todzs as aproximacdes mais ou menos se gquivalem
{selvo o valzr de ¥ no engastamento obtidos pelas aproxima
;0es o e B1l. Pois,;enquanto gque umas apresentam melhores
rzzultados er uma faixa de pontos em relagéo as outras apro
ximagdes, essas ogutras apresentam melhores resultados que
2stas em outra faixa de pontos. Porém, ainda d& para afir
Mar que a aproximagdo y (max Er = + §,8%) @ a que aprssenta
melhores rescltados (que & igual & aproximacdo a, ao se fa
zer nesta Y=C no ponto 26), vindo em seguida a aproximacgao
B (max Er = + 3,8%, - 5,9%),'ao se fazer =0 no ponta 28.
E por ultimo a aproximagdo & (max Er = + 3,8%, - 12,3%) tam
2~ ao se fazer Y=0 no ponto 25.

No ensaio seguinte (A=40000/24), de maneira geral,
verifica-se £ensivel melhora dos resultados apresentados'pg
la:z guatro acroximagdes. Principalmente na faixa de pontos
entire a trocsz de sinal de Y ate aoc engastamento. Por esses
resultados verifica-se que s melhor aproximagao caontinua
sendo a v (Za cam =0 no engastamento} (max Er = + 1,5%),
vindo em seguida respectivamente B8 (max Er = + 1z, -2,8%) e
§ {max Er = + 1%, - §,1%), ao se admitir nestas, Y=0 no an
gastamento.

A pzrtir dessa subdivisao da altura H do reservato
ric (n=24),n-tou-se que o seu'aumento\gradativo (consequeﬁ
temante a diminuigdo gradativa do tamanho da malhal; em
n=26,88,30,ecze, ‘pouco foi melhoranda os valores de @ ob
tidos por essas quatro aproximacdes. Inclusive verifiecou-
s& que, apds atingir um certo tamanho de malha (n=28) os re
sultados gque se obtém por essas aproximagoes, nos pontos pro
xlmos ao corzamento, oscilam em torno dos exatos, enguanto
que npos ponitcs proximos ao engastamentoe continuam convargin
do monotoniczmente para valores exatos de Y (veja os valg

res de Y obtides caom n=26, 28 e 30). Continuando~se com o
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refinamento verificou-se gue - ano atingir
nho de malha k=40000/64 obteve-se,

lhor de todas-,

gradativo, o tama

com a aproximagdo y-a me

no ponto mais proximo do engastamento um va

lor de Y com arro maior do que se obteve com abertura da ma

lha h:40000/62; quebrando assim a convergénclea manotdnica

gue se via nos valores aproximados de ¢ neste ponta (que &

o ponto onde se verificava sempre o maximo erro em valor ab
soluto),

Aprzsentam-se a seguir, além dos resultadss obti

pa

ra as quals se analisaram as aproximagdes de Mm’ os resulta

dos com aquelas subdivisdes da altura H do reservatdrio

dos dos ensaios com n=26,28,30,60,62 e 64, a fim de melbhor
esclarecer a anéalise desenvolvida.
ENSAIQ CE AFERICAC PARA &= & = REDE HABITUAL
fChTO ROTACOES w
ANALITICC APROX, ALFA APRCX. BETS APRGX. GAMA APRGX. DELTA
2 ~J14STHSIE~03 =,1593042E-03 =,1S540885E~03 «.1592042E-02 —,1540884E-02
4  =,1EZ518SE-02  =,)1538815E-03 =,1577294E=03 =.1538815E=03 =,1577295£=03
& =a1329550F=03 =,1294749E=03 =.13B2082YE-03 ~.]29474GE=03 =,13892830E-03
B = A371077E5=08 =,52219T1E=04 ~,6296798E~04 =,52219T1E=04 =.6298/98E=04
1o «1215280E=-02 24564511E=04 «G2544B1E~04 «BS64511E~0A +92544BIE~04
12 «2600516E=03 «2141119E=03 «2433077£-03 «2141119E-03 «3162729E~03
14 0CO00Q0E+00 #2504394E=03 «21BB957E~0] «000Q000E+00 +00000GOE+00
ENSSIOC DE AFERICAC FARA M= 12 = REDE HAEITUAL
PONTE KROTACCES we
ANALITICC AFROX. ALFA ABROX. BETA APROX. GANA APROX. DELTA
2  =~ol8ST0G1E=03 ~u15634856E=03 =.1630287E-03 =.1634B56E=03 =,1630287E-0)
4 =,16536Z4E=03 =,1628808E-03 -.1632621E-03 =.1628808E=03 =.1632620E-03
6 ~ol&251SSE-C3 ~=,1602158E-03 =,1612079E-03 ~,1602154E~03 =.1812079E-03
8 =,15358055~02 =,1515956E~03 ~,.1532H874E-03 =,1515954E-03 =,1532674E~03
10  -.137655(£-33  -,1328233E-03  ~.13530036-63  =.1328233E-03 ~.1353003E-03
12 —oSEEJRELE-(a =.5918Y54E~04 =,1023129E~03 =.9G18914E~04 =,1022128E-03
14  =o43T107TE~04 = AGHLZ2TTE-06 ~.S008B97E=04 =.46B1Z277E-04  =o,50U8904E~04
16 «217040EE=04 «2522106E=04 «22B4031E~04 +25Z2106E=-0% «2284028E=-04
18 S lE1G280E~03 41115396E=03 +1118643E-03 +1115396E=03 «1118643E-03
20 CZC54510E=G] «1659102E=03 L2016633E-03 +1959102E~03 v2016634E-03
22 +EE005;5E-03 +245T415E~03 .£605585E-03 +2457615E-02 +2605585E=021
24 w2173051£03 +206HI0BE~D] LE226R4SE~D] «2068308E-03 «24924T4E=Q3
26 «GCOCOCCESQD L106Y241E-03 -456EBGIE-04 «00000U0E+CO «0000000E+00



ENSALQ
PONTC

2

Fy

&

8
10
12
14
16
18
20
22
26
2t
28
k10
32
34
k1]
a8
40
42
44
46
48
50

Ensalo
PCNTC

2

'y

6

8
10
12
T4
1¢&
18
20
22
2h
26
28
30
32
kL)
24
38
40
42
44
4b
48
5G
&
Y4

CE AFEFICAC Fima A=

ANALITICS
~s1&€CCS1E=-C3
“sl&SE6y0F-03
“«l85326zaFwn3
=sléaakageaa
R LTI
~elEGCEDME=D2
“s183525%€=02
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wCS4LB4ZEE~0]
e2alTR40E~03
22172055€~03
«1830472%-03
«13€4811E=03
«TED]BOCE-04
+CGLCROCLE+0Y

ROTACCES . wr

APRCX. ALFA
-~ 1654259E-03
=-+1654155E~03
-+16%3821E-03
=e16%2614E-43
=+ 1650758E=92
-, 1647221E=03
~el641656E-03
=«16323650E~03
-« 1622487E~02
~s1607582E=02

c=ea15EE277E~03

-e156J865E~0]
-+1532600E~03
=-«1456713E-03
=al452632E=-0)
=e1399940£=03
=e1338449E~-03
=.126T164E-03
“el FBL3BTE~R]
=.1092364E-03
= GHT4S02E~U4%
~.8T020H6E-0%
= 74004 35E-04
= 595T54YE-04
~a84402)FLE~D4
=2 2T0S440E-04
=.881y515E-05
e1064415E~04
«3120546E=04
«5274581E~04
«75070G5E~04
«9TS4H26E=D4
«12104542E-03
«144)16USE~0]
2 166T34)E~03
+»18083311E-02
+2Q82881E=03
+2262588E-02
224121 04E-02
«25Z4174E-03
+2SBGSTIE~03
«2598102E-013
«25228535€«01
«2258649E=02
«2165232E~02
«1824122E-0)
+1360248E~03
+7E77329E=-04
+Bl1R22T5E~05

APROX, BETA
=, 1654196E=D3
e 1654207E=03
= 1653932E-03
e 1652945E=-013
=+1651094E-43
iy 164TSS2E-03
~a1642116E=021
e 1834169E=~03
-.1623111E=-02
=o1408114E-03
~a158912uE=-023
e l964E40E~0]
-»s15%24704E=03
=s1457545E=03
-s14523601E~03
'wal40144UE=C3
tm e 134U0THE~DI
- 1268G3HE=0]
-} LUT259E-03
-, 1094338E-02
mJGBGEEN2E~04
=sBT23SIAE~DN
- T4223035=04
~a5589b3TE~Ds
=sbhZAQGSE-0S
= ET26T22E-04
‘=a5012412E-05

2104591 3E=-04

«J1047H2E-04

+5261435E~04

+T49TT56E-04

«57903635-04

«1211076E~0]

s1442433E=-03

W1E6Bo69E=-03

« 10PSRHOE~D]

+2087525E~03

«228T454E=023

eZhlUIWHE-D3

«E%219528=02

+2565061E-03

22605451E-03

«2591923E~03

«26414234E-02

«21831H1E=0]

«1R6ASRIE~D]

«1383355E-02

+TB25496E=04

«2BP44355~-05
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-+ 1654259603
~e1654159E=03
“.1653821€-03
= 1652514E~03
- 1650758E=03
-s1647221E=03
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‘*e1633650E-03

~216224E7E-03
=« 1607S82E=02
~«1586ETTE~03
—«1563865E-02
=+1932EGUE~02
=« 1496713E~03
~e1a457432L~0]

*=41395940E~03

~«1338449E-03
~+1267184E~03
~«1185387E~023
=«l052364E-03
= 98ThLGEZE=-04
=+870Z0CB80E~-04

=2 T400435E~0N

=« 596754 %E~04
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~=a2705440E-04
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2 3120946E~04
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«1667341E=-03
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«2083841E=021
«2262588E~03
«24]12104E~-03
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«2585ST9E~02
«25%8102E-013
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+2398669E~03
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=eTa22300E-0H
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.1885880E-02
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e 165554 E=03
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=oJES1E4ZE-03
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-e16a1123E-03
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- 1SETITSE~03
=s 15£412SE=-03
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-+ 1SG1EL4E-D]
-« 14£1532E-0]
~.1514331€~03
~el3SSEQ4E~D]
=~y 12GEAT2E=-02
= 1Z24554E-03
=+ liw3STTE~0]
-, 1CS30G4E=-03
= S5Ei8T12E=0%
= B359104E=04
~sT1E€S503GE~04
~+SEZBSEEFE=04
~.43T1083E=-04
meSUISZLE~GSL
m~el1Z6722E-04

«EE43554E=05
wCI3EWERE-04
«H&GTHEIE~DS
WESIECIIE=0n
WBEJLEEEE~DA
«1CTEISZE=03
el2SCE1T7E-0]
«1S03523E-03
«171L0GEE=GT
e1%C5EU1E=D]
«€C84E5CTE-03
w2t GT0SE-0
«24AQZ4EEEDD
«2S13242E~03
«ESE0I4E-D2
wE21Z561E-03
«ZSBS4E0E=-D2
wC453F34E~03
WEIZSEEEE-D]
«ZCT5E2SE=02
«1734462E=03
«l1Z21235E~03
«T0T42E1E=DH
~e2h00ZESE~0B

ROCTACOES

APRCX. ALFA
~al02T46TE=02
=e15473%8E-03
~«1647133E~03
~el64636BE~03
=.1644803E=-0]
== 1642]104E=03
~a1637916E-03

~sl1&31805€~0]
-.1623333E~03.

=+ 1612035€=-02
“e1597398E-03
=« 15784453E~0)
= 1555969E-03
e lSZ28U54E~03
-+ 1494526E=-03
=s14D4TGEE-(]
+.1408251E-03
~e1354214£-03
=el242080E~03
~=1221258E-023
=+1141149E=0)
=e«10%122B8E~0)
=e3S10048E=-04
=eB400AZ1E~04
=+ 1181593E=04
~+SE50256E-04s
=2 4406 19UE~04
=+ 285030904
~a118553TE~04
«SED1290E-0S
«244HG9E=04
« 440195 1E=04
«E428521E-04
«ES1Z40DE~04
«l053322E-03
«1276651E-03
s 14R8343E-03
«1665016E-03
« 1892755E=-03
+207T054E=-03
«22628231E-0]
+2364357E-03
+ 24552105 ~013
«ZS6H3UIE~0]
«£5S5320L-03
«2569Z1€E=02
22479206E-02
#+2215802E-03
«206E2H1E-D]
«1725248E-03
«l2T467RE~Q3
«T035€E16E~04
+£595285E=05

AFRCX, BETA
=~ol1647407E=03
~+1647438E-03
e 164T224E=D]
~s1€46501E-03
~o1644992E~03
=s1642352E=-03
-« 1638236E=-02
=.1632198E~03
~s}1&23A03E=~03
~«161259]1E=03
= 1558043E=03
-a1579628E~03
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=-+1520960£=013
=¢149555%E=03
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=y 1222405E=03
=l lo2TR4E=-03
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- 7200266E-04
=-s5HEIOHIE~DH
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= 120286TE=04

«SB6Y292E«05
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+4289693Z=-06
+E41BITHE=Da

«B506262E-04

«1063115%E=03

«1276925E=~03

«1489178E~D3

+ 1690505E=03

218549935 =0]

+2080]141E~03

2 2246RT1E=C

« 238G469E~-03

2250151 0E=-¢)

« 25 75H9GE=-03

«fE0WHIJE=-0T

«Z25T9783£~03

«2451435E~-03

+2326421E-903

«E0H4201E=03

«1T78317CE=02

2 1294703E=-03
"« T261315E=04

«E45I9HIE=05
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APRGX. GAMA
2164 T7467E~02
=+ 164TISHE~0]
=s164T138E~03
=.1640368E=03
=+ J644B03E=-03
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~+1631805E~03
=e1623323E~03
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~+1597398E=-03
=« 15V8893E~-03
~e|555569E~-03
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=.1221258E=-023
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=+ 7IR1593E-04
=+.58502548E~-04
= 4406198E~04
=« 2850309E=04
~s1185837E~04

«5B831290E-05

W 2440GSIE=04%

+4401951E=-04

«642E8521E~04

«851Z2640VE~[4

«J062322E=023

«127EESIE~03

«1408343E~02
+1695016E~03
«JH92T55L =023
«2077054E~02
«P242R31E~03
«2J84353TE=-02
«2495215L-03
«2568203E~-03
+25559820€-01
+2565216E~02
«Z24TIZ0E~D2
«22]15802E=-02
+20682R1E=-02
+ 172524 HE~02
«127467BE~03
»TO39616E=04
+0000000E+00
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=.1647408E~=03
=el6876436E-01
=, 1647223E=~02
“el640%0DE-03
-, 1646992E~03
=«1642353E=03
-+1638238E~02
~s 1632198E-03
- 1623803E~02
~.1612593E=~013
. 1508041E=03

~a1579629E~03 -

= 1556801 E~0]
- 152899Q0E~03
= 1805560E~¢3
~el455932E=-03
=y 1409501E~03
=e 1155564E~-03
=a1293527E=02]
=e1222E09E-02
=, 1142T42E=~-03
=, 1052545E~03
-9527Td90E=04
=-sRa14163E=04
o TR2LUG2SNE~Q&
=~ SAESQO4TE~04
=, hu24BIBE-04
- 286¥4JQE=04
=, 120286b6E=-04
«S645016E=05
w26335]5E=04
#8385677E=04
b4 |89 TIE=04
PHSUE24HE~ U
«1063114E=-013

+1276924E-03

a14E91TTE~D]
+1656506E-03
wJB94598E=0]
«20080141E~03
2 2245HTIE=(]
«23RS4TOE~0]
22501512E=03
«25TSUIIE=0]
v 2h08E39E~Q]
2579 T1H2E-02
w2651439E-03
«2325822E-03
+2084200E=03
+1T43170L~03
«12G4703E-03
2 T343116E=04
«0000000E+00
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-+ 1657051E-02
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-+ 18SER1ZE~D]
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~«lECAEGTE~DD
~e165E2SLE~03
= lE4B4ELE=D3
=, 1£4293CE=-02
=.1£3532%2E-02
~al€251655-03
=.1£120£75-02
=e155C8536£~03
=« 15T5¢5CE~02
=e155011CE=03

~e1E201F5E=~0]

=al4E4T2aE~0]
=214423173E=-03

‘=a1354G6TE~(]

=+12326E85C5-03
=+127£2728-03
=.1264G055=03
=el1£4£51E=03
“a10351%ZE-03
~eGISHTIZE=-04
= BZETSEEE-04
=« TQT24ESE~On
= ETT4EET-04
=e#4371044E-04
= ZEEIACIZE=-04
=elzSac84E~04
+4E1S833E~05
«2ZABSI1E~(4
«A1ETSETE=-04
«E0TT74TCE=Us
oBLBB40L1IE~DA
+1012976E-03
«121638££-03
«14g€1C3E-03
«1€272355E=03
«lEZETTSE=02
22C07485E-03
«E1TT2GSE-03
2 23ZTOEZE-0D
«2HE1LGLE-02
254504 2E=-02
oZELCS1EE=0]
«ZELILO2ASL-02
+25€8218T=02
«24E43125-03
«CEESTTLE~D3
+2CI4GETE=Q3
«16E96T7SE-D]
+1243005E-03
«EBIETSEE-04
~.A1EEG1ZE~08

ROTACCES

APRCX. ALFA
= 1668144 0E=02
~-s1661382E=03
~e1661134E-03
-+1660415E=D3
-, 16SH9T0E-03
~e1656488E=-03
=e1652638E-03
-e164T054E~02
-y 1639354E~03
-.1629104E~03
-, 1615H6SE-03
~a 15991 96E=0]

T el 157E560E-03 -

=,1553454E~03
-«1523363E=-03
- 148T728E-D3
=o 18455H9E~D]
-,1357587E=-023
=+ 134 19T2E~03
-+ 12TUS96E=-0D3
-y 1206955E~03
- 1126502E-02
~4103678ZE-03
= §IT4ZBEE=-DS
=,82080462E-04
= T083RES5E~04
=4 S5TB301SE-~D4
- 4377301E~04
28675 2UE=-04
=, 1Z256594E~04
+AE12HT1E=-0S
«2249TTIE~04
w4 129754E~04
«E0TYGISE-04
«B08&11SE=04
«1013099E-03
«121938%E~03
al424984E~03
«16270056~03
«1822149E=03
+2006612E-03
«21T60069E~0]
«2325664E=-03
«2650034E=03
+25431728~03
«259RGELE~DT
«ZED8TSS4E=0]
«2566129E=-03
«2406213%E-03
w22HITOLE=0]
«2013116E-03

- «1688105E-03

«1241856E-03
«68I0601E-04
«£511009E=-05

APROX. BRETA
“al661356E=03
welb61431E-03
= 1E61212E~02
=~ 1660536E~02
=+18659143E-03
«.1656715£-03
»e1652927€-03
= 164T40TE=-02
~216397THE=03
~+1629602E-03
=.1616443E-02
=+ 1999HSTE-03
== 1579305E-03
= 155428%E~03
=e192624TE-03
=2 14887454E-03
=1 44T7094E~02

-+1398787€E-02

-.1243265E-03
=2 1279974E~03
-.1208425E-02
~s1126047E=03
- 1034346E~03
- .5350SBHE~04
- E297569E =04
=s710124CE=04
~.S80050EE~08
~24394630E~04
=, 2EH440GE=04
~.12T2740E~04
«4362023E=05
e2236211E~04
«S11HO0THE-04
W£0TO5Y6E=04
+BOTSHAZE=-N4
«1012801E-03
«1219506€~03
+1425500E~03
«162B8153E~03
«182392HE=03
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.2179380E=03
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=s1661440€=03
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~e1660415E~03
=.1658ST0E=-03
~e1656486E~03
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=« l42G104E~-03
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=, 157RSRUE~02
=e1553454E~023
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=+1487728E~03
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=+ 1270596E~0]
=.1206555E=-032
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+451287T1£~05

«224ST73E=04
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«6UT992SE-04
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»1013069%9E-013

+1219389E~02

+1424904E=01
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= 16567 16E=03
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-, 1616442E-02
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=.1579304E=-03
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=+1343265E-03
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=~s11208046E-02
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= 108567 TIE=-023
=u9TIIF]19E-0N4
= BH21450E~(Q4%
= TBIV269E~04
= HTHS049E~04
=.5624122E-04
o AIYGTILE~04
~.3096498E=05
= 1715T708E-04
~ 26049 UBE=0S
«1265524E=04
«2857934E«04
+h510039E-04
«62137S5TE=-04
«T960032E~-Q4
#97373T6E=-04
«1153210E=02
«1332443E-0)
"a15108HYE=0)
«1685243E-03
» 1853593E-0)3
«201334UE-0]
«2161620E-03
«2295208E=02
+241N593€E~03
«2503905E~03
«25T0954E=02
«2607160E~03
«2607591E-03
+256T028E-03
«264TIBl6E=~D]
»2339943E-43
«214Y0T4E=-03
+18765%36E-03
»1539317E-03
«1122107E-03
«6230819E~04
+0000000E+00Q



ENSAIOQ

PCNTO

CE AFERICAC PARA N3 &4 — HEDE FAEITUAL

AMALITICC
=, 1&570615=02
=, 1€87GT1E=02
o 16S6SEFE=-T]
=, 165£515€=-03
-, 1£55L83E~0]
= 1684241E-03
= l8E2CE1E-02
~.1&64E8UIE~0]
=y 1E44E5055=03
-, lE2BT706E=03
- 1€631Z238E-02
=, 163185503
= l€10216E-02
e 155&1116-02
= 1E15E14E=02
=.156862165-C3
m 153G HNEE-0D
- 1508€42E=-01
=, 14774155=-03
-a 441 TESE=0]
= 14013TEE=D
~«13558%78-03
=, 1305¢¢2E=-03
me 12483705 -03
=.11ES€872=02
-a11144565=021
=,16410155=-02
=,GS85CEFE~04
L BLEGEENT~04
= TTZGSIEE =00
maEETERBLEE 04
= ESL22REE~CH
AT ICTTIZ=04

. AS8G24CE-0E
«1115}835=-04
wCESZEBICI-0a
W E4TASEE=~ON
+S851SSTE=04
«TET71S11E~1n
25258151 -04
«liC2184E=E2
e1EZT7434E=02
o 145C0E8£Z=0]
+1€E11S7E=-03
2 1786£1332-03
2 1GAE4835=03
«20545052=02
«£2312235-01
sE332BhgE-D2
«245C81155=03
«2535300E=63
«25BS14tE-02
w2E1Z3SCE~-D0I
azt(046%E=-03
«25464235=03
«€%4E1086E-03
WE30253£E-02
«FQSR1DEE=-OZ
w1P304T7rE~L3
«14536215-03
W10BCEBSE=C3
«SEEIRPQGE=L o
«000GOCOE+GO

ARQTACCES

APRGX. ALFa
- 1645005€-02
o l644569E=03
e lG4M82TE~0]
-.1644430E~03
~s1643631E-03
- 1642259E=-03
=-.1640125E-03
=.163T033€=03
-a1632787E-03
~,1627T130E-03
-s 16 19RIGE=D]
=~ 1610644E~0]
=-.15%927T0E~03
- 1585453E~03
- 1568B82E-03
~.154925%4£=03
~a1525241E=-03
-.14595156£~03
=e1268T64E-03
=.1433622E~03
«+1393761E~03
-,1248839E=03
- 12%B554E=-03
-, 1242584E=-02
~s 1180626E-03
=a1112404E-03
-.1037613E=~03
-.9560013E~04
~+BET366EE-04
= TTIS3TYE=04
- 66EIBH4E=05
-85 THIUSE-D4
= 42153499E~04
-a3l49142E=04
- 1815306E~04
= 4Z30UB1E~DS

«1040001E=-04

+2565536E-04

w4 14HIJNE=04

»578136SE=-04

«T4563GIE-04

+G1632B4E=-04

+1085012E=-03

«1262295E=-03

«1434635E~03

L16804252E-02

«176%119E=03

+1527059E~03

«20T5%54E=03

WP2EZL11HUSE=0]

«2332912t-03

«24353758-03

228 15625€E~03

W256GTLME=DI

+2593460E=-03

«2582215E~03

«2531128E£-03

e 24 34992E=03

«2ZBERTSE=0]

«2085164E-03

«1B15535E~03

elaB49THE~-D]

+10T4836E~03

«S822072E=04

455860405

AFROX, BETA
~.1444955E-03
-, 16ab93TE=-0D
=, ha4BOSE=~D]
= 1E6444GTE=03
=y 1043726E~03
-l )442386E-023
=o1ha(283E~-03
-s18637225E-03
=,1633021E~03
- 1RZT4O2E~0]
-, 16Z0151E-03
=-.1611007€-03
-+15556T4E=03
=-.15H5911E~03
-4 19&G390E~03
-, 15468 TE=-023
-.1524&8461E-023
- 1500 HSE~0]
-a1465456E=-03
-a1434509E-03
=41354604E-03
-,1345733E=02
-e1299901E=~02
=-a1243541E-03
-,118166%E=~03
-o1113497E-03
o163 T4YE~Q3
=35 T1IT1TE=-US
~,Ghd9639E~04
- TTZT553E-0s
= EGH249E=00
- EE90661E-04
-,a8]1973TE=-04
-a315T7215E~04
=~ol83101RE~GA
a4 34Z22T0E=C5

«1025612E-D4

w2S559T0E=-04

o4139944E=-0D20

«ETTa3IBAE~08

27451032 E-05

«515G9S0E=04

2 10HEG10E~0D

21262494503

«1435051E~-02

»18069042E-03

+1770276E-0B]

»1628634E=03

LEO0TTISHTE=L]

«22142H3E=-02

«23360135-03

«Z439076E=-02

«2519981E=03

»2574811E=-D3

22595206E-03

JZSERAASAE-0]

«2838£34E=03

s 24434225=03

«ZZFTHTIE~QD

.2095584€=-03

$t231023E-03

«18GT75T6E-03

e 0HRESRIE=0]

.2971zl0E=Gn

«151T7T36RE-05

wt

APACX. GAPA
- 1645005E-03
~e 1648969E~03

~e1644H27E=03

=e16464430E-03

-, 1543631£-02

=.1542259L=03
~.1640125E=03
=-.1637033E-03
“e1632787E-03
-+1627130E-03
~e1615835E-03
- 161 UE44E=0]
- 1599270E-03
=.1585453E-03
~.1568882E~02
~e1549254E=03
~a1526241£-03
- 1456515E=03
~al468764E~0T
-. 1532622602
-.1393761E=02
~¢1348839E-02
-.1298554E-03
~e1242584E~03
-.1180626E-03
-+1112404E=03
-+1037613E-03
-.9560013E-0+4
= HETIEHUE-~UN
-.1715379E~04
-.6681884E-04
-.5578309E-04
- 439EAGIE-04
- 2145142k=04
~.1819306E=04
-.4230881E~05
«1U40001E-04
«2565536E~04
$4148331E-04
«5TR1365E-04
+T456361E~04
«9163ZH4E-04
«1085012E-03
+1262295E-03
+1434635E-03
+1604252E~03
- +1766119E=03
+19270659E-01
+2075554E-03
«2211845€~03
+2232912£-02
+2435375E-03
-2515625€~03
+2569744E-03
+2593460E-03
«2582215E~03
«2531128E~03

«2434992E-03.
+2208275E-02:
«2085164E-03 -

«18195935E-02
«14H4978E-C]
«1074836E-03
«5822072E-04
«O000U0LE+TD

R ik

APROX. DELTA

=+ 1644955€~03
~a1664598E=0]
~+1644869E-03
" 1644498E-D]
=o15437256-03
=e164238%€E-02
~o1640285E~03
=+ 1637225E~03
-21633023E-03
-+ 1627403E-0]
=+ 1620151€~03
~«1611006E-03
- 159967TTE~-02
-+158%915E~-03
=-+1569390E-01
=a1549816E~-0)

~.1526863E~03

-,1500]1686E-03
- 1469492L-02
-.1‘35413E-03
-, 13945056=-03
=,13497326-023
=, 1299500E~03
~o1243581E~03
-5 1181669E=-03]
=+1113499E~-013
-+1038750E=-03
-y SSTIT20E~04
- B6B5658E-04
-sT727552E~104
- B6H96269E-04
=.9590660E-04
- 410739E-04
-a3157213E-04
=o183102%E-04
~e%342905E=05
«102957BE~D4
«?R96025E~04
«4139981E-04
«577435BE=-04
«T451056E-04
+91599T4E~04
»1086912E~-03
«1262453E-02
w1435086E~03
«1605041E-01
«177027T5E-03
«1928637E-03
«20TT588E-03
w22 14382E-03
+2336016E-03
«2439076E-03
«2519979E~03
+25T74814E~03
«2599288E-03
»25088856E~03
«2539636E~03
«2443022E-03
‘22976 72E~-02
«2095583E~02
«1831023E=-03
+14975T6E~D3

«108B583E-03.

«6025130E~-04
«0000000E+00
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3.5.3 - Momentos M, Aproximados com Rede Dual

Para analise desses resuliados, admitiu-s2 os mes
moe critérios adotados em 3.5.1, M& aproximados com reds
hatitual, visando os mesmos objetivos com o mesmo procedi

menzo.,

ENSAIC CE AFERICAC PARA K= 6 = REDE GUAL

PONTC MOMENTO M - )

ANALITICC APRCX,A APRGX . E APROX,C APRCX.D
1 =000 ‘Tel21 ~+000 T.121
k] 4.370 ~a000 =5.801 --000 =5.801
S £3.825 56.692 50.841 56.8692 S0.891
7 178,483 182.999 180.518 182.999 I180.518
s 328,315 ‘334,217 351.402 334.278 351,401
11 QS .860 2E0.069 297.19) 2804069 338.315
13 =-457.83] 280,069 37.498 -732.676 ~806.6%2

Nas aproximagoes do calculo ds M& com este tipo de
recs, ja com o maior tamanho de malha h=40000/6, se obtém
valores naoc tao ruins como os obtidos com rede habitual
das aproximagoes desse esforgo., Note-se gque os valores de
M, do ponto § ac paonto 11, para todas as aproximagdes, na&o
sac tao imprecisos (maz Er = + 7,6%2), o que nao @ verdads
para os valores no sngastamento e no ponto 3,h/2 abaixo do
coroamento. Lembre-se que o ponto.I & ficticio, %/2 acima
do coroamento, e portanto pode-se ignorar o seu respectivo
valor de Mm‘ uma vez que Mm=0 no corPamento. Considerando
=52 o tamanho da malha, nao & possivel afirmar qual das
aproximagoes estudadas é mais precisa, naturalmente, compa

raZas com a soclugdo analitica.

ENSAIC OE AFERICAC PAKA N= 12 = REDE DUAL

PONTC MCMENTGC Mx
ANALITICC APRGX.A - APRCX,P APROX.C ... ABRCX,D
1 © 2000 © 3045 o o000 -y Ja0as
3 «388 « 0040 ~1.220 -r o000 . m]a220
1 1¢.7¢8 10.376 9.15& 10376 . 9.156
T 24,580 35,394 33.8723 ., A5.395 . A3.874
S 17651 THebEd ' T7.02% T8.664 . 77.030
' 11 146,350 141.550 140,219 141.550 l40.218
12 216.667 £20.418 220138 220.419 2204128
18 202,668 302.458 306,593 302.658 305,593
17 363.252 J61.€71 6T .424 361.671 3674425
19 255.6£L0 351.645 363.129 A51.645 363.128
21 211.749 203.819 222.091 203.819 e22.E51
e3 =187.397 ~1712.880 =153,.807 =-172.880 -178,087

25 ~851.85¢2 =172.880 =759.375 =1176.622 =1212.402
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Com 2ssa subdivisao da altura H do reservatorio,
h=40000/12, observa-se além da melhora dos resultados aprg
ximados, a possibilidade de selecionar a melhor apraximagaao
dentre as enzaiadas. Naote na tabela que segue os méximos

Er por falta s por excesso, de cada aproximagéo.

APRDX: M ¢ : M-
Pl X
MAQAU PONTO POSITIVO % PONTO NEGA%IVD
1 21| +2.2% 25 +79.7%
19! -1.1% 23 -1.8%
3 5 +0.44% 25 +10.9%
21 -3.1% —_ —_—
c 21 +2.2% — —
19 ~1.1% 25 -38.1%
» 5 +0.44% —_— —
21 ~3.1% 25 —-42. 3%

Assim, pode-se concluir que, ignorando os valores
, B

de Mx nos poatos 1 e 3, a aproximagdoc B € a que apresenta

melhores resultados. Posteriormente vem a aproximacgaa c,
em seguida a D e por Udltimo a A. 1Isto, naturalmente, sem
fazer correg3c de qualquer especie para valores de M, em

qualguer ponz=o.

ENSAIC CE AFERICAC PARA A= 24 - REDE CUAL

PCATC . MC¥ENTZO X

ANALITICO APRCX.A APRCX.E APROX.C - APROX.D

1 001 « 368 ’ 001 +370
3 «234 <001 -.22F «001 =228
S 2.340 2.142 1.514 2.142 1.914
7 T.153 7.026 6,747 T.027 G747
S 15.288 15.2%3 14,527 15.252 14,927
11 27.329 27.3%0 27.020 272391 27.022
12 43.757 43.952 43.550 43.953 43.552
15 €5.102 65.318 64898 65.318 64,864
17 S1.478 91.726 91.218 91.734 91,317
19 122.85¢ 123.166 122.782 123.166 122.784
21 158.5¢1 159,215 158.508 199.213 158.906
22 . 158.78¢8 1s4.672 198.787 194.975 198.784
2s 240,859 240.962 240,573 240.954% 240,971
27 282.866 282.848 283.128 282.8406 283.127
2% 221,545 321.389 322.024 321.390 322.035%
3l 3SZ.512 352.174 353.291 352.173 A53.289
3z 310.117 3654569 IT1a2Te 369.568 AT1.274
35 367.313 366.495 368.%0% 366.455 368.508
a7 335,604 334.45] 337.69S 334.49) 337.€59
3s 265,055 263.462 267.631 263.44] 267T.630
a1l 144,426 142.16% 147,380 142.163 147,280
43 =38,543 -41.709 ~35.414  =41.708 =35,.415
45 -256.641 -301.127 -293.772 =301.127 -293.772
47 -E4Z 4459 -6548.755 -661a441 =648.755 =693.409

A5 ~10E87.345 -648.755 =1077.3587 ~1461.721 =1l448,.301
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de cada aproximagdo sao:

aproximagoes,

APRDXZ M M
magAo~ | PONTO | oust$rvg PONTO | vega¥rva
4 41 +0.6% 49 +40. 3%
19 -0.08% 47 -0.6%

B ) +0,1% 49 +0.9%
41 -0.8% — —

c ¢1 +0.6% — —
19 ~0.08% 49 -34.4%

D B} +0.1% 43 +0. 3%
41 ~0.8% 43 -33.2%

Excluindo os valores ds M nos pontos 1 e 3 em todas

e mediante os resultados e a tabela de Ep, con

clue-se que a aproximagdoc B continua sendo a melhor

das.

valor no ponio 49,

B.

corrigir o valor ds Mx‘

C,

sugestdes no item 3.B).

Em vista disso,

no ponto 49,

Porém, note-se que as aproximagdes 4 e C,

apresentam resultados até melhores que a
torna-se pertinente pesqguisar meios _
obtido por meio de 4

uma vez que essas aproximagoes sio as mais simples (veja

da menos



!
=
-
[€n)

H

ENSAIC CE AFERICAC PARA N3 4#0.~ REDE DuAL

PCNTC P OCMENTAQ pX i

ANALITICC APROX A APROX.B APRCX,C APRGX,D

i -4008 «032 Q07 «031
3 «082 w00l - 077 -o 007 -.078
5 « 192 «T17 +649 -« T17 o GAT
7 £0340 24276 2+154 2.276 2419%
9 4,864 4,838 4,745 4,834 A T4T
11 Bo4GE BebEl H.378 B.421 8.379
13 13,367 . 13.374 13.25¢6 13,373 13.262
15 15.604 19.658 19.537 19.661 © 19.542
17 £7.32% 27,367 27.22a 27.3568 27.231
19 3E.845 36.710 36.575 36710 36.574
21 41,660 47,718 47,589 47,713 47,571
23 €0.640 6§0.476 602324 60,480 60,318
25 75.03% 75.861 74,906 . T15.056 T4.917
27 §l.4780 91.483 914335 91.485 91,323
25 106,740 105,685 109.530 109.685 109.527
3l 129.758 129.712 1292591 129.712 129.579
33 1814411 151,253 151.112 151.253 151.120
as 174.510 174.427 174,339 174.4313 174,236
37 198,788 198,863 198,554 198,661 158,590
-39 2£3.850 223.764 223.728 223,770 223.720
41 €49,3¢85 249.246 249,268 269,244 249,263
43 €T4.611 2Ta 014 274,550 2T4.472 274 .55%0
[} 258.55¢ 298,812 298,956 298,818 298.964
47 2Z21.545 321.388 321.618 A21.38% 321.610
45 341,383 341,250 341.589 - 341.246 341.586
51 ast.3ce 357.107 357.529 357.115 357.535
53 3e6t.58; 367.794 368.37% 367.788 368,366
55 3Jt1.887 2AT1.550 At2.290 371.594 AT2.284%
57 367,312 366.987 367.854 A66.982 367.853
5% 3ceg,1¢61 351.949 is53.012 351.974 353,015
61 324,544 324,472 325.654 3z4.470 325.683
63 282475t 28Z.262 283,694 282.262 283.698
65 £23.482 222.467 224,516 222867 224,512
&7 léaia2? 143.671 145,541 143.670 145.546
&9 hZ.G41 42.009 hh,112 42.010 44,107
71 -83,73% T =04,.,875 -42.538 -84.875 -p2.537

73 ~228.,236¢ =239.805 =237.242 ~239.806 ~237.243
75 =423.7¢4 -425.501 =422.718 ~425.501 ~422.720
T7 ~E4Z . 45L -644,601 -641.617 =844 ,601 ~Et4la.b1n
79 -8G6.8€8 -899.516 -896.5332 ~899.516 958,463
:H =1185.,042 =£%9,516 =1187.265 - ~=1589,.753 =1549.306
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Com esse tamanho de malha (&=40000/40) neste

tipo

de rede, as guatro aproximagdes apresentam os seguintes méa

ximos Er por falta e por excesso:

M

APROXI p ' H,,
magAa~ | PONTO | epsrFrva | PONTC | nesaTIVO
4 69 +0.25% 81 +24.,4%

15 -0,01% 79 -0.2%
5 39 +0,05% 81 +0.15%
69 -0. 3% — —
¢ 69 +0.25% — —_
15 ~0.01% 81 -33.7%
» 39 +0.05% 77 +0.07%
69 .—0. 3% 81 -30. 3%

Disto pode-se cancluir que a

nua apresentando melhores resultados,

aproximagdo B

inclusive ja

conti

muito

precisos. Note-se, porém, que a menos do valor de Mx no pon

to mais préximo ao engastamento, todas as aproximagoes

necem bans resultados para valores de Mx'

for



ENSAIQ CE AFERICAC PARA h= 48 ~ REDE OuaAL

PCATC

ANALITICG

1
2 2057
5 W84l
7 1.584
9 1.266
11 S.E82
13 2.852
15 12,510
17 17.910
1% 23.522
21 31.012
23 39.240
25 48,657
27 55.306
29 T1.217
at 4,405
k| S8,068
as 1la.582
a7 121.5¢02
as 145,548
al 162,613
43 188,550
45 205.171
&7 £30.262
29 25144177
S1 £72.5831
53 £52.959
5% 31z.406
57 333,208
55 245,780
61 3A5E8.41A
63 367,329
65 AT1.636
67 270,367
&9 262,460
71 348,761
73 3zz.028
75 286,530
77 240.055
79 175.537
8l 165,027
a3 13,744
BS -95.518

a7 =224,365
&9 =374.35%
91 ~E47,124
93 -T43,552
98 -%66.257
97 =1215.151

Com essa subdivisao da altura

h=40000/48, percebe-se gue 05 resultados

¥ CMEMTOQQ vy
APROX.A APRCX,®
007 «063
+007 - 04]
‘e4 83 434
1.531 1.476
3.232 3.173
S.633 5.554
Ha844 B.771 .
12.914 12.837
17.9%21 17.841
22,541 23.856
31.009 30.91¢
39,249 39.1a¢
48,651 hB.SSE
59,271 Syl
1141585 T1.043
24,320 84,222
98,730 .65
114,377 114.257
'131-305 131-21‘
146,249 14%.161
162,301 168.23%
148,177 184.12¢0
208,832 208,795
229,861 229.8232
251.120 251.152
272.168 2T2.2!5
2924621 292.708
312.087 212.20¢
325.901 330.077
34,445 345.700
358.163 3h8.484
367.007 367.280
371.3290 371.793
370.029 AT0.879
362.100 362.753
346,390 3atalez
J21.634% 322.4H7
286.510 287.487
235.644 240.754
179.480 180.713
104.530 105.89%
13.195% 14.6%6
~G6.146 -G4,51%
-225.098 -223.333
375,264 =-373.307
-5h#,165 -546,145
~745.248 ‘=Th3a124
~96T.8223 =GE5,.668
=1213.770

~G67.823
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APRCX.C
<007
«007
2484

1.529

3.232
5.634

B.84ah
12.912
17.920
23.938
31.012
39.252
A4B.645
59,277
711249
84,326
98.T24

114.380

131.305

149,245

168,304

188,171

208.838

229.858

251.1223

2712.156

292.63%

312.048

329.919

345,447

358.179

366,958

IT1.326

3T0.026

362.0457

346,393

321.637

286,505

239.548

179.4T7a

1044535

13.193
~96.146
-225.,098
=375.266
~548.164
=T45.249
-967.,823
'lb??-ﬁ?l

APROX.0
-s081
2438
1474
3.170
S.563
B.THEY
12.833
17.83%
£3.858
30.916
39.159
48.557
59,156
Ti.061
B4,166
98.4638
114.268
131.223
145,152
168,242
188,09%
203,811
229.847
251,138
212.217
292.716
312.2006
330.066
345.717
35H.477
JeT.381
ITl.7T8H
370.573
362.748
347.137
1224495
287 .4P6
240.751
180.713
105.89¢8
14.686
-G4,508

=373.3710
=546.149
"7‘3-12‘
=1030.066
~157s8,761

H do reservatorio,

apresentados pe

las quatro aproximacgoes, pouco melhoraram em relagao ao dos

ensaio anterior, a menos do valor no ponto mais proximo ao

engastamento obtido pela aproximagao 4, como ja

va. 0s maximons Er por falta e por excesso,

ximagao, neste ensaioc sao:

5e

espera

para cada apro
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APROxZ B AN ' M M
MAGAC™ ! PONTO posafTIvo PONTO | negaTrvo
p P75 +0.11% 97 +20.4%
: — =0.% 95 -0.13%
> . 45 +0.11% 97 +0.11%
| 81 ~0.23% 83 =0.08%
c {75 +0.11% 83 | +0.05%
- — | Zo.w 97 -33.5%
b [ 4§ +0,11% 93 +0.07%
| |81 -0.23% g7 -29.6%

Nots-s2, pelos resultados @ por esta tabela de er
ros, que a acroximagdo B continua apresentando melhores va
lores de ¥, co gue as outras aproximagdes. _

A partir desse tamanho de malha, verifica-se que o
seu refinamento praticamente nao leva a obtengao de melho
res resultadas, para os valores de Mx' como se pode notar
80 se comparzar os resultados deste ensaio com o anterion In
clusive, apos sz ter atingido o tamanho de malha n=62, os re
sultados comsgaram a oscilar entre resultados o6timos e bons
Fato este esperado face as analises feitas nos itens an
teriores (3.2.2 e 3.5.3]).

Com essé tipo de rede, preocupou-se em verificar a
partir de quz=l tamanho de malha os resultados comegam a oS
cilar, somsnze para a aproximagaoc B. O criﬁério utilizado
para 1stc foi o de verificar quando g valor apraoximado de
Mx no porito mais proximec ao engastamento decresce, pois sa
be-se que & medida gue se refina a malha deve-se obter sem
pre um valor mais proximo ao de engastamento. Para melhor
esclarecer este fato, apresentam-se a seguir os resultados
abtidos com n=€), 62 e 64. Note-se que todos esses resulta
dos sao bast=ni2s precisos, a menos naturalmente dos valo
res de Mm no ponto ficticio 1 e no ponto 3,0 mais proximo a

da borda livre.




ENSAIC CE AFERICAC PARA N= &0 - REDE DuAL

PONTO

AnALITICC

026
+341
+588
2.018
J.4T2
S.388
T.807
10.7¢68
14.308
168,465
2274
28.768
34,980
41.938
45,668
€8.1a5
£7,510
17.651
88,611
1c0.384
112,958
128,304
140,390
185,166
170,570
16&,522
20Z.526
215.667
.236.610
253,597
27G.445
EE6LGAT
302 .868
317.943
321.877
344,342
354,980
3€3.352
3e5. 147
ri.anm
3A70.T74
3&5.5%56
3ES.660
340,348
315.0064
€50.944
255,441
E11.T747
1£5.085
SE.657
224649
-£0.761
=-157.359
=2&T.087
=350.625
~528.79¢0
~£EZ,319
-ES5l.B92
~1028.122
-1z41.531
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*»OQVMENTQOQ MX
APROX oA APRGX .S
«011 .129
+011 -.024
«283 +268
«582 +952
2.0123 l1.988
3.401 3,356
54350 5.308
T«814 TeTTH
10.715 10657
14,334 14.293
18.489 18.451
23.260 23,155
28.782 28.711
35,023 34.984
41.957 414879
49,746 49,692
58.216 S8.172
67.627 674555
T7.763 T1.685
88,549 BB .574
100.422 100,378
112.553 112.871
126,314 128,233
140,405 140,334
155.239 155,205
170.674 170.624
186.582 186.%36
203.023 203.00%
219.741 219,724
235.607 236,61¢
253,587 253.598
270.381 2704416
286.875 286.920
302.7¢8 302.824
317.7¢0 317.848
331.678 331.787
344,210 344.3585
354.838 355.048
363.180 363.337
368,986 369.222
IT1.747 372.094
370,560 370.87%
365.582 A66.002
355,602 356.13%
340,262 J40.751
318,897 319.473
290.794 291.415
255.253 255.53%
211.487 212.239
158.773 159.587
§64245 97.112
23.210 24,165
“61.297 =-60.277
=158,021 -156.932
-267.928 -266.6175
=391.470 =390.,248
-529.783 =528.501
-643,454 -682,114
-863,185 ~-251,754%
~1035.605 -103B.214
~1241.31%

=1039.,605

APROXWC
011
+011
«284
«982

2.015
3.400
54355
7.811
10.719
14,329
18.492
23.270
28.782
3s.02e
41.962
49,748
58.241
6T.625
77.753
BB.444
100.422
112.553

126.314"

1404409
155.230
170.679
186.577
203.056
219.727
236.607
253.601
270.367
286.884
302.753
317T.782
331.4650
345,238
354,824
363.140
368.996
3r1.752
370.550
3654591
355.472
340.271
318.890
290.794
255.261
211477
158,777
96.250
23.203
=-651.293
=15u,024
=24T.828
=391.47]
~529.781
~683.455
-853.186
«i039.603
-18657.634

APROX.D
«129
=,026
249
+951
1.979
3.349
5.307
T-?Tl
10.658
14,293
18.440
23,196
28.713
34,979
41.888
49,688

58.175 .

6T.570
TT.717
08.540
100.2361
112.652
126.232
140.331
155.186
170.641
186.546
203.007
219.719
236,591
253.584
270.404
286.913
302,858
31T.842
331.783
44,369
355.031
363.369
369.240
3T2.064
370.893
365.997
356,148
340.772
A19.441
291.415
255,942
€12.216
159.558
$7.129
24.169
-60.272
=156.932
-266+271
~390.247
~528.503
~682.117
"851-796
=1105.130
=l601.942




ENSAIC DE BFERICAC PARA N2 62 = REDE DUAL

PONRTC

119
121
123
128

ANALITICO

+ 038
2218
922
1.88]1
2.2323
S.0123
7.257
10,000
13.2718
17.121
z1.870
26,648
32.387
32.815
25,954
£3.82%
EZ.445
7t1.826
El.572
52.88%
144,554
11&.5¢€6
130.068
143,504
128.347
173,363
1é2.e78
£04.802
£Z1.028
217,423
253,870
E78,175
ZE€.160
21.611
3l6.292
328,537
242,254
352,520
2e1.583
7,860
371.323
371.553
JEB.040
340,278
347,719
325,783
35E.860
€75.311
€23T.487
151.€29
137.113
732,158
-+S64
-26&,003
-182,700
=251.813
=4ibka04T
-~£20.10%
=7130.648
~ELL,284
=1laT.566
-1E44,.559

¥CFENTQO MX
APRCX.A APROX.B
«019 « 076
018 =009
1275 «249
R-1.04 «038
1.829 1,796
-3.159 3.103
4,580 4,955%
Te0B7 T+035
9.506 9.B8T0
la.1e2 13.140
16,501 16.835
21.423 21.38%
26,479 26.423
32.214 32.163
38.599 38.523
45.832 45.790
53.629 53,559
62.250 62.224
Tl.623 71.525
81,532 B1.904
92.763 92.684
104,555 104.500
11£.851 116.762
130.049 130.002
143.949 143,916
158,237 158.2848
173.3%8 173.375
1€8.BAT 188,854
204,757 204,715
220.979 220.957
237,364 237.369
253.850 253.874
270,148 2704194
28%5.572 286.008
301.528 301.614
3164064 I16.124
329.785 329.914
341.985 342.12¢
IT2.662 352.827
3el.262 361424
367,646 67,505
370.976 371.25%86
3T1.14% 371.459
36T.723 368.080
359.548 360,341
347.316 347.759
329.4544% 329.95¢
305.478 306.021
275.021 275.64]
237+170 237,831
191,315 192,03%
136.892 137,699
72.906 T3.749
=1.207 -s290
-86.302 -85.331
-182.998 =181.962
-292.159 =291.071
~414.448 =-413.29¢
=580.561 ~549.352
=T{1.173 -699.913
~8€6.910 =B69.606
~10a8.252 =1046.988
=1048,2%2 ~1244.01¢
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APROX.C
.olq
«019
«275
«866

1.830
3.152
4.580
T.082

9,913

13.177
16,8499
214420
26,4988
J2.219
38.604
45.824
$3.63%
§2.280
T1.628

T Bl.923
92.768
104,560
116.841
130.059
142,938
158.344
173.288
188.897
204.762
220.994
237.369%
2%3.845
270.158
20%.962
301.543
316.064
329.170
341.970
352.682
361.226
367.672
IT0.961
371.154
367.712
359,953
347.316
329.444
305.484
275.016
237.165
191.321
136.897
72.901
=1.207
-86.202
"182-998
-292.159
=al4.448
=550.561
-701.173
-866.910
~1048.292
~1661.095

APRCX.D
«072

-s 009
2249
833
j.802
3.101
4,950
7.021
9,064
13,147
16.834
214385
26.428
3z2.164
38.531
45,791
53.568
62.239
71.530
81.8%8
92.657
108,501
116.789
129.987
143.899
158.215%
173.371
188.853

208,745

220.983
237,370
253.868
270,202
285,986
301.631
3164128
329,866
342.111
352.834
361.428
367.894
371.2%1
371.448
368,090
360,351
AT Thé
329,940
3064013
275.527
237.816
192.024
137.489
T3.754
-e297
-85.335
~181.960
=291.073
~-413.257
=-549,255
-6%9.912
=845.607
=1114.182
=1604.378




v

ENSAIC

PONTC

121
123
125
127
129

CE AFERICAC FARA h= &4 = REDE DuaL

ANALITICE

+032
«298
+BE2
1.758
3.018
44675
£,762
$«310
12,353
15.920
20,043
2h.T4E
30,065
36.018
42,429
45.520
ET.506

E5.€01

164012
8€.143
564591
1ce.546
120.780
132,698

14Te 274

1€}.3582
175.59¢
161.0G4
206.564
222.205
228,203
€S4.126
2E£%.922
€E5.42]1
300,425
318,731
AZE8,091
460,248
350,504
355,753
3EE.448
370.620
171,868
JE5.TEa
2£3.850
A53.638
238,614
218.235%
£51.53)
£55.107
£15.147
- 1714413
11%.252
45.593
-25.,028
-110.522
~Z07.140
=215.557
435,430
=E70.384
-T1E.018
-B716.,BT6
-1(56.452
=1248,172

* O MVENTO L2
APRCX. A APRCX.E
«008 122
008 =023
+236 «207
842 2828
1.656 1.621.
2.954 2.53%
4.500 4abAT
€645 6,625
9.045% 8.952
12.126 12.095%
15.511 15.444
19.775 19.760
24.154 24.122
29.523 29.487
35.498 3S.464
Al.862 41.784
49,276 49,250
57.08¢ 56.994
65,804 65.748
75.114 75.042
85,205 85,140
96,077 96,033
107.520 107444
115.654 119,844
132,454 132.248
146,077 146,065
159.896 159.833
174,691 174.67¢
189.453 189,385
204,980 204.95%¢0
220.508 220.472
2364161 236,342
252,293 252.456
267.287 267,859
283.8545 283.598
258.5648 258.641
312.717 312.8380
326,302 326.435
A38.444 338.554
358.951 349,118
357.975 358.153
364,714 64,941
3¢68.280 3654115
370.182 37044723
J6B. 164 368.4T7
362,370 362.737
352.220 - 352.641
337.435 3ar.a7e
317.187 317.673
291.087 29]1.634
258,545 259.139
218.750 219.394
171.240 171.941
115,413 116,192
50,342 5l.142
-24,249 ~23,477
-109.489% ~108.558
=205.851 204,817
=313.573 =312.961
=434,513 ~433.414
-568.209 -567.072
-115.523 714,334
-877.110 -875.880
~1053.442 =-1052.214
~1053.442 «1243.290
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. APROX.C
«008

008

.236

«B4h
-1e65%
2.954
4.503

6,648

9.044
12.126
15.511
19.715
24.197
29.536
35.503
41,851
45,284
57.07S
65.809
75.109
85.200
96.083

107.509
119.705
132.448
l4s.083
159.896
174.696
189.453
204,951
220.530
236.328
252.409
267.904
282.52%9
298,568
312.760
326.324
338.433
349.002
357.964
364,735
J6H.859
370.182
368.175
362.359
3524235
337.435
317.187
291.102
2584539
218,750
171.235
115.424
50,336
-24.349
=109.489
=205.851
-313-973
-434.51)
~568.209
-715.523
-877.110
-1053.442

=1659.893

APRCX,.D
=131
-a022

- o206

: +823
\ 1615
. 22940
44450
6.620
8.990
12.09¢6
15.46%
19,712
264120
29.477
A5.472
41.776
49,236
57.006
65.769
75.061
B5.146
s 964033
-;1010‘42
119,637
132.3%%9
146,060
159.828
178,712
189.400

204,957

2204502
c236.263
252459
267.862
2813.604
258,638
J12.848
326,416
338.579
349.105
358.147
364.501
369.121
JT0.428
360,401
J62.748
352.¢25
337.876
317.679
291.610
259.137
219.379
171527
116.173
51.129
=23.477
=108,.552
=-204,874
-312.935
-§J3a*l5
-567.070
~714,333
-87w.880
«1119.490
=1602.429

I

SUIRE
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3.5.4 - Rotagoes y Aproximados com Rede Dual

AnaZlsou-se os resultadas obtides por meio das qua
tro aproximagzces (A,B,C e D} do célculo da rotacao y do re
servatorio p=acrio, segundo o mesmo procedimento de analise
€ 0 mesmo escuema de ensaios, como no item 3.5.2. Nauralmeﬁ
te, cabs aqui também observacdes andlogas as feitas naquele
item, quanto 3 n3o necessidade de se seguir_o mesmo esquema
de subdivisac da alturé H do reservatdrioc tanto para anéll
se de M, como para sndlise de y . Porém, considera-se para a
rotagao Y 0 ma2smoe esquema de ensaios de M ,» tendo-se em vis
ta o exposto no item 3.5. 2.

Feita essa introdugdo, passa-se &s andlises dessas
aproximacgoes.

-Com 2sse tipo de rede, os resultados obtidos pelas
quatro aproximagbes da rotagdo y com o tamanho de malha
h=40000/6, (maz Er=+9% com as aproximagdes 4 e C ¢ maxr Er =
+5,2% com as aproximagdes B e D), séo melhores que os ohti
dos com rede hahitual. No ensaio séguinte, com n=12, os re
sultados apresentados J3 podem ser considerados razodveis,
a menos do valor de ¢ no pnnfo 25. Neste veé-se qus a melhor
aproximagaa & aBkmax Er = +5,0%, - 6,6%).

‘Com o tatmanhe de malha h=40000/24,-percabe-se que
0s resultados das quatro aproximagdes sac bastante preci
503; & menos dos valores mais proximos ao engastamsento, com
a aproximagaec D (Er = + 16.2% & Er = ~ 3.5%) nos pontos 49
e 47 e com aproximacdes A (Er = ~ 7.8%) e C (Er = + 11.7% }
no ponto 49. Com esse tamanho de malha, a aproximagdo B se
destaca como a qus melhor resultados apresenta para valores
de ¢ (max Er = + 0.25%, -~ 1.2%) nos pontos 49 e 47. A par
tir dessa subdivisdo da altura ¥ do reservatdrio, nota-se
que & medida que se refina a maltha, os valares de'y nos pon
tos mais proximos ao engastamento, se aproximam mais rapida
mente aos valores exatos que nos demais pontos. Isto se de
ve ao fato de gque os valores de Y obtidos por essas aproxi

magoes, nos pontos onde g convergencia € mais lenta, ja =Y}
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rem bastante refinados. WNota-se inclusive que com n=28,hbs
pontos onde ds valores aproximados de §, j& eram bons, come
¢am a oscilar, apesar de continuarem dentro de uma precisao
aceitavel (veja valcres de Y nos pontos proximos ao coroa
mento dos ensaios com n=86, 28 e 30).

A 7im de melhor ssclarecer o que se disse acima,
quanto a caonvergéncia, naotes-se que com o tamanho de malha
h=4000/40 obtém-se com as aproximagdes 4, B, C e D os sg
gulntes £Z», no ponto maeis proxime do engastamento: - 3.1%,
- 0.4%, + 6.8 & + 10.0%.

No ensaio seguinte, com o tamanho de malha h=40000
/48, as aproximagoes qus se obtém para valores de ¥ ao i@i
go da altura do reservatédrio, comparadaes com as do ensaio
anterlor (n=40), sao praticamente as mesmas, principalmente
para a aproximagao B, a melhor de todas, que apresenta Er=
- 0.3% no pdnto mais proximo ao engastamento (ponto 97). Po
rém, continua-se observando que & medida que se refina a ma
lha, melhores resultados se obtém dessas aproximagbes, embo
ra numa convergeéncia cada vez mais lenta. Inclusive chega-
se2 a um limite de refinamento tal que os resultados comegam
a oscilar, quebrando a convergencia monotonica das aproxima
goes. Veja, por exemplo, o valor de Y no ponto hais pféxi
mo do engastamento obtido com a aproximagao B com n=52j 54
g 96.

Apresentam-se a seguir, além dos resultados analil
sados, os provenientes com n=60, 62 8 64 a fim de mostrar os
valores das rotagdes obtidas com aquelas subdivisbes da al

tura # do reservatorio, para as quais se analisaram os Mm'
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ENSAIO DE AFERICAC PARA A= € - REDE DUAL -

PONTO ROTACOES e
ANALITICO APROX. A APROX. B APROX. C APROX. D
1 ~+1522655€-03  -.1515186E=03 =.152265SE~03 =,1S15186E-03
3 = l€53€24E-03 =,1522655E~03 =,1540893E=-03 =.15226%5E=03 =.1540893E=03. .
5  =elB53CECEE~03 - 13E0925E~03 =,145717SE-03 =.}3B0G25E-03 =.1457175E=-03 -
7 meSELTEEEI~C4 =, 7816363E=04 =.89TISE9E~04 ~,T7816963E-04 T = BYTIS69E=04
9 «31784Z215-04 #5114954E=04 «AT1049TE-04 +31145S3E-04 #4T10692E=04
11 «2694510E-03 «2047362E-03 «2178156E-03 204 7362E~03 02645434E£-03
13 s2173088E-Q3 +3447708E~03 «3100504E~023 «9158450E~04 +7T93543E-04
ENSATO DE AFERICAC PARA Nx 12 < REDE Dust
PONTO ROTACGES u
ANELITICE APRCX. A APRGX, B APROX,. € APROX. D

1 =e1627126E=03 ~el627631E~03 ~+1627126E~03 =e1627631E-03
3 ~e16566905-03 =.1627)125E~-03 ~+1628398E=-03] ~el627126E=03 =e156268398E=-03
5 ~«l1E44505E-0) =+16181S6E=-03 =~+1621530E-03 =el614156E~-03 =«1621530E~0)
7 ~e15508045-02 -e1556943E-03 =e1S71170E-03 ~«1556943E-03 ~e1571176E=-03
9 =ela84182E-03 =2 1814369€E-03 =el436485E-~03 =s1414369E~03 =+1436485E-0)
11 ~+11E5€862-92 -+1139101E-03 = 1168633E~-03 =+1139101E-02 ~el 1686I4E=0]
13 =+ 73814115=04 ~o6BH64DAE~04 = T20204RE=04 ~+6866403E~04 =« T20204TE~04

15 =+BIE922EZ 05 ~+3275519E~05 ~+£222295E~05 =e3279455E=-05 =e6222261E~0S

17 «TSTTS1IE=-04 +T5TE159E~04 «78T4102E~04 «T3T6159E~04 «TdTA4110E=04
1% «1€7710232-03 «1685261E-03 «1T22147E=-03 «1689261E~03 «1722147E€=03
21 »C423E25E-0) «23B83591E£-03 «2452867E-02 »2383%91€~03 «26492066E-03
23 225484223503 0 2422265€403 +2€626905E~03 «2422265E~03 «2TT631TE-03 -
25 «138480£2-03 «1950066E~02] «1533106E-023 2 T3I5ICAGE-04 +5TI9043E=04"
ENSAIC CE AFERICAC PARA N2 24 = REDE DuAL
PONTQ ROTACOQE.S ° we
AMALITICC APROX. A APROX, B APROX. € . APROX. D

1 = 1649676E=03 =s 164964 0E-03 ~=]1649676E~0]3 =2 1649639E=03
3 =21657042E~03 «+16495T5E~03 =« 64983%€E~02 =e1649675E~023 =s1645836E~03
5 =+ 1E55€835~03 =, 1648335E-02 =2 18AS0ATE=03 =+ LEABIIBE~(3 ~+164906TE~02]
7 ~«l1E50045EmD2 ~a1£426405E-03 ~+16439T1E~03 =+ 1642605E=03 »e 164357 E=Q]
S =e16364142=023 ~s162L681E~03 =+ 1630803E=03 ~+16206P1E-03 =+1630803E=-0)
11 =e16102165-03 -+1602030E~03 =s1605019E-03 ~+1602030E=02 =e1605019E-03
13 =~ 18E624EZ=01 ~e155T441E-03 ««1561391€-03 ~»1557441€~03 =e1561392E~03
15 “s 14G8T0LE=-C ~s1489146E-03 ~a1494]124E~03 =«1489146E~03 =+1494125E-03
17 =s1A0F27£E5-03 =+1250988E~02 =+ 129TOL14E-02 ~+1390588E-03 ~e1397014E-03
1% =« lZE7565€-02 =+ 1256675E-03 ~.126370%E=-0D3 =e125667T5E=03 ~«1263703E=-03
21 =«10621632-02 -«10801BBE~D2 =« I0BH0E4E~D] =« l0FC169E~0] = 1088084E=02

23 = EBELG2E4E (4 -+8563213E-04 -+ 8E48ISHE=0N =+ 8563221E~04 ~+86483T6E~04
2% =e55427528~04 ~+SB13626E-04 ~2S00993E-04 =«5813617E~04 =~+5900GBTE=04
27 =sZEETESEE-CH =.2535816E~04 =.Z623598E~04 =+2535806E-04 -« 2623598E=04
29 . #111%5157E=-04 «1236663E-04 +11864443E-04 +123666HE~04 01164435E~04
31 «G3JBTICE-L4 25446428E-04 «S356242E-04 «S446433E-04 «5396255E=04
33 «GET2C4SE~04 «SG5T7317E~04 a 59424 00E-04 «G957312E-04 «9542408E-04
A5 W 14S(ESCE-D] +1455771E-03 »1455429E-03 +1455770E-03 «1455429E-03
a7 «1EG2E138-02 «18G2862E=-03 «1904598E=-03 «1093862E~01 «1904597E~03
39 «22735338-02 «2267545E~03 +2287576E~03 «2267546E~-02 «228T5T6E=D]
41 «253530CE-C3 «2521049E~03 +£5520836E~03 «2521049E~03 +2552836E~-03
41 +FELELIEE-C] «2583834E=-02 «26300)0E~03 +2583834£E~0] «2630010E-03
45 «260763FCE~03 «2269561E~03 «2432800E-03 «2365562E~03 »2432000E=-03
a7 «18300845-03 «1775860E-03 «1857484E~03 «1775€60E~02 «1923034E=-03
49 +T60180CE~N4 «9E6B6L6E~04 +79242T9E~04 «456THTBE~04 «3383971LE-04
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a7
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159 -

CE AFERICAC PARA Nz 26 = REDE DUAL

ANALLITICC

- JESTOSIE~03
=  l455664E~03
=y L651642E~03
-.1£411222-03
-.1€21017E-03
~y lEETIT5E-03
e 1SA5BLEE~03
~-e14815222-03
~e13555065=02
=el2fa553£«03
=e1052064E5-02
= 83551 (uE=-04
~oSEZESLEE-DA
= EBQ2SZAE~04
«B5435CAE=05
WA4GTAZIT~04
«BEALEEEE=D4
«12508178-03
»171106F2=-03
«Z2C848QTE~G]
«24024225=03
+258EQ34E-02
«258545SE-G2
eEAZGEZTIE-DI
«17T34E0CE-03
«TOT454EE=04H

ROTACOES

APRQN. A
~e156513B8E~02
= 1651387E-03
-e1650345E=02
=,1£45922€-03
=,1635205E-03
-« 1614769E=-02
~.156C663E-03
=.1524501E~03
~o14535A4E=02
-y1350851E-03
«+1215514E-02
-.1042931E~0]
- BZ91952E~04
=, 5716053E~04
= ZE926HTE-04

« 76154 HAE=05
+A5YSTA4E-D4
«AT14T6ZE~0D4
.+ 1296825E-03
«1713874E~-03
+2052941E~03
+2395212E=03
2»25T1642E=02
«256208BE=03
«2294806E-01
+16686474E=03
2+ B85S3SEBE-04

APROX. B
=, 165135402
~.1651513E~0]
=.1650914£-03
-.1648570E~02
-,16236825E~02
=a1617047€E-02
=.1583673E-03
-e1532295E~03
-+ 1458167E~C2
~e1356291E-023
=+1221721E-03
w,104G790E-03
=2 8365043604
=.5790633E-04
=e2764490E~04

«6982318BE-0S

«4S4B2T0E-04
«BE92342E-0s
«1268209E-03
«1720208E-03
«2105740E~03
+2416186E-03
+2602640£~02

w2605043E-02

«235164BE-03
+17581954E-03
+7345TG1E=04

DE AFERICAC PARA Nz 28 = REDE DUAL

ANBLITICC

e 165T0E1E~03
~a16562205~02
=, 1482781F=-02
~alE4sECSE-02
“o1628757E~03
=y 1€CZ4ETEQ
=, 1S6ZET7E=Q2
ce15044425-03
=e14z780555-03
= 132C116E=-02
w1 1EEEELE=02
=.1C18151E~03
- Bl44BS3E-04
=+ ST2E34EE-04
~+E915157E~04
CBELZECTE-LS
«ITEEAZZE=04
«TETIST1E~Q4
«118Z6TEE=03
«1548C€7E-03
1633102 =02
e 224557 E-012
aZ4SzhazE=03
«260513225-03
+ECAHLFEE=0]
+225CatrE=03
+1EALEEZE~D]
+EE1S0GEE~D4

ROTACCES

APRCX. A
=,1451989€~03
-+1651987E~-03
=e1653170E=03
~o 1&4THETE=03
~.1639283E~03
=+ 1623306E-02
= 1596T05E~03
= IS5609EE=0]
v 1497TE¢IE=D]
—e1a1T786BE~0]
=41312370E=03
=a1177392E-03
=e1009362E~-03
- 8053104E-04
=,5£32322E~04
-y 2BZS0E1E~04

+IS5598%E=-05
«38713%90E~04
W T€51743E~04
«1158706E-03
«1851995£-03
«1523684E-03
+224597T8E~03
«24H3844E-03
$2594313E~03
«Z525YE1E-DD
«2218768E~03
«1604058E~D]
«81T4015E~04

APROX, E

-we1651964E=03

~.1652085E-03
=.1651614E-02
=, 164B502E-02
= 1640545602
=+1625076E=02
=.1599045E~02
=.1553048E~02
=. 1501383562
-.14221328-02
=.1317282E-02
= 1182902E~02
~a1015364E-03
=~ 81164L1E~D4
- 9696725E=04

- ZBRTII0E~0A

42997454E~0%
«J82T234E=04
+7625921E-04
»11958747E-03
21555595£-03
«19319146E-03
«2760050E-02
«25095077E=-03

«2624113E-93

«2565T94E=C
.2270017E=02
«166T4356£-03
26845 TLIBE-DA

'L

ut

APROX, C
=+1651388E~01]
=+1651387E~02
-s1650349E~03
-s16459226-02
=+1635205£~03
=el614769E=03
~s1580£63E=02
~s1528500E~03
- 1453544E~02
=:1350851E=03
-+1215514E-03
-+ 1042930E~02
- 8291946E-CA
~e5T1605ZE=06
~+2692691E=04

«7615328E-05
+4595T749E-04
«87147T7T2E~04
+1266825E-03
«1713873E~-02
«2092940E~02
- «2395212E=03
«2571642E~03
«2562088E-03
«2294607E=03
«16864T74E-02
«428636TL-04

APACX. €
=s1651989E-03
=.1651987E=03
=e1651169E~03
=2 1647687TE=102
~e1639283E~03
=e1623306E~03
2. 15967T10E-03
~e15560GE~02
= 149770H2E~03
“el417867E~02
~+1312370E=03
=+1177393E-C3
~+1009362E-~01
=.8053108L=-04
=e5632327E-04
~.2825075E~04

+3555933E=05
+«3BT133HE~04
«T651754E-G4
«1158707E-03
+1551945€~03
«19236B4E-03
«224597THE~0]
«2403844E~-03
«2594313E~03
«25289E1E~-03
«22187€T7E-03
«1604058E-03
«4035765E-04

APRQX. D

‘=, 1651357E=03

~21651513E=03
s 16503 L4E~]]
~.1646970E~0]
-+ 1636825€E=03
=, 161 TOATE=(3
~ 15836T3IE~0]
-,1532300E~03
=e1458167E-01
-+13%6291E-013 -
-a1221721E~03
~e1049790E~02
-, Y365040E=04
=.5790631E=04
= 2T6A4F0E=0%
+6982163E=05
W45482715E=04
«B69235SSE~D4
+1298209E=-03
«1720203E~03
«2105740E=-03
«2416187E+0D
22602640E=03
+2605043E-0)
«2351649E~02)
«1818408E=03
«3162072E=04

APROX. D
~41651963E~03
= 1652086E-03
~e1651614E-03
-.164850BE~03
-t 1640565E-03
=41625076E=02
=4, 1599045E~03
=, 155904 TE=01
=,.1501384E-03
~.1622132E-03
~.1317282E~03
=, 1182904E=02
-.1015367E-03
=y 81164TQE=04
=.56967T39E-04
- 2B9T7326E-04
+2957589E£=05
«3B2T253E-04
« THZ590SE-04
«1158747E-03
»1559595E-03
+1931918£-03
+2260051€~03
+2505077E=03
«2624114E-03
2 2565794E=03
«227T2017E=-03
+1723210E-03
+2966393E-04



ENSALC

PCATC

-
Ll e NN

13
i5
17
19
21
23
25
27
29

|
as
a7
3%
41
43

47
49
51

55
57
59
61

EnNSALQ

PONTC -

-

180 -

CE AFERICAC PARA h= 30 ~ REDE DuAL

ANBLITICC

=e JESTOLTE~DI
s 16S6IHTE~02
-+ 1653424E-02
~a1EATQEC4E=-0]

CowelElb4aLE~02

~e1€135455=03
o 1SEL1EIGE~DD
~«1E35L)CE~02
=eJ4VZ524E=03
= 1385756GE~02

T = JZEIQSLE-D3

e 1146675E-0]
= SELTRGLE~DA
=y TSECAGEE=Co
s S5EIGNELT~04
= 301ESELE-D4
=+ TQ1SGS4E~LH
a21782352E-04
WEETLITZE=-DS
«1033565€~-03
+ 1404677602
W 17ESOGAE=D]
«20%4506¢E~03
«23ETITTE-DZ
w2ES2404FE~03
+2£12103E=-02
e 2502455E-02
«21730S5E~02
s 15€4846E=01]
«6211321E~04

DE AFERICAQ PARA

.

ANALITIEC

=+ 1657081801
=+ 16SEE0ZE=03
~.1€35683E~03
~e16E3042E~03

e 1E4E111E-02

- 1626594E-03
W EZT7Z0E-03
e 1610216E=03
- 1506232703
~41554820E~03
s 1514355€~02
- 1483705603
ne)4013T£E02

. =el224032E~02
. wal236327E-03

~2112058%E=03
~s 1008EARE~G]
~oBLRGZELE~0
=2 T104554E~04
we5325687E-04
e Q364TTSE~CS
s 1Z13077E~D4
«11151823E-04
«3603232E~04
cBEZELEGEDA
«8545722E-04
«11725C0E-6G3
«14506REE~DD
«L721ET6E~0T
«1576112E=-03
«ZZGE011E~-02
«2356015E~¢C3
«2535304E-02
«EECTOS1E-03
«€553414£=03
we&T4h4EE-03
«2ZZ8143E-02
+18304TOE~0]
c1ESSEE1E~03
w4 T5T295E~Ga

ROTACOQES

APROX. A

-« 1651660E=-03 -

~21651662E=-023
-+1651005£E=-03
~«1648222E-03
=21641526E-03
~e16Z8825E-03
=+16G7T26E~03

= 1575560E~03 -

-.1525419E=03
~.1466196E~03
~+1382676E+03
~ 1Z75628E-03
-.1141550E=03
~.9788186E~04
783534 TED4
~55578TTE=G4
=a2915540E=-04
L5262893E=07
s3247261£-04
+6733203E=04
»1038110E~03
+1407418€=03
L1765523E-03
«2092026E203
L23612856~03
«2541905E~02
s 2S962TLE=02
o 29802039 E=D]3
e 214323403
«1528013E=03
+TSB6S41E=D4

APRQX. B
-+1651623E~03
1651 74TE=D2
-.1651359E~-023
-~y 16488T4E~03
~a1642527E-03
~+18630225E-0)
- 16055 70E-D3
-, 157T8HOSE=-03
- 1532265E-02
-, 14695 7RE~03
=.1386%97E~03
-s 12B0066E-U]
=o114685G9E=03
=584 ]102E~04
= TES4TBIE~OA
~+E614D1SE-D4
= 2993944E~04
- %a422366E-06

«J206595E~0w
2ETOG214E~0
«1037356E-03
«+14092485E=-03
+1770791E-02
«2101566E-023
«€37605%E5-03
2 2562946E-03
+2624669E~03
«25171336-03
«2189596E~03
+15B4409E-03
o b4 084L35E~DA

N= 40 - REDE DUAL

ROTACOES

APROX. A
=+1653699E~0]
-c1653705E-03
=.165343%E-03
=~.16%2317E-02
=+ 1669649E~01
=+1648654E-03
~+1636459E~03
=+14240T1E~03
=+ LE0643TE=D]
= 15824086E=03
= 1550748E-03
=«1510177E~03
-+ 1459350E~03
=s13G6897E«03

--‘321‘59E¥03

~s1231685E~03
-e1126323E~02
w1 004193E=02
~BEAZBIZE-DS
=, 705874 0E~0%
- 52844993E~04
=+3221004E~-04
e l171183E~04
+11545866E-04
+J63345SE=04
WHZ5829TE-0%
«8976673E=04
«1174936E~03
«1451902E~03
+17€15131E=-03
«1675176E=03
22202701E~03
«2262125E=-03
«252957T7E=-03
«259520TE~03
«2583132E-03
«246137TE=03
«2211887E=-03
«1810599€=-03
«1231555E-03
« 55691 T6E=-04

APROX, &
<~s1453675E~02
e 1653744E~03
~+1653582E~03
=+1652575E=-02
»e1656037E=02

- »e1£45188E=03
=a1637157E=02
s ]024946E~03 .

~+1607503E-01

-«1583679£-03

~e1552234E-03
-+1511885E-013
-«146128BE~03
©.1355060E=03
e} 322048E~02
=al234282E-02
=e1129119£=03
~1007ISTE-QS
=, 867T3663E~04
~sT090342E~04
“o531660TE=D4
-+3351990E=04

= 1200501E~04
«1128045E=0s -

«3617127E~04
«5241T22E~04
+E96T6IRE=-DS
#11T49EEE=-DI
«1453129E-03
«1724167E~03
«157$535£~013
«2209052E=-02
«2400788E-03
«2540P41E-D3
+26134492E+02
«2600T4TE~DD
«2AR266TE-03
«2237187E~03
+1840225E-03
01265657€E-03
«4864T40E=-04

Wt

APRCX. C

‘=el651660E=-02 ¢

-s1651662E-03
~+1651005€=-03
~e1646222E-02
~e1641526E-03
-.1620825E-03
-.1607736E=03
-« 1575560E-03
~.1525419E-02
-2 l466155E~03
»e1382676E=03
- 1275629603
~ei141950E~03
=+ GTHBLTRE=CUA
-.7835357E~04
= RGSTHTOE=~On
~e2935534E~04
«52028G2E-07
+3241261En04
«6731203E~04
© «1038110E~03
«1407417E~03
«1765523E~03
«209202SE~03
«2361265E-02
+2541504€-03
«2596276E~03
#248028HE=03
a2143234E~03
«15280138~03
«3811111E~04

APRGOX+ C

+mal653699E~03 -
«*+1653705E~03
c1 e 1653439€E=0]

*a1652317E~0]
=e164G649E~03
~s1664654E~03
o l6IEASIE=03
=21624071E-02
~e1606437E~02

"+ 15H2408E=~03

= 1550749E~03
~e1510177E~03
=+1459350E-03

~e1396898E~01

ok 121459E-0)
w}1231685E-02
~e}1263236~03
~o1004192E~03}
weBG4204HE~08
. meaTOSETATE=~DA
- =B PB4 SE=04
- =s3321012E~04
‘el T11T6E-CA
e1154502E~-04
¢ »3635443E~04
© 625829 TE-04
+UITEHOZE~DS
«1174936E~0]
«1451902€E-03
«]T215]11E~03
«197517TE~-02
e 2202702E-03
«239212%E-03
e2529576E~03
«299920TE~03
+2583132E~03

«24613TTE-03

«221188TE~D]
«1810599E~-03
+1231555€E-03
+29807BTE~04

APROX. O

‘=,1651623E-03

=+1651746E-03
“41651359E-03
~u164EHT4E02
=+1662528E-03 "
-.1630225€-03
=4+1609570E-03
-.157TH89E~03
-+1532265E=03
- 14695 THE=03
- 1386598E=03
- 1260067E~03
~o1146860E~03
-.9841091E~04a
~.7894TSTE~04
~5614005E=04
=.2993973E~04
- 4a22324E-06
+3206607E-04
+6706211E~04
+1037357E~03
«1409265E-03
«1770789E-03
«2101566E~03
«2376059E-03
+2562946E-03
+262466HE~0)
+2517133E-02 .
+2189596E-03
+1636328E-03
«2792436E~04

APROX. D
=« 16516T4E-03
=+ 1653T44E~02
~+1653582E~02
= 1652574E=03
=+1650036E=01
"o 1645 1HBE=~03
~o1637)157E=-03
-e16824946€~03
~el607502E~03
~+1583679E£-03
~e1552233€E-03
~+1511886E=03
=y 146128%E=03
=e1399060E~03
~e1323847E=03

-, 1234263E-03 ..

~e1129118E-03
~s18GT156E~03

= B6736TYE-04

=~ T030336E-04
~+5316630E~04
e 3IS1992E~04
=, 1200500F«04
«1128042E~04
«3617]132E=04
«6241T20E-04
2H96T603E~04
«1174986E=-03
«1453130E=-03
«1T24169E-02
+1979533€«03
«2209052E-03
«2400THBE=-D]
«2540881E-03
e2613491E=-0]
«2600TR6E~03
«2682667TE~01
«2237167E~03
«1840224E~023
e13043T4E-03
«2159751E-04



ENSALQ

PONTC

1681 -

CE AFERICAC FARA A= 48 ~ HREDE EBual

ANALITICC

- 1657085E~03

=+ 1656G26E~02
~e16E£252E=0]
~s16542125=-02
-+ 1¢520£1E=03
~s JEATEESE=0QD
=o1EH(QR1EE=Q2
-+ 1£3123%E-02
-+1€182172-03
~«1€011085-02
= 1ETGZE145=02
“o1SE1EIGE~02
=o151813€£E-03
w,14774145-03
= 14288452 =33
=a1271t42E-23
=+1205002E-03
w, 1ZERLEEE=02
=s114C3ISCE=0]
=o1C41214E~02
~.5254617F=04
=.BQS1841E-04
= ETREITE=QS
= S173472E~04
=s 35S TECE-04
=, 17EBQSZE~DS
«12451€LE~05
eZlABEEZE=D4
«424T4T32=04
¢ELAGRZEI-04
28715538504
+11031835-03
»+13235377E-03
+15€4T56E-03
+178682CE=03
«165£2302-023
«21BTZC2E~03
wZ252C35%-0]
+2484518£=02
+25742753-03
«EL12361E-02
«ZSETR1ZE~03
+24BRS1CE~0D
+23025385=03
«20161652=-03
+1L13GGEE=0QZ
«168G2E55=02
o #0GESAEE~D4

ROTACOES

APRCX. A

-e1653493E=03 -

-, 1653488E=-03
=e1653336E=03
- 1652T06E~03
-+1651219€-03
=o1648449E=-03
-+ 1643925E~03
-.1637126E~03
-a1627491€~03
~.1614409E-03
=«159723TE~-03
-+1575282€~03
-.1547T813E-03
=.1514087E~02
=+ 1473325E-03
=e1424T43E=-03
-+ 1367540E~03
=e1300944E-03
-.122416SE-03
=+ 1136495E-02
~s1037261E-03
-e92508612E~04
=+8017958E=04
=,6647043E-04
=+9143975E~04
-,3308701E-04
=21 743736E~04
«1459121E~05
«2152061E~04
24 262580E-04
+E4516419E-04
«BT2T5THE-(4
+110248%E=-03
«1335156E-03
+1563946E~03
«1785349E~-03
+1994107E-03
»2184152E-03
+2348575E~03
«24T9551E-02
«256H304E~03
«2805093E~03
«2579171E-03
«2478T782E~03
.2251169E=02
«20025%7TE=02]
+«1558406E~02
+1063071E-03
«45818220-04

APRQY, 8
=s1653484E=02
= 1653508E~02
=,1653415E=01
= 1652450E~03
-2 1651432E=03
=y 1548T74E=~0]
. 1546304E=03
-+1637599E=0]
“s1628064E-03
- 1615091E-93
-.1558035E-03
n,157b200E=-0]
-.1548856E-03
-, 151525G5E~0]
=, 1474£23E=03
-«1426179E=-01
-y 1365105E-013
«o1302641£-02
-, 1225984E=-01
~e1139422E=-03
~.10352R9€E~03
- 527972TE~0O
-sB03IGHH4E~04
- kGO F04BE=04
=~ S1686024E-04
=, 352079 7E-04
=1 TEA5 ] 6E=D4

+1264906E-05
«213465TE~0S
2hZ2aTBTSE~04
«E5450209E~04
WBTZ3T21E-04
«1102327E-0D3
«1325639E-023
+1565179E=02
+1787459E~02]
«1697226E~-03
«Z218R423E~-0]
WJEISA14GE-D]
224BHSHIE~03
+2STE9LAE=DT
+261554%E-03
+2591583E-03
«2493320E~03
W2307595E-03
+202186HE~03
el 6Z0263E=-02
#»1027584E~03

«A07R252E~04

nt

APROX, € '

=2 1653493E=~03
~»16534086E-023

‘=s1€53335€-01

“e1652707E~03

=s1651219E=03

=2 1648449E~03
~a1€643625£-03
=.1637126E=~03
=2 162TAGLE~02]
=+1614410E=-0]
-.1597238E-03

‘= 15T75281E~023

~s1547813E~03

‘=e1514G87E-03

~e147332%E~03
= 1424743E~03
~.1367540E~01
=+1300945E=03
=e12241£9E~03
~e11386496E-03
=.1037260E-92
~2G258612E-04
=801755LE~04
= 664703304
=«5143566E~04
~+3508720E~04
=.1743736E-04
«1459121E~05
+E152061E~04
+4262580E~C4
sb461410E~04
«872756UE=04
«1103485L~03
«1335157E~02
+1563546E~02
#»1TRE34%9E~02
19941 08E~03
+21B4152E-03
«2348ST5E-023
«2475551E~03
+256R204E~0]
«Z2605054E-023
«267TS171E~Q2
+24T78783E~02
«22511€9E-03
«E0025%8E-03
+156840b6E~0]
«1063071E=03
22535423E=-04

APROX. O
=o16534B4E=03
~e1653509E~03
=e1653415E=03
=.1652850E~03
~:1651433E~-0)

‘=, l648TA1E~0D
‘= o 1644305E~03
" =e1637598E-03

=41628063E£-03

T =e1615091E-03

~+1598036€=-03

T = 1576201E203

-~+1548855E=03
=-+1515261E~03
=,1474633E~03
~e1426179E~03

‘we1369108E~03

=,1302641E~01
-+1225983E~03
=o 11 IB4ZAE~03
=+10392089E~03
=,92719701E-04
= BO39690E~04
=-,6663063E-04

‘waS5165980E=04

~.3530330E-04
=~ 1 764522E~04
«1265128E-05
«21346T0E~04
424 TA55E-04
+6450160E=04
+B720759E-0s
«1103329€E~03
+1335636E-0)
«1565180E~02
«1787455E=-02
«1997227E~03
«2188424E-01
«2356149E~03
«24B65BTE-0D
+25T6965E=03
- +2615546E=0]
+2591583E~03
+2493320E=-03
«2307996E~-03
+2021867E=01
«1620263E~03
«11197B3E~0]
«1826709E~-04
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~s 185 TQETEAQD
o LEERSHIE~DD
=y 1ESE462E 02
=e16E5217E=03
~e1£E T BLESCT
= JEASTIRE=D]
~e 1644505602
~s1E37142E-03

~e 14ZT150E~03
molElaB41E~03"

~-.1557251E<~03
=s1574348E=0]
=s 1SS 0EIEE-0]
=.]1€145575~03
= L4EZaSPE=-0]
- 143EBISE~0]
=.12B7540E=03
~e1325187E~03
= 126 1SEGE~-Q]
o1 1ECERATE=D]
=, 10556Q0E~03
-, 16028022-03
~ BGTESASE-O%
=,7158036E=-04
-e€E1153CE-0GS
—eBl1Z53IGE~D4
=601 187E-04
~ ZAEBQZEE~09
J1CELERUE=DNS
+3504B4CE~D4
cBEGELEEE=DA
«TETTERLE-DA
+GESAESIE~DA
"o l11B36Z4E~032
«1257584E£-03
«1ECELREE~DI
«1811730E=02
WECO4Q5EE-D]T
vZ1C0ZREE=-D]
o2335005E~03
wZAEZ1ZRE~D3
«EESHELTE=D]
«2EGST4BED]
wEELEETST=0]
eESHERZIE~03
«24glEz4E=-0]
<2Z1C203E~02
2161GE82€~03
«l822125E~03
«1010ZC5E=-03

© «3712401E~04

RGTACOES

APRGX. A
~+1695701E-03
~e1655687E~0)
=e 1655565E~03
e 1655079E=D3
-41653925E6~01]
=e1651772E-03
-, 186482T2E~02
-o1643035E-03
=« 1£35626E~0)
~s16255%5E-03
“a1612425E~03
~+15%5608E~03
-+1%9745858E-03

= 1S4HTTIE=-03

-.1517570E=03
-.1480397E03
-e1436618E~03
= 1385615E-03
-.1325769E=03
-.1259%83E-02
~.1183181E~03
-.1097283£-03
-.1001293E-03
~48547500E~04
= TT13265E=04
- E4BTOHEYE~0S
- 508G 345E~04
-e 35 TR42OE~-04
= 14956554 E=04
-42274990E=05
«1602351E-04
«3524221E-04
+5526677E-04
« T554THOE~DA
«9709501E-04
«1184948E«53
+139865TE~03
+1605S51E=03
21812135603

«2003584E~00.

+2179669E-03
«2333742E~03
~2460131E«03
«2552037E-03
wAGO19TOE~03
22601715€~02
+2542325E-03
c2414137E-02
02206763603
+1609112E-01
c1506443E-03
+9954035E~04
«A210165€=04

AFROX, B

e 1655T04E=03

~s1655698€-03
4.1655626E-03

*o15655190E=03 "

=.1654091E~03
“e1651996E=03
~al664H551E~03
-~} 643JAD2E~03
~e1636062E~03
-s1626115E=03
“s161304TE-03
- 1556307£~03
~,1578352€-023
“e1545665E~0)
=+1518566E-03

“ 14BL4STE~DS’

-~ 1437821E~03
~s138E922E~03
~.132B)1T4E~03
-, 12509B5E=02
ol 1B47T9E~03
el UGHIESE~03
~o1003052E-03

=-.BYESH1IGE~04G

-~ TTS1TTIE~04
s 6S064KTE=04
=2 S1080BGE=DS
=~+35G692HE~Q4

"o19T4406E~04

= 2442%980E~05
«1587054E~04
«3510779E~04
+E515756E-04
«T586963E~04
«IT05819E=04
" 21184591E=03
«1395225€6-013
+1610134E~03

1814024E~03

«2006673E-03

T «218326TE-03

«2338356E=03
+25658T7E~03
+?559032E~03
+2610335E~03
-2611572E-03
+2553791E~03

| «24217335E-03

«P22180BE-03
s 1926114E-03
+1528505E~03
«1016573E=02
«3776231E~04

APROX. €
~41655701E=03

= 1655687E=03 '

=+ }655565E-01]

~s}65507E=03 - °

~«1653925E~-02
=+ 6S1TT2E~03
~«1648212E-02
~«164303%E~02
~el635626E=021
-« L625593E-03

~e}612429E-03 .

=« 15556(9E~02

~s1576584E=03"

~.1548770£=03
=+1517571€~03
~e1480357E-03
=+143661HE-03
~<13A5616E-03
e 1326766203
=41256483E-03
-.1183181£-03

, ,APROX. D
~. 16557038503
-+ 1455698E-03
= 1555626E~03
L.1655199E~n3
= 1654092E=0)
~+ 1651996E-03
~ e 1648562E~03
~u1643402E~03
=e1636061E-D3

T ~41626114E-013

~e1097283E-~03 '

“a1001253E-03
“.854 THEBE~04
“s7T73230E~04
= GHBTTOYE-0d
~sS0B9380E~04
=a35TH40HE-D4
“ o l95653IE-04
-.227450E=05
«16023TUE=~04
«31524230E~04
«5526676E=04
« 7594 TABE=D4
«GT0S889E~04A

+1184950k=03 .

»1398658E~0]

160845 1E~03

«1B12134E-03
«2003983E-0]
«2175¢66E~03

«2333742E-03

#2460130E~03
«2552036E=03
«2601671E~03
«2601715€=03
«2542325E-03
«2Z414137E-03
«2206763E~03
#1506112€-03
»150G4436-03
- +9954035E=04
1 42I60TOOE=04

=a1613046E=07
= 1596308E=-0]
~+1575362E-03
=a1549667E-01
=+ 1518567TE=~03
-o148)49TE=03
-, 1437T819E-02
o 1386925E=01
-41328175E-03
-+1260987E-93
=s1184T19E=-02
-+ 1098963E-03
=.1003054E-03
- 89655H3E=~04
- T791795E=04
o 6SU6490E~-04
~.5108106E~04
=+3556939E-04
~ 19744 28E-04

L = 2442903E-05

«1SHTOH0E=0a
«3510778E-04
+5515T46E~04
«T586951E~04
«9TOSB4LE=D4
+1184590E=03
+1399225E-03
«1610133E=03
_ =1814027E-03
" a2006682E=03
+2183267E~0)
+2338355E-03
«246587TE=03
+2559033E~03
L e2610334E=02
«26115T2E~02
L +2553791E-03 |
«2427334E<03
+2221809E~03
+1926115E~63
«1528505E~03
+1046298E=01
«1697098E=04
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= 1657087503
=, 165€69T£E-03
=, 1454536E~013
=, 16585)142-03
=~ 1£E3624E-03
=2 1650545E=03
-a16458435-03
-.163%431E=03
=-o1630608£-03
e 161504 1E=-02
- 1604272E-03
. 158C817E-03
o 1563176E=-03
=s1825805E-03
“a1503181E~0]
e 14E4THSE-03
«,1416527€=01
=e 1I6R1ISSE-D]
o 130BSELE=(]
~s1241705E~03
-211€5G0EE-01
-, 10810805=-03
o, G8ETRESE~D4
= BRZLSOEE-04
- TEEIESTE=D4
~e643T1725=-04
s SOESGLAE-DS
o 3601 TEE=QN
= 2CT1506E~04
w,413280%E~05
«1323616CZ=04
e 31 78445E~(A
+SG54500E~04
«TCTAETEE=DA
25102186504
«11160SCE-D]
«1322521€E~03
W 15Z6S15E=-02
+1726173£=01
«1516725E=03
«2054514£~02
WEEDAGSAZN]
«2352911E-03
2 2502677E~0D2
«287754SE=-03
«Z2E118]1EE~02
«Z2S5S6TIEE=03
WE524S4 1E-03
wE3BE44GE=D2
«Z17T303EE-~D3
«1874312E~03
«1479702E=03
«G7215CEE~04
«3ISEIHECE~Qs

ROTACUOCES

APROXs A
=e1661102E~03
o 16611289€~01
~el661026E~03
- 16605TYE=0]
=-a165954TE=03
=« 165T639E~03
=s1654534E-03
~o1649875E=03
weol643295E-03
. 16343T6E=03
-+1622684E-01
e 1607 T4 TE=D3
=.15B89080E-03
=+1566192E-03
-+ 1538543E~02
=-41505591E=03
o LAEGTHAE=D]
=+ 1421604E-03
~e 13694 7%E~=02
=o1309801£E~01
-2 1242094E~03
-e1165821E~03
=s10B0469E=03
-.9856507E~04
- E00G802E~04
-a7661129E-04
~aB4058B2E~04
=.5052220E~94
=+3591370E=-04
=, 20281 04E-0s
-4 365HILIE~DS

»1390232E~04
«32325955E=04
2S5151225E-04
«T13365TE~04
«9163853E=04
«1122250E-03
«112H698E-03
«1533021E-03
o 1732)107E-03
v1922400E~03
+2099804E-03
«2259739E-03
«2397061E=03
«2506064E=03
W 2S5H0420E~-0Z
«2613189E=-02
«2596827E«02
«2523)42E-03
«2IHIIZ6E-03
«2167564E~-03
21867044E-03
«1469%09E-03
«GE65T14TE=04
«4049956E~J4

. APRQX. 8
=e1661061E=-03
=, 1661157E=~03
-e1861083E-03
-s16606TTE~D3
=e1659692E~03
=.165T83%E~03
- 1E54T93E~02
»y 1650196E=-03
~e 16A3EHSE-0]
=+ 1634R3BE~03
-«1623225E-03
~160B3IRBE-0]
. 15985 T04E=03
-« 156698TE=03
=e1535425E~03
=a150656TE=03
= 146TB46E=03
=s J422TH2E~D]
=+ 1370T3IE-03
m l311140E=-02
=e1243521E=01
=a1167332E~03
=+ 1082046E~02
= GHT2943E~04
= BB2&LTI0E~O4
~aTHTBIGTE~DS
= 6426283E-04
=+5069595E=04
= J6DRLLHE~DN
~o20445H9E-04
-, 3814T4LSE-DS
+1375850E~04
«31219836E~04
+S140SR2E=04

«T125696E~04

«5159095E~04
«1122151€E=03
«1329053E=23
+1533893E=03
«1733574E-03
«1524550E-03
$2102717E~03
.2263508E=03
«2401782E-03
«2511839E-03
.2587351E-03
«2621377E-03
«F6063A0E~03
.2534165E=02
«£395916E=03
22182224E-03
+1883066E=03
«1487859E=-03
5854 743E-04
-16452208~04%

APROX. €
-21661102E~03
~21661128E~02
=21651026E=03
~o1660579E=-03
~o 165954 TE=~0I
=o165T6I9E~0]
=0 1654534E-03
-~e1645876L=03
=s 1643295E~03
~«16343T¢E~03
-+1622685E-03
s l6OTTATE=D]
~+15B90R0E~-03
=«1546191E-03
=e 1538543E~03
=« 1505593E~03
e lapbTHAE=0]
-e1421603E~03
~e136%47T4E=0Q2
-+1309802E-03
~o1242094E=03
~e1165821E-03

~o10R0469E-03
=+ 9856495E~04

=+ DE09812E~04
~+T66)1118E~0A
= 640884BE~04A
~eS052252E~04
=+3591370E-04
~22028093E=04
=+3658533E-05
«139024 3E~04
+3232555E-04
+S151214E-04
«T13364LE=04

«9163883E~04 -

2 1122251E=-03
+1328698E-03
+1533022E~03
+1732106€-03
«1922259E~03
«209%805E=-03
«22597140E~03
«2397062E-02
«2506065E~03
+25A0A19E~03
«2613188E~03
+259682TE~03
«2523142E-03
«2383325£-03
«2167964E~03
«1867044E=03
«1469989E=03
«965TL4TE=-04
+22RAS1TE~04

APROX. D
=-+1661063E-02
~e1661156E~02
=+ 16610B4E~02
~s16606TTE~02
~+1659693E~03
= 165THI9E=03
- 1654793E=03
=+18650196E=03
~s l643685E=03
=21634838E-03
~a1623226E=03
=« 1608368E=03
~«}589785E~03
= 15669B4E-0)
“e1539626E=03
~e150656TE~03
=+ 1467846E=01
~.14227162€~0G3
~«1370733E-02
=e1311141E=-D2
~a1243519E=-03
=s1167334E-03
~a1082045E~03 -
=298T7T2932E~04
~,8826818E~04
=+ T6TA41IE~C&
-+ 642625)E~D4
~sS069592E=-04
wa3608425E=04
-y 2044585E-04
=-.3814757E~05

«1375851E=04
«3219843E-04
+5140645E=04
«T125668E=-04
+3159096E~-04
«1122152€E=-013
«1329050E~03
«1533893£-03
«1733575€-03
«1924550E~02]
«2102712E=03
«2263509E=03
«24017H5E~03
«2511837E-02
«2587351E=-013
«262137%E~03
«2606380E~03
+2534164E-03
«2395917E=-03
w21H2224E=0)
- +1883067E=03
«1487459E~-03

- «1014131E~03

«1640T70TE~D4
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“o 1EST0BTE-QS
-+ 1656988£-03
= 1€65£586E~03
=~ 1£5%6235-03
~s LESI995E-03
~el651283E~02
= 164T168E-D]
~a16413BSE-02
=v1E32556E-03
=e1£233012E-~03
~.161021¢E-03
=« 1553875C=9013
=.1%728231£~-03
=a1S4GE27E=03
=+ 152076¢6E~-03
= LABE ITRE=D3
= la4T145FE=0]
=e1401376E-03
~s1308%6LE=03
~s1ZE5422E-0]
=2 E22264E=~07
=ell47Q3EE~03
-elC6331EEw0]
=eSTQI23I5E=~00
~eBEBSZACE~D4
=+ TSTEE0GE=04
=e€3E6T4H4EE =04
=~ SO0608T3E~04
"o JEETUGSE=O4
“~eZ2157159z2E=04
w e SE5EGLEE~GS
«11181T6E=05
«£ET732EE-04
«4712583E-04
2 GEDGITEE=ON
+BS5E042E=04
«1052440E=03
«12525%60€=-03
«1450682F-03
«16481655=03
+1622971E=-03
«2010£65RE=02
«2174325E-03
«CA1GEAEEF=02
W2441741€-03
e£535257E~02
cE%G444LE=-03
eZCI2TTEE=D]
" ecSEBIISTE~DZ
«2498703F~02

«235078%E-03 - -

+2131061E=-03
«1E83CagaE~03
«143G4S4E-02
+S4EQS5ELE-04
«J4S90SSE~04

ROTACOES

APROX. A
-« 1653864E~03

i=e1653868E<03
~e1653776E=03

~.1653387E~0)
-+1652679E~03
-+1650800E~03
~.1648073E-03
“s 1643987603
-+ 1838213E-03
~-+1630359E~03
~e1620172E~0)
-.1607126E=03
=~41590812E-03
~.15T0804E =03
~+1586636E=03
=+ 1517812E-03
=¢1483845E-03
~2144424TE=02
-+ 1356500€<03
~a13481226~03
-+ 1286605E~03
=41215450E-03
~+1144245E103

me106056HE-03

~+$5680362E=-04
~e866341TE-04
-« 15521 75E-04
=e853444T1E~G4
~+5039601E~04
~aJEITTLTE~DS
= 2140436E~0%
=e5503797€~-0%
«1127496E-04
+2886TH2E=Cs
+4718733E-04
«6512601E-04
+8954T68E~0s
+10%2911E=-03
«1251587€-03
+»1449202E~03
«1643162E~07
»1830402E-013
«2007457¢8-03
Te21T049TE-0)
«2315148E-03
«2436554E~013
+2529403E-02
«25ETHI4E=02
+2505382E~-0)
#2575162E-03
«24B%66BE=03
«23508608E-03
+2120214E-03
+1818631E~03
«1426572E-03
aG240543E-04
«3887576E~04

. APROX, B8

-+1653855E=03
~e1653882E~03
~+1653625E-03
~e 18528 T4E=03
=~ 1652608E~03
*41650975E6~03
= 1648300E=02

. »s1644268E~01]

~«1638553E-03
~+1630800E-03

| =e1620642E~03

~«1607670E~03

~e15%1428E-0] -

=s1571494E~03
~+1547412E-03
~+1518667E-02
=+ 14B4T7R8E-0]
“s 1445271603
«+1399605E~03

- *==1347311E-03

~s12ETATTE~0]
~e1220793E-01
=+1145657E-03
=+1062043E~03
“+96955H6E~04
= BETHIG2ZE~04
=+ TSEH2ILE~Q4
~s63604652E~04
~+5059756E«04
= I653660E~04
=+ 2155907 =04
*+9&4G595E~05
21113916E-04
+2BT46T6E~04
«ATOR4GTE=C4
«&004540E~0%
+B549410E-04
a1052706E-03
+1251766E-03
«14AGH00E-0]
«1844281E~43
«1832069£-03
»2009793E=03
«2173563E=03
«2315021E=-03
«Z441319E=Q3
+2535144E=03
+2594621E-03
«2613347E=03
«2S84375E-02
+2500219E~03
«2352844E-023
«+2133702E-03

+1833710E-03

+1443315€-03
«5524972E=-04
«3510221E-04

Nt

APROX, €
~el6538464E=-03
=+ 1653B68E=03
=e16537T6E~03
~e1£52387E~03
~+16524TYE-02
~+«1650800E-03
~+1648073E~03
~e1643987E~03
=+ 1636214E-03

~el1630399E~03

=+1620172E=-03
~+1607125E~03
=+ 1599B ] 2E~03
=« 1570BDAE~03
= 154663 TE~03
=e]1517812E~-03
=+1483848L~-03
“s1444247E-03
~«13385V1E=03

~e1346123t~03

~e128€6605E-023
~+1219449E-03
~ell44245L-02
=+ 1060569E-02
~+9684372E~04
~eB6636]15L=04
=a TS52152E~04
~+63444T71E~D4
~+5039589£-04
=e363TTT7E~04
=e2140458Lw04
~e9503462E-05
s1127484k=0s
«2BUETI59E =04
«4T1875%E=04
6612611E=0a
«895475TE=04
+105291UE=-03
s12951588E-03
«1449203E-03
«16431628~02
«1830402E~02
«2007458E-03
«217G496E~03
»2315146E-013
«243655TE=-02
«2529405E-03
»2587R]4E~023
«2605381E-0]
«25751€2E=0]3
s2489665E~02
«2340860E~03
«2120213E=-03
+1818630E=-023
«1426572E-~03
«9340541E~-04
«2204686E-04

APROX. O
=+1653855E~0]
=+ 1653881E~03
~e1653826E=013
~s 165364 73E-03
-+ 1652608E=013
=« 1459476E~03
= 1648300E=03
~o1644269E~073
=+ 1638552E~03
=.1630801E-93
~.1620641E~023
= 160 7H69E-03
= I591429E=-093
=~ 157 149T7E=-03
=3 }5aTal3E~Q3
~+151866BE~03
-+ 1484767E-03
= 14452T2E=03
-+1399606E-03
=+1347311E-03
=~ 128T8T6EN]
~e1220792Ew01
o 11645654E-03
=e1082045E=03
- F6U5592E-04
=«B5TS382E-04
=~ TSERZIE~04
-eH3160692E=04
-e5055T30E-04
e J653650E~04
=+ 2155H94E-04
~«5650380E~05

« 1113953604
«2AT4664E~04
«HTOH3BAE=D4
«660854BE~04
+85494 JHE <04
«1052703E~03
w1251 T65E=03
+1445811E=03
«1644280E=03
«1832104E~03
2009 T94E~02
«2173562E-03
«23L9021E~03
w244 1320E=03
«2535142E-03
+2594622E~03
+2613346E-03
e25BAITSE=03
«2500219E~03
«2352844F=03
«21233701E-03
«1833710E=43
«1443315E~0]
+9B00601E~04
«1981983E-04



ENSAL0

‘PCATO,

115
117
119
121

165 -

CE AFERICEC PARA A= 60 = REDE DuAL

TANALITICE

‘=e1€570LRE-03

=« 1657007E=03
~.165€6GCE-03
-e1855656£=03
“.16546022-03
-.1652407503
-.16461305-03
- 1644505502
-.1638265503
- 1£200552-03
-.1615652-01
- 1£067102-03
-.15502045~03
=.157160¢5-03
-,15487375203
~.152180£E=03
21460412203
-.18541626=-03
-.1412€21E-03
=o 1365416502
-.13121]14E-03
-.1252331E-03
~211856E7E-03
-.11118z65-03
~e10204175~03
“oGallE4EE=-D4
~aB438154E~04
-.7281821£-04
—e€Z41120€-04
= 5015641504
=.3705435Ew04
-.Z3117625-04
~.B38G2385-05
«T185107E=05
wEAMDELGE-On
240218255 -06
SSTBGIEEZ~04
JTS7793%2 =04
$5410S01E~04
Sk1z64Z05-03
$13122215-02
+14GEEGLE~0]
£1677025£-03
+1BS12€£E-03
+20162712-03
«216915CE~03
«23060722-03
$242222£2-02
\2516326E-03
L258068EE-03
.26112182=03
e 26024255203
W2548421E-01
LE44Z8E1E=03
$2E275024E~03
e2C4GTG5E-02
«JT4TETTE=C3
12840 CEE=L3
«8S3L0SSE~CH
232382 TE~C4

ROTACQES LA

APRCXa A
~.16556289E-03
-.1€55623E-02
- 165S550E~03
- 1655234E-03
~a1654485E=-03
=«1653132E-03
-+ 1650544E=03
-2 1647653E~03
=+ lE430Z21E~03
=.1636759E-023
-«1628953E-03
~.1618116E~03
-+160510%E~03
~+15E9152E-03
-+ 1569904E=-03
-41546978E-03
-41516982E-03
=s18H8517E~03
++1452171E~-03
~1410572E-03
=a1363306£~03
~«1309962E-03

" =s125C165E=-03

-.1183468E=03
-+1109555E-03
=.1028076E~03
~o92ET624E=04
-.8413589E~04
=.7356655E~04
-.6215787E~04
=o4560304E~04
~.3680385E-04
~.2287245E-06
~.B131345E-05
«7381797E-05
L2361TT4E=04
«40514G5E~04
+5T9911SE-04
27554 UH4E=D4
+S424424E~04
21127626E=-03
+13132026-03
«1497238E~03
«1E77554E-01
«1851540E~03
+2016325E~03
+2168752E-03
<2305264E=03
«2471969E-03
+2514514E~03
2257E268E~02
«2608132E~03
«2598610E-03
+2S437TB0E-03
+2437318E-03
L2272493E~03
+2042180E-0%
L1738871E-03
S1354711E-02
LEE1513EE-04
«3E17115E-04

APRCX, B
=.1655637E-03
~.1655627E-02

-y 1655590E=03

=,1655305E=-02
~.1658585E=-(2
- 16%3271E~03
=-,165112BE~02
- 1BATHTTE=DD
-.16432G3E-03
=,14370B2E~03
-y 1862B925E=-03
=a1618544E~03
-, 1665596E~03
-.1589700E=03
~a1570516E~-03
-, 1547656E-03
-,1520728BE~0]
=,148G331E~-02
-, 1452047E~03
~»14115]146E=-03
=+13€4320E-03
-.1311041E=-02
~a1251296GE-~G2
“,11845735=03
=,1110814E=-02
=-,1025361E~03
= Ga010B3E-06
-~ BAZ7398E~-C4
-, 1379627E~04
-, 6229BTTE=D4
~s500637¢E~04
- JEGHET2E~DA
- 2300751E~04s
~-4B2600T1E-U5
«TE6115¢E=-0S
+2350TTTE=-04
+4041032E~04
oS TG1240E~04
«TSE81TRE=(4
. #5420853E=04
«11275S62E-03
+1313460E=-03
»149765€6£-03
»167860TE~03
»1853072E-03
«20183%0E-03
W2171404E=-92
«¢3UHS6RE~DT
+242996EE-0]
«2515316E-03
+2583917E-03
+2614695E-03
+2606162E=03
+2552386E-02
w24 4TV45E=0]
+22B340GE-D3
w2054346E~02
+1752347€E=-C3
»1269551E-C3
«8GTT435E~C4H
« 128556 3E~C4

-,

| APRCX4 €

=+ 1655628E03
-e1655623E-03

~+1655550E-03
-«1655234E=03
=,1654485E=03
~+1653132E-03
-+1650944E~03
~.1647653E~03
-+1643021E-02
-+1636759E~03
~.1628554E=03
=.1818114E-02
=41605104E~03
~.1589153€~02
-.1569905E~03
-.1546979E~03
-, 1519983E~03
=4 1488516E~03
-+ 1452172603
~«1410572E=03
~+1363306E=03
-.1309962E-03
=.1250145E£-02
wo1183464E-03
-+1109555E=03
-+102807BE=-03
-49397636E~04
~.B413577E~04
-.7356644E-04
~. 621581 DE-04
-eA990291E-04
-.3680372E~04
-, 2287245E-04
-.B131503E~08
«7381916E~08
+2361774E=04
eAUS51494E=04
+5755150E-04
LT594061E~04
+9424299E=04
+1127627E-02
+1313202E-02
+1497238E-02
+1677554E-03
-1851539E~03
+2016330E~03
+2168751E-03
$2305264E-02
+2421949E-03
»2514512E-03

S257A269E-03

+2608)132E=-02
+2598610E-03
+2543781E~02
+2437318E-0]
+2272493E~03
»2042180E~03
«1T7384T2E-02
«1354711t~03
+BH1513TE-04
«2072042E-04

APROXe D
 =e1565553TE=03

= 1655629E-03

=+ 1655590E~02
~21055306E-03
=21654586E-03
-.1653271E=-02
“a1651128E=02
s 164TBTLE=0]
~e1643292E~013
-, 1637082E-03
- 1628927E-02
=.1618544E~013
=y 1605595E~03
-, 1589699E-03
- 15TO517E~02
-, 1547559€E=03
= 195207T28E=-03
~e1489329E-03
=.1453045E~03
~e1411516E~03
=a1364322E=-02)
=+1311041E~03
=-e1251289E~02
-.118466%E-03
~e11108Y4E~03
= 1023386E~03
=,9401086E=-04
=,842740TE~04
- T370643E~04
—-e6229852E-04
-, 5004403E~04
~-e2650234E-04
=-a2ITLTH2E=-04
= A2SGTLSE~QS
«12612T6E-08
235074 TE~DS
2404 13TOE=04
oSTGI222E=04
«TSER195E~04
« 34208 T9E=04
«1127T560E-03
«1313455E~03
«1497857E~03
»16T8610E-03
. 1853073E=-03
«2018393E=013
»2171403E=-03
«2308567E=02
+24259T1E=0]
«2519315E-03
«2503914E~023
«2614695E=03
22606162E=03
#+2552385E=03
« 244 TORGE~0]
+2203409E=03
»2054346E=-03
«1752347E-03
+«1366551E~u3
«F2348THE~04
«14843066E-04

2




- 1686 -

ENSAIC CE .AFERICAC PARA A= 62 = REDE DUAL

ROTACGCGES _ w

POMNTC
ANALITICC APROX. A AFROX, B APRGX. C APROX. D

1 = 1655072E«03 «,1655071E=03 =.165S072E~03 =,.1655072E=03
T =y lE5T0EGEm0T =, 15655062E~03 ~.1455070E~03 ~,165%062E~03 =,1655069E-03
§  =o1£57016E-03  ~.15549%1E~03 ~.1659025E=-031 ~=+)654991E=03 -,1655025E~03
7 o l€EETZSE~03 =olE54715E=03 =ol6547THE=-03  =,1654715E=03 =,16547TH8E=0]
9 =g l&5&0ELE=03 =.1654063E~03 »,1654155E~03 ~41654063E=03 =~,1654155E~03
11 =.1654BaSE=03 =,1652B58E-03  ~.1652985E~03 -, }a52857€~03  —,1652985E-03
13  =J1ESZEEEE=-0]  =,1650891E=03 ~.1651050E~03 ~.}650890E~03 =.1651051E-02
15 =, 164S519E-03 =~ l6479T2E~03 = 164H170E-03 ~.1647972E~03 -.1648170£-03
17 e lE45TASE=N]  ~,1683HE0E=03 =,16a4105E<03 -, 1E4IEEVE-03  —~.1644106E-03
19  =o)ESL]1SSE~03 =, 1E638275E-03 w,1638557E-03 =, K63B274E~03  ~.1638555€-03
21 +.1€32B2eE~03 =,1636997£-03 <.1631329E~03 ~.Pa1QSFBE-03 -.1631329E-03
23 = lEFIMBPE-03  =,1621726E-03 =.1622112E-03 =.1621T2T7E=03  —.16221)4E-03
25 ~o)ElIRP4RE~03 =.1E610137€~03 =,1510571E~03 . ~+}61013HE=0I ~.1610571E-03
27  ~u1SSTE52E~03 =~u1595637E-03 = 1506427E-03 ~.159593TE~03 ~=.1596625E~03
29  w lSBOISSE«D] =L ISTOBUSE~03  =.1579353E-03  =.I578804E~03  ~.1579355E-03
31  =.1S536S1SE~03 ~,155837BE~03 =,1558985E-03 =.I55B377E-03 ~.1558984E-03
33 ~.15358085-03 =-,1534315E-03 =-.1534979E=03  ~1534315E-03 ~.1534980E-03
35 = IE077CSE-03 =o1506270E=03 ~,1506595E-03 ~—J[50€27LE~03 =,1506993E-03
aT =, 1475252E=-03 =14 TIAETHE=-DI - 14T4665E~03 —~el&TIVTHE=D] ~al4T4666E-0]
49 =, 14380735-03 +~.1436725E-03 =.1437576E-03 ~.1436725E-03 ~.143757BE-03
41  =413GER0CE=03  =.1394455E-03 ~,1355371E~03  ~.1394460E-03 ~,1395367E-03
43 o 13480463E-0D3 -sl346T21E-03 -e1347652E-02 e 134BT2UE~D] = 134THOGE~D]
45 = 1Z6445GE=03 =,1293155E=03 ~,1204183E-03 ~.J293155E=03  ~,1294184E-03
47 = 12267E4E-03 =.1233421E-~03 ~=,1234513E-03 ~.1233421E-03 =~.1234509E~03
49 =, 11€8451E~03 =, 1167131E-03 =.1168273E=03 -.1167131E-03  ~.116R2TIE=0)
51  =o10$S3S0E-03 =,1093998€=03 =,1095I84E-03 =~,1093G98E=023 ~,.1099187E-03
53 =,1ClS1E0£-03 =,1013739E~(3 =.1014969€~03 ~+I013239E~03 =,1014969E-03
65  =.SZ1S3GSE-04 ~.GZ6UUS4E~08 =.9273519E-06 ~.$260517E-04 =.9273521E-04
87 —.BIZI052E-04 ~,B108530€-04 ~,BI214B2E~06 ~.BIVESALE~Q4 = ,83214HUE-04
§9 =l TEC29L0E=D4 =oT278523E~04 =.7291472E-084 =.I2TBAHSE—04 - 7291693E-04
6] . ~JE1BIEZRE-08 ~.616958lE-04 —.61B284TE=04 —.6169543E-06 ~-,6182787E-04
63 e 455517CE=0n -, hGH11I2E-~D4 - 4994335E~04 — 4981 LZ23E=04 = 5994329E-04
65 ~e3TZT234E=04 =o3712374E-04 =,I372630BE-04 «o37133T4E~04 =,3726342E-04
67 =eZ3E10SEE~06 —42367921E=04 =,2300559E-04 —.2347921E-04 —.2380553E-04
69 = SSEHLEI5-05 «,9485255E=05 =,Y5B465HGE-05 =.946%3TTE-05  =,9566307E-05
71 +G3E4ES2E-05 +S476T13E =05 «5362831E-05 +54T6HT1IE=DS +5363399E-05
73 +21004DEFE~08 +Z110161E~04 «2099733E-04 «2110173E-04 +2099690E=-04
75 ATZ7265E~04 «3739262E-04 «IT26155E~04 «313SISUE~04 «3726133E-04
17 WG4 0GBEEE=04 5415560E=04 . JS54081BTE~04 54 LESEGE-C4 5408 1BYE~04
79 «T135386E~00 «T143155E-04 «T1IT145E=04 «TH23182E-04 +T137154E-04
© 81 wEGDSE2EE=-04 +BSOA6HEE-04 «~H9027TCE=-0S . «B90€H69E-04 JA902T6TE=04
a3 <1CE5a75E=02 ‘al06536TE~02 106922BE=03 . 106936BE-03 «1069231E-03
8s o 1249346E-03 «1248513E~03 «1249045E-03 «12¢8912E-03 +1249043E=-03
a7 lazBaseE~L3 «1427671E-03 JEAZBI24E~03 «1427671E~03 «1428122E-03
a9 «1£04322E-03 «1603720E-03 160454 2E~03 «1603719E-03 «1604545E03
91 «1TT63Z2EE=02 +1774832E~03 «1776062E-03 «kTT4832E-02 »1T16062E-03
93 21540466602 +1$38565E~03 e}940251E-02 « 938564 E=0) «1940254E~03
95 +Z054506E-03 $205217SE=03 «2098370E=03 209 FLTOE=~D] +209436%E~0)
97 «2225352E~-03 +2232618E~03 «2235373E-03 «2232C19E-03 «2235372E~03
%9 22355757603 «23565315E=03 «2359911E-03 256 INE~03 «2359911E~-03
161 «2463IS10E=02 W 2460201E-03 2246424 HE-03F «B46QZA0E=-D2 S2AGARHBE=D3
163 «E543813E5-03 "« 2539606E=03 w2544 382E~03 +2539607E=03 »2544381E-03
1905 «ES65081E-03 »2590364E~03 +2595931E-03 +2590365E~03 #2595932E-03
107 +2£12970E-03 «2607710E-03 2614129E~0Q3 «2607T10E=U3 #2614130E-03
109 2£E62385E-02 «2556539E~03 «25938T0E~03 «25B£539E-03 +2593867E=03
111} WESZTHEOZ-03 «2521385€-02 +2526686E-03 «2521305E=03 +2529685E=03
112 £4123572E-03 «240642EE~03 w24157618=-03 «240642HE—~03 «2415761E-03
115 W2E4ITHAE-03 S223547SE=03 «2245894E-03 +2235475E-03 2 2245A94E-03
117 WE016ESZE~02 WZ0020058~03 +2013567E-03 «2002005E~03 p2013566E-03
119 «170EE4BE=-Q3 «1695166E~02 w1711922E-03 +1659166E-03 217119226 =-43
121 «13301656=-03 LLl315791E-03 +1333788E=-03 «1319741E-03 +1333788E-03
123 «BETTTOtE~GA . +BS864359E~0s «B716944E~04 «BSE£435HE=-04 vB965024FE-04

12

«3127G2€E-04

234915 TBE-Ds

«31BYS04E-04

+2009389E~-04

+ 143843R2E~04



ENSAIQ CE AFERICAC

PONTO

ANMLITICC

=e1E5T086E=L2
e 1ESTC2IE~0]
my1656TEZT~0]
“,1€561625=-03
=s1£35058E-0]
=s1£522712-03
= lEEQ4025~03
o 1£45BL25=02
-« 1£41B8022=-03
-olEATIGTE~02
L lEZETSCE-DD
~o[E1£3]1€6E-02
~a1603492E-03
-+ 1528G20E-03
o lEEGEZLE=0]
. 1E476562=03
. 1EZET152~-01
= F4G3ZE1E-0F
= 14501£45=-03
w,1422107Z-C3
=o1375262E=03
-e133114E5-03
e lZ2T74242=02
-.121TEL3E~DN2
=.11E16835=02
= 1C75£8L5=02
-o10C0£335~-03
=sG1ag133E-04
=sBZ14Z24EZ-04
~sTECSITEE-TA
st 125851504
a4 GTEGTET =00
~e3TRTELEE~D4
= Z445517Z=04
- 107ZEGECE=CA
$3L8ECELET (S
W1ETEEIST~Ca
«38426T715-04
2ECE4LILE=04
«€7303712-04
«B&333Z24T~Ch
#1C1E1ESE~-02
«11623205=-03
W13t 4EGEZ-02
elE3EZESE~D]
#17CaT3}E=03
W1BE71 T2
«Cgli4Z:2=-03
vE1l86860E-{2
«2e94GGET-02
¢EATL3EGE-02
a24582a475=02
PESEETTES~-03
wEECHEESI~03
«2€111152~-02
228157652 =03
«2SCETELIE=-03
WE3EATEST-02
w2l 7ST137-C3
w1672835E~0G2
«1£€711¢aZ-02
«hESTVETE-C2
wBAZCZA]T =04
«3C4371335-Ca

ROTACOQES

APRCX. A
~sJ645405E-03
s 1£45601E~-03
~a l665944E-03
~a1645291E-03
= 1644 T06E~03
~al643625E~03
~s1641878E~0]
=+1639266E-03
=.1635588E~03
-a1630626E=-03
-2 1624145E~03
=4 1615679E=03
=, 16055 T4E-D]
=-.1592981€=03
= 1STTT40E~03
-+ 155960BE-02
=s1538248F=03
-,1513321E=-03
~s14B8520E~03
-al4S1452E~03
=+1412919E-03
wol3dT1433E~03
=21323715E=023
~.1270462E-03
o 1211345E~03
=s1146084E=02
=.1074371E~03
-a99E952TE~04
=+G1060658E=-06
=,B181611E=-04
=« TLIEGIATZE~DS
= &L 135BTE~DS
-~ 4GEEDTL1E=~04
= ATabH6SE~04
=245 E24SE~04
~+1051919E=-04

«240915%E-05
+1BIBTE0E=-D4
«IIGRETEGE~D4
«E0CTIISE~Q4
WEERABHOE=04
«BISHOESE-O%
«100TEOSE=-03
#1181023E-03
«13%4072E~-03
#1825252E-03
«16G2TTEE~(3
«1854416E=-01]
»2C007843E~C3
«2150410E-03
+2276232E-03
«23S109BE=0]
«2487502E-03
22549686E-03
+EERES3SE~02
«25G4E62TE~0D
«2563259F=-01
W2HESASLE=-0]
«2267517E-01
+2152051E~03
«155707BE-03
«EEEZUIE~D3
«12E2530£-03
JBACGEHTE~04
s 1IGESSEE-D4

167 -

PARA A2 &4 = REDE DUAL

APROX, B

-, 1645516E-03
~e1645503E-03
~e1645576E=02
~e1645347E-03
-a164478BE~03
-+ 1643736£-03
-.1642022€-02
~e1639443E=03
~.1635801E-03
-~ 16308TTE=0D
-.1624446E=03
-.161621BE-03
-21605954E~03
-+15G3422E~03
~.1578222E=03
~o1560146E=03
~e1538842E~03
~e1513956E-02
-.1485225E~03
~e1452251E~02
. 1414739E-03
-+1372395£~03
-.13264620€=03
-.1271437€=03
~¢1212353E=03
-.1147164E=03
-.10754596-03
~59T1052E=04
~.5117501E=04
-.8163721E=04
~.T156616E-04
-eE126035E-04
-e4SEUISBE~04
-.3750B40E-04
- i468242E~04
-.1103325E=04
«3301048E-05
»1ERET2AE-04
«33875156-04
«E0002G2E-04
SEESETSIE-04
+B354441E-04
+1007592E=03
<1181049E=03
«1354360E=03
21525914E~03
L1653748E=03
.18557836~03
«20056526-03
WZ1526G5E~03
«2BBZGSTE-0]
«2354507E=03
+2486539E-03
«2554409E-03
«2563556E=03
+260C870E-03
«2570350E-03
£249733GE-C3
+23T6450E-01
LE20202EE-03
<1568055E=03
S1668270E-03
«12%¢120E-03
EALEOETE-DG
£2073756E-04

APRCX. €
=s 1645605E~02
=e1645601E~03
=2 1645544E=-03
~+1645291E~02
=e 1646 T05E=02
=+1643625E~023
=s1641878E~03
=a1635266E~023
=+ 1635568E=-02
=+1630627E~03
=.1624149E-03
~«161587$E-02
~a1605574E~Q2
=«1592582E-03
=~ 157TTTIBE~DI
=«1559698E-03
«+1538249E-01
=.1513221E~03
~s | 484520E=03
=s145)492E~-0]
~+1413520E-03
~+1371432E~03
~e1323715E-03
=e}270462E~03
=el2113¢5E-02
~+ 1 1AF0USE=02
=+10T4371E-02
=+ 9959513E-0s
=+ 91060€3E~04
~+B1E1EI5E-04
~eT184346E=-04
~eb]13SECE-04
= A9CR1CSE~D4
=e3T48626E-04

. =eZATEZ0TE~OG

-.1091919E-04
«J4QBL)IE-OS
+1838TISE-04
+3I9ETESE~04
«5007934E-04
G664 EBLE~D4
+83BETL3E~04
«1007807E~03
«1181020E-03
«1354072E~03
+15292%1E~03
«1ESETTHE~03
v 18544106E-02
«2007243E~03
«2150411E-0C3
«2275€33E-03
«2391058E~03
«24BESQO0E-02
«2545686E-023
«25RBSITE-03
«2594627E-03
+256325%E~02
+2489351E=-02
«2267517E-02
+21%2091£-03
« 1G5 TOTEE~0]
«1ESE203E-03
+12BIS30E-C2
+BI04SCTE-D4
«19451E7E-04

APRQX. D
~s1645615E=0)
=, 14645604E-03
=-.1645577E~03
-s 1645346E=-D3
=-u1644T89E~-0]
—.1643736E-03
-e1642022€~03
-y 1639445F=-03
-+ 1635802E=-03
- 16308T7E=02
-y 142444TE«Q]
we1616220E-03
~e1605953E-03
~o.1593423E-03
=.1578222E~02
=-o156014TE~03
=+ I538841E~-013
=, 1513564E-03
=2 1485223E~03
“a1452250E-03
~,141473BE=-0]
«o1372307TE-03

=al32#63TE~03

=a1271436E-03
=e12123%4E-02
-e1147155E~03
~10754%0E~03
~eG9T102BE-0A
=sF117906E~04
=.8193763F-04
~eT1GL632E~04
w61 26052E-04
=s49802BIE=04
=+376085BE-04
~a246B22TE-04

= 1103295E=04

«3300374E-05
«1828764E-04
+3387916E~04
+S00026TE~04
+66SHTT3E-04
+8354399E-04
+1007591€E-03
+1181051E-03
+1354375E~023
«1524%516E-03
«16937153E-02
«1855784E-03
«2009654E~03
+2152696E-03
+228205TE-03
«2394510E-03
«2486538E~03
+2554409E~03
«25%3795E-03
«2600871E~03
«25T0350E~03
«24497339E-03
«23T6450E-03
«2202023E-03
«196H055E~01]
«16EBZ6GE~0T
«12%€130£~-03
«HEHRGS0E-04
+1351549E-04
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3.5.5 - Deslocamentos w Aproximados com Rede Habitual e
Dual
A analise dos resultades provenientes destas dis

crsiizagdes cara deslocamentos w, sera desenvolvida seéundo
0 esquema es:abalecido no inicio do item 3.5 ( apresentagdo
doas resultadcs), isto &, para n=6,12,24,40,48? e outrasn
Naturalmente ndo haveria interesse em analisar 105
resultados obtidos com aquelas subdivisdes da altura H do
reservatorio, com as quais ndo se obtiverem bons rassultados
de Mé e Y. Apesar disso, este fato sera ignorado, pais pro
cura-se agora verificar os seus comportamentos para o célcg'

lo da grandeza w.

Para andlise serdc utilizados os seguintes crits
rios:
a)l Critério do erro relativo pércentual. igual ao
utilizade na analise dos M&, isto e,
IARRIA
;. max Vel
bl Critério do desvio
AE? = ]Ve[ - [va[.
Aqui também, se’iEr > 0 o desvio & por falta e
sg AEr < 0 @ por excesso.
A andlise desses resultados & desenvolvida, segun
do o mesmo esquema utilizado para analise dos M#. Isto e,

para cada ensaio apresenta-se em segulda sua respectiva ané
lizse. Faz-se isto para fornecer melhores detalhes dessas dis
cretizagoes, a fim de que sirvam de base de informagao para

as discretizagdes dessa grandeza feitas no capitulo 4.0.:



ENSMIC GE AFERICAC PARA h= 6
FONTC CESLCCAMENTCS RADIALS W
BNALITICC HABITLAL DUAL

H '«3426526
2 -.092769Y “.1062085
3 —sE44HET5 - 6724509 -
4 =1.1574579 ~1.1507611
5 =-1.7215¢19 =1,6875546
& =2,2046711 =2.1585627
7 =2,5671661 -2.5136843
2 -2+8403363 —-2.8770928 .
s =Z JHESHH(US -2.729816%
1t ~Z2.6117349 -2.8548255
11 -Z.054%345 -1,082169013
12 -1,2555773 ~1.6816244
13 - 4240350 =0000000
14 «0000011 «0000000
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Com 2533 subdivisado da altura H do reservat&rio,vg
rificam-s2 gus os resultados obtidos, de maneira geral, por
sssas duas discretizagoes ndoc sao tao imprecisos. Inclusive
jad se percebs bam a fraca imposigéo de engastamento, consg
guida com a3 ziscretizagao com rede habitual, considerandoos
valores de w obtidos nos pontos proximos ao engastamento. £
a forte impoc:zig32o de engastamento conseguida com a cutrads
cretizacada(czm rede dual), ac se impor deslocamento nulo
também no porto mais prdximo aoc engastamento (condigao de

Stiefengasts.. Porém, ainda ndc da para afirmar nada a res

peito de qua. das duas discretizagoes € a melhor, baseados

somente nest=s resultados.
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ENSAIO CE AFERICAC PARA h= 12
PONTC CESLCCAMENTOS RADIAIS w .
ANALITICO HABLTUAL DUAL
1 . .1629589
F: ~. 0527659 -.0953118
3 -.2685353 =.2794163
4 - E44BE35 ~.6392559
s -.5198087 -.9217916
6 -1.15z4579 ~l.1u11838
7 -1,4607043 -144555202
£ -1.7215819 -1.7073586 -
s ~1.5711558% =1.9597535
10 -2.20564706 ~2.1918197
11 -2.4154544 -2.3984332
12 ~Z.5971556 -2.5928473
13 -Z.7416587 ~2.7191544
14 -2.84033¢63 -2.8530807
15 -z EBA445F -2.8961935
16 -Z.8€55505 ~2.9049325
11 ~Z.77€351% ~2.7410178
18 -2.6117339 ~2.6049403
1s -2.2700891 : ~2.326449%
20 ~Z.0589321 ~2.1613350
21 -1.676253 ~1.6148436
22 «1.2555745 -1.3768724
23 -.8226582 ~.7353886
24 -.4240338 -.5229250
25 -, 1223723 «0000000
26 £0060011 «0000000

Com 2ssa nova subdivisao da altura

H do reservato

rio vé-se nitidamente gue as apraximagoes obtidas para valo

res de w, sac precisas, com os respectivos valores exatos.
Os erros provenientes Has discretizagoes nao chegam a serde
0.15 mm, verificando-se os malores erros Justamente nos pon
tos proximos ao engastamento; isto naturalmente devido aos
tipos de imposigoes de engastamento perfeito.

Baseado nestes resultados ve-se que ambas discreti
zagGes j& descravem bem o comportamento da fungao dos deslo
camentos do rasssrvatdrio padrac (naturalmente sob aquele ti
po de carga edmitido)., Note-se que, com a discretizagdo com
rede habitual obtém-se w maiores no ponto 2 (Ep=-0,9%) e
{max Er = - 4,23%) entre os pontas 14 & o do engéstamento, e
' 12,

Enquanto que zom a outra obtém-se w maiores (max Er=—0,4% )

¥ menores (max Er = + 0.2%) entre o ponto 4 e o ponto

entre os ponios 3 e 5 e, w menores (max Er = + 3%) entre os

pontos 7 e 23, Observe que nao se considerou os @ Rnos pon

tas 1 e 25, por o primeiro ser um ponta ficticio e o segun
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do por ser afetado diretamente pela condigac de contorno de

Stiefengaste.

A fim de mostrar melhor a precisado que se obtem @mm

esse tamanho de malha,

maiores que 5.2 mm,

ENSAIC CE AFERICAC PARA

PONTC

DO~ il N

bt s
-

bt Bt et Pk
LY O N )

s
ol

~n N
e

WWwnNRNRN R
e N N

W
(BN

W W W
L+ S L A )

R R W S N WR N
AD Bl e B

»r e
Lol -

W
o

com ambas as discretizagoes.

Mz _24

cbserve-se que os desviogs

CESLOCAVENTCS RADIAIS w

AMALITICC

- 0827699
~o.2308598
~+2€8%353
-.506%567
- E44E535
~+7828162
-.9158087
~1.0865336
~1.1524577
~1.,3272951
=1l.460U7038
=1.5922863
~l1.721%219

‘=1.BaE0€R7

=1.9711567
=z2.09020U%
~Z+00471ln
=Z2+3135862
~Ze4154G45
~Z.S104ET76
=2.55715¢61
—Z.6T4E054
=-Z.741€6592
=Z.,1572L98
~Z+B4023263
=Z.86575%93
~Z.0844a57
-Z 2832675
-Z«BESES10
-2 .H301234
-2 1763524
~2.,7036710
=-2.6117253
250004644
22700826
~Z.22122343
~Z.0545374
=1.8727601
-]1,6768293
=1.465%345
=-1.2555434
-l.0380583
=+.8227T074

- ,£156005

=4 240328

- 25E&Z03

-.1223712

-.0228087

«00300011

HABITULAL
~+0933242
= 36854148
=+6434355
-.9175822

=1.18951&5
~la4572489
=1.7T178466
~1.96T4432
-2.2011437
=~2.41300211
=2+5960526
~2.7424483
=2.84306818
-2.8909783
-2.8758588
-2.790%117
=2 28308265
-2.3936877
-2.0825791
=-1.7074833
=1+26T4856
-.8532248
-+ 5495229
-,1380718

«0000000¢

puaL
.0409268

~.2340150

-.5089648

-.78234642
-1.0565000
-1.326358%
«1.5905099
-],B455050
-2.4868921
~.3091679
~2.5057840
-2.6692305
-2.7912245
-2.8630180
-2,87568250
=2.0217559
=-2.6943374
=2.,4898853
-2.2090802
=]1,.8585978
~1.4532316
-1.0182478

-.5919535

-.2283939

+«0000000

nao

sao
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Cam esse tamanho de malha (k=40000/24) ve-se que
os erros Er diminuiram sensivelmente. A discretizagao com &

de habitwal Tornece valores de ¥ com os seguintes maximos

Ey por falts e por excsesso: + 0,13% e - 1,1%. E a discreti

/
zagdo com rede dual ddo valores de w com os seguintes maxi

mos Epr por falta e por excesso: - 0,1% e + 0,1%, sem consi
derar os valorses de w nos pontos I e 49, pelos.mesmos moti
vos citados anteriormente,

Por esses resultados nota-se que a Qiscretizagéo
com rede dual apresenta mslhores valores de w (que a ou
tra diserstizacao. Porém, naoc se deve esquecer gue se estd
impondo, nessa discretizacgao, um forte tipo de engastamento,
enguanto que na outra a imposigao de engastamento & a usual;
gque mediante os resultados observa-se que e fraca, pois os
wjpréximos ao engastamento s3o maiores que os reais.

Naste ensaio vefificam-se que os w obtidos por es
sas dues discretizagoes apresentam valores com desvios
nao maiores -que 0,03 mm. Precisao suficientemente . boa em
termos de deslocamento, porém insuficiente se se pensar em
obter desses deslocamentos os esforgos por meio de aproxima
¢oes com diferengas Tinitas (pelo menos com as apresentadas
neste trabalho].

A partir desse tamanho de malha, verificou-se que
o seuy refinamento em pouco foi melhorando os valores de w
obtidos por essas discretizagoes. Como -nos ensailos das
putras grandezas, notou-se aqui'também"que o8 resultados co
megaram a oscilar em tornc dos exatos, apos se ter atingido
um certoc tamanho de malha.

Com a discretizagao com rede habitual, os valores
de w obtidos comegam a oscilar a partir do tamanho
de malha A=40000/32, verificado ao se comparar o valor de w
no ponto 2 deste ensaio,com o obtido pelo ensaiao seguinte
com abertura de malha h=40000/34 neste mesmo ponto. J& com
a discretizagao com rede dual, isto se torna mais dificil
de verificear, uma vez que os pontos onde se calculam os w

nunca coincidem; isto é,para cada ensaio calculam~-se o0s W



- 173 -~

sempre em novos pontos. Por isso, tentou-se como se fez na

analise dos M aproximados com rede dual, verificar o valor
. L

de w no pontoc mais prdximo ao engastamento. Porém tal tenta

tiva de nada adiantou, pois o valor de w nesse ponto foi sem

pre decrescendo a medida que se foi refinando a malha. o
que ja era esperado, visto que a diminuigao do tamanho da
malha, implica em se calcular o w num ponto cada vez mais

proximo ao engastamento (no caso 3k/2 acima da linha de en
gastamento)., Com isso, adotou-se um outro critério, que foi
o de verificar quando o valor de w no ponto 3 (h/2 abaixodd
coroamento) comega a oscilar em torno do exato. Com esst
constatou-se a oscilagao do valor de w a partir do tamanho
de malka h=40000/42.

Como ja se fez anteriormente, apresentam-se a se
gulr os resultados dos ensaios para n=30,32,34,40,42 ¢ 4{ pa
ra mostrar os fatos acima ocbhservados.E para n=48,52,54,56,26,
28,60,62,64 2 fim de mostrpar aqueles deslocamentos para os
quais se analisaram os Mx g Y, aproximados com rede -habl
tual e dual.

Para esses ensaios os maximos dasvios wverificados
sao menores gue os seguintes, (excluindo os valores de w nos
pontos I e no mais prdoximo do engastamento, aobtidos com rg
de duall.

n REDE REDE
HABITUAL DUAL
26 -0.027 +0.0248
28 ~-0.0256 +0.022
30 ~0.021 +0.020
32 -0.0138 +0.017
34 -0.017 +0.016
40 -0.012 +0.011
42 -0.010 +0.010
44 -0.002 +0.010
48 -0,008 +0.008
52 -0.006 +0.007
o4 -0.009 +0.007
56 -0.006 +0.006
60 -0.01i2 +0.006
g2 ~0.0056 +0.005

64 -0.020 +0.020
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Por esta tabela, observa-se que o refinamanto da
malha, nem sempre leva & obtengdo de melhores valores de w
com essas aproximagdes, fato este, que matematicamente deve

ria ocorrer, em vista da diminuigao da ordem de grandeza-db

erro nas expressdes em diferencgas finitas.

EASAIC CE AFERICAC PARA A= 26

PCNTC LESLOCAMENTOS RADIALIS W
ANBLITICCE HABLITUAL OUAL
1 i «0309802
e -«5927699 =+0932455
3 -.2202217 ) ~«2230793
L) “.J4TESHD ~e3472371
5 -.4751136 = 8TT1387
6 '15024‘026 --601338*
7 -.72%6064% «.7308789
a -~ 5652018 = 8547180
g -.52269%4 --983576]
10 ~1l.108%213 ~1.1069502
11 =1.23407¢5 =1.2340190
12 ~1.258622128 =1.,3552853
13 =1.,4B107¢5 =l.4804280
1e =1+8023150 «1.8991740 .
15 -1,7215812 | =147203770
1& ~1.H8208351] =1.t351946
17 ~1.5526682 =1.9507358
18 ~Za0€31247 =2.0600009
19 ~Z. 1658 3T ) =2.16T6211
20 ~Z+Z1E0H19 =2.2693815%
21 ~Z2a.365)268 =Z«3663821
22 ~2+4603028 -2.4583643
22 ~Z 5468704 =2,5416255 -
26 . =ZakCcZ0%22 =2.6212721 .
2% =2.851023£7 ’ ‘=2e6872880
26 =2« 720%2¢&1 ~2.7517905
27 ~Z.801C0416 ~Z+ 7967625
22 “Za8403354 ~2.8431802
2% ~Z.B8EE0015 . «~2.8631629
390 =E.0831863 ~2.8885293 .
3t -Z.8850675 =2.8796148
32 ~Z.8728700 =2.8811445 .
k] ~Z248458P38 «Z.8397303
3s ~Z.B036057 ~2.8159582
as “2.T451830 ~Z.738206%9
36 «~2.6708018 =2.6857061
a7 “2.5759541 ~Z.S5T15837
e ~Z2+4472C69 =244507565
39 »Z.3482735 -2.3391838
0 =Z.2050440 =2.2311354
4] -2.054%276. ~2.0442381
42 -1.8872917 «1.9122286
42 «] 07756 . =1.6952021
44 =1.51€4803 =1.5452800 g
45 =1.3220E56 =1.30724%8
46 ~31.1218040 ~1.1485546
47 ~.5214E54 ~.9039276
w8 . T2S6T712 ~.7510419
5 =.£368472 =.5189151
50 ~+365ab4s -.3902438
&1 ~.2221291 -+1978333
52 ~.10E4100 -e1179547
52 -.0221056 «G000000
5¢ «Go000k1 «0000000
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ENSAIC CE AFERICAC PARA Nw 2B

PCATC

MR ol A LD R e

CESLOCAMENTCS RADTAIS W

AMNALITICO

'00927699

-«211123¢0

‘OEZG‘88~

-.44721581

-+566075%9

-.6842155

-.8021588

~.9158087

~1.0370445
-1.1527199
=1.2696€17
=1,384£€6T76
=1.8585046
-1.4105065
~1.7215817
~1.8201526
-1.9363729
~£.0357229
=2.1358015
~2.2361350
~c#2ER2137
~2.4154940
=2.4574003
~2.57233252
—Ee£4zEIRS
-Z2.7066728
=2.7587628
-2.8042154
~2+B403254
rZ2BEGRETD
~Z.HELH1ZE
“Z.BEER24T
~2.877R348
-Z.8572607
~Z.82325807
-2+ TT£3E19
-2.T152276
=2.6355784
-2.5565133
~Zeah£5023
-Z2.3254110
~2.16$85135
=Z2.0545402
~1.859¢837
=1.T240£55
~1.55574190
«1.3787479
=1,1935527
=1.0070€70
- 8227049

- &444110

- 4TET137

-2 3247334

~.1542509

~.0517328

-.0243441

«0000011

PABITUAL
- 0932264

=.32593031

-.5653136

-, 8008652

=-1.0352831

| =1.2675159

=1.4960809
=1.7190113
=1.933818}

=2.1374545

-2.3263030
~2.4961877
246424122
-2 7598481
-2.8430662
-2.8B6E27)
-2.8848548
~2.8331u628
~2.7276108
-2.5657592
=2e34Thasl
~2.0754671
=1.7565289
-1.402258¢
=1.03C3411
=o6657255
~o3J418630
-.10192367

20000000

DuAL 7
«022499%

~.2134982
-~ 5454563
- 5852611
=~29202641
=-1.1536276
=} «3440659
~1.6098304
-1.8286653
=2.03T77684
=2+233770%
=2.4127312
=2.5701685
=-2.T011204

-2.8002572

~2.8620435

=2.4809736

~2.8518839
=2.7703638
~2+6332626
=2+4393048
-2.1898355
-1.8896R809
=1.5481274
=1.,1800110

=-.8068950

=-.4583023

=s1T29614

0000000
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enSaIC CE AFERICAC PARA A= 30

PONTC

el
RN N N RN RT N RSN
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&l
61
LY

CESLOCAVENTOS RADIALS w

ANALITICG

=, 0927699

-.2022422

-.3137087

- 4241536

-y53454808

-.6448532

=~ 15501068

-, 8645489

-~ GTASTED

-1.0837908
-1.1624577
=1.,3004298
=1.4075260
-1.51232803
-1.6183428
«1.721%815
=1.8230231
-1.5223707
-2.0153000
‘201125596
~2.2040T02
-Z.25162¢L6
~Z+2753558
=Z.4544215
-2.5285725
=2.5571647
wZeEE59169
=Z.T1E1484
=Z.TAE22TO
-Z2.80£521S
~2,8403258
-2.2650155
g .2804049
=2 .,88E58£25
~Z48011727
=~2.E£55E05
=2.B3B€ET4S5
~Z.8001C18
=Z2. 7455723
~Z.6BEPZGE
-2.€117330
~2.524£553
224244550
'203127155
=z.1893215%
=2.0845331
~1.5103€42
-1,7SEEE1C
~1.55516¢%
=1.4275238
~1,255S714
=1.081£021
-,508232¢8

-, 7364E21

= GTETEAG

- 4240314

- 2875755

-, 1712564

-, 0805530

e 0212515

«0000011

RABITUAL
-,0929741

-.3133105

=+5335965

-.7535388
-.9726338
~1.1901002
=].4048429
=1.6154101
=1.,815%046
-2,0162559
-2.2016029
-2.3728967
-2.5266056
-2.658€221
-2.7653222
~2.8416696
-2.8832561
2. 8860044
~2.8455913
-2.7588062
~2.6233659
~2.4385261
-2.2056088
-1.9285924
-1.6148348
-1.2756250
-.9280120
-.5936731
-.3017951
-, 0489328

«0000000

DUAL
«0152533

-,2049681
-«4251898 )
_—=6452360
-.Bb«?iS&
=-1,0829763
-}.2990539
=1.5117033
=l.7192183
~1.9195483
-2.1102037
-2.288261%
~Z+4503713
-2.5927420
~-2.7113895
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=2.8524089
=2.8745604
-2.8814712
-2.8721285
-2.8456035
-2,801 0855
-2.7379131
-2.6556258
-2.5539989
-2.4320997
~2.2933412
~2,1355414
=1.9809900
-1.7715161
~1,5695608
«1.3582575
~1.1415100
-.9240752

~a7116481

-.sxo§4~a

-.13297866

-.1771786

-+ 0633656

+0000000



- 184 -

ENS2IC CE AFERICAC PARA Nz 52

POKTE DESLOCAFENTOS RADIAIS »
ANBLITICO HABITUAL DuAL
1 ' =, 0297678
2 0927659 ~+0503175
2 =. 1585041 . =+157)2828
4 =-+22022377 =-.2174430 ’
5 = 283550 =.2844889
] =+ 34THG50 ~¢343T7632
7 =«kllallB =+5118311
& ~«4751136 =, 4704489 !
g ~.53875233 =+9391164
10 =~ 50244624 -,5970507
11 ~.EEEOQS08 = 6662811
12 =+ T256063 ~a 7234955
12 7530551} =-. 1932351
1s ~ B5E80Y7 -~ H49H821
1€ s 9198025 ~a9198614
16 =.5826555 ~+9754825
17 =1.04£0410 =1.0460103
18 -l1.108%208 =).1007290
19 -1.171¢089 ~1l.1714962
20 =1.2340763 =1.,225%225%9
21 ~1.2562516 -1.2561016
28 =1.35682215 =1l I487304
23 =1.4198£54 ~1.4195631
2% =1.4810765 =1.4T709795
25 =1.541921s =1.5415797
26 =1.£022150 =1.5916499
27 =] .6822221 =-1.66)18068
ce -1l.7215812 =1.7103593
25 -1.T803428 =1.7798522
kL -1.8384511 ~1.8267262
3l =l.8558468 «1.8952792
3z =1.9524¢82 =]l 5402864 ,
33 =2.0082498 =2.0076056
34 ~2+0831247 =~2.0505409
as =2.1170206 ~2.1162972
k1] =2.1658637 =2+1569405
ar =2.2215776 ~-2.220777T0
38 -Z2.2720219 =2.2588816
as “2.3212634% ~2.320415%
40 =2.365)12¢68 ~243557220
4l =2.4154540 =2.8145436
&2 -Ze.ht03028 =2 habTETI
&3 ~2.50244609 =2+5024433
a4 -2.,5442704 «2.53128234 )
45 ~2.5844345 - =2.5833%564
44 ~2.£220522 =2.6084948
&7 -2.657£269 =2.85648084
LY} ~2.€610272 -2.6715918
L] ~Z.7221547 ~2.7210102
52 ~Z.75060kE =2.7317381
51 ~z+7773051 ~2.7760768
52 =2.8016421 -2.7884778
53 ~Z.BEZz0BRT . «2.8208208
54 =Z2.8403363 “2.827T421
€s =Z2.8556782 ~Z2e8543T4%
55 =2.,8680015 =Z2.8558655
X =2.8772058 =-2.8758736
c4 =2.8821E08 ~2.8715%30 .
5% ~2.2890404 ~2.8844752
&0 ~Z2.8850675 =2.8741045
61 ~Z.B807745 - =2.8793736
62 ~Z.LT286GS =2.,086726218
&3 ~2.B612652 -2.85982232
64 ~2+84SRALG =2.8264277
&5 ¢ -2+EZ86456G ~2.8251548
66 ¢t -é.8034878 «2.1548995
£T 1 -Z.17¢3488 =2.7747974
€8 =Z2.7451801 -2.7375274
ER -2.7055380 -2.7083120
T3 =2.£705556 ~2.6635395
71 -Z.£27]338 =2+6254144
12 «~2+5755474 =2.5739393
73 ‘205278*40 '2-526012‘
74 ~Z.6720502 ~2.,4675317
£ ~Z2.4)22038 =-Z.4102364



EnSAYD DE
FCANTO

76
117
78
75
a0
el
BZ
a1
a4
23
3]
ar
88
8%
9¢
51
92
93
G4
8% .
$6
57
g8
S9
190
101
1¢2
102
164
1cs
10%

AFERICAC PARA Az 52

CESLCCAMENTOS RADIAIS W

ANALITICC
=2,1482639
-2.,2806072
-2.20602311
-£.1337571
-£.054%235
=1.,9724559
=1.287276%
=1.7588737
~1.7077460
=1.6141712
=1.5184E86
-1.4206€28
~1.3220¢70
-1.22218¢l
=-1.1217811
=1,0213€09%

~.5214887

=.B2Z7E6B44

-.7256535

=.6210545

~-+5356267
~.4521456
=, 3E9471%

-.2524775

~.2221149

~.15%3596
=-.10523529
=-,0612346

-.02€1010

=+ 007248a

0000023

haBITUAL
=2.3449636

-2.2067599
=2.9237705
-l.8872132
~1.7087197
-1.5202891
=1.3248405
=1.1252656

- 9254837

=+7300017 -

=o54406T4
=+3737245
-.2258703

-+1083018

= 0257659

«0T00C00

ENSATIO CE AFERICAC PASA ha 54

PCATC

e
DD U B e

— et bt
AR S L N e

.
oY D =~ O

NN DN
ol D

]
n

[P PRV VAV
- O D~

Lb ) o Ly
n &= W

CESLCCANENTOS RADIAIS »

ANALITICO

=.0927699
“s1541436
-.21551&7
~2TEBRTS
=a 382546
=,396G5613s
- 4609593
--5222&&3
'15535373
=, E44E938
~, 1060744
- TE72386
= ,B8283325
-, 8893414
-+550F482
=1.0110247
=-1.0716R013
=1.,1321828
~1,1524574
=1.25¢5382
13123765
=1.3716416
=1.4311598
-1,4501171
-1.5486550
~l.6067741
~la6644313
=1.721%8617
~1.7T7B178%
-1.824171%
=-1.8855075
=1.6441323
=}.5979877
-2.,0510135

=ABITUAL
-o.0942332
-«2173007
~+3403639
=+4632945
~.5863513
=.1091678
- 8317568
-e5540031
=1.0757649
-1.1568783
=1.2171136
=1.,4362583
=1.55402318
=1.6701190
=1.7841730
=1,895u025

=2.0045772

CUAL
-2.2784815
~2.1318464
=1.9701762
~1.7961133
~1.6111391
“1.4176316
-1.2185180
-1.0173285

-.8182551
«.6262016
- 4468485
-, 2866597
-+1531390
-~ 0544777

+0000000

QUAL
-.0327973

~o 1558429
-.2788904
~.40152048
-.5249021
- 6477796
.= TT04782
-~ 06289587
~1.0149043
=1.13634648
~1+2570341
-1.3767445
~1.4952188
~1.6121638
-1.7272472
*1.8400960
-1.5502978

-2.0573974




ENSALID DE
PONTO

T 36
a7
a8
s
40
Al
42
43
44
A5
48
7
A8
45
50
51
52
53
54
55
56
57
58
55
60
61
62
6
&4
6%
66
L)
&8
6%
70
71
72
73
T4
75
16
17
78
19
80
8l
62
a3
84
BS
a8s
87
a8
85
9¢
91
92
93
G4
95
96
g7
98
95
lo0

101

102
103
104
105
i06
107
108
105
110

- 188 -

*

AFERICAC PARA Nz 54

DESLOCANENTOS RADIAIS w

ANALITICC
=Z2.102147¢0
~2.1542221
=2.2044716
=2.2535243
-2.3014073
=-£.3480453
~2¢3533567
=2.4372706
=Z2.4756953
~2.5205498
~Z.5557467
-2.5571971
=2.£328106
~Z2.€664572
-2.8521616
~2.,7277088
-2+ 7550449
=2.T800732
-2.8026953
~Z.08228159

-2.8403263

-2.8551617
=2.86T1947
~Z2.87634]13
-Z2.08250021
=2.2856064
-2.0855400
-2.0822312
«2.8755532
~2.B655496
-Z.8520255%
-2.8345524
-Z+8142686
~Z.71865165
~Z2.7618480
~2+7300224
=Z.8544075
-2,6545807
~2.6117306
=~2.5646572
=-2.5137720
~2.4591017
=2.4006815
~2,3385735
~2.2720448
-2.203%85!
=-2.1305037
~Z. 0545264
=1.9728072
~1,8937130
-1.208P417
«ls7214115

~1.4316774

=1.5399041
-1.4462999
-1.3514672
=1.2555680
~1,1560068
~1.0622518
-s9657737

-« BT700776

~«7757181

-.£8328208

-+5%33%81

-.5067433

=424021%

=-+3460397

~+27135741

~.2074584

=. 1487260

~. 0982197

- 0566566

~e 0261268

~.0067322

«0000011

HABITUAL
~2.1100230

~2.2116270
=2.3088336
=2.4010487
~2.4876418
=2.5679279
-2.6412392
=2,7068162
=2.7639127
=2.8117623

~2.8495870

' =2.8766112

=2.8920689
-2.8952274
=2.88%3813]
-2.8618975
-2.08242016
~2.7718244
-2.,7044072
=2.6217356
-2.5231570
~2.4106269
-2.2827191
=2.14067T89
=1.9854434
-1.8182983
-1.6409006
=1.4553304

~le2h4l3as

. =1.0703697

“o,B7746524
-.6502025
~.51268911
-.3512838
-.2116886
-.1011941
-.0277100

«0000000

BUAL
-2.1609058
~2.2602825
-2.3549504
24442964
~2.5276647
~2.6043658
~2.6736870 -
~2.7348814
-2.7871852
-2.8298278
-2.8520329
-2.8830333
~2.8920789
~2.8884530
~2.08714828
~2.8405633
-2,7951684
-2.7348795
-2,6596076
+2.5686202
~2.4625635
~2.3415060
~2.2059550
-2.0567060
~1.8948729
-1.7219298
~1.5397527
-1.3506610
~1,1574683
-+9635220

-.7727532

-.5897231
~.4196680

~.2685432

-+1430689

-.0507670

- 0000000



187 -

ENSeIC DE AFERICAC PARA h= 56

BCNTC

o AR L A e

DESLOCAMENTCS RACIAIS &

AMALITICC

-+0927699
-+1519516
=.2111330
-.2703126
-.3254084
-.20868572
-s4478151
=,5065567
~ 560759
=, 6251652
~.,6042158
= TA3E176
-.8021591
-~ 8610274
-.G158087
=-,9T84E69
=1.0370443
~1.06%54821
~1,i537164
-1.2117539
“1.265€609
=1.3272548
=1l.304€6067
=144417474
~1.4506023Y
=-1.5546030
=-1l.8105078

; =l.6664808

=1.,72158212
“l TTE1647
-1.83015623
-1.8826107
-1,%363732
-1.,9884286
=2.0357224
~2.0%01595

=~Z«1358005

~2+1884665
=2.2361245
~2.2827387
-2.3262132
=2.,3724885
~Z244154935
-2 4571557
=244973593
-2,5261485
“ge5732247
~Z.5088476
~Z+6426349
~Z.E745049
=2.7046728
-2473I27E47
~2.7587€633
-Z2.T70Z2¢128

HABITUAL
-.0910214
-.2091235
-a3272213
-.4452937
~-.5633036
-.6811973
-.7989005

=-s9163184

~1.0332319

=1.1497960
=1.2655408
~1.3802651
=1.4940393
~1.60629%6
-1.7T168500
-1.8253627
=1.5314697
~2.0347705
~2.1348262
*2+2311640
=2.3232732
=-2.4106102
“2.4926009
~2+5686417
-2.6380982
~2.7003145

~2.7546167

EUAL -
- 0325491

=s 1506824
~.2£88160
-+3889362
-.5050142
=.6230047
r.?ﬁﬂﬂ&?ﬂ
-, 8584437
«.9756981
=]1.0924742
-1.2086122
~1.3239274
=1.4382017
=1.5511863
=l.6626022
=1.7T721343
=1.8794324
=1.9841127
-2.0857534
=2.1238984
=Z.2780566
=2.3676991
wZ.4522638
«2,.5211627
=Z.50377236
=2.6694536
=Z2.727535%5

2. 7773418



ENSAIC TE
FONTC

56
57
S8
€S
69
&l
62
€3
&b
&=
68
&7
68
65
79
171
72
72
74
73
1€
117
T8
75
€13
gl
a2
83
B
es
‘Be
87
-1
B85
50
91
92
G2
G4
95
5&
97
S8
L]
108
10}
162
102
1cs
165
10¢
197
1c2
123
110
i1l
112
113
114

i68 - -

AFERICAQ PARA A= 56

DESLGCAMENTOS RADIAIS

AMNALITICO
=2.80621064
=2.8234863
~7.84033613
=2.8548756
-2.0644298
-Z.8755026
-Z2.8818135
=-2.3252806
=2 RESAZHT
=Z.8833£7]1
~2.8778338
=F 88651535
-~Z.8572588
-2.8420868
-2.8225708
-Z.,8016020
=Z+.TTE3ANS
wZ JT4TS410
=-£.,7152233
=2.6753733
-2.£259727
=2.,557015%9
=Z.550%052
=2.5004554
mZ.hGEEGHH
~2,3058573
=Z2.,3254010
=2.2655892
=-2.15859025
w~Z.128263%
'2005*9235
=1.5786808
=1.85G6£73
-1.8180563
=1.7340450
=1,647E515
=1.85%7172
=], 4E85137
=-1,3787258
-l.296ﬁ840
=1.16235332
=-1.1002%31
=1.007045%8

=-,9143710

- 8226907

-, 7325183

- 6463965

-.556%212

=-4T67011

=-.3584061
~¢2247300

-, 2584157

=-. 1667487

=-+1350633

=.051T7316

-,0521701

-,0243452

-, 0062681

6000011

HABITUAL
~2.80023125

-2.8367095

-2.8631134
-2.8788409
-2.8832264
~2.8756447
-2.8555050
~2.82228233
-2.7755351
~2.7149057
-2.6401653
~2.5512171
-2.4481311
-2.3311620
-2.2007759
-2.0577035
-1.9029231
~1.7377424
~1.5638046
-1.3831377
~1.1981835
~1.01186427

-.8275080

~.6491070

-.4811401

-.3287175

-.1975954

- «.0942118

=, 0257164

+0000000

DUAL -
~2.8181748
=2.849313561
=Z2.870142%
=~2.8799138
~2.8780055
=2.8638067
=2.8367658
~2.7961963
~2.7423000
~2.6T741853
=2.5918841
-2.4953871
=2.38485%53
~2.2606497
-2.1223692
~1.9738700
=~1.8132982
«1.6431346
=1.4652185
=-1.2811612
=1,0955307

-.%095938
= T2T6504
~.553926%
-23932407
-.2510393
~.1334363
-4 0472433

L0000000
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ENSAIC DE AFERICAC PARS N=3 60 .

CESLCCAYENTOS RADIAIS W

ANBLITICC

~.0527699
. 1480062
-.g032z422
-, 25BATTO
-421237087
- 2609352
- 4241536
~.4T753556
-.C3458408
-.5857156
- E488534
-, E659548
~.7550108
-, E100126
- BE4G4SD
-.5168086
-a5745783
-1.0252442
~1.CE37505
=1.1282010
-1.1G24574
~1,2465405
=1.3004256
-1,25410254
-1.407525¢
~1.4607031
-1.5135798
-1,5¢61364
~1.61824308
~1.6701698
-1,721%818
=1.772545)
~1,5236233
-1,8725794
-1.5222709
=1.,5711597
-2.01%300%
-Z.0e&7500
~Z+1124605
=Z2.15863843
~Z.Z044716
“Z E4BETOS
-Z.251%5278
=Z,313a1889
=Z2.2753972
«Z2,4154954
~Z4+45606234
-Z.6521202
~2.5285239
~2,56£25710
-2.557157}
= EEG334G
-Z.6555183
-z EHRETSS

FARITLAL
~2093HABD
~.208ESTH
=.3154628
-, 4252085
-.536988%
-.6476258
-~y 7581397
=y BEA42TY
-.9734098
=1.0879776

=1.1970024
=l.3¢53372
=1.4128056
=1.51%2152
=1.6243446
=1.7279453
=1.825TA96
=1.5294546
-2.0267372
=2.1212449
-2.2125%31
=2.3003778
=2.385]662
-2:45634981
=2.527R923
-2.6068473

-2.56698318

Cuat
=.0292873

-.1496624
~e2600371
=.3704023
-.4807349
-.5910003
~ 7011524
~.2111262
~+9208395
~1.0301557
=1.1390741
-1.2473351
-1.3548229
~1.4613502
~1.5647098
-1.6706707
-1.772973%
-1.87313351
-1.9714425
~2.06569580
-2.1595187
-2,2487321
=2,3341804
~2.4154181
©2,4919758
~2.5633588
~2.6250526

-2.68485271




ExSALIO LE
PCNTO

56
57
58
5%
&0
61
62
83
64
€S
66
67
68
6%
70
Tl
T2
73
T4
75
16
17
18
79
4]
-3}
az
-k ]
B4
8S
8é
a7
B8
85
50
1
92
93
9%
95
96
97
g8
2]
160
10l
102
103
104
108
106
197
108
108
110
111
112
112
114
115
116
117
118
119
120
121
122

149Q -

BFERICAC PARA K= &0

DESLOCANENTCS RADIAIS W

ANALITICG
~2.71€61458
-2.T416587
~2.7652375
-2.7271156
-Z.ECE5215
~c.8246E5]
~Z.2402358
-2.8528017
~Z.E£E0150
=~Z2.8735057
=Z. 88045049
-Z2.8868452
~2.8855¢630
-2.984R620
-Z.8e11727
m@.BTaTaRG
~Z.B455505
~2+8E35385
~2.8366564
-Z.2208590
-2.8001041
=Z.17€3534
=2 T4G5TA2
~Z.7157418
-2 EBER324
-2.£508336
~Z2.6117387
=Zo.S655453
~2.5242629
~Z.4755073
~Z.4245071
-~2.3700567
~£.2127236
=2.CEZH45T
-2.18%3330
~Z.1234674
~Za 0545455
-1,5820734
=1.5102808
-1.8344021
=l 7566569
-1.47£0382
=1.5952165
-1.5120430
=1.4275429
~1,3415¢61
~1.2555881
~l1.1687002
=1.0B1£169

-a554475%

-.9082‘71

=~ BZET1235

=.7324930

-, 6560313

- 4502879

wo8Z240408

--2&7586‘

= 22€£003

-+1712598

~.1222769

<. GEUSES]

-~ Q4€E5588

=«Gz1E2618

-, 0054£9]1

«0000046

HABITUAL
-2.7263074

~2.7757196
=-2.8175020
~2.8510890
~2,8759131

=2.,8914154

=2.8970652

~2.8522306
~2.8767323
-2.8498282
-2,8112345
“2.7606339
~2.6977901
“2.6225643
-2,5349302
-2.4349890
=2.3229947
~2.1593680
~2.064T7154
-1.9198592
-1.7658558
-1.6040182
=].43594488
~1.2635579
~1.0890960
~49151855
- 7648320
-.5814712
=.4289813
-.2917169
- 1745341
-.0828105
-.0224657

0000000

OuAaL
=2.7412338
-2.7866158
~2.8241110

‘w=2,8531532

;2-8731828
-2.86836498
=2.,0840246
~2.8738074%
=2.8925343
-2.,8197875
~2.7752128
«2.718%330
~2.6495538
-2.5681829
~2+4T45460]
-2.3685513
~2+250T7863
=2.1216793
=1.9819424
-1.8325124
“l.674573%
=-1,509%859
=1+3393054
-1.1658168
= eG915545

».8193355
=+4523838
=, 4943597

—.3453847
=+2220690

~+11752352

=,0414408

+0000000
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ENSAIGQ CE BFERICAC PARA M= 62

PCNTL
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Nt BN »
Wl B e O D

CESLOCAMENTOS RACIAIS »

ANALITICO

=. 0527699
. 1482244
-.19%6786
=-.2531217
=-.3600282
~sh}1 34669
-, 46€895}%
~.5203083
-.5737021
-+ EET0704
~.E204070
=.73370468
~ TEEGEH4
- 8401477
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3.6 - CONCLUSOES DOS ENSAIOS

As conclusoes dos ensaion:z seraoc feitas em quatro
partes, a saber:

a) Conclusdes a respeits das discretizagdes do cal

culo dos deslocamentce, A

B) Conclusoes a respeitc das aproximagdes do célcu
lo dos esforgos Mm e rotagoes Y com rede habi
tual.

c) Conclusdes a respeito das aproximagdes do calcuy
lo dos esforgos M& e rotagoes Y com rede dual,

d) Comparagao entre as aproximagoes. }

Em seguida, apresentar-se-ao algumas sugestdes
quantoc a:

1) Corregdes de valores de M& obtidos pelas apro
ximagoes estudadas neste capitulo, como tambeéem
um complemento para zndlise desse esfor@o.

2) Utilizag3c da Extrapclagao de Richapdson para
obtengao de melhares aproximagdes dos valores
de 1w, Mm € ¥ calculzdos.

3] Obtengao da forga cor:iznte.

Posteriorment?. mostraf—se-éo os resultados de al
guns ensaios suplementares, feitos a fim de;:tirar con
clusoes mals precisas a respeito d=ssas aproximagoes. Estes
foram feito:s com as seguintes es-sssuras 4 do reservatéfio

padrao adotado:

. & = 180 em => X\ £ H

. d = 45 em=> X = H/2
.. d= 20 em=> X Z H/3
. d= 11 em => A = H/4 .

Espessuras estas, mais reais do guz a adotada para agueles
ensaios (pelos motivos j& citados), apesar da altura ainda

ser exagerada,
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3.6.1 - Conclusdes a Respeito das Discretizagdes do Calculo
dos Deslocamentos

Mediante a analise dos resultados provenientes das
duas discretizagoes do calculo dos deslocamentos w, uma com
rede habitual e outra com rede dual, pode-sé afirmar que am
bas as discretizagdes sd3o bastante boas, apesar de terem si
do utilizadas expressdes de diferengas finitas com erros da
ordam de hz. Disto se pode concluir, gue o comportamentodes
sa grandeza nao foge muito a dos polinomios do segundo grau
Ndo se pode porem, afirmar que essas aproximagdes sejam as
melhores. Pois, com a aproximagdo com rede habitual, foi ve
rificado que nos pantes prdoximos ao engastamento; se obtive
ram sempre valores de w maiores gue os exatos, mostrando as
sim a fraca imposigdo de engastamento usual conseguida com
essa aproximagao. E cam a aproximagao com rede dueal,. foi
constatado que nesses pontos se obtiveram sempre valores de
w menores qus os exatos, mostrando assim a forte imposigao
de engastamento [condigdo de Stiefengastel consegulda com
essa aproximagdo. Assim, a conveniéncialde se utilizar po
l1indomios de grau mais elsvado Qqus dais.'para a obtengaoc de
expressoes em diferengas finitas de derivadas nessas discre
tizagdes, parece merecer alguma reflexao. Observagao esta ,

jé& feita na introdugdo do capitulo.

3.6.2 - ConclusGes a Respeito das Aproximagdbes do Calculo
dos Esforgos M, e Rotagdes y com Rede Habitual.

Mediante as andlises (itens 3.5.1 e 3.5.2), pode-
se concluir gue com rede habitual! a melhor aproximacao, den
trz as guatro estudadas, para o calculo dos esforgos Mm e
rotagoes ¥ & a y. Isto observando os valores dessas grande
zas, no ponto do engastamento e proximos a ele. Poils nos pon
tos suficientzmente afastados do sngastamento, os valores

obtidos pelas quatro aproximagoes (a, B, Y e §) dessas gran
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dezas, se equivalem. Neote-se que a apreximagao v !é aquela
gue utiliza expressces de derivadas provenientes de PI~2,’
porém, com a imposigdo de rotagdo nulz no engastamento. Apa
rentemente por se utilizarem expressoes de diferengas fini
tas com erros da ordem de &2, esperava-s2 gue ela nao fornsg
cesse result=dcs melhores gue as aproximasies com PI-4 (apro
ximagdo B ou &1},

| Disto se pode deduzir que o comportameﬁta das gran
dezas Mm e y (do reservataricl], se aproxina mais @ polind
mios jde segundo grau do que de quarto, pelo menaos nos pon
tos pfﬁximos ao engastamento, com a condigdo de que tanto
seus valores ccomo também suas derivades na [engastamei
to sejam nulos. Nao se podes afirmar, porsm, se o comporta
mento dessas grendezas & melhor aproximado com polindmios de

grau mais elsvado que quatro. E ponto a ser analisado.

3.6.3 - Conclusoes a Respeito das Aproximagdes do Calculo
dos Esforgos MX e Rotagoes ¢ com Rede Dual

Das ardlises feitas nos itenz 3.5.3 e 3.5.4, pode-
se concluir gue das guatro aproximagoes dec calculo dos es
forgos Mm e rotagoes w‘estudadas, a meltor é a B, ao se ob
servar os valores dessas grandezas nos pcn<os proximos ao en
gastamento. 2ois, como nas aproximagdss com rede habituall
nos pontos suficientemente afastados, a difarenga existente
entre os res:l-ados obtidos por uma oo for sutra aproxima
gdo & desprezivel. Note-se gue essa =proximagaoc é aquela
que utiliza sxpresscoes de derivadas provenientes de PIi—-4,
sem nada se impor guanto a rotagaoc no engastamento. Contra
riamente ao dito no item anterior, estz era a aproximagao
que se esperava gue fosse a melhor das guatro pesquisadas.
Isto se deve provavelmente 2 forte cencigao de engastamento
imposta no cédlculo dos deslocamentos.

Por isso, pode-se provavelmante conseguir me

lhor aproximzzao do calculo dessas grancezas, Ou pslo mengs



- 198 -

de Mx’ se 52 utilizar polindmios interpoladores de grau mais
elevado do g-.2 guatre. £ outro ponto a ser analisado.
Nots-s2 que, nessas aproxlimagdes nac se calcularam
Mx e y no pento do engastamento, nao por ser 1impossivel, e
sim apenas por, no momento, nao ter tido esse interesse.
Pois o obj=stivo aqui era de apenas verificar a influéncia
no comportamsnto dessas grandezas nos pontos proximos ao do
engastamentc, ao se reimpor ou se deixar de reimpor as con

digoes de contorno de Stiefengaste.

3.6.4 - Comparacgao entre Aproximacoes com Rede Habitual e
Dual '

Faz=m-se agora algumas consideragoes finais a res
peito de todcs os ensaiocs realizados neste capitulo, salvo
aquelas quz =z=2rao feitas posteriormente com outras espessu
ras do reservatdrio tomado como padrao.

As consideragdges finals a serem aqui feitas serdo
baseadas som=2ntz nas analises dos valores de M;.obtidos por
meio das aproximagdes com rede habitual e dual. Escolheu-
se essa granzeza por ser a mais importante de todas analisa
das nesses ensalos. ‘

Nots-s= que, a menos dos valores de Mx da ultima
linha de cacz tabela apresentada no item 3.5, as aproxima
goes com PI-? sio melhores que as com PI-4, Isto com rede
habitual, Com ;rede'dual as aproximagoes com PI-2 sac me
lhores somsnze para oS Mx positivos. Porém, com PI-¢ somen
te com a aproximagao B & que se obtem valores de Mm negati
vos melhores que'com aproximagoes com PI-2. Naturalmente,
isto se deve 20 fato de se ter conseguido dimpor uma condi
¢ao de engaszamanto, muito mais forte do que ocorre na rea
lidade (concigaa de Stiefengaste no calculo dos deslocamen
tos e condigZoc de rotacgao nula no calcule de Mm]'

Alén disso, aobserve-se que, ao se ir refinando a

malha, aparentemente com rede dual se obtem valores de Mm
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bons, mais ra2pidamente que caom rede habitual. Fato egste apa
rente pela simples razaoc, de os pantos onde se obtém os va
lores dessa grandeza com rede dual, serem distintos daqueles
estabelecidcs com rede habitual. Pois,os polindmios inter
poladores utilizados sdoc os mesmos tanto nas aproximagdes
com rede duz. como habitual. As Unicas diferengas que pode
riam surgir =ntre elas, seriam nos valores proximos a borda
livre 2 go engastamento, devido se ter utilizado expres
soes de derisadas diferentes nos pontos proximos & borda 1i
vre, e de se ter admitido diferentes tipos de engastamento
nas discretizag¢does do calcule de seus respectivos desloca
mentos. '

Diante disto, e lembrando que com as aproximagoes
com rede dual nao se obtém valor de Mm no engastamento, po
‘de-se cancluir que as aproximagdes com rede habitual sao me
lhores. Principalmente por se ter concluido no item 3.6.2,
que a melhor aproximagdo € a que utiliza PI-2, a mais sim
ples de todas, levando-se em consideragdo a ordem de deriva

da gue se deseja utilizar.

3.6.5 - Algumas Sugestoes

3.6.5.1 - Corregao de valores de M,

A correcado de valores de Mm é aqui sugerida apenas
para as duaz m2lhores aproxinagoes, isto €, para a aproxi
magao Y B pzra a aproximagdo B. Nada impede, porém, que se
ja aplicade para as outras aproximagoes.

Para a aproximagdo y & sugerida corregao dos valg

res de M_ arsenas nos pontos 2 e 4 (os piores aobtidos), Em
2 admite-se '

M, = o,
pols & um pcnto que pertence a borda livre. Em 4, suge
re-se que o valor de M seja substituido pelo

T
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valor obtide por meio de interpolagao polinomial de segundo

grau,da seguinte forma:

Plx)
Pix)=ox2+bx +¢
fe
> ¥q -
2 Y r
(o ln |
+- t t

e
-~
&
Iy
=
-
]
4
o
I

M_ po ponto 2=0=c¢
x

x

Logo ! 2
P{zx) = ax
Assim,
P(x=2h) = f, = M no ponto 6 = alz2n)?
Pprtanto
e
a = — -
4h

Consequentemente,

' _ 1

Mx no ponto 4 = 7 Mx no ponto €.

Por lexemplo: Para n = 48, tem-se que o valor de M, no ponto
4 & (0.109. Por essa expressac tem-se

y =21 0.922 2 0.231
x 4

que & um valor muito mais préximo ac exato (=0.234).

Ja para a apraximagdo B sdo sugeridas a corregaoc
dos valores de Mm no pento 3 e 5§, e o calculo estimativo do
valor de Mx no engastamento; pois por essa (como .também Pe
las outras A4, C e D) aproximagdo ndo se obtém nenhum valor

neste ponto (veja item 3.41.
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Parz a corregao dos valores de Mx nos pontos 3 e
5, sugere-se zue ssjam determinados por meio de interpola
gao polinemizl de segunda ardem, analogamente ao felto pa

ra a correga:- de Mx no ponto 4, que & a seguinte:

{Pix)
///Ple-uxz
f2= My no ponto 7
— . s o
Pontc da borda )i s 3 7 ]
onte Q rda re
et n;z‘ n l h
B T T

Para & = 5S5h/f tem-se

Ploz=5h/2) = f7 :.Mm no ponto 7 = a(%;)z-
LFEQ
a 4f7
25K°
Portanto
v - L
M, no ponto 3 = 55 Mx no ponto 7 e
Y no ponto & = 2 M .nu ponto 7.
e 26 x -
Por exemplo: “ara n = 48, tém-se que os valores de M nos

x
pontos 3 e § sdo respectivamente: -0.041 e +0.434, e os exa

{]

tos: +0.057 = +0.541. Calculando por essas expressdes cor

retivas, 2hti~-se os seguintes valores de Mx nesses pontos:
+0.059 e +0.:31, que como se nota, sao bem melhores que aqug.

-les.

sl

4]

)
1]

= o calculo estimativo do valor de Mm no engas
tamento, sug:zre-se que seja feito por meio de extrapo

lagdo polino~ial de segunda ordem, como.se descreve a se
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guir:

bpix)

Pix):aox +bx +¢

Primeiramente,determinam-se os coesficientes (a,b,c)
do polinomio P(z), por meio dos trés valores de Mx mais pro

ximos ao engastamento. Pelo item 2.3.1.1, tem-se: f

1 : 1
@ =5 (f = 2f, + f), b= (f —Ff)ec=rf,.
2h2 ¥) 2 3 2% 3 1 2
onde f._, f2 E f3 representam aqui os valores de Mx mais pro
ximos ao engzstamento. Em seguida, calcula-se o valor desse
palindmio para x = 3h/2 (ponto da engastamento). Fazendo is

so, ohtém-se

P{x=3h/5) = Mx no engastamento =

ey

9
g (fp — 8y + £ +

(j"3 - f1) + f2

Exemplificanzo para n=48, tem-se gque o valor de Mx no engas

tamento, por essa extrapolagdo, e

(~743.124 + 2 x 965.698 - 1213.770) +

o] ey

M =
x

(~1213.770 + 743,124) - 965.698 =

+
Il‘\] [N

1347.367 tfmm/mm
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que, cono se nota, uma Atima aproximagao, pois o valor axa

to de Mx neste panto é

M, ==1849,817 tfmm/mm.

E zlaro, que essas‘cnrreqﬁes sugeridas, tem senti
do se se ccnsiderar que os valores de M nestes pontos, so
significativos para o dimensionamento da estrutura. Is
to €, se & sabido que na regiao da borde livre o esforgo M
€ pequeno, provavelmente ndc havera necessidade de armadura
para combat2-lo, a menos, naturalmente, da armadura minima
estabelecida por norma, Tal verificagadc pode ser feita da

seguinte maneira, dentre outras que possam existir:

. . = 2.8 N
Minimo fminimo® °F

o

Por exemplo: Para o caso tem-se, adotando ago CA 504, h*(al
tura Util) = d - 20 eme 2z = 0.85 h*

thinimo = 0.0015 bd = 0.0015 x 100 x 400 =
= 60 amz/m.
Portanto Mmfnimo = 0.856 x 380 x 60 x 3.0 = 58140 tfcm/m =

581.40 tfm/m

que mostra a nao necessidade de armadura para combater o es
forgo, em tods regiao, onds Mx € positive.Naturalmente, isto
ocorre devido se ter adotado aquelas dimensdes (irreais pa
ra reservatoric), porém, lembre-se do motivo de se ter
admitido tais dimensdes, Por isso, posteriormente fazem-se
alguns ensaios suplementares, onde se adotam espessuras meis
coerentes com aquela altura de reservatoric e, inclusive,
até fina demais, a fim de melhor observar essas aproxima

¢6es de cilculo de cascas.
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3.6.5.2 - Extrapolagdes de Richardson

Descreve-se a seguir, resumidamente,um método que
permite obter melhores aproximagoes com uma quantidade mi
nima de trabalho adicional, dos valares das grandezas
(Mx’ Y @ w),calculados mediante emprego de diferangas fini
tas, que € o método das Extrapolagoes de Richardson. Obser
va~-se, porém, que esse método pode ser aplicado desds qus
as aproximagdoes sucessivas tendam ao valor verdadeiro. Para
maiores detalhes veja ;SALVADDRI(1967], de onde foi ex
traido. ‘

0 erro cometido, quando se utilizam diferengas ‘fini

tas & fungado do espacamento %2 entre os pontos, & pode ser

Expressoc Como:

com PI-2 elx)

£,(e)h? 4 folzin? fatz)n® 4 ...

i

com PI-4 e(x) ?I(m)hé + ?g(x)ha + ?3(m)h8 + ...

£ quando se calcula com vériocs valores de espagamento, tem-

se para o mesmo ponto a:

com PI~2 e

it

2 4 &
clh + 02h + c3h + ...
- ., 4 —_ ,8 — ., 8
clh + 02k + c3h P

Com isso, poce-se calcular uma melhor aproximagao, nas pon

com PI-4 e =

tos comuns, para os valores'obtidos com diferentes abertu
ras da malha, porém com a mesma ordem de erro, usando extra

polagoes de Richardson apresentadas a seguir:

by

"
-“‘
"

/_-—-Y

]

hy ha

Figura 3.9
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Oznominandao Vl o valor correspondente ao calculo
com espagamento hl (obhticos com nimero de subdivisdes n,l e

V2 o valer correspondente ao calculo com espagamento kz (ob

tido com nimero de subdivisdes ngl, obtém-se, a partir da
figura 3.9, o
- | —
h] = (ﬁza/ . hg - (ela) .
1 2

Para as diferengas finitas provenientes de smprego
de PI-2, desprezando-se o erro da ordem superior a h2 e cha
mando de el e e, 05 erros correspondentes aos valorss VI e

V2, raspectivamente, resulitam:

- _ b-a 2
€7 =V =V, = e (5=
1
_ _ b-a.2
ey = v - V2 = clfjﬁ;)

onde e, € dasconhecida e ¥V & o valor extrapolado.

Resolvendo o sistema, obtém-se que

"y &
i s B Bl 6
2 T "1 2 = "

ou, expressando~o de formea mais compacta vem que

Analogamente, para as diferengas finitas provenien
tes de emprego de PI-4, dssprezando-se o erro da crdem supe

rior a h4, obtém-se

n? nd
- 2 1
A e AL T R A
2 1 2 1
ou
Vv = Y, V2 - Yy VI'
Varias aplicagde:z das extrapolagdes de Richardson
para a obtengac de melhores aproximagdes, podem ser encon

tradas, por exemplo, em SALVADDRI(1967], em DEBS(197B).
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A seguir utiliza-se as extrapolagdes de R1
chardson para melhor aproximar os valores de Mx obtidos,por
exemplo, pela aproximagdo y. Naturalmente isso e possivel
pois & observado a convergéncia monotonica desses valores
ans exatos. As extrapolagdes a serem utilizadas sao dao tipo
h2, uma vez que a aproximagao Y emprega expressaes de dife
rengas finitas provenientes de PI-2.

Jytilizando entdo, os valores de Mx obtidos com. n=
12 e24,

ser, como J& visto, muito impreciso, obtém-se os

desprezando © valor no ponto 2 (borda livre) por
seguintes

valores extrapolados:

EXATO no= 12 n = 24  |VALOR EXTRAPOLADQ

4.370 2.420 4.161 4. 741
20.786 18.904 20.265 20.719 |

53.825 50.056 52.805 53.721
106.572 100.120 104. 848 106. 424
178.483 168.953 175.948 178.280
262.050 250.058 258.897 261.843
338.315 326.213 335.1782 338.158
371.763 364.336 369,857 571.697
305. 860 510.629 307.139 305.973
. 61.531 88.182 68.463 61.890
~457.828 | =-399.627 | -442.804 —457.196
~1349.817 | -1255.020 | -1325.490 ~1348.980

Note-se que, a menos do primeiro, os valores extrapolados

sao até melhores que os obtidos pela aproximagao Yy com n=48.
Note-se também que as extrapolagoes de Richardson nao se
aplicam aos valores provenientes das aproximagdes com rede
dual. Pois com esse tipo de rede, as nodulagoes aobtidas mg
diante variagao da abertura da malha sao sempre distintas,

ndo ocorrendo coincidéncia sequer de um no.
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3.6.5.3 - Obtengao da forga cortante

Sugere-se neste item, uma possibllidade de aproxi
magao do cdlculo da forga cortante @_ a partir dos valores
de M&, obtidos por meio de uma daqueias aproximacgdes, esty
dadas anteriormente. Essa se baseia, tambeéem, na wutilizagao
de expressoes em diferengas finitas de derivadas. Como su
gestan, as provenientes de PI-2.

Obssrvando as aproximagdes para o calculo das rota
goes e momentos, descritas no item 3.3.3.1, ve-se que Qm po

de ser expressa caomo
{g,} = {1 . (7.1

Para melhor esclarecé-la, apresentam-se a seguir
os valores dasssa grandeza, em tf/m, obtidos por essa aproxi
magao, emprezando-se os valores de Mm provenientes da apro

ximagdo ¥ e a matriz derivada [Pm] , para n = 6,12,24,48 e

64, lsto é: a
{m} =,{Mx}Y
r1 =121,
Para a verificagao da precisao dos valores de Q

x
obtidos, por essas aproximagoes, necessitar-se-ia dos valo

res exatos dsssa grandeza nesses pontos. Porém, comc a& preo
cupacgaa destz item ndo & o estudo de aproximagao de calculo
de Qm’ pelo menos no momento, nao se faz aqui tal verifica
gao. Apresentg-se apenas o valor exato de Qx no ponto do en
gastamento, devido ao pouco trabalho adicional exigido para
isso, pois, 2 expressac dessa grandsza para este ponto . &,

simplesmente (veja BELLUZZT 1957, v21.III, p. 342):

(Q ) = -y, Eﬂ§%1 (l1iquido até a

x eng 2a borda livrel
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ExS2J0 LE AFERICAC PANA A= & = HREDE FARITUAL

PCKTC PX &x
2 10.845 “5.695%
4 10.845 H.£52
6 86.781 15.08S
8 2224234 19.383
10 Jab.Z20 =5.219
12 152.4417 =101.574
14 ~1009.095 w246.549

ENSAIC DE AFERICAC PARA M= 12 - RECE MARITUAL

PCNTC b X X

e 2,420 ~Z.+473

(] 2420 €+472

6 1B.504 Tetat

8 S0.056 12.182
10 100,120 17.834
1 ¥ 168.5653 284491
14 250,058 €3.5€9
16 32642113 17.242
HL 3643236 -Z2.338
20 . 3164629 ~4].423
ez 88.1R2 -loe.538
24 ~399%.627 =201.480
26 ~1255.020 =31)1.758

ENSAIC GE AFERICAC PARA A= 26 — REDE HARTTUAL

PCATG L4 4 [ 4

2 «595 -1.070
. 2595 1.070
€ 44161 Z.%50
8 10.428 4,831
10 204265 7.146
12 344248 5.762
14 52.80% 12.617
16 T6.302 15.&13
18 104,848 18,5990
20 138.268 21.330
22 175.548 232,553
28 216,779 24.E85
26 258,857 24.848
28 295.897 2z.002
30 335,177 . 14.220
32 360663 _ 10,405
34 369.857 ~l.682
36 355,055 ~18,815
kl:] 307,139 =-4] 858
40 215.529 ~T1.603
42 ¢8.463 -10E,.664
44 =laG.6R3 -153,3280
46 ~442,804 -208.661
48 =832.220 ~264 .8086

50 ~1325.4%0 -327.114
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CE AFERICAC PARA A=

¥X
«160
«160
S22
24268
4.282
T.0238
10.&43
154108
20.613
2T.086
34.689
43.428
53.421
[LT¥Y-3¥:]
Tr.078
G90.503
195.572
122.177
135.5872
158.102
177,475
15T.845
21E.6E3
235.841
26l.072
étl.R91
301.%13
320.636
337.454%
351.705
262.668
269.434
271,237
36648593
355.4454
335.€60
3064166
265.695
212.7558
145.871
£3.423
~36.150
~154,463
-263.172
=4553.763
-&37,790
-B46.608
=168l 440
=J343,305

~d = RECE hABITUAL

4]
-a457
457
l.283
2.016
2.843
3.b16
4.E42
&,.582
T.1848
Bad4o
S.805
11.239
12.714a
14.194
15.771
17.274
18,765
20,220
21.555
22.742
23.848
24,725
25.197
25,433
294230
24,505
23.247
21.374
18.¢644
15.128
10.€35
S.i%e
=l.522
~G.4TE
-18,743
-2G.567
-81.97%
=-5€.047
=11.R295
‘89.599
=106.212
=130.732
=154,214
=-17G.580
-20&,770
=235.707
-266.150
-298.,019
=330.457
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ENSEIO CE AFLRICAC PARA A= g4 - FERDE HAETTLAL

ECATE M2 Cx

2 «077 - 2E1

& «DT7 «J363

& =531 bbb

-] l.160 1.279
10 24254 1.%53
1é J.a0l £«601]
14 5.58% J.2068
16 7.6R6 3.542
18 10,4233 G021
20 13.713 5.E86
22 17.415 6,471
24 21.802 . T.448
2¢& 26.72% £,340
28 32.227 9.401
3¢ Ja.at? 10,436
32 45,272 11.5%49
34 52.913 L 12.676
36 61,117 13,743
33 T0.083 l4a.947
40 19.850 1€.113
42 90.234 17.266
44 101,432 18,307
&6 113.118 15.401
[Y:] 125.£84% e0.443
50 138,672 21.380
52 152.409 22.422
Sa 166.699 . 23.2€1
5& 1A1.510 23.571
58 173,683 2h .,557
&0 £l2.207 24,687
%4 227.8%7 25.286
(-1 241.815 25-‘339
&€ 259,570 25.104
68 275.1%5 ’ 244740
7C 2904455 24.023
T2 305.225 ZZ+E26
74 als.027 21,318
1¢ 331.869 15.544
78 343.457 17,148
g0 353.2304 14,323
B2 3€1.3¢1] 10,498
84 366.927 6,797
ag 369.857 2.044
88 365,482 =3.216
90 365,837 -9.297
S 357.8¢) -1&.211
%4 345.573 =-23.646
%6 328,204 =32.240
1] 305,273 =4]4.854
100 276.237 «51.,566
lo2 240,316 ~63.503
lOﬁ ]9ﬁoE59 "75.820
10& 14%.540 -8%.193
108 85,368 «102.776
1id 15.8z0 -119,236
118 ~-63.802 =135.590
114 ~154.167 -153.770
11& =-256,014 ~172.650
116 =369.579 ~19Z.4%0
120 ~496.EZ7 =213,29%
122 -636.723 ~235.2175
124 ~790.721 ~257.599
126 ~555,.2272 «~281.550
128 «1142.4556 =305,763

13¢ ~1341.425 =330.291
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que vale, perz as dimensces do reservatdrio ensailado (veja
item 3.2.2)

159 2x1.064721x10%xax10%-1

(2, =4,2
2x(1,064721x10" )

x"eng

It

~ 332.4 tf/m

Disso, vé-se que, pelo menos, os valores da(Qm)eng

obtidos pelas aproximagdo sugerida ndo'sado "imprecisos.

3.6.5.4 - Ensaios suplementares

Esses ensafos foram feitos visando a verificagdodo
comportamente das oito aproximagdes do calculo de Mm' estu
dadas neste capitulo (quatro aproximagdes com rede habitual
e quatro com rede duall, a medida que se diminue a ‘espessg
ra da parade dc reservatdrio. Isto por essa grandeza ser a
mais importante das trés (w, ¥y e Mx)' como ja se frisou an
teriormente,

Par=z isso, fizeram-se os ensaios com as seguintes

espessuras da parsde do reservatorio

(1) d = 180 em,
(2) d = 45 cm,
(3) d = 20 cm,
(4) d = 11 cm,

determinadas em fungdo do comprimento de onda A (veja item
3.2), de moc: cue essas espessuras correspondam }respectivg
mente as seguintes relagdes entre A\ e H: A = H, A = 1/2 H,
A= 1/3 H e X = 1/4 H.

Par= cada espessura aproximou-se o calculo da gran
deza Mm,com =z seguintes subdivisdes da altura H do reser
vatorio: n=12, 24 e 48,

As znalises dos resultados do cdlculo do esforgo
Mx,foram feizzs visando apenas a verificagao do comportamen
to das aproxi-acdes desse cdlculo. Por issa, naoc se procy

rou aqui “~sgepnvolver andlises detalbhadas como se fizeram



goes do cialzulo do esforgo Mx’ verifica-se primeiramente o
comportamsrto desse esforgo ao longo da altura H do reserva
torio, para 2s quatro espessuras de sua parede, correspon
dentes &s quairo relagles entre A e H pesquisadas.
H
{metrol
40
- ’
30
20"
. P —
<
A
o-f- n,
-
| 2 T
10 /
2|
P\\_____s_s_s.en
N \\\\\A;EE\~\_ —
2H/4 )\ ey
0 Qt:::\iln — .
46.628 83.531 182.847
1 | 1 1
200 160 o -100 ' -200 M,
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no item 3.%.

a) Anatise das Aproximacgdes do Caleulo do Esforco M,

Para melhor analisar o comportamento das aproxima

{ttmsim}
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Do zi=grama de Mx da pagina anterior tem-se que:

(i} ¥_ = 0 nos pontos x = % 8 & = %% - medindo x a

nsartir do engastamento, _

(2} 9s valores de Mx mais significativos estao com
crzendidos na regido da linha de engastamento
até a altura 5)A/4.

{3) Na regiaoc acima dessa altura, os valores de
Mm em valor absocluto, cqrrespnndem aproximada
mente a 5% do maximo Mx pesitivo. Conseguents
mente despreziveis, pois o maximo Mx positivo
nao ultrapassa os 25% do maximo M& negativo (en
gastamente). Isto, naturalmente para as espes
suras de parede cuja relagao A/H & menor ou
igual & unidade (A/H < 1J.

Agora, analisando-se os resultados provenientes
das aproximagdes, com rede habitual e dual, vém-se que as
melhores aproximagdes sdo a Y (para com rede habitual) e a
B (para com rede duall, e gue héa a necessidade de se ir re
finando cada vez mais a malha, & medida que se diminue a es
pessura, parz se obter bons resultados. Isto, naturalmente,
se deve ao fato de que o erro cométido ao- se aproximar as
derivadas par meio de expressoss em diferengas finitas é da
ordem de, no caso, k2 ou h4. Lembre-se que hk & a abertura
da malha, locgo independe da espessura do reservatério. Note
se também qus, 3 medida que se diminue a espessura diminue
se a magnituz-s de Mx' e consequentemente aumenta-se a magni
tude de NB' cois a estrutura tende a se comportar em regime
de membrana. Portanto, para uma mesma abertura de malha( lo
go cometendo um erro da ordem, ds h2 ou h4]. obtem-se valo
res de Mm’ ror meio dessas aproximagdes, cada vez mais im
precisos 3 ma2dida que se adotam espessuras menores, manten
do-se constantes os outros parametros geométricos. Alem dis
so, devido =z fato de que a | diminuigao da espessura,
implica na diminuigcdc do comprimento de onda, e consequente

mente, a diminuigac da regiaoc onde se verificam esforgos Mx
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mais significativos, os resultados obtidos por essas aproxi
magdes, ao se fixar uma abertura de malha para espessuras
cada vez menores da parede do reservatdrio, sao equivalen
tes aos obtidos ao se fixar a espessura e ir aumentando v]
tamanho da malha de& rede utilizada. Nota-se bem isso, pelos
diagramas de M _.

Lembr;—se parém, que o refinamento da malha aumen
ta o sistema dz2 equagoes minim{zantes, e gque as 1incdgnitas
sdo os deslocamentos w. Considerando que utilizar-se-a do
computador para sua resolugdo, provavelmente obter-se-ao va
lores de w cada vez menos precisos, quanto maior for a or
dem do sistema. _

.Dianta disto, sugere-se que se adote, na regiéotnm
preendida da linha de engastamento até 3 altura 5A/8, mlhas
apertadas, cuja abertura pode ser determinada de maneira aa
loga aa item 3.5. Acima dessa regido, pode-se adotar ma
lbas bem mais largas a fim de evitar o aumento excessivo do
sistema de equagoes. 7

' Possivelmente, com isto poderao se obter melhores
rasultados de H&, com menos exigéncia de trabalho do compg
tador, E ponto a ser analisado.

A seguir apresentam-se os resultados dos ensaios

suplemeniares.



Ensaios com espessura de parede d=180cm
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Lt LFERICAC FEREL A= 12 = REUE FARTITLAL

ARBALITICE
-000
=l.207
~3,.61¢
~£.327
=Z.442%
3.380

£E .88
€E.5113
122.52¢
164,543
Jet.é53
=104.10¢
=LE2,807

¢ MEMTC L2
AP LALFA APLBETA
~a758 2.500

“ 158 -+817
=3.425

5,457

~-4,521]

2.4%54

22351

RO.B37 S9.688
1114691 112.286
124,265 159.€¢6C
121.2561 la5.562
~€3Z.58) ~48,34]
=52.9R3 -413.043

APLGAMA
- 758
-. 758

=~3.36%

-5.263

-4 4354
J.08Y

23.75%3
60.837

111.641

154.205

131.261

—-H@.h02

 =573.90¢

ENSEIC TE PFERICAC FARE M= Zo - REUE RAEITUSL

EONTC

=)

(S S A L S RS

N - Y S S M N U N

m e £ RV BN

ANBLITICC
«C00
=.2c%
-1.207
- bET
=3.518
=2.368
=% ,327
=£ .85}
=%.428
=Zaedlh
31 H
13.L50
ZL.41R
45,33%
£B.512
55,388
12Z2.5E¢€
148,767
164,544
l€lage3
126,852
LI,Pl4
=1t4.107
=3Zs8.202
~tLEL,E47

P CVY¥MENTG »X
ABLALFA AP BETA
-.223 !512
=.221 -y 202
-le.181 =-1l.i61
-Z.382 =235
=3.757 =3.7¢1
w5373 5,103
=-%.031 —h.054
-6 ,212% -6.327
=t,1a47 =5.30%
=Z.143 -¢u355E
2,826 2.z3y
12.646 12295
£25.523 25.547
43,882 h3LutG
££ 358 bE.05C
SZ2.566 Y Y-S
120.2t6 120.478
lax, 483 lag,154
181,787 163.2eS
166.563 162.50%
127.683 131.517
45,401 SheTat
~GZ.985 ~85.%¢6¢8
~2lH.ced ~311.30%
~3l¢.E62 ~619.622

AR GAMA
~+223
=223

-1.181
-2.382
=3.767
-5.073
=5.031
=baZ230
-E.147
=-24143
3.52¢6
12.646
25.5233
423.8%2
664355
92.564

120.2066

145.453

16141757

156.5663

127.£823

49.401
~G2.90%
-31n.222
-643.716

AP.DELTA
2.500
-.817

Y4 2Y
~5.4G97
4,932
2.454
22.351
59.689
112.385
155.€660
145.502
i.l00
=956.532

AFLDELTA
+Sle
-e203
=l.1861
-2.368
~3.7€2
=5.102
b UYh
=6.337
=-5,307
-z .35
34238
124299
254547
&3.46%
65.650
G2+440
120.47%
146,163
163.2€64
162.503
131.517
Sa.T3%
-B5.98¢
=2E5.609
~B&64.E50
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ANALITICC
+0de

=, 085
-.328
-. 168"
=1.207
-ACEQI
‘Eoﬁ&T
~3+18]
~3a%15
=% ,E3¢€
=2.308
S et
=2,3E7
L ,E6%
-£.,55]
~£.16%
'5-435
w171
=Z+21%
«236
2,560
1.E1%
12,050
15.3¢0
.21
32,472
#5,23%
SEL2TT
€ELC13
cl.BEn
48,38k
1334450
l22.526
13,878
lag 197
1€5,3€3
164,243
1€6S,99%
11.2%3
1.8,632
12642583
9Z.652
“l.Elt
“El.L T8
104,108
“eliLH508
=3ic.éC1
-6£5,135
=EEEJE4T
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FARA A= 4B = REUE rlriTLaL

¥ CFMEMTGC *x
APLALFA AP.BET2
-+ 054 o1l
=,058 -y 045
-e329 =-e320
=.709 -,700
«1.201 -1a.15Z
-1.787 ~1.70}
=244l 2440
-3.153 ~3.151
~3.8R0 ~3.H81
L S-1:1% ELP-
=S .256 -5 e 2EE
=S .uZe -5 .03
~h o255 -He271
- 4G7 w“hHhaS2C

b -EL]-1] ~be4Gi
~telzd =bal5E
'5036“ -5-‘03
-4,113 =4,162
w2.2E1] -2.338
«240 «17c
J.S46 | T
1.73% TatS2
12.%23 i2.833
19.1£48 15.072
26.5€7 264474
3%.1580 33.081
b4 G399 wieBal
55,868 w5.814
ET.544 &1.Hel
RO,G1% di 4653
S4.003 GaHTE
168,646 108,658
12639 1272 .657
132,547 136,064
1647.677 l4d.06E
157.50% 157,785
le3.721 leasl72
165,345 165.50¢
140.503 161458«
laB 589 149,.3%4
1264411 127.585%
G2.511 G4,07%
45.259 hEobla
«~1lb.€43 =17.08%
=iGleluwbd “5G bt
“204.T743 ~202.8C¢
~331.%E¢ =329+424
=-483.54%9 -~4dl 4424
=483.525 -656.641

AP.GCAMA
-4
-.058
~s3rY
- TH3

=-l.2G1L
-1, 767
2B
~3.1%3
-2.880
~h 4 SHY
=5 .256
~5.822
=5+2585
-5.497
-G n‘.éﬁ
-6.122
-5.364
=6.113
“2.2H1
I240
3.T46
7.73%
12.523
19.1868
2t.367
A5..150
%4,93G
S%.HG6
&7.8940
B3, 515
G460

. 648

12¢.635

139.547

¥47.0877

157.508

183,741

65,355

160,503

v 585

126.611
Y2.511
454259

~hleb&]

~jGk.198
-204.743

=331.4525

-483.525
-662.317

AFLUELTA
+114
-a04Y
-.320

- £5Y
~1l.194
~1.782
-Z et h b
=3,151
-3.883
-4 ,552
=E.¢k]
=5.£35
=te2Tl
-8.58¢2
-heb42
“n.l%6
=5 .40%9
-4ald3
=-2.339
174
3.413
T.652
124630
19.672
Zhable
35.051
hh 842
85,604
67,256
d0.853
4570
lu8,648
122.650
136,087
lubBa6%
157.733
164,149
1&5.536
I1€1.535
145,296
127.586
$4,0715
LT-9%-3 ¥4
-17.05u
=58 . 447
=202 ,837
=225 .424
=4TU.E15
=171.51%3



EAS#IC

FCANTC

o) ~b iR -

ENSEIC

POANTL

- 217 -

LE EFERJCAC Fana A= 12 = RECE CuLiL

¥ C ¥ ENMNTCG L]
LNALITICC APRCALA APRCX.E AFROX,C
«C00 l.874 «000
=325 «0C0 «03€ «000
~Zsht? -2.065 =203 =-2.069
=Z.308 =S8 -4,722 -4,568
=€.551 =5.€13 ~5.677 “5.213
~Z.314 -.Z285 ~l.152 - 285
13.C080 15.5€67 14.203 15.567
45.,23% 4T.785 464274 47T.785
§2.359% G6.528 54.715 U6.928
142,781 14g.c88 152,111 148,588
1£i.2%3 157.971 169.107 1574571
«3.815 313.723 44855 A3.723
=33€.202 33.723 -213.021 =486.693

TE SFERICAC FARA n= E64 = KRERE CLAL

¥ e EMTC, M2
ENALEITICC AFRCK.A APRACX . b AFRCX.C
- 0049 -3 ¥ «000
~.085 +000 «03F «000
=~ 7G5 ~s027 -.58% —-ob27
“l.801 =1.71C ~1.E87 =-1.710
=3.181 =-3.0E6 =3.06¢ =-3.0646
=4 EJE -4 4,478 -4t -4 a4 T8
-5, 888 =-5.670 -£.715 =5.470
=£.EES k.27 -f,30% -6e2T7T
-£.165 -E. 624 =-5.%6¢ =-5.H24
-4,171 =-3.712 =3.50% =-3.712
«£36 + 169 1314 « 769
T.815 B+405 B.08Z B.409
i5.360 15.91% 16.5%7 19.%75%
IZ.ul2 J6.074 35.67E 36.0173
te,278 S6.%E21 56.56¢ 56.521
El.S2E 8z2.018 8la.74%2 B2.01%
165.4%0 106.762 105.8]18 10%. 758
124 B8 136,547 1374510 136.647
1884283 188.167 lh%.362 158,166
163,648 165467 16T.5¢60 165.468
J4E.€33 14T.61n 150.508 147616
SZ.0S1 $0.258 Gho5G1 90,258
-zC. 781 -22.5d2 =1T74563 ~23.5682
-zCE.511 -213i.254 =-207.53% ~213.854

~4£5,127 -213.,895 ~473.33¢ -664.311

ABACX,L
le674
+038
-ze033
-4,T23
=5.&76
=-1.1%9
14.2023
46,275
Sh.719
152,111
169.107
46.602
=-515.524%

APRCX .U
«212
«038

-« 589
=1.£87
-3.062
-4 .456
-h,719
“gadED
=5.563
-3.510

+S006

B.082
15.857
35.67%
S5&.5606

3!0797 :

109.815
137,940
155.3€3
167.560
150.56%
94550
~17.563
=227.517
-66%.013




ENSSIC LE AFERICAL F

FOATS

AAALITICC

-.022
~o1£S
~eEY3
eG4t
=~1.4G4
~Z.127
-Z+820
=31.548
-4.275
=4.5E1
~S.€12
=telES
—Eoa?7
~be597
-€.421)
=C.E74
-4 ,871
“24322
-1,127
1.8G2
£.58z2
1¢.3208
1E€, 068
TZ4G42
3C.554
4( 4253
S0.713
EZ.J1€
Ta.%4%
[ R /Y
10é.40%
11€.554
136,325
153.067
183,568
1€1.,6€7
145,948
184 ,45%
iS€.04l
ize,78P
118.76€
€G5.832
i3.711
-E5.582
=1C3.57Y
~2654315
-605,406
~21%.57¢

A A= 4

I
n

£.741
10462
16€.215
23.088
31.113
4e364
50.797
£Z2.35%4
T4.561
kv 4S80
16¢.402
116,518
133,274
142.578
183.885
11,833
165,170
-lew 304
S 155, 194
13b.4%3
114,383
£54345
iZ.081
=£0.7TE5
-1€4 ,597
«275.713
=4)l.20%%
=-afl.g44

218 -

8 = FECE LLsL

T C M
APRCA .
+Cat
«0i4

- 15¢€
=&l
-.51e
LYY
435 1]
-~2.787
=3.514
“hoEuT
=4 .90
~5.E871
-5.07¢€
LTI
-t.53z2
-4 352
-C.8ue
-l T53
=Je2ut
=l.CEF
l.8£8
S.bE8
10377
16180
2eeth!
Al.uil
“ULZEE
50,752
62308
Ta .58
BHL40S
10z2.23ek
lib.Sai
136,260
163.13¢
1S4 .0L2
1624171
1hE,222
lébdabdt
186.82¢k
139,358
lileaté
T0e812
la 5882
~55.101
=lt2,749
~EEHLETSG
-43G,210
=574.154

APRQOX.C
«00z
002

-ok70
-ah8Z
-aSZ5
=-1.471
=2.203
-2.750
-3.513
ELYY-LEY
-4.536
=-5.561
=-5.062
0404
=-H.50b
=-65,32G
=-5.77T1
-4 e 746
'3-188
- 557

1 3% 31
S5.740
10.4683
16,218
2i.0Ha
31.115
4G«363
59,197
£2.363
Te.589
U409

102.405

iis6.51¢

136.276

142.977

153.8825

14 036

165.749

166368

188,751

13u.495%

119.382

€5 u34E

i2.05)
=&ECaTES
=154 ,567
=270.713
=4]1.204
«TTC.636

APRCX.L
PLES-]
N

-nlSE
=72
-.516
=1e.4£3
=Z+0Ye
T =Z.TRE
-F.52¢
mhoeZGE
=G0y
G570
~E.0Te
=~Ha%3]
=64521
~£.35¢
-SebuY
4751
=3s24%
=1.0%7
S.EE4
10.376
le.1cé
ZZ.5EL
3t.ol2
haze?
S0.65Y
€2.318
Taavec2
fh.ul2
102.35¢
L1é.5%57
130.3%¢E
143.1z2¢

156,080

lezslll

leb 2

164,861

156.527

13%.23%5

1Ll.4S2

16.€13
la .S58

“55.1C1

=152,741
~ZEBLETG
-43d.L00
=754.32¢
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Ensaios com espessura de parede d=45cm

ENSAIC

PONTE

CE AFEGICEC FARA A= 1Z = RECE PABITUAL

ENALITICC
«0G0
-.002
=-.0063

« 12
«0Sé&
«0E1

= E29¢
'1-34[
=1.320
74371
21.872
¢E.50S
~1£82.847

¥ CFENTOQ Lo
APLALFA AP .BETA
-e000 «00s
=-.000 -.001
«071 +001

» 069 008
019 023
=4+013 «002
~ 231 -.206
- Tik =175
-4373 -«B28
S.4é0 4.462€
23.196 23,521
32.25%8 32.582
32.258 33.33¢

APLGAMA
-«0C0
=-.000

2901

« 109
019
~a013
-e231
~+711
-a373
S.424
23.19¢6
32.258
~1064.384

ENSEIC LS AFERICAC FARA h= 24 = RECE KARTTUAL

PCHIC

ANBLITICC
«0G0
-0001
=002
=402
=403
«GO1
012
«031
+05€
-076
<051

-4 062
~a2GE

- T4%
=l.341
-14772
=-14330
1.207
7.271
le.l2z2
31.872
41.15¢&
£L.5¢%
=33.578
=1Ez.H847

NVCFMENTO ¥X
AP ALFA AP .EBETE
=000 +001
=-.008 =090
~+301 -y 001
-~ 002 -, 502

- 001 ~s0C}k
WOGE +GUE
011 +01C
+L25 «02¢
#0083 + 043
«054 0517
035 2061
.55 -.04%
-.2€6T =254
-.626 =627
-1.111 =1.122
=1.4844 =1.50%
~1.028 -1.187
1.157 «894
6a.S1E 6,167
l6.C48 15.78¢
28.727 2E.ST0
3p.4aci 15,585
364230 34,039
=-22.031 -15,273
=23.031 —117.468%

AP LCAMNA
-.000
-.000
~-e101
-2 002
~.001

002
«011
«025
«063
«054
035
cwa 035
~a2s7T
-5 36
~lelil
wlabid
-1.038
1.157
6.515
16.048
28,727
a8.491
30.280

-23,021

=158.04%7

AP LDELTA
004
=001
.091
-G08
+023
002
=-+Z0%
=779
—.828
4,526
23.921
856.338
=220.2865

AP.DELTA
«001
-+000
=-.001
-.002
“a.001
002
«019
«025
«0423
«057
«041
=045
-+254
-e627
=-1.123
~1+505
-1,167

« 894
6.167
15.786
28,570
39,589
344039

. whe4S50
=258.722
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ENSAIC ZE f7ERICAC FARA h= 48 ~ REDE HAETTuAL

PCATC ¥ C¥ENTGO L

ANALITICC AF L ALFA AP.BETS AP .GAMA AP.DELTA
000 =000 «060 ~+000 ) «Ge0

4 -.000 w GO0 =.00¢ ~a000 “a 000
€ =001 -.0061 ~«001 --001 ~.001
E ~.001 =4C01 -.001 ~aC0] ~-.0C1
1C =.002 -.002 ~-«002 -eG02 -.002
i2 -.002 ~.002 -.C6z -. 002 “.002
14 =.0C3 ~o003 ~.002 -+003 -«003
i€ ~.002 ~.003 -.003 -+003 -.003
2 =, 0023 ~+C02 ~«002 -« 06G2 -2 002
S -«001 -.001 ) -.001 ~a001 -001
2& 001 001} 001 +001 001
c4 +006 «008 008 «006 - 005
ze «012 +G11 011 G611 011
g 020 019 «016 +C19 019
3 031 029 029 +029 ’ 025
3z o043 G4l 041 06} 041
34 056 «0%3 «053 «053 «053
k] 068 + 064 « 054 « 054 «064
3% LK 07! «071 «071 C 71
&l 075 «GEQ +070 « 069 +070
&2 «CEl «054 «05E 054 «055
44 024 «019 +021} «015 021
L3 =+042 ~sG45 -u042 045 ~a042
LT =s106 =145 =el42 =145 =,142
55 - 29¢& - 288 ~. 283 ~a 208 -.284
58 “eAGE ~e4T3 =.478 -a879 -.a78
sS4 ~ o745 ~e 717 ~s718 --T17 -.Tls
3% ~1.039 —«552 ~«G51 -.992 =-+551
58 =1.241 ~l 27T ~l.2HC =-1277 -] .780
&0 -1.610 -1.,5830 -1.53% ~1.530 ~-1.538
¢z L7772 =1.683 ~1.69% =1.5682 =1.700
L] ~1.725 ~1.€634 =1l.661 +~1.634 =1.861
eé ~1330 =-1.252 =-1e2%52 =1.252 -1.293
-1 =s418 ~2376 ~a833 : ~376 . ~e433
79 12267 1.1E8 1.114 1.1¥8 ° 1.114
7 3.745 3620 3.542 J.630 . 3.5452
Tu 7,270 T.12€ 7.02% 7.126 7030
186 12.180 11.776 11.683 11.776 11.683
7L l8.122 17.542 17.47C 17.542 17.472
890 25,563 2441587 244132 244157 24,138
[-H 31.872 21.007 31.077 3l-007 3l.078
LX} 27.890 37.010 37.222 37.01¢0 3r.zz2
ES 4l.1656 40.468 Afi.221 40a408 43.881
L] 39.25¢ 28,558 39,649 - AR.968 3A5.64%9
k24 £8.505 £5.295 20.307 29.295 30.2067
Ge £.558 T.479 B8.871 T«4T79 B.ETO
Ga =32.877 -31.030 ~29.24¢8 ~31.030 ~-2G.,248
b1} ~55,£32 =50.525 -H§G,143 ~90.925 ~83.352

52 ~18Z.847 ~304925 =170.423 =176.292 =234.122
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EASAIC CE BFERICAC Fifa A= 12 = PECE CUAL

PEATC P GP»ENTGC X

ANBLITICC APRCX . A BPRCX .2 APRCX.C APRGX.D

1 «G00 004 «000 «004
2 =901 «G00 =-.C00 =090 =000
S5 ~«003 «001 «000 «001 00
7 «00} «007 «007 «007 007
5 03] « G20 « 022 +020 «022
11 «07¢ «002 017 «003 «017
13 =042 -e179  =elBZ -a179 =152
15 =749 -a€75 -.713 =579 -+715
17 ~la772 ~a756 =-1.1237 ~-a756 »1.137
1% 1.207 3.740 24657 3.740 2.E57
21 18.122 20.752 20.610 20.752 20.t10
22 41.15¢ 3%.4€5 39.328 39.465 48.500
ZC =33.G57€ 3%.465 59.136% =73.317 -82.244

ENSAIC TE AFERICAL PARA Nz "24 - REDE CLAL

FONTC ¥»CMYENTO wx - :

ANALITICO AFPHCX A APSCX,.E APROX.C APRCX.U

1 - 000 +C01 -~ 000 «001
3 = 0C¢ -.000 QL0 -.0040 »000
5 "0091 -5001 - 001 =-+001 '.001
T =002 ~.002 ~.002 -e 002 -.002
S - 003 ~.302 . -2 002 -.002 ~. 002
11 -~ CO1 L0141 «0cC1 001 «001
13 iy «CC2E «0L7 Q08 «00T
18 «020 ~C20 «QEQ 020 .020
17 2063 «028 «03y «034 «029
1% +0e8 058 . 0S¢ 055 056
21 + 078 «GE0 + 0S4 «050 054
z3 «0z26 ~+Cl2 -.083 -.012 ~.C03
2t ~.14¢ =-. 184 -s171 - =184 ~alT1
z7? - 45F -.5l2 -50¢ ~a512 11
£5 =1.038 - GHY -o95 L 588 =GO
31 =1.610 ~1-4%] =le4B3 ~leuédl -1.483
33 -1.72% =-1.251 -1.511 -1.391 ~1.511
as =418 «053 =s 141 <093 ~slél
ar 3,748 4,378 4,033 4,378 4,033
as 12.180 12.862 I2.460C I2.802 12.4%9
41 28,5032 25.221 25.32¢ 2%.331 25.326
43 274850 37.52¢ 3B.514 37.520 38.514
as 36.25¢ Ia.3gs 41,567 JR.%84 4l.567
47 £.857 3.45F . Beb3E J.458 G414

45 -5C .28 3.485 =64 4482 -137.903 =-145.259



£ AFZRICAC FARA N2 48 = RECE CUAL

ANALITICC

=.C30
=.CCO0
=601
-sCC1
~.00F
~elG2
=332
=503
~.C02
=050
«533
-0c2
«Cit
.25
037
G206
wCE3
«G73
«477
«G70
ek
=-«C34
~.C8F
=215
-.351
~a£E1F
-.E5%0
=1.151
=l.083
=1.7140
=l.752
=1.351
~+5%1
«253
£.350
Sa8l2
S.828
18.02¢
gl,.L38
ELabEE
I3.C64
65.0E0
41.0E3
3I%.357
1s.252
~11.26%
-£l.824
-132,2£3

FEeMENTD X
AFRCX. A APRCX..E
«0C0 «0C0
»300 «008
-.000 =004
=-.0C1 ~«001
-.001 ~.002
~+002 -.002
-aG02 ~.003
~.002 -.002
-.503 -«003
=-.001 ~.00C1
-001 «009
«0Ca «00a
«00% «0CS
«01€ 018
025 0EE
2036 «033
149 «04%
«GE% «06¢C
«CE8 - 05%
072 #0732
w062 «0ES
+037 «035
-.014 312
~-.159 ~+05€
=234 -.22%
~e357 =363
-.€18 =+615
~.882 ~. 880
-1.172 ° ~1.172
=l.449 =l.a5%
=1.%58 =1«671
=-1,711 ~1.734
~1.428 ~1.522
-4835 -«REE
427 «360

2.457 24018
c.E6H 5472
9.7117 GebEC
15.155 15.074
2l.%%2 2l.5Ce
28.502 28.52¢%
35.126 35.27¢
35.596 40.3EC
404550 4] 548
35.171 36.08¢
18.857 204055
-12.259 =13.72¢
~E3.E44 ~6l.608
=132.1€%

~£3.248

222 -

APRCX,.C
«000
+000

- OO0
=00}
-.001
~.002
- 093
-~,002
-.0023
-.001
+C01
«004

. =009
016

« 025
+038

« 049

« 059

«+ 068
072
«063
.037
=014
=055
-vE2%
-357
~.618
=082
~l.172
=-1.449
=-1.558
=1.711
~1.488
=.835
a27
2457
5.568
9777
1%.15%
21.%53
28.502
35.12%
35556
40.%80
35,171
18.857
=12.35%

-A3,.248

-184 049

APRCX .U
«R00
«000

-.000
-.001
-~ 002
-.002
~«003
-.002
-«C03
-.001
«001
«004%
009
«016
=025
«£35
49
«QEQ
«0&8
«073
064
=029
-.012
-+098
-.229
=393
-ab15
-.£80
=1.173
~].455
-1.£71
=1.T734
=1.524
-.BE6
360
2e0l4
5.473
9.&79
15.074
21.506
2¥.52¢
35.275%
40.320
41.546
36046
20.099
=10.71Y%
~6T.417
=185.239
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Ensaios com espessura de parede d=20cm

EANSAIC
PCNTC

2
4
]
e
16
18
14
1¢
12
F4"
22
24
26

ENSAIC Tf AFERICAC PARA A= 24 = REDE WABITULAL

PCNTC

2

&

€

g
10
12
1s
1€
1&
20
22
24
2&
2¢€
ac
3z
34
3¢
28
45
LY+
&6
4E
at
50

CE BFERICAC FARA A= 12 -

AAALITICC
+000
~.0C0

« 000
«000
~<0C0
-.C01

P H ]
«034
=134

- 789
3.373
18,317
~£3.581

ENELITICC
«000
-.000
=-.000
-y Q00
«0C0
000
008
000
-.000
~.001
-.001
=.001
«005%
+020
«C24
«010
=,136
~e4ER
-, TGS
=156
3.373
1l.223
12.217
1.521
-£2.4881

MCFENT
AP.ALFA
«C00
000
- G00
-+000
-.006
<501
002
~s 006
=+056
w104
24555
13.122
13.122

¥ CNEMNT

AP ALFA
000
«Q00
-,000
«000
GO0
060
2600
-,000
-,000
-+C00
-,000
+LC1
«C0a
«011
<015
-.010
-.112
-2323
=.501
0l
24670
8.85%
15,882
6727
6727

FEDE MHAEJTUAL

0

0

. M2
AP.BETA

-a000°

« 000
~-«000
~s00C
-.000

«000

+003
-+ 002
~e102
=,327
1a85¢
12.462

30.538

M
APLBETA
000
=000
~s000
«000
«0C0
«000
«000
-+000
-+ 000
=-,000
=001
« 206
«00a
a012
+017
=-sG04
-a102
=326
=858
~el6S
2.372
8.23%
17,235
B.073
=17.252

AP GAMA
«G0C
«000

- =000
-+000
-=000

001
«002
=-.009
-. 096
w104

24555

13.122
-2B.02%

AP,CGAMA
«000

« 000
=-.000
«000
+000
+000
+000
=000
=000
~a 0G0
-.000
+001

« 004
«011
015
-2010
=-,112
~-+323
w501
«01a

- 24670
8.899
15.893
GeT727
=560.738

APL.CELTA
.Co0
«0C0

-.0C0
- Q00
-. 000
+000
+003

- G02
-s 102
-327
1.896
21.154
=S4 .661

APLCELTA
- 000
- 000
=, 000

«000
«LOo0
«CC0
«000
=000
=aG00
-+0C0
o001
«000
L0
2612
«£17
=.004
=102
=-a326
~+S5H
= 1465
2.373
8.€35
17.239
16.953
=~114,523
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ENSATC TE AFERICAC FARA h=z 48 - RECE FAEITUAL

PONTC FOCVMENTC »x

ANALITICO APJALFA AP.RETA AR GANA AECELTA

2 «000 =-«000 ~«000 -=009 —-+000
& --000 T =e000 -+000 -. 000 ~009
& ~.000, -.000 -~ 000 -+000 =-+000
e ~.0040 «G00 +0C¢Q «C0Q =200
12 =000 ~ GO0 =006 - 000 «00¢
12 =+00¢C =000 ~. 003 -.000 -.000
1% ~«000 «000 «000 + 000 « G000
1& «0G0 -Qce -a000 ~GOG -a000
18 =000 «000¢ «000 « 600 « 000
24 « 000 W600 =000 <G00 «C00
28 =000 «000 «OQ0 «004 000
24 «000 +000 +000 «000 «000
26 «C00 «000 +000 -000 «0g0
rd i «000 «G0C -.000 <G50 - G0
30 +0C0 =+0040 =00 ~aGCC - 500
3z =.00¢ -+000 «0CQ - 009 -.0C6
24 -+000 =000 -.0040 ~.000 -+ 000
i -.0C0 ~sC00 -.020 -« 000 ~-+000
38 '000‘ -.501 --OUI . - 001 -.001
4G -.00] “-00! =-+091 "‘Dﬁl '-.001
42 -.001 -e001 -20C1 -«001 =.0c1
44 -.0C1 =00} “+.001 -.001 ~-a001
46 -.001 -+C00 ~s00C -aC00 =+300
4E 0C2 002 002 «002 s002
5¢ «G0S «00CE -G0S «005 «005
&z 01z «C10 «0'0 £010 «T10
54 «020 «017 «017 - 017 «017
56 «0Z8 «024 = 0Za «G24 a0EZ4
5¢& «034 .C28 - 028 -CEE - 028
€0 «031 024 aC2% «024 026
62 «C10 «G93 = 0CE «£03 «30£
b4 ~e042 =.043 -efal =.043 =040
-1 ~e13€ o127 ~alZ6 =127 -alE4
-1 =280 -+256 -a252 ~eZ5& -a253
10 -.hEl 422 -e821 —et22 EFLY-D)
T2 - £E5 -+555 ~-«600 -s295 =-+£00
74 -, 786 =701 -e717 -.701 - T17
TE -.653 ~.E08 =641 - 408 =641
78 ~-as1EE =ull4 -e17C ~al14 ~a170
as 1.104 1.041 «Sk2 JaGal «SE3
ee 3.272 3.124 3e042 3.13s8 3.082
L) £.810 60231 6.250 6221 6.7E50
1] 11.223 1649495 10.678 HE 10.478
ag 15,7z¢ 14,854 la.528 15.8%4 14.5%88
94a 124217 17.6C2 l2.010 17.€02 18.810
52 18,471 15.485 16,252 154455 16.282
94 1.931 3.387 4,781 3.307 4,761
G€ ~28.514 -25.162 =-23.785 -25.162 =19.680
98 =E3.SE1 -25.162 ~68.820C -T7-0BRE =11l4.018
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FCATC

ENSAIC TE AFERICAC FARA

PENTL

Ay AR L e

nBLiTICC

-.000
-.000
=000
«000
-.001
=«001
«020
«Cl@
- 468
=156
11.223
1.93%

ANALITICC

-,.000
-.000
=~.000
«000
«000
+C00
+800
-.000
=,G06
-,0G1
~.fibl
002
912
028
031
=042
~ocEQ
~.£E5
- €63
1.106
£.810
15,712%
1£,471
-ZE.,914

-~ 22

¥MVCFYEMTEGO
APRCX A
«000
«0Q0
-.00C
-.000
-.000
000
-0
- GlE
-a050
-.1€7
2.125%
13.355
13,265

5 =

g
APRCE o
-«000
«00G
~s00¢
~.000
-~ 000
- 000
003
006
~+061
~e364
1.381
12.647
J2.884

A= 24 -~ RECE CUAL

MCH¥EMNTO L3
AFRCX,A APRCXWE
+ 000 +00C
+000 «G080
«400 =.000
«000 «000
«000 +000
«000 ~000
«000 =600
=.000 =+00C
- G40 -a00C
we (20 -+000
-aG01 =+C01
+0C3 -000
062 «003
«C10 «010
017 016G
«0C2 «00%
~.07% =065
~eZED . 276
-.C28 ~«5&7
~a304 - 456
1.748 l.442
Tehh5 74237
15.511 16.745
14,311 15.148
la.311 3.501

APRGX.C
« 060
«000

=000
- 000
~000
<000
«002
~+036
~.060
=167
2.129
13.365
«~18.406

APRGX.C
«000
000
+000
«000
«000
«000
«0C0

- 000
- 0G0
- GO0
~e 201
-Oou
«003
o017
«003
=079
- 280
-.E28
~-s304
1.748
Te404
15.511
14.311
~4Telbb

APRCX.D
-.000
«700
-+000
~-.000
-.000
«000
=003
«000
=051
~4354
1.381
16.787
=-2ls112

APRCX,D
«00%
«000
«C00
«000
«Q00
«000
=000

-~+000
-.600
~eG00
=.001
«G00
-003
010
019
=009
-u069
~a276
~e5€7
~alSH
1.442
Te237
16,749
17.215
=51.410
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tR3LITICGC

=.000
-=C00
=300
-.000
-.000
-.00C8
«God
-0G0
+0C0
+0C0
+GC0
0G0
«CCO
«060
=000
=-.030
~«060
-.001
=001
-.0%1
-.001
-.001}
«C00
«G03
-0g2
«315
<024
«032
«034
«323
=251l
-.583
~.202
-+370
=--ZES
~aT42
=780
=458
+36%
£.9517
+,G46
E.525
13,357
17441
17.862
11.825
~1r.3%1

=22.339

»OMENTO wx
APRCX.A APROX.E
4000 +000
000 +00¢
-.000 ~e000
~a000 ~£00
~.000 -.00¢
600 .00
T -.000
~eGG0 -.500
+000 +000
-.000 -.000
000 C00
.00 ~+080
<000 « 008
060 ~<000
.0C0 ~.000
000 000
~.0C0 -.000
-.000 -.£00
«.001 ~.001
-.001 =001
-.001 -.001
-.001 -.001
“.081 ~.001
001 .ol
.0cs 004
+008 .coa
015 015
022 .022
028 .028
RH .02
015 017
-.021 -.215
-.052 ~aQE®
~.206 -.202
-.3E5 ~a 363
=567 =.545
-.696 -.70€
~-. 102 ~a126
-.345 =433
o504 422
2.253 2162
5.059 5.927
5,056 9.0QE
13.€33 13,558
17.440 17.723
17.736 18,401
10.049 11.233
~11.850 ~10,£65
-11.850 -46.778

226 -

APRAGX.C
«J00
+C00

Cwe NGO
+000
s Q00
+200
~e200
-,000
=200
=000
«000

- 000
« 000

« 000
«000
000
we 100
-.000
-.001
-.001
-.001
=001
=001
«201

« 006
-G08
<315
<022
-028
«015
~.021
~a092
—-+236
~s 365
=547
-+89¢
=702
-.385
«502%
2.253
S5.059
9-05&
13.£623
17440
17.736
10.049
~11.850

-73.531

APACX.C
«000
«000

- 000
«000
=000 "
«000
=-+000
~.000
+000
=.000
«000
«000
=000
000
-000
«G00
~«000
~.000
-a.001
-,001
=,001
~a001
=001
001
« 304
«0038
«015
022
« 028
«C29
«017
-a018
=028
“a202
-+363
~e549
-.708
~a129
-.423
«432
2+162
S.008
G.009
12,458
17.733
ig.491
11.233

-i2.136

=75.,680
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Ensaios com espessura de parede d=11cm

ENSAIC GE AFEAICAC ©ARA A= 12 - FECE FASITUAL

FCATC

2
&
&
a8
1C
12
14
1¢
1€

~
-

22
2h

2%

ENSAIC CE AFERICAC FARA A= 24 = REDE KaAZITULAL

ANALITICC
«GOC
=000
+000
=000
=000
+200
-.C00
-.001
613

- 044
~a235
1764
ELIFY-¥2-

ENBLITICC
«G00
=060
-.000
000
000
000
=~ 050
-.000
=,L30
«500
«000
$000
=.000
o0l
-.001
«002
2013
.016
=~ 064
~a217
=~.329
la743
TeTla
£.G20
=45, 6ZE

¥ CPFENTEC

APLALFA
+«000
«CCO

-+ 002
«900
-.000
000
«C00
«000
=005
~.040

« 215
4,808
4,805

yCoMENTGC

AP ALF A
000
.ch
«000
«G00
=-.G00
«£300
- 0G0
«C0
=500
50
e00
~05¢
o008
=-.000
«0C0
«002
005
-.0G2
-4 052
=166
-+09%
la27%
54571
T«€E85
T.€E5

L]
APLBET?
060
#CC1
-eQC
«LCC
=560
-.00¢
«GO0T
=001
=002
- 072
-«02%
4ehEC
13.0E4%

L

AP BETE
=200(
-e0CC
#0007
aLC2
e GGT
« 000
=aCCG
«06¢
=0T
#2500
o033
o007
o037
~e LG0T
<00
«0GE
W00S
«G21
mous
=181

APLGAMA
+900
IODU

-a000
«000
-e 000
»000
+000
+000
- 005
-e 040
«315
4,205
~9.267

AP,GANA
<000
=000
«000
«000
- 000
<000
=600
+000
-, 000
«900
2000
=000
-+000
"OOUO
«000
002
<004
-«002
-« 052
- 166
-,G%5
121758
5.571
T«685

26550

APLDELTA
« 000
=000
-+000
+C00

- 000
=-.000
»000
001
-.003
-.072
-.02%
Te€sS
=2145%2

APLCELTA
«000
<000
NG

=000
=000
+000
=.CC0
« 00U
-,000
=00
--000
- 200
-.000
=-«G00
« 000
+C02
-005
001
=a 86
—.181
-s203
1.038
5.752
13.650
~55.8066
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ENGAIC TE AFERICAC FARA A= 48 ~ REDE RAEITLAL

PCATC POMENTO X

AnaLITICC AP,ALFA AP.BETA AP.CAMA AP.CELTA

2 +G00 000 - 002 «0C0 -a000
4 -, 0u0 2000 -0C0 «000 000
6 -, 000 «000 «0C0 =000 «C00
a -.000 -.C00 -.00cC -.000 - 000
10 -.000 000 QGUO «Q200 .000
12 -.000 2060 008 030 $ 000
14 «000 -.000 o000 -.000 “eQOU
1e 2000 -.020 - BCD ~a000 -a 000
18 »030 000 008 ~000 «CI0
2¢ 000 ~-. 000 - GOT —.000 “ 000
22 «200 000 003 D0e =000
24 500 2000 000 .000 +000
26 -.000 000 «CC3 000 000
28 ~a000 -.600 -.00¢C - 000 -. (D0
ag -.000 000 +003 000 «000
3z -.080 -.0C0 -.802 -o0Ue -, 000
34 -.000 06O 06¢ 000 ' <G00
3€ -.080 . 000 000 =000 .GCO
38 000 000 «0GE 000 000
Y] +0C0 -, 040 -~ 000 -G 0 - 0GY
&2 «C00 <G00 #0006 «Qud «000
&4 .000 ~2000 -, 00C —a 000 - 000
48 $ 000 .000 #0066 000 «0CU
48 000 000 « 000 0G0 2000
59 - 000 -.400 -.00¢ - 000 -.000
52 -.C00 -.000 -.0G2 - 000 -o£00
54 -.001 -.000 -e00C - 000 ~aBGO
SE -.001 =001 ~.G31 - 001 -.G01
&8 L3 12 -. 600 030 =060 “.G00
£C 0080 000 006 =000 «0G0
&2 «002 +062 «0CZ 002 002
64 007 - <006 008 « 006 005
66 6132 «C10 #0105 010 Q140
&8 +C18 «013 #0153 «013 «012
76 «01& «010 011 «010 .Cl1
72 =.00¢ -.010 -.0CE -.010 «,008
T4 1D -.05% - 4055 -. 059 -e055
T¢& ~.172 -4 145 143 -e 185 =143
78 '0317 “0261 —e 262 '-.21:1 -.'c‘él'!
a0 -k -,349 - 35Z -.34B - 367
82 - 340 =263 -y 2GE -e363 1T
B 258 1251 <187 251 187
e€ 1,742 1,637 1.451 1+53TF 1a451
28 .372 2,856 3.758 3.85¢ 3.739
50 T.764 6e5ES T.02¢ 6564 Ta024
92 10,061 9.355 9.131 9.35% G.731
G4 €.520 Ta24l 8.187 T.261 e.187
9¢ -5,004 ~6,237 =5.250 ~6.2237 -2.05&

98 ~4tabZE ~8.237 -30.131 ~40.308 -£5.709
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ENSAIC TF PFERICAC FERA A= 12 =~ RECE Cu2p

PCNTG ¥ C¥ENMNTGC MX

ANBLITICC APRCX LA APRGX.E AFRGX.C AFRCX,.D

1 600 «CG0 =000 «000
2 =+000 L0V «043 000 «000
] «000 «GC0 =000 =000 000
7 «302 . £ 020 «000 «000 +000
5 -« 000 : -sCG0 -.000 =000 -+000
11 «000 -«C0C -.000 -+ 000 -+ 000
12 +000 900 . 31114 =000 «000
15 =.C01 . «809 o001 «009 001
17 «0C2 ~«005 - 0GE -~ 005 -.002
1% «016 -aC81 =C&S =041 -.06%
21 =217 «287 —-«0E8 » 257 ~e0ge
22 1.743 4,702 4.35¢€ 4,702 5.%18
25 €.520 ba702 12.547 =5.963 =-6.888

ENSAIC LE BSESICAL PE=2 A= 24 ~ RECE CLAL

PCXTL N CYEANTO Mx

ANALETICE AFRCX.A APRCX.E APROX,.C APROX,.D

1 +000 N +000 +000
3 -+000 000 ~e Q0 L0008 - 4000
< -.000 =-.000 -y gon - «000 -.000
7 -0000 « 080 oog@ -000 .000
9 L6050 <0680 = 05¢ =000 +000
11 + 000 «5G0 +GCC « 000 -, 000
13 +G00 «0C0 [N -.000 000
15 - 026 .336 - 0Lt +«3900 000
i7 -, G508 « 0850 _ 061G +500 «000
18 ~0C0 «C00 «0035 +000 - 000
21 L0459 «L00 <006 «000 «000
3 #0C8 -, G0G0 =060 -, (00 -.000
F+-} «0C¢ -.5C - 050 -.000 -, 000
27 =. 0560 =,0e0 - 0GP -«000 -.000
25 =001 008 $LOL «000 «CC0
al «800 +502 $G01 «002 001
32 +0C7 005 «3GE «005 005
as . s01® 02 «00%  .002 «005
a7 = 00k . G454 =034 - 04D - 024
k- -.172 -a1£0 -.lep 2160 -, 168
a4l -.430 -.185 =-e2E1 ~.189 ~. 281
43 «E25F .PES JEZE +885 «E20
45 4,372 S.062 S.023 S.062 S5.023
47 15.0¢1 S, 7L2 GeER2 g.702 12.074

45 =5 .G0s s.182 14.7€¢ =-13.17% =2l.431
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ENSRTIC CE AFERICAC FARA h= 48 = RECE Cuat

PONTC MCNMENTG L

AMBLITICO AFRCX A APROX .V APRCX.C AFRCX.C

1 « 000 000 «000 =-«000
2 =000 «000 =+000 =000 +000
g =.000 «000 ~-a000 = 0G0 =-4000
7 =000 ~.000 ~.000 ~. 000 -e 300
S -.000 +000 «000 «0C0 -«000
11 ~4000 ~«000 000 - 000 -.000
2 £00C - 000 =000 «000  =a800
15 «000 «000 « 000 <000 «09G0
17 + 090 «0300 «000 -+000 -«060
15 + 000 «000 000 « 0G0 =009
21 200 +000 000 =000 -+ 000
23 «C00 «000 000 -~+000 =000
25 =+ 000 ~e 000 - 000 0o ~a0C0
é7 -+000 «000 . « 000 000 . «000
25 -+000 -« 000 =-.000 ~«000 ~-«+(000
31 =000 «000 «000 «0G0 «000
32 -.C00 =-+000 -« 000 ~.0C0 - 000
3E -.000 -.000 =000 =+ 000 -+000
a7 000 - «000 «000 « 0G0 «000
3s «0C0o «000 «000 000 000
4] « 000 . =~a000 -.000 =000 =000
43 «0GO «000 «000 «000 000
45 «GC0 <000 « 000 «000 «000C
&7 «0C0 +000 «000 +000 «0CC
43 =.0C0 ~.000 -.0G0C =«0G0 : -.G00
51 - 200 ~.C00 -2000 -a0C0 -+030
53 -.000 -.000 -«000 =000 -+ 000
85 -.001 ~+000 =001 ~.001 -.G01
e7 ~«001 =-«000 -.001 -«000 ~2001
59 =000 +000 -.000 «000 =.000
6i .001 .002 W01 002 001
63 +004 + 004 004 «004 ~004
&5 +010 «009 «00% +009 «00%
67 «GlE «013 «013 -Cl3 «013
6% +015§ 012 014 . 013 «014
71 « 005 “.000 002 - 0C0 «002
73 ~+030 -e0219 =036 =039 =+036
75 -«112 =-.116 =113 =al18 ~.113
77 = 2hE =231 . =e231 -«231 -;231
75 -.385 -.346 -.358 -.346 -. 396
gl -+42€ ~e 346 ~e37E -+ 346 -e375
83 -.12¢ ~«004 -a4C ~a 004 - NEC
a5 «2ED 1.£22 +537 I.022 537
g7 24513 3.9073 2.587 3.073 2.587
25 €.042 6.158 6.15€ 6. 159 6.155
91 G.251 S.274 9.522 9.274 "9.523
92 §.562 F.404 1015 Geb G4 10.158
S5 1.11¢ 450 1.242 «450 1.217

s7 =£4.59% 450 ~16.717 ~35.482 =-37.321
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4.0 APLICACAO DAS DIFERENCAS FINITAS NO CALCULO VARIACIONAL DAS
CASCAS CILINDRICAS CIRCULARES

4.1 - INTRODUGAOQ

Nes=e capitulo, apresentam-se duas possiveis dis
cretizagdes Ze calculo do funcional dos deslocamentas que
rege o problama de cascas cilindricas circulares, oriundo

de formulagads variacional, com a técnica das diferengas fi
nitas. Essa:z discretizagoes se aplicam a quaisquer cascas
cilindricas zirsculares, distintas do tipo discretizado, no
capitulo ant=zrior. Para maior clareza, objetividade e apli
cacado, particularizam-se para o caso de cascas cilindricas
circularaes engastadas segundo duas geratrizes (afastadas de
L), uma direiriz, e livre segundoc outra diretriz {afastada
daquela de E = L/2), para as quais ainda se admitem espessu
ra constante, coeficiente de Poisson v = 0 e deslocamento
u = 0.

As discretizagoes sao feitas com redes de #nxm ma
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lhas quadradas; facilmente se aproveitam os resultados ﬁara
rede com nxm malhas quadradas, o que j& da outras relagoes
entre os lados L e H da superficie media desenvolvida. Sera
porém 0til verificar a conveniéncia de utilizagao de rede
de malhas retangulares, apesar da maior complexidade de cél
culo.

Para 2 primeira discretizagdo (item 4.3), utilizam
-se duas redss iguais superpostas, de malhas quadradas, uma
para os deslocamentos v e outra para os deslocamentos w.Com
isso as duas redes transformam-se numa uUnica, aqui denomina
da de rede habitual ou nodulagao habitual. J3 na segunda
discretizagdo (item 4.4) essas redes sao deslocadas uma em
relagdo a outra de meia abertura da malha na diregado y, cop
forme mostra a figura 4.5. Denominaram-se essasredes de re
des duats ou simplesmente de nodulagao dual.

Apds cada discretizagao do calculo dos deslacamen
tos, acima citada, aproximam-se também os calculos dos es
forgos (os mais importantes) e as rotagbes, ainda mediante
a técnica das diferengas finitas, Como se frisou na intro
ducdo do capitulo anterior, esses cadlculos sao aproximados
apenas s2gundo as duas melhores aproximagdes resultantes dos
Ensaios de Aferigdo; a aproximagao Y, para reds habitual, e
a aproximagaoc B, para rede dual,

Quanto a resultados numericos, apresentam-se os ob
tidos das experimentagdes com recde habitual de malhas qua
dradas. Essegs experimentagdes numéricas foram feitas para
redes com 6x6, 8x8, 128x12 e 16x16 malhas. Limitou-se a
16x16 malhas par questdo de capacidade de memdria do siste
ma de computagao utilizado e, principalmente, do tempo ex

cessivo de processamento.
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4.2 - CASO PARTICULAR CONSIDERADO

Cor:zid2ra-se casca cilindrice circular de espessu
ra constante Z, para a qual desprezam-se os deslocamentos u
e o efeitc d= Paisson v. Supde-se a casca perfeitamente en
gastada sesgzu-Zo duas geratrizes (afastadas de L) e segundo
uma diretriz; sdmite-se gue a guarta borda corresponde a oy
tra diretriz, suposta livre, e distante H = L/2 da primeira.

Admite-se que as geratrizes sao verticais, e que a
carga extarna € definida por P, = py =0ep, =2 =y,x. To
ma-se a origem do sistema de eixos x, ¥ no ponto médio da
borda livre. '

Com =ssas consideragdes, a expressao de Es para a
(1.48) é dadzs por (1.46), e a (1.48) reduz a:

Q = - IJdexdy (4.1)
L/2 I L/2 . 4
i {
SUPERFIC'E MEDIA DESENVOLVIDA Zz
/ - ,/ . I Py
Y Z 4 =
7 7 Y JUSANTE MONTANTE
7 -
7 4
A Z
Z 2
v %
% R 7 p
P v s .
v (et 7 H N
Z 4 RN
A u o5 4 P
“ P- “ s e
4 [~ w
7 7
7’
Z ’
7 “
, “
'; 7
, —

JUSANTE “ z

ocamentos positivoes de um ponto Po qualquer

Figura 4.1 - cCesl
2z Superficie Média.
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A condigdo v + = minimo escreve-se, entdo
8
® (v,w) = I Ik(v,w) = minimo (4.2)
p K=1

onde ﬂp representa a energia potencial total do sistema, e

as grandezas Ik sdo dadas por:

r, = B4 ”(u' + 2)2andy
2 R

2
1, = E4 (1 + 4, ”(v')zd:cdy

y 4R
Ed% 2
IS = —— J (w")"daxdy
24
3
r, = & ”(m“)zdmdy
24
{(4.3a-h)
EdS |
Iy = ~——,JJ(w"J dxdy
12 i
7!
Ig -.Ed” [Iv’w"dmdy
8R
3
I, = —Eéﬁ-Jjwu dedy
12R

s )
|
1
S—me,
S—
[
S
.
«
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4.3 - DISCRETIZACAO DO PROBLEMA COM REDES » E w SUPERPOSTAS

(

REDE ONICA - HABITUAL)
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l¢ gie o
O ©Q -

Figura 4.2 - Redes v e w superpostas.
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“iante da simetria basta considerar metade da cas
Ca. Estabslecem-se duas redes iguais de malhas guadradas,
uma para cs deslocamentos v e outra para os deslocamentos w,.
Os desloczmentos s3o calculados nes nds de suas respectivas
redes. Nesta discretizagio, a fim de obter em ~cada ponto
da estrutura os dois deslocamentos, superpuseram-se as re
des. Cade no dessa rede Gnica & assinalado por dois pares
de ndmeros. Um par para cada tipo de deslocamento. Cada
par tem a fungao de distinguir um néd da rede. @ primeiro
ndmero do par sempre indica a linha horizontal da rede e o
Segundo a linha vertical. Se o segundo ndmero & par este
~se refere sempre a um ponto para o deslocamento vV, caso con
trdrio se refere sempre a um ponto para o deslocamento uw.
Adotam-se sinda como nomenclatura as letras 4 e B, a primei
ra para distinguir pontos da estrutura estabelacida pelos
nds da redsz e, a segunda para distinguir pontos qus se loca
lizam no czntro de cada malha {veja figura 4.21.

Utiliza-se no desenvolvimento a seguinte nomencla

tura:

v, deslocamentioc ¥ no ponto determinado
pela linha horizontal ¢ e vertical 2

da rede; p sempre representa um nidme

ro par.
W. . : andlogo ao v, _, s6 que agora 4 sem
.4 g i.p a g J sem
pre representa um ndmero impar.
v;, wA deslocamentos nos paontos do tipo A
vB, wB ou B,
()i,p’()i,j derivada no ponto Z,p ou %,4.
()A’ ()B derivada no ponto tipo 4 ou B.
I, % somatdria sobre "elementos” do tipo
A4 B

A ou B.

As derlvadas de (4.3a-h) sio discretizadas com di
ferengas finitas usuais, provenientes do polindmio de inter

polagaoc do 2° grau (PI-2), entre nds da rede convenientemen
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te escolhidos {do tipo A4 ou B) de mansira & utilizar a me
nor malha, como a figura 4.3 e as expressoes gue seguem es
clarecem para nas internos, suficientsmante afastados docon

torno da mela casca estudada.

av 1 '
(==}, = — (v -v, )
3y A ot Ad Ae
320 1
(—=), = — (w - 2w, +w, )
axz A h2 Ab A Ae
2
7w 1
(= = = (w - 2w, +w,_J [4.43—91}
av _ 1 _ L
(;; B~ ok (vbe'+ Vpd T Vae vad)
2 ,
%w 4y . 2
( Jo =z o (v Wy, W = Wy )
329y Bﬁ h2 e bd d be

Estas expressdes sao obtidas das dessnvolvidas no item 2.
As duas Gltimas aproximagdes equivalem a utiliza

¢3o0 de malhas de mela abertura. A (3v/3y) poderia ser obtl

Figura 4.3
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da de mangira anadloga a de (dv/dz)

(%g)B = 3% (vad * Vpd Yae ~ vbe)'

Como tambér poderia ser calculado, sem mediar,fpor exemplo
em pontos 0.5 (ae + ad). Seria entdo preciso calcular a
energlsa zm juadrados centrados nestes pontos. Mas haveria
problema ne I1 que, por conter w, requer "slemento 4" (prin
cipalmente dor causa das bordas). Problema andlego ocorre
na equagac (4.4d) onde poderia ser calculado em cutros pon
tos, por ex=mplo em 0.5 (ae + be), em que seria entao preci
so utilizar outros quadrados (ou ma2ics ou quartos). Porem
o principal motivo dessa aproximac¢do prende-se ja I6’ onde
3v/9x deve ser calculada no mesmo ponto da 32w/axay, e esta,

/

necessariam=nte, e calculadi nos pontos tipo B.

4.3.1 - Condigoes de Contorno

As condigOoes de contorno a serem impostas sao as
concernentes somente ado0 eixo de simetria e as bordas eEngas
tadas. As :ondiqﬁes relativas a borda livre sao automatica
mante satisTeitas.ao se minimizar o funcional vp. As condi

go0es de conorno sao:

a) No eixo de simeitria para L = 1,2,...,n+l

Ve g T g

vs (4.5a-b)
W = w. onde o sinal (-) indica o ponto si
~-1,8 1,9 . -

métrico em relagado ao eixo de sime

tria.

b) Na borda engastada Lateral [y L/2} para £ = 1,2,..,n+1

v. = 0 e = 0 (4.6a)

V.
s 2n+2 i,8n+4

Wi oner Y . (4.8b)
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9w

-9 = L -
(§§)£,2n+1 =0 =37 (wi,2n+3 wi,2n-1)'
e portanto
Vi, en+s T Vg, om-1 (4.6¢c)

Agqui poderia ser utilizade expressdo assimétrica, sem pon
tos ficticios. Todavia, a ordem do erro das assimétricas &
maior, convindo evitd-las sempre que possivel, (veja capitu

lo 2).

c) Na borda engastada inferniorn {x = H)

vn+1,p = (¢ para p = 02,04,...,2n+2 (4.7a)
wn+1,j = 0 para J§ = 01,03,...,2n+1 (4.7b)
9w - _ 1 _
(35 n+l,d = 0= 2h (wn+2,j wn,j)
g portanto '
wn+2,j = wn,j para g = 01,08,...,2n+1 (4.7c)

As condigbes de contorno saoc assim impostas de ma
neira mais habitual, vinculande o minimo de nés. Quanto a
influencia dessas condigdes nos deslocamentos de noés mais
centrais, depende muito do tamanho das malhas, e per issao &
bom fazer o estudo também com malhas bem apertadas para es
ta verificagao (veja conclusdes do capitulo 3). Ja na dis
cretizagao com redes duais, as rotagées nos engastamentos
sao impostas de maneira mais forte, com o que a inflexao ja
se faz notar mesmo na rede de malhas bem largas; no caso re

de de 6x6 malhas {(veja ainda conclusdes do capitulo 3).

4.3.2 - Aproximagao do Calculo da Energia

As grandezas Ik expressas pelas (4.3a-h) sao aprgr
ximadas calculando a energia armazenada_nos diversos "ele
mentos A" (totais, ou metade ou quartos) e B [(sempre totais)

Com isso e com as derivadas dadas pelas expressoes (4.4a-e),
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resultam =2s seguintes aproximagoes dessas grandezas:

I, = 5‘-521’-2—% (3700, = v, ) + ;i)z (4.8a)

fiotez-se nesta expressao que, par . conter diretameﬂ

te w, ela dsve ter centro em um nd, no qual também deve ser

calculada dv/3dy. Essa,portanto, deve sar aproximada com ma

lhas k2, nac se podendo empregar o artifficioc de que adilante

se langa m3oc para 3v/dz. As redes duais, como esquematiza

das na figura 4.5, permitem, ao contrario, aproximar dv/dy
com malhas k/2.

2
ELANS R “(v*)gdxdy E
4 4R

I2 =

Ed
¢

ov, 2 2
(-—)B . h
oz

I H

2
(1 + —) =
R2

d

d -
4

o™

. 2
_ Edna 1 _ . _
= (1 + ——) E_(——(vbe + ) v uad)) =

2
4 432 B 2k
Ed d

= o= (1 + =<)L (v + v - P -v_ )
186 4R2 B be bd ae ad

3
1, = Ed” Jj(w")2dmdy z BdZ
24
3,2
Ed“h 1 :
L (—(w - 2w, +w, ))° =
24 2 h2 Ab A Ae

3

5 {4.8b-¢c)
24h A

- aw, + w

Ab A

A esxpressao I'3 & vadlida mesmo para os pontos da

borda, ai bastando a adaptacdo

3
- Ed_ L (w, - 2w + W )2 R

I
3 24h2 4 y:| Ac Ace

onde w = w Isto &, utiliza-se expressdo assimétri

Aece x=2h°
ca de derivada. Evita-se, com isso, a introdugao de nas
ficticios, acima da borda livre.

A contribuigao da curvatura segundo ¥ € analoga
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I:Edssz - 2w +w)2 (4.8d)
4 24h2 A Ad A Ae
EdS ~ E4S 2% 2
I, = — jj(w' }dxdy = L )B R =
12 12 B Q3zxdy
348
- Ed"h 1 - _ 2
ST 5 5E (ae * Vpg T ¥gg m w000 =
——E—ii L (w + w - w - w )2 (4.8e)
- 127:2 B ae bd ad be o8
3
r, = - B2 fjv'u"dxdy E
8K
3 2
FoE gy 2y A, a2
8R B ax dxdy
3
Ed 8 1 .
= == k" I (—~—(v + v - v -v_,) .
8R . B 2h be bd ae ad
1 —
* 25 (wae * Ypa ~ wad - wbe)) -
3
Fd
e ) + v - - v )
16Rh B be bd ae ad
(wae +wbd-—wad—wbe) (4.8F)

Note-se na IS' c artificio, ja assinalado, que per

mite aproximar ambas as derivadas nos pontos tipo B.

3 3 2
I7 = ———-Ed2 waw"d:cdy = ____Ed2 L wA(—a g)A k2 =
12R 12R® A dy
3
Ed 2 1
= — h" L w, (—~(v - &w, + w, )) =
12R2 4 | h2 Ad A Ae
3
Ed
= ——= I w,(w - 2w, + w, ) (4.8g)
1232 4 4 7Ad Y| Ae
I, = -3 2, w) (4.8h)
8 A T4

A
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Nesta Oltima expressada,. o primeiro sinal negativo
e da exprsssao (4.1) e, o segundo €& devido a forga ZA ter o
sentido c-asto ao do eixo das z.

Introduzidas as condigdes de contorno, passam a
distinguir-se diversos tipes de termos, dependendo da pdsi
¢ao dos nds em relagaoc as bordas., Além disso, as elemen
tos" com zentro em A contribuem com energia proporcional 3
sua érea Total h da malha, ou apenas proporcional a & /2
ou A /4 (rzspectivamente para os nds 4 das bordas e doas can
tos]. O0s "elementos” com centro sm B sempre armazenam enes

gia proporcional a hz.

4.3.3 - Sistema de Equagoes Minimizantes

Estzabelecidas as condigoes de contorno e calcula
das as grandezas Ik’ a condigao de minimo (4.2) do funcio

nal wp ¢ dada por:

aTm o

= =0 e EL‘ =90 (4.9a-b)
i:p Tad
que se tracuzem por 1

8 ark
z oV =0

k=1 ". T,p
8 BIk
L e =g {4.10a-n12

k=11""%,4

isto para tzdas os "elementos” da meia casca.

Antes de listar as diversas parcelas de energia Ik
minimizadas en relagaoc & u. p e w P desenvolve-se, a fim
de beneficisr g clareza des;as exp;essoes minimizadas, a mi
nimizagao d2 uma, POr exemplo a Il’ Na.sua Integra com rede

de 8x8 malk=zs, sem perda de generalidade.



=z A : (57(Pag ~ 4./

Edn? 1 ,1 Y1,01,2
7 7 (35071 04 (=9 047 + — 5
(L iy by s 21,0382

3%'%1, 06 1,02 R

1,1 - ¥i,05

T (28(%1,08 ~ V1,04’ * —F ) *

*® & ¥ * 2 & v E s s B * 8 ® * 2 E e B S L I 3 +

1,1 1,17 .2

7 (35(%1,00 ~ V1,16’ * —F )7 ¢

1,1 Yp.01,2

5 (Zh(”2,04 (v2304)) + 7 )%+

1,1 Y2,03,2

7 (373,06 ~ Vg,02) * —g )7+
...... ..'....l.-.'.ll..'l.l. +

1,1 Wop 17,2

Z (37(Ys,20 = V2,16’ * —F
...... ..‘.III......‘..I...I... +

P Ye.01,2

5 (2r(Vg 00 = (Vg g4)) * —F—)7 +

1Ly < (v, )+ 28.08,2

z ‘25, 06 8,04 oy
- & * ¢ & ® 8 0C B s 8@ 4 ¢ ® 0 " 8 o % o - +

1,1 Vg 17.2

7 (378,20 = Vg,16) * — 5 "]
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[ 3]
i
"t
I~

vzndo em relacgaoc aos deslocamentos w. . vem
>

oLy  _ zaw? . . Edh
b0, o 72 1,01 n 1,04
>
o1, . zdn® , Edh
2w, o 272 1,03 1,06
s _
9l _ £dn® o s Edn , )
w, o2 1.7 an 1,543 1,5-17°
»d
s j = 05,07,...,13
°T1 _zan’ _Edn
0, 1 on? 1,16 n 1,14
2
3T gy
; : = bjgz Yi,01 7 Ef% Vi > T 2585008
Ww. av
,01
3I _ .2
1 _ £dn Edh .
-~ = R2 wi’03+"§;'l)i,0641}—-2,3, ..,8
,03
3I 2
1 _E )
= dg wi 15 ~ Eéﬁ vi 74 + ¢ < 2,8,¢0..,8
awi 15 R 3 2R 3
>
51 2
1 Edh Edh
: = w., , + — {(v. . -v. . )
. 2r? % 4p s I*3 t,9-17 2
Z,d
i = 2,3,...,8 e § =05,07,...,13
E derivando =m relacao aos v. vem
T,p
oI ]
1 _ Edk - Ed -
. e (Wi 91 = 91,080 * ; (3v; pa = ¥1,08’
1,04 '
oI ]
1 - EdE - Ed -
v, o =, i,z Wy o050 * p (3v; 44 ~ Y;,08’ »
1
? 12 £,8,...,8



ar
1 Edh _ Ed ‘
3, o T T (W1 03 =~ Y5 0,0 * S (2v; 06 = Y170’
oI
1 Edh _ Ed
20, oo T g (Wi 05 = Wz, 070 * ~ (2v; 08 = V2,107 »
2
s T = 2,3,...,8
oI
] Edh Ed
(w - w )+ —==(- + -
v, er  1,p=3 " Y1,p+1 A (V1,p-27% %P1 p " V1 pug?s
L]
s P = 08,10,12
31
1 Edh Ed
_ = (w. -w, I+ —=({-p. +3v, _~v.
20, ’ ap tsp—38 i,p+l 4 T,p—4 vz,p vv,_,p+4) ?
s £ 7 2,3,...,8 e p = 08,10,12
ar
1 Edh _ Ed
20, 1. 4R (wy 17 =~ V1,15 * . (=v1.70 * 297 14/
>
oI
1 Edh ) Ed
v, 14 2R (Wy11 = ¥g,150 * = (=v; 10 * 2,147 >
z,
s T = 2,3,...,8
3T
! = 24k ¥1,13 7 = (=07 12 * 3V 16/
> > ]
2 16 4R 8
or
1 Edh Ed
= w + = (~p + 3v. )
1,13 1,12 1,167 °
avz_,lﬁ 2R 2 4 ? y

Portanto, essas expresstes minimizadas, generaliza
das para redes ‘de nxn malhas, e as expressoes das outras

parcelas de energia minimizadas, sdo as indicadas a seguir:
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a) Minimizacdo da I,

81, 3 _
o T 1,01 * By o4
1,01
31, N 3
Bw-. N = 4-wi’01 + 2Bvi,04_ s v = 28,38,...,n
1’-’
3T, _
A = 2407 05 * BY; o
¥1,03
>
37, _ .
= 4 =
o é wi,o& + 2Bv£,06 s 1 2,3400u,m
£,03
3z, _ _ .
aw = -Bvl,j"l + gAwl,J Bvl,j+3 s J = 05,07_,...,2”"3
1,d
37, _ _
= ~-322vp, . . . . . = .
N vl,J_z + 4 wt,g + i,5+3 » ¢ ' 2,3,...,m
Z,J J = 05,07,...,2n-3
3T
1 R
oo T TPVp,14 * 2A0g o
1,15
37,
- = —2301,14 + 4Aw%,15 s v T 2,3,...,n
1,15
ar, _ _ N
- = Bug g1 *30v; 4y - 51,05 = G¥1 pg
1,04
37, _ _
- T 2By 01 * 6GY, oy - 2Bus, 05 = 26V, g
vy _
k]
5 T = 2,3,...,n
3z, _ . _
o T B g5t 26V g - B1,07 = 695 19
1,06
i _ B
- = 23”1,03 + 46”1,06 - 2Bw$,07 - ZGvi,Io > T 2,3,0..,n



1' _ -_ —_— — -_ —_—
oo Pr,p-e TPy g *EGYy L T BU bpr T OV g s
I,p
s P = 08,10,...,2n-4
BII _
= =2Cvp + 2Bw. + 4Gv ~ 2Buw. - 2Gv
30 . 1,p—4 1,p-3 1,p T,p+1 1,p+4
T,P .
s T = 2,3,...,n
= 08,10,...,2n-4
3I1 _ - _ _
- = '6”1,10 + Bwlg,ll + 2Gv1,14 - Bwl,ls
1,14
311 _ _
- = ~BGvy g0 * %Bug gq * Gv; g, - 2By g
$,14
2 T T 2,383,044,
BII _ —_ —
o = "Gvp,10 * Bug 15 * 3Gv; g4
1,16
811 _
. :—26u1,12+2Bmi,13+6‘Gv.,16 s T = 2,3, ..,n
£,16
onde : 2
Z:Edhg , E_Edh BE—E
4R 4R 8
b) Minimizag¢do da I,
e LE, B, _E, _E,
. s 1,04 7 1,06 5 2,04 " ) V2,06
1,04
or - = = 7
2 M M M M
= — p + — v + = v - — U
30 g 1sp=2 4 "1,p  , "1,p*2 , "2,p-2 -
I,p
M M - -
— .; vz,p — —4._ v2,p+2 3 p — 06_’08,. .,2” 2



81’2 _ 7 7 —
= - = p, - = + M vp. +
20, . g 71,04 7 7 Pi-1,06 , 04
M M M
+ = v, - - v, - =
g .06 " 5 Yi+1,0¢ T 7 Yir1,06 ¢
s T 7 2,3,...,n-1
or = =
2 = ---@. v - y.. v — E (3] -+
3”1: , g t-1,p-2 g t-I,p ¢ 1=1,p+2
L
M = M M
+ —~ D. + M p. + - v, - -
2 T,p—2 ¥y 2 1,p*+2 42 v'z:+1,p—2 *
¥, ¥\ -
2 T+1,p 4\vi+1,p+2 s T 2,58,...,n1
= p = 06,08,...,2n-2
eI = = =
2 =¥, + ¥y -¥y, —Ev
2w, . 4 1,14 7 5 "1,16 T 2,14 T 5 Y216
. >
3r = 7 i
2 = —y-v. —M-U. + ﬂv 'f'EU
Bvi 16 g t-1,14 s t=1,16 2 1,14 2 1,16
- E v - E A
¢ t*1,1¢ 7 5 Pie1,26 0 P T 2a3s..uumed
oI 7 i
2, o 2 7,0¢ 7 V7,06 8,0¢ " 3 Vs,06
3>
oI = 7 Fri
i = M, -¥, -4, + Hu +
ava p 4 7.p=2 P 75D 4 7,p+2 2 8,p-2
>
+ M v + X v = 06,08 2n=2
s,p ~ 5 “s,prz > F 2TEs et
3I2 _ -@- ) _ 'M"v . ¥
3y 1g . 7512 7 5 V8,14 ST
>
31‘2
=0 ..
- = para todos <€,
T,d 2
onde M—:E (1 +—d-—-2-

2 4R
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c) Mindimizacao da 13

3 - '
= 1.5%w - 3w + 1.5F
vy 1,01 2,01 LLFIY
>
2z,
= 3y, . - 6Nw, . + 3W o=
awl ; 1,7 2, 3Nw3;j s J = 03,05,...,2n-1
or
CAE ) + 7Ww 5% 7
2w, o 1,01 2,01 Ys,01 My 4y
3
3,
= - 6Nw, . + 14Nw, . - 10F , W
dw, 1,4 2,7 “3,5 7 e,y o
k-
s J = 03,05,...,2n~1
or
S = 1.5 5¥w + 6.5% ¥
. H - - w - i
2, . 1,01 2,01 3,01 = Wy gy * Wug 50
>
8T,
= 3w, . ~ 10w + 130w 8N ¥
Ws, 1,9 259 3,9 Ma,g 7 W55 s
EJ
s J4 = 03,05,...,2n-1
8l
3 = Nw 4w + 6N v
7. - w. - 4w . )
% 0n i-2,01 £-1,01 £,01 £+1,01 7 M40 07
s L = 4,8,...,n-2
9
S - oW - 8w + 12F 7 17
e » o . We . - . .
3w . J. 2=2,4 t=1,9 1,d 8”&7?’_’_1’3 * 2”10?:_’_2-"7-.
E )
s L7 4,5,...,nm=2 e
i o= 02,05,...,m-1
I
3 = N 4Nw + 6N 7
= _ - - 4
2, o 5,01 6,01 Y7,01 ~ ¥ 01
3
oI
S__ = 27w - 8Ny + 12W W
w, 559 6,4d Yr,i T Mg,i
3
s J = 03,05,...,2n-1
8T
s = Tw - 4Ww + 7WNw
€,01 7,01 Yg,01
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ar
3 - - - .
= Zhw . =~ 8Nw,_, . + 14fw ., = 03,05,...,2n-1
Bw R S’J ?JJ 8-‘!7 J ? ? ?
8,
BIs
=0 para tado <,p
av..
,p
onde v = Edg
24h
d) Mindimizag¢do da I,
3I4 _ _ _
. = 3Nw1,01 - 4Nw1,03 + Nwi,OS
1,01
314 _ _ _ . _
N = ”wl,j p! 4Nw1, + 6Np1, - 4Nw1’j+2 Nul,j+4 >
1,4
» Jd = 05,07, s2n-1
314 _ o
= =4 -
o 1,01 F WOy gg = 4wy o+ Yoq 07
1,03
3I4 _ _ _
- = - 4 -
. M1,09 = Wy 17 + 6By oo Wy 15
1,13
814 _ _
o T Wg,21 T AWy gp t 6Wwy o
1,15
8I4 _ _ _
aw = Gpjwi,ol ha 8”&,1:,03 + 2an,05 » T = 2,3,-..,”
1,01
3I4 _ _ _ _
- = -8uw.,01 + 14Nw.)03 - 8Nw.,05 + Zﬁwi,07 s
2, 03
2 T T 2,3,...,n
3I4 _ _ _ _ _
= 2w, - .. + 1 ., = . . . .
A [J‘L, 8Nwz’a._2 2Nw7,,g BNw%J_,_z + ZNw%J+4
Tsd
s L = 28,3,...,m e § = 06,07,...,8n-5
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8I4 _ _ _ .
— -.2Jwi’09 - Sﬁwi’ll + 12dwi’13 - 8Nwi’15 »
1,13
s T = 2,3,...,n
3I4 _ _
o = 2N L 11 - 8Nw£’13 + 12Nui’15 s T T 8,3,...,n
1,18
8I4
=, para todo <,p
av..
i,P
el Minimizacdo da I,
BIS o _ _ _
o = 4N91,01 - 4Nw1’03 - 4Nw2,01 + 4Nw2,03
1,01
3I5 _ _ _ _ _
==4Fo., . + 8w, . —- 4hNw, + 4w, . - 8N . F
o *1,5-2 1,4 1,4+2 2,52 Ye,q
1::7 —_ '
o+ 4ﬁw2,j+2 > d = 03,05,...,2n-3
8I5 _ _
= 2% -—
o '“wI,IS + 8””1,15 + 4Nu2,13 8Nw2,15
1,15
3I5 _ _ .
- = 47w 1,01 * 4lw£-1,03 + 8Nw.,01 - Bﬂwi,as -
2,01 _ _
4Nui+1,01 + 4Nwi+1’03 s T = 2,3,...,n"1
315 _ _ . -
= . . - . . + 4 R . - .. +
N 4ﬁu1_133_2 c!?ﬂ.?'w?’_.:!,,J Nwt“1,3+2 8Nwtjaﬁ2
sd — - _ —
Nw. . - .. . . - . . F
+ IS.uz,J 8Nw133+2 + 4Nwz+1,3_2 8Nw$+1,3
+ 4ﬁ”i+1,j+2 s © = 28,3,...,n-1ej = 03,05,...,2n-3
315 — -—
= 4N - 8% - . + 16Nw . +
4NU£~1,13 8””i—1,15 8Nw1,13 wz,IS
0w ,
»16 — - .
+ 4Nv. - 8w .. s T T 8,38y.004n"1

i+1,13 41,15



9l
5 _ _.% 7 = _ &7
- = ,Hw7,01 + 4Nw7’03 + 8Nm8,01 8Nw8,03
8,01
3I, _ _ - _
awg. = 4ﬂw7’._2 - 8Nw7,. + 4Nw7,j+2 - wag,j-g +
Jd
3 P —
+ Iaﬂwg,j - 8Nw8’j+2 s J = 03,05,...,2n-3
g _ _ _ _
” - = 4Nw7513 - 8Nw?’15 - 8””8,13 + 16Nw8,15
8,15
315
=0 para todo <Z,p
v,
Tsp
f) Minimizag¢do da I,
3T, _ _
o = -Pvl,j+3 P02J5+3 s Jd = 01,03
1,4
8I, _ _ o N
o0, P01,5-1 7 FPa, 501 TPy gu5 + Boy oo,
ad
- s § = 05,07,...,8n-3
37, _ N
- = Pvy,14 T Py gy
1,15
3T, _ _ _
AU Pvi_1,5+3 T BPuy sugt Poie1,5+3 o
54 :
s T = 2,3,...,n-1
J = 01,03
9l _ _ _ _
oo, . imlg=1 t BBV g = Pog g+ P g -
Tsd _— — .
- 2Pvi-1,j+3 2Pvi,j+3 s v = 2,3,...,n-1
J = 05,07,...,2n-3
8T, _ B _
- = -Pvi_1,14 + 2Pv£’14 Pvi+1,14 5 T T 2,3,...,n-1



3T, _
o = P”?,j+3 2Pv8,j+3 s J = 01,083
8,d
R _
= -2y, . , + 2 . P . P '
— 7,d-1 7 @FVg g * FVy sag T 2PV, Lig
8,4
s d = 06,07,...,2n-3
3T, _ _
o = TPv, 14t 2Py 4y
8,15
31, _ _
= -Pw + P + P - P
31)1' p 1,_1?"'3 wzaP"‘3 Pwl:p"'l ng:p"'l ?
>
s P = 04,06,...,2n~-2
AT, _ _
- = TPug g5t Pug g3
1,16
3I, _
= Pu, - 2Pw. Pw . - Pu.
Yi-1,p-3 Ye,p0-8 T P¥iu1,pe3 T PWiog e *
avi p ’
> — —
+ 2Pw£,p+1 - Pwi+1,p+1 s T = 2,3,...,n-1
p = 04,06,00-,2”'-2
31, _
= Puw - 2P - P; P
v, » 7sp—$8 PwB,p—S Pw?,p+1 * 2Pw8,p+1
k)
AT, _ _ .
g;u-—— = Pwi—l,ls - ZPwi’13 + Pwi+1,13 s T T 2,3,...,n"1
1,186
3T, _
- = Pu, g5 7 BPug 4
8,16
3
= Ed
d = -
onde P 78RR

,03



BI?
= -25w, ., , + 48w. . - 23 ;= '
Wy,q 13- 5,5 T *Vi,5ee 0 T = 03,05, 8m-5
K
3I7
= -28w + 4Su
1,13 1
Wy 15 ? »18
317
= £5p - -
3w. 7’-’01 43w1:_,03 3 T = 2;3,-..,?1
201
3I7
~ = ~4Sw_ + 88w. . - .
awi J tsq-2 wzJJ Swf,j+3 > T T 2,3,...,n
? j = 03’05_,-0-_,2?:"'3
BI?
= ~4dSw, + 85w, =
s, 15 v 13 1,15 » T = 2,5,...,n
3I7
=40 para todo <
3w . ode .p
Z,p
3
Dnde E - _ —.-E'_CL
- 2
24R

BIB _ hE .
1,01

Wi01 ¢ 77
8I8 _ k2 2
o = ;r 1,7 ° Jd = 03,05,...,2n~1

1,d
3I8 _ h2 . .

== 2z, T = 2,3,. n

aw. 1‘,01 3 L B L |

,01 2
0T, - 82, .
— i, ° tT238,...,n e §=03,05,..., 801

1sd |
3I8 _
- =0 para tode <Z,p
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m
JVLE]

m

-

o al todas as expressdes nscessarias 3 cons

+
-

trugao do

m
(1]

tema de equagdes correspondentes a minimizagao

de w_.
p
0 sistema de-n2+n.(n—1) equagoes & dado por
aw 3 8 8 aIk
4 = I Ip =0= 1L =0 (n.(n-1)equagdes)
v, v, k= k=1 3v.
1,P 1,2 1P
am 8 8 ar
P = 8 z Ik =0 = I k- 0 (n2 equagoss)
ow,. . ow, ., k=1 k=1 2w, .
Ty Tyd T5d
Os termos ara/avi’p e BIB/Bwi,j corraespondem as

targas externas; os outros, as caracteristicas geométricas
e aldsticas da estrutura. Convém pois escrever. o sistema

na forma

g ark o 318

k=1 Bvi,p avi,p

O ST S
k=1 Bwi’j awi,j

Ainda €& conveniente, para a resolugdo, alternar as equagdes
pravenientes de derivagao em relacgao aos vi e as oriundas

L
de derivacac com respeito aos wi i’ conforme ilustra bem a

construgdc cdo sistema para o cas; de n=8 (isto e, rede de
8x8 malhas) feito a seguir.

Para 3 caso de n=8, tem-se, entd3o, um sistema de
120 equagoes 2 120 incdgnites (56 equagdes fornecidas pela
minimizagdo em relagdo aos v e 64 em relacdo aos w).

Antes de montar o sistema de esquagdes, para esse
caso, sao pertinentes algumas observagoes. Note-se que as
equagdes prcvsnientes de derivacao em relagao aos wl,UI sao:

7 ar
p k-8 =

k=1 Bwlj ow

_ K
01 1,01 ¢

21,01 %0

e em geral, para as equagoes oriundas de derivagao em rela
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;30 aos wi,g sao
7 oI o
L X = - 8 = - ey 7 h2 Z, J
=1 Jw W, : ?
k 9 1sd ° Tsd
zom
01’01 = 2.25
ci,OI = 0.50 para % = 2,3,...,8
cl,j = 0.50 pare J = 03,05,...,15
ci,j = 1.00 para % = 2,3,...,8 e

Jj =103,05,...,15

i

Por outro lado, para as equagoes provenientes de derivacao

com respelto ans v. tem-se
“,p

—P__ =9 para 1 = 1,2,...,8 e
;.02

7 oI | oI

z k ‘=0 = - 8 =0 .,
k=1 3v; 59 9v; 02

pois Ve g9 3 0 (psra ¢ = 1,2,...,8], nado havendo, portanto,
2
gualquer variagaéo de energia por variagao dos deslocamentos
tangenciais vi o ne linha de simetria; nac tem sentida a
R :

operagao 3m,./3v. , pois os v. sdo constantes por condi
P 1,028 2

_ 1,02
30 de contorno (simetrial. Assim, simplesmente, nao ha

szuagbes provenienies de Bﬂp/avi’bz. E em relagde aos ou

tros vp. tem-se que:
7’8
; a;k o BIS
k=1 3v. v,
t,P ,pP
mas 3I8/3vi p £ 0 e, portanto, as equagdes provenientes das
’ -
czrivagdes em relacdo aos v. sao:
i,p
8 818

L ——— = 0.
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7
Indicando-se aqui somente por I o simbolo I e al
m

- . k=1
ternando-se as equagdes provenientes da derivagao e rela
gao aos v, p e-as oriundas de derivagao com respeito aos

k]
Awi P (como j& sugerida anteriormente), o sistema pode, . en
tdo, ser escrito na seguinte forma:
ar ar
T k S 8
W 51 Wy o1
9T oI
. S
Wy 03 Ws s
aT.
L S
9 04
or oI
> k - 8
W s W s
ol
I k = ¢
3v: 06
of arl
z_k____....:— 8
Bw.,w awi,w
9T
p—X =9
9;,08
or ol
p % -8
W, 09 W 09
oI
E k =0
9 190
aT 9T

y ok -8 | (4.11a-3)

sw ., ow

1,11 7,11
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Iy
pX X =0
avz,lz
ar of
= k = - 8
dw . ow .
+ 13 »13
9T
-k __ -,
oV ..
514
BIk _ BIé
b . = =
0w . duw .
218 »18
ol
%k __ -, (4.
9; 18
Com £ = 1,2,...,8, essas 15 equagoes tipicas,
8 vezes, criginam as 124 equagdes do sistema
transformdvel nRo sistema coarrespondente a uma outra
com n # 8} Cada uma delas conteém, ordenadamente,

.algumas dentre 15 incognitas, como se vé an examinar
triz do sistema.

G sistema &, finalmente

615} = (77

onde
{8} = {wl,OJ’ Y5 ps 01104, w1,05""’ w8,15, v8,16}(4'13a1
-3I -3r -3r ~ar
{_F-} = {—_'8"“""""1 h—g—_'—.o 0, 8 > 2. e,y 3
s 01 Wi s %1 s Wg 15

repetindo-gg

{facilmente

0}(4.131)

1lk-~0)

.
redsg, |

apenas-

a ma

(4.12)
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0, | D |3D.| 0 o | o ofo
B | D, | D, | D, ‘olol|olo
2B,/ 0,| 0, | By D,/ 0 |0 |0
0|DB,|Ds| D, Dy B, 0|0
[ﬁj] = —— — (4.13c)
0o}lo |D,|Dy  D,| Ds| D,| ©
o|lo|o |D,!Ds|D,|Ds| B,
o|lo|o]o |D,| D,|D,| D,
00 o]0 o D, | by D,

¢ as submatrizes da [D] sao:

035: Representam~se apenas os elementos diferentes de zero

da banca superior, por elas serem simétricas e em ban
da.
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80

€0
o | S0-| 60
SO | OID m_c.
20 0 | SO-| 60

10D | SO | 01D €10

e v0 mc-. 50
10 | SD | 010 .Qo
2o | - th | SD-| 60
10 S0 [ 0I0 M.Mi:{%ii
o 20| |0 |so-| e |
0 |} §0 | 0D cid
- b 4e] vwitimo.. 80
10 S0 | OID clo
10 SO (010 } 1D
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20

t10e

+02 [Sbe-| L0

soz | 010z | $102
zoz 02 [ S02-| L0
102 | s02 {0102 vioZ
zo2 02 |S02-] L0
102 } S02 [oIbZ P102
goe | vo2 | soz-| 10
102 | 0z |o102 vioz
20z v02 | S02-| 20

toe | soz | oloz P102 |

B - 202 M_om Sbz-| 90 ]
102 | 50z o010z SI0
102§ soz | oroz| viIo
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20

210¢
02 sbz-| 10
s02Z (0102 910z
IN.MM ] b0z lS0be2-| 10

102 | S0z [o10z 9102

cbe P02 |S0e-] 1D
102 | s0Z |oIbz 9402
20z | P02 [sbz-| 10
102 | sb2 |oloz 9102
coe v02 [S02-| 10
i0Z | 502 |olbe 9102
ene Y02 |S02-| 90 |
102 | oz | ooz L0
102 | soz | o1b2| 210




-
w
o~

S0

8102
v0Z[sobe-| 40
S02j 0102 8102
202 b02 G0z~ 10
102 | soz | oioz 8102
2oz v0e |soz-| L0
102} sozfoloe 8102
| 202 | p02 1S02-| ib
102 | S0z | oidz 8IDZ
¢oe v0Z [S0z-{ 40
102 | 50z |oibz 8102
202 v02 {soz-| 90
102 | soz | oio2 $102
1027 soz{oi0z| a1
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bO2-

10bi-
v0-| €0~ {02~
€0 | 1oy 10%1-
%0~ €0 -| 02~
€0 | 10 10%i-
O~ €0~ 102~
€0 | 10¥ 10 b1
b0-| €0- | bD2-
€0 | 0¥ 1ovl-
v0-| £0~ | vO2-
€0 | 10¥ fovi-

v0-| €O~ [p0D2-

€0

oe

10bi-

£0

0% 10L-

Jan]



€3]
w
N

102~

1081~
1 bD-| €0~ | p0D2- —
D | 10k | 1081-
$0-| €0-| pOC-
€0 | 10% ] o8- :
$0- | €0~ | pO2-
€0 | 10% 1081~
$0-| €0~ | ¥02-
€O | 10V 1081

v0- | £0- | Y02

€0 | 10¥ 1081
v0-| €0- | v02-
co | 10b 1081-

£0 | 10% | 106-
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t0e-

1091-
Y0-| £0- | bD2Z-
€0 | I1Db (09t-
b0-| €0-| b02-
€0 | 10¥ | 1091-
v0-| €0~ |02~
€0 | 10b 1091-
¥0- [ €0~ |y0e-
€0 | 1OV 1094-
$0-| £0-|bOZ-
B - - - in.mt _l_o“ 1091~
$0-| €O - P02~
€0 | 10% 109l-
€0 | 10v|108-

R

10
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102

102

10e

102

10¢

108
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Os =Imbolos das submatrizes da [ﬁ] representam:

1 =X

Q2 = -G

Q3 =P

Qe = M/4

Q5 =B - P
Q6 = 6G + M
Q7 = 4G + M
Q8 = 3G + M/2

Q9 = 2G + M/2

Q10 = -8N -25

Q11 = A + 8.58 + 25
Q12 = 24 + 18N + 48
Q13 = 24 + 17N + 45

ta|

Q14 = 24 + 21N + 4

N + 885

H
My
-
+
R
W,
=}

Q18
Q16 = 24 + 80.5N + 45
Q17 = 44 + 43N + 88

Q18 = 24 + 20N + 45

Os =ermos independentes ou "termos de carga”, $&0

calculados p=ra o casoc de # = 8. De maneira geral
of
7’JJ aw_ . 1’33 7’.".?
Tsd

ou mais simplssmente,

= 2

F. .= —e. . h™ 2.,

Tyd vsd z

pois, a varizzao somente de J, com o mesmo 7,

Z. . (figure 4£.4}.
,J

nao

(4.14)

altera
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Lsa, 8

~RRRAR,
.Wl-m._.,_r
1]

\
y
ahs H

"'-‘__‘“
Th

1

3h

Zn

=

\.

Figura 4.4 - Esquema da Carga

Os Zi valem respectivamente



que,

c

omo

genérica:

Com issao,

derivagde =7

1) .
&g

se

s

~ 270 -
observa, podem ser obtidos da seguinte forma
2

Z. = fi—l)Yah. (4.15)

termos independentes das equagées oriundas de

relagdo aos w. . valem

T,
7 = - 2 - - 2 - o (2-1) .2
Fi,OJ = éi,l h Zi = =0.5 h Zi = Y, — I/
> T = 1,2,...,8
- - 2 _ 2 _ . 3
s T =1,2,,..,8 e
Jj = 03,04,05,...,15 (4.16a-b)
Finalmente, considerando que ?; p =0 (pois 3I8/
EJ
= 0), os "termos de carga” sdo, ordenadamente para
= - (i~-1) ,3
Feoo01 5 Vg —3— "
Fi09 =0
F =~y (£-1)n%
L, 03 a’ _
F.,04 =0
F = -y _({-1)45
7,08 a
Fi,06 =0
Fo o, ==Y (£-1)A°
1,07 a
Fi08 =0
F. o= =Y (i~1)R%
1,08 a
Fr,10 =0
7 = =Y (£-1)1%
1,11 a
F =0
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= _ . 1.3
F@,zs = Ya(z 1)h
Fro1¢ =0
F. .= -y (i-1)K°
7,16 a
para % = 1,2,3,...,8.

4.3.4 - Expressdes das Rotagoes e Esforgos e Calculo com
PI-2, impondo Rotagao nula no Engastamento

Nes-es primeiros ensaios numéricos apresentam-se a
formulagd@o e o calculo das rotagdes, w' e w', e dos esfor
gose, Mx’ My’ Hy’ de longe os mais importantes.

Tem-gse das (l1.41la-h) gue

N =D(v+ %)+ 5(u"+ 25)
y R R R
M = Kuw" (4.17a-c)
X
M = K(w '+ 2)
Y R

once se subs-ituiram todas as derivadas de ¢ por y e ja se
imgcaseram tcIas aquelas_hipéteses admitidas no item 4.2.
Pelas motivos 338 mencionados no capitulo 3, escre

vem-gse a seg-ir essas gexpressoes em suas formas matriciails

(v,]

plo] + 2 [w] + £ 0]
R R

[Mm] = k[w"] ' (4.18a-c)
. X
[,] = 2[o] + &5 [
Pars ¢ cileulo desses esforcos e das rotagoes w' e

w', utiliza-z2z a melhor apraoximagao obtida no capitulo ante
rizr (Ensaics == Aferigdol). Isto e, aproximam-se as deriva
daz das exprz:zsoes dessas grahdezas, com diferengas finitas
provenientes z: emprego de polindmios interpoladores Lagran
geznos e Her~-Itianos do segundo grau, com a imposigao de ro

tacdo nula ~:- sngastamento.
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Passa-se a seguir a discretizagao dessas sxpressoes.

Nesta formulacgao, como na do capitulo 3, evitou-se
a utilizagdo de pontos ficticios acima da borda livre, pre
ferindo~se formulas assimétricas, langando méo apenas de va
lores efetivamente calculados, como se se tratasse de deslo
camentos mecidos sobre um modelo. Naturalmente, empregam-
se pontos ficticios na tradugdo das condigtes de contorno.
Além disso, & utilizada a condigdo de simetria dos @ no el
xo dg simetria, para v° e w'' gue leva as seguintes expres

soes em diferengas finitas com PI-2:

«f
8. Condigdes
ww w1 = w3
, ' - v, = ~v
i 2 v 2 3
! vy = 0
fé =21 (2v ,) para v’
2h “
. 1 . (4.19a-b)
== (—2u, + 2w3) para
h

As =xpressoes das derivadas envolvidas nas (4.18a-c)

e as expressodes das rotagdes w' & w', deduzidas como no ca

pitulo arterior, sao, para uma linha ou coluna de néds da
rede conformz se deriva em relagiéo a y ou a x, Tespectiva
mente:

{v'} =L (wi[p']

2h (4.20a-b)

{wrr}T = _,_-1,2_ [P"] {w}T
h



WY = L (wip]

h

wn = L [pr]w? (4.20c-e)
2h

{w'} =L {w}[P]
2h

onde [P] 532 as matrizes derivadas € 0os apices indicam se a
derivagao £ am relagédo a ¥y (se for (-)) ou em relagao a zx
(se for (')); além disso indicam também & ordem da derivada.

As matrizes completas dos deslocamentos, para n-B{
sao de ordsam 9x9, e inclusm os valores "a priori” nulos pe

las condig3es de contoerno.

7 171,04|°1,06|%1, 08 °1,10%1,12({%1,14|%1,16| ©
7 P204 2,16] °
0o | ’
0 0
|
= 0 ! v. 0
[v] : ip
o 0
i
? 77,04 Yy 16| ¢
° [¥8,04|Y8,06|7s,08|%8,10|%5, 12 Yg,14|%8,16|
i
0o | o 0 0 0 0 0 0 0
1




“1,01{%1,03|Y1, 05 “1,07Y1,09{%1, 13 Y1,13(%1,15 ;—“]
Ya,01 0
0
v, 0
[w]= | 0 |
0
Y 01 - V7,15 ¢
8,01("8,03|%s,05|%5 o7 Y8,00|%8,11|%s,13|V5, 15| 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

E as matrizes (2], [p:], [P'j e [P] escrevem-se, de acor

do com as sxpressges tabeladas en 2.3.3.1a e b:

r;3 ¢ ~1 0 k4 0 0 0 0
-1 ¢ 1 0 0 0 0 0 0
0 -1 ¢ 1 0 0 0 g 0

PlJ=f0o o o -1 0 1 4, , 0
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'] =

0

(7] =



0 o 1 -2 1 g 0 0 0
[Pl =10 o o0 1 -2 1 o o g
0 0 0 o 1 -2 1 g 0
0 0 0 0 o 2 -2 1 0
0 0 0 0 0 0 I -2 0
0 0 0 0 0 ) /) 2 g
L. _—
Note-se que as matrizes [P'] s [P*°] foram afetadas pelas

condigbes ds contorno de simetria, gue se traduziram na subs
tituilgdo dos elementos da primeira coluna dessas matrizes
derivadas, pelos coeficientes das expressdes (4.19a-b). No
te-se, também, que as demais matrizes derivadss (as [P'] e
[P"]) séo as [Pm]T e [me]Y expandidas para o caso de n=§,
como nao poderiam deixar de ser, uma vez que se esta apli
cando aqui a'mesma aproximacgao utilizada naqueles ensaios

de afericgao.
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4.4

1

DISCRETIZAGCAO DO PROBLEMA COM REDES DUAIS

SIMETRIA

1]
[=]
O
>
w

LS

\\\\1

2.39

£

oo - —

¢ $
302 T

)
|
=~
|

3.1%

)

3

1
1
|
1
]
i
1
|
i
SN
|

4.9

>
@

7, g 1319

QRPN W SRR SPERNEIDE DU R S ]

—e
DA
Hz8h

&19

7.01 T.19

Figuna 4.5

- |
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Analogamente & discretizagao anterior, diante da
simetria, considera-se metade da casca e estabelecem-se ago
ra, duas recess duais de malhas quadradas de abertura h=H/n,
respectivamente para os deslocamentos v e w, como esquemati
za a figura 4.5 para n=8.

Para esta discretizagdo, adotou-se a mesma nomen
clatura para a discriminagao de pontos da rede utilizada co
mo na discretizagdo anterior. Observe-se, porém, que as ls
tras A e B agzora distinguem pontos gstabelecidos pelos nos
da rede w e pontos que se localizam no centro de cada malha
desta mesma rede, respectivamente (vejam figuras 4.5 e4.6).
Note-se também, que os deslocamentos v e w obtidos por gesta
discretizagdo sdo em pontos distintos da discretizagao ante
rior. Apesar disso, nao sd@o feitas outras observacgbes ex
plicitas, por o praprio desenvolvimento da discretizagdo e
as fTiguras ilusfrativas, J& as fazerem nitidamente.

As derivadas das (4.3a-h) sdoc expressas mediante
diferengas finitas obtidas por PI-2, utilizando-se os nds

de uma ou de ocutra rede como se indicam abaixo:

av 1 7
(—), = ——— (v, = v }) == (v, -~ v )
3z 2 2(nsz) P & T, b Ta
(gﬁ)A———l-—-——(vz-vl):-;-(vz-vl)
Ay 2(h/2) h
(f—w-)-‘-—l-(w - Zw, + w, )
3x2 A h2 Ab A Ac
(4.21a-8]

(P—Eﬂ')z-}—(w - 20, + W, ) '
ayd A h2 Ad A de
Bzw 1
{ ), = —— (w + w -w -w, }) =
52y B 4(h/2)2 ae | bd ad be

— - -

- h2 (wae * Yyd wad wbe)'

dote-se que, desta forma, trés das derivadas sé&c calculadas
com malhas h/2, embora amhas as redes tenham malhas de aber

tura 2. S30 justamente as que ficariam menas bem definidas
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Figurna 4.6

com PI-2 cobre malhas 4.

4,4.1 - Condigoes de Contorno

As (nicas condigdes de contorno a serem impostas,
como j& se otservou na discretizagdo anterior, sdo as con
cernentes ao elxo de simetris e as bordas engastadas. Nas
bordas engastadas admitem-se para os deslocamentos w a con
dicao de Stisfengaste (veja condigoes (3.45a-c)) e, para os
deslocamentos v as mesmas admitidas no item anterior, salvo
na borda infefiar, que serao diferentes devido sua rede es
tar deslocada de A#/2 em relagao aquela. Enfim, as condi

gbes de contzrno a serem impostas sao:

a)l No eixo de simetndia parna L = 1,2,...,n+2

vi,02 = F
{4.22a8-b])
wi,01 T Yg,03
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'2) Na borda engastada Laternal para i = 1,2,...,n+2

7"'z:_,2n-l-2 =0
Uborda = ¢ ' (4.23a-b}
S ) =0

, - w.
ay’t,2n+2 7 z,2nf3 zf2n+1

Zsta condi;ac de engastamento discretizada caom malha h/2,

gragas 3 psculiar disposigido da rede das w, acarreta

Z,2n+3 = z"72_,2?1-!-.‘.! =0, t4.23c)

dssda gue se admita .

= 0.8 (w.

1,2n+1 * wi,2n+3)‘

w.
oorda

lhote-se a forte representagac de engastamento.

c) Na borda engastada infendior, com aproximacdes semelhantes
as da borda Lateral, para j = 01,03,...,2Zn+3 ep = 04,06,

,0..’2” . !
Y orda = 0.5 (wn+1,j + wn+2,j) =0 ,
v -1 _ -
(g;)barda - 5 (wn+2,j wn+1,j) =0,
r=sultam \
wn+2‘j - wn+1,j = 0 * [4-243]

e para os c=2slocamentos tangenciais »,

7= Yborda = 0-° (un+1,p * vn+2,pJ
isto &,

vn+2,p = —un+1,p (4.24b})
€, para o csnto

) ¢ (4.24¢c]

n+2,2n+2 - "Vn+1,on+2 T
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4.4.2 - Aproximagdo do Calculo da Energia

Agora as grandezas Ik das {(4.3a-h) sdc asproximadas
calculando-se a energia armazenada nos diversos "elementos
2 2

> 3°w/3y% )00

nos "elementos B" (para 2s gque contam 3v/d9x ou B w/3xdyl.

A" (para as integrais gue contém av/dy, 32w/am

Resultam com isso, as seguintes aproximacgdes:

IJ = Ak z (g-(vz - vl) + L wA)Z
g A h R
= 2
12=§(1+—d—§)z(ub-ua)2
2 4R B
I-—EZ(w.-mo +w)2
3 - p Ao A Ab
I=E#—:E(w - 2w +w)2
4 4 Ae A Ad
{4.25a-h)
~ = _ _ 2
IS = 26 g (wae * Ybd Yad wbe)
I?:-‘?”EMA (wAe—ZwA+wAd)
- 2
I8 = i ZA W, he.

As constantes intrcduzidas valam

— — 2
Z:Edh,§:£é(1+d2),
2 4R
=. 8d° = pi® = pad
C=2, Feo-El §oo Ed
24h 168RA 24R"

Introduzidas as condigdes de czntorno passam a dis
tinguir-se, como na outra discretizagao, diversos tipos de
termos, dependendo da posig3o do elemento em relagao as bor
das. Alem disso, nesta, os "elementos 3" sdo considerados
com sua area total-ou cam metade ou com um quarto delas, ao

passo que os "elementos A" contribuem sempre proporcional
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mente a8 sua Aarea total.

4.4.3 - Sistema de Equagdes Minimizantes

Impondo-se a condigdo de minimo (4.2} do funcional
ﬂp, dada por (4.89a-b], que se traduzem por (4.10a-b], indi
Cam-se a seguir as diversas parcelas de.anergia Ik minimizE
das em relagdoc aos deslocamentos vy e w. Como na outra dis

cretizagao consideroy-se 0@ Caso de redes de nxn malhas.

a) Minimizac¢do da I,

8L, = 3 1
- = 4 (; (29;,04 = ¥z, 087 * - ;08 = ¥g, 0570 »

1,04 .

s T = 2,3,...,n
81, = 7
- A — -1 + 2 - - . + w . —.,

v, (h Vip-2 * P05 p P%,p2’ R( 2,0-1 %1 pr1’ />

L.p

> TS 2,8,...,m e p =06,08,...,2m-2

or =

1 A
5o - ; (2vn+1,04 vn+1,06)

n+l,04
of =

1 -4 .. -
9, , - % ( vn+1,p—2 2”n+1,p vn+1,p+2)

n+l,p
BI = =

1 _ 4 4 .

_— - (201:,2?1 vi,zn_g) + — w?:,2n-1 Y T = 2,3,...,”
ov.. on h )4
>

ar =

1 24
5p B ; (Zvn+1,2n vn+1,2n-2)

n+l,2n )
aT =5

1 1 .

1 :ﬂﬁ(-—wi 03+;Ui 04) rY 122,3_?..._,?!

ow R R ? !



1 in .1 1
= — {(=~w. .+ ={({v. .
2, £, J+1
oW . R R 2 h )
Z,J
s T 2,3,...,n e

05,07,...,2n~1

b) Mindimizagdo da I,

- v'l:_,j"ll)) 3

3I2 3
== (v -V ) s p = 04,06,...,2n
3v s Lsp 2,p
IJP ’ ‘
3I2 §
= = {=v + 3v - 2v } . p = 04,06,...,2n
I,p 2, S,p
av 2
25p
3,
= = B (_vi—i,p + 2v£’p - v£+1,p) s T = 3,4, ..,m
T,p p = 04,06,...,2n
812 -
. = P {3un+1,p - vn,p) s P = 04,08y...,2n
n+l,p
3I2
=0 para todos Z,J
7 _
9 (Y

c) Minimizagdo da I,

ol

+ W

i+2,j)

3 = r
§ - 2G w 3 + w . = 211.7 -) = 03 05 .--_,2 _1

. 1,§ 7 Y8, 2,57 7 200 8

1,q .
or

3 - om s _
: = 2G ¢ 2w1’ + 5”2,3 4”3,j + w4’j) »
wg 7

>
s Jd = 03,056,...,8n~1

oI —

3 _- - . - -

1,3

5 V= 8,4, am & F =

03,05,...,2n~1

>
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BIS -
= 2G (w , - 4 . -
dw . n=3,J wn—B,J * 6‘mn--l,j 4wn,j) s
n=1,J
> j = 03305_’00-’2'1—1
3I3 -
= 2G (v , - ) .
W n=2,§ T n-1,5 * Fn,g) s 77 03,05, 21
n,d '
3I3
=0 para todaos 1%
v, *P
LP

BI4 -
= 2 . - . A
. ) G (2':;71’_’03 3wt’05 + wz’03) s T = 2,3,...,n
3
>
3I4 —
= 2G (-3w, + 6w, - 4w, .
g o ,03 £,05 ,07 F ¥ 097 s
>
3 T T 2,3,...,n
814 —
= 26 (w, . - dw, . + fw. . -
s, 4,4 7 Wiz T g5 T By gap P 0s sy s
E
s = 2,3,...,m e § =07,09,...,2n-5
3I4 -
- 26 (U- - 4w. + - il
awi o3 1,8n-7 1,2n=§ 6w1,2n~3 4w£,2n—1) *
5
s T T 2,3,...,n
8I4 =
= 2G . .
0 . (v s En=§ 4wt,2n—3 * 6‘wi_,2r¢-1) ?
,2n—1
s T = 2,8,...,m
aTl
4 - .
=0 para todo 1i,p
v ..
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e) Minimizagao da I
31 _ |
- =26 vy g3 T Y5 95 T ¥ 03t Y2, 05
1,03
3T, — |
= 2G -w + 2w . - W . + W . - 2w .+
Sw . 1::7"'2 1,9 1,5+2 a,3-2 2,4
1,4 .
+ w2’5+2) s J§ = 085,07,...,2n-3
3I, _
— =26 (wy g, 5t B0 gn 1 Vs an-3 T 23 2n-1’
1,2n-1 :
AT _
o =26 (mwy gz * Wy g5t Wy gz = Sy g5 T 25 o3 F
2,03
+ 2w3’05)
3I5 -
= 2G (v - 20w, .t W, . 3w, . + 6w, . —
awz . 7’:{7"2 1,9 1,j+2 2,d-2 2,9
s>d :
- 3w2J:+2 + 2w3,j_2 - 4”3,j + 2w3’j+2 ) B
, d = °5,07,...,2n-3
31 _
= I
" = 2 (W gp.3 " Wy gpe7 T Vo oap-3 * V41
2,2n-1
* 20z on3 T W3 pp-g’
3, -
aw. = 2G 2w . 1,03 + 2wi 1,05 + 4w.,03 - 4w.,05 -
272,03
- 2&71:1_1,03 “+ 2w1:+1,05 ) > T - 3,4_’000,”—1
3T, _
= ’ . . - . . . . - 4w, . +
N 26G 'ng—i,g—2 4wz—1,g + Zwt_1,3+2 w$’3_2
“2d 4 + 2 )
Uy g T g gen P B e T ik, T Vir1,ge2

£ = 3,4,...,0-1 e J = 05,07,...,2n-38
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ol
5] o= _ _ ’
o = 2G {20y g g5 T Mg om-1 T W5 an-3 * 8V on st
i,2n-1
B, a3 T isg om-1? = 3’¥""’""1
I _
- = 2G (_2wn—1,03 + 2wn_1,05 + 4wn,03 - 4wn,05)
n,d
8T _
- = 2G (Bwn—l,j—z - 4wn_1,j + 2wn_1,j+2 - 4wn,j~2 +
7y d )
+ Swn,j - 4wan+2) s J = 05,07,...,2n-3
31 _
= 26 (2wn~1,2n—3 - 4wn—1,2n—1 - 4wn,2n—3 +i8%12n—1)
dw >
n,&n-1
8I5
=0 para todos <Z,p
av .
5P
f) Minimizagao da I,
3T, -
o =M (Vy 54 " U104’ :
1,03 i
3T, _ *
LS TP S s JP XS Bl T RE SAR S JP 2
1,9
s § = 05,07,...,2n-1
31, _
on TH (V) 94 T g 04t g g4)
2,03
31, —
=M (-v, . + v, . + v, . 3v, - v, . ,t
sz . 1,51 1,j+1 a,9-1 a,J+1 3,91
sd
+ 203,j+1) rY j = 05,07,.;0,2"'—1
3T, -
aw. = 2.’4 (1)1:_1,04 - 2?)1:104 + 1)1:_{_1,04) r] 1 = 3_,4_,-..,”




aM (—vi

- v‘

=" (-

1+

2 P =

1l
=1

It
=l

(

2w3

= E {

oM

P

(1

-1,4-1

V.

1,71 F V41,541

wl,p—l

+ v

* wl,p+1
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1-1,3+1

I,

04,08,...,2n=2

Vi, em-1 F

’1,p-1

,v+1) > P

UI,2n—1 -

14
‘wn-l,p-l

Vo, 2n-1

- wi,p+1

Sy an-1

J

- 3w

04,086, .

-+

T Vp-1,p+1

= 04,06,...,2n-2

- 2wi,2n—1

* w2,p—1

2,p—1

- 2

]
F

+ . .
2v;

7

It

06,07,.

- w2,p+

+ 3

ey en—2

2 Y

Y3, on-1

wi:p_l * e

o,
1l

- Bwn,p—l +

Ve, 2n-1

- 2v

8,4,

e

T,7+1

segn—~l

1

)

Yo, ,p+1

3

+ 2w

wi,p+1

2

)

Sy8,.0n—1 &
04,06,...,2n-2

“n,p+1

2

+

3,p-1

+

)

LS



. [ - -
- = 2K (wn,p-—l‘ Yy,pr1l 2 P = 04,06,...,2n-2
n+l,p
ar —
6 _
P L
n+l,an
gl Minimizagao da I7
o = -2y (2mi,03 + 3wi,05 ), €= 2,3,00.,n
7,03
BI? —
- = =2N (3wi,j—2 - 4wi,j + 2wi,j+2)’ T = 2,3,...,n
i,d J = 05,07,..., 2n-
Efz—u——— = —2? {2w - dw. J T = 2,3 n
5w 1,2n~3 Z,2n-1 ’ PTar s
T,8n~1
3,
=0 para todo <Z,p
v,
,p

h) Minimizacdo da Iy

313 2
=Z. . & s T = 2y3,000,m e J = 03,05,...,2n~1
ow. . Lo
Tad
BIS
0 para tedos <,p,
oV .
i.,p
Com essas expressGes monta-se 0 sistema de equa
G0es para o zaso de n=8, correspondente 3 minimizagdo do
?uncional T .. Como anteriormente, indica-se tamhem somente

por £ o sim=olg §& .
K=1



31, i 31,
LEY MW 03
3Ik _

;. 04

3T, i 37,
aw.,os awi’os
3, )

.av ,06

3T, 3 2T,

W 07 8V 07
T

9V 08

3, i 3T,
Wy o9 W 09
3T, i

av.,lo

31, ) 31,
Ws 11 Wy 49
3 12

31, i aI,
Wy 13 3, 13
31, }

dv.

(4.26a-1)



oT
5 _k - - 8
aw 15 aw.,ls
(4.26m-n)
ol
r—k -
;16

Essas 14 equagoes repetindo-se 8 vezes, originadas fazendo-
se ¢ = 1,2,...,8, tém-se 112 equagdes. Para £=9, “2m-se que
0s deslocamentos w sac nulos nesta linha de pontos por impo
sigao de contorns. Porém, nada se diz a respeito dos deslo
camentos v. Consequentemente para Z=9 tém-se mais 7 equa
g0es, que sdo para a determinacdo dos deslocamentos 09,04,
v9,06""’ v9316. Finalmante, tém-se 119 equagdes a 1189 in

cognitas, que podem ser escritas como a (4.12), isto e:

5] . {5} = (77 (a.27)
onde
{8} = {”1,03’”1,04"'"”i,j’”i,p""’”9,14’”9,16} (4.28a)
_ ~3I, ~3I,
{F} = { _"""""_'_', o,ouo, 3 0,.--’ a_, 0} {4-28b)
3”1,03 awz,g
o, | B | B
D, |2B,| by |25,] B,
B, |25, 1 03 | 2B, | B,
[D] = - "
D, | 2B, | Da |25, | D,

oI
n
ol
o
w
N
D

e as submatrizes da [D], sdo, agora:



G20
6i0-{ 020¢
610 |S20
020~} 610-]020¢
610 [S2Z0
020-| 610-{020%
i 6l0 52D
Lt
il
™ 0zZh-| 8l0-| 020F
[} - - —
610 | G20
020-~| 6I0-020¢€
&l0 | G20
0¢0-| 6ID- [ VEDE
JES— _ et | e g 2 et e
eln | s20
w 02D-| 61D-{0202
d b
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22Dhe

820 |

S€0
120~} sc0-| 2202
£¢0 |'ce0 | 820
120~| 580-| 2202
| 020 €¢0 | S€0 | 820
120-| 5¢0-| 2202}
o2y mno_wwo 820 -
120-| SE0 - | 2202
020 £€0 | 580 [820
120~ |5¢0-| 2202
020 a ¢¢0 {5£0 [820 o
- 120-| s€0-|220z
020 2¢0 | sev | 1e0
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£ech2

2¢D | 00
1I2D-{ 980~ €20< )

veh | 920 | 00

120-| 9¢0-1€202
020 PO | 90 | OCD
120 -1 9€0~| €202
02b +£0 | 9¢D | 00
120~| 920-| €202
0z0 Pe0 | 9€0 | OEOD
120~} 9€0-| €202
.Mwo Pe0 1Wn0 00
120~} 9¢0-| €202
0eh €E0 | 9€0 | 620




S2o-

[ 610 |020%-

610~{520~-

020 | 610 lozby-

610-|s20-

020 | 610 jozob-

610-{GzZh~

294

020 | 610 |020t-
h .

610-| S20-

0Z0 | 610 {020b-

6iD-}S2D-~

0Z0 | 610 |0zob-

610-]S¢D-

020 | 610 |ozogH

o]
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Q20

Q20

Q20

Q20

Q20

Q20

Q20

e



246

v20-

6102 6102~
¥20-
6102 | 6102~
$20-
6102 | 6I1D2-
20~
6102 | 6102~
v20-
,m_om 6l02-
t20-
o ' 6102 | 6102~

v20-

6142

10
e

{920

420 -

920

420

920

120

920

120 |

920

FXAY]

920

F X Ay)

9e0




onde os

pois,
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Nestas submatrizes os simbolos representam:

@139
Q20

Q21

Q22

Os

"elemantos

cular de n=8§8:

Q23
Q24
Q25
Q26
Q27
Q28
Q29
Q30
@31

Q32 -

Q33
@34
Q36

Q36

A"

ol
+
o

@l
+
W,

)
+
™

="

= 2G

= A/h

= A/h + 3B/4
=A/h + B
=3

= B/2

= 24/h + 3B
= ~A/h

= Zk/Rz + 34
= An/R? + 24
= fh/Rz + 40
= An/R% + 20
= -12F - 47

I

8

L
A

Z

A

nunca sao

w

"fragmentados"”,

A

@
+
N

h

2

"termos de carga” provéem da (4.25h]

0os seguintes termos independentes,

Lt

=i =l =

=i

para o caso

resultando,

parti

1,2,...,8
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T,p

para tocSos

" ou mals simpilessnrente

e de J com o mesmo %,

e
[

a variagao somen

& visto,

como j

pois,

ltera o Z. .
T4

néo a

respectivamente

. valem.

z
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Z4 =Y, S5h/2
25 = Y, ?h/2
26 = Y, 9h/2
27 = Y, 11R/2
Zg'z Yo 13h/2
Zg = Y, 15h/2
gque podem ser obtidas da seguinte forma genérica,salvo a ZI
(247-3) .
Zi = ——1;—— Y, A 1 = 2,3,...59. (4.29)

Com isso, os "termos de carga®” sao, ordenadamente para n=8

g considerando-se qug 8I8/avi p = 0:

3

a) 05 14 primediros

F, .=0 , J = 03,04,055...,16

b) 05 seguintes, de L = 2 ate L = &

= (27~-3)
Fo. .= - 22230 4

1,03 2 a #
Fi 06 70
= (21-3)
F. = h

s 056 2 a
Fio6 =7
— ' (22-3)
= - p;

Fz,O? 2 Vg
Fio8 =79
= - (22-3) _ .
Froo9 = . Yo"
Froa0~ 9
= (24-3)
F. = - h

,11 2 Yq
F. =0



Fi15 = - (zigs) Yo"
Fyg4 =0
T, e = - (2i2-3) vh
ﬁi,za =0

c) E 048 7 ultimos

F, . =0 , § = 04,06,...,1¢

4.4.4 - Expressoes das RotagOes e Esforgos, e C3lculo com
PI-4, sem a Imposigao de Rotagao nula no Engastamen
to

Analogamente ao item 4.3.4, nestes primeiros en
saios numéricos apresentam-se a formulagdo e o calculoc das
rotagoes w' e w', e dos esforgos Mx’ My’ Ny’ de longe os
mais importantes.

Como s2 viu no item 4.3.4 as expressoes desses e

{w

forgos mediante as hipOteses admitidas em 4.2, podem ser e

|

critas matricislmente como as {(4.18a-c), isto é:

(n,] = o[v] + 2[w] + E[v""]
. R R

(] = k[w"]

[,] = &[w"] + .ﬁ._g[w].

-

A fcrmulagdo desses esforgos e rotagoes w'! e w' &
feita mediante & melhor aproximacgao obtida dos ensaios de
aferigado (capitulo 3), que foil a de aproximar as derivadas
das expressc2s daquelas (do reservatorio) grandezas cam di

ferengas finitas provenientes do emprego de polindmios in

terpoladores Legrangeanos e Hermitianos do quarto grau, sem

(M8

a imposigao ds rotagdoc nula no engastamentoc — aproximagao B.

Passa-se a seguir & formulagao dessas grandezas.
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Como no capftulo 3 (item 3.4) utilizou-se somente
uma linha de pontos ficticios locada A2/2 acims da borda 1i
vra, preferindo-se langar mdo de expressoes assimétricas
de diferengas finitas. Para a tradugdo das condigdes de
contorno, naturalmente empregam-se pontos ficticios e, alem
disso, & utilizada a condicaoc de simetria dos w (como no
item 4.3.4.1) no eixo de simetris, para »° e w'', que lava
as seguintes expressoes em diferengas finitas, agora, com
PI-4:

Condicoes de simetnia

wl = w7_; w3 = w5 =}
= - . = - . = 0

‘UO '08_, ‘UI ‘06., 'L’4
P
SiE
olw
x| Z
;ia

—O———— O e O — @ i e e
[+] ] 2 3 a4 5 -3 T 8 9 10 i 12

¢ pontos da rede dos w

¢ pontos da rede dos v

f;::—z-{ 0 +48 -6 }

i = { 0 {-3 +24 -3 } (4.30a-c)

fé = ——{ 0 ~-24 0 -f'24 -3 ]
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Fu = 12[ —dapbtras—1-3 ]

(4.31a-b)

,,.

£y = 2{ +45—l-90—+28}—1-3 ]
36h

Expressoes eztas facilmente obtidas por meio das tabeladas

no item 2.3.3.2a, impondo-se essas candigdes de simetria.
Nat.ralmente, as expressces das derivadas envolvi
das nas expr=ssoes dos esforgos (4.1Ba-c) e as expressoes
das rotagoes w' e w', deduzidas para uma linha ou coluna de
nés da rede {conforme se deriva em relagdc a ¥ ou a =z, res
pectivamentel, sao as mesmas [4.20a-el], a menos do  fator
multiplicativo que aqui foi admitido como sendo 1/36 para

todas expressoes
oy L 1 —
{v'} = — {v}[P"]
36h

wn= Lo [P}’

36h

W'} =~ {w}[F]
36h

s A Bl
36h

('} = -1 (W} [7]
36h

onde as matrizes derivadas |§[, sdo as provenientes do em
prego de PI-¢, no caso, sem a imposigaa de rotacgao nula no
engastamento.

Para n=8, as matrizes completas dos deslocamantos
obtidos ao final da resolugao do sistema de eduaqées minimi
zantes, sao z2 8 linhas por 7 colunas parae os & e, de 9 1i

nhas por 7 colunas para os v, como se indicam a seguir:
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w U] o 0 w v w w w0 © o W ©0 0 © L{s] w©
™~ ™ ™~ ~ ~ ™~ ™~ ~ ™~ ™~ ™~ ~ ™~ ~ ~ ~ ™~
L - - n " L) L] L] L b - ) - - " - -
™~ N o~ A w © O © ™~ o« & W w © [\ X >
3 3 3 3 3 3 3 3 E) 2 D D ) D D D 2
5] =t ™
™~ ™~ ~
L L L)
A ™~ >
3 o )
~ & o3
™~ ~y ™~
" " "
~ L )
3 [~ D
[s>] D pw
< to ™ o, ™~
L " - - L]
™ ‘o ™~ ‘e 0
2 3 ) D D
[\ oy e8]
L] < <
L L) L
™~ ™ ™
3 D D
] o w0
e < <
- L] L3
™~ ™~ (521
3 = D
o~ ™ [\p] bar o~ e ™~ Lar H SH RH gt |H <H <H <H H
< < b} < D © < < D f) e} D L] he L] < <
" " - L L = LY LY " " L] - " LY L e ' "
Lo =] ] h] Lo Lis] [\ @ ™~ o L] “h W w [ ] o)
a 3 2 3 3 3 3 3 o O 8 D » DN o o
1] N
— [ |
3 D
— —
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Par= ambos deslocamentos, w e v, serao utilizadas
no calculo dcos esforgos e das rotagoes matrizes 8 por 8, ob
tidas das anisriores acrescentando zeros nos pontos onde os
deslocamentos= s3o impostos nulos. Para [v], serdo precisos
uma coluna dz zeros a direita (que corresponderéo‘ aocs pon
tos 2,18) & z2tra a esquerda (correspondente aos pontos
1,02); isto zara poder facilmente mediar as derivadas,a fim
de obté-las roas mesmos pontaos onde se t8m w. Isto se deve
ao fato de sz ter utilizado redes duais. Para [w], serao

necessarios cias colunas de zeros a direita (correspondendo

o . =W = () e uma linha de zeros correspan
aos w%’l? 7,19 m a pondente
aos wg i = 0, Assim as metrizes de deslocamentos a serem
k)

utilizadas nc cdlculo das derivadas séa:

“i 03|9-,05|%1,07|%1,00(%1,12|%1,13|%1,15| ¢ 0
Y5,03 0 0
w3{03 0 0
“4,03 0 0

[w]= o5 3l Yi,d | 0 0
w6?03 0 0
w?,03 0 /]
w8,03 0 g

0 0 0 0 0 0 0 0 0
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O 1%1,04[%1,06|%1,08|%1,10|%1,12|%1,14|%1,16] ©
0 0
0 0
0 0
[v]= 0 vi,p 0
0 0
0 0
0 0
9 |Y3,04|Y9,06|%9,08|%9,10("9,12|%9,14|9,16| ¢

As matrizes [P°], [P"], [P'] e [P'] escrevem-se de
acordo com as expressdes tabeladas em 2.3.3.2a, e as condi
goes de contorno (4.30a-c} e (4.31a-b), que s3o aquelas que
traduzem a condigao de simetria dos w e antimetria dos v Pa

ra as derivadas em relagdo a y:



7'] = | o 0 =3 424 0 ~24 +3 -3 19
0 0 0 =3 +24 0 -24 +18 -48
0 0 0 0 =3 +24 0 -5¢ +108
0 0 0 0 0 -3 +2¢4 +30 -144
0 0 0 0 0 0 -3 +9 +75
— —
— -
+105 -312 +342 -168 +33 0 0 0 0

+33 ~60 +18 +12 -3 0 0 0 0

-3 48 -90 +48 ~3 0 0 0 0

0 -3 +48 ~80 +48 -3 0 0 0

[p"] = | o 0 -3 +48 -90 +48 -3 0 0
2 0 0 -3 +48 -90 +48 -3 0
0 0 0 0 -3 +48 -90 +48 -3
2 0 0 0 -3 +12 +18 -60 +33
0 0 0 0 +33 -~168 +342 -312 +105

L -
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+48

-90

+48

+24

-24

+3

+9

+
I~
o

0 )

0 g

0 0

) 0
-3 +33
+12 ~168
+18 +342
-60 =312
+33 +10j

0 0 ]
0 0

0 0

) 0

0 [
-3 0
+24 -3
+30 +8

~144 +75
oy
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Note-se, aqui também, que as matrizes derivadas
[P'] e [P"] =30 as mesmas [Px]B e rpxx]B respectivamente,
expandidas para o caso de n=8, pelos mesmos motivos citados
no item 4.3.<,

A sezuir, apresentam-se os valores das grandezas
w, v, w', w', Ny, Mx e My obtidos por meio das aproximagdes
com rede habitual. As experimentagtes foram feitas com re
des de 6x6, &x8, 12x12 e 16x16f malhas guadradas.

Com o objetivo de permitir uma melhor visualizagao
do comportamsnto das aproximagdes do calculo das grandezas
w, v; Ny’ M& g My'(as mais importantes), a medidaique se re
fina a malha, foram feitos 6 graficos. Um para os desloca
mentos w, outro para os deslocamentos v. Um terceiro para
os Ny e outrc para os Mx' E os dois Gltimos para os My'
Representaram-se nesses graficos somente os valores das gran
dezas em uma diretriz e em uma geratriz. O suficiente para
se atingir o objetivo acima citado.

A nomenclatura adotada para representagda gréafica

x
pagina seguinte. Quanto as escalas, estas estao indicadas

dos valores Cas grandezas w,v Ny’ M e My’ estéd indicada na

nos propriocs graficos.
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Y.V
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v iim—ee—— Aproximagdo com rede 6 x 6 mathas
——e—-— Aproximagdo com rede 8 x 8 malhas
----------- Aproximagdo com rede 12 x 12 malhas
e Aproximagdo com rede 16 x 16 malhos

ESCALA DA ESTRUTURA = 1:200
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Resultados obtidos com Rede de 6x6 malhas

DESLOCAMENTOS W E¥ WILINETROS

LInHAz 1 -.891 -.924 -.722 -.Al2 -.079 -106 .000
LINHAT 2  =2.031 =1.,961 =1,742 =1.396 -.a37 311 .000
LINMAS 3 «3.019  «2,953 =2.740 2,309 =1,62R -.753 000
LINHAS & 23,638 =3,546 =3.413 «3.004 =2.259 =1,139 <060
LINHAE: & 3,391  =3,361 =3.256 =2,954 =2,3313 =].7%9 +000
LINHB: 6 =1,906 =1.897 =1.R65 =1,743 —l.446 42 000
LINMAT T .000 L000 L0090 L000 000 00 «000

DESLOCAVMENTOS ¥V EN MILIMETROS

LINHA: 1 000 2142 263 «314 «296 «159 «000
LINHA: 2 «000 2149 «270 «348 «329 222 »000
LINkA: 3 «000 - #1153 o274 «3RB «374 »304 2000
LINHAL & 000 «143 + 250 « 390 «380 » 350 +000
LINFA: & «000 «112 «1R8 o322 w311 »135 »000
LINHA: & 000 2060 096 «179 « 167 .203 2000
LINHA: T « 000 N0 «000 «000 «000 2000 «000

E£SFORCO NY EM TCKELADAS

LINHA: 1 =ofias ~aN43 =.060 ~«(R3 =+123A =197 «002
LINHAL 2 - 308 ~.310 =305 ~+309 ~edl4 =+ 330 -+005
LINHAY ] =+560 ~.567 =.539 -.527 —. 408 ~s479 -.012
LINRA: 4 - 737 ~.750 =706 -+ hRA -+513 Lk -.018
LINHAZ 5 -y 720 -.73R ~e 593 -o 679 =598 -.5h2 “.020
LINRA: & ~.40R - 424 -.398 k07 =+358 -84 =013
LinNma: 7 =000 000 «0N0 000 «D00 NGO «000

ESFORCO MX EM TONELADAS MILIM./MILIM,

LINHAL ] 15,407 13.238 64304 =2,911 =10.202 =T.A11 « 000
LIMKAST 2 15.407 13.7238 [T =2.911 <=10.202 =T.R11 «000
LInHAT 3 110,942 107,A73 9T.624 T7.614 4A,P1A 17.170¢ +000
LINKMES & 259,444 257,432 249,008 222,745 16T7.065 T9,R6R8 <000
LINFAL & 371,727 371,747 370,034 349,711 2RR.S500 140,571 +ON0
LINHAZ 6 1264099 122.A62 142,201 1SA.H93 157.423 127.9%R +000
LINMA: T=1143,4R8R=1)37,914=1118.931=1045,812 =H6T.514 =505,450 000

ESFORCO MY EV TONELACAS MILIM./MILIM,.

LINRAS: ] 31.451 3,694 26.1A3 2.969 =55,216 =BA.,20D4 63.510
LINPAD 2 P3.T49 ?5.4R2 A4,413 PTabAT =hghI6 =BT A48 =1RAL450
LINHAYD 3 12,140 14,968 Al.456 53.RK1 43,313 =43,345 ~452.0233
LINHA: & -2.2729 3,560 19.7)2 73.751 91.594 4,07 =6K1,375
LINFLI § =12,718 -A,328 28.537 T0.099 114.248 43,493 ~754,.9R3
LINRAS 6 =11.R&43 =13,A27 10,026 36.711 TR,R72 6A,Na4 =505,450
LInsae T 000 «000 «0Nn0 oD +000 « 000 «000



QATACAD WY

LINHAS
LINHAS
LINMAL
LIMWAS
LINHASR
LIMHATL

LINHAZ

ROTACAD ¥

LINHAS
LINHAZ
LINHAS
LINMAZ
LINHASZ
LINHAL

LINHAZ

”~ W N

- P

1
2
3
&
S
6

7

~+1597TRG2F=01
- R052AT1TE=-N4
~.1520R8AT=()]
=4 44ZPRF=0D4
-, 1706GHRE=02
-5211571E~04
-, 279020 2FE=04
- ITRARATS =4
+ 1298907t =03
W 2PRLNTIE=T4
«2543472E=03
«F41TPRTE=NS
+0NNNOO0ELND
SO0N0000F+0N

FONTO

=.12A5411E-01]
+S91S1P&KE~DS
=-.2940TRAF=03
WE2T6400E=04
-, 44298 76E=N3
«1221232€~07
=.53T8G9RE~NT
«1694435E=-02
=.S041281E=-023
1 T4QQTRE=N]
-, 2844 TASFE=-03
«10R42ATE=03
LO0N0ONCE+OD
«000N0DOE+00D

-4 15AB073E-03
20000000E+0D
=s1521BR3IFE~01]
»0NC0000E+N
=-e1219106E=03
000NCORESDN
= JOSAL2RF~04
“0N00D00F+0N
«126710RE~D]
+0000000E+DD
«2520n3NE=~0]
+O00NNNGONE+0D
«0000000E+00
«0000000F+00

«2017202E=04
«B000000E+00
«21ATT12E=-D%
+0000000E+DD
«2032146E~-04
«~ONQOI00E+0D
+16R3633E=-04
+0000000E+00
«1016469E-04
«0000000F+00
+30AYSALE~05
+00N000DE+00D
«0000000E+00
+O000N000E+00
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-+ 1545182E~03
~.1513364E-03
+~+1253393E-03
=, AARSATIE =04
«1146]1240E=03
«244]1A25E=-02

«000000NE+N

«JRAGTSIGE=N4A
+45359A5E~D4
+A22BATTE=-04
+HI64A9RE~-D4
+J033RLGE~DS
+11512TRE=0A

LO0OD0DODE+DD

=2 1400454E~03
=-«1423011E-03
-2 1236254c-01
ek A53ISR6E=04

+94STRAIE~DA

+22172796E-03

Resultados obtidos com Rede de 8x8 malhas

DESLOCAMEATOS W EM WILIMETROS

LINHES ) ] 044 =1,002 =-.B77
LINHA: 2 ~1.833 =1.,790 =1 .658
LIvHA: 3 =~2.80R -2.556 =2.4233
LINKAL & =3.2¢% ~3.231 ~3.111
LInkAZ B 3,642 =-3.412 ~3.515
LINMAS: 6 ~-3.499 =-3,479 =-3.412
LINKAS: 7 =P.458. =245 =2.611
LINHAZ: B 1,211 ~1.208 -1.201
LINkAZ 9 000 «N00 +000
PESLOCAMENTCS v EM MILIMETROS

LINHAL ) 000 «1146 «218
LINHAT 2 +000 116 «221
LIntAD 3 000 119 225
LINHAT & 000 117 221
LinHaz S «H00 «107 « 202
LIMHAL & LOnn «NAY +166
LINHAS T 000 2063 «11n
LINHA: B «000 «032 «058
LINMA: © 000 +000 +000

=678 -.hl7
-],432 wl.120
=7.194 =1.,R42
«2.AR8] =-?.511
=-3.31s -2 .9&5
=3.747 =2.9R0
=-2.526 -?435]
=1.175 ~l.116
000 000
2290 =331
«302 + 345
«ALIR <367
«323 «+31TR

« 305 .67
«261 +309
+1HB «?20
95 +110
000 w000

=-«1111072E=03
~.1162080E=03
-e1046995E~021
~.SPATHA1E~DS

shl01ATHE~O4

W T49ITEE~D]

+000000DE+00 «O000N000ESDD
«4R2T220F=04 «IRATILTSE-04
+HT90T02E~04 « TRART3IATE~-DS
«BI60052F=04 «11/66900E=-N2
+HAS4HK08E-04 «139RAZVE=~DD
+6F1RAQOE~O4 «12735ATE=03
+3143965F-~04 26 TS450E~04
«0N0000UE+00 «NAN0DODE+DD
=.14R 0564 «111
- 749 -,381 -o 108
-1,37A = R42 -.335
-1.974 =1429R8 -, 544
-P.i17 =1.657 =-,758
-2.469 =1.777 -.R51
2,076  =1.496 ~.T54
-, 62 =, T8 -eh]ld
«000 2000 «D00
«310 o241 o122
»328 « 272 «153
«380 +31a «19R
18 «350 241
k16 +359 «26T
«373 « 375 «259
277 28] 206
142 122 W 110
2000 «000 000

W00

+000
«800
«000
+000
000
«N100
<000
«0O00

«000
«N00
000
<000
008
+000
000
«000
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ESFORCQO NY Ev TCONELADAS -

LINRA: ] —-+045 -.043 =+ 052 062 -.089 - 104 -s176 - 220 «»003
LINKA: 2 L T-4.1.] =-.247 - 24T =-.250 =756 ~qy2h9 - 286 ~e302 =-.003
LInes: 2 -4 45 LI EY. Y -.427 wed3] =418 -.b1? =403 —-ebDa -, 009
LINHAG & =-uh?1 —-.524 -«B607 - o595 -2 5h/5 =544 =511l =500 a1k
LINFAL 5 =-.73an 743 =720 =+ T0A ~shbé LT k] =582 ~a559 -e21
LINMAS? & -a726 ~. 744 -.T720 ~-a710 666 ~e6139 =578 ~-s548 -u 024
LinHa: T =548 EFR- ~,559 -h56 =524 -506 =40 -4 39 ~-.021
LINBAS: & =252 -e239 ~a251 -+ 755 —.Ph5 246 -s232 -.230 ~-.f12
LINHAS O + 000 W00 «000 2000 «000 +000 - 000 «000 « 300
ESFORCO MX E¥ TONEL2DAS WILIM./MILIM,
LINKA: ] T.597 5,329 2.512 ~3.239 «=9.652 «13,R7TRA ~12.,431 -4 4,359 + 000
LINHAL 2 T.5%7 6,326 2.517 -3.239 =9.652 «13.87T8 ~12.431 -4,359 +000
LINHAD 3 60.920 58,021 52.398 A1,TT2 PT.ARD 13.380 2.526 =-1.Ph2 «000
LINMAL & 153,487 151,776 146,024 134,404 114,864 Bf,395 51.569 18.496 «On0
LINRAt B 275,420 274.7%3 P270.0R4 25H.424 234,391 191,240 127.739 S54.1A1 N0
LInHaAT & 3TI,775 373.725 372.453 364,849 347,012 295,530 213.4#% 10)1,251 «000
LINMAS T 319,733 321,155 325.053 327.P20 323.289 296,033 23K.718 129,5H7 .000
LIMAY B «124,367 =121.535 =111.940 =93,453 ~£3.294 =21.993 2l.268 39,711 D00
LINbAZ 9-1291.264-]238.¢°3-1280.516~1253.769-1190.%#271058.663 «819.26k =441.,979 000
ESFORCO MY EM TONELRGAS MILIM,/MILINM,
LINBAS ) 35.06R8 35.237 32.965 24,029 1.572 =35,A50 =79.013 ~R7.282 118,.11A
LINHA:D 2 29.485 31,377 34.361 33.411 21.191 =8.A40 «53,595% 89,337 =115,.044
LInkat 3 212495 24 ,47R 33.865 42,075 42,832 23,604 «21.7A5 95,181 =~356,955
LINRA: & 18.331 14,573 30.045 48,178 4,365 59,913 17175 =95,995 =601.3H9
LINFA: & =l.b28 3.229 22.899 4ALEARP TH.93T 91,346 58,751 81,917 ~HNR.A21
LINKA: & =]10,903 -h,n25 13.175 40,806 TH.A0A 105,706 92.439 =~47.494 =Yn7,930
LINRA: 7 =14,083 =1]1,207 3,500 24,968 SA,.519 LY T Y9598 =+ 185 ~404,.536
LTnHA: 8 -3.792 =-7.330 =1.737 T.448 P4.276 44 ,49] 62.026 28,560 «441,979
LINHA: 9 «000 100 «000 000 U000 +000 008 «+ 060 000
RPOTACAQ wW?
LINHAZ 1 =,1592786%Z«03 =,1587352F~03 «=,1565752F~N3 =+ 150RG24E~0] =,1388929E~03
=~ 11787575 =03 =.851340NE=0& =,4290475FE-N4 «0N00DDOE+QD
LINkAZ 2 =,15642975-01 =,15A3620E=13 =,1556323E~03 =~ 1520670F=09 ~+1425126E-03
=a 12277855 =51 =, ROT9ST4E~NE =,4451R9TE~N4 «00000DAE+0D
LINKHAL 3 =, ]43580F7~02 =,1441465E~03 =,185334TF~03 =el24Fa2)1F=03 =,13909T0E~0]
~a122R7237-03 =,9165303F=04 =,4559295F=04 «NBUNNNHE+00D
LINKAL & = 103TT58=03 =, 104A596E~03 =.10R1327E~03 =.1110090E=01 ~+1123345€F-03
=e1041R5RT=0T =, RIS1022E~04 =,423A151F=04 «ONQNDNQE+NY

LINHAS § =,22957237a04 =,247S9APE~Na =,2011245F=04 =2A811AAF=0146 =, 4K849)9FE=N4
=a52109183=04 =~,47RY000F~D4 =,2RTAALIYE=-CH JODN/NALE+00
LINHAL & «IRTRFOZE A +96THSANE~N4 +INIEIPAF=04 «TRTRATTIF=04 wAI413RCE=N4
«3LA0LIGT =00 «1A0HSIHE=NG «4016911FE=-00 SOANOODAE+N0
LIMMAY T ,22475Q43-97 «22T045TE=-D +PZLL4RAF=NT  L20PAGNIF=03 «1R63451E=-03
+15064NEZun «1008779F=03 «4IAAPARE=D4 «ON0DNGNF +00
LINHALD B « 7654 30RT=07 w2664 T42E=-03 «CR1IDAZE=0] « 252604 1F=-01 + 235094 2E-03
« 20250558207 2 140AZ2aRF=0]3 e 764252 TF D4 «000BONOE+0D
LINKHa: 9 0000007400 «0G0ADONE+0D +0000N00NE+AN «00000NNF+00 +NN0BON0E+DD
LQAANNNET4n) +0000G0NE+ND SOBODDONE +00D «BRBANDNE + 040
ROTACAD W PONTO
LIKHAL 1 ~.20061485-0) «}66BTIZE~D4 2 J2A9K%3F=~N4 wAG04]QRE~NS «5271255E=-04
4 T252PRZ=04 «258T3BIE=-04 =,5591950F=n5 «O0D0NDOQE+D0
LINMAY 2 =,3579&8aZ-p) «17563ARE~04 «35T4000E=Na «SATSLIRPE~DNS «HAISIS9E-n4
«T3AT7I01T=04 wH4l0196FE-04 b IR ANEARE-NA LAN0ADONE+DD
LINHAD 3 =,813]140FZ=33 «1748535E-04 +3699050F=n4 +H916125E-04 « 8199949804
«899R9F =04 «1N4114RF=-03 «R4Z0ATFE~D4 «NOACORNAF+00
LINMHAL & =, hak2RHL7-07 s 1SROT4BE-N4L «3504429F<04. L,G90R1ADBF-04 «3031222RE-04
«1213)578n +1413H23E-N3 «1297035F-03 «O00NONAF+00
LINHAL § =, T224R0nT-n3 +1273013E-04 «29R4100F~04 +5AUS944F -4 sA9G4A09E~D4

+11076ars-n1

«1659189E-03 .

«1657140E=-N]

«00BNQONE+D0

LTNRAZ & =,B957774hFany «HAS2IIKE-NS «2L6RTRSF =04 «43P44AKF=N4 « TOGI2945F =04
«12027465=073 «1£47533E-01 «177TRARSF (3 «NDOOADAESDN

LINKALD 7 =,8528G4Ra7w01 «AFPASTSE=-NG «11R7004F~04 W 7H00%TNF =04 «5001851F=-0s
«1271604F~03 ¢ 169624AE-03 «ODRLDOCE +RO

LINHA: 8 «FIATINSNF =06 #3231 0E=DS sRbbqbal=05 «183098B7E~N4
«STTISIBE-04 «THANALITE=04 SO0URDOOE+00

LINBA: 9 00aNNONT JODDNODOE+DD AONDBADONE+ND «~ON0GNONE«0D «0NONOODE+DO
«0000NNSTenn «0000N000E+OD JONONNONE+ND ~NOROOONE+GD
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5.0 CONSIDERACOES FINAIS

Os bons resultados obtidos nos Ensaios de Aferigao,
considerados sobre reservatorio cilindrico circular, com
PI-2 para os deslocamentos e com a apraxima;éb Y para esfor
gos e rotagGes, sugerem a conveniéncia dessas mesmas aproxi
magdes para o caso de outras cascas cilindricas circulares.,.
Pelo menos refletiram bem o comportamento de bordas livres
e engastadas. Ficam, entretanto, outros tipos de vinculos,
pontos a serem analisados.

. Na aplicagado feita nao capitulo 4, nota-se, prinei
palmente quanto aos momentos Mx' a rapida convergéncilia que
se verificou nos Ensaios de Aferigdoc com a aproximagao Y.

Devido a limitagdes de memoria do sistema de compu
tagao utilizado e do tempo necessario para processamento,
ndo se fizeram experimentagdes numéricas com redes de ma
lhas mais apertadas, como nos Ensalos de Afericgao, pelo me

nos até aquele tamanho de malha para o qual de nada mais
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adianta refina-lo.

Esse limitagao de até 16x16 malhas, naturalmente,
decorre nao somente do método de resolugao de sistema de
equagoes lineares utilizado, mas também de sua programacgao.
Isto é, se se usa memdria auxiliar ou nao, e como ela & uti
lizada. Alsm disso, influiu nessa limitagao, o tempo de
processamento. Para o processamento dos quatro sistemas de
equagoes minimizantes foram necessarios aproximadamente os
seguintes tempos: 1:20, 2:40, 9:00 e 28:00 horas respectiva
mente para resolver os sistemas de 66x66, 120x120, 276x278
e 496x496 squagdes linsares.

Naturalmente, seria possivel recorrer a me todos qus
visam otimizar a utilizagao de memdria e sejam eficientes
quanto a precisao. Porém, 6 bom lembrar que influi na pre
cisao do método, a precisao do computador, principalmente
se o sistema de equagoes & de grande porte.

Qﬁanto ao tempo de processamento, isto esta intimg
mente ligade ao método utilizado, se & iterativo ou direto
(otimizado cu ndo), & utilizagdo ou nio de meméria auxiliar,
& 20 sisteme operacional do computador.

No trabalho usou-ss o método de BGAUSS - JORDAN -
RUTISHAUSER com a utilizagao de memdria auxiliar.

Apesar de ses ter desenvolvido a discretizagao do
calculo dos deslocamentos, dos esforgos e rotacoes da casca
estudada no capitulo 4 com redes duals, ficam para posterior
trabalho, complementar deste, as experimentagoes numéricas.

Feitas essas observagdes, passa-se a seguir & 1lis
tagem de algumas conclusdes e sugestdes.

Como conclusac bastante interessante, 1isto median
te as anadlisss dos Ensalos de Aferigao, € o fato de se ter
obtido os melhores resultados para valores de M& com a apro
ximagao ¥, cue & com expressoes em diferengas finitas prove
niantes de smpregd de polindmios do segundo grau, com a im
posigao de rotagdo nula no engastamento; as quais se Julga
ram, a priori, serem as pilores aproximagoes de derivadas,

apesar da reimposigdo de rotagdo nula uma vez que esta ja
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tinha sico imposta no cédlculo dos deslocamentos. Isto vem
provar gus nza2m sempre € verdade que, quando se utiliza ex
pressoes =m diferengas finitas de derivadas, obtém-se melho
res resultados quanto malor for o grau do polinamio intarpg
lador utilizado para a obtengao dessas expressoes.

Dutra conclusao, agora referente as experimenti
goes numiricas do item 4, apesar de nao muito afirmativa,
pois ndo ses tem em maos as solugdes sxatas, & que as aproxi
magoes ccm polindmios interpoladores do ssgundo grau, pare
cem dar tons ressultados ao compard-los com os dos Ensalos
de Aferigao; aproximagdc y para o cdlculo deos esforgos, ro
tagbes & deslocamentos. Naturalmente, cabem aqui as mesmas
sugestoes citadas no item 3.6.5 para as rades habituais., no
que diz respeito a correcgao de valores das grandezas consi
deradas sm alguns pontos. Como também, a aplicagas da ex
trapolag2o de Richardson para obhtengao de melhores resulta
das, uma vez qus se verifica convergéncia monotdnica ao se
refinar 2 malha (veja resultados apresentados no item 4.3.5].

Pontos que reguereriam estudos especificos sao,por
exemplo:

a) Automatizagao da minimizagdo da energia. Para o
gue € necessadrio um conhecimento razodvel em de
senvolvimento de algoritmos, para programagao
cg computadores digiteis.

5) Utilizagao de polinomios intarpoladores de grau
mals elevado para a aproximagao do cadlculo dos
c=sslocamentos, como j& se obs=rvou no capitulo 3.

¢) Tratamento de contornos curvilineos, trapezoi
dais, etc. Por exemplo, um contorno trapszoi
cal, poderia ser tratado como se indica abaixa,

gdmitindo malhas gquadradas.
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Os "aslementos” cujos centros estao fora da gstrutu
ra sao desprezados. E aqueles cujos centros se localizam
gexatamente sobre o contorno da estrutura podem ou nao ser
desprezados, dependendoc da grandeza gue se deseja aproximar
e do tipo de vinculo deste contorno. Por exemplo, admitin
do engastemento e a grandeza deslacamento, pode-se despre
zar tals slemesntos, uma vez que os deslocamentos saoc nulas,
5] ﬁue nao deixa de ser verdadé;apcis admitilr deslocamento
nulo, implica em dizer gque a snergia armazenada no elemento
em questaoc € nula. Como outro exemplo, se fosse borda 1i
vre e a grandeza ainda o deslocamento, poderia-se mediar a

energia; o que foil feito no capfitulec 4.
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6.0 DOCUMENTACAQ DOS PROGRAMAS

6.1 - INTRODUGAD

Aprzsentam-se neste capfitulo os programas 'utilizg
dos para o c3lculo dos Ensaios de Aferig3o e Calculo Varia
cional da casca. Cada programa & documentado por meio de
um resumo, um diagrama de blocos expressc resumidamente 8
sua listagem. Seguiu-se esta forma de ¢cscumentagado por nao
se pretender agqui documenti-los rigorosamente, porem de for
ma clara.

Pela rasumo comenta-se a fungao do pregrama. Pelo
diagrama de hlocos resumido, mostra-se o =squema logico da
programagao do problema (apenas os principals passos, dai
té-lo denominado de resumido],.e pela listagem, a sua Ppro
gramagao propriamente dita na linguagem FORTRAN IV para o
HP2100A.

0s programas foram elaborados segundo a Téentca da
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Programagao Estruturada, ﬁor apresentar duas grandes vanta
gens em relagaoc a técnica de praogramagao comumente utiliza

da, que sao:

(1) Maior facilidade na elaboragdoc do algoritmo do
problema e, principalmente

(2) mMaior facilidade na sua verificagao.

A Técnica da Programagdo Estruturada,é dividir sem
pre o problema a ser resolvido em varios outros problemas
de menor grau de dificuldade, denominados de blocos na 1ip
guagem computacional., Essa divisdo & feita de modo a permi
tir que cada parte {(blocecl,possa ser programada e verifica
da independentemente das outras, dai as vantagens acima cl
tadas.

Nos itens 6.2 e 6.3, documentam-se todos os progra
mas utilizados e inclusive-as ndo utilizados (posteriormen
te justificados) para os célculos numéricos dos Ensaios de
Afericdo. Os programas nao utilizados sdo ao todo tres, a
sabzr: .

(1)} Programa CANAL para o cdlculo analitico dos des
locamentos w, momentos M _ e rotagoes § do re
servatorio padrédo adotado.

{2) Programa EARH para o cdlculo numérico das gran
dezas w, M e Y, expressas pela aproximagac com
polinﬁmiosxinterpoladores Lagrangeanos s Hermi
tianos do segundo e do quarto grau sobre nodu
lagao habitual, do reservatdrio padrao adotado.

(3} Programa EARD para o calculo numérico das gran
dezas w, Mx e Y, expressas pela aproximagao com
polindmios interpoladores Lagrangeanos e Hermi
tianos da sepundo e do quarto grau, sobre "Odﬂ

lagao dual, do reservatdrio padrao.

Esses treés programas nao foram utilizados dnica e
exclusivamentz, por apresentarem os resultados nas formas in

comodas para fins de andlise, como se vém na documentagdo.
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c-3, os programas apresentadaos e que foram utili

~
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~oda oite, a saber:

Programa CALW para o calculo analitico dos deg
locamentos w, com a gravagado dos resultados em
disco magnético.

Programa EARHW para o calculo numérico da gran
deza w expressa pela aproximagao variacional
com polinomios interpoladares Lagrangeahocs e
Yermitianos do segundo grau, sobre nodulacgao
habitual, com a gravagao dos resultados em dis
co magnético.

Programa EARDW para o cédlculo numérico da gran
deza w expressa pela aproximagéo ~variacional
com polindmios interpoladores Lagrangeanos e
Hermitianos do segundo grau, sobre nodulagao
4ual, com a gravagao dos resultados em disco
magnético.

Programa IMPW para a impressdo dos trés resul

+ados dos deslocamentos w (os analiticos, os
aproximados com rede habitual e com rede
dual).

Programa CWLHA para o calculo e impressao das
rctagoes y (as analiticas e as quatro aproximag
~=3es com rede habituall.

Programa CMXHA para o cdlculo e impressao das
momentaos Mx (os analiticos e as guatro aproxi
magoes com rede habituall.

Programa CWLDU para o calculo e impressao das
rctagdes Y (as analiticas e as quatro aproxima
=5es com rede duall.

orograma CMXDU para o calculo e impressao dos
momentos M {os analiticos e as quatro aproxi.

~agdes com rede duall.
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Naturalmente esses oito programas se originam dos
trés citados anteriormente, ou melhor, esses programas fg
ram desenvolvidos apenas com o objetivo de que se pudesse
imprimir todecs os resultados (deslocamentos, momentos e ro

tagoss exatos e apruximédos ‘com rede habitual e duall nas

formas apresentadas no item 3.5, por serem mais adequadas
para fins de analise sobre as apraximagdes estudadas. Por
esse motivo, apresentam-se esses .0ito programas de forma

mais simples que a linha estabelecida anteriormente, supri
mindo-sa desta o diagrama de blocos. -

No item 6.4, documentam-se os programas utilizados
para os calculos numéricos das discretizagdes, com rede habi
tual, do célculo dos deslocamentos w e v, dos esforgos Mx’
My e Ny, e das rotagoes w' e w', desenvolvidas no capitule

4. O0Os programas $Aao:

(1) Programa GERA para a geragao s gravagao em dis
co magnético da matriz dos coeficientes e dos
termos independentes do sistema de equagdes mi
nimizantes. -

(2} Programa CALWV para o calculo dos deslocamen
tos w e v (resolugdo do sistema de equagdes mi
nimizantes) e perfuragdo dos valores dessas
grandezas em fita de papel, para serem utiliza
dos' pelos deois programas seguintes.

(3) Programa ESFRO para o cdlculo dos esforgos M,,
My e ¥ e das rotagoes w'e w°.

(4) Programa LISTE Programa utilizado para impri
mir as submatrizes gue compoem a matriz dos coe

ficientes .

0s programas (1), (2), (31 e (4], citados acima,
foram elaborados permitindo gue as malhas da rede habitual

pudessem ser inclusive retangulares, porém, todas iguais.
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6.2 ~ DOCUMENTAGAO DOS PROGRAMAS CANAL, EARH E EARD

6.2.1 - Programa CANAL

Este programa, para o calculo analitico do reserva
tdrio padrdc, foi elaborado de modo a obter as grandezas de
interesse deste trabalho (deslocamentos w, rotagdes § = -w'
e momentos M: = Kw")] nos pontos da estrutura, onde também
s30 calculacas tails grandezas por meio das duas discretiza

c6es, uma com rede habitual s outra com rede dual, do calcu

lo dos deslocamentos e das oito discretizagoes da calculo
das rotagdoes e momentos, quatro para cada tipo de nodula
cao.

A fim de possibilitar o confronto comparative des
tes resultacos com os obtidos pelas discretizaqﬁes (objeti
va do capitulo 3), o programa imprime os resultados na for
ma de duas tabalas. Uma para comparagac COm OS resultados
provenientes d=s discretizagoes com rede habitual e outra,
para comparagéo com os resultados oriundos de discretiza

¢O0es com recs dual.
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Listagem do Programa
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0085
ouYs
ooe?
vgas
0069
0090
oSl
ouse
0053
BT
0095
0u5¢
ous7
vosy
ouss
[RRH
0iol
ptozg
viu3
vlue
v}jus
0lve
oiu?
viuva
o108
0l10
ulll
ol12
0il3
vlls
Q118
ullie
oll7
Olla
elils
0120
0lz}
0122
0123
clas
015
0lezé
elz?
vidy
01:2$
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C edh

C eta

C

c L2 R

10

2

C voa

€ -

C wnw
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iMFheSSAC LLS rEdULTAULS

CALL IMPRIZaNhaswenbaMASTIT)
CALL IMPRIEINsnSsalSemMASe][T1S)
tC IC 1luw

EnG

SLENCTINA CESF = CALCULU LE mewlL E MX

SLERCLTINE CESFUXRVALFASAsEsCIPyCTRKowonLo®As ]}
REBL FA{Lbem(llemi i)
ALFARSALFA®YX
Fle=tAF{ALFAX)}+L AP [=ALFAX)
PEspeSIN{ALFARY LGS {ALFAR)
FA=Z.%EAP(=ALFAAICHeCUS(ALEAK)
m{[1==Po(X+(FLlPFe=P I/ (EL9ARALFA))
RLUIIS<Po{l 41./247a%{PLoitp~CIOSINLALFAN) #(4C)
* CLS{ALFAR))+2.9crP {~ALFAX)® (=C)eCLSLALFAAY))
FXLI)s=CTR*FOALFAZAR [ {LAF [ALFAAY=EXP (=aLFAA))®
* {e2CCSUALFAX)}=- L'blh(ALfo))-c.'Eth-ALFAA)'uGSIA(ALFAAD)
FETLURA
ENC

SLERCTINA [MPR =~ [MPHRESSAQ CCS HESULTAUUS
SLERCLTINE IvPRUINICeNswonb oM X TET)
REAL wildewbL (lasrxtl)

INTEGER TIT(1)

CALL FAGNINSTIT)

AFL=52

IFlv=zz®(h+])

L=l

i=u

EG 10 w=IMICsIFIMe2

I=1+1

1IF(l.LEJLPAPLIGC TO Q0

L=L+1l

CALL FAGNINSTIT)
arITELlEsdduon{llonl (L) araL])
FCRrAT{lSaFlaofrccle I9F19.2)

RETLRMN

thi

SLERCTINAG FAGN = FUUANCA Lt FAGINA £ IMFRESSAQ [C CABECALNO

SLERCLTINe FnbhtthIT)

INTEGER TI1TULL)

FOSJCICNANMEANTC LE PAuwiNa ACVA

CalL BAECU3+]liUedsb2)

CALL tXEC(3Iviluecbrod)

IMFRESSAC DC CavcCaLhg

whiTE(aeldns (TLITLL}e[=1e4)

FORMAT (™ ENSALC GE AFEWRICAC = SCOLUCAC ANALITICA #ARA hsw

® 127" ACCLLACAD GuPWATIVEL CCM A DISCKETIZALAU CCM KELLM™
s 1Xs8a2)

mkITE Lbeéd

FCRMATIZ M ECNTG DESLUCAMERTLWGX"ROTACAG whttTx,
B ONCMEATC MAVZLAYHAULAL w")

RETLRA

£np

EnGsS

ENSAIC LUE AFERICAC = <LLLLAU ANALLILICA FARA B=12
ACCULLACAC CCMFATIVEL CUM A LISCRETIZACAC CUM HEDE HAblluAL

FChTQ CESLCCANENIC KRUTACAU w? MUMENTO MX
FACIAL w . .

2 —USETESS =labfuyle-u2 <000

4 —-—.b44pzdy “altibdbcut=~03 4a31y

€ =l.lYzub?! =olbehlYbE=y2 EUs it

& ~l.121%21b - o lDd9BUSE-u3l H3.udh
1v ~Es20407U0 s lddyhole=u3 ivb.b71
12 =~Z2:8%71858 = vE0ToidE=us4 1lb.aby
la vZebwlildel -s43110deck=us duagdsul
1e “ZeMEEEELD sdliBaiue=vs EET- P PL )
X} -Z.E11T7300 elélvinb=¢2 dil.T0e
Lev ~Z.05h53L s2USaSYEE-U2 Jub.ohy
éc L BY3-1-1-N ] sehbUslat~03 6lebiY
b —ekcayi3cl eclfjusbbb=ud ~459 .3l

et =2 0U00UL1L N EEEFETY LT =13avaailf

TERNIMNALA A0 abeacdoaaeoteocRnouannbAusapane
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ENSAIC Ok AFEWICAC = SeLlCal anaLITICA FARA A=)
NCCLLACAC CLMrATIVEL €Cu¥ & LISCHRETIZACAL (UM KEDE LUAL

PONTC LESLUCANMENTG KOTACAU w° MUMENIL MA
rLCLAL W

3 -s3LESIDY ~elobb690L=02 LT
-] =«Sivd0ts = losalsysb=u]l ) 1U.768
7 =l.ut07030 ~aloYvulec=-ud EETS -1
9 =1.57115%2 ~sl4halodb=L2 Trab5)
11 ~Zu4i5a%04 -allontyek=-03 lau,34%¢
13 = lalebbd =y fddLgese=0a 2ly.ooel
15 L NCaybbE =sddbyablb=U% duesabid
17 ~&.772351Y siol foltE=~iy Jodesvé
i% =Z.3lLbYey et lfvzut=4J Jubl.obU
2t =l.titree?t ectedeent=yl dilatan
213 = ki2Tusu Y3-TY DYl K] -151.4%8
25 - 1E22237%¢ s l304H)VE=¢d =S i.ciy

6.2.2 - Programa EARH

Ests programa, para o calculo numérico da aproxi1
magao variacional com polinomios interpoladores sobre nodu
lagdo habitual, item 3,3, do reservatdrio padrac, foi desen
volvido para primeiramente calcular os deslocamentos em to
dos os pontos da rede habitual, estabelecido por uma subdi
visdo da altura H do reservatdrio, e em seguida calcular as
guatro aproximagdes de rotagdes e momentos, ja denominadas
de aproximagdes o, B, Y e 4.

Para isso, e mediante a utilizagdo da tecnica da
programagaoc sstruturada, programaram-se a geragao da matriz
dos coeficientes e dos termos independentes da expressaon
(3.26) e as gsragoes das matrizes derivadas [Pm] e {me]
(matrizes (2.30), (3.32), (3.34), (3.36), (3.38), (3.40} ,
(3.42) e (3.44}) na forma de subrotinas. Desenvolveram-se
também nessa forma, programas para resolugdc do sistema de

ecuacbes linsares e impressao dos resultados.
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a) Diagrama de Blocos

Definigac dos valores
dos parametros basi
coes do reservatdrio e
cédlculo da constants
r.4

Leitura do ndmero de
subdivisoes de altura
do reservatdrio

Ndmero de sub STM
divisdes da altura do
reservatorioc = ¢°?

NAD

I

Célcule das desloca
mentos

Calculo das rotagdes
e momentas com a apro
ximagao a

Impressao dos resulta

Calculo das rotagdes
e momentos com a apro

ximagao B
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Impressao dos resul
tados

Calculo das rotagdes
e momentos com a apro
ximagao vy

Impressao dos resulta
dos

— 71T

Calculo das rotagoes
e momentos com a apro
ximagaoc &

Impreéséo dos resulta
dos




b) Listagem

seesme [JECUE vzlu,

el L D R T L L L T Truvvpy, [Py PSR X

vhul
GuCe
Suuld
Ut e
dLub
Guve
Juut?
JuLy
oGCy
vulG
boll
vile
vl
vuly
uls
wile
wul?
cole
uulYy
Gl
Lued
Jveé
O él
wlew
uyvuel
guge
wwed
duzr
Uueh
IRV RS
Uuli
vedé
G432
vude
uilds
Lule
Veld?
Ry 4
Juzs
Cuuy
Gual
Uu«g
ged
['BET
[
CusE
Lua?
Luse
Cuuy
[2-N]
Ugtl
wuté
vuS3
duke
v %
Gysk
wik?
[T
GubYy
Lutl

[~

FThbGaL
FRCcRA>

C

C o448 ENSA[L

C
Civess:
K AL Ma
Euvive.
IATete -
LarTe 12

R akekziakalsRalalalaNa el al o Na"

[ alw]

[aRaXal

#a4

ast

16

Serpkacr

"

Laut g

[T T I O [ T [}

E=Z.5
Custal
Fouerw
Chvuz,a
FElg o/l 2
C=efuaz,
L= e
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do Programa

% 3Lkl 4 % amul Lhagk ® llsubsTe ® Zik HYM JBS © PaG ] sssess

L LE
- #FERECAL = NOULLACAC kapITual

A ow A e al 41 P (T AT cALTITI)

{121
trCE fA(Llel)eF(lel))

TETla)earnUALLE)
Tr7erroserblochnlUseral s sAPHOR/2nALséRFAslh o
Tkelr sePlLasZniaslh «2hLEs2PL T lhas

» fonsistaebd ¢ MILIMETHGS

s = Cenelanle Uk wlGILER

ELmaml Lt SLoUive L# ALYT. h UU kE3ERVATCRIC
suLtlC Lk cLaSTICILALE LG CUNCHETL

CLcFe LE FRUPURCIULABLILADE K/ ¢ LALC. UA
corz38ira LA Makblt LU wESERVAIUKIC
soiuma LG REDERVATURIL

~exl onqkelirICu LG LIGulLG

rOIC LE CunvalbbA LE RESERVATCHIU
cxec%zlia La FARELE LU RESERVATLH LG
LESLLURNMEATL

rLTaChy

wLrEhL

Ty
aln,syif) g eh
ER I A 2 F o P

Crara avifié,
LEN TR - ] .}

Irihee s
EET S

Coativie

~LreC TC Llub

LLS CeSLUCAVMENTLS »

CALL w®=rINscoerslieNMoUANAVA)

CoLi o
K=nel

=1iiveh)

EL i .®ien

wlil=a.
Alni=L,

- %

Abplaasd020 ALFA LU CALLLLEC LA KHOTACAL E LC FUMENTO

CTes vez/rw
CaLl rasginefsy)
CaLly Fo_itraCienmePonl)

Cle={rsenyry

CaLL =5

sazlNsF ey

Lol Mo TissCfrowmabepmi)
Cube . vonigonallleAarrnUAslonsnLarX}

888 prnll vol-0 z2ele LG CALCLLY La RGTACAC b LG NUMENTU
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votl Cik=le/ica/b¥

vlbe CaLL FA=LINeFsU)

ekl CALL ML TlAsCTEsRsranl)

Luse CTe=ClersrwrlH

Cunt CALL FAAZLU LA oFs )

cuts CALL Pl fdasCTEsmpraNA)

vun? CaLlL I?PHCéchnrllvAFRUK-ﬁohthoPll

etz €

Lugy C #EE® AERLERLIrP-ChL GAME Lu CALCULLL L# KuTaACaL E LG MUMEATO

cete ¢ !
suli CTE=GaS/rY i
wiete CALL FA~utaskal) . |
RV ] CALL wLLT(KeCTEvnsFenl) :
oL~ Clt={r/="ir¥

vets CALL ®wRAutiNIMeL)

yule Cali pLLTAR+CTEs P IMA) .

[N CalLL IPr-icoh’llluﬂPhUAvToh;nLo’A)

wote € |
Loly € ®ow pRRCXIMSCAL CELTA UL CALCLLE LA FUTACAG & LC MOMENTO i =
ve bt <

CLEL CTE=1a/72Se/FY

uhee CALL Frztinabel)

Goel CALL PLLT(HKsCTE IR anl)

Sut* Cie=Cle/srmaCh

vues CALL FrzeLiNsPed) -

wdes CALL PLLliRsCitensk MR

Cuel CALL lPPh(cuhoIll!#PﬂUlclUuhr-LOPll

uLbs L 10 £v

ywtoo 106 ENC

Guar thiz

P e T T T T LS L LA b LiSTacEr  TERFINADA EBUARNEHOUNONINRIRRSREIRDIEITONEN

ENSAIG LE AFEWICAC = UESCHEILlgstay.Cuv Ktle rak]TusL

MUMERG Le SLEGIVISLES = lé APHUXKIMACAU ALFA
PONTO CESLUCAMENTS wUTACAL w? MOMENTU WX
. RECIAL w»
4 - Uun31lE -, ldeyobe=43 2420
& - BIGESEY -, ibecdlHE=43 2etcl)
) =l.1El}plr - lvUzlak-u2 Llb.90a
& =}.Tyi35ke e 13Llo9Huk=03 504058
10 gl l4lElSY =a3dzcdddb=03 lou.lev
12 wZalvzdell marrldYlat-us : lobev9d
14 = 2830ELT = unMlgflE=U4 250,008
16 L L TELET S scoézllte=l# Jéba.eld
ie ~ZsbB4%40L3 ’ ellisaver=42 de4.330
v =Z.18133% 1929 10EE=U3 310.02Y
22 =] ATEHTES ecaatolbb=03 Kbl ltd
24 - SEE%2%vy wcubo3UEE=U]d =399.0e?

28 JCOUEOUY siubulel=b3 w35y .nél

ENSAIU LE AFENRICAC = Ul1SCHeT1ZaCal CCF WELE HABlTUAL

MUMERC L: SLELIVISCeS = & *APHOUX)IWALAQ BETA

PONTC CESLUCANENIL rLTACAY w? MUMENTO MK
RACIAL =

2 - 055311 ~uiB3udoTb~U3 -st2d
4 —atIBEELY =yl débele-03 1e197
& =lalélik3e . lbtcutyt=03 Ai.082
e «l4.14735¢cc e lnilofec=-03 4B.4681
v 21518157 - landuuit=03 Ypabbf
ie = <S9iuslz = lUZdL2%E=0] let.930
la =2 B530EYT -,ouigdy TE=U4 29V IV
it ~FabUuGAch sczowUdale—Us EPATELE!
%) —rebBOYHUY elligeese—4] Jrlaevwty
2u =ealblddsy s€uintdaL=L3 dl4st9l
22 ~l.37enTcn scoUnoehb=U2 LitG«2%D
24 ES-FP Y217 scacoawnb=U3 «3ita213

¢k fUUYOLY atrBodadE=U4 =I1d0.085
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ENSAIC LE AFERICAC = DISCweTlLALAG CCM REL: raplTlLaL

AuMe=C LE SL=CIvISCES = 2 AFRLAINMACAG GAFA
FCATC CESLCCANMENTC KUTACAGQ w? NMOMENTC ME
RACIAL w

2 = U%83]11e - lodaybbe=-02 24420 .
) -eb35285y “alogggue~L3 cobel :
& ~talEllede —eloUZloaE=u3 Le.%04 :
H “l TUlZ5en sl luYhet=y3 Su.098
1¢ =cuinlEls? -slidde3it=-ul Lou.let .
lz ~Z4952k413 oy ldvleb=le lot.wbd ,
la =2 EEIDEGT =s4pdlzlTh=Le 250.0%0 '
it T LLTRYS pe9221068=1L A deta2ld
le “ZetBabald olilb3yobk=-03 Joa.ad0
a% =Z+18133% sl99yluee=-L3 ENYIPN.T-4 ]
ee ~1.378e7c4 sconiblibe=u3 ob.lbé
i = BEE2GFSY erUbdIVeL=4 3 =3Yva.bzl
2t «YQuoutLy wUUVLULDLUUE+ LD ~-1295.020

ENSLIC LE AFLWICAC = UISCRETIZALAU CCM RELE maBITUAL

MLWERL L8 SLELIVISCES = 1z AFPRCXIMACAQ LELTA
FCATE LESLCCANENTC KGTACAC w* MUFENTO PX
FACIAL n : -
z -488311¢E wel0JUZaTE-y3 -s0l
4 -t IGEEHY ~olbdenzle=02 lel9? |
[ =~l.1811e2e = lbiduiYe-03 1T.082
g -l 70130 -y lbd2nlak~03 EY- P 2-11)
lu =Z.451cle? =eidnduuldt=-u3 Yid.550
12 =Z.%9zd6l] “slU23)2BE=-L2 lo/.931
1s =ZetS3VbuUY =souppYist=ud 2Sva4lu
1t ~2.504%3cH a2204802l8E=0u Aev.4ul
1e -z bd4valy ebllBouldE~ul KRN 21
2¢ =Z.le13390 elUibtIaE=u2 J2ua.b90
. 28 =ledTHUETCH webUo5ebE~ul 1ivegYh
2 cWBEESESV ectrdufut-ud il 1262
2& +OulooUY s U BUOUE+ OU =luSye.44Y

c) Listagem das Subrotinas

c.1) Subrotina GMRH

Estz subrotina gera a matriz dos coeficientes e
dos termcs irdependentes do sistema de equagdes (3.26).Seus
parametros szo0: N, E, R, D, HM, GAML, M, onde N 8 o niGmero
de subdivisoes da altura H do reservatorio, E, R e D 580
respectivamente o modulo de elasticidade, o raio de curvatu
ra e a espassura da parede do reservatorio. HM € a abertu

, Tr

ra da malha (=4/N}, GAMA e o peso especifico dao 1liquido con
tido no ressrvatorio e, M & a matriz de Nx N + 1 elementos
gque contzrada = matriz dos coeficisntes e dos termos inde

pendentes.
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scoas® [ISCC: METCUe ® SLECE: 3 ® Arul LMAUS @ INYAILTaL ® 21k asd 275 # PAG ) escess

——— 1--.----;u_-------zu--------au------»-uu------—-50---~----au---—-—-~7u-z------au

ULl FThs !
WULE SLERCLTINE GHREINsEsHyUshM eGANASN) k
vuu: € ‘
JuLs C wese SUERCTINR FaWu GLRACA(D Ca FATH1Z UCS COLFICIENTES E tala ;
vty € CC EASAIC CE AFEWICAG = ALLLLACAC hABILITULAL !
tudt C j
oyc? FEAL FI*3472) .
uscE ¢ |
ouLs C :
uulc AsEoLo-wo#2/ (4, 0hav2)

dull EzEeL 903/ (Eal"hpeeg)

[0 - o

GoL13 € #wes Jizak waThIZ W

yuls €

ga1s CC 1V I=len

ugle CC 1C o=1ep

wul? 10 ®itlewiz=le.

vole ¢ ‘ .

ugky C #ee CERACAC LCS ELEMENTCS CE M0  PCR LINPA

gpau < .

Duél . Rish o ®A

002z E3=3,%%

Guz2 "EEmg.tE

LLza AilZnIha+tlZ.®E

Gues Errpet

toge C

QUET € wee# GEARACAL CAS 3 FRIMLIWAS LINFAS

guck €

Uyes Fllald=Z,0a+p83

QU330 FPllezi==batt

[HVER Mile2)=x2

Guze Migsllz=g.®d

0L3z WiEezi=bbela, ol

[EVRCL] Mlzedlm=10."H

Quzs ¥lgen)zui

[T L AR -]

ud? wlIezlz=lu.%d

dulk vid,2)zpa+ldPE

063y

[ R LEEE-RE -1

Gusl C

GusZ € %9ed GERACHI Las LINFAS A=l kA

¢ys3 C

LIV Ishw]

pyat «=h=3

ylat: M{leLi=EE

Uyh? Mllsusli==EN

[REY Wlle,=chzaaullp

Yuay Mileo+Z)==El

0Lso I=1el

0051 File.+1)=E2

Quse ¥{ls.+Z)=-08

a3 Mlieu+3)zAbe]lb "0

Guse C .

Gues € #ese GERACA{ LAS LIMRAS CONSTANTES

Gese €

wut? =4

[N-T] 1F=h=3

GubS LC ¢ IsihelF

UvEy wBi=é

ouel ile =g

VUee Miisu*1l}==E8

] Flle.-ch=nalie

0pEs Flisw-3t==gH

R+ 3] €0 wlla.=-w}=€2

oues €

QueT C ®wwee CGERAC-L LCS TERMLS INCEPERLENTES

gpeE C

uges CTesLivas-Nae3
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sutl CC 3C l=lan

QuTé ag Kiled=il=00®CIE
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c.2) Subrotina GIRIS

E 2 subrotina utilizada para resolugdo de sistema
de equagdes lineares., 0 método programeda € o de Gauss-
Jordan~Rutis®auser, Seus pard3metros sdos ¥, A, onde ¥ &
a ordem do sistema e 4 a matriz dos coeficientes junto com
os termos incependentes, alocados na coluna N+1 da matriz A

/

sscecs CISCCT METCCZ » SLBCI 1 ® ARG: CHAOT # 24.06.78 & 2H 42V 255 & PAG | sasses
&0

mavn lesesnmecllocevsceclnnansnen])cssnaumablocceone=E e &0 7laemman=80

0001 FTha

0002 SLEBFCLTINE GURISINGA)
06003 C

0004 Covd SUEBRCLTINA FAfia RESGLUCAQ DE SISTEMA CE EGQUACCES
00905 ¢ LIMNEARES FELC METCDO OE GALSS JCRUAN RUTHSHOUSER
Goos C.

0067 . CIFENSICN ALT3973128UT31sCIT2)4IPIT2)+IC(T2)
Qo0é EC 1 K=l.A

0Qog T=0.

00l Lo & I=xsN

goll €=0.

0012 CC 2 u=Kwh

0013 I E=SHAESH{A(Isu))

0014 IF(S.ES.0)G0 TO S

go1s 4 CC 2 .2KsN

goleé IF(ACS (AL o ) 1=SaT) 24247
0017 T IFIR)=]

0018 IGIR)=,

001s FIvC=hallel)

0cc0 T=ABS(2IvC/ )

0021 2 CCNTIMLE

0gz2 € COMNTIMNLE

0023 IF(TILE1.51018

onea 101 IFUIF{<)=-X)B,58+8

0025 g hi=sne]

0o2e CC & w¥1len]

0027 IEk=IF Ix)

0oz8 Z=ALIF"4)

ag2s ALIPK s ) =8 (Key)

0029 G Alx, =22

oozl 68 [FIICI{xI=K)}10s20410
0032 10 ICK=1Gix)

0022 CC 11 I=1leN

0034 =AU e 1CK)

0035 Allslo}=a0)eK)

093¢ 11 atlexi=2

0037 20 LC 12 .2lsN

0038 IF (u=%313s1lasl2

0035 14 E(,¥al./PIVC

004G Clut=l,

0G4l GC TC 15

0042 13 Bl )==2in, ) /PIVE

gQael Clul=Aien}

Goes 15 AtKs )=D,

CG4aS5 12 AloeK)=0,

g04¢ E(Nsl)z=2[Noh+]1)/PIVO
£Q4? AlKeN+12=0,

G0st Nl=A+]

6045 Klex+]

coS0 CC 1 I=slen

¢eslt CC 1 =Klahl

0052 1 201a )=201es)4C(I) B ()
GgE2 CC 1¢ “=nale=]

0Qs4 IFLIG )=} 1T7s]16.17
0055 17 Z=211G{%)si+1} .
0056 ALIGIE)ans])=a{KaN+]1)
0057 Al ohelr=27

005¢% 16 COMTIANLE

0¢sSs GC T¢ B

00EC & wBITE(Ss100)

0cEl 100 FCRwAT(/77SXYPROGRANMA KAC EXECUTADO = VFATRIZ SIAGULARMZ/)
o0e2 18 FETLEMN

0063 EAnC

CGEs 3

ssfocRoRARNRIsubaPreaanonabanbisa | JSTACEY TERMINACA 4escscasboctssifoscdosatiacdarose
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c.3) Subrotinas para a Geragdo das Matrizes Derdivadas

Caca subrotina a seguir listada, gera a matriz de
rivada [Px] ou [Pxx] e tem como parametros N, P e M, onde N
& o nimerso cs subdivisdes da altura H do reservatorio, P ¢
a matriz derivada de ordem N+I e M é um paradmetro seletivo.
Por exempls, se M=0 gera, a matriz derivada [Px]a e se M=1
a matriz derivada [Px]Y' Isto porque & diferenga exis
tente na geragao de uma ou de outra matriz g de um fator
multiplicativo,ou de se fazer com que uma determinada coluna
dessa matriz contenha somente zeras ou nde. Com isso, svi
tou-se a programagao de mais uma subretina para a geragao
de uma matriz derivada que difere de uma outra apenas de um

fator multiolicativo ou de uma coluna.
c.3.1) Subrofina PXAG
Subtrotina para gerar a matriz derivada [Px]a ou
[Px] -Y .
c.3.2) Subrctina PXXAG

Sutrotina para gerar a matriz derivada [Pxx]a ou

[Pmm]Y.

c.3.3) Subrcitina PXBD

Sutrotina para gerar & matriz derivada [Px]B ou
[2.]s-
c.3.4) Subrciina PXXBD

Sutrotina para geraf a matriz derivada [me]B ou

[Pxx]6°

c.4) Subrotinas Auxdilfiarnes MULT, IMPR E PAGN
A =ubrotina MULT calcula expresséb do tipo

{esr} = cre . {w}.[P].

A subrotina IMPR imprime os resultados provenien
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tes da discretizagao do calculo dos deslocamentos e de uma

aproximagdo do calculeo das rotagdes e momentos.

A subrotina PAGN, tem a fungae de mudar de pagina

g imprimir cabegalho.
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6.2.3 - Programa EARD

Zste programa, para o calculo numérico da aproxima
cao variacional com polinomios interpoladores sobre nodula
gao dual 42 reservatorio padrdo, € analogo ao programa EARH,
Isto &, =ste2 também calcula deslocamentos e quatro aproxima
qﬁés de rotagoes e momentos, porém, agora sobre nodulagao
dual. Ccnsequentemente, o diagrama de hlocos resumido & o
mesmo apre2sentado no item 6.2.2. As aproximagdes sdo aqueg
las ja dsnominadas de A, B, C e D.

Mediante isso, apresentam-se a seguir apenas as lis
tagens (precedidas de comentdrios) do programa principal e
das subrotinas diferentes dagquelas ja apresentadas no item
8.2.2, gue s30: subrotina para a geragdc da matriz dos cog
ficiente=z 2 dos termos independentes (que, agora, sao da ex
pressac {3.43)), e subrotinas para as geragoes das matrizes

derivada= (3.50), (3.51}, (3.52) e (3.53).
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b) Listagens das Subrotinas

b.1) Subrotina GMRD

Es-a subrotina gera a matriz dos coeficientes e

dos termos Zndependentes do sistema de gequagoes (3.48).Seus

parametros zaoc os mesmos da subrotina GMRH.
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b.2) Subrofinas para a Geracao das Matrizes Dendivadas

Cadz subrotina a seguir listada gera & matriz deri
vada [Px] ou [Pxx]' Seus parametros sado: ¥ e P, onde ¥ & o
nimero de subdivisdes da altura X do reservatorio e P é a

matriz derivada de ordem N+1,

c.5) Subrotina PXC

Subrotina para gerar o matriz derivada [Px]c'

c.8) Subrotina PXXC

Subrotina para gerar a matriz derivada [me]c'
c.7) Subrotina PXD f

Subrotina para gerar a matriz derivada [Px]d .

c.8) Subrotina PXXD

Subrotina para gerar a matriz derivada [Pxx]d'
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6.3 - DOCUMENTAGAO DOS PROGRAMAS CALW, EARHW, EARDW, IMPMW,
CWLHA, CMXHA, CWLDU E CMXDU

6.3.1 - Programa CALW

fst= programa calcula a solugdc analitica dos des
lacamentos w em todos os pontos, ao longo da altura do re
servatdrio, >nde também seraoc posteriormente calculados por
meio das diszretizagdes com rede habitual e com rede dual.
Os resultadcs s3p gravados em disco magnético no arquivo

ARQWA, cujas caracteristicas sao:

nimszro de registros = ao nimero maximo de subdivi
sfes (Nmax) desejado da altu

ra H do reservatorio.

comorimento do registro = 2. (Nmax+1).
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6.3.2 - Programa EARHW

Programa para o calculo dos deslocamentos » segun

do a discretizacdo com rede habitual. Os resultados sao gra

vados em discec magnetico no arquive ARQWH, cujas carcaterii

ticas saa:

nimaro de registros = ao ndmero maximo de subdivi
sdes (Nmax) desejado da altu

ra H do reservatario.

comprimento do registro = Nmaxz+1.
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£6.3.3 -~ Programa EARDW

do a discretizacdo com rede dual.
dos em disco maghético

cas sao as mesmas que as do arquivo ARQWH.
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6.3.4 - Programa IMPW

Prozrama desenvolvido para imprimir os conteg
dos dos arquivos ARQWA, ARQWH e ARQWD na forma de tabelas

apresentadas no item 3.5 (tabelas dos deslocamentos]).
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6.3.5 - Programa CWLHA

Programa para caicular as rotagoes Yy do reservaté
ric padrao a2 longo de sua altura, segundo a solucéo anali
tica e as quatro aproximagoes de <calculo com rede
hatitual. Os resultados sao impressos em forma de tabelas

conforme est3o apresentados no item 3.5.
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RELL (o9 INLF
100 REACIS+®IA
IF{heLZ2avdeC TC UG

was CALCLLE ANALETLICC LAS RUTACCLES !

FNZF/N
[SELE S
FETS T
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ALFRX=LLFAa®K
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RRCHR=A=3
CALL &AECLZ4109ARGNRINRCRYNF s 1ER)
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CTE=08 /0N
CALL FARAGINSFX,O)
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CALL MLLT{nLeCTEsWhsFAsuwLbBET)
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LYE=US/E¥
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mm= FCSICILNAFENTC LE PAGINA NCWa
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wniTEleslin

1 FCavalen ERSAIC LE AFEHICAL FARR A=nId" = HLUE FADITUAL®™)
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6.3.6 - Programa CMXHA

Programa para calcular os momentos Mx do reservaté
rio padrao ac longo de sua altura, segundo a solugdo analf
tica e as gquatro aproximagdes de calculo com';rade
habitual. 0Os resultados sao impressos na forma apresehtada

no item 3.%.
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0602 FECCREM CHAMA f
cua3 ¢ .
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00ll CATHd ErGanr/érhRschunaslPr/onUTRE/101/

Qole SIAF{R)=(EAF (A} =L AP I=X}1/2,
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uhls C ®8e CALLS &v TUNELALAS b MILIMETHOS

tu20 € -
Uuel Rzlz,./73.]1415%5¢] .64

G0E2 CL=y.l%2.1815%3/3.

QUed b4,

udzé E=z.%

Gués <€ :

Guét C med 2 CLLC CAS COMNSTARTES UA EXPHe ANALe CL MCFEATC

duel ¢

ygzd BLFA=SGRY (3.}

Jues A FLzSUnT(ALFANZR/SURT (CLY)

[T TeTE=Alr Ao

tudl CTa=ia( _osjensnislg,

[Ty A= INATETA)OCUSHFUTETA) +COCSUTETAY RS IARITETA) =CQS(TETA)®
ouda aLCE~tTETaA)

Q934 Ez(CS(TcTA)RCCSFITETA) )

Guss CaSIAMtTaTaI*CCSh(TETAI+ZACCS(TETAYRCOSPITETAY=CCSITETA)
YUk S in-{TETA) -

Qa7 L=CCSiTETA)9SINF(TETA)I=SIN(TETAIBCOSHITETA)

dulik pziwelezeg

9039 Exc=[eTsTa

Goal C=CeTeTm=by

vl F2h/lr/Cu®l.E=5

ui4z C

vo4d € ALF= Arl LE LINFAS A SEhiM INPRESSAS PUK FAUINA

Ouss C A2 Asl LE SEUELIVISOES LA ALTLRA h UC KESLHVATCHIC

guats C

PLEY FEAC LEe®)ALF

oGa? 1CC REZC IS

Loag IF(h.te.d3CC TC 20

Quas C

UuwEC € #98% CiLCLLC AMALITICC Ly #A

Luel €

Cusd LTV "
Qus3 K==p W

Qusa hlzne}

uts CC lu i=lenl

vube Az A4rN

wos? ALFax=apfregk

UyssE TAFLELFAAYSEREL=ALFAR)

0058Y FOSIN{ALFRA)+CPCUSLALFAR)

Luty Fiane.eear lealFAR} oY OS5 (ALEAK)




- 388 -
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6.3.7 - Programa CWLDU 4
Analogo ao CWLHA, agora a@s aproximagoes sao com re r;
« ——
de dual.
}e
>
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VU0l  FTNasp . i
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(-1 bLELI=ALFA0
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SCCES(ALF AR} 42 L AF{~ALFARI®te=C)RCUS(ALFAR)))

CALCLLLUS ARRCALIMALLY UAS RUTACUES (CALCLLLS LISCRETIZALCS
CCVM RE_E LuAL)

NRCh=A=5
CALL =abkCl2asteAmualisARCHabLy ER)
CALL Tz3Tet3)

AFRCxIva(ag A

CTE=G.S/rw
CALL FARCIAIFASU)
CALL ¥LLTINLeCTEsalePXlenlal}

AFRLAI~MBCAL B

CTE=1./12a/1FP
CaLL FacutlansFRey)
CALL MLLTAIMLOCIEenUsPRonLE]}

BEFCAIFACAL C

CTE=zle/léasp¥
Call riCIheFX)
CALL MLLT(ALlsCTEsnbLsPAINLC)

BFRCxlvagaC ©

CTE=)osaglelbV
CALL +FALLINFR)
CALL MLLY(ALeCTEswUsPRenLL)
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LS e
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6.3.8 - Programa CMXDU

M

Anglcga ao CMXHA, agora as aproximagdes sao com re

de dual.

enuees DISCCY ¥ETLLE & $LBCS 3 * AWUS UMAJT ® Llisussid * 2ir YaM 475 ® PAG | esases

m=e=  lemsccac]Ueancensieiymmemcncs Jrmman by Vammamea= et m e m—m -y U= Tuw? -by
voul  FTNasL
vuue FaCGray (wxCy
ULl ¢ R
Uuts € #9098 FrCimive Ferd § CALCULYU LOS MUPENTOS MX LD RESERvATUKIC
uuis € CILINRL=ICC CLRCULAR FERFEITAMENIE ENCGASTAUG MA waSEH
wuLe € hCE FLAICS zSTABRLECIUUS PELA KEDE Cumrl
gyl C -
Ubo INTEGE= CEaTE(1leH) o THEUF(B40) sACTRE {2} 1ARLWLU LI}
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V0la ChLL eazlle+slvCENTRs 28 s THELF WhGTHE s JEH)
Ueis Care TZz71Eth)
bule CaLey Eac{lesedsnnunlelolslSBGeLoIER)
col? Caeh Te=TZtad
00le €
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Gaér ¢
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vuie WInrile Ty
vui? LTSI Ta oSN LTETAY=SIN(TE TR} OCOSR(TEYA)
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yose €
o0ésd € ALb= Nel Lz LINMAS A SEREVM IMFRESSAS POM FAGLAA
uyus boom ael LR SLEUIVISOES Da sLTuha i1 B RESERVAICHRIU
Gust €
yyet REAC S vv)ALF
GLa? . 100 REei(&ao gy
Uiphe IFthalzeiel IC el
CQs«s C
Qusyé  C #8e CalcLL. 2n2lITICOG LY MX
¢u=l €
uuké [ TN
[FRVR-I] T=FrlCa
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ugte A K+p ™
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uvel 10 pALl)E=ClRor8ALFAZAS L (EAM[ALF AR)=LRPI~ALFAX)) @
UUEE ¢(=°CCSl:LFaxl-c551mtALrﬁxi:-E.*txkt-nLrnnl'bvs1h{anp;a)
goe2 C .

goks C %% (pLCLLLS AFRCAIMAULS GUS MLFMERTLS {CALCLLECS DISCHETIZALOS
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6.4 - DOCUMENTAGAO DOS PROGRAMAS GERA, CALWV, LISTE E ESFRO

6.4.1 - Programa GERA

ste crograma gera a matriz dos coeficientes g dos

m

termos indjepsnZantes do sistema de equagoes minimizantes e
as grava =m J+I registros (cada um podendo conter uma 11
nha da matriz) do arquive MATZI, de disco maghéticao,
onde ¥ & a ordem do sistema de equagoes. Com isso,

as caracteristicas do arquivo MATZ1 sao:

nimero de registros =!mixima ordem do sistema
de equagoes minimizantes
admitida (e possivel, mais

uml .

comprimento do reglistre = 2.(nGmero de malhas da

rede na diregdo y-1).

Para 2 geragao dessas matrizes, do item 4.3.3, tem
-se que =zlas provem da minimizacdo das diversas parcelas de
energia Ik en relagao aos deslocamentos wi,j e vi, . Diante
disto e ctjetivando facilitar a programagso e principalmen
te a sua verificagao (programagao estruturada) da geragao
da matriz dos coeficientes e dos termos indepsndentes,  em
vez de partir co sistema padrdo montado, como se faz nos En
seios de Aferigao, programaram-se as suas montagens. Isto
€, programarzm-se as oito parcelas de energia minimizadas
na forma de oito subrotinas, a saber: Il, I2, I3, I¢, Is5,
I6, I7 e INDZP, de modo que apds suas execugbes obtém-se es
sas matrizes gravadas em disco magnético no arquivo denomi

nado de MATZI,
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a) Diagrama de Blocos

Especificagdes de dimensiaonamento
de matrizes, de arquivo em disco,
e area COMMON

rd

Leitura do nomero de subdivisces:
da rede; horizontal e vartical
(¥DH, NDV)

L

Zerar a matriz dos cosficlentes

leitura dos dados do problema
(E, ELE, ALFA, CA, H, GAMA)

Cadlculo das constantes e termos -
das expressoss minimizadas 'da
Energia

Geragdo ® gravagao no arquivo
MATP1 de disco magnético da ma
triz dos coeficientes s dos ter
ras independentes.
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5) Léstagem do Programa GERA e das Subrotinas 11, 12, I3,
14, 15, 16, 17 e INDEP
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A{1)=3(1)~a,"ES

2{21=A12147,%F4
AMal=Ais)wms,oFL

LA(RY=hik}+Ts
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CrLy SR RALARARG KRS TER)
caLy Tz r22a)

3£ 2N Y Y-
K=p+ )

CALYL T¥T7(R24+ReNARQIKeALIEFR)
CaL:, TLETFI29%)

o

L PR NN L |

HoElae

Al o=t i)+2,0F6
LivaZ)izIiv=2)=R,PE4
Af{wi=2 ~1ai2 ,8F&
LiK+FI=L(wsPi=p, RES

[RLEYY {we3)42.8F4
CALY ClP4eRHARN WK s As IER)
CAaLL TF(248)
[ i
EnD
Errs

sas3ed NISCO: ~ETOT2 o SURCE 3 # ARQ: OMAK3 o 0S/NA/TR o Zah 40M 45 & FAC
T N A 30 49 Y Rpp— | | 702
FTna

ohul
anng

"
angn .

Axra
[ Ao
onns
oGoT
neos
anne
tete
sptl
o5l?
nala
J01s
6313
pale
0417
anle
aeis
ne2n
nG21
faze
023
nQra
Gn2s
0524
aaT
Gora
NAED
ngan
LD KM
¢n3e
LUER
ir3s
£a23
anng
nn3ar
co32
ARG
LR
Aral
DREYS
ACa3
A0 L4
foLs
fhak
el
neLe
anuc
npRG

[N

AU N
DL T -

Ca 3 o O

1

SLASTLTINE IS {ERJNDH)

INTERSE £T7D{128) JTREBIZNLE) «NAQNIT)
Sovurt NI TRRSNAUQWNEGR L (456D
CALL FT1EC{P6ah HARAT«ASTER)

CALL T5STE(1)
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e PR _mPuvle?

Ke=L7e,

CAlL F1E2174454MARG KK A ]ER)
CALYL TFEvE219)

K= =2
[Fee,2n
wdTtll*”
Ll,ur= LIGJY4ES
wJdTL] b .
LT R{SSI-2.%ES
J=gie?

Alrut= L+ 114ES
WS rm

Blgurs L{)=R.BES
B{47)z= 2lev) 44 5F5
JUEFE+T

ALJGI= A{021=2.9F5
v =LA ’
Alldy= i _J)+ES

sl
A{UIR AN =P, 805

To=-2 A

TERMINANA ©20040030088208000030030004000300R00



TandaD
arM
gore
ouna3
[
gnrs
nycA
92467
aeeAn
09509
tan
4311
on12
6r1a
0014
Q015
0318
0017
2015
anls
[JiF4y
geal
o022
pp23
ghea
0azs
go2s
00E7
[l
002G
G693
002l
0237
0233
0nN3s
903s
Ll e
D37
gnan
6039
ofeQ
8041
0psz
0043
goan
Qass
LR
opeT
pas
0049
H950
0a%1l
0952
[Tk
0054
2053
NASA
0557
Nns3
6%
0040
00h1
0ac?
0053
(L
LNa5
0GrR6
OnAaT
!
a0a7
neTh
D7l
ca72
0373
onva
nevs
oris
0af7

rlsno:

-~ 387 -

SUEC: 2 & ADD: NWAAA » AS/OH/TR

Y7 |

5

* PaH 4(M £95 @ PAG
N Y} B

1 oconone

b

1A 1GAL%NDH)
L1128« TER(ZOLA) SAAPOLD)
T, TOEGLASTHNENACALGSR)

T

“
I

Leowe W~ Ve e MDD M

P PI™ By AT

v FITh AR NARS s AW TER)
CaL TZETR{2)
L=oL+¥

AL FXTL(Paeh+NARG L+ AvIER]
CALL TESTELY)
NN

Atedis L(JduT=2.205
JdEdd=" TOR

A1 = AT +R6

CALL EXFC (243 NARCQeLoASTIER)
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2a1s B0 IO d=2etis2

20P) CALlL ExEZ{R4vfeNARAwJya0IER)
el CaLL TFSTE(S)

teze Kz -2

o] IF{C, Fn. A =]

2L )= L[ 4t=FWr
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323 CiLlL T787F{A)

¢0F9 10 CONTInLE
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Qa2 LEL=AK+]
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¢A357 ATLLY= Z{LLY 2 8FM

rO34 AfLi+1l!= S(LL+])=2,9FM

J03T CALL FXTCIPY«A«NARIGLLyvALIER)
CO38 CALL TESTZ(19R)

N3 LL={snina.-]

n5%an CALL EF¥ECIP5+h+NAPQWLLsA«IFR}
anal CaLL TFSTFE1I1M)

tnez AILLY= S{{.)+3.09FM
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{Cas CALI, EXTCIP4+R«NARDWLL Ay IFR)
0045 CELL TESTE(IIR)

SILR DO 20 C=PeKL02
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0058 CALt EXECIA4+AWNARGeLL Ay TER)
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P INTFRES ATILIZR)TRB(2049)

cent TLrWYLY NTARLTARINADG(I) S NEQRA(S04)

“ack FR=CAViaTRaTHETK

ngaa LS 1M I=lewDH

Agto x=1-}

2011 (L IN  e

onl? Fav=fFRae

T3 aiLe]l

G014 00 10 U=P«nERR,2

it =it

cals Ay =FE<

1917 10 atgo+lt=n.

r31s CELL FXZCI244RaNAPCWNEQ+L«22TET)
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6.4.2 -~ Programa CALWV

Este programa resolve sistema de equagées gravadas
em disce magneético, canforme Programa GERA, e perfura
lugdo em fita de papel,
grama ESFRO,

a sg!
que serd a fita de dados para o pro

al Diagrama de Blocos

Especificagdes de dimensionamento
de matrizes e de arquive em disco

r

[/ Leitura de ¥D¥ = NDV

r

Calculo da ordem do Sistema de
equagoes

Chamada da Subrotina GJRIS.

Célcg
lo dos w e v

Perfuragao da Resposta
em Fita de Papel
N,NDH,NDV,W e v

Observagdo: A subrotina GJR1S e a documentada no item 6.2.2

(c.2), adaptads para uso de disco magnética

mo memdria auxiliar.

cao
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5) Listagem do Programa
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£.4.3 - Programa LISTE

0 orograma LISTE tem a fungao de listar a
matriz dos coeficientes. A listagem & feita submatriz por
submatriz,devidamente selecionada pelos parametros LINHA e
COLUNA forns-idos pelo usuario do programa. A0 parametro
YDV 8 fornecido o nimero de subdivisces horizontais da re
de, do gual se calcula a ordem das submatrizes que compoem
a matriz dos coeficientes (NEQBJ).

Est= programa foi elaborado com o fim de possibili
tar a conferancia da geragado da matriz dos coeficientes do

sistema de equagoes minimizantes.

a) Diagrhama de Blocos

Especificagoes de dimensionamenta
de matrizes e de arquivo em disco

s

Leitura do ndmeroc de subdivisodes
horizeontais da rede (NDV)

h

Calculo da ordem das submatrizes

L

Leitura das coordenadas de uma
submatriz (LINHA, COLUNA)

h

' SIM
<i termina?

NAO

Leitura do disco e respectiva im
nressdo da submatriz
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b) Listagem
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6.4.4 - Programa ESFRO

. Este2 programa calcula os esforgos Ny, Mx e My e as
rotacgoes w' 2 w' com a melhar das quatro aproximagoes ensaia
das no capitula 3, a aproximagdo Y. Além disso, imprime as
deslocamentcs w e v a partir dos quais se calculam os esfor

gos e as rotagoes acima ciltados.
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a) Diaghama de BLocos

Especificagdées de dimensionamento
de matrizes

3

Especificagdo dos parametros da
estrutura (E, R, H, d, K e D)

Y

//Leitura da ordem do sistema, dos
nimeros de subdivisdes horizontais
e verticais da reds (¥, NDH,
NDV)e dos deslocamentos @w.e8 v
(matriz A) obtidos do progra
ma CALWYV. ' -

Montagem das matrizes dos desloca
mentos w e v (matrizes W e V) a
partir da matriz A.

3

Impressao dos deslocamentos w e v

i

Cilculo e impressao do esforgo W

— Y

——

Cilculo e impressao do esforgo M

————

1

Célculo e impressao do esforgo My

————]

Cilculo e impressac das rotagoes
w' e w’ '
-——'—_———__‘-___i —'—.—_\
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bl Listagem do Programa ESFRO e das Subrotinas PLZ, P2L2,
PZPZ e PPZ. '
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