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SUMARIO

O trabalho apresenta uma contribuicao ao calculo
das cascas de revolugao, sujeitas a carregamento de revolu
¢ao em regime de flexdo, mediante diferencas finitas. Pro-
cura-se, também, fornecer alguns subsidios para o projeto
e calculo dessas estruturas, focalizando um tipo de reser-

vatorio elevado.

No capitulo 1, apresenta-se em carater introdutd
rio a teoria das cascas de revolucao sujeitas a carregamen

to de revolucgao.

Algumas das principais solugoes analiticas da
teoria de flexao sao vistas no capitulo 2.

No capitulo 3, desenvolve-se a aplicagdo das di
ferengas finitas na teoria de flexao de cascas com sime-
tria de revolugao de forma e de carregamento.

No capitulo 4, apresenta-se a programacao das so
lugoes numéricas desenvolvidas no capitulo 3.

No capitulo 5, confrontam-se os resultados obti-
dos com solugoes analiticas e solugdes numéricas, para va-
rias cascas, e apresentam-se as conclusces destas experi-

mentagoes numéricas.

Finalizando, no capitulo 6, apresenta-se o cilculo
de reservatdrio elevado constituido de cascas elipsoidais,no
qual utiliza-se o programa elaborado no trabalho. Busca-se
também uma primeira definigcdo da faixa conveniente para este

tipo de reservatdrio.



ABSTRACTS

This paper presents a contribution to the revolu
tion shells undergoing a revolution load, in bending rate,
using finite differences. It is also intended to provide
some elements for the design and calculation of these struc

tures, pointing up a type of eleveted reservoir.

In chapter ‘1, the revolution shell theory under-
going a revolution load is presented in an introductory
way.

Some of the main analytical solutions of the ben
ding theory are seen in chapter 2.

In chapter 3, the application of finite differen
ces on the bending theory of revolution shells undergoing

a revolution load is developed.

In chapter 4, computed programs of numerical solu
tions developed in chapter 3 are presented.

In chapter 5, the results obtained with numeri-
cal and analytical solutions for some shells are matched

and the conclusions of these numerical experiments are pre
sented.

Concluding, in chapter 6, is presented the calcu
lation of elevated reservoir formed of elipsoidal shells
using elaborated program in this work. It searches also a
first definition of the convenient range for this type of
reservoir,



NOTACAO E SIMBOLOGIA

Notacao

Sera identificada a medida que aparece no desen
volvimento do trabalho.

Simbologia

é+) vetor -

() a( )/ds
¢ az( )/dez

« ) as( )/dae?

( ) a*c y/ast

[ ] matriz

[ ] matriz inversa

. produto escalar

X produto vetorial

(3 refere~-se ao regime de membrana*
(a) refere-se ao regime de flexao*
(Bn) referéncia bibliografica

* quando houver necessidade



APRESENTAGCAO

Apesar dos primeiros estudos tedricos sobre cas-
cas terem sido feitos no inicio do século passado, obras
notaveis, como o domo do Panteado de Roma, com 44 metros de
vao, construido pelos romanos, comprovam o emprego de estru
turas em casca desde a antiguidade. O emprego do concreto
armado nas construgoes, aliado ao desenvolvimento do trata
mento tedrico, permitiu um extraordinirio desenvolvimento
nesse tipo de construcao, como se pode ver pela compara-
¢ao da clipula da catedral de S3ao Pedre, construida no sécu
lo XVI, com 40 metros de vao, pesando cerca de 11.000 tone
ladas, com a casca construida em 1924 em Jena, com o mesmo
vao, pesando 364 toneladas.

A estrutura em casca apresenta um comportamento
estatico extremamente satisfatdrio, com ressalva a cargas
localizadas, que normalmente sao aplicadas nos bordos.
Outro aspecto relevante desse tipo estrutural & a riqueza
de forma, que permite o seu emprego para os mais diversos
objetivos.

Pretendeu-se, no trabalho, nao apenas contribuir
para o tratamento numerico, mediante diferencas finitas,do
regime de flexao de cascas com simetria de revolugao de
forma e de carregamento, mas também fornecer alguns subsi-
dios para o calculo e projeto dessas estruturas através do
calculo de um tipo de reservatdrio elevado. Apesar do cam-
po poder parecer limitado, & grande o numero de aplicagao
das cascas de revolucao, como por exemplo em ciipulas, re-
servatoOrios, silos e digestores, com as mais variadas for-

mas de meridiano.

Embora a tendéncia atual do cadlculo deste tipo
estrutural se volte mais para o método dos elementos fini-
tos, o tratamento mediante as diferencas finitas parece

também adequado nesse caso.



A apresentacao das equagOes diferenciais emprega
das no trabalho foi precédida de sumiria exposicao dos fun
damentos da Teoria das Cascas; todo o estudo foi. desenvol
vido para o caso particular de cascas de revolugao com car
regamento de revolu¢ao, com dupla curvatura, excluindo por
tanto as cascas cilindricas e cOnicas.

Apresentam-se as solugoes analiticas comumente
empregadas, da teoria de flexao, e mais a solucao mediante
séries hipergeométricas,com o objetivo de compara-las, com

as solugoes numéricas desenvolvidas no trabalho.

A solucao mediante sérieshipergeométricas,usada
apenas em casca esférica de espessura constante, pode ser
considerada praticamente exata se se usar o niimero de ter-
mos necessarios; por isso & apresentada para servir de pa-
drao para as outras solugdes (uma apresentacio mais comple
ta desta solugéo pode ser vista em GRAVINA (B5)).

As solugoes de Geckeler podem ser encontradas
por exemplo em BELLUZZI (Bl), GRAVINA (B5), TIMOSHENKO
(B12) e,apesar de serem aproximadas, sao apresentadas pelo

fato de serem comumente empregadas.

A aproximagao de HANNA (B7), & apresentada por
fornecer elementos para o calculo de casca esférica de es-
pessura variavel.

Utilizam-se, no trabalho, diferencas finitas la-
grangeanas simétricas, que conduzem a erros da ordem do es
pagamento ao quadrado (obtidas com polindmios de interpo-
lagao de grau 2 e grau 4),e diferencas finitas lagrangea-
nas simétricas, que conduzem a erros da ordem do espagamen
to a quarta (obtidas com polindmios de interpolacdo de
grau 4 e grau 6). Da aplicagao dessas diferencas finitas
as equagSes de equilibrio e compatibilidade, resultaram

trés solugoes, como sera visto no decorrer do trabalho.

Os programas para as solucoes numéricas foram e-

laborados para qualquer casca de revolucao de dupla curva-



tura, sendo cue os paramnetros geométricos s3o calculados
em rotinas estabelecidas para cada tipo de casca. Apesar
de terem sido programadas todas as solucdes, tanto as a-
naliticas como as numéricas, apresentam-se o fluxograma
e a listagenr do programa para a solugao numérica conside
rada melhlor.

As experimentaglOes numéricas foram feitas para
as cascas que se julgou serem mais representativas, cuan
to 4 espessura e quanto ao angulo de abertura, em concre
to, com o objetivo de comparar as varias solucOes apre-
sentadas. Através dessas comparacoes procurou-~se forne-
cer elementos para a escolha da soluc@o para o cilculo
desse tipo estrutural, pois em muitos casos & possivel,e
obviamente vantajoso, usar uma solugao aproximada menos
trabalhosa.

No calculo do reservatdrio elevado procurou~-se
nao somente a aplicagao do programa elaborado no traba-
lho, mas também fornecer um roteiro para o calculo desse
tipo de estrutura, bem como buscar uma primeira definicao
da faixa conveniente para o reservatdrio escolhido para
exenplo, através do calculo de cinco variantes desse re-
servatorio.

As conclusOes e observagdes s3ao oportunamente
apresentadas no desenvolvimento do trakalho, n3o sendo
por isto tratadas em capitulo isolado. Convém lembrar al
guns topicos que poderiam ocorrer como continuagao natu-
ral do presente trabalho, como por exemplo a analise sis
temdtica das vdrias cascas de revolugio, e o estudo das

cascas de revolucao sujeitas a carregamentos assimétricos.
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1. - INTRODUCAO

1.1 - Elementos de geometria diferencial

A representagao vetorial de uma superficie S no
espago € dada pela equagao

t = t(u,v) (1.101)

> . N -~ . -
onde t & um vetor com origem em 0, e (u, v)sao duas varia-
veis independentes (Fig. 1.101). A esta equagao vetorial
correspondem as equagoes escalares

x=fl(u,v) y=f2(u,v) z=f3(u,v) (L.102-a,b,c)

Fazendo ora u constante, ora v constante, obtém-

se duas familias de curvas, chamadas curvas paramétricas.



{u constante)

Fig. 1.101

O versor normal a superficie

por
-g -+
K _u % tv
- >
ltu X tvi
onde
> 3.12 oxX ¥ vy > 3z >
t=-—-—=—-—l+__éj+__;,
u au du du du

> >
e 1, j, k s2ao 0os versores das diregdes

mente.

no ponto P & dado

(1.103)

(1.204)

(1.105)

X, ¥, 2 respectiva-

A intersegao de um plano qualgquer o, contendo a

normal E, com a superficie S, define uma curva Ca' chama-
da segao normal (fig. 1.102). O raio de curvatura desta

curva Ca denomina—se raio de curvatura

normal r, da super

¥icie no ponto P e a curvatura normal Ka € definida pela

relagao

_ 1
Ka— .
o

(1.106)



X Fig. 1.102

Girando o plano o, em torno da'normal':, obtém-
se duas curvas de curvaturas K e K » €m posigoes perpen-
diculares entre si, maxima e mlnima, correspondentes aos
raios de curvatura r1 e rz, chamados raios principais de
curvatura.

Os raios principais de curvatura sio determina-

dos pelo sistema de equagdes (B5)

- 2
1 _LN-M _ o . (1.108)
r r EG - F2
1 2
S+ ENZ M GL_,, (1.109)
1 2 EG - Fz
sendo
E =t * t : (1.110-a)



-> > :
== . . l.llO—b
F=t, *t, ( )
> > ’
= . .110"‘
G tV tV (1 c)
toxt -1t
I = u v uu
VEG - F?2
t oxt -t
x .
M = u v uv (l.lll"»alb’c)
/EG - F2
> = -+
u X tV : vv

N =

->
ot ot ot
: =—uw . T __u 7 _% -
w =i ¢t T e v = T (1.112-a,b,c)

onde K & chamada curvatura total ou Gauss e H & chamada cur
vatura de Sophie Germain.

O sinal de K fornece uma importante informacgao
a respeito da superficie no ponto. Se K>0, os raios prin-
cipais de curvatura tém o mesno sentido, portanto em qual
qQuer outra secao normal o raio de curvatura tem esse mes-
mo sentido, donde se conclui que a concavidade da superfil
cie no ponto considerado esta dirigida ao mesmo semi- espa
Go. Se K<0, os raios de curvatura tém sentidos contrarios
e, por raciocinio andlogo, conclui-se que a superficie
tem concavidade dirigida para os dois semi-espacos opos-
tos, em relacao ao plano tangente a superficie que passa
pelo ponto considerado. Se K=0, conclui-se que pelo menos
un dos raios principais de curvatura & infinito, e portan
to a secao normal nesta dlregao € uma reta.

‘A tltulo de ilustragao épresenta seina flgura

(1.103) o toro, que possui curvatura total de Gauss positi-
va (K>0), na regiao externa, e curvatura total de Gauss ne-
gativa (K<0), na regiao 1nterna.



Fig. 1.103

— | - '

K>o K<O _ K<g K»0

As supéffiéiéé de revolugao possuem uma Segao
normal principal (segEo normal que contém um dos raios prin
cipais) definida pelo plano meridiano y (plano que contém
o eixo de rotacado) e a outra secao normal principal & defi
nida pelo plano 7w, que passa por 3, e @ perpendicular ao
plano meridiano (Fig. 1.104).

Os raios principais de curvatura estao contidos
na reta de intersecao dos planos y e T, que contém 3, sen-
do que o‘centro de curvatura 0., que define o raio princi-
pal de curvatura o esta cont;do no eixo de rotacdo,e o
centro de curvatura 0 e definido pela curva do meridiano
(Fig. 1.105). '

Z  meridiano

I8S

~<¥

Fig. LL104 : "Fig. 1.105

»



Conhecida a equagao da curva do meridiano z=f(x),

os raios principais de curvatura valem (BS)

1 a%z/dx? _ (1.113)
T 1+ (dzzax)?) /2
1 1

= - (1.114)
T,z [1+(az/ax)?] i/2 :

Expressando os raios principais de curvatura em
- fungao dos parametros ¢ e 6 (Fig. 1.106) obtém-se (BS)

1 . _
rl = r, (1.115)
: cos ¢ ‘
5 .
r = seg 3 (1.116)

onde r, € o'raio do paralelo

’ >~ paralelo (4) = consfonie)

~Z _ © '
4‘ N j\‘;)gmeridiono {e = constante)

/ﬁoz
X O(./

Fig. 1.106

Apresenta-se como exemplo a determinacao dos ra-

ios principais de curvatura do elipsdide de revolucao (Fig
1.107).

Tem-se, no caso, que a equacao do meridiano &

ot ==1 (1.117)



onde a e b sao respectivamente os semi-diametros maior e

menor da elipse.

Fig. 1.107

Expressando ¢ em funcao de r s Oobtém-se

r
(o]

2 _ L2y1/%
(a ro)

N Loy

tgs = (1.118)

€ utilizando os valores auxiliares

n= a/b k= n?-1 «k,= k sen2$+1  (1.119-a,b,c)

¢
resulta
— -1/2
r, = an sen¢ $¢ /A (1.120)
Substituindo a (1.120) em (1.115) e (1.116), ob-
tém-se ‘
r =an k3?2 (1.121)
1 o) : -
r =an«x-1/2 . (L.122)
2. P

No casc de superficie esféerica, nota-se gque



(2]
]
a]
tH

a (a @ o raio da esfera)

podendo inclusive ser vista como caso particular de elipsoi
de de revolugao em que n = 1 (a=b).

1.2 - Cascas de revolucao

1.2]) -Hipoteses e definigdes

A casca € definida como uma estrutura de superfi-
cie em que a superfiéie média & curva. Dentro de uma classi
ficagao geral, as cascas de revolucdo sdo aquelas em que a
superficie média & uma superficie de revolucdo.

Admitem~se as seguintes hipdteses fundamentais no
estudo das cascas delgadas (B5):

1 - O material que constitui a estrutura & homogé
neo, isdtropo e obedece i lei de Hooke.

2 - A espessura h € peguena em relacao as dimen-
sOoes e aos raios de curvatura da superficie média.

3 - As tensOes normais & superficie média sdo des
preziveis em relagdo is demais tensdes.

4 - Os pontos pertencentes, antes da deformacao,
as retas normais 3 superficie média, encontram-se, apos a
deformagao, sobre retas perpendiculares i superficie média
deformada.

5 - Os deslocamentos sao muito pequenos em rela-
Gcao a espessura h, sendo possivel desprezar a influéncia
dos mesmos no estudo das condigoes de equilibrio do elemen
to de superficie.

Estas sao as hipoteses de Kirchoff-Love, seme-
lhantes aquelas da Resisteéncia dos Materiais. O limite da
espessura referida na hipotese 2 & tal que aproximadamente
(B9):

h . 1
f)max < 20

(



Na resisténcia dos materiais, a hipOtese 4 cor-
responde & hipdtese de Bernoulli. A hipdtese 5 mostra que
a teoria & linear, sendo portanto valida a superposigao de
efeitos.

0s esforcos, definidos .por unidade de comprimen
to da superficie média, sdo as resultantes das tensoes nor
mais o e das tensdes tangenciais T, sobre a espessura h da

casca (Fig. 1.201) e valem (B9):

(*}
Ty *
x -
o+
X
\
y4
Fig.1.201
h/2 h/2 |
N, = ox(l—z/rz)dz Ny = oy(l—z/rlidz
~-h/2 ~h/2
h/2 - h/2
1\] = - 3 = -
Xy Txy(l z/r,)dz ‘ Nyx Tyx(l z/rl)dz

~h/2 ’ ~h/2



_lo..

h/2 - h/2
Q, = ]f T,,(l-2/r,)dz Q§=(jf Ty (l-z/r,)dz
~h/2 ~h/2
Al
h/2 . h/2

Mx - f ox z(l—z/r:z)dz de = f Uy z(l-Z/rA)dZv
-h/?. "h/2 )

n/2 | h/2

Mxy =Jf ,Txy z(l—z/gz)dz Myz =J[ Tyx z(l~z/r3)dz
-h/2 - —h/2

Desprezam~se, nestas expressdes, os valores de
z/ry e 2/T2 em relagdo a unidade, devido a hipStese 2.

Para as cascas de revolugéo, utiliiando a para-
~metrizagao ¢ e 8, tem-se os esforcos como mostra a figura
(1-202). Em se tratando de carregamento de revolugdo, re-
sulta

Fig. 1.202
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1.22 - Relagdes de equilibrio

Considere-se um elemento infinitesimal da estru-
tura (Fig. 1.203.a) sob a agao das cargas Y e Z, sendo Y a
forca por unidade de area, agindo na direcdo da tangente
ao meridiano da superficie média, e Z a forca por unidade
de area, agindo na direcdo normal i superficie media. Os
esforgos sao tomados positivos como nostra a figura
(1.203-b); N¢ e Ny positivos de tragdo; M¢ e My positivos
quando tracionam a face interna.

Como os esforgos sao por unidade de comprlmento,
deve ~se, portanto, para determinar a resultante, multipli-
car os esforgos pelos respectivos comprimentos em que atu-
am. Da figura (1.203-a), obtém:

d2 = r do ;d£2 = (ro+dro)d6 - rodB

1 (o]
de =r ¢
3 1 ¢
/, .
- /
s
/
Vs
/ /e Ngdis
z O~ /|
de¢, /
/ o
\\
df
/ 3 rzroa-dfo )
/ .
/ dez, - o : (M¢+dM¢)dfz v
Y ] do
i i
0
Oz (Ng +dNg 1de, (Qq + dQq ) dep
{a) ' (b)

Fig. 1.203 .
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Analisando o equilibrio na direcdo Y, resulta:

. do
-N r de+ + - - pash g 3
6 (N¢ §N¢)r do Ne r1 d¢dbcosd Q¢rod6 5 +

Vg

(Q¢+dQ¢)rod9 + Y roderld¢= 0

Do equilibrio na direcao de Z, obtém-se:

-i.r ao 2 - (y raiyr as & + o

670% 3 THYTON 5T T QT

"(24+40,)7080 Nz dbdosenerz dor,¢ = 0

Do equilibrio em relagao d rotacao ao redor da
tangente ao paralelo, resulta:

+dM )rode-M¢

aer, 42 4
2

. 4 _
- (Q +dQ¢)rod6r1 EQ -Mer1d¢d6cos¢ =0

¢

Desprezando os infinitésimos de ordem superior,
obtém-se as relagdes de equilibrio

.
(N¢ ro) - Nerlqosé-Q¢ro+Y rorl=0 (1.201)
L]
N¢ro+(Q¢ro)+Ne r sen¢ - 2 ror1=0 (1.202)
[ ] .
(M¢ro) - Qd)ror_1 - Mgr, cos¢ =0 (1.203)

Como as trés equagdes de equilibrio contém cinco
esforgos incégnitos‘(N r Ny, M¢, My, Q¢), a estrutura é in
ternamente hiperestatica. peve-se portanto procurar rela-
¢oes de compatibilidade de deslocamentos para a resolugaa -
da estrutura.
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1.23 - Relagoes deslocamentos-deformacdes

-Sejam v e w componentes do deslocamento da super
ficie média de um elemento infinitesinal da estrutura, nas
diregdes tangecial (diregao de ¢) e normal, respectivamen-

te, indicados positivos na figura (1.204)

vcos.(Dj Lw sen. '
Fig. 1.205

Fig. 1.204

Denominando df o comprimento do arco do elemento
infinitesimal antes da deformag&o e d&' depois da deforma-
¢80, a deformacdo na direcdo do meridiano € € definida pe
la expressao

e = 42! - de | » (1.204)
¢ dg -

Analisando a-figura (1.204), conclui-se que

dg= r ds (1.205)

d'= (r1 + w)de + dv (1.206)

Introduzindo em (1.204) as (1.205§ e (1.206) ob-

tém-se
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(r1 + w) d¢ + dv - rld¢

r1 dé
logo

1.,
€, = =— (vt+w) (1.207)
¢
Considerando que rs, € o raio do paralelo, antes
da deformacao, e r, + dr_, depois da deformacao, a defor-
macao circunferencial €q é definida pela expressao
2y (r +dr ) - 2mr
‘"o "o o

eq = _ (1.208)
. 2t r

(o)

Analisando a figura (1.205), obtém—se a relagao

dr, = v cos¢ + w seng ' (1.209)

Introduzindo a (1.209) e a (1.116) em (1.208), ob

tém~se
e = Vv cosé + w send
0 r sené
. 2
portanto
€g = ;l (v cotgp + w) . (1.210)

2

Sendo. § e ¥ os deslocamentos, respectivamente hori
zontal e vertical, de um ponto da superficie média da casca,
positivos como mostra a figura (1.206), resulta

i

g Vv sen¢ - w cosd

8

v cosp + w send

e com a (1.208) e a (1.209), conclui-se que
r ' (1.211)

Denominando y a rotacao da tangente ao meridiano
quando a esérutura se deforma , positiva como mostra a fi-
.gqura (1.207), resulta (Bl) '



v C |vsend
w ’ WwCos. .

wsen.® | vcos.0®

obtém-se
logo
cipais K1

Fig. 1.207

Fig.1.206

. _ dr cos¢ _ 1
x1 r  do po L cosd

1 1

_ dd send 132

xz ) - § sen ¢
1 1

- - 1 2 s

X =X, * X, =5 (8sen¢ - ¢ coso)

X = ;i[ sen¢ (-v send + ;cos¢ + wcos¢ + ;sen¢)+
. .

- cos¢(vcos¢+§ sen¢+wsend - ;cos¢)J

X = ;l .(v'v - v) . (1.212)

1

Sejam ¥ e w as variagoes das curvaturas prin-
1 2 v ‘

e Kz, respectivamente. Da analise da figura

(1.208) vem que

-portanto

dg .= r1d¢ = r;(d¢-dx)

- 4¢ - dx _dd_.dx
- T ag das

€.

1
|-

) I
wH ll—-'
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ou seja
w = X d¢
1 d¢ dag
isto é
= L&
wl— 7 X
1

Fig. 1.208

(1.213)

Do tridngulo 02, O; C (Fig. 1.208), obtém-se

1 + tgdtgy

oCc r : _
2 = 2.0 o tg(¢-y)= tgd - tgx ~ tgo
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ou seja
r X
Ar = 2
2 tgé
e}
portanto r x r, (tge + x)
r; =r + Ar2 =r, + =
2 tg¢ tg¢
Pela definicao de w , vem
2
r - (r + Ar
w = ;%_ - ;l o 2 ( 2 2) = éf;
2 2 2 (r +Ar )r _ r?
_ 2 2" "2 2
isto e
w == %— cotgd . (1.214)

2

1.24-Relagoes solicitagOes-deformagdes

Utilizando a lei de Hooke generalizada, tem-se

=1 (5 -
e¢ - (o¢ »uce)
€g = % (0B - vo¢)

onde E & o mddulo de deformacao, vV &€ o coeficiente de Pois

son, €¢ e ee sao as deformagaes segundo o e 6, respectiva-

mente, e c¢ e g, sao as tensoes normais correspondentes.

Em se tratando de casca delgada, admite-se que a tensao se

ja constante ao longo da espessura, permitindo que as defor
macdes sejam expressas em fungdo das solicitagdes, como se

gue:

€y = & (N¢ - vNe) ' (1.215)
I '
co = 7 (Mg = WN) (1.216)

Pode-se também expressar as solicitacgces em fun-
¢3o das deformagoes, bastando resolver o sistema de equa-
. :
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¢oes (1.215) e (1.216). Portanto

Eh

N, = Togz(e, - VEg) (1.217)
Ny = Tor(ey - vey) (1.218)

Os momentos M, e M, sao relacionados com as varia

$ 6

¢oes das curvaturas da seguinte forma (Bl):

M = - K{w + vo ) (1.219)
o 1 2

MB = « K{w + vo ) (1.220)

2 1 _ :
Oonde

3

K = —E0_ (1.221)

12 (1-v?) :

Introduzindo as expressoes das variagdes das cur
vaturas (1.213) e (1.214) em (1.219) e (1.220), obtém-se

M¢‘= K (%— i + %— X cotgd) ‘ (1.222)
- 1 2
My = '-K(L‘Eg—tﬂi + v Eﬁ) : (1.223)
2 1

1.25 - Equagoes fundamentais

Como todas as grandezas (esforcgos, deslocamentos,
deformagdoed) sao fungdes apenas de ¢, pode-se agrupar, de
uma forma ja clissica, todas as equagOes em um sistema de
duas equagdes em ¥ e U, onde U & uma variavel auxiliar €

vale

U=r Q (1.224)

Introduzindo a (1.202) em (1.201) obfémése

(Ngfo)sen¢+N¢rocos¢f(Qéro)cos¢-z rorlcos¢+

—Q¢rosen¢+ b4 rorlsen¢ =0
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. 4
(K r, send )+ (Q ro¢os¢)— yA Ty r1 cosd Yro-r1 send

¢ ¢

Integrando em todo paralelo ambos os termos, ob-
tém-se ’

(N

rosen¢)+(Q rocos¢);

¢ ¢

=df(z r, rlcos¢—Yrorlsen¢)d¢ + C

onde C & constante de integracdo. Resulta portanto

N % - Q, cotygyp + 1 .
¢ ¢ ro sen¢

[ Jf(z ror1C°s¢ - Y rorlsen¢)d¢ + C

ou seja
= _U .
. 2 A
sendo
. (1.226)
I= r_sené )

I @ um termo que depende do carregamento externo
(Y, 2) e da geometria da casca. I¢ é o termo que estd den-
tro dos colchetes da expressio anterior a (1.225).

Introduzindo a expressao de N¢ (13225) em (1.202),

obtém-se
. I L J ’
. . +
( Qq> cotgd + T sen¢)ro + (Q¢ ro)+Nerlsen¢
~-2r r =20
o
logo ) I Z r r
g = Q, r,eotgs  (Q, r,) o . o %1
r -seng



ou seja

ge o L (Q¢ ro) ) Q¢ r cos¢ .
8 r sen¢ sen¢?
_ I¢ 2 ro
r sen2g¢ seng
isto &
N =--20+4J | (1.227)
6 r1 *
onde
I %2 r_
J= = ¢ + o (1.228)

2
sen ¢ sen¢

J & um termo analogo a I, sendo valido, portanto,
para J, o que foi dito a respeito de I.
Introduzindo (1.207) em (1.215) e (1.210) em
(1.216) obtém-se
r

ER 9, - W (1.229)

VW= e)

r
= —2 -
vcotgd+w = Eh(Ne vN¢) (1.230)

Eliminando w destas duas_expressaes vem

-(r +vr )N»] (1.231)
2 1

Eh 0

¢

v - vcotgd= L [(r1+ vrz)N

Derivando a expressao (1.230), tem-se

ol

v o _ 4
send W= d¢

v cotg?¢ -

r
[E%(NQ—VN¢)} (1.232)

e introduzindo Vv de (1.231) em (1.232), obtém-se

w-v=2 {fz (N, -VN )}
v = d, LEn Mo’

_ cotg -
Eh [(rlfvrz)N¢ (r2+vr1)N6]



Introduzindo a expressao (1.212) na expressao an

terior, vem

~=Bhy = EQ%?Q[ (r1+vr2)N¢—(r2+vr1)NeJ+
(1.233)

r
hoa [5 o ]
r, d% [Eh (Ng=VN,,

Introduzindo em (1.233) as expressoes de N¢

(1.225) e Ne (1.227), vem

~Ehy = E%%ﬂg[ (r +vr, ) (- %: cotg¢+I)-(r2fvrl)
h d { rz[ ﬁ
+J) - 2 S| (- = + J) +
_4 r, d¢' h r,

-V (= g— cotg¢+14} (1.234)

2

Derivando e agrupando os termos, obtém-se

rz i 1[5, T n r..de
(‘r—z)U + T [;—- cotg¢d -~ r h + (;—)J U +
1 1 1 1 1
1 [0 ) v ' roeo T o
- - = - —% T == +
3 ;—cotgA¢ n h‘cotg¢ v | U+v - I = J
1 "2 1 1
- L r\) ; +vr cotgé+r cotgd-vr é -9 ; +
T, 2 2 g. 1 El 2 h r 2

[ 4

+ r cotgd + vr cotgd - r2 %J + Eh x=0 (1.235)
2 1

Introduzindo (1.224) em (1.203), vem

M r +M r - r r - M6 rlcos¢=q

¢ o $ o ) o 3

HIC.‘

Introduzindo as expressoes de M¢ (L.219) e My
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(1.220) e derivando, obtém-ge

e X r, r sen¢
K [%— r sen¢ - 2 I I +
, 2 r2 seng
1

0 V X cosér o * _
+ VvV X cos¢p- —n- : 2J+ K 3 h[ X send +
r, h r1 2
¢
VY rzcos¢+r sen¢ ,
+ 7 r, seng cotg¢J+ K[ (—=— = 2 )X +

2 1

+ %—(rzcos¢+rzsen¢)xcotg¢J -Urlsen¢ +
2 _

-K[ %— rlcos¢ cotgd + v cotg ¢ %] =0
2

Agrupando os termos, obtém-se
r ; ’
g o0 l[ r, r, r, hJ .
(;?)x + T (f:) + == cotg¢y + 3 T Rlx ¢+
1 )

-_lu~+vi tg2§ - 3 tge Bly- U = (1.2 36)
r1 + r2 cotg“d Vv cotgd RIX" g = 0 .

1.26-Problema matemitico e problema fisico

O sistema de equagdes diférenciais (1.235) e
(1.236) rege o comportamento estatico da casca. A solu-
¢ao do sistema obtém-se somando uma solugao particular
do sistema completo & solugao do sistema homogéneo.

A solugdo particular & aproximadamente a solu-
gao da casca quando se despreza a rigidez a flexdo e 3
torgao, resultando apenas esforgos que atuam no plano tan
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gente, N¢ e Ne (BS).
~Se como membrana,

A estrutura assim idealizada comporta

e deve satisfazer 3s sequintes condi-

¢oes (ou, dizendo de outra forma, a solugdo particular e

aproximadamente a solugao de membrana quando
tas as condigSes) (BS)

-

sao satisfei-

l-a variagao das curvaturas normais da superfl-
cie media devera ser continua.

2 - A variagao da espessura h da casca deveri ser
continua.

3 - A distribuicao das forgas externas devera ser
continua. ‘

4 - As forgas externas aplicadas nas bordas livres
deverao atuar nos correspondentes planos tangentes & superfi
cie meédia.

5 - As reagoes dos vinculos deveridao ser contidas
nos planos tangentes 3 superficie média.

B oportuno salientar ainda que a solugdo da casca
em regime de membrana depende apenas do carregamento a que
ela esta submetida, pois as condi¢des de vinculo ja estdo im
postas (condigao 5).

A solugaoc do sistema homogéneo (obtido quando se
eliminam os termos correspondentes ao carregamento externo)
leva em consideragao o efeito dos esforgos locais gerados pe
las reagoes dos vinoulos, pelo fato da casca geralmente nao
obedecer as condigdes do regime de membrana.

O procedimento normal para a obtengao final dos es
forgos & analogo ao processo dos esforcos usado! na reselu-
¢a30 de estruturas lineares hiperestaticas, e tem normalmente
a seguinte seqiencia (Fig. 1.209) (B2):

1 - Calculo da casca em regime de membrana, obten-

do-se os esforgos e deslocamentos (sistema isostatico funda-

2 - Calculo dos esforgos e deslocamentos da cas-

i iformemen
ca solicitada por forga horizontal H unitaria, un n

te distribuida no contorno.
3 - Calculo dos esforgos e deslocamentos da cas-~

itari i istri
ca solicitada por momento M unitario, uniformemente di i

buido no contorno.
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4 - Compatibilidade dos deslocamentos, obtendo-
se os esforgos H e M.

' 5_- Superposicdo dos - esforgos

ARGAS

121

{5)

Fig. 1. 209

1.27 - Regime de Membrana

Quando se desprezam os efeitos de flexao e tor-
950 restam apenas o0s esforgbs tangenciais N, e N, capa-

6 ¢

zes de manter o equilibrio da casca.

A solugao podera ser entao obtida com as duas
primeiras ;elagSes de equilibrio (1.201) e (1.202), elimi

-nando o esforgo cisalhante Q obtendo-se um sistema de

¢l
duas equagoes a duas incdgnitas cuja solucao & dada pelas
expressoes (1.225) e (1.227), eliminando, respectivamente,
os termos U e U destas.

Portanto, os esforcos sao

_'_ _ 1 . ' '
N¢—I = ro sen¢[Jr(z r, rlcos¢—Y rorlsen¢)d¢ + C]




N, =J = - ———l———[JF(Z r,r cos¢ -Yr_r sen¢)d¢ +
_ 1 07, .

r sen?¢

Z ro

+ c}+ Sens

Escrevendo N, de outra forma, vem

¢

_ 1 )
Ny= EEFZ—§€H$[QF‘Z cosp=¥seng) (2mry)r = d¢ + C]

O termo entre colchetes representa a resultante

das cargas acima do paralelo considerado e denominando de

R esta resultante, vem

1 R -
= e 1
N¢ 5 send - (1.237)

R RS X238

2|
i
+

Os deslocamentos em regime de membrana, necessa
rios & compatibilizacao de deslocamentos, sio deslocamento

horizontal .§ e rotacao da tangente ao meridiano X

'”biaééiééémehfo horizontal € obtido com

§ = rO se

Introduzindo a expressao de Ee (1.216) obtém-se
§ = EE(NG—VN¢)

r, senp .  _

§ = ———————(Neva

Fh ) (1.239)

¢

A rotagao da tangente ao meridiano & obtida com

a expressao (1.233)



_26-

X = - %9%%9 [(r1+6r2)ﬁ¢- (r2+vr,)ﬁeJ+

1 d [ rz - ]
* T, aglEr WgmuNy)
portanto
v cotggz T — 1 ‘(g‘
X = T Eh[(r1+vr2_)N¢ (r2+vr1)neJ+ fj(€€H$’ (1.240)

1.28 - Regime de flexao

A solucao da teoria de flex3o, ou das perturbacdes
locais, envolve um tratamento‘matemético dificil, pois se
trata de resolver um sistema de duas equagBes diferenciais,
cuja solugéo‘analitica nao se conhece, a nao ser para Ocaso
particular de casca esférica com espessura constante (solu-
cao mediante series hipergeométricaS)L;

O sistema & obtido eliminando das expressoes
(L.235) e (1.236) os termos referentes ao carregamento.

Multiplicando estas expressoes por ri1/p, onde p=r,/r,, ob
tém-se

U + AU + BU + Cx= 0 o (1.241)
X + DY + Ex + FU=0 | (1.242)
onde -
. L4 .
- (P - h (1.243-a)
A= ( 5 + cotg¢ h)
]
[ ]
D = ( % + cotgd + %Q) (1.243-d)
: 2 . N
B = - %(EQE%_Q - w0 - v % cots) (1.243-b)
. 2 ;
E = - % (29%3.9.+ v - 3y % cotgd) © (1.243-e)
r r
11
c = -1 Eh F=-2"F (1.243-c,£)
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Para o tratamento numérico, julgou-se convenien
te verificar também as possiveis vantagens da substitui-
¢ao do sistema de equagoes (1.241) e (1.242) por uma Gni-
ca equagao diferencial de quarta ordem em X, obtida como

se mostra a seguir. Da expressao (1.242), obtém-se

L X ] L
U £ —FX F X _ (1.244)
Derivando esta expressao, vem

ose L] L

R [ J
= - X F__ Dy F p-D_E
v rtEEoEXt E Do Fopix Y
F E |
- - = 1.245
+ (37 E - P)X v ( )
ou, de forma compacta
. eor oo . )
U=A xy+Bx+Cyx+DY (1.246)
1 1 1 1 .
Derivando novamente
oo - -'on+ B“'-{- C‘. + D . + B (1.247)
U A2 X ?x _ 2X X 2X
onde
1 2F D
A, == =3 B, == - = 3
r F2 F
c =F _2F2  2FD _ 2D + E
2 F2 F? F2 F '
oe L 4 L] . L 24
p = FD _ 2F2D + 2E(D+E) D + 2E
» F2 F3 F2 F
' .2 L [
g =FE _2F% _ 2FE _E
2 F2 F? F2? F

Introduzindo (1.244), (1.246) e (1.247) em (1.241),

e agrupando oOs termos, obtém-se



e

"+ ARKE BYY + CYx + Dy = 0 (1.248)

onde
A¥= (B + A.A )/A
2 1 2
* B
B = (c2 + A.Bl F)/A2
c*= (D + A.C - BP;—D)/A
2 1 2
p*= (E +2aD - 2E 4+ o)/
2 1 F 2
sendo
. .p. . LY (]
D = _ ¢b 2 _ 1 I_l. - B 2
- [h ) (1.249)
o7 (XX} L 1]
_ _ 3 Dy 3 2cotgg
D 5 —9% + 2(2)° + =55 5
% 3hh h
3 11y 3
*3[5 T Y80 ] (1.250)
. r 3h 'il ;
F= - —4 —_
PK * pKh ' PK p
. r, 3ﬁ * 2r r, 3ﬁ .
F = - — +( ) Lo By| *
pK h ° p’ | pK PK* h " p
rz { [i’; - 1.'12] .Q. éz
2cotgd _ 3V .l 4 Cotgd p| L Vo
o) h psen2¢ p p PP

+ 3y cotgg[ n _(B)z] |  (1.253)
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E=v__-2r’>2]_{ 2 p, 2cotg
p2 p3 sen?¢ o

psen?é
- cotg¢['ﬁ _ 2(é§]][ 2cotgd _ 3vh ]
p p p o] h

al2
- 2[ l2 4+ Sotgd g] _ Gv[ 1
psen<¢ p p

cotgd o h _ h 3vcotgs Jﬁ._ 3hh

G 3][3 “5’2] A [H “hZ *
é 3 -

+ Z(h) ] (1.254)

Obtidos x e U (ou apenas Y); a partir do sistema
de equagdes (ou da equagao), podem-se determinar os esfor-

cos e deslocamentos. Eliminando de (1.225) e (1.227),

os
termos que dependem do carredgamento, obteém-se
| N, o= -2 cotge (1. 255)
¢ r, |
Ry = - Ld |
1
e com a expressao (1.224), ven
= U
Q¢ - r

(1.257)
2

No caso de se ter apenas X, -deve-se calcular U e
[

U com as expressoes (1.224) e (1.246) e substitui-los em

(1.225), (1.256) e (1.257), para obter os esforcos N N
e Q. .

' Mo
¢ .
Os momentos sao obtidos com as expressdes (1.222)
e (1.223) -
M, = K(l— % + v £ cotgé) (1.258)
¢ r, r2

. rl1on2y X

Mg = K(1-v*)

A 1.259
T cotqgd + vM¢ ( )
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O deslocamento horizontal § & obtido de forma

analoga ao deslocamento horizontal em regime de membrana,

isto e :
A rzsen¢ - ~ )
§ = —“En (Ne-de)) (1.260)

O outro deslocamento necessario, a rotacido da
tangente ao meridiano, X, ja é a incdgnita do sistema de
equagoes (ou da equagao diferencial tinica).

Para a resolugdo do sistema de equagdes diferen
ciais (ou no caso da equagado diferencial dnica) deve-se
ter as condigoes de contorno. As condigdes de contorno a
serem obedecidas sdo:

a) para forga horizontal H, uniformemente distri
buida no contorno (Fig. 1.210). )

Fig. 1.210
Q¢,o = - H sen¢o
M¢,o = 0
Introduzindo as expressoes (1.257) e (1.258), ob
tém-se o
o vy _cotgd
K (r 1 Xo T or ) o) =0 " (1.262)
°©fi,o "0 2,0
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As mesmas expressoOes sao validas no caso de for-
¢a horizontal aplicada no contorno superior (se houver),

bastando apenas particulariza-las, LA e A

b) para momento M, uniformemente distribuido no
contorno. ,
U =0 (1.263)
1 .
X_ +
riro °© rhlo

Vale também a observacgdo antertor, referente ao

.Ko (

Xo COtge ) = M (1.264)

caso de haver abertura superior.
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2.~-SDLUCOES ANALITICAS DA TEORIA -DE FLEXAO

2.1+ Solucao mediante séries hipergeométricas

Para as cascas esféricas (r1= r = a) com espessu
ra constante, 0 sistema de equagae;diferenciais (1.241) e
{1.242) reduz-se a '

U + cotgd U - (cotg?¢-v)U = - aEhy (2.101)

X + cotgéy-(cotgd+u)y = a = (2,102)

Introduzindo a expressao de U(1.224) em (2.101)
e (2.102) e aplicando o operador

L( ) = () + cotge(’) - cotg2¢( )

vem que _
. o . 1
L(Q¢) + VQ¢ - Ehy : _ (2,103)
a?Q ‘
L(x) - vx =_—R¥Q (2.104)



"isto e

ou- seja
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De (2.103) obtem-se

__L1] \
X Eh[ L(Q,) + vQ¢} (2,105)

Introdgzindoba (2.105) em (2.104), tem-se

1 1 ) a2Q¢
L [EH (L(Q,) + ?Q¢)} - Vg [L(Q¢) + vo¢}= - X
; ( - 20 = - a2 %
BL(Q¢)+vL(Q¢).vL(Q¢) V,9¢ _a E

. az _ ) _ |
LL(Q¢)+(K— Eh~-v*) Q¢ 0 (2.106)
Definindo ‘
w o= %i(Eh—vz) o - (2.107)

‘ N = : s a DAL

LL(Q¢) + i Q¢ ) (2.108)

Fazendo uma transformagao algébrica, resulta

LL(Q,) + ip?L(Q,) - iuzL(Q¢)'- izu“Q¢=0

¢ ¢

L [L(Q¢)+ i u2Q¢] -1 UZ[L(Q¢)+ i U2Q¢]=0(2.109)

Pode-se, portanto, desmembrar a equagao (2.109)

em duas outras equacgoes independentes

I
]

L(Q.) + iu2Q (2.110)

¢ ¢

) - ip2Q, =0 ' ~(2.111)

L(Q ¢

¢

Introduzindo © operador na expressao (2.110), vem

9, +‘cotg¢Q¢-(cotg2¢—iu2yQ¢='o (2.112)
Usando novas variaveis, definidas como segde
S Q Q
x = sen?¢ , g=—S—= -2 (2.113-a,b)

send VG:



€ introduzindo ém (2.112), -obtém-se .

x(x-1)7 + (3 x - 2)2 + (1- i%l)z =0  (2.114)

ou -

[ -

x(x—lf%+[(a+6+lﬂ{—y] z - oBz = 0 (2.115)

_ 3%V sea1? _ 3% Voseain? |
- ; ; : ;

A solucao de uma equagao diferencial deste tipo
‘(equacao hipergeométrica) &

onde

B

a Y = 2

14 af g ala+l)B(B+1) _2

z, = 1.2 L.y * *

n
%ooo.(Otn+1)B..... (BIFLIX (5 174
n! (n+1) !

+...

Esta solugao é convergente para x < l. A solugao

-

da equagao (2.11l1) &
z, =z In x + L F(x) ' (2.117)
2 1 hid *

onde F(x) & uma série de poté@ncias que para x < 1, & também
convergente. Em se tratando de casca fechada, nao se consi
dera esta solucgao. ‘

Separando os termos imaginarios dos reais, na ex
pressao (2,116), tem-se

' s s . 2
z, = S,+1i8, = A+ iB +(A+ iB ) x+(A,+ iB,)x" +

Foooa B+ 4B )X (2.118)
onde os coeficientes A, e B, , sao expressos por (B5):

4n®-2n-1 pz

A=A = e 4+ B
n-1 4n {n+1)

-1 (2;119)
- n n 4n (n+1)
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B o=-p .M . 4nf-2n-1 (2.120)
n n=1 4n(n+1) D=l gn(n+1)
gendo
By =1 o (2.121)
B, = 0 | ' (2.122)

Como S e S, sao solugdes da equacgdo diferencial

pode-se entao escrever a solugéo geral da sequinte forma
zZ =a$s+a S (2.123)
‘l 1 1 2 2

Onde a e a2 sao constantes que dependem das con
1 _
digdes de contorno. Com (2.123) e (2.113-b) tem-se

Q, =sen¢|{asS +a S (2.124)
¢ 11 2 2 . v .
Demonstra-se que a rotacao da tangente ao meri--

diano x vale

1 2 2
X &h [(\)a1 U aQ)sen¢S1 (\)a2 n al)sen¢ .

(2.125)

Os demais esforcos sao obtidos, em funcao de Q4
e ¥, com as expressoes (1.255), (1.256), (1.258) e (1.259}.

Portanto ha necessidade de se obterem as expressoes das

derivadas de Qé e X. Estas derivadas sao consequidas com

. = +A 2*..‘. =
(sen¢Sl) cos¢(Ao+3Alx.5 X ) |
= ébs¢z(2n+1>Anx“ (2.126)
0 .
(Sen&ST),= cos¢(Bo+3le+5ng2+ ceee)=
2. )

0

- cos¢2(2n+l)BAxn (2.127)
0
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E as expressoes dos esforgos sao

N¢ = - cotg¢ [al(slsen¢)+a2(szsen¢)] (2.128)

N6 = - [a (s s;n¢) + a (S gén¢ﬂ (2.129)
11 2 2

_ _h? _ *
My = 1'23{ (va -u'a ) [.‘se“"’sl’*

#vcotg¢(sen¢sl)]+ (Qé2+u2a1)[(sé;¢sz)+

-

+vcotg¢(sen¢sz)]} ) (2.130)
M =—3-2-(1—2)ot | (va -u2a ) ( $)+
0 12a v®)cotgd va -uta, send .

+ (va +pa ). (sen¢S ) + M ] (2.131)
2 1 2 ¢

e o deslocamento horizontal § &€ obtido com a expressao
(1.260).

As constantes al e a2 sao calculadas, a partir
das condigoes de contorno, da seguinte forma:

a) para forga horizontal H, uniformemente distri
buida, tem-se, a partir das expressoes (1.261) e (1.262)

—HrO,O

= al(sen¢Sl)x=xo+a2(sep¢sz)x=xo (2.132)‘

.h2 2 L]
'0 = 133 {(val—u az)ﬁsen¢sl)x=xo+

+vcotg¢(sen¢sl)x=xo]+ (va2+u2a1)[ (sén¢sz)x=x +

+vcotg¢(sen¢sz)x=xo]] (2.133)
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Resolvendo o sistema (2.132) e (2.133) obtém-se o

valor das constantes a e a .
1 2

b) para momento M, uniformemente distribuido,.tem-
se, a partir das expressdes (1.263) e (1.264)

4

o
]

al(semi)Sl)x=x° + az(sen¢sz)x=xo (2.134)

h2 2 e,
M= 133 {(valfu az)[ (se§¢sl)x=x +

+vcotg¢(sen¢s )x_xo]+ (va2+ﬁ2al) [(sen¢32)x=x +
+vcotg¢(sen¢s 2 ) x=x J} (2.135)

- obtendo-se, analogamente ao caso anterior, a e az.
. , : 1

2.2~ Solugoes de Geckeler

2.21 - Solugao de Geckeler para casca esférica com espessu
ra constante

No caso de casca esferica (r1= r2= a) com espes-
sura constante, o sistema de equagdes diferenciais (1.241)
e (1.242), como ja foi visto, reduz-se as expressoes
(2.101) e (2.102) .

Os esforgos causados por cargas aplicadas no con
torno (H e M) amortecem rapidamente e devem conter um fa-
tor de amortecimento que faca com que os esforgos diminuam
d medida que se afastam do contorno. Supondo que este amor
tecimento seja exponencial, de forma e Aw, onde Y= ¢ -9,
(Fig. 2.201) e A & um valor maior que 1l; portanto, na deri
vada primeira e na derivada seqgunda aparece o fator multi-

plicativo A e )2 respectivamente; logo, a derivada segunda
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é maior que a derivada primeira que &, por sua vez, maior
que a fungao

Desde que a cotgd nao tenha valores elevados, po-
de-se desprezar o termo que contém a derivada primeira e o
termo que contém a fungdo em relacdo a derivada segunda. Por
tanto, o sistema de equagoes se reduz a

Q¢ = -Ehx (2.201)
.e 2 .202
% = %_ Q¢ ¥2.202)

Resolvendo o sistema por substituicao, obtém-se

[TYX S Ehaz

Qp + S Q= 0 (2.203)

Definindo

W= 3(1mv?) %: |  (2.204)
resulté

"9, + A" = 0 -  (2.205)

A solugao geral de uma equacdo diferencial deste
tipo @ da forma

Q¢= e}¢(Clsenx¢+czcosx¢)+enx¢(Casenk¢+cucosl¢)

(2.206)

A expressao & valida no caso geral, em que ha dois
bordos. No caso .de nao haver abertura superior, como Q¢ di-

minui a medida que diminui ¢, eliminam-se, portanto, o ter-

ceiro e qguarto termo da expresséo (2.206). Resta entao
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No calculo do deslocamento horizontal utiliza-se

a expressao (1.260), desprezando-se também o termo em que

¢

meira derivada (Ne). Portanto

aparece a funcao (N,) em relagao ao termo que contém a pri

(9,=¥) =)
o a sen(¢,~v¢ V3 aC e Awsen(lw+Y_ﬂ/4) (2.214)
. Eh :

A partir das condig¢oes de contorno, obtém-se as

constantes C e y. Tem-se entao:

a) para forga horizontal H, uniformemente distri

buida no contorno (Y = 0; ¢ = ¢o)

~Hsen¢, = Cseny (2.215)
0 = Csen (y+ -jll) ~(2.216)
V2' .
resultando ‘
4 .

b) para momento M,'uniformeménte distribuido no
contorno (Y = 0; ¢=¢ )-
)

0 = Cseny (2.218)
_ a_ ™ ' :
M =5 Csen (y+ 4) (2.219)
‘resultando
, a

O problema estd, portanto, resolvido, bastando a-
. penas introduzir as constantes C e y em cada caso, nas ex-

pressoes dos esforgos e dos deslocamentos.
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Q, = e*¢(clsenm¢+c2cosx¢) |  (2.207)

Esta expressao pode ser escrita de forma mais com
pacta ,

Q, = C e M sen(Ap+y) | (2.208)

onde.C e y sao as duas constantes a determinar (que dependem
das condigoes de contorno) e y & o Snguio contado a partir

da borda inferior, como mostra & figura (2.201).

Fig. 2.201

Iﬁtroduzindo a expressao (2.208) em (2.202), ob-
tém-se
x = %ﬁ 2x2ce Meos (Ap+y) (2.209)
Os esforcos podem ser obtidos em funcao de Q¢ e
X com as expressoes (1.255) (1.256)(1.258) e (1.259). As-
sim sendo

N¢= —cotgl¢o-w)c e MV sen (Ap+vy) (2.210)
_ -2 i

Ne= - V2 ac e sen(agty - 5 (2.211)

Nos momentos M¢ e MG' despreza-se, nas equagaes

(1.258) e (1.259), o termo que contém a funcao (x) em re-
lacao & primeira derivada (i). Resulta

. a -2 ;
M, = -~ C e sen (Ao+y+m/4) (2.212)
¢ V2 x
M. £ uM | (2.213)

6 ¢



-4]1—-

2.22~ solugao de Geckeler para casca de revolucdo com meri-

diano qualquer e espessura variavel.

Desprezando os termos que contém a primeira deri-
vada, e os termos que contém a fungdo, no sistema de equa-
¢3o (1.241) e (1.242), como foi visto no caso da solucao de
Geckeler para casca esférica de espessura constante, obtém-

se

Ehy ' (2.221)

(2.222)

XY 1 Eh - ‘ : :
U+ 5 20 =0 | (2.223)
Definindo
b T (1-v?) | '
AY =3 T T hZ - (2.224)
2 .

e introduzindo em (2.223) , resulta

U+ 4a2*u=0 (2.225)

Admitindo A constante, a solugao de (2.225) pode
ser expressa da seguinte forma (conforme ja foi visto)

U = ce ™ sen(Ayty) (2.226)
E, portanto,
r, 1

= 2 = 2")\.(’) 2
X ri =h 2CX ‘e cos (AP+y) (2.227)
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De forma analoga aquela vista para a casca esfé-

rica de espessura constante, obtém-se os esforcos e os des
locamentos

Q¢ = %— e_kw sen (Xy+y) (2.228)
2
__C_ _ -y
N¢- x, cotg(q)Q P) e sen (AyP+y) (2.229)
N, == -rl-— V2 cre™V sen(Ap+y- T (2.230)
1
M¢ . S % ;l oMY sen (AY+y+ %) (2.231)
V7’ 2 .
M, = VM, (2.232)
r sen(¢ -y) - .
- 2 RO w - I
§ = & ——r V2 cre *¥sen (Ap+y T (2.233)

1

Das condigoes de contorno obtém-se as constantes
C e vy, da mesma forma com que foram obtidas para a casca
esferica de espessura constante. Assim sendo, tem-se;

Q) para forga horizontal H, uniformemente distri
buida no contorno

Y = - = , C = [/? rq sen¢° H (2.234-a,b)
2 ‘

0

b) para momento M, uniformente distribufdo no
contorno '

Para as cascas com variagdo sensivel de A, pode-
se efetuar um calculo aproximado, com as formulas deduzi-
das, considerando faixas ao longo das quais & possivel ad-
mitir A constante.
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Considere-se a casca da figura (2.202), com A va

riavelje dividindo a mesma em faixas suficientemente peque

nas cCom A ;, X , A, «.s ln' com os seus respectivos ¢ , ¥ ,
1 2 3 1 2
wa'...w *

n

Fig. 2.202

Aplicando H = 1, no contorno, pode-se entao obter
Q¢ e M¢ em 1, por meio das expressoes (2.228) e (2.231).

1 ]/ 1
Q; ) =\ 2 rzlosenq)o "

2,1

-A Y - T
e "1"1 sen()\lw1 4)

M(l) send, r

= =AY |
¢ B rzlo )\1 rz \ © th Sen(}‘lul)

14

: s _ ‘ 1)
Obtido o valor de Qél), pode-se entao obter H(
com a exXpressao

(1)
(1) _ 2

H® 7=~ sen (¢ -¥,)




-~ 4=

(1) (1)

* Aplicando H

e M¢ no ponto 1, obtém-se, com
as formulas deduzidas, os valores de Q¢ e M¢ em 2,
2 r - - y
Q( ). /2 —2¢% sen¢ e(7A 0, Azwz)sen(k v+
¢ r, , - 0 11
‘ 14
s
+A2w2 - z)
(2) .rg,o rl,z (-x ¢ =2 ¢ )sen(i y-FX Pl)
M¢ = i semb° oo e 117 22 11 2 2
2 2,2

Este procedimento pode ser estendido para toda a
casca e os demais esforcos (N¢, Ne, Me) sao obtidos de mes-
ma forma. Conclui-se entao que se pode calcular os efeitos
produzidos por uma forca H, numa casca com A variével, uti-
lizando as expressoes (2.228 a 2.233), nas quais substitui-
se o termo \y,pela somatdria ZA;¥; (B5). De forma andloga
sao considerados os efeitos de um momento M aplicado no
contorno.

2.3. Aproximacao de Hanna

Baseando-se em resultados experimentais em ciuipu-
las esféricas de aluminio, com espessura variévgl, carrega
das ao longo da borda, Hanna indica uma simplificagao,queA
permite o calculo dos esforgos da teoria de flexdo, em cas
ca esférica com espessurd variavel.

Esta aproximacao consiste em admitir que as pe£
turbagoes de borda da casca esférica de espessura varia-
vel sejam iguais &s da mesma casca com a espessura cons-
tante conveniente. Esta espessura & a que a casca de espes
sura varidvel apresenta a uma dist@ncia S, da borda, deter
minada com

F.a T ceeec— (2.301)
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Esta aproximacdo exige que a regido de enarossamento se
estenda pelo menos a uma distancia S da borda dada por

s =2y ah, (2.302)

onde a & o raio da casca e h, € a espessura média da regido
do engrossamento (Fig. 2.301).

h _+h
h =.9 ¢

a (2.303)

2

Fig. 2.301

Esta aproximacao & utilizada apenas para o cidlculo
dos efeitos (esforcos e deslocamentos) da teoria de flexao,
sendo que para o calculo das tensdes produzidas por estes es
forgos deve-se considerar a'espessura real no ponto.

Salienta ainda uma aproximagao corrente no calculo

“da flexao de cascas com simetria de revolugdo e carregamento,
que consiste em consideiar os coeficientes elasticos de uma
casca de meridianc qualquer iguais aos de uma "casca esféri-
ca equivalente", de tal forma a possuir o mesmo angulo de a-
bertura ¢, © mesma espessura(Bl).
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3.~ APLICACAO DAS DIFERENCAS FINITAS

3.1- Elementos de diferencas finitas

O método das diferengas finitas consiste em subs
tituir uma funcao, co?hecida apenas em pontos isolados,
por um polindmio (de interpolacao) de grau n, a fim de
substituir as derivadas da funcao pelas derivadas do poli-
nomio.

Assim, suponham-se conhecidos os valores de uma
funcao y = f(x), em pontos igualmente espacados (em princi
pio os pontos podem nao ser igualmente espacados, o que a-
carreta apenas complicagoes formais). Considere-se por e-
xemplo como polindmio de interpolacao o polindmio de 49

grau

vy = p(x) = ax*+ bx®+ cx?+ dx + e (3.101)
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e denominem-se

f-28) =y . (M) =y
£0) =y, £0A) =y ., (3.102)
£(20)= v,

Ly

y= f (x)

Fig, 3.101

Ym
Ym-
Ym

-2A -A ©

£ possivel montar um sistema de 5 equacdes a 5 incdanitas
e determinar as expressoes dos coeficientes do polindmio
(a,b,c,d,e), em funcao dos valores conhecidos da funcao
(y ). Determinado: assim o polindmio interpolador, suas
derivadas podem ser utilizadas, com certa aproximacao,
comoderivadas da funcao'y = f(x) no ponto central (dife-
rencas finitas simétricas ) ou em outro ponto, a direita
ou 3 esquerda do ponto central (diferencas finitas assimé
tricas).

De forma andloga conseque-se determinar as :ex=:
pressdes das derivadas utilizando polindmio de interpola-
cao de grau n.

Estas sao as diferencas finitas lagrangeanas, as
cquais sao utilizadas neste trabalho. Cahe observar due OU
tras discretizacdes podem ser obtidas com as diferencas
hermitianas, nas quais o polindmio interpolador & definido
nao somente por valores da funcao como também por valores
das derivadas; a respeito, podem ser consultados, por exen
plo, SOARE (Bl0) e as referencias al indicadas.

Denomlnaram-se de DF-1 as diferencas finitas

cauando se utlllzam as sedquintes expressoes para as deriva=

-



polinomio

de grau 4.

quando se

o~

polindmio

de grau 6.

-4 8~

dyy -1 j._

(dx)m - 2A [ ¥m-1 + ym+1] (3.103)
d2 1

(G = 72 [ Ypor = 29 * Yua ] (3.104)
didyv, _ 1 _

& n = 537[ " Yp-2 %Y, 2Ym+1 + Ym+zB3JDS)

da. 1 .— -
(dx )m = F [ Y -2 - 4ym-1 + Gym 4ym+1 + ym+2F3lO6)

As expressoes (3.103) e (3.104) s3o obtidas com
de grau 2 e as (3.105) e (3.106) com polindmio

Denominaram-se de DF-2 as diferencas finitas

utilizam as sequintes expressoes para derivadas

d 1. _
(ai)m = 124 [ym-z - 8ym_; * 8ym+l ym+z] (3.107)

dvy o 1 |- + 16y . - 30y_ + 16y . +
dx2’'m 12A2 Ym-2 m-1 Y m+1

(

- ' .108)
ym+2] . (3.108)

ddy. - 1 ' | . ) .
(aig)m - BA3 [ Yrmy 7 8¥pep 13V 13V,

*8y L, - ym+3] (3.109)

d'y 1 |- _ :
(dx“)m EAT [— ym_3 + l2ym__3 39ym_l + 56ym+1 +

._39ym+1'+ 12ym+2 - ym+3] A (3.110)

As expressoes (3.107) e (3.108) sao obtidas com
de grau 4 e as (3.109) e (3.110) com polinomio
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O erro cometido, quando se utilizam diferengas fi
nitas & fungao do espacamento A entre os pontos, e segundo

SALVADORI (B10)., pode ser expresso sob a forma:

p/(DF-1)  e(x)

fl(x)A2+ fz(x)A“+ f3(x)A6+... (3.111)

p/ (DF-2) e(x) = f;(x)A“+ f;(x)A6+ f;(x)A8+... (3.112)

Note-se que para as DF-1 o erro &, para as qua-
tro expressoes, da ordem de A? e, gue analogamente, para
as DF-2 o erro & .da ordem de A"*. Poder-se-ia, @ claro,ob-
ter um conjunto de expressoes para as 4 derivadas s com
polindmio de interpolacao de grau 4, e outra conjunto sO
com polindmio de interpolagao de grau 6; neste caso, po-
rém, as ordens dos erros variariam dentro do mesmo conjun
to, impedindo as extrapolagdes de Richardson, que serao
vistas a sequir.

Ao se calcular com varios valores de espacamento,
tem=se para o mesmo ponto x

p/ (DF-1) e

ClAz + c2A” + C3A°,+ .en ’ (3.113)

p/ (DF-2) e

i

C'K* + C'AS + C'A® + ... (3.114)
1 2 "3

Com o conhecimento da expressao do erro pode-se
calcular uma melhor aproximagao, nos pontos comuns, para
os valores obtidos com malhas distintas, usando as extra-
polacoes de Richardson(Bl0)apresentadas a seguir.

Denominando A1 o valor corresponde ao calculo
com espagamento A1 (obtido com numero de divisoes nl) e
Az.o valor correspondente ao calculo com espagamento Az-
(obtido com nimero de divisdes n ) obtém—-se, a partir da
figura (3.102): ?

p=dbma) oy o (bma) (3.115-a,b)
1 nl 2 n2




....50._

vy = f{x)
T

Fig. 3.102
A, A,

.-xzq ’ . x=b 3

Desprezando-se, para as DF-1, o erro de ordem su-
perior a A%, e denominando e e e2 0s erros correspondentes
. 1
aos valores A e A , respectivamente, resultam
’ 1 2 _

e

A-A = ¢ (B=a
1 1 1 n1

)2 (3.116)

e = a-A = c (B282 (3.117)
2 1 nz

Resolvendo o sistema, obtém-se o valor A extra-

polado
ni n:
A = g Az - H-:Tn—f' Al (3.118)
2 1

ou, expressando-o de forma mais compacta, vem

A =0 A to A (3.119)
11 2

2

Para as (DF-2), desprezando-se o erro de ordem
superior a A%, obtém-se, de forma analoga

. ny n
A= — A - L \ (3.120)
ni-n* 2 np*-n* !
2 1
ou
A = A +y A .
YRR, (3.121)

Com trés malhas distintas pode-se, para as (DF-1),

levar em consideragao a segunda parcela do erro, da seguin-

te forma
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®
l

A-A = C (922)2 + C (923)“
1 1 1 nl 2 l’l1

2 2 1 nz 2 n

e = A-A = C (22324 ¢ (R22y»
3 3 1 n3 2 n

(3.122)

(3.123)

(3.124)

Resolvendo o sistema, obtém-se o valor A extrapo-

lado
| - n} | n*
A= A - 2 +
(nz_nz) (nz_nz) 1 (n2_n2) (n2_n2) 2
2 1 3 1 2 1 1
n" .
+ 3
(n2-n?) (n?-n?) °’
3 1 3 2
ou
A=p8A4B A +8 A (3.126)
1 1 2 2 3 3

Os coeficientes 05, Bi,

Yy encontram-se tabela-

dos em SALVADORI (Bl0)' para as-diversas relagoes dos ni-

meros de divisdes da malha.

Nao se devem usar as extrapolacgoes, quando as a-

proximagoes sucessivas nao tendem monotonicamente ao valor

verdadeiro,

3.2- Diferencas finitas aplicadas a teoria de flexao

3.21.- DiscretizagoOes das expressoes utilizadas

Ao se aplicarem as diferencas finitas nas
€ usual gque se numerem os nds a partir do contorno
or. Assim sendo, tem-se dois casos distintos: casca

vatura gaussiana positiva (Fig. 3.201-a) e casca com

tura gaussiana, negativa(Fig. 3.201-b).

cascas,
inferi-
com cur

cur.vatg



&
&
&
O
©
°
&
-
¢m+l= ¢m - Ad)
{o) ' :
Fig. 3.20lI

No caso de casca com curvatura gaussiana positi-
va, a numeragao dos nds cresce no sentido contrario ao do
angulo ¢. Tem-se ent3o um incremento negativo do angulo;
portanto,deve-se considerar A¢ negativo, quando se usarem
as expressoes das derivadas.

No caso de casca com curvatura gaussiana negati-
va, a numeragao dos nds cresce no mesmo sentido de ¢. Por
tanto,o incremento do angulo & positivo, n3o se mudando,
entao, o sinal de A¢.

Foram elaboradas trés discretizacoes distintas
na resolugao de cascas en regime de flex3o:

a) Aplicagao das diferencas finitas sobre o sis
tema de equagoes (1.241) e (1.242), usando
as diferencas finitas (DF-1).

b) Aplicagao das diferencas finitas sobre o
sistema de equagdes (1.241) e (1.242), usan-
do as diferencas finitas (DF-2).

c) Aplicagao das diferencas finitas sobre a e-
quagao (1.248), usando as diferengas finitas
(DF-2).

O sistema de equacoes diferenciais (ou a equa-
¢ao) discretizado & obtido da seguinte forma:



Discretizacao a: Aplicando as expressdes (3.103)
e (3.104) em (1.241) e (1.242), e agrupando os termos, re-
sultam para o ponto genérico m

- g - -
(1-0,58,2 )U 1+ (828 -2)U +(1-0,54

¢Am)Um+l +

2 _
3 X= 0 (3.201)

(1-0,5A,D )Xm_l+(A2Em-z)xm$(l—O,5A +

¢ m ¢ ¢Dm)xm+l

#AF U =0 (3.202)
¢ mm

Discretizagao b: Aplicando as expressdes (3.107)

e (3.108) em (1.241) e (1.242), e ‘agrupando os termos, re-
sultam para o ponto genérico m

2g -
l+(12A Bm 30)Um +

(BB -1)U, o+ (16-84 :

¢Am)Um—

-_ . 2 =
+(16+8A Am)Um+l (1+A¢Am)Um+2+12A¢Cme 0 (3.203)

¢

- : - 2p
(84D0=1) X+ (16-8A,D, ) x )+ (1282E, -30)x, +

¥ 2 =
+(16+8A +12A FmUm— 0 (3.204)

¢Dm§Xm+1_(l+A¢Dm)Xm+2 )

Discretizagao c: Aplicando as expressées (3.107),

(3.108), (3.109) e (3.110) em (1.248), e agrupando os ter-
mos, resulta para o ponto genérico m

- * - * o a2n% L3k
(-4+38,A0) X, 3+ (48-248 A7-202B7+203C)

"m *

¢ )Xm-2

* 2p* _1eadptk -€0A2 R
+(156+39A¢Am+32A¢Bm 16A¢cm)xm~l+(224 60A¢ Bm+

N * - - * 2 * 3 *
248D ) X # (156398, AL +32A5B, +16A3C ),y +

+(48+24A A*-272B*-2p3c* 0
m m

. * -
o 5 m))(m+2+(v‘4—3A¢Am)xm+3—

¢

(3.205)



As expressoes discretizadas dos esforcos e dos
deslocamentos sao obtidas da sequinte forma:

Discretizagao a: Aplicando a expressdo (3.103)
nas expressoes dos esforcos (1.255 a 1.259) e do desloca
mento horizontal (1.260), resultam:

9, = _m (3.206)

n .
N = - - cotgd (3.207)
¢,m r’“m m ;
N W S
No,m™ ~ T 38, Un-1*Une1) (3.208)
1,10 ¢
K 2vA ‘
= . m . ___i
M¢,m— 2A¢r (~Xp- 1t Cotgd Xm Xpe1)
’
(3.209)
cotgqbm
Me'm= Km(l"'\))'—;—— + \)Mq)’m (3.210)
2 (0
r 2vA ‘ .
§_ = o (U, + ——-9 cotgp U U . .)
m 2A¢r},mhmE m-1 m mfl
’ (3.211)

Discretlzacao b Aplicando a expressao (3.107)

nas expressoes dos esforgos e dos deslocamentos, resultam?

1

No,m™ = 1287 = (Upnep 80y 1 #8U ,1-U, 1) (3.212)
" 1,m
K 12vA cotgd_x
M¢ o= Iii—%~——(xm_2—8xm_l+ ¢ n'm
' ¢y, m P
' * BXpe1 Xpe ) (3.213)
r 12vA, cotgé_U
§ = 2. M (-U_ .+8U + ¢ mm o,
m 12A,r. h:E' "m-2 m-1 p
$"1,mm m
= 80041t 0! (3.214)
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Os esforcos Q , N , M sao obtidos com as
- ¢ ,m ¢,m 8,m

expressoes (3.206), (3.207), (3.210) respectivamente, ou
seja, as mesmas expressoes deduzidas para a discretizagao
a, pois tais esforgos ndo dependem das derivadas das fun-

goes.

Discretizagao c: Como no caso em questao, a re-
solugdo da equagdo diferencial fornece apenas x; deve-se
~ o ~ .
entao obter U e U no ponto m, em fungao de x. Assim sendo,

introdezindo as expressdes (3.107) e (3.108) em (1.244),
resulta:

= 1 )
U = 12&;?;" [(1 ByDr) Xpog* (~16+88,D )3 o +

-— 2 — ——
+(30 12A¢Em)xm+( 16 8A¢D )xm+l + (1+
+A¢Dm)Xm+2] (3.215)

. SueeeeBMls as ‘expressdes (3.107), (3.108),
(3.109) em (1.246) resulta-

|
Un = 222

. - _ 2
[(3A1’m)xm_3+( 247, _-2A.B, _+2A%C. )

é . ¢ 1,0 ¢ i,

+(39A., +32A,B. -1 C +(-60A,B. _+
Xm-2 ( 1,00 ¢ 3,m 6A¢ },m)xm—l (=6 ¢ 1,m

+24A3D . +(-39A. +32A,B. _+16A3C
485D )Xt (=39A, [ #3284B. 6 3¢ m) X1

+(24n, S20,B202C ¥ o (<3R, ’m)xm+3J

(3.216)

Os esforgos Q sdo obtidos introdu

¢,m’ ¢ m’ e m
zindo . as expressoes (3.215) ou (3. 216) nas expressoes

(1.257), (1.255) e (1.256) respectivamente.
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0s esforcos M¢ e M s?o obtidos com as expres
I
soes (3.213) e (3.210) respectlvamente. 0 deslocamento ra-
dial Gm €& obtido a partir da expressao (1.260).

Conhecidas as expressoes discretizadas dos esfor-
¢os podem-se obter as expressoes discretizadas das. condigdes
de contorno para forga horizontal H e momento M uniformemen
te distribuidos no contorno. Assim sendo, tém-se para a bor
da inferior

Discretizacao a:

Uy = -Hr_ (3.217)
2vA 2. r
~x_q * —-—9 COtgh X Xy = —-i.lL- M (3.218)
o, |

Estas duas expressoes sao validas para forga hori
zontal unitaria aplicada no contorno inferior (fazendo H =1
na (3.217) e M = 0 na (3.218)) e momento unitario éplicado
no contorno inferior (fazendo H = 0 na (3.217) e M =1 na
(3.218)).

Discretizacao b:

U, = Hrg
12vA 12A . r
Xop=8X_q * ————9 cotgé x +8X+1‘X+2= ———$4*'
Po %o
(3.219)

Discretizagao c:

(1-A,D_)X_,*(~16+8A

_ 2
] D_)X_y*(30-124

¢Eo)xo +

¢

+(-16-8A +(1+A ~12A2 FoHr o (3.220)

$Po) X+1 Do) X42= 6 ,
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12vA

12A rl

Y =8y .+ —— ey, ,= —2 L0
X-2 8x—i+ P COtg¢oxo+8x+l X42 : M

o

K
o

£ valida, para os casos b e ¢, a observagao fei-

ta no caso a.

Para as cascas abertas, valem para a outra borda

as expressoes deduzidas para a borda
penas particulariza-~-las para o ponto
cascas sem abertura superior (apenas
por simetria, as seguintes condigoes
3.302).

inferior, bastando a-
considerado. Para as
uma borda) obtém-se,
de contorno (Fig.

Fig. 3.202

Discretizacao a:

u_=20
s

~e

Xg =_0

Discretizagao b:

-

c
|
o
pad
n
i
o

a
I
1

- xs+l
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Discretizagao c:

Xg = 0 ’

Xg-2 T 7 Xg42

3.22 - Ordem do sistema de equagoes

Para a determinacao da ordem do sistema de equa-
gaes a ser obtido, ao se utilizarem as diferencgas finitas, é

preciso fazer um balango entre o nimero de incdgnitas cria-

das e o niimero de equacdes que se obtém ao se utilizarem as

citadas discretizagoes.

Denominando de s o nimero de divisoes (portanto
s+l nds), tem-se para as cascas com dois bordos (Fig.

3.203-a), nas trés discretizagoes, a, b, c:

\5\: : +2 >< ' . 5(

A N
x\s+ i

To

i‘l-l
~a5*2

(a) . -3L

(b)

Fig. 3.203
Discretizacdo & incSgnitas  equagoes
aplicacao das (3.201) & (3.202) nos
pontos 0 a s, s+l pontos

2 (s+3) " 2(s+1)
condi¢oes de contorno

v 4
ordem do sistema ' 2s+6 és+6




Discretizagao b: incdgnitas  equagoes

aplicagao das (3.203) e (3.204)

nos pontos 0 a s ; s+l pontos 2 (s+5) 2(s+l)
condigoes de contorno - 4
2s+10 2s+6

resultando, portanto, um nimero de incdgnitas maior que o
nimero de equag¢does. O procedimehto normal neste caso seria
utilizar diferencas finitas assimé@tricas, reduzindo o nime-
ro de incdgnitas, tornando-o igual ao nimero de equacoes.
Para facilidade de programacao, utilizou-se um artificio,
aque consiste em criar equacoes suplementares, da segquinte
forma.

Considere-se o polindmio de 49 grau
y = P(x) = ax" + bx? + cx? + dx + e

onde os coeficientes, obtidos como foi visto, valem

= 1 _ _

& = 21;% [Ym-z-4Ym_1+6ym 4ym+l+ym+2] (3.221)
= 1 T_ _

b= 12&?[ Yn-212Ym-1 2ym+1+ym+2] (3.222)

r

C = 5137 - m_2+16ym_l-3Oym+16ym+l-ym+2] (3.223)

| - ) ‘
d = o5 | Yn-2"%n-118¥pe1 Ym+2J (3.224)
e=ym

Fazendo m = 1, nas expressoes (3.221), (3.222),
(3.223) e (3.224), obtém~se com x = =2A o valor de v no
ponto 2:

= - - .225
y_o = 5y_;~10y +10y,-5y,+Y¥3 (3 )
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Obtém~se entao uma equacao suplementar sem pro-
duzir novas-incégnitas. Procedendo-se assim, ao utilizarem
se as expressoes (3.107 e 3.108), no ponto 0 (zero), apa-
recera o valor da fungdao no ponto -2, que & obtido com os
valores da fungao nos 5 pontbs'anteriores conforme mostra
a expressao (3.225). Logo,a derivada da funcdo no pdnto 0
(zero) e indiretamente obtida com pontos nao simétricos;

o procedimento & semelhante ao de utilizar diferencas fini -
tas assimétricas, obtém-se porém um sistema de ecuacdes de-
ordem um pouco malor.

Particularizando a expressdo (3.225) para as va

ridveis x e U, tém-se, para a borda inferior:

U_,~5U_;+10U_-10U +50,-U; = 0 ~ (3.226)

1 1 2 73

Xop72X_ ¥10Xo 710X +5%, ~X3 = 0 (3.227)

Analogamente, obtém-se outras duas equacoes para
a borda superior, sem produzir novas incOgnitas. Portanto,
aumentou~-se o nimero de equagoes de 4, fazendo-o iqual ao

nimero de incognitas, 2s+10, que @ a ordem do sistema.

Discretizagao ¢ incbgnitas  equagoes

aplicacao de (3.205) nos pontos

0 a s; s+1 pontos : s+7 s+l
condicoes de contorno -
equagoes suplementares - 2

ordem do sistema i s+7 . s+7

Aagui, as duas equagaes suplementares resultam da particula

rizacao da expressao (3.227) para os pontos-3 e s+3, isto &

x_3—5x_2+10x_l—10xo+5x+l—x+2=0

Xg-2"9Xg-1T10Xg 10X 1) PXg427Xgt3 = 0
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Para as cascas com coroamento
3.203-b), tém-se:
Discretizagao a: incognitas

aplicacdo das (3.201) e (3.202)

nos pontos 0 a s-1, s pontos 2(s+2)
condicoes de contorno » -
simetria -
ordem do sistema 2s+4
Discretizagdo b: incognitas
aplicacao das (3.203) e (3.204) nos
pontos 0 a s-1 ; s pontos ' 2(s+4)
condigdes de contdrno : , -
simetria ' -
equagoes suplementares * -
ordem do sistema 2s+8
(*) referentes apenas & borda inferior
Discretizacgao ¢: incOgnitas
aplicacdo de (3.205) nos pontos
0 a s=1; s pontos s+6
condicoes de contorno ‘ -
simetria ' -
equagoes suplementares 4 —
ordem do distema s+6

fechado (Fig.

equagoes

2s

2s+4

equagoes

NN

2s5+8

equagoes

=W N

s+06

Nota-se que, no caso ¢, © numero de equagées,

ou seja, a ordem do sistema de equagdes, & aproximada-

mente a metade da dos casos a e b.
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4, - PROGRAMACZO

1130,

com

Foram elaborados programas em FORTRAN IV do IBM-

configuracao 32K, palavras de 16 bits, para:

- Solugao mediante séries hipergeométricas (cas-
ca esférica de espessura constante).

- Solucao de Geckeler para casca esférica de es-
pessura constante.

- Solucao de Geckeler para casca de revolugao de
meridiano qualquer e espessura variavel.

~ Solugao mediante diferencas finitas usando a
discretizagao 2 (para meridiano qualquer e es-
pessura variavel).

- Solucao mediante diferencas finitas usando a
discretizagéo b (para meridiano qualquer e es-
pessura varidvel).

- Solugao mediante diferengas finitas usando a
discretizagéo c(para meridiano qualquer e es-

pessura variavel).
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A programagao das trés primeiras solugdes (solu-
¢oes analiticas)é imediata, sequindo a séqﬁéncia de calcu-
lo ja apresentada.

A programagao das trés Gltimas solugdes (solucdes
mediante diferengas-finitas) e idéntica, diferenciando-se.
quanto & formulag3o matemdtica e a Indices que se referem
d ordem da matriz, e sao portanto tratadas neste capitulo
de uma forma comum.

Os programas destas solugoes constam das seguin-
tes rotinas:

GJRMS - rotina para inversao de matriz pelo pro-

cesso de Gauss-Jordan—-Rutishauser.

GEOME - rotina para impressao do cabecalho, lei-
tura e impressao das caracteristicas geo
métricas e mecdnicas, cadlculo dos pardme
tros geométricos do contorno inferior e
superior (se houver).

PAGEO - rotina para calculo dos parametros geomé
tricos em cada ponto.

SPMMC - rotina para montagem da matriz dos coefi

cientes.

CDEED - rotina para cdlculo dos esforgos e deslo

camentos.

A fungao das rotinas GEOME e PAGEO & fornecer os
parametros geométricos para as rotinas SPMMC e CDEED, sen-
do que apenas elas dependem da geometria da casca, e por
isto,para cada tipo de casca,deve-se modificar estas roti-
nas.

Apresentam-se, a seqguir, para a discretizacgao c,
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os fluxogramas das rotinas SPMMC, CDEED e do programa prin
cipal que nao dependem da geometria da casca.

A listagem do programa, bem como a salida dos re-
sultados, sao apresentados no apéndice (APENDICE II - LIS-
TAGEM) , para um elipsdide de revolucao com abertura supe-
rior e variacao linear de espessura (Fig. 6.104).

ROTINA SPMMC

CALCULO DAS TRES PRIMEIRAS
LINHAS DA MATRIZ REFE-
RENTESAS CONDICOES DE
CONTORNO £ EQUAGAQ

SUPLEMENTAR

“ ROTINA PAGEO

‘

< CALCULO DOS COEFICIENTES|

COROAMENTO NAOQ
ABERTO

¢

ZERAR A LINHA S+ 4
E MONTAR AS TRES
ULTIMAS LINMAS REFE-
RENTE A SIMETRIA

CALCULO DAS TRES ULTIMASLH
NHAS DA MATRIZ REFEREN
TES AS CONDICOES DE
CONTORNO E EQUAGAOD
SUPLEMENTAR

l .
§ L

ROTINA GJRMS
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ROTINA CDEED

PROGRAMA PRINCIPAL

. ROTINA GEOME

COROAMENTO
ABERTO

0

: ROTINA SPMMC
cALcuLo 00s oIS

GLTIMOS TERMOS INDE

PENDE NTES REFERTES AS }
CONDICOES DE CONTORNO.

ROTINA CDEED
CALCULO DOS 0OIS {Hy=1,Mp=0, Hg20, Mgz 0 )
PRIMEIRO TERMOS INDE-

PENDENTES REFERENTES -

AS OONDIQOES DE CONTORNO,|

IMPRESSAO DOS ESFOR.
OS £ DESLOCAMENTOS

CALCULO DAS RAIZES

ROTINA CDEED

(Hg=0, M;=1, Hy2 0, My=0)

‘

IMPRE SSAO DOS ESFOR]
¢0S E DESLOCAMENTOS

ROTINA PAGE O

:

| @@ CALCULO DOS ESFORCOS

CORQAMENTO
ABERTO,

ROTINA CODEED

(Hy=0 ,Mg=0, Hgzl, Mgz0?

siM é

o IMPRESSAD DOS ESFOR-
¢OS E DESLOCAMENTOS

cALCULO DOS DESLOCA-

MENTOS DA BORDA SUPERIOR]

ROTINA COEED

(Hyz0,My=0, He20, M=t
cALcuULO DOS DESLOCA

MENTOS DA BORDA INFERIOR . é

IMPRESSAO DOS ESFOR-
€OS E DESLOCAMENTOS

L (]
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5. - EXPERIMENTACAO NUMERICA

O objetivo deste capitulo & fazer comparagdes dos
resultados que se obtém com a utilizacdo das solucdes apre-
sentadas anteriormente, para o cilculo de estrutura em cas-
ca, em regime de flexao. Foram apresentadas as seguintes so
lucoes:

Solugoes analiticas

- Solugao mediante séries hipergeométricas

- Solugao de Geckeler para casca esférica de es-

pessura constante.

Solugcao de Geckeler para casca de revolucdo com
meridiano qualquer e espessura variavel.

Aproximacao de Hanna.

Solugoes mediante diferencas finitas

- Discretizagao a. (Aplicacdo das diferencas finitas
DF-1, sobre o sistema de equagdes (1.241) e
(1.242)).

- Discretizagao b. (Aplicacao das diferengas fini-
tas DF-2, sobre o sistema de equagoes (1.241 e
1.242)).

- Discretizagao c. (Aplicacao das diferencgas fini-

tas DF-2, sobre a equacao (1.248)).
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Foram efetuadas 4 experimentacdes numéricas, e
resultaram deste estudo, tabelas e diagramas que poderao
orientar na escolha da solugao a se adotar na resolucao

da teoria de flexao em cada caso, conforme a precisiao que
se desejar.

Na confecgéo destas tabelas, que sao apresenta-
das no Apéndice I, foram escolhidos os pontos mais repre-
sentativos, ou seja, uma concentracao maior de pontos jun
tos & borda e espacamento maior de pontos a medida que se
afasta da borda, pois os esforcos provenientes das pertur-

bagGes locais amortecem & medida que se afasta da borda.

Estas experimentacoes foram feitas, solicitando

a borda da casca por forga horizontal unitaria e por nmo-
mento unitlrio, uniformemente distribuidos no contorno,
aplicados separadamente.

5.1 - Experimentacdo 1 - Casca esférica de espessura cons
tante (a/h = 300) com angulo do contorno inferior ¢,=30°,

coroamento fechado, calculada mediante:

a) séries hipergeométricas com 500 termos (toma

da como padrao);
b) solugso de Geckeler;

c) diferencas finitas usando a discretizagao a,

com A, = 29;
¢

d) como no caso anterior, com A, = 19;

¢

e) extrapolagoes de Richardson com c) e d);

f) diferencas finitas, usando a discretizagao b,
com A, = 29;

¢

g) como no caso anterior com A¢ = 19;

h) extrapolagaes de Richardson com f) e g9);
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i) diferencas finitas, usando a discretizagéo c,
com A, = 29;

¢

j) como no caso anterior, com A, = 19;

¢

2) como no caso anterior, com A¢ = 0,59;

m) éxtrapolagSes de Richardson com i) e 3j);

n) extrapolagéo de Richardson com j) e &);

0) extrapolagGes de Richardson com 1), j) e &);

Apresentam-se nas tabelas 1.1 a 1.9 (Apendice I)
os resultados dos esforgos N¢, Ne, M¢, M9 e dos deslocamen
tos da borda. Nao se apresenta o esforco Q
"

Sequem algumas observacoes e conclusdes de anali

o porque, para

efeito de precisao, & idéntico a N

se dos resultados desta experimentacao.

- Convergéncia monotdnica dos valores obtidos com
as diferencas finitas, quando se reduz a malha, sendo portan

to possivel aplicar as extrapolagdes de Richardson.

- Como era esperado, os resultados obtidos com as
DF-2 s3o melhores do que os obtidos com as DF-1, justifican-
do plenamente o trabalho adicional.

- 0 efeito produzido pelas extrapolacoes de Richar
dson & maior para as DF-1 do que para as DF-2,

~ Os resultados obtidos com as diferencas finitas
melhoram ao afastar-se da borda, pois as fungoes a aproximar

tornam-se mais suaves.

-~ Os resultados obtidos com a discretizacao b e
com a discretizagao ¢ sdo bem proximos quanto aos momentos

M, e M,, porém os resultados para os esforcos N, e N, sao
¢ = Tpr POES | €% T ¢ Vo

melhores com a discretizacao b.
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- Apesar da observa¢ao anterior, &€ mais vantajo
SO usar a discretizagao €, pelo menor tempo de cdmputagéo,
‘visto que a ordem do sistema de equacoes a ser resolvido
é aprgximadamente a metade da ordem do sistema correspon-

dente & discretizagao b.

- Ainda que com a discretizagéo c se tenha
Di2#1D21, os dois valores convergem a medida que se refi-
na a malha. A razao desta discrepancia (pois se deveria
ter D;, = Dy1) & que Dy; € proveniente da solucao do siste-

ma e Dy, & proveniente de uma derivada terceira.

- Da andlise dos resultados de malhas com niime=-
ro de derivacoes proporcionais a 1, 2 e 4, com a discreti
zacao c, observa-se que os valores extrapolados com as du
as primeiras malhas nao sao melhores que os resultados ob

tidos com a terceira malha.

- Para uma melhor visualizagao dos erros cometi
fcs, apresentam~se plotados nos diagramas 1.1 a l.l2, os
?rros para os esforcgos ﬁé e M¢ (a partir das citadas tabe
las 1.1 a 1.9, do apéndice.I). Estes erros sao definidos

pelas expressoes: - = -

RIS
E = se Ve V_ tiverem o mesmo
'ImaxV ‘ . e a
e sinal
| vev,| |
E = VESEV;T se Ve e Va tiverem sinais
diferentes

onde

Ve & o valor tomado como padrao
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o valor aproximado,

(1

\Y
a

maxv, & o maximo valor padrao.

Com isto, para valores de E > 0 tem-se erros por
falta, e para valores de E < 0 erros por excesso.

A razao de se usar, no denominador da expressao
do erro, o maximo valor do intervalo & para ndo dar muita
importancia a porcentagem de erro grandes, quando afetam
valores pequenos dos esforgos considerados.
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5.2 - Experimentagao 2 - Cascas esféricas de espessura cons

tante; coroamento fechado, e com as sequintes caracteristi-

cas: -
espessura 9,
) a/20 ' 409
a/500 409
a/20 209
a/500 209

Estas cascas foram escolhidas de forma a cobrirem,
quanto ao adngulo no contorno e cuanto a espessura, O inter-~
valo mais usual nas cascas esféricas de concreto.

O calculo destas cascas foi feito mediante:

a) séries hiperdeométricas (padrao):;

b) solucao de Geckeler (aproximada).

0s resultados ohtidos para os esforgos Wy , My €
para os deslocamentos na borda, sao apresentados nas tabe-
las 2.1 a 2.5 do apéndice T. Os erros, definidos na experi-

mentacao anterior, sao apresentddos nos diagramas 2.1 e 2.2.

O objetivo desta experimentagao & verificar nu-
mericamente os limites de aplicabilidade da solugao de.
Geckeler, muito mais acessivel que a solugdo exata median-
te séries hipergeométricas.

Sequem alqumas.observacoes e conclusoes desta
experimentacdo.

- Nas cascas com a/h=20 as perturbagoes nao se
restrincem a uma peduena reaiao, como nas cascas finas, en

que.os efeitos da horda amortecem rapidamente.

- Nas cascas menos delgadas (a/h = 20) aparece um
erro na;soluqéol mediante séries hipergeométricas, pois, a-
plicando um momento unitdrio uniformemente distribuido na

borda, tem-se para y = 19, M¢ > 1,0. Nota-se ainda que se
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esta em torno do limite de aplicacado da teoria das cascas
delgadas.

- E dificil delimitar, com generalidade, uma fai
xa em que a solucao de Geckeler possa ser utilizada, ainda
mais que tal faixa estd intimamente ligada ao conceito de
seguranga da estrutura e também as dimensoes da obra. Para
esta opgao de utilizar ou ndo a solucao aproximada de Ge-
ckeler espera-se que os diagramas dos erros e as tabelas

sejam um bom ponto de apoio.
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5.3 Experimenta¢ao 3 - Cascas esféricas de espessura varid

vel, coroamento fechado, com as seguintes caracteristicas;

casca ¢o ¢h ho/a hc/q hf/g
1 209 129 0.004 ' 0.0015 0.00353
2 209 49 0.030 0.0100 0.02493
3 409 309 0.004 0.0015 0.00362
4 409 15¢ 0.060 0.0300 0.05404

onde os termos citados sao (Fig. 2.301):

o
()]
o

angulo ¢ do contorno inferior

angulo ¢ até onde varia a espessura

©
=

()]

o)

o]
o
)

espessura da casca na borda

=)
1)

a espessura da casca que permanece constante

he € a espessura ficticia com a qual sdo calcula-
dos os esforcos e deslocamentos em regime de

flexao, conforme aproximacdo de Hanna.

O calculo destas cascas foi feito mediante:

a) solucao de Geckeler, para casca esférica de es
pessura ficticia constante he (Aproximacao de Hanna);

b) solugao de Geckeler, para casca de revolugdo de
meridiano gualquer e espessura variavel;

c) diferencgas finitas, usando a discretizagao ¢,
com A¢ =29 e A¢ = 19 para as cascas com ¢o £ 409 e ¢O= 209,
respectivamente;

d) como no item anterior, com A¢ = 19 e A¢ = 0,59

para as cascas com ¢o = 409 e ¢o = 209, respectivamente;

e) extrapolagao de Richardson com c) e d).

Nesta experimentagao, visava-se averiguar a pre-
cisdo das solugOes a) e b). Como padrao, na falta de solu-
¢do analitica precisa), tomou-se a solugao mediante diferen
cas finitas. Para tanto, elaboraram-se as solucoes c) e d),

cujo confronto permitiu verificar a boa convergéncia das di
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ferencas empregadas, e tomou-se como padrao o corresponden
te valor extrapolado segqundo Pichardsom (solugéo e).
Apresentam-se, nas tabelas 3.1 a 3.9, do apendi-

ce I,o0s resultados obtidos para os-esforgos N, e M¢ e para

os deslocamentos na borda, e, nos diagramas 3?1 a 3.4, os
erros conforme definigao anterior, tomando como padrao os
ja citados resultados de e).

Seguem algumas observagSes e conclusoes da expe-

rimentacao:

-~ Fixou-se variacgao linear da espessura em fun-
géio do éngulo o T S A R
- A casca 1 foi calculada com b) (solugao de Ge-

ckeler para casca de revolucao de meridiano qualquer e es-

. pessura variavel), com A@ = 19 e A¢ = 0,59. Como os resul-
tados foram bem proximos, as demais cascas foram calculadas
apenas com A¢l = 19, porque de nada adiantaria refinar a ma-

lha para esse tipo de solucgao;

- Alem dos erros serem maiores nas cascas menos
delgadas do que nas cascas mais delgadas, eles nao se res-
trincem somente a proximidade da bhorda.

~ Os erros sao maiores nas cascas com ¢o = 209 (me
nor relagao flecha sobre raio) do que nas cascas com ¢0=409
(maior relacao entre a flecha e o raio).

- Conforme mostram os diagramas de erros, tem-se
duas situacOes notdveis nas duas solugOes aproximadas a) e
b):

la.) na regido mais proxima a borda, erros por fal
o'
2a.) numa regiao pouco afastada da borda, erros

ta, no esforgo N

por -excesso, no esforcgo M¢.
—~ Poder-se-ia pensar que a solugao b) fornecesse
aproximagdes muito melhores que a solugao a). Ao contrario,
a experimentagao mostra que a solugdo b), apesar de muito
mais trabalhosa, forneceu resultados sempre piores que OS

de a), gquer quanto—aos esforcos, guer guanto aos deslocamen
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tos na borda; sendo que para estes Ultimos os resultados
6btidos com a) estad bem proximos dos obtidos com as dife

rencas finitas.
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5.4 - Experimentacao 4: Cascas elipsoidais de espessura

constante, coroamento fechado, com as seguintes caracteris

ticas:
casca h/a = ¢0 n
3 1/300 309 2
2 1/300 309 3
3 1/300 609 3

onde h @ a espessura da casca

¢ e o angulo ¢ do contorno inferior

n & a relacao entre os semi-eixos, da elipse
geratriz do elipsdide (Fig.6.102).

O.calculo destas cascas foi feito mediante:

a) solucdo de Geckeler para casca de revolugao
de meridiano qualquer e espessura variavel;

b) diferencas finitas, usando a discretizacgao
c, com A¢ = 29;

c) como no item anterior, com A¢ = 19;

d) extrapolagao de Richardson com b) e c).

Encontram-se nas tabelas 4.1 a 4.7 do apendi-

ce I os resultados obtidos para os esforgos Ny e M, e pa-

ra os deslocamentos no contorno e, nos diagramas 4?1 a
4.3, os erros conforme definig&o anterior. Aqui, como no
caso anterior, as duas solugoes mediante diferencas fini
~tas evidenciaram para A¢ = 19 a boa convergencia dos re
sultados, permitindo ,portanto, que se tomassem como pa-
drao os valores obtidos com d).

O objetivo desta experimentacao & verificar
a aplicabilidade da solucao aproximada de Geckeler, paré
casca de revolucao de meridiano qualquer e variacao de es
pessura, no caso de casca élipsoidal de espessura constan
te, na qual se tem apenas a variacao dos raios de curvatu

:

ra.
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Os resultados reunidos nas tabelas e diagramas

mostram que:

- Os erros sao maiores nas cascas com relagao n
maior, como era de se esperar;

= Na maior parte da casca, 0s erros sao por fal-
ta;

- A solugao aproximada pode ser considerada boa,
visto que os maiores erros sao da ordem de 5%, plenamente
aceitaveis. Assim, por comparagéo com os resultados pouco
satisfatOrios obtidos na experimentagao 3, para o caso de
casca esférica de espessura variavel, parece que a varia-
cao dos raios de curvatura do meridiano afeta =@ precisao.-

ménos do que a variacao de espessura.
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6. - APLICACAQ: RESERVATORIO ELEVADO COMPOSTO DE CASCAS
ELIPSOIDAIS

Desenvolve-se, neste capitulo, exemplo dlustrati
vo de aplicagéo do programa elaborado, utilizando-o para o
calculo de uma estrutura para reservatdrio elevado. Ao mes
mo tempo, procufa—se tambem uma primeira definicao da fai-
Xa conveniente para este tipo de estrutura.

A estrutura tomada para exemplo € um reservato-
rio elevédo que consta de casca de cobertura elipsoidal, a-
nel de rigidez e casca recipiente também elipsoidal (Fig.
6.101). Como simplificacao perfeitamente aceitavel, ainda
mais diante dos objetivos do estudo, a casca recipiente foi
considerada engastada no topo da torre, em vista da grande
rigidez deste, para a gual concorre decisivamente a laje de
fundo do reservatorio. Consegientemente, torre e laje nao

foram calculadas.

No calculo deste reservatdrioc, foram considera-

das as acoes correspondentes a:
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- pesoc proprio

- agua |reservatOrio cheio de agua até a casca
de cobertura)

- temperatura (variacao uniforme de temperatura

na casca de cobertura)

A acao do vento sobre o reservatOrio € considera
vel apenas na torre e na sua juncao com a casca recipiente.
Esta acao porém nao ira interferir nas conclusoes posterio
res gue sao apresentadas no fim do capitulo, e nao & consi
derada no calcule, mesmo porgue Se. trata de carregamento

assimetrico.

cosca de coberturc

ane! de
rigidez

 casca_recipiente,

Fig. 6. 101

% , 2

Reservatdrio Elevado
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6.1 - Desenvolvimento teorico

6.11. - Geometria da casca elipsoidal

Os raios principais de curvatura sao obtidos com

as expressoes (1.121) e (1.122), validas tanto para o caso

em gue o eixo de rotacao contém o semi-eixo menor da elip
se (Fig.6.102-a), comc para o caso em gue o0 eixo de rota-

cao contém o semi-eixo maior (Fig.6.102-b).

r : a |

a
Ly

elipside da cobertura : elipsoide do recipiente (invertido)
(a) (b)
Fig- 6. 102

Para a casca de cobertura, admitindo uma varia-

¢ao linear da espessura com o angulo ¢, (Fig.6.103), tem-

se

hl

m'o+n' (6.101)
onae

. h - h
2——S<: n''=--2—_C ¢ (6.102-a,b)

espessura varidvel
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Para a casca recipiente, admitindo tambem decrég
cimo linear da espessura com o angulo ¢, a partir da borda

superior (Fig. 6.104), tem-se-

h' = m'¢+n'
onde
hO - hC ho - hc ’
m' = —— n' = - ——— ¢. (6.103-a,b)
o, - o, 9. - 6, “n .

hej

L
\&\é
]

.
espessura constante espessurg  variave!

Fig.6 .104

] -
6.12 - Calculo do regime de membrana

Para o calculo dos esforcos e deslocamentos devi-
dos aoc peso proprio na casca de cobertura foram considera-
dos dois carregamentos distintos: cargas devidas a espessu-
ra constante e cargas devidas .a espessura variavel.

Os esforcos de membrana produzidos pelo carrega-
mento de espessura constante sao obtidos com as expressoes

{(1.237) e (1.238), onde a resultante R vale
¢
R = Jf (zcosd - Y¥Ysend) Zﬂror dé (6.104)

1
¢S

sendo gue para o carregamento em guestao (Fig.6.105)
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Fig.6.105

Z = - dcosé Y =g send (6.105~-a,b)
onde
a = v, hc‘ (YC - peso especifico do concreto)

Introduzindo (6.105-a,b) em (6.104), obtém-se
¢ .

R = - q2an rorld¢
¢s

Introduzindo as expressoes de r (1.120) e de
0
r (1.121), vem
1

¢ .
R = - g.2ma%n? f send dé (6.106)
[nzsen2¢+cosz¢]2
¢S

Célculando numericamente a integral (Simpson),

determinam-se os esforcos N, e Ng. Obtidos os esforcgos,

pode-se, entac, determinar o deslocamento horizontal ¢ e
a variacao da inclinacao da tangente %, a partir das ex-

pressoes (1.239) e (1.240), respectivmente. Desenvolvendo

o secunde termo da expressao (1.240), tem-se ,
hy -r h
. r - . — o
1, .1 LI O, —vif, )+ (T, -vF, ) ——=——] +
ET‘sen¢)” risend | Elh (Ng ¢ 6 "o h?
(6.107)

—6cotg¢}
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Deduz-se também gue

i 1 r senzﬁﬁ—R(f seno+2r sen¢cosé)
R 1 ; +
T (r sen?¢)?
1
sen¢(ér +r Z)-Zr cos¢
+ °.° = (6.108)
sen?¢ .
L4 .
. 1 rosen¢R - R(rocos¢+ rosen¢)
N¢ = 5= (6.109)
K (r sen¢)2
o
Para o elipsoide de revolucao, deduz-se que
*
I, = rlcos¢ (6.110)
]
r1 = 3r1Ksen¢cos¢/K® (6.111)
e, para o carregamento em questao,
R = -27qr _r (6.112)
O 1
L] ° '
7 = g seng (6.113)

Observa-se ainda que deve ger usada a espessura
real h nas expressoes (1.239)(1.240) e (6.107), e gue h,
devido a variacao de espessura adotada, vale

. h - hC

h = 2% (6.114)

'@O ¢h

Os esforcos de membrana produzidos peloc carrega-
mento da variaqéo de espessura saoc obtidos, analogamente,
com as expressoes (1.237) e (1.238), sendo gue, para o car

regamentc em guestao, tem-se

Q' = vy.h (6.115)
C
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Fazendo

m = ym' ; n = yn' - tem-se

g' = mdé+n | | _ (6;llé;ﬁwm“””“
resultando entao

Z = —g'coso e Y = g'send (6.117-a,b)

Das expressoes (6.117-a,b), (6.116) e (6.104),
obtem-se

¢
R = - 2Wa2n2Jf (mé+n) send do (6.118)
6 [n?sen?¢+cos?¢] 2
-
Z = —-(mop+n)ycosd v (€.119)

Calculando numericamente a inteqral ( Simpson),
e introduzindo as (6.118) e (6.119) em (1.237) e (1.238),

determinam~se os esforcos ﬁ¢ e ﬁe. Os deslocamentos 6 e ¥

sao obtidos como no carregamento anterior com

L

R

-2mr r {(m¢+n) (6.120)
O

Ne
il

(m¢+n) sen¢—- mcoso o (6.121)

A variagao uniforme de temperatura na cupula, em
regime de membrana, nao produz esforcos, nem deslocamento

X, produzindo apenas desdocamento horizontal, que & calcu-
lado com

§ = r oAT : (6.122)

onde a € o coeficiente de dilatacao do concreto, e vale
10—5/C° (NB~1/60), e AT & a variacao de temperatura adota-
da, -15°C.
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No calculo dos esforgos e deslocamentos da casca
recipiente, devidos ao pesc proprio, foram considerados
trés'carregamentos: o peso proprio da cupula e.do anel;
cargas devido a espessura constante; cargas devidas a espes
sura variavel.

A casca recipiente estad solicitada pelo peso pro-
prio da cupula mais anel, como mostra a figura (6.106-a),
gue & eguivalente ao sistema estatico, mostrado na figura
(6.106-b). Chamando de V a resultante das cargas (clpula+
anel), os esforcoes §¢ e Ee sao obtidos com as (1.237) e
{(1.238), fazendo-

R = -V : Z =0

e os deslocamentos sao obtidos, com as expressoes vistas,

usando
. . .
R =20 ’ z =0
e
. h - h
h = <€
¢ ¢h
ou
e
h =20

conforme haja, ou nao, variacao de espessura.

jf - R

! {a) ' : (b)

Fig.6 .106



-94 -

0 carregamento devido & espessura constante €
considerado como mostra a figura(6.107) ou seja, decompos

to em duas parcelas que serao tratadas isoladamente.

‘>'<“ | >l< | lR *

Fig. 6.107

Da andlise da figura (€.108), resulta para a pri

meira parcela do carregamento.

2 = g coso ’ Y = - g seng (6.123-a,b)

Fig.6.108



obtem-se os esforcos N¢ e N

com
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Introduzindo (€.123-a,b) em (6.104), obtém-se

o
R = 2mg a?®n? /o , sen¢ - dé (6.124)
| [n?sen?¢+cos?¢]

S

Calculando a integral numericamente (Simpson),

g+ Os deslocamentos sao obtidos
[
R = 2mQgr r (6.125)

2 -g- send (6.126)

]

Os esforcos e deslocamentos provenientes da se-

gunda parcela do carregamento sac obtidos como no carrega

mento do peso proprio da cupuia mais anel.

De forma analoga a que foi tratado o carregamen

to devido a espessura constante, decompoe-se O carregamen-—

to devido 3 espessura variavel em duas parcelas, como mos-—

tra a figura (6.109). Os esforcos da primeira parcela do

carregamento sao obtidos com

onde m

o
: +
R = 21ra2n2f (motn)send 4 (6.127)
,-[uzsen2¢+coszﬁ
%s
Z = (m¢+n)coso (6.128)
ycm' e n = ch'. Os deslocamentos da primeira par

cela do carregamento sao obtidos com

0
R

1

2rr r (m¢+n) (6.129)
C

t3e
i

mcos¢- (m¢+n) senod (6.130)

O tratamento da segunda parcela ja foi visto.
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Fig. 6. 109

O efeito da agua, a ser armazenada no reservato-
rio, € considerado também, dividindo o carregamento em

duas parcelas (Fig.6.110).
Para a priméira parceia do cérregémento tem-se
Z =p ' Y =20 (6.131-a,b)
onde p = v y; vy € altura da coluna de agua e vale

2, 1/2 r? 7
v = [bz _ E—(‘;:' - [b2 - &_O_} + Yo (6.132)

H

Introduzindo (6.131-a,b) na expressao da resultan

te, tem-se

ol
R = 2ma?n? send . Ya.ycos¢d¢
¢ [(n?sen?¢+cos?a)?

S (6.133)

e os esforcos ﬁg e N, sao obtidos analogamente ao gue foi

visto. Os deslocamentos desta parcela sao calculados com
p

R = 21r T Y_vCcosd (6.134)
O ;'a
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° Y r r cosd
— a 0 1
z_.—__z.. — e (6.135)
" e
_ 02

Os esforcos e deslocamentos da segunda parcela

sao obtidos como foi visto anteriormente.

X | A

Fig-6.110

6.13 - Calculo do regime de flexao

Os esforcos e deslocementos das cascas (cobertu-
ra e recipiente) oriundos do regime de flexao sao calcula-
dos utilizando o programa elaborado para a discretizagao C.

Apresentam-se, a seguir, as expressoes dos para-
metros geométricos que ainda nao foram vistas, para o elip
sbide de revolucao calculados nas rotinas GEOME e PAGEO.

p =y (6.136),

2xsenécosd (6.137)

‘00
i

2x (1-2sen?¢) (6.138)

©
|
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i p = —-8ksendécosd (6.139)

) (6.140)

Estes parametros sao necessarios para calcular
as expressoes (1.249) a (1.254)

6.14 - Calculo do anel de borda

O estudo de anel circular de secao transversal re
tangular pode ser encontrado, por exemplo, em BILLINGTON (B2).

No caso em guestao (Fig. 6.111) , os coeficientes elasticos

do anel, Dij (deslocamento i (Fig. 6-112-b), produzido por

esforco unitario j (Fig. 6-112-a)), valem:

1232
Dﬁl = - 5[ L, os ] (6.141)
EL2  3%1n(1+b/r)
12ry
D}, = Dy = = Diy = - Dy - e (6.142)
Ed31n(1+b/r)
12y v
D?3 = Dgl = - 5[ % - ol-os ] (6.143)
E d%1n(l+b/r) -
A A A §: 12r
D = - D =D = - D = - (6.144)
22 24 42 44 Ed®1n(14b/r) :
12ry .
D§3 = Dgz =" D§4 = Di3 = - == (6.145)
- : Ed®1n(1+b/r)
A 12v2,
D __Tjr o1 } (6.146)
33 E| A

d¥®1ln(l+b/r)

onde A & a adrea da secdo transversal, e r € o raio interno
do anel.
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casca de coberfurg

Yo
d
anel de rigidez /
coseo recipiente
Fig. 6.1H
¢n
+ To
Esforcos Positivos Deslocamentos Positivos )
M=t(]=2) Dzli =21
H=t (j=1)
j Dq(i.= 1}
Hz11]33)
{a} {b)
M=1(j=4) :

Fig. 6. 12

Os deslocamantos do anel, submetido ao peso pro-

prio da estrutura, como mostra a figura (6.113), valem
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12rv
“0

2
D?O = %X . (Ngcos¢c+Nicos¢o) + =
: o E4?®1ln(1+b/x)
c R
R ?p) (6.147)
b, = Dy = - 12r . (NSre +Nicel) (6.148)
Ed?1n(1+b/r) ¢ b P
12rv .
2 v
D?O = %X (Nccos¢C+N§cos¢é) - oI .
¢ o EA3In (1+b/r)
c R
. . .149
(NgectNg ey (6-149)

Fig. 6. 113

0s deslocamentos do anel, produzidos pela agua

(Fig.6.114), valem

2 12ry Px
D?o Z if- - os (6.150)
= Ed®1ln(1+b/x)
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EA®1n(1+b/r)

2 12ryv .Px .
D?O = EAP + of - (6.152)
Ed31n (1+b/r)

)
/D‘ 4 ‘t:-yo

Fig- 6.114

6.15 = .Compatibilizagao de deslocamentos

Apresenta-se, na figura (6.115), o esquema dos
esforcos e deslocamentos tomados positivos. Denominando

c 2 R
D.., D.., D.

os deslocamentos finais da cupula, do anel
if if if

C A R
e da casca recipiente, D; , D, , D, , os deslocamentos em
io io io
regime de membrana da cipula, do anel e da casca recipien
C R . - -
te.; Dij’ Dij’ os deslocamentos i, produzidos por esforcgo

unitario j, em regime de flexao da cupula e da casca reci
piente respectivamente; Xi, os esforcos incognitos, e fa-
zendo a compatibilizacao de deslocamentos, tem-se:
em A .

C C c C A A A A

= = +
D) D + X.,D + XD Dif + D10+X1D11+X2D12
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A _ .C c A _ A A
Dyg = DogtX Doy #X Doy = Dop = Do + X1D5p + X D50t
A
+tE3Do X Doy
em B
p?® = p® +x.pt +x.pP +x. D +x D>, =

3f 30 1731 72732 73733 74734

_ R _ R R R R R
= Dyg = Dy+X3D33+X D3 X D3s+X D3
DA = DA +¥X DA +X DA +X DA +X DA =

4f 40 71741 72742 73743 4744

_ R _ R R R R R
= Dye™ Dyot¥3Dy3tX Dy iP5t Dy

em C (suposto engastamento perfeito)

R _ . _ R R R R R
Dge = 0 = Dy #X Do 4% D +X D +X Dgg
bR = 0 = DR +x.DR.+x.D% +X Do +X_ DY

6f 60 "3763 "4764 5765 "6766

Resulta um sistema de 6 eguacoes a 6 incognitas,

gue podem ser escritas na forma matricial

2 1x] = [5) (6.153)

(x]= [a]"Y [B] (6.154)

onde
C -\ _ C _ A& 3
Ayy = (D73 ~ Pyy) ; By,= (Dyp = Do) i
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Rgs = Des ; R66= D
B, = (D}, - Dig) ' B, = (Dyq - D)
By = (D3 = Dip) ; B, = (Dyy = Dyp)
By = - Dy o Bg = - Dgg
6.16. - Esforgostinais
Os esforcos finais sao obtidos superpondo, aos

esforcos de membrana, os esforcos em regime de flexao de-

correntes da

solicitacao unitaria (calculados com o progra

ma elaborado), multiplicados pelos esforcos provenientes

da compatibilizacao de deslocamentos. Assim sendo, tem-se:

para a casca

Eg

para a casca

Ee

onde

de cobertura

E, + X, E

1 2 72
recipiente

E, + X, E E. + X

3 73 4 74

E + X + X
m .

5 75

- Esforco final
- Esforgco em regime de membrana

- Esforcos, em regime de flexao, produzido

por esforgcoj unitario (Fig. 6€.115).

- Esforcos incOgnitos
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6.2 - Resultados Obtidos

Apresentam-se, a sequir, os resultados obtidos pa

ra 5 variantes deste reservatorio, as quais diferem entre

sl por alguns parametros geométricos.

£ . P . .
As caracteristicas geometricas da casca de cober

tura sao:
variante 1=2z3=4 5
"ro,o(m) 7,500 5,250
F (m) 1,802 1,261
ho(m) 0,120 0,100
hc(m) 0,070 0,070
¢O 459 459
¢h 209 209
¢s 0? 0?
3 3
onde os parametros geométricos encontram-se definidos nas

figuras

(6.102 e 6.103). As variantes 1, 2, 3,

4 possuem

a casca de cobertura com as mesmas caracteristicas geomé-

tricas.

O anel de borda & identico nas cinco variantes,

e apresenta as seguintes dimensdes (Fig. 6.111).

b
d

0,600m
0,800m

As caracteristicas geométricas da casca recipd-

ente sao:

variante 1 S 2 3 4 5
fo,o(m) 7,500 7,500 7,500 7,500 5,250
fols(m) 2,099 1,057 2,099 2,099 2,060
F (m) 8,146 8,500 8,146 8,146 | 14,487
ho(m) 0,400 0,300 0,300 0,450 0,450
hc(m) 0,200 0,200 0,200 0,150 0,150
N 709 709 709 709 909
bn 509 449 509 709 909
s 309 169 309 309 529
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3
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A capacidade e o consumo de concreto das variantes

sao:

variante 1 2 3 4 5
capacidade (m®) 900 900 900 900 950
consumo (m*) 107 106 105 112 118

O calculo destas variantes, conforme desenvolvimen
to tedrico apresentado, fornece os sequintes resultados para
os esforgos incSgnitos xj (Fig.6.115).

Variante 1

agdo: peso proprio

X1 = 00,0361 tf/m X2 = -0,0445 tf

X3 = -0,0324 tf/m X“ = 0,0975 tf

X5 = 14,6928 tf/m X6 = 4,0917 tf
aéao: dgua

X1 = -0,1545 tf/m X2 = 0,0720 tf

X3 = -0,2368 tf/m X“ = 0,1225 tf

X5 = 56,8378 tf/m Xs = 16,1804 tf

acao: temperatura

X1 = 1,2044 tf/m X2 = -0,3165 tf
X3 = 0,4216 tf/m X“ = -0,4395 tf
Xs = ~-0,0001 tf/m Xs = 00,0000 tf

Variante 2

acao: peso proprio

X = 0,0386 tf/m X = -0,0455 tf

X = -0,0314 tf/m X, = 0,0947 tf

X_ = 93,2403 ti/m X = 12,3762 tf
agao: agua

X = -0,1537 tf/m X = 0,0717 tf

X = -0,2366 ti/m X, = 0,1217 tf

X = 341,7019 tf/m X = 45,3500 tf



agao:

agdo:

Xl = 0,0379 tf/m
X3 = -0,0317tf/m
Xs = 12,8473tf/m
acao: dgua
X1 = -0,1545tf/n
X3 = ~0,2368tf/m
X5 = 51,4432tf/m
agdo: temperatura
X = 1,2044 tf/m
Xa = 00,4217 tf/m
X_ = -0,0001t£/m
Variante 4
acao: peso proprio
X1 = 0,0548 tf/m
K, = ~0,0459t£/m
X5 = 16,5001ltf/m
acao: agua
X1= ~0,1809 tf/m

temperatura

I

X
1

X
3

X
5

1,2309 tf/m

0,4317 tf/m

1

0,0000 tf/m

Variante 3

peso proprio

X3= -0,2865 tf/m

Xs= 60,5648 tf/m

~108~

X = -0,3273 tf
X = -0,4695 tf
X = 0,0000 tf
X = -0,0452 tf
X, = 0,0954 tf
X = 2,9791 tf
X = 0,0720 tf
X, = 0,1225 tf
X, = 12,1413 tf
X = -0,3165 tf
X, = ~0,4395 tf
X = 0,0000 tf
X, = ~0,0518 tf
X, = 0,0700 tf
X, = 4,7698 tf
X = 0,0836 tf
X = 0,1368 tf
X = 17,9419 tf

6
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acao: temperatura

x1=‘;,1201 tf/m X = -0,2825 tf
X = 0,4189 tf/m X = -0,3294 tf
X = -0,0003 tf/m X = 0,0000 tf

Variante 5

acao: peso prdprio

X1= —0,;145 tf/m X2= -0,0052 tf

X3= -0,0345 tf/m X“= 0,0309 tf

X,= 6,8802 tf/m X = 2,4903 tf
acao: agua

X = -0,1257 tf/m X = 0,011 tf

X3= -0,2105 tf/m X4= 0,0832 tf

X5= 32,3656 tf/m X5= 12,1195 £

agao: temperatura

X1= 1,2054 tf/m X2= -0,2474 tf
“3= 0,5205 tf/m Xq= -0,3146 t£f
X5= G,0000 tf/m X6= 0,0000 tf

Apresentam-se, a seguir, para a variante 1l,0s dia
gramas dos esforcos (esforcos de membrana, esforgos de fle-
xdo, esforgos finais cue corresponde a superposicao dos do-
is anteriores), bem como as tensdes produzidas pelos esfor-

cos finais, devidos ds agoes consideradas.
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Apresentam-se, tambem, para a casca recipiente,
gue € a mais critica, as tensoes maximas produzidas pelos

esforcos solicitantes N, Ne, M¢. Esta apresentacao & fei-

ta, fornecendo-se a tensao maxima produzida por um esfor-
¢o solicitante, Jjuntamente com as tensoes produzidas pe-
los outros esforcos, gue surgem no ponto em que ocorre es-

ta tensao maxima.

Variante 1 (tens8es em tf/m’)

acdo: peso proprio

2
¢ N¢/h Ne/h 6 M¢/h
309 -65,44 -12,38 max 153,43
309 max-65,44 ~12,38 153,43
509 -56,64 max 39,11 - 8,13

agao: agua
) 2
) Ny /B Ng/h 6 My/h
309 ~-187,22 -12,54 max 606,76
329 max-187,79 -11,74 435,30
50Q 130,25 max267,78 -31,94

Como o efeito da variacao de temperatura nao afe-

ta muito a casca recipiente, nao se apresentam as respecti

vas tensoes maximas.

Variante 2 (tens8es em tf/m?)

acac: peso proprio

¢ N¢/h Ng/h 6 M¢/h2
160 -166,86 -113,92 max. 825,08
169 max-166,86 -113,92 825,08
409 - 94,77 max 74,48 -37,81
acao: agua
¢ N¢/h Ng/h 6 M¢/h2
le@ -569,10 -356,41 nmax3023,33
209 max-581,30 ~335,60 max3023,33
409 -278,77 max 378,21 -138,59
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Variante 3 (tensOes en tf/m?)

acdo: peso proprio

N,/h

6 o/
309 -§9,89
309 max-89,89
469 -64,69

acdo: agua
¢ , Nq‘,)/h
30@ -265,28
309 max-265,28
509 -129,%4

Variante 4 (tensdes em tf/m?)

acdo: peso proprio

¢ N¢/h
309 ~58,65
309 max -58,85
509 -38,28

agao: agua

) N¢/h
309 -159,30
309 max-159,30
529 - 76,05

Variante 5 (tensdes em tf/m?)

acdo: peso proprio

¢ N¢/h

529 - 52,30
529 max-— 52,30
669 - 40,19

y 2
Ne/h 6 M¢/h
~16,50 maxl98,61
-16,90 198,61
max 41,31 -20,53
SRy 2
Ny /h 6 M¢/h
~-44,05 max809,42
-44,05 809,42
nax270,49 -24,55
Ng/b 6 M¢/h2
-11,05 maxl4l,32
-11,05. 141,32
max 27,73 -106,91
M /2
-26,41 max531,61
-26,41 531,61
naxl75,49 -23,44
~ 2
Ne/h G M¢/h
- 9,01 max 73,76
- 0,01 73,78
nax 14,50 -6,10
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acao: agua

¢ N¢/h Ne/h 6 M¢/h2
529 -121,75 -20,32 max359,09
549 max-121,85 -15,56 221,31
769 - 32,80 maxl174,55 0,24

Da analise dos resultados obtidos, ressalta um
parametro de grande importancia neste tipo de estrutura,
gue & o angulo gue a casca recipiente faz com a laje de
fundo (¢_). A influéncia desta inclinagao & vista na com-
paracao dos momentos e das tensoes provéniente destes mo-
mentos} na jungéo casca recipiente-torre nas variantes 1
(¢S = 169) , 2(¢S= 309)e 5(¢, = 5290).

Apesar das tres variantes apresentarem pratica-
mente a mesma capacidade e o mesmo consumo de concreto,
nota-se que a variante 5. estaticamente melhor. Salienta-
'se,porém,que a laje de fundo, nesta variante, & mais soli-
citada, pois age sobre ela uma pressao de'égua bem superior
a das variantes 1 e 2. '

A influencia da espessura da casca recipiente &
~vista na comparacao dos esforgos e tensoes das variantes 1,
3 e 4. A influencia da forma de variagao da espessura € sen
tida na comparagao das variantes 1 e 4, para as guais apre-
sentam-se, nas folhas seguintes, os esforcos maximos e mini

mos e as tensoes maximas e minimas ao longo da casca recipi

ente, onde se tenta mostrar que e possivel melhorar a dis
tribuicao das tensoces ao longo da casca através da varia-

cao de espessura.

A variacao uniforme de temperatura na clpula afe-
ta muito pouco a casca recipiente, porém & a carga mais cri

tica que atua na cipula.
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