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RESUMD

D presente trabalho utiliza o elemento finito T18
emnregando-o na resolucao de qualquer problema da teoria
das placas delgadas, elasticas e isotronas, mediante a apli
cacao do metodo dos Elementos Finitos, processo dos desloca
mentos.,

Emprega-se, em principio, a formulacao desenvolvi
da por BELL (B8), acrescentando-lhe a parte que permite con
siderar variacao linear da espessura ao cubo ao nivel do e-
lemento, ja que Bell supde que a espessura seja constante.

Varios exemnlos sac anresentados; as corresponden
tes solucdes numericas sdao comnaradas com as respectivas so
lugoes analiticas, quando existentes.

Apresenta-se no final do trabalho, na parte com-
preendida pelos anexons, as listagens completas e pormenori-
zadas do programa geral e do orograma que traca, através do
PLOTTER IBM 1627, os momentos principais; ambos os progra-
mas foram elaborados para computador IBM 1130, com 32K de me
moria central e trés unidades de disco como memdria auxiliar.
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This work uses the T18 finite element, emnloying

it for the solution of any problem of the elastic

and iso-

trooic thin plate bending theorv, by usine the finite ele-

ment stiffness method.

The formulation developed by BELL (B8) is used,
fundamentally; it has been added the consideration of 1i-
nearly variable flexural rigidity of the plate, at the ele-
ment level, since BELL supposes constant thickness.

Several examples are showed, the corresponding

numerical solutions are compared with the respectives ana

Titical solutions, when they exist.

At the end of the work is showed in the
the complete and fully detailed 1istings, for the
programme and for the principal moments plottings
1627 IBM-PLOTTER; both programmes were elaborated

appendix,
general
by using
for the

1130 IBM computer (32K words as core memory and three mag-

netic disc as auxiliary memory).
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LISTA DE NOTA C 0DES

matriz quadrada ou retanqular;
narticao de matriz;

determinante;

como expoente indicara transposta da matriz ba-
se;

Tetras maiusculas ou minlsculas com o simbolo
til na base serao utilizadas para indicar ma-

trizes;

como expoente, em letras maiusculas ou minus-
culas, indica matriz inversa;

como derivadas parciais de w em relacdo a x e y;

indica a referencia bibliografica X;

~modulo de elasticidade do material;

coeficiente de Poissonn;

integral de area;

integral de volume;

energia potencial de deformacdao total;

energia potencial de deformracao;

energia potencial das cargas externas;



enercia potencial de deformacao espe-

cifica:
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energia potencial de deformagcao com-
nlementar especificay

matriz das componentes de tensdo,

matriz das componentes de deformacao;

potencial das cargas externas;
potencial das forcas de massas;
componentes das cargas externas;

componentes dos deslocamentos;

componentes das forcas volumetricas.



1.~ INTRODUCKD

Apresenta-se neste trabalho, o desenvolvimento
completo da parte teorica e da parte de Programacdo FOR-
TRAN IV, capaz de fornecer solucoes numericas, atraves
do metodo dos Elementos Finitos, de qualauer problema da
teoria das placas delgadas, isotronas e em regime elasti
co. Entende-se por placas delgadas aquelas que apresen-
tarem a relacao, maxima, entre espessura e vao compreen-
dida entre os valores da ordem de 1/5 a 1/1N0.

A formulacao aqui apresentada, que, utiliza o
processo dos deslocamentos para o tratamento de proble-
mas relativos a solucao de placas elasticas submetidas 2
flexao e, ate certo ponto, dual da apresentada por SAVAS
ST (B12), que tratou os problemas das chapas, atraves do
processo dos esforgos.

Desde a pnronosicao do metodo dos Elementos Fi-
nitos, tem-se verificado, em diversos trabalhos publica-
dos, que o processo dos deslocamentos tem merecido a pre
ferencia dos diversos autores, pois esta modalidade & a
que melhor se adapta ao calculo automatico. Hesse proces
so procede-se a imposicao direta de certas condicdes re-
duzidas de compatibilidade, para que possam, entao, se-
rem estabelecidas as de equilibrio.

As placas delgadas, que sao elementos estrutu-
rais, simetricos em relacdo a um nlano médio, represen-
tam o dominio que pode ser subdividido em subdominios de
nominados elementos finitos, aos quais se faz associar
uma funcao, no caso funcao deslocamento , representativa

das variagoes dos deslocamentos procurados.

A solucao do nroblema atraves do processo dos
deslocamentos resulta, evidentemente, da determinacao
desse estado de deslocamento, o aque pode ser conseauido
com a minimizacao de um certo funcional, correspondente



a energia potencial de deformacao total da estrutura; na-
turalmente, este funcional devera estar exnresso em ter-
mos dos deslocamentos procurados. Assim, a solucao apro-
ximada do nroblema pode ser obtida; entretanto, para que
se obtenha resnosta converagente em relacao a solucao exa-
ta do problema e extremos para a energia potencial de de-
formacao total, exige-se que haja comnatibilidade de des-
locamentos e inclinacoes (derivadas primeiras da funcao
deslocamento) no interior dos elementos e nas suas inter-
faces.
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Para aque a deflexao e a inclinacan sejam con-
tinuas ao longo de um lado do elemento, & necessario

que ambas sejam unijvocamente determinadas nor parametros
nodais relativos ao lado em questao.

Considere-se o elemento finito triancular T21,
FIG. 1.1; considere-se também que um lado desse elemen-
to coincida com um dos ejxos cartesianos (x, v).

A funcao nolinominal escolhida nara represen-
tar a funcao deslocamento & do 59 qgrau em x. A deflexao
esta univocamente caracterizada pois a curva do 50 grau

fica definida por seis parametros w , w , Wosrs Yoy,
1 2

Toyx, © Woyy,+ Ireés parametros em cada extremidade defi-

nem a deflexao do lado do elemento em estudo. A deri-

v

vada primeira normal ao lado varia sequndo uma curva do
29 grau ao lonco do lado. As inclinacdes especificadas
nelos parametros w,

v v, e w, constituem

_ y1’ V’xyx’ y2 XY2

quatro parametros para a inclinacao normal (dois em ca-
da extremidade) e ainda resta um outro parametro que @
representado pela inclinacao normal W, N0 meio do la-
do; portanto com cinco parametros, a curva do 40 qrau
esta caracterizada, assegurando a continuidade da incli

nacao normal ao lado considerado.

2.- PRIUCTIPIN DA MINIMA EHERGIA POTENCIAL TOTAL

A energia potencial total de um corno pnode
ser expressa na sequinte forma concisa:

M= U+Q (2.1)

ou entao conforme e apresentada em B11:

nD=U-/.gtgds-thgdv (2.2)
- s v~



onde U representa a enerqgia de deformagao, a nrimeira in-

tearal representa o notencial das cargas externas e a se-

gunda inteagral representa o potencial das forcas de massa.

onde

A eneraia de deformacao e iqual a:

J[ W dv

U = (2.3)
v
onde 1!, FIG. 2.1 & a energia de deformacan por unidade de
volume feneraia de deformacao especifica).
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-FIGURA 2.1-

-Energias (especificas) de def. e de def. comnlermentar-
Para material elastico linear tem-se:
U=/1'!dv=lfctedv (2.4)
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0 funcional definido em 2.2 passa por um extre-
mo no equilibrio. Isto &, entre todas as funcoes desloca-
mentos que se pode admitir, a correta e aquela que torna
nula a variacao do funcional, ou seja, entre todos os des
Tocamentos admissiveis o correto €& aquele que minimiza o
funcional "p'

Esse @ o principio da minima energia potencial
que pode ser escrito da sequinte maneira:

dnp = Jr gt 6e dv - J[Qt Su ds -J[ Xt Su dv =0 (2.5)
v

S v
ag

Anlicando-se o calculo de variacoes, apos a in-
troducao das relacoes entre o e ¢, € e u, nodera ser tenta
da a procura da solucao do nroblema qua, existindo, sera
a funcao u = u (x, vy, z). Huitas vezes essa solucaon exata
nao sera facilmente encontrada. Procede-se ent3o a nrocura
de solucdes numericas aproximadas wediante por exermnlo a
anlicacao do metodo dos elementos finitos.

Em alguns casos especiais & possivel demonstrar
que o deslocamento obhtido com o processo aproximado & me-
nor do aque aquele que corresponderia a resposta exata.

uando as forcas que atuam sobre a superficie
do corpo sao independentes do deslocamento e o material @
elastico linear, a secunda variacao do funcional T, se

¥

reduz a:

s2m = 82U = J[&gt se dv (2.6)
v

como o material e elastico linear (o = E €) vem,

6w, = f set £ se dv (2.7)
v

Visto que a matriz E deve ser positiva defini-
da pnara um material estavel, verifica-se que:



5?2 > 0 2.8
0 (2.8)

0 que corresponde a uma situacao de minimo relativo para
o valor de o

Portanto, a energia notencial correspondente a
um canpo deslocarentos anroxirmados, que satisfazem as con
di¢bes de contorno, & maior do que a energia potencial
correspondente a funcdo dos deslocamentos exatos,

Assin,

T, aprox. » m, exato (2.9)

Particularizando-se, para o caso de uma unica
forca concentrada P* ter-se-a associado um deslocamento
w*, na direcao dessa forga. Reescrevendo (2.1) o= U+Q

vem:
-_1n**
U = — Py (2.10)

2

e
Q = - Phy* (2.11)
nortanto
,rr___]o*l*_**-_l %y % 2 19
o =5 P Pryu*x = > P*y (2.12)

introduzindo este valor em (2.9) vem:

-1 payx aprox.>- % P*w* exato (2.13)
I)

[

resultando entao:

w* aprox. < w* exato (2.14)
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Diante disso, observa-se que a solucao anroxima

da forneceu um linite inferior nara o deslocamento procu-
rado, pois @& menor que o deslocamento real.

3. - PRIHCIPIOS DASICOS DA TEORIA DAS PLACAS ELASTICAS DEL
GADAS SUBHETIDAS A FLEXAO PARA APLICACAD DO PRINHCIPIO
DA MTWINMA EHERGIA PNTENCIAL.

Conforme ja fora vista anteriormente, o potenci-

al total da nlaca ¢ representado pela energia potencial

N
!

m
total do sistema. Objetiva-se entao obter a snlucao anroxi

mada para o problema das placas elasticas delradas, subme-
tidas a flexdo, mediante a minimizacdao do referido funcio-
nal, reescrito a sequir,

udv (3.1)

U= - ; j[ @t c ds (3.2)

onde

t - ) £
e = [.4)( 1, ny] (3.3)

representa o vetor momento e,

W, XX

WYY (3.4)
2W 4, XV

to
]

representa o vetor curvatura, com todas as grandezas varia
veis referidas ao plano medio da placa.

Sunondo de inicio a placa solicitada somente
por um Unico carregamento distribuido p(x, v), o trabalho

das cargas externas



jf@t u ds ficara representado por:
S

./'ght u ds = /‘ p(x, y) w(x,y) ds
S S

A unica forca volumetrica que aparece na estrutura

e 0 peso proprio que por enquanto sera desprezado; portanto
o trabalho das forcas volumetricas ficara sendo iqual a ze-
ro.

Observa-se entao que a energia potencial total da

placa, funcional da estrutura, pode ser escrita da sequinte
maneira:

LR % J[ gt c ds - jr p(x, y) w(x, y) ds (3.5)
S S

A solucao aproximada e obtida através da condicao
de tornar nula a variacao desse funcional onde se injetam,
previamente, funcoes aproximadoras adequadas Q(x, v). Para
facilitar, daqui por diante, mesmo querendo fazer referen-
cia a funcao aproximadora, sera utilizada a letra w sem
traco superior. A mesma observacao seria valida para FD
que sera tambem indicado com mo '

4. VARIACEO DO FUNCIONAL U

A deflexao w(x, vy) e expressa pela funcdo inter-
poladora constituida por um polinomio completo do 59 grau
em X e y que pode ser representada da sequinte maneira:

w(x,y) = [1 x y x% xy y*...x%y?® xy" st q | =wvwq

21




onde ns q. (i = 1,21) s3o0 narametros ceneralizados.

9 vetor curvatura c 2 obtido pela derivacao da

funcao deslocamento (4.1).

B T T 1T N
sy 0 n 0 2 ... 2y N n a,
= |y =] 0 . 6% 2xy?  2nxy?d
c "yy 4] { 0 0 6x%y Xy Xy q2
M [ n 2 03 A

Zh’xy 0 N N ) L. 12xy 8y 0 .

L. - L - - .

q
(4.2) 20
Q21

cuja representacao na forma matricial & dada por:
c=4da (4.3)

0 vetor momento € definido através da sequinte
relacan com o vetor curvatura:

_w 7
X
m=|M = -NDc¢c=-D0Jn¢ (4.4)
~ y ~ P
1
ny

onde a matriz de rigidez D no caso de material homoneneo e

isotropo e definida por:

1 v n
D = D(x,y) v 1 n (4.5)
U P
2

ou simplesmente
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onde D(x,y) 2 a ricidez a flex3o da nlaca no ponto de co-

ordenadas (x,v)

F h3(x,v)
D{x,y) = — (4.7)
12(1-v?)
Em (4.7):
L = modulo de elasticidade do material
v = coeficiente de Poisson do material

h(x,y) = espessura da placa no ponto de coordenadas (x,y).

As direcoes positivas para os momentos fletores
e volventes, forcas cortantes, carrecamento externo ¢ de-
flexao transversal sao mostradas na ficura 4.1, consideran
do todas as grandezas relativas ao plano médio da nlaca.

-FIGURA 4.7~

-Convencoes para forcas, momentos e deslocamentos-
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Reascrevendo a expressao do funcional da placa
(3.5) vem:

T = % J[ n ¢ ds - J[P(X,y) w(x,y) ds  (4.8)

) S

0 principio da minima energia potencial estabe-
lece que no equilibrio a variacio da energia potencial to
tal deve ser igual a zero; tem-se entao:

Snp = - J[ @t §c ds - jr p{x,y) Sw(x,y) ds =0
> > (4.9)

Esta expressao deve ser interpretada da seguin-
te maneira: "dentre todos os estados de deslocamentos que
satisfazem as equacoes de compatibilidade e condicoes de
contorno em funcao de deslocamentos, aquele que satisfaz
as equacoes de equilibrio minimiza a eneraia poten-
cial total".

A partir denm=-DJg verifica-se que:

Dt com Q

t

m'= - q D, P
t

t ~t gt
dez & simetrica; sendo w(x,y)= q'w

ois a matriz de rigi
c = J q verifica-se,
e:

e
aplicando o calculo das varjacoes, qu

Sw(x,y) = § th (4.10)

sc = J 8q (4.11)

A variacao do funcional sera, entao:



que podera tambem ser escrita da secuinte maneira:

5ﬂp= Sgt jr Qt Q Q q ds -J[ p(x,y)y ds| =N (4.]3)
S S

5.- 0 ELEMENTO FINITO TRIANGULAR T21 PARA FLEXAD DE PLACAS

DELGADAS,

E o elemento finito apresentado em BELL (B8).
Trata-se de um elemento triancular com 21 qraus de liber-
dade; 6 qraus de liberdade por vertice e 1 arau de liber-
dade situado no ponto medio de cada lado, conforme FIG.
5.1.

—
[}
1
Y
“
(2]
-
N
~—

— X

~-FIGURA 5.1-

-Elemento finito T21-

Ao considerar aue a funcao internoladora seja
constituida por um polinomio do 59 arau com 21 termos,
definiu-se o polinomio como completo? escolha-se agora pa
ra narametros nao mais os a9 (parametros generalizados)
mas, as subratrizes Vi (i = 1,2,3) e Yj(j = 4,5,6) cujos
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valores ser3do chamados de incoocnitas nodais. Hota-se que
0o objetivo da analise em curso e obter os valores dessas

incognitas nodais nos finitos pontos da estrutura, deter-
minados atraves da sua discretizacao em um numero finito

de elementos.

A relacao entre os parametros nodais v e 0S pa-
rametros generalizados q & a secuinte:

v=6"4 (5.1)
donde

9=8" v (5.2)
naturalmente

ot o= (oh)” (5.3)

0s parametros nodais sao apresentados na seguin
te forma matricial:

vt o= [v V V. VvV Vv vy ] ; (5.4)
~ ~1 ~2 ~3 ~4 ~5 ~¢

tem-se, entdo:
sqt = svt B | (5.5)

que substituida na exnressao (4.13) resultara:

S Syt g[ J[ Qt D Jd t v ds - J[p(x,y) vl ds‘]= n

> s (5.6)

[ o]

ou entao, como Sy & arbitrario:



6.- CARGAS NODAIS EQUIVALENTES

Como @ sabido pode-se discretizar uma nlaca
delgada (estrutura plana), subdividindo-a em um conjun-
to de elementos finitos trianculares justanostos.

Yi
pix,y) X
T
1 (_«/_J . . v . . —t =X
N h
| hix,y)
V-2 -FIGURA 6.1-

Considere-se essa nlaca solicitada nor um car-
regamento variavelmente distribuido p(x,v), conforme
FIG. 6.1.

0 carreaamento verdadeiro p(x,y) node ser apro
ximado, por intermédio de um conjunto de cargas concen-
tradas aplicadas diretamente nos nos dos elementos (B8).
Estas Cargas Modais concentradas sao mais convenienterente
definidas quando se considera a contribuicao de cada ele
mento individualmente. Toma-se um carrecamento transver-



salmente distribuido aplicado sobre o dominio do elemen-
to. Faz-se com aue este carregamento seja estaticamente

equivalente ao vetor carregamento S (associado ao elemen
to individual); uma deflexao virtual sera definida por:

W=w g=vw BV (6.1)

Iqualando o trabalho virtual realizado pelas
cargas nodais equivalentes S e o trabalho realizado pelo
carreqamento distribuido p(x,v), durante o deslocamento

J[ p(x,y) v ds ' (6.2)

S

virtual, resulta:

St

1<t
1]

ou entao

<!
1]
[ Rve]
<<
—~
N
w
—~—

st 3 ‘/‘p(x,y) w® ds
S

do que resultara
fp(x,y) w ds (6.4)

S

TN
il
[Re>)

aque & a expressao que sera utilizada para a determinagao
das €argas Modais Eauivalentes ao nivel do elemento.

7.- MATRIZ DE RIGIDEZ GENERALIZADA Eq E MATRIZ DE RIGIDEZ
K DO ELEMENTO FIHNITO T27.

Yoltando a expnressao (5.7), com a utilizacao da
expressao (6.4) tem-se:

f t X
S

oo
1C.
| v
1o
[Rue]
1<

ds - S =0 (7.1)

ou entao:
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B /gt D J ds) Bty =3 (7.2)
v A J Y by 2

A exnressao

K = / 3t p g ds (7.3)
~q S -~ ~ ~

pode ser interpretada como sendo a matriz de rinidez qa-

n

necralizada do elemento trianqular T21. natriz de rigi
dez prooriamente dita, do elemento finito triancular
T21, e obtida através da matriz de rigi

da, com a nre-multiplicacdo por B e a o

ez qeneraliza-
s multinlicacao

nor ét, ou seja:

K =10 5t (7.4)

~ 7 2 =a

cuja exnressao e jcual a

. t . t
K = B J¥ 0 g ds | D (7.5)
A 2 z
finalmente, voltando a equacdo (7.2) ven:
Ky o= (7.6)

Verifica-se que quando equacoes desse tino fo-
rem montadas sistematicamente, formando assim o sistema
geral de equacoes lineares, a equacao matricial resultan
te permitira a analise da estrutura atraves do nrocesso
dos deslocamentos. 0s deslocamentos procurados sao deter
minados porque a estrutura e estavel, ou seja, foram fi-
xados deslocamentos nodais en numero capaz de nao permi-
tir deslocamentos de corpo rigido.

8.- IHTEGRACAO DAS FUNCOES UTILIZADAS

il

A inteqracao, sobre certa sunerficie triancqu-

4
S

lar definida, da matriz KG = J/!lt D J ds e do vetor

p = J/ p(x,y) w ds podera ser efetuada, utilizando-se
S
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para isso tres sistemas de coordenadas, estahelecidos a
seauir,

4 nosicao de um elemento trianaqular generico,
nertencente a estrutura, & definida nor um sistema de co-
ordenadas cartesiano clobal (NOXY); a nosicao de qual-
quer nontn generico no interior ou nos Tlados desse tri
anqulo @ definida por um sistema de coordenadas homoge-

fasi

neas (gl, s 53). Estabeleceu-se ainda um terceiro sis
tema de coordenadas cartesiano, que sera local, tera
oricem no centroide (C) do triangulo definido e eixos x
e v paralelos respectivamante aos eixos X e Y do sistema

cartesiano global, conforme fiaura 8.1.

Y
A
vy (X3, Yg)
(xg5 ¥3)
X
1
(x,,Y,)
(x|1Y|) (xz,Yz)
{(x3,¥,)
(o] > X

-FIGURA 2.1-

-Coordenadas alobais e locais~-

Definida a posicao do elemento trianqular generi
co (1-2-3) atraves do sistema alobal (0YY), a origem do
sistema cartesiano local ficara determinada com a ob-

tencdo do centroide C: (XC, YC):

N4

FAY

"

1 \
3 (x1+x2+x3)

-
il
—

c 5 (Y1+Y2+Y3)



Feito isso as coordenadas locais dos vertices

do elemento triangqular ficam determinadas:

vy = ¥y - v, (i=1,2,3)

e, serao tais aue:

3
T x,= 0
1 1

- n
TYsT

A determinacao de coordenadas
nos do elemento triangular & feita com
um sistema de coordenadas homogeneas (&

>

de o0s Ei sao definidos de acordo com a

S.

- _ 1 s
C;.i -5 (1 = ],2,3)

(3.3)

de pontos inter

a utilizacao de

b g ) Fp ), On_
3

2
seauinte relacao:

(8.4)

onde s, s> S, ¢es saoc respectivamente as areas dos
3

2

triangulos 1-2-3, 3-P-2, 1-P-3 e 2-P-1, sendo P:(x,y)
um ponto genarico pertencente ao interior ou as bordas

do trianqulo, conforme FIG. R.2.
Y“ R 3 (Xg,Ys)
(0,0,1)

Y2 (X2, Y
{0,1,0)

- FICURA 3.2 - Coordenadas alohais e homoceneas -
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Pode ser demonstrado que a relacao linear entre
o sistema de coordenadas local (Pxy) e o sistema de coor-

denadas homogeneas (El, £, & ) e a sequinte:

2 "3

i -

X X X X E

1 2 3 1
y|= v || & 2.5
oo, YolE, ( )

1 1 1 1 £

L 4 L L 73]

_ - — ar -
3 a® 7. n |1
1 1 1 1
e |= ) 2 ¢ o0 ||x (3.6)
72 2R 2 2
[ 0
3 _as Ca nsJ yJ,
onde
0— -
3y = X5 Yy Xy Y
Tio= Y5 ot Yy (8.7)
Ny = Xy 7 Xy
i=1, 2, 3; j=2,3,1; k=23,1,2
lota~-se que tanto na HMatriz de Rigidez agenerali-
zada K = Qt D J ds como no vetor Carga Yodal Equivalen
s
te generalizado P = J[p(x,y) w ds ocorrerao integrais do
s
tino generico:
f(e , £, & ) ds (8.8)
1 2 3 )

s
cuja avaliacao, a menos das constantes, pode ser efetua-
da atraves da utilizacao do sequinte resultado (B8, n.24):
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i Jj k s 2 l
£ £ ¢ ds = 32 - k. 24 (8.9)
A 12 3 (i+j+k+2)!

onde il representa o fatorial de i = P(i-1)(i-2)...(2)(1) e,

A e a area do tridngulo em cujo dominio & realizada a inte-
aracao (vide SAVASSI (B12) - Anexo 1, Programa para calculo

de integrais em dominios trianqulares).

9.- DETERHINACAO DOS ELEWENTOS DA MATRIZ DE RIGIDEZ GEHERALI-
ZADA gq; EXPRESSOES EXPLICITAS PARA 0 CALCULO DESSA MATRIZ.

Cada termo da matriz de rigidez generalizada K_ sera

-~

obtido com a ava11zagao da integral // 17 D J ds. Para tanto e
fetua-se a operacao J 9 J, levando-se em conta que B = D(x,y)
9'; obtem-se entao para cada termo, a menos das constantes, par
celas do tipo generico:

deé = /f D(x,vy) ny6 ds (9.1)
g
onde D(x,v) representa a variacao, no dominio do elemento, da
ricidez a flexao da nlaca.

Convem observar que a integracao ded realizada no
dominio do elemento triangular, permite que a riqgidez a flex3o
da placa D(x,y) varie sequndo uma funcao qualquer, de ponto pa
ra ponto no interior e nas interfaces do elemento, ou seja, a-
Tém de problemas de placas delgadas de espessura constante, po
dem ser tratados também nroblemas da teoria das placas delgadas
que apresentem qualquer variacao de espessura. Adotar-se-3 va-
riacao linear para B(x,y) pois, nrocedendo-se dessa maneira, a
maiorira dos problemas nraticos poderio ser resolvidos anroxi-
madamente, inclusive aqueles que apresentaren variagao de espes
sura nao linear, desde que seja feita uma conveniente subdivi-
sao da placa em elementos finitos; na reaiao onde haja variacao
brusca de espessura (variacdo continua e nao linear) sera feito
um refinamento maior na rede, de tal maneira que 0Ss elementos
situados nesta regido apresentem, separadamente, esnessura 1i-
near ou guase linear.



Esta rigidez D(x,y) pode ser colocada sob a for-
ma (coordenadas homogéneas):

i - E_ I 0.2
D(x,y) Dlgl+D222+J3F,3 ( )
Eh3
onde D, = — 1% (i =1, 2, 3) representa a rigidez da
o 12(1-v2)

nlaca no vertice i do elemento trianqular (1-2-3); obvia-

mente a rigidez D; esta associada a espessura hi do verti-
ce i do tri%ngulo considerado.

Coloca-se tambem sob a forma de coordenadas homo
geneas, o0s valores de x e y de acordo com (8.5).

Em vista disso a expressao (2.1) nassa a assumir
a seaquinte forma:

= E Dz - T Y vy T r ¢
PdY6 J£(91°1+q2°2+D3£3)(X1£1+X2€2+X35 ) (y ’1+‘y g2+y3£3) ds

3 1 2
(9.3)
ou entao, efetuando as oneracdes internas da intecral, vem:
3 m. n. q.
P*ys=C C Jf ToD(g ! 5l £ yds (9.4)
d ldg  j=1 V' 711 2 3

3
onde €, ¢ =x?2 xb x vd ye yf e D. (i =1, 2, 3)
1 1 2 3 1 2 3 1

sao constantes para o trianqulo considerado., Ns valores de
2, b e ¢ podem variar desde zero até vy, enquanto que os va
lores de d, e e f npodem variar de zero até §.

Ns diversos valores de mis Nsoe q; sao aoresenta-
dos a secuir em forma de tahela.

! " " 95

1 m+1 n 9 m o= a+d
2 m n+1 0 = bh+e
3 m n n+1 q = c+f

-TABELA 9.1-
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Verifica-se que cada termo da matriz de rigidez
generalizada Kq e composta por uma combinacdo de expressdes
exnlicitas do tipo:

AN ‘,. = K ( +K 9.
Vq (i,3) lPdY161+!2de262 Vsdeaﬁs (9.5)

onde ¥ , K e ¥ sao constantes.
1 2 3

A sequir sao anresentados formalmente todos os
153 elementos (i, j), ndo nulos, correspondentes a posicoes
diagonais, (i = j), ou superiores a mesma (i < j), da ma-
triz de ricidez generalizada, simetrica, K. relativa ao e-
Temento finito 721, sunosto com espessura constante. As al-
teracoes que vierem a ser provocadas por espessura variavel
serao nrocessadas pelo nrograma de acordo com o que foi ex-
nosto anteriormente.

(EQ)TJ = (i,3)

Has expressoes dos coeficientes tem-se:

v = coeficiente de Poisson,

L= oy
k 2
A = 4 6) = 4
(4, 4) L (4, 6) WP
= 24 =
(4,11) 2 P20 (4,12) 12P11
A = A il A - 2
(4,13) P02+.\)P20 (4,14) vPll
(4,15) = 24vP (4,16) = 40P
02 30
4 = 2 4,18) = 12
(4,17) 4P21 (4,18) 1 P12+4vP30
(4,19) = 4P  +12vP (4,20) = 24vP
03 21 » 12
(4,21) = 40vP
03
5 = 3 5 A =
(5, 5) 4y 0o (5,12) 12uP20
(5,13) = 16uP11 (5,14) = 12uP02
- 5.18) = 24
(5,17) = 16uP30 (5,18) 4uP21
Q = 2 »,2 = p
(5,19) 4uP12 (5,20) 16u -
= 4 f =
(6, 6) rPoo (6,11) 24vP20
(6,12) = 12vP (6,13) = 4P +4vP
11 20 02



12P

11

40vP
30

AP +12uP
30 1

2

24P
12

36P
20

12vP
20

12P

13

TE+9%v)YP
( ) 13

+16uP
0

24-20
+(24-2 v)P3l

Ap
20

24vP
30

4P +(16-12v)P
30 1

2

2

24P
12

(16+3v)

(6,15) =
(6,17) =

(6,19) =

24p

28yP
21

12P  +4yP
21 0
anp
03

12P
11

36vP
11

36 P

3

36vP

12F

12P - +24y4P
21 03

Anyp
40

A "A-12
P +(24-120)P

24P +32upP
22 1]

22

I
72vpP
21
12 +12vP
21 03
7°p
03



]

129vP (10,17) = 72vp
31 22
12P  +36vP (10,19) = 36D +12vP
31 13 22 04
72°P (10,21) = 120P
13 04
144p (11,12) = 72p
40 31
24P +24vp (11,14) = 72vP
22 40 31
144vP (11,16) = 24n0P
22 50
144p (11,18) = 72p  +24vpP
41 32 50
24P +72VP (11,29) = 144vP
23 41 32
240vP
23
36P  +36uP (12,13) = 12P +(24-12v)P
22 40 13
2 ( P = e
(12418v) - (12,15) 7 \)P13
121p (12,17) = 72P  +48uP
41 32 50
36D +(36-24v)P (12,19) = 12P, 4+ 367
23 L 32
4 2,2 = 120vF
(24+ 8\))P23 (12,21) M.OvPlh
4p  +4P  +(32-24v)P
40 04 22
12P  +(24-12v)P
31 13
24P +24vP
22 oL
ANP  +40vP
32 50
24P +(32-2v)P
23 41
4P +12P +(48-32v)P
50 14 32
4p  +12P +(48-32v)P
05 41 23
24P  +(32-8v)P
32 1h
4np  +40vP
23 05
36P  +36uP (14,15) = 72p
22 04 13
120vP (12,17) = (24+448v)P
41 32
12P  +36P (14,19) = 36P +(36-24v)P
41 23 32
72P  +43uP (14,21) = 120P
23 05 14

144P (15,16) = 2400p

M 2



(18,21)
(19,19)
(19,21)
(20,20)
(21,21)

1]

144vP (15,18)
23
72P  +24vp (15,20)
23 05
240p
05
40 _
OPGO (16,17)
1200 +40vP (16,19)
42 60
240yp (16,21)
42
144P  +64uP (17,18)
42 60
200 +(4R+24v)P (17,20)
24 42
240yPp
24
4P +36P +(72-48v)P
60 24 42
12P  412P  +(72-32v)P
51 15 33
24P +(48+24v)P
42 24
40P  +120vP
33 15
4P +36P +(72-48v)P (19,20)
06 42 2h
120P  +49vP
24 06
144P  +64uP (2n,21)
24 06
anop
06

24P 4+72vP
32

144D
b

14

240P
51

+120vP
51

Anp
33

ANOyp
33

72P  +(4B-24v)P
33 51
(324122v)P
33

729

48-2
|, +(48-24v)p

15

240p
15

10.~- DETERMINACAO DE VETOR CARGA NODAL EQUIVALENTE S§(21)

Algumas cargas nodais aplicadas aos nos, equiva-

Tentes ao carregamento distribuido p(x, y), nodem tambem
ser obtidas aproximadamente atraves da simples determina-

cao das areas de influencia que, contribuem em cada no.
Contudo, o calculo de todas as Cargas !lodais Equivalentes

e majs correto e exato quando se usa para tal a expressio

(6.4).

f carregamento p(x,y) node ser colocado em fun-

cao de coordenadas homogeneas:

p(x,y) =

(1n.1)
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Caso o carregamento p(x,y) possua variacao linear
(ou quase linear), ao nivel do elemento, o que corresponde
aos casos mais freanuentes encontrados na nratica, pode-se,
utilizando coordenadas homogéneas, determinar o valor da
ordenada do carregamento en qualquer ponto interno do tri-
anqulo, em funcao dos valores das ordenadas do carrecamen-
to correspondente aos vertices do trianculo.

Considere-se o triangulo cenérico 1-2-2 (FIG.10.1)
e as respectivas ordenadas do carrecamento, nos vértices
do triangulo, Pi= nlx,, yi)s 1 =1, 2, 3, A determinacdo
da ordenada do carregamanto correspondente a um ponto in-

terno do trianqulo pode ser feita utilizando-se a sequinte
exXnressao:

onde

s‘ys)

PIE €, €,)

2= PUx,y,)

2(x2,y2)

-FIGURA 1Nn,1-

-Variacao do carrecamento no plano-

A dintegral que anarece na exnressio (6.4) contera
termos da forma:



1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3
° (19.4)
onde ocorrerao narcelas do tipo aenaricn:
3 . N, :
My My Oy
P*vS=C C on. (£ ds 10,5
oY 2 . (’1 2 3 ) (10.5)
s j=1
t bl ] dl pl 1 . -
onde C,(::xa x”? xC vooyo yf e p.{i = 1,2,3) sao constan-
2 1 2 3 71 T2 Y3 1

tes para o trianculo considerado.

0s diversos valores de mys Ny € ag S3a0 0S Mesmos
apresentados na TARELA 9.1, agora com

m=a' + 4d'

n =>b'+ e
q - Cl + fl

Obtida a integral, aue representa o vetor Carca
"lodal Eauivalente generalizado, o vetor S (21) node ser
obtido atraves da pre-multiplicacao da matriz P pela refe
rida integral conforme (6.4).

11.- CONSIDERAGOES SORRE 0S SIHAIS DAS DERIVADAS HORMAIS
A0 LADO D0 ELEMENTO,

Ns parametros nodais, como ja fore escrito, sao
listados na forma de submatrizes como seque:

— - -

v W
~1
v, Wy
v W
=" d - Y = [ i =4, 5,6
v = ongce V_l = e !j— \I,n J = &4 34 T
\ .
v, Wiy
v, gy (11.1)
v
| ~6] | Cyy] 1 =1, 2,3



A relacao entre os parametros nodais v & os pa-
rametros generalizados q node ser expressa da sequinte ma

neira:

—V ] ut
~1 ~1
y o
~2 ~2
v 6
v G
~y 4
v Gt
~s ~5
y i
L8 | 78
ou simplesmente
v o= Qt q (11.3)
- .. . t t t ~
As tres primeiras submatrizes Ql, QZ e §3 sao

obtidas com a substituicao das coordenadas locais dos
nos 1, 2 e 3 respectivamente nas exnressoes v , v e v
~1

~2 ~3
ou seja:
2 5
F] X Y X3 e Y;
n 1 n V. n
GF _ 0 0 1 "o, 5y; (11.4)
"1 "0 0 2 .. 0
n n 0 L 0
n 0 0 0 ..., 20y
L 1..J

Antes da determinacao das tres ultimas subma-
trizes G , §
. ~h ~5 X .
coes entre o0s dois sistemas de coordenadas x,y e t,n

conforme FIG. 11.1.

e G e necessario que se exnrima as rela-
~6



i
[ab]
(Sw)

]

*)

X

o

- FIGURA 11.1 - Transformacio de coordenadas -
Verifica-se que as relacoes entre os dois siste-
mas, pode ser colocada na seauinte forma matricial:

t c 5 X
- (11.5)

n -S C y

ou entao na forma inversa:
X - c -5 t (11.5)
v S c n

onde e introduzida a notacao:
S = sena (11.7)
C = coso

Diferenciando x e y da exnressio (11.6) en re-
lacao a t e n tem-se:

IX _ Y _ .
5‘-{-—(: at-a
(11.8)
X _ Ay _
3 - 7S sp T ¢
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donde
roA r - - n
d 3
3T ¢ S X
- (11.0)
] 3
gn -S C W
o T
92 2 " 2 [ 32
=5z c 2sC S =57
2 2
étan =| -sc c?-s?  sc gx%v (11.10)
32 2 ) 2 82

Entretanto, e necessgrio verificar que a orien-
tacao do eixo t sera, agora, de modo a percorrer os lados
do triangulo da FIG. 11.2 nos sentidos vértice 1 para vér
tice 2, vertice 2 para vertice 3 e, finalmente do vertice
3 para vertice 1. 0 eixo n sera semnre normal a t, e sera
orientado de maneira que o semi-eixo positivo & encontrado
quando partindo do eixo t, for nercorrido por um anqulo de

l rd no sentido sinistrorso, conforme FIG. 11.2.

£

Y*\

FIGURA 11.2

-Eixos locais do elemento-



Convenciona -se tamh8rm que os anculos qi(j=4,5,6)
serio sempre nositives, conforms FIG, 11.2, 52 a partir de
v forer contadons, no sentido sinistrorso, até encontrarem a

direcaoc nositiva de t.

A convencao anterior serviu anenas vpara definir
as caracteristicas locais a cada lado do trianaulo, jsola-
damente., Com a finalidade de elaborar a montacem do siste-
ma alobal de equacoes & necessario adotar uma convencgao
que caracterize direcoes para n, escolhidas como positivas,
tais que, ao acoplarem-se elementos com os lados comuns,
os eixos n, relativos a esses pares de lados, tenham orien
tacoes, como ja se afirmou, nositivas concordantes.

Em vista disso, a convencao que ira representar
a orientacdo positiva para n sera, conforme FIG. 11.3, a

secuinte:

y NORMAL POSITIVA

NORMAL NEGATIVA

-FIGUPA 11.3-

-Convencao de sinais para orientacao da normal n-



Portanto, a semi-reta normal n ter: orientacao
positiva quando: 0.558j<iv 0 aue acarreta que t sera po-

sitivo auando:
n< ;<

T

37 "
ou '—'2- sflj(LTT

Finalmente as Ultimas tres submatrizes da equa-
cao (11.2) podem agora ser determinadas.

- -
N
-Sj
‘i
-Zij.
G. = : ' 11.11
G, . ( )
3 4
XY TS Yy
ST j = 4,5,6
onde
Sj = sen oy
C: = COS a,
] %
e (Xj’ yj) sao coordenadas dos pontos madios cdos lados do

elemento.

12.- REDUCRO DO NOMERND DE GRAUS DFE LIBERDADE NN ELEMENTO
FINITO T21; TRAMSFORMAGAN PARA 0 ELEMENTN 1718,

As incognitas nodais situadas no interior dos
lTados dos elementos s3n consideradas indesejaveis npor
provocarem aumento na larqura da banda da matriz de rigi-
dez do sistera, trazendo dificuldades adicionais na fase
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da resolucao do sistema de equacoes, por comorometer, in-

clusive, a precisao desejada. Por isto e por Ser nequena

a capacidade do computador utilizado (IBM-1130-32X), resol
veu-se eliminar as incoonitas consideradas indesejaveis e
reduzir o numero de qraus de liberdade do elemento T21, de
modo a facilitar o tratamento do problema por intermedio
do computador.

Para o elemento T21 ha trés incoanitas (aliadas
respectivamente a tres pontos nodais) indesejaveis (w,n),
que poder ser eliminadas sem que deixe de existir compati
bilidade de deslocamentos e derivadas primeiras entre ele

mentos aque apresentam lados em comum.

Impondo que a variacao de W, seja cubica ao Ton
go do bordo node-se colocar W, em funcao das incognitas
dos dois pontns nodais contidos nesse lado conforme FIG.

12.7.

lnlz lm/z
i m J t
(W.n’i (W.n”
(W,nt)j é ﬁ {(W.nt)j
(W.n)m

T Wip(t) com  vamiacio

CUBICA.

VW."

-FIGURA 12.1-

-Imnosicao de variac@o clbica de (w,n)~



Assim surgira um novo elemento finito triangu-
lar, denominado T18, apresentando um total de 18 graus de
liberdade, sendo 6 graus de 1iberdade para cada vertice
do trianqulo,

A funcao cibica, com a qual se pretende aproxi-
mar a variacao de Wy (t) ao longo da borda, pode ser es-
crita da seauinte maneira, conservando a notacao da FIG,
12.1:

2 3
W = + + + 2.
,n(t) a +at 2.t at _ (12.1)
Sendo
p/ t =10 > Wy = (w’n)i & Wy, = (W’nt)i
(12.2)
p/ t = 2m YW, = (W’n)j € W,y = (W’nt)j
resultara:
ao = (W’n)'i (]2.3)
al N (w’nt)i
a = _._:3.__ -(u] ) +(W ) - l_ ‘7’(;,«; ) +(W )
2 L2 “n/y n’j % ATty nt’j
m m
a = [(w FEYCTIN DY LI VI STV
3 Qma ’n’q ’n’j nt’i nt’j

2]2

m
portanto, a derivada normal nrimeira no ponto medio do la-
do m, conforme FIG. 5.1, pode ser expressa como:

[(W’n)i +(W’n)j] + ‘g‘n“ [(W,nt,\'i'(‘r’v’snt)j] (12.4)

I
D |

() =
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Esta expressao representa o valor da primeira
derivada normal em relacao aos eixos t e n conforme FIG.

12.1. Entretanto & conveniente exprimir esta mesma deriva

da normal em relacao aos narametros dos vertices, que es-

tao referenciados em relacdo aos eixos x e y; portanto de

ve-se anlicar as transformacoes de coordenadas de acordo
com (11.9) e (11.1N).

Jeja

onde

P}
1]

por definicao:

=ls
2
21
_.é.cm
L (12.5)
a M omom ot
-1y (c2 - s2)
g miTm m
sen a_
cos a_
comnrimento do lado m.

Tem-se entao a expressao da primeira derivada

normal em relacan aos parametros dos vertices:

(s )= k™

(m), ., am) o m)
w’x)i+k2 ( h,y)i k1 ( u,x)3+k2 (”’y)j

-kgm)(”’xx)i+k5m)<W’xy)i+k<m)(”’yy)1 (12.6)
+k§m)(‘!’XX)J_kEm)(U’Xy)j—k )(W’»yy)\]



5]
Y
]

N relacao entre os parametros do meio do lado e

os parametros do vertice sera:

ve = H v, (12.7)
onde
- -
(W’H)AT L
ys - (w’n)s € Ve © Yz
(i), Y,

A matriz de transformacao H pode ser comnonsta

nor submatrizes e modo que:

SN EREREN (12.9)
|

Caso fosse possivel ter-se num trianculo (1-2-3),

ot ot

I
i
I
2

como o da FIA, 5.1, as seauintes desicualdades

12.92)
X > X s x> x exsx o () ( .
ter-se-ia: 3
Pr) _k(“) k(‘t) _k(‘&) k(h) L k)
1 2 3 [ 3
1 =10 n 0 N n n
~1
n -k ls) c(e)  (6) i (e) _k(s)
L 1 2 3 4 3]
0 () () ) ) ()]
2 3 3
4 =-INn _I,(S) k(S) “k(s) k(s) k(s)
g, ) ;
A 0 n 0 0 (12.19)

(*) Como, evidentemente, as desiqualdades 12.9 n3o s3o todas

verdadeiras, na fase de calculo deve-se alterar as (12.10)
adequadamente, nos termos k3 e kh.
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0 ) 0 0 0 n
S PO £ BT B 5 I R €
~3 1 2 3 4 3
N _k(s) k(s) _k(s) k(s) k(e)
1 2 3 4 3

Para o elemento finito T21, a equacao de equili-
brio do elemento estabelecida anteriormente pode se expres
sa como:

S =K vy (12.11)

~21 ~21 ~21

A correspondente equagao de equilibrio para o ele
mento finito T18 pode ser escrita como:

§18 ) 518 Yie (12.12)
onde
V.= Ve (12.13)
e
’
v, Y (12.14)
Ys

A transformaczo do vetor §21, referente ao elemen
to T21, no vetor §18, referente ao elemento T18, e realiza-
da icualando o trabalho virtual realizado nelos dois conjun
tos de cargas nodais equivalentes, durante os virtuais des-
locamentos nodais correspondentes

st v =t (12.15)
~18 ~18 ~21 ~21

Mo entanto, de acordo com (12.7), obtem-se:



~C ~18

v = == =f-m] v (12.16)
~21 '\‘{S 4 ~18

onde I e a matriz identidade (18x13).

~18
Das eauacoes (12.12), (12.15) e (12.16) deduz-se
que:
- 1 -
_ Dt
K o= |1 bl ok |1 (12.17)
~18 "‘18I -~ ~21 _:.{3
i . i
e S =|I 1 S (12.18)
~18 ~18| ~ ~21
L | =

518 & a matriz de riqgidez do elemento finito T13, apresen-
tando um total de 18 oraus de l1iberdade (f araus de liber-

dade para cada vertice).

Esta matriz de rigidez pode tambem ser obtida
diretamente atraves da matriz de riaidez generalizada Eq
definida em (7.3).

Assim, a partir de (5.2) e (12.16) seque que

g =58 [1 |v ; (12.19)
~21 ~21 ~18 ~18
H
nortanto
K,=h koA (12.20)
18 q
onde :
A= | T LR B (12.21)
~ "‘1,8: ~ ~21 y
t

13.- COWDIGOES DE CONTORID

Ls condicoes de contorno aue serao analisadas
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neste capitulo sdo as trés condicdes mais comumente assu-
midas em casos praticos: (bordas retilineas)

1) Borda simnlesmente apoiada

"a borda a superficie média deformada deve apre-
sentar deslocamento nulo e deve qgirar livremente em torno
da mesma ou seja, o momento fletor na borda deve ser nulo.

y
A W = N
X Wy £ 0
-
] W = ’]
/ ’y
\ =N
; Wy (13.1)
3 n
w,xy#
Wy, =10
vy
X
R

-FIGURA 13.1-

-Borda simnlesmente apojada-

2) Borda engastada

da borda a superficie media deformada deve apre
sentar deslocamento e ¢iro nulos em seccao normal 3 borda.

v = N

Wy, =190

X w, =10

_ 1sy N

: (13.2)

3 Wy o# 0

3 w,xv= n

e i ) L i A 4$:_ w,yy= n

7 A

7
’

-FIGURA 13.2-

-Dorda encastada-
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3) Borda livre

da borda o momento fletor deve ser nulo e a for-
¢a cortante, no caso reacao vertical, tambem deve ser nu-
la.

)

M =N
i (13.3)

X
Vo= 0 _+M =

XX XY,y
. -FIGURA 13.3-
- -lorda livre-

Considere-se o elemento finito T18.

ao apresenta dificuldade introduzir as condi-
coes de contorno em placas cujas bordas sejam simplesmen-
te apoiadas ou engastadas, pois as condicoes de contorno
sao estabelecidas diretamente sobre os parametros nodais.
Para bordas Tivres, no entanto, a imposicao de condicoes
de contorno causa algumas dificuldades, porque a con-
dicao de que a reacao vertical deva ser idgqual a zero
nao pode ser atendida, pois nao e possivel expressar v,
em termos de parametros nodais. A condicao de momento fle
tor iqual a zero, pode somente ser expressa por uma combi

nacao de dois parametros nodajs (curvaturas Wy @ W’yy)'

i
X

0

1

N impli m v +Vy =
implica e sy vy

—
-——n
i

D implica em w +vw
y P yy = 0

Com a finalidade de tratar estas condicoes, &
conveniente transformar o conjunto de parametros nodais,
em um outro conjunto mais adequado. A relacio entre os
conjuntos de narametros nndais original e modificado =&
a sequinte:
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W 1 0 0 0 0 0 W
Wsy 0 1 n 0 0 0 w,x
2 n
z,y 0 0 1 , 0 0 w,y
H 1 |
sy 0 0 0 —~Tt;;—~ 0 :: ”’xx+vw’yy
W’xy 0 n 0 N 1 0 w,xy
Wy 0 0 0 -vz n ! sy O gy
w o - — 2
11 T-v 1-ve Ji i
(13.4)
ou simplesmente
vi =Ty v (13.5)

H

Para um elemento "n" conectado ao ponto nodal "i"

tem-se a sequinte equacdao de equilibrio:
S =K 3.6
Pode-se transformar esta equacdo de equilibrio
em uma equagao de equilibrio modificada, pré multiplican

do ambos os lados da igualdade (13.6) por I;, como seque:

t t
T S =T " K v
~p =P =P ~P ~p

Fazendo-se uso de (13.5) vem:

t o _ 1+t \
Ip 2= Ip K Ty ¥y
ou entao simplesmente:
§p =K' v b (13.7)
P
onde
st =Tl g (13.8)



+
veo_oTd
b= I KT (13.9)

A matriz transformacao Tp e uma matriz diagqonal
com submatrizes na diagonal principal., Para o elemento "p"
ainda tem-se:

T 0 0
T. =10 )i 0
~p ~ -~ —~
0 0 U| opri=n
L. -
- -
I f 0
T, =0 T 0 (13.10)
0 0 I n/i = 2
|~ - -
I 0 0
T 40 I N
....p ~ o~ -~
2 0 Iy o=

onde T & uma matriz identidade e 0 & uma matriz nula, ambas
de ordem 5.

Hota-se, nitidamente, que as transformacoes (13.8)
e (13.2) afetam somente linhas e colunas associadas com o
49 e 69 parametros do no "“i".

As equacoes (13.8) e (13.9) s3o aplicadas a todos
os elemantos conectados aos pontos nodais das bordas livres
antes da adicao das equacoes de equilibrio do elemento
na equacao de equilibrio da estrutura comnleta. Assim



um sistema de equacbes modificado & obtido (13.7), em que

as condicoes de contorno podem ser aplicadas diretamente,.

Estas transformacoes podem ser realizadas depois
da equacao de equilibrio da estrutura ter sido formada.

Verifica-se que estas transformacoes poderio tam
bem ser aplicaveis quando na estrutura estiverem atuando
momentos fletores externos.

fuando o contorno da placa apresentar trechos in
clinados em relacdo aos eixos gqlobais cartesianos (x,v) se
ra necessario proceder a uma transférmacao de coordenadas
para que se possa impor adequadamente as condicoes de con-
torno nos nos pertencentes a esses trechos. Considere-se
por exemplo um eixo da nlaca que ceincida com o0 eixo t na
FIG. 11.1; as condicoes de contorno deste eixo obl1iquo nao
podem ser diretamente formuladas em termos de coordenadas

alobais (x,y); portanto & conveniente transformia-la em co-
ordenadas obliquas.

A relacao entre os parametros nodais nos dois
sistemas de coordenadas pode ser expressa como:

- 4 -~ - - -
W 1 0 0 N 0 0 W

Wy N c -S 0 0 0 Wyt
w,‘y 0 -5 c N 0 0 s
sy ) n ) 0 c? -2sc 52 Wogt
Wayy 0 0 0  sc c¢?-s? -s¢ Wayn
_”’vyJ -ﬂ N 0 s? 2sc Ci_iLy,nﬁj1

(13.11)



onde

[ %]
H

sena

(@]
H

Coso

e as coordenadas obliquas secuem a convencao de sinal mos
trada na FIG. 11.3.

A equacao (13.11) node ser simnlesmente escrita:

= ! 2
vi= Ii Vs (13.12)

e a transforrmacao e realizada exatamente como descrita pe
las equacoes (13.8) e (13.9).

Um ejxo inclinado e livre pode ser tratado anpli
cando as transformacoes (13.8) e (13.9) duas vezes; pri-
meiro com Ii dado pela equacao (13.11) e em sequida com
Ti dado pela equacao (13.4).

14.- DETERMINAGAO DOS MOMENTOS

Mao apresenta dificuldades a determinacao dos

momentos fletores MX e My e do momento volvente ¥ en

Xy’
cada ponto nodal da estrutura, pois as curvaturas Woxo

W’vy e w,yy estao incluidas entre os parametros nodais

V.
~1
e curvaturas (4.4), pode-se determinar, diretamente, es

ses momentos.

de modo que, utilizando as relacoes entre momentos

Antes porem a secuinte alteracao na formulacao
deve ser efetuada, para facilitar a saida dos resulta-
dos.

Reescrevendo a relacao entre momentos e curva-
turas, na sua forma mais ceral, vem, pnara isotronia:



-r

] v N v,

v 1 n W,

0 0 1-v 2,
?

Como ja foi visto cada nonto nodal da nlaca a-
presenta 0s secuintes parametros nodais.

—

W

(14.2)

Com a utilizacao das duas expressoes anterio-
res, a relacao entre momentos e parametros nodais pode
ser determinada e expressa da sequinte

ou simplesmente

n 0 0 1
N N 0 v
N N 0 0

maneira:
n Fw
W’x
n v,
y
Ws oy
T1-v i W’xy
W’yy
L.
(14.3)
(14.4)




Hi L]

onde "i" & o numero atribuido ao no da estrutura.
Em cada no da estrutura também sao calculadns os

momentos (M , " ) e as respectivas direcoes princinais, uti
1 2 E -
lizando-se para isso as exnressoes conhecidas:

M . . A ’

Xy X N
L} |
2
21 |
8 = % arcta ;»§¥ (14.F)
“ Xy

0 reconhecimento automatico das direcoes nrinci-
pais, aliadas aos respectivos momentos principais node ser
feito de acordo com o que e anresentado por SAVASSI (B12),

3.}

nue recomenda examinar o sinal de DIF = ”x'“v da sequinte

maneira: y
Se DIF > 0 0 indica
1

Se DIF < 9 8 indica M

wn
D
2
ot
il
{]

Y

n Oindica!& 8> 0
X

sendo que o angulo positivo & contado em sentido sinistror
so a partir do eixo x. ’

15. DETERMINACKD DAS REACOES NDE APOIN

As reacoes de apoio nodem ser obtidas em termos
de forcas nodais concentradas, pelo uso das equacgoes de

equilibrio dos elementos. Para cada elemento "n" a corres
pondente equacao de eauilibrio e dada por:
= ¥ 15.1
2p = Zp Yp (15.1)

Uma vez ohtida a solucao nara os parametros nn-

dais, a forca nocdal do elemento, S’wi correspondente a de-
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flexao F do no de borda "i" & imediatamente determinada.

A reac3o vertical do no "i" & entao obtida, como

a soma das forcas Swi computadas para todos elementos co-

",

nectados ao no "i", mais as forcas verticais resultantes
do carregamento externo, que foram obtidas pela expressao

nat

(6.4), para todos elementos conectados ao no "i".

Hota-se que as reacoes de anoin determinadas con
forme descricao feita acima, satisfazem completamente as
condicoes de equilibrio vertical. Entretanto, a distribui-

c3o das forcas reativas ao longo da borda podera somente
ser determinada aproximadamente.

16.- ESTRUTURACAND DO PROGRAMA FORTRAN PARA A ANALISE OE
PLACAS ELKSTICAS PELO METODO DNS ELEMENTOS FINITOS;
DESCRICAND SUMERIA DAS ROTINAS.

Para a analise de placas elasticas em geral me-
diante o empreqo do metodo dos elementos finitos elaborou
-se um programa em linguagem FORTRAN IV, para computador
IB"-1130 com 324 de memoria central e tres unidades de dis

co magnetico como memoria auxiliar.

Em virtude do programa ter sido desenvolvido pa-
ra um computador de pequena canacidade de memoria central,
e devido 3 limitada canacidade dessa maaquina aue nao pode
comportar o programa em sua totalidade, ontou-se entao ne-
la formacao de diversos programas que, interlicados entre
si, nodem ser processados sequencialmente e de maneira i-
ninterrunta, conforme FIG. 16.1.

0 citado proarama foi compostn a partir de algu
mas rotinas, consideradas eficientes, que figuram no tra-
balho de SAVASSI (B12), que as adantou para atender as par
ticularidades do elemento "FDRCE" (*), a partir do expres-

(*) Elemento finito triancular, utilizado em (B12) quando
da resoluc3do de chanas elasticas, apresentando 18
araus de liberdade (% craus de liberdade p/ vertice).
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sivo tradbalho desenvolvido por FELIPPA (B7); aler disso
outras rotinas relativas ao elemento T18, ou foram adapta
das a nartir de rotinas ja existentes em (B12) ou foram
elaboradas pelo autor, para atender a normenores das pla-

cas elasticas, em particular.

1

PROGRAMA UM

MATRG h—;l 7 cotr
8 PROGRAMA PZERO
. i -
HATRH | i) “ , ] EXes
N P T
ooy 4y £ ¥
GJRIS MATTT POLIR ¢oLoc
5
7
i
3
Fg‘ PROGRAMA DOIS
i £ i A
by R Py
TSKEH TFREE PREPS
o
PROGRAMA TRETIS
% ey R I G PR wmmsz
RN N
TSKEW LTH??ED
!
R i et
Lol TRISK
B PROGRAMA BT GS E
. A R
FLEVD |3 5 - | TRFRE
F

-FIGURA 16.1 - Orcanoorama do PROGRAMA ceral



9 que seque & a descricao sumaria das rotinas

utilizadas durante o processamento do PROGRAMA geral,

COEF:

coLocC:

AATFT:
GJIRIS:

AATRH:

POLTH:
MATRG :
VINTA:

TSKEW:

TFREE:

Calcula os coeficientes dos monomios que anarecenm
quando a operacao x' y(S & realizada, anos a substi
tuicao de x = x & +x £ +x £ ey =y & +y & +y &,
101 272 83 171 7272 “373
onde 0s Ei (i =1, 2, 3) sao coordenadas homogene-
as;
calcula os expoentes dos monomios que aparecem quan
§ - . - e .
Y y e realizada, apos a substitui-

cao de X = X +X £ +x & e = + +vy ;
’ 1E1 272 373 Y ylgl y2£2 ”353’

do a operacao X

calcula as coordenadas locais dos vertices e dos
pontos médios dos Tados do triangulo;

forma a matriz Qt (5.1);

inverte a matriz gt, obtendo §t=[ét}_ 1;

forma a matriz 1 (12.8), admitindo em principio a
validade do Ttem (12.92); caso nao haja observancia
daquelas desigualdades pelas coordenadas do elemen
to em foco, os sinais dos coeficientes de H serao
alterados convenientementé no final da rotina;
calcula a integral do tipo nyé = ‘/’f(x,__\,/)xyy(S ds;

S
forma a matriz de rigidez cencralizada KG;

(FUNTION) funcao que calcula as integrais do tipno
J/;m " oe9 dsy
S’l 2 73

transformacao aue atua nos nontos nodais situados
nas bordas inclinadas. Objetiva transformar os pa-
rametros nodais relacionados aos eixos x e y, em
parametros nodais relacionados aos eixos t e n. Es
ta transformacao tem por objetivo o tratamento das
condicoes 42 contorno erm bordas esconsas;

transformacan que atua nos pontos nodais situados
en bordas, onde haia a necessidade de alterar os

parametros nodais originais em parametros nodais
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modificados para tratamento direto das condicoes de
contorno;

PREPS: executa as transformacoes contidas nas rotinas
TSKEW e TFREE, conforme equacao (13.2);

THAED: calcula os valores medios nodais das sequintes gran
dezas: espessura, modulo de elasticidade, coeficien
te de Poisson e rigidez a flexao da nlaca;

TRISK: rotina transformacao que atua no tratamento de bor-
das inclinadas. 0 vetor solucan e obtido (quando a
borda for inclinada) em relacao ans eixos t e n. A
rotina transforma o vetor solucao, de modo que a sai

da dos resultados passa a ser referenciada em rela-
cao aos eixo0s x e y;

TRFRE: rotina transformacao que atua no tratamento de bor-
das especiais, onde houve a necessidade de modifi;
car os parametros nodais, de nos nela contidos (vi—
de rotina TFREE). 0 vetor solucao e referenciado em
relacao aos parametros modificados. A rotina trans-
forma-os de modo cue o vetor solucao passa a ser re
ferenciado em relacao aos parametros originais;

FLEVO: imprime os valores das incognitas nodais, calcula e
imprime para cada no os valores dos momentos fleto-
res e volventes, calcula os momentos nodais princi-
pais e verifica se ha a necessidade de perfurar da-
dos em cartoes para posterior utilizacao, em progra
ma que traca os momentos principais com as respecti
vas direcoes;

REACA: calcula para cada ponto situado na borda a respecti
va reacao vertical (desde que exjsta).

0s PROGRAMAS parciais podem ser visualizados a-
traves de fluxogramas simplificados, que s3o apresentados
a sequir,
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Programa

LEITURA DOS DADOS
¥
IMPRESSAO DOS DADOS
R
R

(

0 NUMERO MAXIKO DE ELEMENTO
DA ESTRUTURA FOI ULTRAPASS

IMPRESSXO DE MENSAGEM
CORRESPONDENTE

0 NUMERO MﬁXIMO DE NOS DA
ESTRUTURA FOI ULTRAPASSA

Do ;:

IMPRESSEAO DE MENSAGEM
CORRESPOMDENTE

0 NUMERO MKXIMO DE CONDIGOE
DE CONTORNO FOI ULTRAPASSAD

e

IMPRESSAO DE MENSAGEM
CORRESPONDENTE

V

A MAXIMA DIFERENGA ENTRE 0
NUHEROS DE NOS DE CADA ELF
MENTO FOI ULTRAPASSADA 7

=

IMPRESSAO DE MENSAGEM
CORRESPOHDENTE

*\

HA ALGUM ELEMENTO COM AREA
NEGATIVA ?

. IMPRESSAD DE MEHSAGEH
CORRESPONDENTE

j

0 NOMERO MAXIMO DE ELEMENT
NA BORDA FOI ULTRAPASSADO

IMPRESSKO DE MENSAGEM
CORRESPONDENTE

>m_..,
>_.

V

!

MENSAGEM QUANDO NAD HOUVER
DADOS ERRADOS NO PROGRAMA

GRAVACXO DOS DADOS NO ARQUIV

"DATUM"

( °{




16.2.- Proaorama PZERD

LEITURA DE DADOS NO
ARQUIVO "DATUM"

EXPS

A

COEF

r’<:; N=1, NOMERO DE ELEMENTOS<:>

¥

A MATRIZ DE RIGIDEZ DO

GRAVACKO 'NO ARQUIV
DO ELEMENTO TIPO N

0 "CANOE"
DA CARGA MNODAL EQUIVALENTE

~%

A

MATRG

ELEMENTO TIPO N

GRAVYAGCAO NO ARQUIVO "RIGID®
DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO

-

|
- ELEMENTO N JA FOI sim
| CALCULADA ?
} §
| 0 VETOR CARGA NODAL E£QUI- cim
VALENTE DO ELEMENTO N JA
| FOI CALCULADO ?
| & ‘
| 1 cotoc
l» MATFT
] - GJRIS
3 MATRH N
: —™1 POLIN (a)
| . % .
| | A CARGA DISTRIBUIDA SOBRE cim
| |0 ELEMENTO N E nuLa 2 e
[ | poLin (b) [T
| N
]
|
|
i
|
|
|
I
I

3




16.3.- Proarama DOIS

-~

@

HO ARQUIVO “DRTUM(

(/LLITURA Dyobs

| S

BERG

rcmcum DF
}

CRIGTRY DA

DU ELERENTO

TIPO N TEY% BD N\__sim

POSSUT ALGUH LADO sim

|
|

sim

_rs WANSFCR A

NODATS BOS

GUES §

CLOGAL

HOGT ‘:1?7“(
T S—
(¢



16.24.- Programa TREIS

LETTORA
HODAL £0ur

0 ELEMENTS TIPO N TEM NI 4L DCRUA ?/‘""_""“ ]

[ rerariin s mmeser . _ sin
UTHI PRSSYT ALAUH LADD i::>~:)_______,~,
e ot Lo 1 G T

TFREE >
¥
YETOR CARGA NOOAL
LABAL
APLICADAS ATRET
ESTRUTURA? —]

1

ARGAS APLCADAS

HOS DA ESTOUTURA

(GRAVV;“C.’XO DE DABOS HO ARQUIVD "SOL‘IE"(




16.5.- Programa BIGS]

$
Y /

(LEITURR BE BARBOS RO R%QUIVOl"SOLVE”\

[1e]
é T =
[o}]
’ b Ui
DECOHPOSIGRO DA BANDA: 20208
’ 7,3 < B v
l‘ o [ oo S v
: Sy g
REDUCKD PROGRESSIVA o8
(& Y ¢4 (7]
é’ -3 poni 3 (%23
PO
SUBSTITUICKO REGRESSIVA oY e
[} QL | 9
L ESTRUTURA POSSUI ALGUM LADO N\ _sim
ESCONSO ? 4
TRISK |
5
< | TRFRE
FLEVO |
i
| REACA




17.-

12 Co

ENTRADA DE DADOS

17.1. Entrada de dados no pnrograma UM

njunto - Titulo do nrohlema

20 Co

Nuantidade de cartoes - 1
Formato - 40A2 (87 colunas)

njunto - Cartoes de controle

MUMEL
ICASN
HumMnp
HUREC
HUMPB
HALOAD
NUAT

NELDRO
ISKEY

HANGL

22 Co

Quantidade de cartoes - 1
Formato - 1014
Conteudo de cada cartao:

colunas
-~ numero d» elementos (*) (<200) 1-4
- (codiao) ICASO = 0 chapa; ICASO = 1 placa 5-8
- numero de pontos nodais (<120) a-12
- numero de condicoes de contorno (<247)(**) 13-16
- numero de pontos na horda (<40) 17-2n
- numero de casos de carga 21-24
- numero de materiais diferentes (<6) 25-21
- numero de elementos na horda (<109) 29-32
- (codigo) ISKEY = "N" lados sequndo x/y;
ISKEY = "1" nelo menos 1 lado inclinado 33-3¢
- numero de anculos p/definirer lados esconsos
(41) 37-49
njunto - propriedades dos materiais

Nuantidade de cartoes - IMAT (1 n/ cada material
diferente)

Formato de cada cartao - I4,6X,4F10.0

Conteudo de cada cartao 1

(*)

(**)

dota: as variaveis, matrizes e vetores mais imnortan-
tes do PROGRAYA geral aue nao ferem identificadas nes
te Tndice, ou serao definidas na listacem do PROGRA!UR
ou tem sianificado evidente.

"umero de variaveis conhecidas no conteorno.



colunas
I - numero do material 1-4
EN(I) - modulo de elasticidade do material 11-20
CP(I) - coeficiente de Poisson do material 21-30
RHO(T) - densidade do material 31-41
ALFA(I) - coeficiente de dilatacao termica do
material 21-59

42 Conjunto - Informacoes sobre cada elemento de bhorda

fuantidade de cartoes - MELBO (1 n/ cada elemento de

borda)
Formato - 1014
Contetdo de cada cartdo K colunas
LNOBO(K,1) - numero do elemento 1-4
LNOBO(K,?) indicam os numeros dos nos 5-8
LNOBO(K,3) ¢ de borda do elemento (veja poste a-12
LUOBO(K,4) | riormente AP (I,1), T = 1,2,3)(*) 13-16
LHOBRO(K,5) indicam os enderecos dos anqulos 17-20
LHOBN(K,6) necessarios p/ as transformacoes 21-24
LHORD(K,7) de coordenadas 25-28
LNOBO(K,8) | codigo para indicar o tipo 20-32
LNOBO(K,2) de parametros nodais que 33-36
LJOBO(I,]O) convem aos nos (**) 37-40

(*) HNumere no sentido sinistrorso

(**) Se o codigo indicar Lil0OBO=0 os parametros nodais se
rao do TIPO A; caso o codigo indicar LNORO=1 os pa-
rametros nodais serao do TIPO B:

v r W
W Wi
V. = SV o
-3 W, - W
y 1 >
TIPO A TIPO B .
, +yv
W sxx POy
. sy
h Y
R yy |
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50 Conjunto (somente se ISKE! = 1)

Quantidade de cartoes: HANGL
Formato: F10.0
Conteudo de cada cartao NA

colunas
AHGLE(MA) - angulo p/ transformacao de coordena-
das (em radianns) 1-10
62 Conjunto - Dados fisicons de cada elemento
Quantidade: HUMEL (1 n/ cada elemento)
Formato: 21I3,6F9.4
Conteudo de cada cartao I
colunas
N - numero de cada elemento 1-3
P, T) - numero do no 1 A-6
wp(H,2)y - v non o (k) 7-0
MP (M, 3) ! toor 3 1n-12
MAT (1) - n% do material do elemento M 13-15
ITPEL(N) - tipo de elemento (*¥*) 16-18
KTPEL(MN) - tipo de carregamento (***) 12-21
KARGA(M) =~ codigo p/ indicar se ha carga
distribuida "1" ou nao "N" so-
bre o elemento 22-2¢4
ZCAR(M,1) - valor da coordenada do carrega
mento distribuido no no 1 25-33
ZCAR(M,2) - valor da coordenada do carreca
mento distribuide no no 2 34-42
ZCAR(N,3) - valor da coordenada do carreca
mento distribuido no no 3 43-51

(*) salienta-se a necessidade de numeracao no senti
do sinistrorso, o que corresponde atribuir ori-=
entacao nositiva para a area do elemento.

(**) numero que identifica a que tipo pertence cada
elemento, em termos de dimensses, forma, orien-
tacao etc.

(***) numero que identifica a gque tipo nertence cada
e1emento, em termos de dxmpnsoes, forma, orien
tacao, carrecamento distribuido etc.
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colunas

TH(H,1) - valor da espessura no no 1 52-60

TH{NK,2) - ! " ! ! "2 61-69

TH(N,3) - ! " ! ! "3 n-78

70 Conjunto - Coordenadas dos vertices

Nuantidade de cartoes: HUMHP (1 n/ cada no)

Formato: 14,6X,2F10.,0

Conteudo de cada cartao J:

J - numero do no 1-2
XORD(J) - coordenada x 11-20
YORD(J) ~ coordenada v 21-3N
89 Conjunto - Condicoes de contorno

Cuantidade de cartoes: MUMPB (1 p/ cada ponto

na borda)

Formato: 1314

Conteudo de cada cartao '

M - n® do no situado na bhorda 1-4
L1(1)] L1(I) = 0 (I = 1,6), indica aue a incdani- 5-8
L1(2) | ta nodal do vetor v. ou vi & desconhecida 9-12
L1(3) L L1(I) =1 (I = 1,6), indica que e conheci-13-16
L1(4)r da 17-20
L1(5) 21-24
L1(6) 25-28

ICON(1)] codiqgo condicionado 20-32

ICON(2) | se L1(I) = 0 implicara em ICON(I) = O 33-36

ICOH(B)) se L1(1) = 1 implicara em: 37-49

ICON(4) ICOMN(I)=0(valor conhecido na borda e 41-44

ICON(R) nulo), ou 45-438

ICON(6) ICON(I) = 1 (valor conhecido nao & nu 49-52

lo)
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17.2.- Entrada de dados no PROGRAMA TREIS

19 Conjunto

Nuantidade de cartoes 1
Formato 214

Conteudo
colunas
IPERF -(codiqo) se IPERF = 7, nao ha necessidade 1-4
nerfurar dados sohre os momentos princi-
pais e suas direcoes, para utilizacao pos
terjor
NPLD  -numero de pontos nodais com cargas concen
tradas 5-8
29 Conjunto
Quantidade de cartoes: HNPLD (1 p/ cada ponto
com carga concentrada)
FORMATO: 14,6X,6F10.0
Conteudo de cada cartao
colunas
A - numero do ponto nodal carrecado 1-4
ALD(1) - carga concentrada w 11-20
ALD(2) - carga concentrada Wy (*) 21-30
ALD(3) - carga concentrada w,y 31-40
ALD(A) - caraa concentrada Moy OU W’xx+vw’yy 41-50
ALD(5) - carga concentrada W’xy 51-60
ALD(€) - carga concentrada W’yy ou w’yy+vw’xx £1-7N0

18.- EXEHMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo, sao anresentadas atraves do

(*) As carqgas concentradas_anlicadas em pontos nodaijs de
bordas esconsas, deverao ser referenciadas aos respec
tivos eixos inclinados.



metodo dos elementos finitos, as selucoes numaricas de dj-
versos exemnlos da teoria das placas elasticas. Posterior-
mente, essas solucdes numericas, sao comnaradas, com as
respectivas sclucoes analiticas, quando existentes.

A escolha desses exemplos foi orientada no sentj
do de abranger toda a votencialidade do proarama automiti-
co, alem de oferecer ao usuario subsidios para gue pnssa

se orientar na vultosa e importante tarefa aue & a prepara
cao dos dados.

18.1.- Exemnlo 1
Dados:

Placa quadrada de lado 2 = 1

espessura constante h = 1,

coeficiente de Poisson = n.3;

varios casos de carga e condicoes de contorno:

a) Carregamento uniformemente distribuido e la-
dos simplesmente apoiados:

Yi "
ﬁ-
T -1
EIX08 DE
I SIMETRIA e
I N S
b T 7?| ]
i o2
a dj X
+ ¢/e L {2 #
P
T

-FIGURA 18.1.1-



-5

Partigoes consideradas

para 1/4 da nlaca:

a —
;’ig i
araus de deflexao no M o= % no 1 no
maiha . - X ¥ XYy
1iberdade sonto ¢ nonto ¢ nonto a
A 24 £092 1889 30872
A 54 n062 4791 3204
ﬂa 96 4062 4789 3227
A 150 ANG62 478¢ 3237
soluciao analitical ,
4062 2789 3246
encontrada em(B13) (
fator de muitipli . 4 - -5
" 110 bpt’ 10 Spﬁz ~107 7 pe?
cacao f

| TARBELA 18.1,1 - Principais resultados
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2 ~ [
0.06490p? (SOLUGAO ANALITICA) A (4

FIG. 13.1.3 - Reacao vertical de apoio (Particao A,)

Ne acordo com a FIG, 18.1.2 verifica-se na nlaca
em foco que nas imediacoes do vertice a coincidem os valo -

res absolutos de H1, 1, e

2 xy”
Perpendicular ac plano b-d atua o momento fletor

1, que exige armadura superior, enaquante que na direcao

2
h-d atua o momento fletor H1 fornecendo armadura inferior,

conforme FIG, 18.1.4

Yy

ARMADURA
SUPERIOR

FIC.18.1.4 - disposicao da armadura de torcao
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b) Carga P concentrada no centro da nlaca e la-
dos simnlesmente apoiadns:

A carca P "concentrada" no centro da nlaca pode
ser considerada através de duas maneiras: a primeira & con
siderar a carqga P diretamente aplicada no ponto central da
nlaca (bl); a secunda & considerar a carga P distribuida
em um pequeno quadrado de lado u (bz) como de fatn aconte-

ce nos casos nraticos.

y
| —+
7 | E1X08 DEL
—7SINETRIA £
l /2
5 I £
g | %
7 | # X
1 1/ S
P |
} FIG. 18.1.5
[ ‘ 1 (caso b, )
i 7
. P
p S —
2
/P u
[ 1 ( caso b, )
s __4 FJL_ B ol
Particoes consideradas:
Fhay Ehe) $ 1
B B, By



7T

graus de deflexdo no| momento M, M= H no
matha Tiberdade nonto c no panto a ponto ¢
b 108 1160 6116 56705
i l
(b ; ; .
108 11560 6133 33275
M 132 1160 6103 53733
93
5
1
21, 132 1143 081 30303
S 204 1160 5095 63370
) AU LN S e BRI S A A
b, 204 1157 6095 20449
sclucao analitica
grucao ane . 1160 | - (+)
encontrada no (B13)
£ - 3 - L T A B .
;atgr de multinly 195 {%m 1075 1075
cacao '

TABELA 13.1.2 - Principais resultados-

¢) carvegamento uniformemente distribuido e suportada sin

nlesmente atraves de colunas nontuais situadas nos can

tos:
¥Yi
'P' )
Lﬁw‘#;EI*OS..DE' :
TSIMETRIA i ]
B IS = TR

A sammre
X

-1_ :. 'f{njﬁifv

{(*)se a carga P for considerada puntualmente concentrada,
na solucao analitica, os momentos fletores no centro da
placa resultam infinitos; no entanto caso se considere a
carga concentrada como narc%a?mente distribuida em uma pe
quena area finita, aqueles momentos sio determinados e a-
presentam valores finitos,




Particoes consideradas para 1/4
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da nlaca:

b c b c “b 9 23 26 cz’
@ N\ 8 \go
IOMNED) T NN
B \&| 29| \¢3
7®| 295 @ 25
CINUANG)
ROANOMNIONEDNN
YANE O Y,
2 6
ONIONE) e
a d a d fg 3 6 9 13 8d
c, C, Cs
raus de| deflexa M_o=! M .
nalha q eflexao 'lx y y reacdo
lTiberdade | ponto ¢ ponto ¢ ponto b ponto a
¢ 72 N.0255062|0.1117012|n.150524 | n.2499
Cz 1124 N.N255066|0.1117095|0.150375 0.2500
C 168 N.0255053;{0.1117257|n0.150399 0.2499
3
solucao analitica ,
2] { ) H
encontrada en (B13) |0-0249 [ 0.1090 | 0.1402 0.2500
[N
fator de pi pk?2 ne? -ng?
multiplicacao ’

TABELA 18.1.3 - Principais resultados
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18.2.- Exemplo 2
Dados:

* Placa retangular (relacao entre lado maior e me-
nor = 2);

* espessura constante h = 1;

* coeficiente do Poisson = 1.2;

* carreqamento hidrostatico

* condicdes de contorno; 2 lados engastados (os me
nores), 1 lado Tlivre (maior) e 1 lado simplesmen

te anoiado (maior).
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-FIGURA 18.2,1-
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araus de |deflex3ao no| momento M_ |Momento M
malha 1ib X X
iberdade ponto ¢ no ponto ¢ [no ponto b
D 24 753.53 11n.43 190.97
Dz 54 761.86 114,88 249,23
D3 150 760,73 115.34 240,54
solucao analitica 761 115 090
encontrada em (B8)
e - -6 A -4 -2
fator de multiplicacdo|{ 197" pa /D | 107" pgp? 1077 pa?

1}

TABELA 18.2.1 - Principais resultados

12.3.-Exemnlo 3
Nados:

* Dlaca esconsa,

* as bordas tem o formato de um paralelogramo obliquo;

* @spessura constante h=1;

* coeficiente de Poisson =
* carreganento constante

Y

HORDA SINPLESMENTE
APOIADA

16.66
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Ty
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FIGURA 18.3.1
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Particoes consideradas:

A Q KA




-00.

Como node ser observado, na particao E , opntou-
2

se por uma melhor discretizacao da malha nas recioes nro-

ximas aos cantos da nlaca em ouestao. E£sse procedimento,

caracterizado pelo uso, nestes locais, de um numero maior
de nos, & rotineiro na aplicacao do Metodo dos Elementos

Finitos pois, @

centracoes cde tenstes (efeitos localizados).

de se prever nestas recices, possiveis con

graus de | deflexao| deflex3o " no M. no
malha 130 t
iberdade| ponto ¢ | ponto f ponto q nonto f
Ex 262 nN.114886 | N,12657628 | N,359273 | N.343068
£, 654 | 0.114870 | 0.125749 | n.350261 | 0.343956
solugao analitica
encontrada em (B13)[0.1183 0.1372 N.268 0.367
fator de i na‘ pa e .2
multiplicacao D D ' ‘
' 1 Y H
- graus de 1xy no 'y no Ay no "y no
malna l1iperdade nonto a ponto b ponto ¢ ponto e
E 462 -0.217270| 9.625756! 0.296222| 0.21591]
1
Ez 654 -0.224275%| 0.336146| N.178199| 0.216024
soluc3ao analitica —_— — —_— —_
fator de paz 10—3 paz paz Daz

multiplicacao

sao, dos referidos efeitos localizados.

TABELA 12.3.1 - Principais resultados -

Seque a representacao grafica dos momentos fle-
tores pnrincinais M

1

e M , nas regioes onde houve a nrevi-

2




-90-~

©

- FIGURA 18.3.2 -

Representacdo qrafica dos momentos princinais M, e M,

(PARTIGCHD E,)



18, 4. -Exemnlo 4

Dados:
* Placa circular de raio a;
* varios casos de variacao de espessura;
* varios casos de carregamento e condicbes de contor
nos
* coeficiente de Poisson = 0,25;

a) Carregamento uniformemente distribuido, contorno simples
mente apoiado e tres casos de variacao de espessura:

2%

- FIGURA 18.4.1 -



Particao escolhida:

19 caso:

20 caso:

39 caso:

o ®

[ 2

~
-

//

.0n (caso F])
.50 (caso F?)

.33 (caso Fg)

10®
20°

30°
48°

b) Caraa P concentrada no centro da nlaca, contorno sim-

plesmente apoiado e espessura ho

constante;

Considerar-se-ao duas maneiras <e aplicacio da

carga concentrada

tral da placa (caso G]);

la.) Carga P anlicada diretamente no ponto cen-
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2a.) Carga P anlicada como distribuida em um ne-
queno circulo de raio ¢ (caso G,).

2¢
e+
P P = ._g__
l rc?
0 M ) r -
Y In
n
t Gﬁ n
—3 3
l—a ||‘ ; C._,t .\

Q2 ‘ > s 5 @, = 10

"®/ / /@ \ \ B, = 20°
o [ ONLE N OO\ DR

Po = 48°

/ 2 —
g ® o i l
L‘\lg/l 20 21 25 28 QA
C= 0!2 ay Ay ! X
— = T2
; ;

FIGURA 13.4.3

c) Momento externo uniformemente distribuido ao Tonco do
contorno que se apresenta simplesmente apoiado e espes-
sura h  constante; (caso H)

.~ ’
A narticao e a mesma gue no caso a).
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L deflexao . 0 ,

< 2 5 no centro ('V) rE ( t) r=a
(¥ < Q S

< ST QO

(&) e e

- S.A E.F. S.A. E.F. S A, E.F.
F] 144 N.738 |N,74003(n.,203 0.203461 0,092 0.07819
F2 144 1.26 1.29363|n.257 0.245551 0,054 0.04737
F3 144 2.0 2.14402|0.3n4 N.26441 0,029 n,N2431
fator de naﬁ ' 2 2
o e pa pa

multipl. E hg

G] 180 0,05172{0.0518%] o N.61527] N.N5AQ89 N NKE302
Go| 180 = |n.nn62n(n.361230n.33007] T |0.pasaz
fator de pa2 | b p
multipl. D

B 144 0.400 0.40127(1.00 1.00285 1.00 1.728296

2

fator de ma” - m
multipl. R

F = modulo de Elasticidade do material

a raio da placa circular

TABELA 18.4.1 - Principais resultados -

NOTA: As solugoes analiticas desses casos sao encontradas
em (B-13).
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19.- CONHSIDERAGOES FINAIS E SUGESTOES

0 exame dos resultados obtidos com o elemento fini-
to T18 nos diversos problemas resolvidos mostrou, como ja se
previa, o otimo desempenho do elemento utilizado pois, apesar
de se utilizar, na majoria dos casos, malhas compostas por
noucos elementos, os resultados obtidos sao considerados de
qualidade satisfatoria.

Um aspecto bem interessante a se ressaltar & a faci
lidade com que as condicoes de contorno sao tratadas, e tam -
bem a facilidade com que os momentos internos sao determina -
dos; como se sabe tudo isso e justificado pela presenca das
curvaturas, ou combinagoes delas, entre os pararnetros nodais
do elemento considerado.

i

A desvantagem maior reside num aspecto da formula -
cio apresentada; embora seja de facil entendimento, ha sempre
a necessidade da inversao de matriz (21x21), para cada elemen
to distinto da malha considerada (como se sabe o tempo neces-
sario para a invers3do de matriz de ordem 21 & relativamente
elevado). Essa desvantagem podera ser sanada desde que a fun-
cao interpoladora seja referida em relacao as incognitas no -
dais e formulada em termos de coordenadas homogeneas.

Outro aspecto, de relevada importancia, refere-se a
adocao de variacdao linear para a rigidez a flexdo da placa,
quando a espessura variar linearmente ou quase Tinearmente,no
dominio do elemento; esta suposicao estarda sempre mais proxi-
ma da realidade, a medida que a malha de elementos se apresen
te cada vez mais refinada, de modo que a fungao cubica da es-
pessura possa ser aproximada por uma reta.

A seguir sao apresentados, em forma de sugestoes,al
guns cuidados que deverao ser tomados quanto a escolha da me-
Thor discretizacao da estrutura:

a) que er cada no da estrutura concorra o mesmo numero de ele
mentos;



b)

c)
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que os elementos tomados sejam de forma regular, procuran-
do sempre que possivel evitar elementos de forma irrecular;

que a larqura da faixa do sistema de equacoes se mantenha
a mais estreita quanto possivel; isto & consequido, com
uma numeracao conveniente dos nos da estrutura, ou seja,
que a major diferenca entre os numeros dos pontos nodais
de um mesmo elemento seja a minima possivel;

que se use mais nos nas regioes onde haja previsao de pos-
sTveis concentracoes de tensoes, principalmente nos luga -
res onde haja cargas concentradas aplicadas, nas bordas on
de haja mudancas bruscas de direcoes e condigoes de contor
no e também no interjor da estrutura onde se pretenda ob -
ter majores informacoes sobre os momentos a serem determi-
nados;

que se tire partido de eventuais simetrias, em proveito do
menor tempo de computagao e consequentemente melhoria na
qualidade dos resultados;

que o mesmo problema seja resolvido com malhas de abertura
decrescente para avaliagao da qualidade ou precisao dos re
sultados:

No programa elaborado, existem alguns dados,que em-

bora ja estejam com areas reservadas, nao sao ainda efetiva -

mente utilizados; e o caso da densidade do material, coeficien

te de dilatagao termica e tambem a possibilidade de se utili-

zar, num so processamento, varios casos de carregamento; suge

re-

se entao que se formulem rotinas adequadas para que o pro-

grama possa se utilizar desses recursos adicionais, que serao

de grande utilidade e indispensaveis para a sua generalizacgao.

Embora ainda nao se tenha feito citacao a respeito,

o programa podera ser utilizado para resolver problemas, como

por exemplo, das placas que apresentarem deslocamentos pres -

critos ou placas que apresentarem materiais diferentes (nao

honogeneas); esses testes nao foram elaborados por nao se te-

rer: ainda, para efaito de comparacao, respostas analiticas pz

ra

os citados problemas.
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21.- AMEXD 1 - LISTACGE! DO PROGRAMA GERAL

(FORTRAN IV - Versao II - M10N)
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PAGE 1 DEGSPARE _
/7 JOB T 0016 0C47 0C48 DEGSPARE

'LOG DRIVE  CART SPEC  CART AVAIL PHY DRIVE
0000 0016 6016 0000
€001 0047 0047 €002
0002 0048 0048 0001

V2 MIO  ACTUAL 32K CONFIG 32K

// DUP

*STORECATA WS UA COEFS 66CC048 0048

CART ID 0048 ~ DB ACDR 0790 DB CNT 2940

*STOREDATA WS UA RIGID 4000048 (048

CART ID 0048 = DB ACDR 3CDO DB CNT 1900

#*STOREDATA WS UA DATUM 400047 0047 B

CART ID 0G47 = DB ACDR 1080 DB CNT 0280 -

*STOREDATA WS UA CFEXP 60047 0047

CART ID 0047 ~ DB ACDX 1300 DB CNT 0060

%*STOREDATA WS UA CANOE 20C0047 0047

CART ID 0G47 ~ OB ACOR 1360 DB CNT  0C80

#STOREDATA WS UA REDUZ 6600047 G047

CART ID 0047 = DB ACOR - 1FEQ DB CNT = 2940

STOREDATA WS -UA SOLVE 200047 0047

CART I} 0047 ~ DB ADDR 4920 DB CNT . 0140

*STOREDATA WS UA TEGR1 40047 0047

CART ID 0G47 ~ DB ACDR  4A60 DB CNT 0040

#STOREDATA WS UA TEGR2 40047 0047

CART IC 0047 = DB ADDR  4AAO DB CNT 0040

*STOREDATA WS UA TEGR3 40047 0047 :

CART ID GC47 = DB ACDR  4AEQ DB CNT 0040

STORECATA WS UA  TEGR4 40047 CO047

CART [D 0047 = DB ACDR 4820 DB CNT 0040

*STOREDATA %S UA  TEGRS 40047 0047

CART 1D 0047 ~ DB ACDR  4B60 DB CNT = 0040

%*STORECATA WS UA  TEGR6 40047 €047 -

CART I 0C47 ~ DB ACDR  4BAO DB CNT 0040

// FOR i .

%ONE WORD INTEGERS

SEXTENDED PRECISICN

%L IST SCURGE PROGRAM

SUBROUTINE GJRISINyA) o

. DIMENSION A(21,21)5B(21),C(21),1P(21),1Q(21)

e INVERSAQ DE MATRIZES PELO METODO GAUSS-JORDAN- RUTISHAUSER

30 1 K=1,.N
1=0.
DG &6 [:KqN
$=0.
DO 3 J=K,N
3 S=S*+ABS{A(I,d))
IF{S) 4¢544
4 DO 7 J=KN
C YFUABS(ALT 00 )=5%T) 242,7
7 IP(K)=1
1G{K}=J
PIVO=ATT,4d)
T=ABS(PIVO/S)
2 CONTIKUE
6 CONTINUE
[E(T) 101,5,101
101 TF{IP(K)=K) 8,98,8
8 DO 9 J=1,4N
1PK=1P (K}
Z=AL1PK,J)
ACIPK, JISA(k, 1)
9 AlK,J)=27
98 TFIIQIK)-K) 10,20,10
10 IGK=IC(K)
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X1PROGRAMA NAQ EXECUTADO - MATRIZ SINGULAR'//)

V/P1IVO

14,13
y J)HC(T)=%8(J)

{1,K)

0)
5

e e
O N "0 LUIT Xt S QN ™I e N W = oS
it X (] D St )] M H NI DR e DY =X TN DN
GC—NQ SQ TN I T L

D+ It~

DEGSPARE

| Lot T T
- O X Dt D Y D OO bt ot et N et CF D et et 3 D bt (O L X
ot B v TP o W Sl et b et | et el [] e W b bt (] e OF o e b 20D

Lottt =TI I —_Z D YT AU T T X
O Nl e QU e O v e GO OO N LD = QU OO I OO0 OWZ
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PAGE
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[ZoXa 485}
woa
xEZ
=W
a8 o
T X
wow
U

666
002C

192 PROGRAM
ENTRY POINT ADODRESS IS 00E4 (HEX)
WS UA  GJRIS
0 0016 DB ADDR 3871 DB CNT

QUIREMENT

ORE RE
COMMON

TORE
RT 1
C-----FORMACAQ DA MATRIZ H

END OF COMPILATION

RELATIVE
// Bup
*S

CA

c
C

}J»H{3,18),COMPR(3),X{3),Y(3),5(3),C(3)

—
N
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— -
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- +#
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= -
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CEGSPARE

3 .

PAGE
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- o Lot e
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-~ - - - -~ -
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oo (321 o n TR mnm
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CALL MATRH(X,YySENG,COSO+Hy IPERM)
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CALL POLIN{KKyKRyKSyXLC,YLCyAREAZ2,D,PRS)
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PROGRAM

16236

ﬁCUIREMENT

ORE R
COMMON
END OF COMPILATION

// OUP
*STORE

C

0051

UA  PIZERO
DB ACDR 3C69

WS

CART ID 0016

DB CNT.

NTER,DISK, TYPEWRITER)
C-----FORMACAQ DO SISTEMA GERAL DE EQUACCES LINEARES

bt L L

(&
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DIMENSION FL(18,18),RECUP(171),PSI(18,18)
DIMENSION S(2448),NEL(30),NE(30,30) yNEB(30),IND{30)sLI(6)
5 DIMENSION LNGBO(100,10),ANGLE(40)MAT{200),CP(6)
((:I---— NNOS - NUMERG DE NOS DO ELEMENTO
E--—- NVARN - NUMERQ DE VARIAVEIS POR NO* DO ELEMENTO
C---- NDIMS - NUMERGC DE POSICOES DE MEMORIA CENTRAL, DISPONIVEL PARA
¢ ALOJAR GS COEFICIENTES DE CADA UM DOS BLOCOS DE *EQUACCES!
DATA NYARN,NNOS,ND IMS/643,2448/
READ(1271) NELBO, [SKEW3NANGL , TCONH,NUMEL ,NUMNP , IBNDHW ;NEQBC s NP
STENTTSAT)CONRE. TTPELNEBC ER 0RO, ANGLE y MAT,CP
c M¥=1BNDW .
C---= NPBL - NUMERO DE PONTOS NODAIS DA ESTRUTURA CORRESPONDENTE
¢ A CADA BLOCO
C---- NEQBL - NUMERO DE ‘EQUACOES' QUE CADA BLOCO PODERA COMPORTAR
C---- NB - NUMERQ DE BLOCOS
NEQBL=NDIMS/M
NPBL=NEQ8L/NVARN
MMI=MM+]
MM2=MM+NMM
MM&=NVARN%NM
NB=1+{NUMNP-1)/NPBL
D0 120 I=1yNB .
NEB(1)=0
DG 120 N=1,30
120 NE(N,1)=0
DO 140 N=1,NUMEL
D0 130 I=1,NB
130 IND(1)=0
" DO 140 I=1,NNOS
K=NP(N1I)
IF(K)140,140,131
131 M=1+(K~1)/NPBL
TF(IND(M)) 140,132,140
132 NEB(M)=NEB(M)+1
L=NEBI(M) .
[F(L-30)1200,12G0,1300
1200 NE(L,R)=N
IND{M)=1
140 CCNTINUE
NENT=0
DG 400 M=1,NB8
LL=NEB(M) .
00 999 NA=1,30
¢ 999 NELINA)=NE(RA, M)
C---= N1 - NUMERO DO PRIMEIRO PONTO NODAL DE CADA BLOCO
. N1=1+{M=1)%*NPBL
C--=-= N2 - NUNERO 00 ULTIMO PONTO NODAL DE CADA BLOCO
N2=N1+NPBL-1
IF (N2-NUMNP) 335,335,333
333 N2=NUMNP
¢ 335 NPTB=NZ-N1+1 _
C---- NEQB - NUMERQ EFETIVO DE EQUACOES DO BLOCO QUE ESTIVER
¢ SENDO FORMADO — ESTACVARIGYEL SEDERa SES MENOR DO QUE NEQBL
. NEQB=NVARNANPTB
C---= NEL - NUMERC CA PRIMEIRA EQUACAD DE CADA BLOCO
. NEL=NVARN*{N1-1)+1 “
C---= NE2 - NUMERQ DA ULTIMA EQUACAQ DE CADA BLOCO
NE2=NVARN%N2
N=MMENEGB
DO 180 1=1,N
180 S{I)=0.
DO 820 NV=1,LL
N=NEL (NV)
NR=2 * ITPEL(N)-1
READ(13'NR) (RECUP{IN),IN=1,171)
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C-----RECUPERACAGC CA MATRIZ FL{18,18)
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END OF COMPILATION

// ouUp

CORE REQUIREMENT
*STORE

CART 1D 0016

1400



-133-

DEGSPARE

27

PAGE

XE.L ﬁEBC,LNOBD'ANGLE,MAT,CP,EM.RHO,ALFA,TH.XORD,YORD,
’

ITPEL,
CASQ,NLOAD,KTPEL

-~

(§ o o o o w0 0 0 e e i e At e e e i o 2 o i o

C

C

C-~---MONTAGEM CO VETOR CARGA NODAL EQUIVALENTE - GLOBAL

C

Q

Q

-~ ol

w -

L o

- v

- o

[l -
-4 Q o0
- (] eal
~ o lealen]
~ O~ -~
~ oz DO
>} -} Ul
P W~ oo
w w»v Lt -~ -
< X ~ -~ QO
U Do ward <L nO
& ez 1 [vallen]
oD e T emem G O e
_—t ot ZEZ = DanuWTE
ol Udrd ~=FTO MmO T W

et Z O e OOt Z X
w— e ] <L QL ZZ L ) st re U
VNOXYOXZT QIO I b
& N<LDH NZE w=Z e

OO T = SU~OOU WL .

OO ZEZ A I OO

< Qo
[Ya) -~ Om
[eaB ofer

C

970 CALL TSKEW(LINHA,LNOBO,ANGLE,PSI)

IG)+PST{IH,1G)*S18(1H)

A,1)1990,980,990

W O -~
v

- 2D ot
gt L W et
NO NV~ I

QXWX Q= O = b
D 2w ~Z
O<CO<O~0u.Q0Q
[ ]VolalVelamiVolmi _t8 F]

o 0O ©
O e~ @
® oo o

990 CALL TFREE(LINHA,LNOBO,NI,PSI)

c

—

e

o]

oo

-

. v

*

(&)

bt

» —

I W

Pt —

~— —

- (s}

v -t

(=9 v

+ +

Ll ——

&) [ R )

~— — no
) COww o~ — -
-t 00 vy OO0
. s e T MmZ
-t e D L 3 -~ -
NOHWV—=D M Qe O~
OHI N < [l L I Tt}
et t e T WS IV TER L Lo B B B N T R )

G WO HDH e OD0
OO O Zrt T Dt Z 1O
A et A o ket . el ol
O > CO XK O~ b= D QO OO Vb= T e

D D wZ Z N NXZ~
OO~ i OWO—-OWO

OUIQUIQUVNOQX Qi U I 0
< QO o
o On [NeJNTa
@ D

EM RELACAQ

€ e e e

> |
-~ -
x =
— -—
<~ <<~
O O~
Xe L=
< >~ <=z
> o
- -~ - ”~
- -3
> -
el =4 M~
-0 hil )
3 4 Tx
< <
<1 <O
O O
L -~ o -
<> <L >
(L (S
- - -
- -z
> > o
ol " -
- = - X
Q o
b= <Y g
<0 ZO
o). 4 O
o.<< Q. <t
- ) -
- - -~
> = X - T2}
— — r—t > p4
O a4 ~ -
- - - p4
r—4 — - X L it
it - VX Vi~ -
i -2 <l - <l = IV
=z ~— ox ax -
- «Q <t «I Land
-_ - o< [ L2 -4
- < 0 —{D 4
= -l O O S
~— + o<t o, < L%}
o~ < <O o
~Q - - - [
<{ e ot V) o« [V I vy
-—C YO X < > haed
~— g QN L0, -~
ZU. Ve e e Z =
0 QoA > —~ITZE —~
—~ e O 0N~ TO wD o
LY > . V) eMe T Ne TZ ™
MYIOommrmd l O o w -~ L] -
oo | Z T rred ] et Lt e
Lo I L LON<TTON~ <
A ZZ T NAUNIAL T~ N
L4~ tort 13 tvant S Y g bt e L \ h—

et pe S QUMM = () e QO TN

WO Q==L xOnNOoxOoOnQ nne -
KUNOY I~ R OZ U OX YR

* #*
Uy QOOmM oy o [«
23] ladaa B ol a] B alan B g ©
— — tod



Q+XORDyYORDySTRS,NP,ANGLE, LNOBO,
v EL,KTPEL

NE y
B0, IPERF, ITPEL

-134-

TRS{N)*CONHE(N) »
CALL THMED{NUMNP,NUMEL ,NP,EM,TH,MAT,CP,PR,DE)
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2 CALL TRISK({NUMNP,NELBO;ANGLE,LNOBO,STRS,XORD,YORD4ISAI)
112 CALL TRFRE({PR,NUMNP,NELBO,LNGOBG,STRS)
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