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SUMARIO

Neste trabalho apresenta-se:

a) elemento finito triangular equilibrado para a-
plicagao em problemas de elasticidade linear isotropica pla
na, mediante a utilizagao de funcao de Airy polinomial com-
pleta de quinto grau. E o elemento dual do que tem sido uti
lizado para a solugao de problemas de flexao linear de pla-
cas;

b) aplicagoes desse elemento a casos simples de so
licitagao para realgar a aferigao dos resultados;

c) aplicagao ao caso da solicitag3o por protensao
de pilar do vertedouro da barragem da Ilha Solteira, compa-
rando resultados com os obtidos em estudo experimental;

d) listagem completa, detalhadamente comentada, do
programa respectivo;

e) programas para a tragado de graficos de tensoes
ou deformagoes principais pelo PLOTTER IBM-1627 e para a in
tegragao de fungoes de coordenadas homogeneas em dominios

de area triangular.

SUMMARY

This work presents:

a) an equilibrated triangular finite element for
application to problems of linear isotropic plane elastici~-
ty using a quintic complete polynomial Airy's stress functi
on. It is a dual element of the one which has been in use
for solution of elastic plate problems;

b) applications of that element to simple cases to
show the good accuracy of results obtained;

c) application to the case of the "Ilha Solteira"
gravity dam prestressed pier subjected to cable loads, com-
pared with model test results;

d) complete listing, fully detailed, of the corres
ponding computer programme;

e) programme listings for principal stresses or
strains plottings by using 1627 IBM-PLOTTER and for integra

tion of homogeneous coordinate functions in triangular areas.
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APRESENTACAOQ

0 presente trabalho foi iniciado durante estagio
do autor, como "Visiting Research Fellow", no Departamento
de Engenharia Civil da Universidade de Southampton, Ingla~-
terra.

Meta principal do estagio era a absorcao de pProces
sos numéricos de calculo de estruturas laminares, com vis-
tas na paulatina constituigao de um grupo de pesquisas nes-
se dominio, na EESC. Por sugestao do Prof. H. Tottenham e
do Dr. C. A. Brebbia, daquela Universidade, € do Prof. D.
A. 0. Martinelli, orientador do autor na EESC, escolheu-se
o método dos elementos finitos.

Dentro desse metodo, decidiu-se abordar o processo
de equilibrio, formulagao até o momento menos desenvolvida
em virtude da dificuldade de construgao de campos de esfor-
¢os "a priori" obedientes as condigoes de equilibrio. Embo-
ra ja se tivesse em mira o estudo das cascas, preferiu-se
objetivar o estudo desenvolvendo, a principio, elemento fi-
nito adequado a solugao de problemas de estado plano de ten
soes (e de deformagoes). Com isso, a par da vantagem de nao
se iniciar o estudo com problemas naturalmente mais comple-
X0s como os das cascas, a fase inicial de aprendizado ja
forneceria, como util sub-produto, um programa, adaptado as
atuais possibilidades de computagao da EESC, para a solucao
de problemas que, sem duvida, viriam a merecer a atengao do

Departamento de Estruturas, como ja acontecera. Nesse senti
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do, o autor encontrou motivagao também no fato de ter tido
a oportunidade de realizar estudos experimentais no Labora-
torio de Estruturas (LE) da EESC, versando sobre a determi-
nagao de tensoes em modelo reduzido de pilar de vertedouro
de barragens de gravidade (JAGUARA, Bl; ILHA SOLTEIRA, B2)-
(*). Nesses estudos experimentais algumas das solicitagoes
simétricas, como efeito da protensao e comportas fechadas
em ambos os lados do pilar, podem ser tratadas, aproximada-
mente, como problemas de estado plano de tensoes.

No fim do estagio na Inglaterra o programa incorpg
rado a este trabalho ja estava praticamente elaborado. Apds
o regresso, todavia, dificuldades devidas 3 configuragao do
equipamento de processamento de dados existentes na EESC -
IBM-1130, na época com 16K de memoria central e uma unidade
de disco magnetico relocavel com 512.000 palavras - impedi-
ram, temporariamente, a continuagio do trabalho. Somente em
julho de 1971, com a ampliagao para 32K, o equipamento tor-
nou-se razoavelmente apto a permitir a retomada do presente
estudo.

Feita esta introdugao define-se a seguir o que se
pretende com o presente trabalho:

a) apresentar elemento finito segundo o processo
dos esforgos (elemento finito equilibrado) para a solugao
de problemas de estado plano de tensoes. Esse elemento, tri
angular, caracteriza-se pela adogao de funcao de tensao (de

Airy) constituida por polindomio algébrico completo de quin-

(*) A Bibliografia sera citada com numeros precedidos de B.



to grau; & o elemento dual do que foi utilizado por ARGYRIS
(B3), BOSSHARD (B4), BELL (B5) e outros para a solucao de
problemas de flexao de placas;

b) aplicar esse elemento a casos simples de solici
taggo, para afericao da qualidade dos resultados;

c) aplicar o elemento ao caso da solicitagao por
protensao do pilaf do vertedouro da barragem de Ilha Soltei
ra, comparando resultados com os obtidos em estudo experi-
mental ja mencionado;

d) apresentar, alem do primeiro programa escrito
nesta Escola para a utilizagao do método dos elementos fini
tos em problemas estaticos, algumas sugestoes para futuros
estudos, dentro de uma série que ocorreram ao autor durante

a execugao deste trabalho;

Sao Carlos, agdsto de 1972
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NOTACAOQ

Em principio, as variaveis, matrizes e outras gran
dezas a utilizar serao definidas ou identificadas ao apare-
cerem pela primeira vez no texto. E pratica razoavel que
tem sido bastante utilizada em diversos textos recentes. Por
tanto, nao serao repetidas aqui no inicio, inclusive por
ter sido adotada, tanto quanto possivel, a notagao comumen-—
te empregada para certas grandezas em textos classicos co-
nhecidos.

Resta definir alguns simbolos tais como:

[ ] - matriz quadrada;

L ] - matriz retangular; |
t - como expoente indicara transposta da matriz base;
B - letras em negrito, minusculas ou maiusculas serao

utilizadas para indicar matrizes;

kﬂﬂ ~ partigao em matriz;
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1. ELEMENTO FINITO EQUILIBRADO "FORCE' PARA SOLUCAO DE PRO-

BLEMAS DE ESTADO PLANO DE TENSOES (DE DEFORMACOES)

1.1 - Introducgao

0 metodo dos elementos finitos tem merecido, desde
sua proposigao em 1954-56 (ARGYRIS, B6; TURNER, CLOUGH, MAR
TIN, TOPP, B7), enorme dedicagzo_de crescente numero de pes
quisadores de diversas areas da Engenharia ou da Matematica
Aplicada.

Objeto inicialmente de artigos em revistas tradici
onais, atingiu rapidamente tal proeminencia que logo surgi-
ram os primeiros livros de texto especialmente dedicados ao
assunto, como o de ZIENKIEWICZ (B8) em 1967 e o de HOLAND e
BELL (B9) em 1969. A crescente aplicagao do método aos mais
variados campos logo chegou a tornar incompletos alguns des
ses textos, exigindo reedigoes ampliadas como a de ZIENKIE-
WICZ em 1971 (B10), e provocando o aparecimento de novos pe
riodicos, quase que exclusivamente voltados para a divulga-
cao de novas ideias e aplicagoes sobre o assunto (Bll, B12).

Principalmente nos mais importantes centros de pes
quisa, formaram—-se equipes numerosas e muito ativas que tem
produzido uma verdadeira torrente de novos elementos fini-
tos. Como consequencia, torna-se dificil, para certos pes-
quisadores, sem condigoes de trabalho em equipe, acompanhar
completamente as evolugSes em torno do metodo, quer visando

comprovar a originalidade de ideias, quer para fins meramen



te informativos. Este fato, aliado a exigencia de dispendio
muito grande de tempo na elaboracao de longos programas au-
tomaticos e a necessidade de equipamento eletronico de pro-
cessamento de dadas com configuracoes e disponibilidades de
memorias interna e auxiliar muitas vezes além das disponive
is, nos centros de pesquisa e ensino do nosso pais, tem di-~
ficultado a assimilagao, aplicagao ou mesmo o desenvolvimen
to de novos elementos.

As informagoes que se apresenta no decorrer deste
trabalho poderao dar indicagao mais objetiva a respeito des
se problema, aqui apenas esbogado. Imediatamente, porem, po
de-se recomendar aos que pretendam desenvolver programas so
bre o metodo dos elementos finitos, que o fagam procurando
trabalhar em equipe, para que o esforgo investido possa pro
duzir frutos mais imediatos.

Nota-se, nas publicagSes mencionadas, que o proces
so dos deslocamentos tem sido extensamente utilizado, ao
passo que menor trabalho foi dedicado ao processo dos esfor
¢os. A maioria dos autores procura obter tensoes a partir
do estado de deformagoes, correspondente a solugao do pro-
blema em termos de deslocamentos. Como se sabe, pode-se che
gar a obtengao desse estado de deslocamentos (solugao do
problema) atraves da minimizagao do funcional corresponden-
te a energia potencial total da estrutura que, obviamente,
devera estar expressa em termos dos deslocamentos procura-
dos. O que se exige, para ser breve, do campo de deslocamen

tos escolhido € que estes obedegcam as condigoes de compati-



bilidade, no interior dos elementos e nas suas interfaces.
As tensoes obtidas com a aplicagao das relagoes tensao-de-
formagEo, para grande parte dos elementos existentes, repre
sentam solugoes bastante razoaveis em relagao a solugoes e-
xatas conhecidas.

Todavia, fixando-se no aspecto pratico dos proble-
mas de engenharia, € tambem conveniente dirigir as pesqui-
sas no sentido da obtengao de algoritmos de calculo que, pa
ra a obtengao dos resultados, exijam o menor esforgo possi-
vel, tanto em termos de trabalho rotineiro de escritorio
com equipamento de calculo rudimentar, como em termos de
computagao eletronica.

Ocorre, porém, que ao discretizar uma estrutura e
resolve-la com o processo dos deslocamentos obtém-se respos
tas que podem superestimar a sua capacidade de suportar car
gas. Pode-se, em muitos casos, estar trabalhando com segu-
ranga comprometida, a nao ser que, ao discretizar, sempre
se considere o maior numero possivel de graus de liberdade
(malhas constituidas por muitos elementos) a fim de se pro-
curar assegurar maior aproximagao em relagao a resposta re-
al do problema.

Em alguns casos especiais e possivel demonstrar
que os deslocamentos obtidos com o processo aproximado sao
menores do que os que corresponderiam a resposta exata. De
fato, considere-se o caso particular de uma estrutura isen-
ta de tensoes intrinsecas. Solicitando-se essa estrutura a-

te o valor final com carregamento linearmente crescente, o



trabalho W realizado pelas cargas externas deve igualar, pe
lo principio da conservagao da energia, a energia U de de-
formagao elastica. Sendo V o potencial das cargas externas,

ou, particularmente, para o caso de cargas concentradas Pi’
V= - E:P.u. R
i'i

o trabalho de tais cargas sera

Sendo a energia potencial de deformacao elastica
total

T =U+ V ,
P

ter-se-5

T =U=- 20 = -0 = —l- v.
P 2

Mas, como a verdadeira solugao do problema, em fungao dos
deslocamentos, corresponde ao minimo valor de ﬂp , a solu-

gao aproximada fornecera:

> 'ﬂ'p ou

m
P, apTrox.

Uaprox. >

Uaprox.



Particularizando-se, para o caso de uma unica car-

ga concentrada P , ter-se~a

1
—5— ) — P

Uaprox. aprox. 2 uaprox.'<

1 1
<——2—Pu=-——-2——V=U,

ou seja:
u u
aprox. g u-

Diante das dedugoes anteriores diz-se que a solu-

¢ao aproximada forneceu um limite inferior para os desloca-

mentos procurados. Ve-se, entao, que os deslocamentos obti-
dos com a solugao aproximada serao menores do que os reais.
A partir desses deslocamentos obter-se-ao valores otimistas
das tensoes.

Para as aplicagSes pode também haver interesse em
exprimir essa conclusao em termos dos coeficientes de rigi-
dez (flexibilidade).

Se a energia complementar de deformagao elastica
for uma fungao éompleta em relagao as cargas atuantes sobre

a estrutura (TOTTENHAM, BREBBIA, Bl3, p.17) ter-se-a

20
80 ’ZE'T&?;‘ 6B, , (1.1.1)

onde Pj sao cargas generalizadas. Note-se que nao estao sen
do consideradas deformagoes ou tensoes intrinsecas pois nes

te caso (l.1.1) deveria conter termos adicionais.



Supondo-se cargas independentes umas das outras, o

teorema de Castigliano fornece:

Com as definigoes usuais de coeficientes de rigidez ij e

de flexibilidade Fjj ter-se-a:

Para corpo linearmente elastico:

a) af
P T P

que, com (l1.1.1) fornece
of
§Q = ————]6P, = 6P, = F..P.8P,
Z(8Pj>J§“JJ 3373173 ou

=S L 2=E_.L I N S 2
Q z 7 FjiP 7 UiPy E 7 Kj5ub

b) U= , portanto:

1 2
T =2 - = ——V = - — K..u$ = - —— F..P%
P 2 ZE 2 JJuJ ZE 2 333

= = tp— 2
nc Q :E 3 Fijj

onde T, e a energia potencial complementar total.



(Obviamente estao sendo consideradas estruturas suportadas
por vinculos rigidos). Considerando-se o efeito de uma car-
ga particular:

-27
P

P?

J

[ 2
e

F..
jjaprox

ou seja a flexibilidade associada a solugao aproximada & me
nor do que aquela associada a solugao exata (flexibilidade
menor = rigidez maior).

Para solugoes via energia potencial complementar

total
c, aprox,>/ﬂc ? ou
= 1 2 1 2 .
¢, aprox 2 Fjj, aprox j ;Z 2 Fijj = Te » ou
21Tc aprox c
= 2 =
Tij, aprox ? =3 "

ou seja, a flexibilidade da estrutura discretizada e maior
do que a que corresponde a estrutura continua (flexibilida-
de maior = rigidez menor) obtendo-se por isto deslocamentos
(tensces) maiores ao trabalhar com: minimizagao da energia
complementar de deformagao elastica total. Fala-se entao em

limites superiores para os deslocamentos.

Partindo-se do exposto nos paragrafos anteriores
- - o - 0
conclue-se que, quando for possivel provar a existencia dos
referidos limites superior e inferior, sera mais convenien-
te resolver problemas via processo dos esforgos, pois assim

procedendo obter-se-ao respostas a favor da seguranga, em



termos de tensoes ou deslocamentos; pode—-se, nesse caso,
trabalhar com menor numero de elementos, portanto com econo
mia no preparo de dados, no processamento e facilidade de e
xame interpretativo dos resultados. Em geral, porem, nao se
ra possivel provar a existéncia dessa possibilidade de ob-
tengao de limites para deslocamentos, tensoes ou coeficien-
tes de rigidez e flexibilidade. Restara apenas a possibili-
dade de obtengao dos minimos das energias associadas as so-
lugoes aproximadas.

Para saber se o peéueno numero de elementos, que
estiver sendo utilizado, ja proporcionou a obtengao da apro
ximagao desejada, pode-se, em muitos casos, verificar o e-
quilib;io de certas partes da estrutura, sujeitas a solici-
tagao externa e aos valores de resultantes de tensoes obti-
das pela aplicagao do processo dos esforgos.

Talvez seja oportuno lembrar que essas verifica-
goes de equilibrio (e n3ao de compatibilidade) sao a regra
em engenharia civil, tendo-se em vista as necessarias sim-
plificagoes introduzidas sobre as estruturas, para que se
possa obter modelos mecanicos matematicamente abordaveis.
Preocupagoes mais intensas quanto a verificagoes de compa-
tibilidade teriam sentido se se pudesse confiar na obten-
cao de>materiais de alta qualidade e em processos constru-
tivos de elevada precisao (BOSSHARD, Bl4, pp. 179-181). Nao
sendo isto possivel, em muitas estruturas ocorrerao inevi-
taveis defeitos de compatibilidade, tais como a fluencia

plastica, fissuras, falta de ajustamento em ligagoes, etc.,



que colocarao em duvida a adequagao da solugao baseada nos
mais requintados campos continuos de deslocamentos e suas
derivadas.

Entao, tambem por esses motivos, adotou-se o pro-
cesso dos esforgos para a abordagem do problema das chapas.
Como observagao final recorda~se que, muito embora o autor
passe a fazer referencia apenas aos problemas de estado pla
no de tensoes, o desenvolvimento teorico podera ser rapida-
mente adaptado para tratar tambem o caso de estado plano de
deformagSes. No programa para o computador, que figura no

capitulo 2, essa adaptagao tambem nao foi, ainda, efetuada.

1.2 - Elasticidade bidimensional; chapas; conceitos gerais

A solugEo do problema do estado plano de tensoes
pode ser tentada com a verificagao da possibilidade de re-
solver a equagao diferencial de quarta ordem, obtida atra-
vés do estudo do equilibrio e da necessaria compatibilidade
de deformagoes em um elemento infinitesimal genérico da cha
pa, equagao essa que apresenta a seguinte forma finél, apos
a introducao da chamada fungao de tensoes ou fungao de Airy
A(x,y) (TIMOSHENKO, B15, p. 26; FILONENKO-BORODICH, Bl6, -

pp. 151-162):

4
+ 7 =0 (1.2.1)



Como se sabe (eixos cartesianos x,y ; y vertical),
na auséncia de peso proprio:
3%aA 32A 32A
)

O'y = T Txy = - ——5-;3—;'—- (1.2.2)

A mesma equagEo podera ser obtida formando-se a ex
pressao da energia potencial complementar'de deformagao to-
tal, que sera um funcional das tensoes, via fungao de Airy,
a ser minimizado de acordo com o principio da minima energi
a potencial complementar de deformagao total (vide 1.4.3) -
(DEN HARTOG, B17, pp.. 230-234). A equagao (1.2.1) sera afi
nal, a expressao da condigao necessaria para que o funcio-
nal das tensoes tenha um minimo (ELSGOLTZ, B18, pp. 297,
319-323).

A verdadeira solugao sera aquela que verifica a e-
quagao (1.2.1) e respeita as condigoes de contorno (vide
tambeém 1.5.2).

E, no entanto, sabido que solugoes analiticas para
esse tipo de equagao sao bastante raras.

E possivel, porem, resolve-la aproximadamente com
o emprego, por exemplo, do método das diferengas finitas (AN
DERMANN,B19).

Qutra maneira de abordar o problema do estado pla-
no, assim como muitos outros sujeitos a pesquisa de extre-
mos de funcionais, & aquela que resolve diretamente e de ma
neira aproximada o funcional em termosda fungao de tensoes;
neste caso nao se visa obter a equagao diferencial, via cal

culo variacional, pelos motivos ja expostos.



Como se sabe, a solugao da equagao (1.2.1) corres-
ponde a fungao que produz um extremo para o funcional cor-
respondente. Entao, respeitadas certas condigges, conseguin
do-se determinar uma sequencia de fungoes que resolvam apro
ximadamente a equacao diferencial, a estas fungoes deverao
corresponder extremos aproximados em relagao ao extremo ver
dadeiro do funcional considerado. Dentre as condigoes acima
mencionadas, destaque-se: a necessidade das fungoes envolvi
das serem admissiveis ou éeja, no caso do estado plano (pro
cesso dos esforgos) por exemplo, tais fungoes devem ser fun
goes do tipo das de Airy, para respeitar equilibrio; devem
ser continuas, juntamente com suas derivadas, até o grau e-
xigido pelo calculo das variagoes (derivadas continuas ate
ordem n-1 se o funcional envolver derivadas ate a ordem n);
devem respeitar as condigaes de contorno; devem fazer parte
ou constituir uma sucessao completa de fungoes, ou seja, de
vem poder aproximar qualquer fungio com o grau de aproxima-
cao que se desejar. Exemplos deste tipo de fungSes sao os
polinomios algebricos, que tem sido largamente utilizados
para o emprego do metodo dos elementos finitos. Algumas des
tas exigéncias visam a obtengao de convergencia, em termos
de energia, para a re#posta correta (ZIENKIEWICZ, B10, p.28;
ARANTES E OLIVEIRA, B20).

Diante disto a abordagem do problema se faz direta
mente sobre o funcional da energia, nele introduzindo-se
fungaes admissiveis, que conterao coeficientes determinave-

is mediante a imposigao de obter-se um minimo.



0 esbogo exposto relaciona-se com o método direto
de Ritz, para a solugao aproximada de problemas de pesquisa
do minimo de funcionais (ARANTES OLIVEIRA, B20; ZIENKIEWICZ,

B10, p. 26).

1.3 - Elementos finitos

De acordo com nomenclatura usual chama-se de ele~
mento finito ao sub-dominio resultante da divisao do domini
o que representa uma estrutura continua. A esse elemento as

socia-se uma funcao, escolhida para representar a variacao

das grandezas pesquisadas.

1.4 - 0 problema das chapas (placas) segundo o metodo dos

elementos finitos; processo dos esforcos (processo

dos deslocamentos)

Conforme foi visto em 1.2, trata-se de obter solu-
gao aproximada através da minimizagao do funciomal represen

tado pela energia potencial complementar de deformagao to-

tal.
Considere-se a espessura da chapa como sendo unité
ria e
ncz_;__feto da -/ utp ds (l.4.1)
a ]
u
ou

(1.4.2)



onde:
T, = energia potencial complementar de deformagao
total;
Q = energia complementar de deformagzo;

Uf = potencial complementar das cargas externas;

[y
]

t T
[sx ey nyw deformagoes;

resultantes de tensao

Txy |
y Xy
na espessuraj;
t .
u = u v 1 = deslocamentos prescri-

tos no contorno;

Pt = lpx py] A = resultantes, na espessu
ra, das cargas externas
aplicadas no contorno;

s, = parte do contorno onde u sEo'prescritos;

a = area de integragao.

0 principio da minima energia potencial complemen-

tar de deformagao pode ser escrito da seguinte maneira:

s =/ et60 da - utsp ds = 0 (1.4.3)
a
u
(FUNG, B21; PRZEMIENIECKI, B22). A expressao (l.4.3) deve
ser interpretada como: "dentre todos os estados de tensao
que satisfazem as equagoes de equilibrio e condigoes de con
torno em fungﬁo de tensoes, aqueles que satisfazem as equa-
goes de compatibilidade, tornam a energia potencial comple-
<

mentar total m f n'i m a".. Outra interpretagao possivel:

"o trabalho complementar virtual realizado por uma variagao



virtual de forgas e correspondentes tensoes que mantenham e

. - . . - » *
quilibrio e sejam compativeis com os deslocamentos prescri-
tos (dados) sobre a borda, € nulo". Esta ultima afirmagao &
também conhecida como o principio do trabalho complementar
virtual.

Note-se que na expressao U_ , do potencial comple-

f
mentar das cargas externas, estas serao incognitas se apli-
cadas em regioes do contorno S, ° onde deslocamentos u fo-
rem prescritos. Nas partes do contorno onde cargas forem
prescritas o principio supde 6p = 0. Além disso, nos casos

» - . - ind - -
mais correntes da pratica, quando os vinculos sao rigidos,

u=0 e U, = 0.

f
Portanto
o7 =/ €60 da = 0 (1.4.4)
a
1.5 - Condicoes de contorno

Quanto as condigSes de contorno, que serao dadas
em termos da fungao de Airy e suas derivadas, valem as se-
guintes consideragEes (FILONENKO-BORODICH, B16, pp. 159-
-162; WANG, B23, p. 190; ZIENKIEWICZ, B24, PP.. 20-24).

Seja a curva SS' , que representa um trecho do con
torno S5 da chapa, referida ao sistema de eixos coordenados
OXY , conforme FIG. 1.5.1 . O contorno esta sendo percorri-
do no sentido sinistrorso. Sobre o trecho Sg sao prescritas,

ou dadas, as cargas.



que

FIG. 1.5.1

~— Elemento infinitesimal proximo ao contorno SS' —

0 equilibrio do elemento (sem peso proprio) exige

-0 _dx
y

+ dy = dg
vy T Py
- T __dx = p_d& ou
Xy X
3%a
dx —5;(.37 dy pydl
3%A
dy -—a?a‘;—— dx pxdz ou
= -p d&
) -
>

(1.5.1)



Integrando de o a £:

L L 2
A, = gi = -F = - p._d4 e
o o y o y
(1.5.2)
£ A L L
(o]

Cada uma das (l1.5.2) representa a resultante das

forgas que atuam segundo y ou segundo x , a partir da ori-

gem O , e dao, respectivamente, os valores de contorno para
A e A .
’x ’y

Para obter o valor de A no contorno considere-se o
momento das forgas ao longo de SS' , eim relagao a origem do
sistema cartesiano (momento positivo quando gira a origem

no sentido sinistrorso):

Integrando por partes:

£ L
) 3A_ _dx 3A_ dy \ ., _ 34 dA
Mo J[ ( 3x  af ' T3y —aL >d£ [x 3 Y Tay ]o ou
o

- | x 3A 3A £
Ix J oy
o o
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Se 0 =L : Xp = yz = 0 , portanto:

2 £

9A 3A
M, = [A] + x~< >_ + y—( >_ = [A] + const.
L 0 0\ ax ) 0\ 3y ) o

Essa expressao mostra que, a menos de uma constan-

te, o valor de [A]Z € igual ao momento das cargas aplicadas
o
no arco de comprimento £ , em relagao ao ponto L . A cons-
tante pode ser considerada como um momento qualquer aplica-
do na origem 0 do contorno.
Porem, dada a definigao das tensoes de acordo com
(1.2.2) ve-se que a constante, assim como o proprio valor

AB , na origem do contorno, que e arbitraria, podem ser es-

colhidos como nulos, sem afetar os valores das tensoes.

L

Portanto [A]o = AL - AE = AL = ML (1.5.3)

Alem disso, para que a constante possa ser assumida como nu

la, deve-se ter

A . _JA -
(4 -0 b () - (150

As condigoes (1.5.3) e (1.5.4) podem de fato ser
impostas; isto‘pode ser percebido mais claramente conside-
rando~se que equivalem a somar a fungao de Airy uma fungao
do tipo

b + ¢cx + dy

que nao produz nenhuma alteragzo nos resultados das tensoes

e que, por isto, pode apresentar b, ¢, d com quaisquer va-
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lores, inclusive todos nulos, como &€ o caso.

Considerando-se eixos diferentes t, n, locais so-

bre o contorno (FIG. 1.5.1), as expressoes (1.5.2) ficam

9A
an -T
(1.5.5)
A
ot = N

onde T e N representam as resultantes orientadas segundo t
e n

Basta proceder a transformagao de coordenadas:
t = XcosO + ysent
n = xsend — ycosQ

e utilizar

3A A dt 3A dn JA 9A

Fy = Tax at ax " an dx 3t oS¢ * 9o oena
JA JA dt 9A dn dA _ _0A

Fx oy T T3t dy * an dy 3¢ ena dn o8¢

... (1.5.6)

Fx = Tcoso + Nsena
(1.5.7)

—Fy =-Tsena + Ncoso
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Comparando-se os segundos membros de (1.5.6) e (1.5.7)

dA
a T (1.5.8)
dA
Yl N (1.5.9)

Comparando (1.5.9) com a conhecida expressao

oM
3t Q

que relaciona a derivada do momento M , em um ponto de uma

barra, com a forga cortante pode-se escrever
A =M e N = Q

Todas as consideragoes feitas permitem interpretar
o contorno como uma barra.

Pretendendo-se determinar os valores de A A,

’t ’ n

e A no ponto L , do trecho da "barra" OL , basta calcular
em L os valores das forgcas normal e cortante e do momento
que sao provocados pelas cargas externas atuantes sobre OL.

Sobre a convengao de sinais, observe-se que:

- forga normal positiva provoca tragao;

- forga cortante positiva gira segao a esquerda
de L no sentido sinistrorso (observador colocado sobre o
plano da figura com frente voltada segundo n).

- momento positivo produz tragao na parte interna
da barra (interior do contorno).

A FIG. 1.5.2, onde figura a "barra" cortada no pon-



- 20 -

to L, esclarece melhor essa convengao, com a indicagao de

esforgos positivos.:

Note-se que como condicoes de contorno essenciais
bastaria impor A,x e A,y ou A e A,n; porem, tendo-se em vis
ta a técnica utilizada durante a programagao, ao tratar-se
da montagem do sistema de equacoes, outras variaveis serao

tratadas como as acima mencionadas.

Finalmente convém observar que se, a partir da ori
. - - . -_— »
gem arbitraria escolhida no contorno, este for percorrido
no sentido destrorso havera troca de sinais nas expressoes

de F , F_ ou de T e N.
X y

Y

|

FIG. 1.5.2
—"Barra" ficticia sobre o contorno. —

Esforgos positivos

Pode-se estabelecer uma regra pratica para obten-

950 de Fx , Fy ouT , N, quer o percurso seja no sentido

sinistrorso ou destrorso.



As figuras 1.

‘ 4
) :?i\ :
dica-se com o sfmb@&ﬁ

e com { o sentido do giro de m/2 , a partir do eixo cuja
derivada esta sendo considerada, necessario para encontrar

o trecho positivo ou negativo do outro eixo, que mostrara

afinal o sinal a aplicar sobre a resultante correspondente.

y
L
contorno
0
aplicar sinal (+) sobre a resultante
N\ segundo x ( Fx) para obter-se A,y
\%

aplicar sinal (=) sobre a resultante
segundo y (Fy) para obter-se A,

FIG. 1.5.3

— Contorno percorrido no sentido sinistrorso —
y A

contorno

aplicar sinal (+) sobre a resultante
segundo y (Fy) para obter-se A,y

"V

'A‘ \ &
)
aplicar sinull {(~) sobre a resultante

segundo X (-F.x) para obter-se A,y

FIG. 1.5.4

-~ Contorno percorrido no sentido destrorso =—
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Esta regra pratica tem interesse porque da o sinal
correto para qualquer par de eixos. Por exemplo, pode—-se a-
plicar essa regra, mesmo que o eixo normal tenha o seu ramo

positivo orientado para dentro da estrutura, constituindo

um caso contrario ao que esta representado na FIG. 1.5.1 .

1.6 - Matriz de Flexibilidade

Conforme visto em 1.4, deve-se tratar da minimiza-
¢ao do funcional que figura em (l.4.4).

Sendo, para o caso da elasticidade linear bidimen-
sional, valida a relagao tensao-deformagao, para o caso do

estado plano de tensoes, ter-se-a:

£ 1 -V 0 o
X X
e |= 2 |-v 1 0 g (1.6.1)
y E y - .
ny 0 0 2(1l+v) Txy
- L N L.

Mas, de acordo com (1.2.2), fica-se com:

€, 1 -V 0 A’yy
1
ey =5 |V 1 0 A,xx (1.6.2)
0 0 2(1+v -A,
Yxy ( )J xy

ou ainda, com notagao matricial:

€ = Ro (1.6.3)
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Em (1.6.2) E representa o modulo de elasticidade e

V o coeficiente de Poisson.

Como funcao de Airy sera adotado um polinOmio com-

pleto de quinto grau, portanto com 21 termos:

A = + +..C..+
(x,y) qld>1 q2¢2 q21¢“,

2
ou A,y) = 166 6 .eeii ] (1.6.4)

21

0 e O

21

ou A(x,y) = Ot(x,y)q

Na expressao anterior cada ¢i = ¢i(g,y) representa
uma fungao monomia cuja amplitude q; pode, por enquanto,
ser interpretada como parametro ou incognita generalizada
ou seja, ainda nao associada a posigao, ou a possiveis enti
dades que se pretendesse identificar sobre okelemento fini-
to a considerar. O elemento finito ao qual sera associado a
fungao (1.6.4) sera triangular.

Para substituir em (1.6.2), forme-se as expressoes

das derivadas segundas, contidas na matriz ¢ , ficando-se

com:

A 1 7

'yy 1

1,

o= A’xx = Dq onde q = (1.6.5)
q
3
-A

| T ’xy _q21




Portanto .

€ =RDg (1.6.6)

Reescrevendo-se (l.4.4)

Gﬂc 't/" etdoda = 0
a

o = Diq e R" =R,

e sendo

resultara:

s =‘/“ q'DRDSqda = 0O
a

Sendo arbitraria a variagao virtual §q das incogni

tas generalizadas resulta, apos transpor a ultima expressao:

sm_ = oq° {~Z~Dtlqua} =0 , (1.6.7)

ou ]r(btln)qda =0 (1.6.8)
. a

As incognitas q sao forgas generalizadas e a ex-

][ p RDda (1.6.9)
a

podera ser interpretada como a matriz de flexibilidade do e

pressao

lemento triangular; a expressao (1.6.8) representara as e-

quagoes de compatibilidade relativas ao elemento.



1.7 - 0 elemento finito FORCEG

Até aqui consideraram-se os q; como incognitas ge-
neralizadas.

Considerando-se que o polinomio adotado para repre
sentar a funcao de Airy tem 21 termos,pode-se também defini
~-lo completamente,no elemento considerado,escolhendo—se co-
mo parametros, nao mais os q; mas, o conjunto indicado na
FIG. 1.7.1 . Os valores 1la indicados serao chamados de in-
cognitas nodais. A amplitude desses parametros &, justamen-
te, o objeto da analise em curso.

A expressao(l.6.4) fica, entao, em funcao das in-
cognitas nodais seguintes: funcao de Airy, derivadas primei
ras e segundas em cada vértice do triangulo e derivada nor-

mal no meio de cada lado.

-

Yh

»x Y

FIG. 1.7.1
—~— Elemento finito FORCEG —



- 26 -

Adotar-se~a a seguinte disposigao para os elemen-

tos da matriz 8§ , das incognitas nodais:

st -[;t st st s s s ] s (1.7.1)
1 . 5 .

onde s, = [A A, A, A, - A, ‘A’xx]' i=1,2,3
. X 1]

(1x1)

Os numeros se referem aos 6 pontos nodais da FIG. 1.7.1 .

Definida 8§ pode-se relaciona-la as incognitas gene
ralizadas por meio de uma matriz de transformagao T , tal
que

S =T q (1.7.2)

A matriz T sera formada por submatrizes (1 x 21),
cada uma contendo coeficientes que resultam da substituigao
das coordenadas dos pontos nodais nas expressoes das fun-
goes-coeficientes que figuram em s, e s..

J
Por outro lado pode-se obter:

q = r1s ou, com T ! =B ,

q =B S ; portanto: 6qt = Gltlt (1.7.3)

Entao, a expressao (l1.6.7) se transforma em:

sstnt J[ D'RDBSda = 0 (1.7.4)
a



ou

3t thlDda BS = 0 (1.7.5)
a

Tendo-se em vista que as incognitas nodais § sao
resultantes de tensao, ou forgas generalizadas, a matriz en
tre parenteses sera denominada matriz de flexibilidade gene
ralizada P_ .

q

A prée-multiplicagao por B e a pos-multiplicagao

por B a transformarao em matriz de flexibilidade F , relati

va as incognitas nodais, ou seja:

r -[ pRpda ; (1.7.6)
a

portanto:

F=-3rs . (1.7.7)
q

0 resultado final sera

FS = 0 (1.7.8)

Estes resultados sao relativos aos elementos fini-
tos isolados. De acordo com o exposto no capitulo seguinte,
quando tratar-se da reuniao das caracteristicas dos elemen-
tos, para a formagao dé sistema geral de equagoes lineares,
essas matrizes, ou as suas correspondentes no programa, Sse-

rao identificadas com barras; por exemplo: F , § , etc.



1.8 - Integracao das funcoes utilizadas

A integragao da matriz Fq s (1.7.6),

P, -[ D'RDda (1.8.1)
a

para cada elemento triangular, pode ser levada a efeito con
forme a seguir se indica.

Trés sistemas de coordenadas serao utilizados. Em
relagao a eles serao estabelecidos os principais relaciona-
mentos. O primeiro sistema, cartesiano, sera global (X,Y) e
sera utilizado para definir a posicao de cada elemento tri-
angular dentro da estrutura. O segundo sistema, de coordena
das homogeneas, definidas a seguir, sera local (w1 , wz ’
wa). O terceiro sistema, cartesiano, sera local com origem
no centroide C da area triangular do elemento.

Seja entao escolhido o sistema global OXY , para

definir a posigao de um elemento triangular genérico (1 - 2

-~ 3) da chapa, FIG. 1.8.1 .

v y4
|
|
(X3,v3) |
‘l30¥3)
—————— ->
x
(Xqs %) Xz, %)
(31. 11) (‘2',2)
5 -
FIG. 1.8.1 X

— Coordenadas globais e locais —



- 29 -

Por outro lado seja o sistema cartesiano local Cxy , com o-
rigem C no centroide da area triangular do elemento.
Assim sera:
X, = —l—(X + X + X))
C 3 1 2 3
(1.8.2)
Y, =~ (Y +Y +7Y)
C 3 1 2 3

enquanto que as coordenadas locais dos veértices do triangu-

lo
x. = X. - X
1 1 Cc
i=1,2,3 (1.8.3)
y1 = Yi - Yc
serao tais que
3 3
zxi =0 e Eyi =0 . (1.8.4)

A area do triangulo, orientada segundo versor do

eixo Z comum aos dois sistemas, pode ser expressa por:

1
xl yl
a = L 1 X y (1.8.5)
2 2 2
1 X y
3 3

Examine-se agora como utilizar coordenadas homoge-
neas para determinar a posigao de pontos internos do trian-

gulo.



Com a notagao da FIG. 1.8.2 ,

(X,Y) ou
Y A
ﬂ 3 Ponto P
(wy , Wy , Wg)
w|=0
a
£ 1
(Dz=0
03— 2
| wszo
0 X
FIG. 1.8.2

~— Coordenadas homogeneas ——

sendo a1 ’ a2 e 33 as areas dos subtriangulos 3P2/, 1P3}, 2P1,

as coordenadas wg serao definidas de acordo com:

(i =1,2,3) (1.8.6)

onde a e dada pelo determinante anterior ou por

a = a + a + a (1.8.7)



As areas dos sub-triangulos valem:

1 X y
I
a = X
1 2 2 yz
1
xa ya
1
xl yl
1
= 1 1.8-8
32 - X y ( )
1
xa ys
1 b4 y
1 1
1
aa Z 1 xz y2
1 X y

onde (x,y) sao as coordenadas do ponto P do interior (ou
das bordas) do elemento.

Da definicao (1.8.6) e com (1.8.7) deduz-se:
w +w +w =1 (1.8.9)

De maneira geral, as sub-areas poderao ser indica-
das com:
2a, = a% + E.x + 1.y, (1.8.10)
i i i i
[o] -~
onde a; » Ei » ni » serao constantes que dependem das coor-

denadas dos vertices do triangulo.

Com as expressoes das areas assim escritas, a rela
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gao entre os dois sistemas de coordenadas sera:

) r ] ]
w a® £ n 1
1 1 1 1
w | = — a® n X (1.8.11)
2 2a 2 2 2
w a® g€ n y
L3 |3 3 3| |
onde
o
ai = xjyk kaj ’ gl = yj-yk’ ni = xj - xk ’ (1.8.12)
i=1,2,3 j =2,3,1 k = 3,1,2,

1 1 1 1| o]
1

X = X X X w (1.8.13)
: 1 2 3 2
_y __yl y2 y3_ _w3

A matriz (1.8.1) lq contera termos da forma
/nyada=/(xw + x W +xw)Y(ywv+yw +yw)6da
11 2 2 3 3 11 2 2 3 3
a a
cessss(l1.8.14)

onde poderao ocorrer parcelas do tipo generico:

J[ xb x€ xd y? yf y? Wt w® WP da . (1.8.15)
a



te item.

Bastaria considerar o exposto na FIG. 1.7.1, for-
mar as submatrizes t; (i = 1,2,3) correspondentes as subma-
trizes s, (i = 1,2,3) que aparecem em (1.7.1), (1.7.2) e
t. (j = 4,5,6), correspondentes as 'j (j = 4,5,6) de manei-

J
ra a ter-se:

s t
| 1

s t
2 2

s t
3 S

= e q (1.9.1)

] t
L L]

s t
S 8

s t
| s |

Como foi explicado, as tres primeiras submatrizes

t‘ ’ tz e t, sao obtidas com a substituigao das coordenadas

locais dos ndos 1 , 2 e 3 nas expressoes de s , 8 e 8 ou
1 2 3

seja:



2 2.3
1 X, Y; feoreee XIS
0 1 0 2X..0...2%,y 3
i i’i
2 2
0 0 1 .....3xiyi
ti =
2
0 0 0 . ...6xiy1
0 0 - 2
0 0....6Xiyi
1
0o 0 0 e 2y;

As tres submatrizes t , ¢t
[ Y

de acordo com o exposto a seguir.

De acordo com a FIG. 1.9.1

Y 1

L 5
Xi¥i Yi
v 0

3 &
4x;54 Yy

(1.9.2)

t serao determinadas
[ 1

FIG. 1.9.1

3

— Transformagao de coordenadas —

tem—se:

t = cx + sy ,

n =-sx + cy s

Xx = ¢t -

y = st + ¢n

(1.9.3)



onde

s = seno ,
¢ = cosa .,

Diferenciando-se em relacao a t e n

9x _ Yy
at ¢ ’ ot s >
(1.9.4)
ox  _ _ 3y -
an s ’ on ¢ ’
donde:
3 < 0 X ) Ay 9 3
3t ax ot T oy st - STax tSay (1-9-3)
9 _ 0 9x 0 oy __. 09 9
on  ox an ' T3y on *3x "¢ 5y (1.9.6)
Portanto
9A _ A A
A,n ™ s —- + c TSy (1.9.7)

Antes de calcular as submatrizes t~ , ts e t. e ne
cessario verificar que a orientagao do eixo t sera, agora,
de modo a percorrer o lado do triangulo no sentido do verti
ce de numero menor para o vértice de numero maior. O eixo n
sera sempre normal a t e com semi~eixo positivo encontrado

quando, partindo do eixo t , for percorrido um angulo 9=m/2

no sentido sinistrorso, conforme FIG. 1.9.2 .



FIG. 1.9.2

— Eixos locais do elemento —

Além disso o angulo o sera sempre positivo se contado a par

tir de x , no sentido sinistrorso, até encontrar a direcao

positiva de t (FIG. 1.9.3).

Por exemplo

lado {1 -2 1-3

xy

Em seguida, considere-se o problema da montagem do
sistema global de equagoes.
Adotada a convengEo anterior, para os eixos t , n

s

que sao caracteristicas locais a cada lado do tri3ngulo, se



ra agora necessario definir direcoes para n , escolhidas co
mo positivas, de maneira que,ao acoplarem-se elementos com
lados comuns,os eixos n , relativos a esses pares de lados,

tenham orientagoes concordantes. Veja-se FIG. 1.9.2 e FIG.

1.9.4

i J i
Elemento 1 Elemento 2 Elementos reunidos

© ®

FIG. 1.9.4

— Compatibilizagao da orientacao de eixos —

Isso implica que para a obtencao de ja se consi
deremy ao nivel de cada elemento, pares de eixos t , n com o-

rientagao adequada para a montagem posterior ou seja, FIG.

1.9.5 :

Elemento 1 Elemento 2
FIG. 1.9.5

-~—— Eixos localis concordantes —



Foi, entao, escolhida a seguinte convenggo para representar

orientagao positiva para n , FIG. 1.9.6 :

arco cujos pontog podem pertencer
n dao semi eixo positivo de n

arco cujos pontos podem pertencer
ao semi- ¢ixo negativo de n

FIG. 1.9.6

-~ Convengao de Sinais para orientacao do eixo n -

Por isto, o semi-eixo n tera orientacao positiva quando:

0< a < 7/2 ou 37/2 ¢ a < 27

Isto pode ainda ser especificado em termos das coordenadas
- . . -~ -
X , y dos vertices do triangulo; ter-se-a, nesse caso, n po

sitivo quando:
j =2,3,1

i=1,2,3

Finalmente tem-se a expressao para tj (3 = 4,5,6)

0 7

(1.9.8)

”
Gde
[ ]
—




Chegou-se, neste ponto, a determinagso de todas as
caracteristicas que completam a formulagao do elemento fini
to FORCEG, correspondente as incognitas nodais da FIG. 1.7.
.1 . Este elemento providenciaria a obtengao de limites su-
periores, pelo menos para a energia‘de deformagEo correspon
dente as cargas externas das estruturas que viessem a ser a
nalisadas, tendo-se em vista que, a menos do péso proprio,
0s requisitos enumerados no item 1.2 foram obedecidos. Po-
rem, considerando-se os recursos computacionais da EESC e
também os ensinamentos contidos em BELL, B9, p.p. 218, 235-
242, preferiu-se transformar o elemento FORCEG, de maneira
a facilitar o tratamento automatico do problema, com vistas
na utilizagao de programa para computador. Com essa trans-
formagao obtém-se outro elemento finito que, a partir deste
pontossera denominado FORCE.

Geralmente, os pontos nodais, ou nos, situados nos
lados dos elementos sao indesejaveis, pelo menos por dois
motivos:

a) provocam aumento indesejado na largura da faixa
do sistema, com implicagoes sérias sobre problemas de arma-
zenamento dos dados e sobre precisao;

b) provocam dificuldade adicional de enderegamento
dos coeficientes do sistema global de equacgoes.

No caso do elemento FORCEG ha trés nos nessa situa
¢ao e a cada um deles esta associado um grau de liberdade.
Neste caso, sera possivel eliminar as incognitas associadas

aos pontos nodais dos lados do elemento, sem que cesse de e



xistir continuidade da fungao de Airy e de suas derivadas
primeiras entre elementos adjacentes.

Supondo que a variagao de A,n seja cubica ao longo
da borda pode-se colocar A,n » no meio do lado do elemento,
em fungao das incognitas dos vértices contidos nesse lado,

FIG. 1.9'7 L4

3m/2 | fm/z

—

Ponto m

A,n (t) com variagdo cdbica

FIG. 1.9.7

— Imposigao de variacao cubica de (A,n) -

Com esse procedimento resultara um novo elemento
finito, denominado FORCE, ao qual estarao associados apenas
18 parametros, todos localizados nos vertices.

Com notagao da FIG. 1.9.7 :

A, (t) =a +at+at?+act?; (1.9.9)
n 0 1 2 3
sendo
P/ t =0 : A’n = (A’n)i e A’nt = (A’nt)i H
P/ t = ‘em: A’n = (A’n)j e A’nt = (A’nt)j ’
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resultara:

a, = (4,)

[+
N
[]
(&
N
—~—
!
~
e
=}
~
M.
+
~
>
=
~s
ta.
[ S——
' i
o)
———
N
~
>
-
=]
(23
L
[
~
&>
=
e
N~
[u—

Portanto

(A,n)m= —;— [(A’n)i+(A’n)j] + .\sm [(A’nt)i_(A’nt)j} *

Seja, por definigao:

(m) _ 1

k) 2 sm ?

(m) _ _1

k2 2 m°

(m) _ _1

ka 8 zm n Sm

onde

S = senqg
m

Cc = COoSs0O
m

£ = comprimento do lado m.
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O numero do lado fica fixado pelo mesmo numero do
no de borda (m = 4, 5, 6) conforme FIG. 1.7.1 e FIG. 1.9.7.

Pode-se, entao, exprimir (A,n)m do seguinte modo:

_ _y (m) (m) _ o (m) (m)
(A,n)m = kl (A’X)i + k2 (A’y)l kl (A’x)j + k2 (Asy)j+
(m) (m) (m)
+k3 (A, );* k“ (A,xy)i+ k3 (A,yy)i+
(m) _ L (m) L (m)
+k3 (A,xx)j k“ (A,xy)j k3 (A,yy)j (1.9.10)

A relagao entre os parametros do meio do lado e os

parametros de vertice sera:

sL = usv , (1.9.11)
onde
A, ] 5 |
SL - (A,n)5 e Sv = 32 (1.9.12)
_(A,n)6 _33

A matriz transformagao H pode sofrer partigao de

maneira que:

H = Lu
1

n’] (1.9.13)
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. 3 . . -
Admitindo-se que, em principio, fosse possivel ter

-se num triangulo como o da FIG. 1.9.2

X 2> x
2 1
3 2
X > x
1 3
e invertendo-se o sinal de kﬁm) pois a incognita que lhe
corresponde em Sv e -A,xy ter-se-ia:’
.
0 _k(u) k(lo) k(u) _k(u) _k(u)
1 2 3 4 3
H = 0 0 0 0 0 0 (1.9.15)

0 _k(s) k(s) _k(s)_ k(ts) k(s)

0 (L W) (0]
1 3 4

H = 0o -k k:5) k§5) ~x(3) —k§5) (1.9.16)

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 o |
H = 0 -k¢%) () (s) K (8) k()| (1.9.17)
3 1 2 3 [ 3

0 - (8) k(&) k<€) k(&) - (8)
2




Apenas para facilitar o reconhecimento das grande-
L 3 0 -
zas assocladas aos dois tipos de elemento, com 21 parame-

tros e com 18 parametros, far-se-a:

S = §
21
F =F , (1.9.18)
21
-s *
sn v

Entao, a matriz de flexibilidade F,4 para o elemento FORCE
pode ser obtida da seguinte maneira:

De acordo com (l1.7.3)

q = Bsix (1.9.19)

Mas, com (1.9.11) e (1.9.18)

S, = HS

L 18
S, | s
v 18 18
[ - ———— - ———— - ———— S (1-9.20)
21 18
5 5 K

onde I8 € uma matriz identidade (18 x 18).

Deve-se ter, por outro lado:

st F s =8 F s ou



-
18
|
st [1 :nﬂ F |-——-| s =s'* F g (1.9.21)
18 18 | 21 18 1e 18 18
| H
Entao, conclui-se que:
_
18
! t
F -[1 ;n] F - (1.9.22)
18 18 | 21
. H

Obtidas as matrizes Fla para todos os elementos e
seguindo procedimentos correntes de formagao do sistema glo
bal derequag5es, para a estrutura subdividida em elementos
finitos, poder-se-a, impondo as condigoes de contorno, ob-
ter a solugao do problema em termos das incognitas nodais.

Dentre elas obter-se-go as tensaes

T
X y Xy

em cada vértice dos triangulos.

Com a utilizagao da expressao (l1.6.2) as deforma-
goes nodais poderao ser obtidas. Observe-se, porem, que em-
bora as tensoces correspondentes a cada vertice constituam
ternas unicas de valores, ao calcular as deformagses, que
dependem do modulo de elasticidade de cada elemento (podem
ser diferentes) obter-se—ao tantas ternas Ex s Ey R ny
quantos forem os elementos que compartilham do no considera

do. Desse modo, sera necessario considerar as deformagoes



médias nos nos, obtidas mediante o calculo das medias arit-
méticas correspondentes. Se o modulo de elasticidade for
constante para toda a estrutura a media coincidira com os
valores individuais correspondentes a cada elemento.

Na expressao (1.6.2) admitiu-se espessura unitaria
para a chapa; isto podera nao Qcorrer em casos praticos. A-
lém disso, certas regioes da chapa poderao ter espessuras
diferentes.

Muito embora no caso da variacao de espessura as
hipoteses associadas ao que se convencionou chamar de "esta
do plano de tensoes" nao sejam realmente validas, principal
mente nas regioes onde ocorrerem variagoes bruscas de espes
sura, casés como este poderao também ser analisados, despre
zadas as perturbagoes locais nas regices de variagao brusca.
Para isto a expressao (l1.6.2) devera ser modificada, para

poder incluir a variagao de espessura, ficando-se com:

e | [ 1 v 0 | ho |
X X
£ - L -V 1 0 ho (1.9.23)
y Th y .9.
Yy ] 0 0 2(1+\))_ _h'rxy

Evidentemente, deve-se passar a considerar agora as resul-
tantes como incognitas ou como valores de contorno.

No presente trabalho assumiu-se que podera haver
variaggo de espessura de elemento para elemento, porém man-

tendo—-a constante dentro de cada elemento.
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Desse modo, em (1.9.23) nao sera necessario inclu-
ir h como f(x,y) e as expressoes do item 1.10 continuarao
validas para o calculo dos coeficientes da matriz rq. De fa
to, parece razoavel prever apenas o caso de variacgao descon
tinua de espessura, de elemento para elemento. O caso da va
riagao continua podera ser reduzido ao anterior, introduzin
do-se uma nova aproximagao cujos reflexos serao tanto meno-
res quanto mais suave for a variagao da espessura. Havendo
variagoes muito fortes o problema caminhara para o campo
das estruturas tridimensionais.

Quando o contorno da chapa apresentar trechos in-
clinados em relagao aos eixos globais cartesianos X,Y, sera
necessario ?roceder a uma transformagao de cdordenadas, pa-
ra que se possa impor adequadamente as condigoes de contor-
no, nos nds pertencentes a esses trechos. A transformagao
que resultara sobre F devera restringir-se apenas as incog-
nitas dos nos que estiverem sobre o contorno inclinado.

. * . . e . - .

Seja s, a matriz das incognitas relativas ao no i
genérico, do contorno, referidas a eixos locais t, n e s;

a matriz das incognitas relativas ao sistema X,Y. Sera con

. *t » . e .
veniente que 8. englobe as seguintes incognitas:

.i = [A A’t A,n A,nn -A’tn A’tt‘l R

enquanto que 8, continuara sendo, como anteriormente,

e



~ T~ . e ®kt -
Entao, a relagao entre incognitas s, e .E devera ser tal

que

ou, para a relagao inversa

s, = 7

[

i
Diante disto, respeitadas as expressoes (1.9.3), (1.9.4),

(1.9.7) e a convengao de sinais relativa a orientacao da

normal n, de acordo com a FIG. 1.9.6, a matriz wi resultara:

1 0 0 0 0 0
0 c -s 0 0 0
wi = 0 ] c 0 0 0
0 0 0 c? -2sc s?
0 0 0 sc c?-g? -sc
L 0 0 0 s? 2sc ch

Para exemplificar, se 1 = 2 isto €, se o no que esta sobre
e - - -~ .

o contorno e o segundo no do triangulo, obedecida a regra a

respeito da ordem de numeracgao dos nos, (a ser comentada no

capitulo seguinte) a matriz de transformagao § , com a qual

sera obtida a nova matriz de flexibilidade do elemento sera:



1 0 0 |
vy = 0 *2 0
0 0 I

~ . ~ ] -
Entao, finalmente, para a obtencao de F , bastara
efetuar as operagoes comuns, quando estao envolvidas matri-

zes de transformaggo ou de rotagao, para obter-se:

Como ja foi salientado, a formulagao aqui adotada
para o problema das chapas € a dual do problema das placas.
Note-se que, dada a dualidade entre Estado Plano-Flexao de
Placas, o programa desenvolvido e apresentado no capitulo
seguinte podera ser adaptado para calcular tambem placas.
Essa adaptagao requerera a adigao de subrotina que calcule
as cargas nodais equivalentes ao carregamento externo da
placa (BELL, B5 ) e consideragoes adicionais a respeito da
imposigao das condigoes de contorno.

No caso das placas a fungEo considerada sera aque-
la que caracteriza os deslocamentos transversais w = w(x,y).

Tratar-se-a, entao, de processo dos deslocamentos.

1.10 - Expressoes explicitas para o calculo dos coeficien-

tes da matriz F_
q

1.10.1 - Coeficientes Fq(I,J)

A seguir apresentam-se todos os 153 coeficientes
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nao nulos correspondentes as posigoes diagonais e superio-
res a diagonal da matriz de flexibilidade relativa ao ele-
mento finito FORCEG, associado as incognitas generalizadas.
A matriz P_ €& simetrica.

Nas expressoes dos coeficientes tem-se:
Vv = coeficiente de Poisson;

H o= 2(1+v).

Todos os 153 coeficientes devem ser multiplicados
por 1/Eh , onde E & o modulo de elasticidade e h a espessu-

ra do elemento, respectivamente.

11

(4,4) .= 4Poo (4,6) = —4\)Poo
= 2 = 12P
(4,11) 24P20 (4,12) -
(4,13) = 4P ~-4VP (4,14) = -12vP
02 20 11
(4,15) = -24VvP (4,16) = 40P
02 30
= = - P
(4,17) 24P21 (4,18) 12P12 4v 50
(4,19) = 4P -12vP (4,20) = =-24vP
03 21 12
(4,21) = —40\)P03
(5,5) = up (5,12) = 3yP
00 20
(5,13) = 4uP (5,14) = 3yuP
11 02
= = 6 P
(5,17) AuP30 (5,18) U .
= ,20) = 4uP
(5,19) 6uP12 (5 ) U 03
= = -2,4\)1’
(6,6) APOO (6,11) 20
(6,12) = —12\)P11 (6,13) = 4P2°—4vP°2
(6,14) = 12P (6,15) = 24P

02



(6,16)
(6,18)

(6,20)

(7,7)

(7,9)

(7,11)
(7,13)
(7,15)
(7,17)
(7,19)

(7,21)

(8,8)

(8,10)
(8,12)
(8,14)
(8,16)
(8,18)

(8,20)

(9,9)

(9,11)
(9,13)
(9,15)

(9,17)

~40 VP
30

4P -12VP
30 12

24P
12

36P
20

-12VvP
20

72P
30

12P  -12vP
12 30

-72VP
12

72P
31

12p -~-36vP
13

-120vP
13

4P°2+4uP20

-12vP
02

-+
12P12 6uP30

12Pp
12

40P
31

12P +(24+20v)P
13 31

(16—8\))P13

4P2°+4uP02

-24vP
30

4P +(1l6+12V)P
30 12

24P
12

(16—8\))P31

....55..

(6,17)
(6,19)

(6,21)

(7,8)
(7,10)
(7,12)
(7,14)
(7,16)
(7,18)

(7,20)

(8,9)

(8,11)
(8,13)
(8,15)
(8,17)
(8,19)

(8,21)

(9,10)
(9,12)
(9,14)
(9,16)

(9,18)

~24VP
21

12P -4VP
21 03

40P
03

12P
11

-36VP
11

36P
21
-36VP
21

120P
40

36P -12VP
22

-72vP
22

40

(8+4\))P11

24P
21

4P +(l6+12y)P
03 21

-24VP
03

24P  +8yP
22 40

4P +(24+12v)P
04 22

-40vP
ou

12P
11

12P
21
12P21+6uP03
-40vP
40

4P +(24+12v)P
40 22



(9,19)

(9,21)

(10,10)
(10,12)
(10,14)
(10,16)
(10,18)

(10,20)

(11,11)
(11,13)
(11,15)
(11,17)
(11,19)

(11,21)

(12,12)
(12,14)
(12,16)
(12,18)

(12,20)

(13,13)
(13,14)
(13,15)

(13,16)
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12P31+(24+20\>)P13 (9,20) = 24P22+8uP0“

40P
36P (10,11) = -72vP

-36VvP (10,13) = 12P  -12WP
36P (10,15) = 72P .,

~120VP (10,17) = —72v?22

12P31-36\)P1 (10,19) = 36P22-12\)Po

3 4

72p | (10,21) = 120P
144P (11,12) = 72P .
24P, =24VP (11,14) = -72vP
-144VP (11,16) = 240P
22 50
144P (11,18) = 72P_ -24VP
b1 32 50
24P -72VP (11,20) = -144vP

-240VP
213

36P22+9uP“ (12,13) = 12P13+(24+12\))P3

0

(18-18\))1’22 (12,15) —72\)P13

1209 (12,17) = 72P  +12uP
36P, +(36+24V)P,  (12,19) = 12P  +36P ,
(12,21)

(24-48\))1’2 -120vP1“

3

4P +4P +4P +(32+24V)P
) (N 04 22

12P  +(24+12v)P
31 13

24P =24VP
22 0

40P -40vVP
32 50

1



(13,17)
(13,18)
(13,19)
(13,20)

(13,21)

(14,14)
(14,16)
(14,18)

(14,20)

(15,15)
(15,17)
(15,19)

(15,21)

(16,16)
(16,18)

(16,20)

(17,17)
(17,19)

(17,21)

(18,18)
(18,19)

(18,20)
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24P23+(32+8\))P"1

4P5°+12P1k+(48+32\))P32

4P +12P +(48+32v)P
05 1 23

24P32+(32+8v)P1“

40P23—40\)P05

36P22+9uPo“

-120vP
41

12P +36P
w1 23

72P  +12uP
23 0s

144P
ou

-144VP
23

72P  =24VP
23 05

240P
05

400P
60

120P _-40vVP
42 6

0

-240\)P"2

144P _+16uP
42 60

24P2“+(48—24V)P“2

=240vP
24

60

4P +36P2k+(72+48v)P“
12P  +12P +(72+32V)P
51 15 3

24P +(48-24V)P
w2 - 24

(14,15)
(14,17)
(14,19)

(14,21)

(15,16)
(15,18)

(15,20)

(16,17)
(16,19)

(16,21)

(17,18)

(17,20)

2

3

72P
13

(24-48\))P32
36P  +(36+24v)P
32 1

120P
14

—240\)P32

24P -72vP
32 14

1447
14

240P
51

40p_ _-120vP
33 51

-400vP
33

"

72P33+(48+24v)P51

(32-1}2v)P33
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(18,21) = 40P33—120\JP15

(19,19) = 4P0s+36P“2+(72+48v)P2“(19,20) = 72P33+(48+24\))P15
(19,21) = 120P2“—40\)Pos

(20,20) = 144P2*+16UP06 (20,21) = 240Pls

(21,21) = 400P06



2. PROGRAMACAO EM FORTRAN

2.1 - Introducao

Como sera comentado oportunamente, a consideragao
de diversos programas, a serem processados sequencialmente
e formando um conjunto, para a analise dos problemas aqui a
presentados, somente foi provocada por razoes ligadas a con
figuragao do sistema de processamento utilizado (IBM-1130,
com 32K de memoria central e uma unidade de disco magnético
como memoria auxiliar). Sendo esta a uUnica razao a ditar es
se desmembramento, para facilitar a exposigzo, a expressao
programa podera ser utilizada para designar todo o conjunto.
Quando se tratar de uma de suas parcelas far-se—-a, sempre,
referencia explicita, para evitar confusao.

A aplicagao do método dos elementos finitos aos
problemas praticos envolve enorme quantidade de operagoes,
principalmente para a geragao e resolucao do sistema de e-
quagoes lineares, geralmente contendo centenas de incogni-
tas. Entao, assim como em muitos outros casos, torna-se ne-
cessario recorrer ao emprego do computador. Alias, mesmo a
preparagZo dos dados requeridos para a execugao do programa
ja constitui tarefa de vulto, também capaz de poder exigir
a utilizacao de programas, genéricos ou especificos, procu-
rando-se evitar trabalho repetitivo que, em caso contrario,
devera ser efetuado manualmente com recursos menos automati

zados.



0 preparo de dados, como se sabe, constitui uma
das fases criticas do problema. De fato, com maior frequen-
cia do que se imagina, & comum a introducao de erros nas
longas listas de informacoes que visam o processamento com
programas do tipo aqui estudado.

Para contornar parcialmente o problema e permitir,
pelo menos, uma verificacao prévia de dados gerados por mei
os nao automatizados, alguns programas tem sido elaborados,
para a analise de casos particulares. E o caso do programa
UM incorporado a este trabalho.

Nao serao apresentados diagramas de blocos, sobre
os programas a seguir referidos. Para assimila-los, julgou-
~se que uma descrigao pormenorizada sera mais frutifera. A-
lem disso, a obtengao do diagrama de blocos para qualquer
de suas partes podera ser facilmente conseguida com o empre
go de programa, fornecido pela IBM (B25), que utiliza como
dados os cartoes correspondentes do programa fonte em ques-
tao.

Apds esta breve introducao far-se-a a descrigao e
comentario do programa FORTRAN relativo ao elemento finito
"FORCE".

Antes, porém, apresenta-se um breve resumo a res-
peito das finalidades essenciais deste capitulo. Aqui, pre

tende-se:

a) - facilitar a compreensao das partes do programa em
FORTRAN, principalmente daquelas relativas a entra

da de dados, ao usuario apenas interessado na imedi



b)

_61_

ata obtengéo de resposta para um determinado proble
ma e que nao tenha tempo ou interesse para procurar
entender os fundamentos e as particularidades do me
todo dos elementos finitos.

fornecer, alem disso, informagoes mais pormenoriza-
das para aqueles que pretendam estudar o metodo em
seus detalhes, desde os fundamentos teoricos codifi
cados nos programas ate aos problemas relativos a e
xigencias de memorias interna e auxiliar do computa
dor, estruturagﬁo geral do programa, etc; nesse ca-
so, as informacoes daqui colhidas com essa intengao
poderao também servir para que o futuro usuario pos
sa, posteriormente, utilizar algumas das subrotinas
para, com eventuais adaptagoes, compor programas no
vos relativos a analise de estruturas de tipo dife-
rente, que nao sejam somente as chapas; sob esse as
pecto menciona-se a subrotina BIGSL e os programas
UM e DOIS;

A analise dos casos especificos de chapas com a uti

lizacao do processo exposto no capitulo anterior sera feita

de acordo com procedimento geral relativo ao emprego do me-

todo dos elementos finitos. Para tanto a estrutura e dividi

da em elementos e os seus nos sao numerados, obedecendo-se

a alguns dos comentarios a seguir apresentados.



2.2 - Variaveis e matrizes mais importantes do programa

O programa FORTRAN foi composto a partir de algu-
mas subrotinas, consideradas eficientes, que figuram em tra
balho expressivo desenvolvido por FELIPPA (B26) e adaptadas
para atender as particularidades do presente elemento; alem
disso, outras subrotinas relativas ao elemento "FORCE" fo-
ram escritas pelo autor; sao eias: MATFT, KBETA, MATRH,
TRES, TRANS.

Para facilitar a exposigao de detalhes a serem exa
minados no transcorrer deste capitulo, preliminarmente, se-
rao identificadas as variaveis ou matrizes mais importantes
que figuram no programa, apresentado na parte final deste
trabalho. As grandezas aqui nao identificadas ou estao defi
nidas na propria listagem do programa ou tem significado ob
vio. A partir deste ponto recomenda-se a leitura dessa lis-
tagem, que deve ser feita em paralelo a exposigEo aqui apre
sentada. Note-se que, no programa, algumas grandezas tem no
mes diferentes daqueles que figuram no capitulo anterior.
Algumas vezes isto foi devido a exigencias da linguagem FOR
TRAN; outras vezes porque certas subrotinas, como as que fi
guram no trabalho de FELIPPA, ja tinham notagao propria e
neste caso, como se sabe, a modificagao de notagao nao foi
efetuada, por ser desnecessaria ou trabalhosa. Para evitar
confusao sera conveniente ler as observagoes inseridas na

listagem.



NUMEL

NUMNP

MAXEL

MAXNP

IBNDW =MM -

MAXPD -

ITPEL(I)

CF(1,J) -

IEX(I,J)
IEY(I,J)

NP(N,I),
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As grandezas aqui comentadas e identificadas sao:

numero de elementos resultantes da divisao da es
trutura;

numero de vertices, nos ou pontos nodais da es-
trutura;

numero maximo de elementos que o programa pode
comportar;

numero maximo de pontos nodais que o programa po
de comportar;

largura da semi-faixa da matriz dos coeficientes
do sistema de equagoes;

maxima diferenga, permitida pelo programa, entre
os numeros identificadores dos pontos nodais de
cada elemento;

conjunto de numeros que identificam a que tipo
pertence.cada elemento, em termos de dimensoes,
forma, orientacao, etc;

constantes dos coeficientes, fungoes de xy, da
matriz T;

expoentes de base x aos coeficientes da matriz T;

expoentes de base y dos coeficientes da matriz T;

N=1, NUMEL; I=1,3 - arranjo que contem, para cada

elemento N, os numeros dos 3 pontos nodais refe-

ridos a numeragao da estrutura;

LNOBO(I,J), I=1, NELBO; J=1,8 - arranjo contendo codifica-

cao relativa aos elementos situados proximos ao

contorno da chapa; vide listagem do programa UM;



ICON(I)

ICONH(I)

CONHE (I)

NEBC(I)

NDIMS -

NEQBL -

NPBL -

NEQB -

NEL(I) -

NEB(I) -

N1l -

codigo para identificar valores nulos (ICON=0)
ou nao nulos (ICON=1) das variaveis corresponden
tes ao contorno da chapa; codigo fornecido em re
lagﬁo ao proprio elemento;

arranjo contendo codigo anterior, agora referido
a estrutura;

vide parte final do item 2.4.3 e fim da listagem
do programa DOIS;

arranjo contendo os numeros das equagoes corres-—
pondentes a variaveis do contorno;

dimensao, em termos de posigoes de memoria cen-
tral, disponivel para alojar os coeficientes de
cada um dos blocos de "equagoes" em que sera di-
vidida a matriz dos coeficientes do sistema de e
quagoes correspondente a estrutura;

numero de "equagoes" que cada bloco podera com-
portar;

numero de éontosvnodais da estrutura correspon-—
dente a cada bloco;

numero efetivo de equacoes do bloco que estiver
sendo formado; esta variavel podera ser menor do
que NEQBL;

arranjo contendo, para cada bloco, os numeros
dos elementos que dele participam;

arranjo que indica quantos elementos participam
de cada bloco;

numero do primeiro ponto nodal de cada bloco;



N2 - numero do ultimo ponto nodal de cada bloco;
NE1 - numero do primeiro elemento de cada bloco;
NE2 - numero do ultimo elemento de cada bloco;

NC - numero da coluna do sistema geral de equagoes

que servira como base para o enderegamento dos
coeficientes das matrizes de flexibilidade;

S(I) = F - matriz dos coeficientes dos blocos do sistema de
Vequagaes, quando da sua geragEo a partir de P;

STRS(I) = S(I) - vetor que contera a solugao do sistema de
equagoes;

A(I) = F - matriz contendo parte triangular dos coeficien-
tes do sistema de equagoes quando na fase de re-
solugao; vide FIG. 2.4.4.1;

X(I) - vetor contendo parte dos coeficientes reduzidos
do sistema de equagaes, quando da aplicagao do

processo de GAUSS.

2.3 - Estruturacao do conjunto de programas e as limitacoes

impostas pela configuracao do sistema de processamen-—

to

A seguir apresenta-se os comentarios mais importan
tes relativos a estruturagao do programa e os limites para
as dimensoes das matrizes e arranjos envolvidos, decorren-
tes das caracteristicas do computador disponivel.

Com o estudo da listagem dos programas e o auxilio

desses comentarios ter-se-a maior facilidade para a assimi-



lagao do trabalho realizado.

Inicialmente, como primeira tentativa,

toda a lis-

tagem constituia um Gnico programa. Todavia, diante da fre-

quente necessidade de tentar explorar ao maximo a capacida-

de do computador

utilizado, para permitir a consideragao

de estruturas com malhas constituidas por elevado numero de

elementos finitos

mente, o conjunto

configuragao:

UM

ZERO

DOIS

TRES

Leitura, verificagao e
gravagao dos dados em
arquivo auxiliar-disco

Calculo das matrizes
de flexibilidade P,
que serao gravadas em
arquivo auxiliar-disco
e

Geragao ou formagao do
sistema de equagoes 1li
neares da estrutura, -
por blocos, e gravagao
em arquivo auxiliar

Leitura das cargas
e

e por razoes que serao acenadas oportuna-

foi secionado e passou a ter a seguinte

Calculo da matriz T_
Calculo da matriz T
Calculo da matriz H

Calculo da matriz 'q

Resolugao do sistema

de equagoes, pelo pro
cesso de Gauss.

Calculo das deformagoes

Os nomes dos programas sao os que figuram nos circulos da

esquerda



O nimero maximo de elementos a considerar em cada
estrutura depende da capacidade da memoria do computador u-
tilizado.

Pode-se mostrar, com base no teorema de Euler so-
bre poliedros, que o numero de vertices ou nos (=NUMNP) &
da ordem da metade do numero de triangulos (=NUMEL) em uma
rede plana com quantidade suficientemente grande desses po-

ligonos, ou seja:

NUMEL = 2 NUMNP

Esta informagao sera util quando tratar-se da pro-
cura de limites para MAXEL e MAXNP.

O nimero de nos da estrutura determina o numero to
tal de incognitas do sistema simetrico de equagoes lineares.
Tirando-se partido da simetria da matriz dos coeficientes
do sistema de equagoes, bastara gerar os coeficientes da di
agonal e, por exemplo, aqueles situados acima dela. Alem
disso, essa matriz e do tipo em faixa; esta caracteristica
também permite economia de memoria, bastando gerar os coefi
cientes contidos entre os da diagonal e os do limite superi
or da faixa (limites inclusive).

0 valor de MAXNP foi limitado pela area disponivel
no disco magnetico da memdoria auxiliar. No caso do sistema
de processamento IBM-1130, que ainda opera apenas com uma u
nidade de disco magnetico, foi possivel ter acesso a 807% da
capacidade de armazenamento dessa unidade para alojar o sis

tema de equagaes. Lembra-se que para conseguir toda essa a-



rea de trabalho foi necessario desalojar inclusive os compi
ladores e, portanto, trabalhar com programas objeto. Os 207
restantes contem subrotinas essenciais para o processamento
do programa objeto propriamente dito.

Por razoes que serao expostas oportunamente, quan-
do forem detalhadas as operagses realizadas pelo programa
TRES, sera preciso dispor de area, no dispositivo de memori
a auxiliar, correspondente a duas vezes a que for necessiri
a para alojar todos os coeficientes do sistema de equagoes.
Partindo-se desse limite e do limite da maxima largura da
semi-faixa do sistema (que tambem sera fixado posteriormen-
te ao tratar-se de pormenores relativos ao programa TRES)
chega-se ao maximo numero de equagoes que o sistema de pro-
cessamento pode comportar. Consequentemente, havendo para o
caso do elemento "FORCE" 6 incognitas (6 equagoes) para ca-
da no, fica determinado o maximo numero de nos (MAXNP) que
poderao ser considerados nas estruturas analisadas; com a u
tilizagao de NUMEL = 2 NUMNP fixa-se o maximo numero de tri
angulos (MAXEL).

Tendo-se em vista que o sistema de equagoes linea-
res, resultante da aplicagao do método, € simétrico e do ti
po em faixa e que para resolve-lo adotou-se 0 conhecido pro
cesso da eliminacao progressiva de GAUSS, sabe-se que duran
te a fase de eliminagao da incognita correspondente, por e-
xemplo, a linha I=L sera necessario operar apenas sobre os
coeficientes contidos na regiao triangular que se destaca

na FIG. 2.4.4.1 (LIVESLEY, B27, p.p. 214-223). Os coeficien
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tes dessa regiao sao do tipo F , com a adocao de indexa-

I,J

cao bidimensional apenas para maior facilidade de exposicgao.

Os valores de I e J variarao da seguinte maneira:

(I=L) (J=L, L+1, L+2,..., L+IBNDW-1)
(I=L+1) (J=L+1, L+2,..., L+IBNDW-1)
(I=L+2) (J=L+2,..., L+IBNDW-1)
(I=L+IBNDW-1) (J=L+IBNDW-1)

Entao sera necessario reservar, na subrotina relativa ao
processo de GAUSS, uma area de memoria interna do computa-
dor para alojar os elementos dessa regiao triangular, cor-

respondentes aos coeficientes F o numero de coeficien-

1,7 °
tes depende exclusivamente de IBNDW e pode ser calculado

com:

NCOEF = IBNDW (IBNDW + 1)/2

Deduzidas as demais requisicoes de memoria, neces-
sarias para as outras matrizes auxiliares que figuram nessa
subrotina, ficara determinada a dimensao maxima de IBNDW

-+~ » [ ->
compativel com o sistema de processamento disponivel.

Sabendo-se que:
IBNDW = NV (MAXPD + 1)

onde: NV € o numero de variaveis por no da estrutura e
MAXPD e a maxima diferenga entre os numeros desses nos (tri
~angulo por triangulo) que se verifica em toda a estrutura,

podera ser tambem determinado o valor de MAXPD. No caso do



computador ja citado esses valores sao:

MAXPD = 16 e IBNDW = 102.

2.4 - 0s programas e suas etapas

2.4.1 - Programa UM

Este programa 1¢ dados e sobre eles executa testes
preliminares, tais como:

a) verifica se nao ha nenhum elemento com area negativaj;
conforme foi explicado anteriormente as areas dos elemen
tos sao orientadas; um valor negativo indicara que o ele
mento correspondente teve os numeros relativos aos seus
vertices fornecido em sentido contrario ao sinistrorso,
que seria aquele compativel com o sistema x,y adotado;
erro desse tipo sera detectado mediante analise da saida
de resultados deste programa, que contera mensagem infor
mativa correspondente;

b) verifica se o numero de elementos da estrutura analisada
e no maximo igual a MAXEL; tendo-se presente que alguns
sistemas de processamento nao indicam diretamente a ocor
rencia indevida de maior quantidade de dados do que aque
la previamente especificada pelos comandos DIMENSION do
programa, sera bom detectar logo de inicio todos os pos-—
siveis enganos dessa natureza, por razoes obvias;

¢) verifica se o numero de nos nao e maior do que MAXNP;

d) verifica se a maxima diferenga entre numeros de nos de



cada elemento nao & maior do que MAXPD; caso o programa
mostre ser ultrapassado esse limite sera necessario nume
rar novamente os nods da estrutura e verificar a observan
cia desse limite;

e) verifica se o numero de condigoes de contorno (numero de
variiveis conhecidas no contorno) nao e maior do que
MAXBC;

f) calcula a largura da semi-faixa do sistema de equagoes.

Todos esses testes sao efetuados sem que haja in-
terrupgao da execucao quando ocorrer um erro isolado; o er-
ro detectado provocara impressao de mensagem correspondente

e a execugao tera prosseguimento.

Executado este proérama e nao tendo ocorrido erro
nos dados estes serao arquivados no dispositivo de memoria
auxiliar, no arquivo DATUM, para utilizagao durante a execu

cao do programa seguinte.
2.4.2 - Programa ZERO

O programa ZERO, utilizando os dados temporariamen
te armazenados pelo programa anterior no arquivo DATUM, cal
cula as matrizes de flexibilidade necessarias para a poste-
rior montagem do sistema de equagoes lineares.

Para estruturas com assimetria em relacao a x e a

- . -~ . . I3 . -~
y sera sempre dificil conseguir-se divisao regular em ele-
mentos. Neste caso sera necessario calcular as matrizes de

flexibilidade para todos os elementos.



Aqui, julga-se pertinente uma observacao sobre um
detalhe de alguma importancia que nao tem sido devidamente
evidenciado em textos especializados, dedicados a divulga-
gﬁo de programas para analise de estruturas mediante uso
de computadores.

Tem-se notado que muitos desses programas assu-
mem como normal calcular os coeficientes das matrizes de
flexibilidade (ou de rigidez) tantas vezes quantas forem
necessarias ao serem percorridos todos os nos de uma deter
minada estrutura. De fato, para alguns tipos de estrutura,
isto e perfeitamente correto como sera visto a seguir. En-
tretanto, em casos de estruturas com nos onde concorrem
muitas pegas estruturais, por exemplo, mesmo no caso de es
truturas de barras, as citadas matrizes serao geradas duas

vezes pelo programa para cada barra.

Para estruturas de barras, ou mesmo para estruturas conti-
nuas analisadas com o emprego de elementos finitos com pou
cos graus de liberdade para cada no, essas matrizes serao

de baixa ordem e, nesse caso, o tempo necessario para gera
~las sera, muitas vezes, menor do que o que seria gasto pa
ra transporta-las de dispositivos de memoria auxiliar, on-

de estivessem armazenadas apos a sua primeira geracgao. Ge-



ralmente, o tempo de acesso dependera, no caso de dispositi
vos de memoria auxiliar, do acionamento de dispositivos me-
canicos, mais lentos do que o calculo eletronico. Mas, quan
do a ordem das matrizes for mais elevada, podera constituir
alternativa vantajosa, em termos de maior rapidez de execu-
950 do programa, calcular previamente todas as matrizes, pa
ra todos os membros estruturais ou elementos finitos neces-
sarios, armazena-las na memoria auxiliar (pois geralmente
nao caberao na memoria central), desarquivando-as quando fo
rem necessarias para a montagem do sistema de equagoes.
Tratando-se do elemento "FORCE" cada matriz de fle
xibilidade envolve calculo trabalhoso, inclusive exigindo a
inversao da matriz T (21x21) e o tempo correspondente ao
processamento soma aproximadamente 80 segundos (IBM-1130).
Foi constatado que, pelo menos no caso de divisoes
em elementos todos desiguais, a fase de execucao mais demo-
rada € exatamente esta que calcula as matrizes de flexibili
dade dos elementos. Diante disso procurou-se proceder de a-
cordo com uma das seguintes alternativas:
a) estrutura, com espessura e modulo de elasticidade cons-

tantes, que permita divisao regular em elementos conforme

esbogado na FIG. 2.4.2.1 .

FIG., 2.4.2.1 - Divisao re- ()
gular em elementos
12 “ ‘




b)
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As vezes, existe somente uma matriz de flexibilidade a
calcular e a partir dela poderao ser obtidas todas as
restantes, para os demais elementos, mediante o emprego
de adequadas matrizes de rotagao. Todavia, mesmo nao ti-
rando partido da eventual utilizagao dessas matrizes de
rotagao, restarao poucos tipos de elementos basicos a
considerar, correspondentes, por exemplo, aos 4 primei-
ros elementos da figura. Associando-se a cada elemento,
alem do seu numero na malha, outro numero (ITPEL), indi-
cador do tipo a que corresponde, sera muito facil obter-
se o enderego da memoria auxiliar de onde cada matriz de
flexibilidade devera ser retirada para a montagem poste-
rior do sistema geral de equagoes;

estrutura, com variacao descontinua de espessura, poréem
ainda permitindo divisao regular em elementos conforme a
FIG. 2.4.2.1 . Neste caso sera sempre possivel fazer a
divis3o de maneira a ter os 4 tipos basicos de elementos
com a mesma espessura, por exemplo. A partir das 4 matri
zes basicas de flexibilidade sera possivel obter-se as
dos elementos cujas espessuras sejam diferentes, bastan-
do multiplicar as matrizes originais por uma constante
determinada atraves da relagao entre as espessuras res-
pectivas. Observe-se, tambem, que & possivel considerar
o caso de variacao de modulo de elasticidade de elemento
para elemento, pois este caso podera ser equiparado ao

de espessuras diferentes entre elementos. Vide a expres

sao (1.9.23).
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c) estrutura, que nao permita divisao regular em elementos;
neste caso todas as matrizes sao calculadas previamente
por este programa e o proprio numero do elemento da ma-
lha corresponde ao tipo associadoj

d) casos intermediarios poderao vir a ser considerados com
pequenas modificagaes neste programa.

Em todos os casos o tipo do elemento sera forneci-
do como dado, a ser armazenado no arranjo ITPEL(I), I=1, ng
mero de elementos da malha; o arquivo utilizado para alojar
as matrizes de flexibilidade foi denominado REDUZ.

Para calcular as matrizes de flexibilidade o pro-

grama ZERO faz uso das seguintes subrotinas:

MATFT - para formagao da matriz T;

GJRIS - inversao da matriz T, obtendo-se B = T_l 3
KBETA - formagao da matriz Fq ;

MATRH - formagao da matriz H .

Sobre as tres ultimas subrotinas nao ha muitos co-
mentarios adicionais a fazer, alem daqueles que aparecem
nas listagens correspondentes.

KBETA utiliza diretamente as expressoes do item 1.
10 para o calculo de Fq .

MATRH forma a matriz H , admitindo-se em principio
a validade de (1.9.14); caso nao haja a observancia daque-
las desigualdades, pelas coordenadas do elemento em foco,
os sinais dos coeficientes de H serao alterados conveniente
mente no final da subrotina.

GJRIS & subrotina altamente eficaz para a inversao



de matrizes de ordem relativamente elevada, porque realiza

o pivotamento geral dos coeficientes em todas as fases de e

Xecugao.

A subrotina MATFT forma T [(1.7.3),(1.9.1),(1.9.8)}

Reescrevendo (1.7.1)

g = 1,2,3, (2.4.2.1)

com g indicando tratar-se dos 3 vertices do triangulo e
t
s, = [A,n]h h = 4,5,6,

onde h indica cada um dos 3 pontos medios dos lados do ele-
mento e com a utilizagﬁo de (1.9.1) ve-se que para a obten-

cao de t , t e t , bastara conhecer os seguintes valores:
1 2 3

cf(i, i) iex(i,j) ; iey(i,j)
(1ig18) , (lgjig?z21).

Esses valores sao, respectivamente, os coeficientes e expo-
. ~ -

entes de x e de y dos termos que figuram na expressao quln-

tica da fungio de Airy e suas derivadas, conforme (2.4.2.1).

A expressao geral para obter-se os coeficientes



t(i,j) sera do tipo:

xiex(i,j). yiey(i,j)

£(i,j) = c£(i,j) . (2.4.2.2)
onde:
g = 1 quando 1 ig 63
g = 2 quando 7112
g = 3 quando 13 118.
Evidentemente ter—se-a:
cf(£,m) = cf(L + 6,m) = cf(L + 12,m)
iex(L,m) =iex(L + 6,m) =iex(L + 12,m) (1 £K6)
iey(L,m) =iey(£ + 6,m) =iey(L + 12,m) (1 mg21)

Para a obtengao de t st et a expressao geral

dos coeficientes dessas matrizes sera da forma:

t(i,j) = -cf(2,j)sena <1ex(2,3) yleY(Z,J)

h *h h *

. iex(3,j) iey(3,3)
+cf(3,J)cosah Xy ] Yh yi2,3

onde: 18 ig 21 ;3 1£j<21 ; 4<hg6, indicando este ultimo
indice os 3 pontos nodais situados no meio de cada lado do
triangulo.

E interessante chamar a atengao para um detalhe re
lativo a utilizacao de expressoes do tipo daquela empregada
para o calculo dos t(i,j). Segundo a aritmética de alguns
computadores, a potenciagﬁo de base nula com expoente nulo

corresponde resultado determinado de valor nulo. Isto pode




causar resultados errados quando da utilizagao dessas ex-
pressBes. Por exemplo, termos independentes de y e dependen
tes de x?, da matriz T, calculados com a expressao (2.4.2.
2), em pontos com y=0, envolverao calculos aritmeticos do

tipo:

cf(i,j) - x% - 0°

cujo resultado, pelo menos para o IBM-1130, sera igual a ze
ro, mesmo com cf(i,j).x2#0. Sera necessario contornar esse
problema definindo-se, no programa, que o resultado para a
operagao discutida deve ser igual a unidade. Isto explica a
presenga do numero razoavel de testes em alguns pontos des-

ta subrotina.

2.4.3 - Programa DOIS

0 programa DOIS apresenta duas caracteristicas fun

damentais:

a) como ja foi salientado, o numero de equagoes sera quase
sempre muito elevado e, por isso, nao sera possivel alo-
jar todos os seus coeficientes na memoria central; para
poder gerar esse sistema sera necessario proceder a par-
ticoes sobre o mesmo; essas partigoes serao chamadas blo

cos de "equacoes". FIG. (2.4.3.1).
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FIG. 2.4.3.1

Blocos de "equacoes"

b) tendo-se em vista facilitar o trabalho realizado pela
subrotina BIGSL, que resolve o sistema de equagoes, a ge
ragcao do mesmo sera feita de maneira a obter-se enderega
mento por coluna, conforme esbogado na FIG. 2.4.3.1; ne-
la o maior enderego de cada coluna correspondera ao coe-
ficiente mais proximo do limite superior da faixa do sis
tema; os coeficientes a gerar estarao localizados na se-

mi-faixa escurecida; como sera visto ainda no presente i



tem, para manter a generalidade do processo empregado pa
ra a geragao de enderegos e gravacao dos coeficientes
dos blocos na memoria auxiliar, & conveniente e comodo
considerar a extensao da semi-faixa para a "area externa
ao sistema", indicada pela letra E naquela figura.

Para ilustrar melhor as duas caracteristicas, con-
sidere-se como exemplo o seguinte caso hipotético:

Seja um sistema de 20 equagoes com IBNDW = 6 e ad-
mita-se ser 24 o maximo numero de coeficientes desse siste-
ma que a memoria central do computador possa alojar; segun-—
do a notaggo deste programa ter—se—ia NDIMS = 24 e MM =
= IBNDW; portanto NEQBL = NDIMS/MM = 24/6 = 4, ou seja, ca-
da bloco contera &4 "equagoes". Aqui indica-se a palavra e-
quagao com aspas pois tendo-se o enderecamento por coluna
nao havera, necessariamente, em cada bloco, a formagao de e
quagaes completas mas, as vezes, de apenas uma parte de e-
quagao (confronte-se a FIG. 2.4.3.1 e recorde-se que o sis-
tema & simétrico). Supondo-se um elemento finito também hi-
potético com 1 grau de liberdade por nd, ter-se-a NPBL =
= NEQBL/1 = 4, ou seja, cada bloco contém incognitas relati
vas a 4 pontos nodais da estrutura. Para este caso, como e
obvio, NUMNP = 20 e, assim, o nimero de blocos NB podera
ser calculado com NB = 1 + (NUMNP - 1)/NPBL = 1+(20-1)/4 =5,

Nao & dificil perceber que, dependendo do numero
de nos de cada elemento e da numeragao dos nos da estrutura
cada elemento podera estar participando de um ou mais blo-

cos. Assim sendo, sera necessario fazer a classificagao dos



elementos da estrutura para relacionar quais os que partici
pam de cada bloco. No programa, isto & realizado no trecho
que vai do comando (1257+9) atée 140. Em seguida, com as ma-
trizes de flexibilidade dos elementos ja armazenadas pelo
programa anterior, pode-se iniciar a geragao dos coeficien-
tes das colunas do sistema, bloco a bloco, e armazena-los
sucessivamente em memoria auxiliar. Essa geragao e realiza-
da dentro de um longo comando DO que se inicia na instrugao

(140+2) e vai até 400. Dentro desse trecho vale a pena des-

tacar, aléem das definigcoes de variaveis inseridas no progra

ma, o problema do enderegamento, a transformagao de coorde-
nadas para variaveis de contornos inclinados e o problema
da imposigao de condigoes de contorno.

Para o calculo do enderego de cada coeficiente do
sistema de equagoes a partir do coeficiente de flexibilida-
de do elemento, em cada bloco, sera preciso considerar ou
calcular:

a) os LL elementos do bloco M (LL = NEB(M));

b) o primeiro (N1) e o ultimo (N2) nds do bloco M; note-se
que o Gltimo nd do ultimo bloco nao pode ter numero mai-
or do que NUMNP (comando 999+3);

c) o primeiro (NE1) e o ultimo (NE2) elementos (seus nume-
ros dentro da malha da estrutura);

d) o numero efetivo de coeficientes N = MM . NEQB a alojar
no bloco;

e) o numero ou tipo (ITPEL) de cada elemento, para efeito

da retirada da matriz de flexibilidade do arquivo REDUZ
(comando 180+2).



Com os demais dados, relativos aos elementos que

participam do bloco, podera ser calculada a variavel conti-

da no comando 222 que, para o caso hipotetico aqui comenta-

do, teria expressao um pouco diferente ou seja:NC=MM(L-N1)+]

onde L é a variavel que

indica o numero de cada um dos nos

dos elementos que participam do bloco M (N1 LN2); para o

melhor entendimento deste detalhe, que talvez constitua o

ponto mais interessante
tratar especificamente

Suponha-se uma
o primeiro elemento
mita-se que a numeragao

rida a numeragao global

do programa DOIS, sera preferivel

o caso do elemento "FORCE".

chapa dividida em elementos e seja

do primeiro bloco de "equagoes"; ad
dos nos desse elemento esteja refe-

da estrutura conforme a FIG. 2.4.3.

2 onde os demais elementos e nos nao estao desenhados ou nu

merados.

"3

/4

Y
>

FIG. 2.4.3.2

Chapa indicando alguns elementos finitos



A matriz de flexibilidade do elemento tem (18x18)
coeficientes mas, face ao caso particular em exame e a sime
tria, sera necessario espalhar apenas os coeficientes do es
quema da FIG. 2.4.3.3, para levar em conta a sua contribui-

cao para a matriz do sistema de equagoes.

|
D
B FLN
¥/ &/
Gi’ ,i}
\]
SIMETRICA
£
Y/

FIG. 2.4.3.3

Matriz de flexibilidade do elemento

espalhada na matriz do sistema de equacgoes
De acordo com o procedimento indicado no trecho limitado pe
los comandos 909 a 820 do programa,os coeficientes da ma-
triz de flexibilidade do elemento,correspondentes as regi-
Ses limitadas pelos tracos grossos da FIG. 2.4.3.3,serao
lancados nos enderegos dos coeficientes da matriz geral do
sistema de equagoes na ordem indicada pelos numeros circuns
critos. E preciso levar em conta que para eixos X,y cOmo 0s

da FIG. 2.4.3.2 os numeros dos nos do elemento deven



ter sido fornecidos na ordem 1-3-2, ou seja:

NP(1l,1) = 1
NP(1,2) = 3
NP(1,1) = 2

0 resumo das operacoes realizadas para o calculo
de NC e L1 poderao auxiliar a compreensao do trecho agora

considerado:

J 1 L K lNC L1 Regiao
1 1 1 1 1 1
1 2 1 3 1 |nao calcula -
3 1 2 1 |nao calcula -
1 3 1 12MM+1 12MM+13 2
2 2 3 3 12MM+1 12MM+1 3
3 3 2 12MM+1 12MM+7 4
1 2 1 6MM+1 6MM+7 5
3 2 2 3 6MM+1 nao calcula -
3 2 2 6MM+1 6MM+1 6

Observe-se a 1ocaliza§50 dos enderegos, por exemplo, sobre
a regiao 5, que tem J = 3, I =1, L = 2, K =1, NC = 6MM +
+ 1, L1 = 6MM + 7, na FIG. 2.4.3.4 .

Quanto ao problema de estruturas com contornos o-
bliquos, em relagao ao sistema cartesiano X,Y , observe-se
o trecho entre os comandos 910 e 940. O uUnico comentario
digno de nota é relativo as convengoes adotadas para codi-

ficagao das informagoes necessarias.
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Seja uma estrutura qualquer com parte do contormno
conforme a FIG. 2.4.3.5 que indica também os elementos pro-

ximos a esse contorno.

) Y

FIG. 2.4.3.5

—Codificacao de dados relativos a condigoes de contorno —

Para evitar que cada um dos nos dos cantos (12-14-15-19-22-
23) fique referido a dois sistemas locais sera necessario
considerar os 6 sistemas t,n da FIG. 2.4.3.5 . A informagao

contida no arranjo LNOBO(I,J), I=1, NELBO, J = 1, 8 tera a

forma:
I LNOBO
I,1 1,2 I,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
1 3 2 7 12 - 1 2 -
2 5 2 12 14 - 2 3 -
3 7 2 14 15 - 3 1 -
4 8 2 15 17 - 1 1 -
5 9 1 17 - - 1 - -
6 10 2 17 19 - 1 4 -
7 11 2 19 21 - 4 4 -
8 12 1 21 - - 4 - -
9 13 2 21 22 - 4 5 -
10 14 2 22 23 - 5 5 -
NELBO - -~ - - - - - -—




LNOBO(I,1) contem os numeros dos elementos que tem nos so-
bre o contorno;

LNOBO(I,2) indica quantos nos cada elemento tem no contorno;
LNOBO(I,J), J=3,4,5 indica os numeros desses nos;
LNOBO(I1,J), J=6,7,8 indica os enderegos dos valores dos an-
gulos a , necessarios para as transformagaes de coordenadas,
que estarao contidos em ANGLE(I). Note-se que, neste caso,

sera necessario fornecer 5 valores decaj;(a = a ).
1 "

Observagao: a transformagao das caracteristicas de flexibi-
lidade do elemento, relativas a x,y , para o sistema local
t,n , pode nao afetar todos os 3 nos desse elemento, pois
ha casos em que apenas um ou dois nos estarao sobre o con-
torno; por isso sera necessario verificar, na matriz de fle
xibilidade, montada com obediencia a convengao relativa a
sequencia sinistrorsa dos numeros nodais do elemento N =
= LNOBO(I,1l), quais os coeficientes a modificar, tendo em
vista as informagoes contidas em LNOBO(I,J), J=3,4,5; isso
& realizado pelos comandos 914 atée 917.

Resta examinar o problema da identificagao do tipo

de condigEo de contorno a impor sobre as equagoes que cor-

respondem as incognitas dos nos do contormno.

Como foi visto, no contorno ha variaveis com valo-
res conhecidos, diferentes de zero ou nulos. Para a imposi-
cao de condigoes de contorno tem sido adotado correntemente
o procedimento descrito a seguir.

Por diversas razoes, dentre as quais destaca-se a

intengao de nao dificultar o problema da indexagao, que po-



dera continuar sendo resolvido com a tecnica exposta anteri

ormente, o sistema € montado incluindo todos os coeficien-

tes, mesmo que correspondam a variaveis sobre as bordas, as

quais estarao associados valores conhecidos; feito isto, po

derao ocorrer dois casos:

a)

b)

a variavel conhecida, por exemplo S,, tem valor nulo;

neste caso sera preferivel nao eliminar S , e a corres-
27
pondente equaggo numero 27, do sistema, pois bastara tor

nar nulos todos os coeficientes da linha e coluna que

concorrem na posigao do coeficiente F exceto este,
27527

que sera igualado a unidade. Deste modo elimina-se a in-
fluencia da variavel conhecida de valor nulo sobre as de
mais incognitas do problema, o que equivale a dizer que
aquela € nula;

a variavel conhecida, por exemplo §35, tem valor diferen
te de zero, que indicar-se-a por C; preferiu-se adotar o
procedimento que multiplica o coeficiente F da dia-

35935

gonal por um numero muito grande, por exemplo 1.1018, e

trocar o termo do segundo membro por F -10!8-0; oS
35,535

valores do tipo (F -10'8%) serao arquivados temporari
35,35 -

amente em CONHE(I) para a posterior multiplicagao por C,
que somente sera lido pelo programa TRES; sendo os dema-

is coeficientes da 35a. linha muito menores do que

F -10!'% e sendo:
355935

F S + ..+ F .10'%  + .. + F_ S =
3551 1 35535 3



com n = NEQ = numero de equagoes, ter—se-—a:

S =
35

Isto equivale a dizer que o valor das demais incognitas nao
deve influir sobre o valor de S , o que & justamente coin-
35

cidente com a realidade pois §35 e igual a valor conhecido,
que nao deve, portanto, ser mesmo alterado pelas demais in-
cognitas.

Note-se que a 35a. coluna nao deve ser alterada no
sistema.

Em termos de programagao bastara adotar codigo que
indique: quais os nos situados sobre o contorno, quais as
variaveis conhecidas correspondentes a esses nos e, para es
tas, se os valores conhecidos sao diferentes de zero ou nu-
los. Estas informacoes sao lidas como dados no programa UM
(comandos 45 a 250). Os comentarios presentes nesse trecho
do programa explicam o codigo adotado. Para auxiliar a com-
preensao resume-se aqui o seu significado.

Suponha-se o no M sobre o contorno de uma estrutu-

ra para o qual conhece-se o seguinte:

A esse conjunto de informagoes corresponderao os seguintes

valores para os arranjos L1(I) e ICON(I), I=1,6:



I L1(I) ICON(I)
1 1 1
2 1 1
3 1 0
4 0 0
5 1 1
6 1 1
Em resumo:
Ll = 1 significa valor conhecido;
Ll = 0 significa valor incognito;
ICON = 1 significa valor conhecido nao nulo e
ICON = 0 significa valor conhecido nulo se L1 = 1 ou
valor incognito se L1 = 0.

Evidentemente a informagao do tipo exposto no quadro anteri
or é desvinculada de referencia as incognitas da estrutura.
Para ligar essa informagao ao sistema de equagoes utiliza-
-se o numero M do no da estrutura e transporta-se a informa
cao de ICON(I) para local adequado dentro do arranjo
ICONH(K); ao mesmo tempo forma-se uma lista NEBC(J) dos nu-
meros das equagoes que tem condicao de contorno a impor,
conforme a informagcao dada por ICONH(K). Note-se que se pa-
ra um certo I e um no M determinado L1 for igual a zero,

ter-se—a sempre
ICON(I) = ICONH(K) = O,

ou seja, a variavel correspondente e incognita; neste caso
nao ha condigao de contorno a impor e, portanto, na lista
NEBC(J) nao constara o numero da equagao correspondente. Os

comandos 820+1 ate 360, do programa DOIS, usam essas infor-



magoes preparadas pelo programa UM, para a imposigao das
condigoes de contorno as "equacgoes" de cada bloco conside-
rado. Note-se que, em cada bloco, & necessario testar todos
os numeros, identificadores das equagoes de borda, da lista
NEBC(J), para verificar quais os que coincidem com os nume-
ros das "equagoes" que o bloco em formagao estiver gerando;
havendo algum coincidente, e testado ICONH, serao tomadas
as providencias ditadas pelos comandos 370 e seguintes ou
375 ate 360. O bloéo assim tratado podera, entao, ser arma-
zenado, por coluna, na unidade auxiliar de memoria e passa-

~-se para o bloco seguinte.

2.4.4 - Programa TRES

O programa TRES 1le dados relativos ao numero de
pontos nodais carregados (no contorno) a tolerancia maxima
permitida sobre os residuos, ao maximo nimero de iteragoes a
realizar para tentar atingir essa tolerancia e indica, ain-
da, se ha necessidade de perfurar valores das tensoes prin-
cipais e suas diregoes, para utilizacao posterior. Além dis
so, para as equagoes com»condigSes de contorno impostas,
procede 2 adequada modificagao dos coeficientes do segundo
membro do sistema, conforme a técnica exposta ao tratar o
programa DOIS. Aciona tambem a subrotina BIGSL que resolve
o sistema de equagaes e, com a solugEo obtida, se houver in
cognitas referidas a eixos locais, procede a rotacao, com a

utilizagao da subrotina TRANS, para referir todos os valo-



res ao sistema cartesiano x,y ; em seguida, calcula com a
subrotina DEFOR, todas as tensoes principais, suas diregoes
e as deformagoes principais, providenciando as saidas de re
sultados pela impressora ou em cartoes.

A subrotina BIGSL, inicialmente, retira do arquivo
COEFS, da memoria auxiliar, os coeficientes relativos ao
primeiro conjunto triangular mostrado ma FIG. 2.4.4.1 . Is-
to e realizado pelos comandos 110+1 ate 130. Note-se que,
para evitar o alojamento dos coeficientes nulos, que figu-
ram nos registros da memoria auxiliar para as (IBNDW-1) pri

meiras colunas, nesse trecho do programa procede~se a uma

\

Mko

FIG. 2.4.4.1

—Bloco triangular de coeficientes do sistema de equagoes —

transformagao de enderegos para esses coeficientes. Deste
modo, com os novos enderegos, fica-se com a situagao da
FIG. 2.4.4.2, onde estao indicados os primeiros coeficien=-
tes de parte da metade do sistema de equagoes, nela inclui-

dos os coeficientes da diagonal principal.



S1(S3(S6(S10| :
S2|S5(89| :
S4|S8| :
S7| .
Sl

FIG. 2.4.4.2
Coeficientes do sistema de equagoes

com enderegos modificados

Confronte-se esta figura com a FIG. 2.4.3.4 para verificar
a mudanca de enderecgamento.

Em seguida e feita a aplicacao do processo de GAUSS.
As transformagoes sobre os coeficientes sao feitas pelos co-
mandos 130+1 atée 200. De acordo com o ilustrado pela FIG. 2.
4.4.3, quanto aos enderecgcos dos coeficientes A(I)(f(I,J)) do
sistema, a sequéncia de operagoes correspondentes a elimina-
cao da 12 incognita, que envolvera apenas os coeficientes da
regiao triangular delimitada por linhas mais grossas dessa
figura, sera feita do seguinte modo:

A(l) € transferido para X(1),

A(2) e reduzido ou transformado em A(2) - (A(3)/A(1)).A(3) e
transferido para A(l),

A(3) & dividido pelo pivo e transferido para X(2),

A(4) e reduzido ou transformado em A(4)-(A(6)/A(1)).A(6) e
transferido para A(2),

A(5) e reduzido e transferido para A(3)

A(6) e dividido pelo pivo A(l) e transferido para X(3),

A(7) € reduzido e transferido para A(4),
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N

Redugoes e relocagoes dos coeficientes do bloco triangular

FIG. 2.4.4.3

A(8) e reduzido e transferido para A(5),

A(9) e reduzido e transferido para A(6) e

A(10) e dividido pelo pivo A(l) e transferido para X(4).
Ocorrendo essas transferencias o 19 bloco triangular ficou
com a ultima coluna, antes ocupada pelos coeficientes A(7),
A(8), A(9) e A(10), livre para o alojamento da proxima colu
na (com MM coeficientes) do sistema de equagoes que, entao,
podera ser transferida do disco para a memoria central; ago
ra nao sera necessario haver preocupagao de eliminagao de
coeficientes nulos, do tipo que apareceram quando o bloco
triangular estava sendo montado pelo primeira vez na memﬁri

a central; vide FIG. 2.4.3.4; o registro agora transportado



contera MM coeficientes efetivamente pertencentes ao siste-
ma. Feito o transporte dessa coluna (comandos 191 e 191+1)
o bloco triangular ficara restaurado e as operagaes podem
ser repetidas, agora para a eliminagao da segunda incognita
s .
2

Evidentemente, havera um limite para a dimensao do
vetor X(I). Portanto, quando todas as posicoes de X estive-
rem ocupadas antes do término da eliminacao de todas as in-
cognitas do sistema, sera necessario armazenar X na memoria
auxiliar para poder reutilizar esse vetor ao dar prossegui-
mento a eliminagao das incognitas restantes. Para esse fim
estao incluidos os comandos 190 e 201 até 200. Os coeficien
tes reduzidos, contidos em X, sao transferidos para os re-
gistros do arquivo REDUZ.

Qutro cuidado a tomar, correspondente ao comando

160+1, diz respeito a necessidade de verificar se a ultima

coluna do sistema ja foi transportada para a memoria cen-

tral. FIG. 2.4.4.4 .

AN

ULTIMA LINHA COM
MM COEFICIENTES

ULTIMA COLUNA DO SISTEMA

FIG. 2.4.4.4

Parte final do sistema de equagoes



Além disso, apos o transporte da ultima coluna do sistema
para a memoria central e a eliminagio da incognita ENEQ-MM’
a aplicagao do procedimento exposto anteriormente sera rea-
lizada sobre um numero progressivamente decrescente de coe-
ficientes, a medida que se aproximar a eliminagao da ultima
incognita §NEQ' Por esta razao estao incluidos os comandos
de controle e desvio, 130+4 ate 778, para orientar o numero
de operagoes nesta fase.

Como pode ser observado nao foram reduzidos os ter
mos independentes. Isto e efetuado, logoapos a conclusao da
redugao dos coeficientes do sistema, no trecho compreendido
pelos comandos 200+4 atée 233. Naturalmente, todos os pivos
necessarios para essas operagoes estao também na memoria au
xiliar para onde foram transferidos como parte do vetor X.
Os termos independentes STRS(I) tambem ficam 13 gravados,
logo apos o fim do arquivo REDUZ dos coeficientes de X.

Realizada esta outra fase, pode-se fazer a substi-
tuigao regressiva para a obtencao final das incognitas §i.
E o trecho dos comandos 233+1 ate 260. Em seguida, desejan-
do-se refinamento da solugio obtida, procede-se ao calculo
dos residuos e a sua comparagao com a precisao desejada, no
trecho 260+1 atée 451. Para o calculo dos residuos & necessa
rio dispor dos coeficientes originais A(I) do sistema que,
portanto, devem ter permanecido inalterados nos registros
do arquivo COEFS. Esta € a razao que exigiu a reserva de ar

quivos com dimensoes iguais para os coeficientes originais

em COEFS e os reduzidos X(I) em REDUZ.



Por meio desta subrotina pode-se requisitar a perfuragao
dos valores:

N? do ponto 3 X ; Y ; o s o, 3 ® ; diregao indicada por 6,
para utilizagio posterior pelo programa do anexo 2, que tra
tara de desenhar grafico de 01, 02 nas direcoes principais,
para cada ponto.

Para permitir um exame panoramico e imediato da
qualidade dos resultados, elaborou-se o programa do Anexo 2
(SAVASSI-AKAMATU, B28) que, inicialmente, foi utilizado pa-
ra o tratamento de dados colhidos em ensaios de modelos re-
duzidos (Bl, B2) no Laboratorio de Estruturas. Posteriormen
te, para utilizacao nos exemplos do capitulo seguinte, o au
tor introduziu—lheroutras modificagoes que estao incorpora-
das na versao apresentada no Anexo 2,’dndé ha comentarios
suficientes para permitir a sua utilizacgao.

Muitos dos desenhos de tensaes principais &o capi-
tulo seguinte sao reprodugoes diretas dos resultados do
PLOTTER IBM-1627, produzidos pelo programa aqui comentado.

As deformagoes principais sao calculadas a partir
de 01, 02, que poderEo ser valores medios, nos nos onde con
correm elementos com espessuras ou modulos de elasticidade
diferentes. Nao teria sentido calcular €, » By 0 Y a par-

y Xy
tir de Ux , Oy , Txy para cada ponto, se os elementos que
tem vértices participando desse ponto apresentassem espessu
ras ou modulos de elasticidade diferentes pois, para cada

espessura, haveria valores diferentes para cada terna de de

formagoes. Seria necessario calcular uma média e com ela



calcular as deformacoes principais. Parece correto calcular
essas deformagoes principais a partir de 01, 02 pois estes
valores ja foram convenientemente afetados pelo fato dos e-
lementos poderem ter espessuras diferentes.

Finalmente, menciona-se o programa ENERG que calcu

la a energia de deformagao da estrutura.
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3. TESTES DE AFERICAO DO ELEMENTO FINITO FORCE

3.1 ~ Introdugao

Para a aferigao preliminar da qualidade dos resul-
tados foi escolhida inicialmente uma estrutura suficiente-
mente simples, constituida por uma chapa retangular, com re
lagao 1:2 entre seus lados,solicitada por carga uniformemen
te distribuida e unitaria (py = 1) ao longo dos lados meno-
res. Esta estrutura sera mencionada, daqui por diante, cémo
"retangulo elastico" e sua espessura sera constante ou vari
avel. Quando constante sera igual a unidade.

Posteriormente, alem desta aplicagao, foram anali-
sados 0s seguintes casos:

a) Viga parede quadrada bi-apoiada sobre pilares,
com carga uniformemente distribuida sobre 8/10 da borda su-
perior, confrontando-se os resultados com os obtidos por AN
DERMANN (B19), que empregou o processo das diferencas fini-
tas, usando polinomios de segundo grau;

b) Viga em balanco, carregada na extremidade livre
por tensoes tangenciais distribuidas parabolicamente; os re
sultados estao comparados com aqueles da teoria da elastici
dade e_cbm resultados obtidos por FELIPPA (B26) que utili-
zou o metodo dos elementos finitos, admitindo campos de des
locamentos representados por polinomios de segundo grau.

c) Solicitacao por protensao no pilar tipico do

vertedouro da barragem de gravidade da ILHA SOLTEIRA, ante
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riormente analisado em estudo experimental no Laboratorio
de Estruturas da EESC (B2).

Tratando-se do retangulo elastico, os diversos ca-
sos analisados, também sao apresentados com o intuito de fa
cilitar aos eventuais usuarios do programa em FORTRAN a de-
puragio de provaveis erros de perfuragEo, ou para guiarem a
daptacoes deste programa para utilizacao de outros sistemas
de processamento. Os primeiros casos, com divisoes em pou-
cos elementos, terao a vantagem de permitir o acompanhamen-
to de tais adaptagoes sem demora do equipamento, apesar de
permitirem testes exaustivos de todos os atalhos constantes
do programa. A consideracao de estrutura com diversas divi-
soes serve tambem para verificar o adequado dimensionamento
das matrizes e arranjos constantes do programa, principal-
mente quandoy por limitacoes de memoria central do computa-
dor, estiverem com dimensoes reduzidas apenas ao minimo in-
dispensavel e compativel com o sistema de processamento uti
lizado.

Para os dois primeiros casos sao apresentados to-
dos os dados que constam das folhas de resultados do proces
samento pelo IBM~-1130, além da representacao das tensoes
principais obtida com a utilizacao do programa do Anexo 2,
mencionado anteriormente.

Para cada um dos casos restantes do retangulo eléi
tico e das estruturas a), b) e c) serao apresentadas: a lis
ta de tensoes O 5 0, » T , a lista das tensoes principa-

y Xy

is cl s 02 e a representacao destas, executada com o progra
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ma do Anexo 2, via PLOTTER 1IBM-1627.

3.2 - Retangulo elastico,com divisao regular em 8 elementos
finitos, de espessura constante e lados inclinados em

relacao ao sistema de referencia geral X,Y

E o caso da FIG. 3.2.1 . Foi utilizado para testar
a correta imposicao de condigoes de contorno de casos gera-
is, que apresentem bordas inclinadas em relacao ao sistema
global de coordenadas.

Observe-se no retangulo elastico desenhado em tama
nho reduzido, com a respectiva divisao em elementos finitos
os eixos locais t,n sobre os lados maiores. A analise dos
dados relativos a essa estrutura e a FIG. 3.2.1 auxiliarao
a identificacao dos valores a assumir para as variaveis cor
respondentes do programa.

£ oportuno ressaltar aqui outro aspecto ligado a a
nalise da maioria das estruturas a seguir apresentadas. Evi
dentemente, ao analisar qualquer estrutura deve-se procurar
tirar partido das eventuais simetrias ou assimetrias. Tendo
~-se em vista que além da procura da solugao para os proble-
mas analisados, outros fatores estiveram fazendo parte da
presente investigacao, citando-se como exemplo a pesquisa
da simetria dos valores efetivamente calculados no retangu-
lo elastico para as grandezas incognitas da estrutura toda,
os resultados foram sempre obtidos para as estruturas intei
ras, com excecao do caso da viga parede. Em 3.5 faz-se nova

referencia a esta justificativa.
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3.3 - Retangulo eléstico,com divisao regular em 8 elementos
finitos, de espessura constante, com lados paralelos

ao sistema global de coordenadas

Esta apresentado na FIG. 3.3.1 . Serve para teste
do caso pafticular em que o Engulo o, de acordo com a con-
venggo da FIG. 1.9.6, assume o valor 37/2. Em outras pala-
vras, inicialmente, este caso foi testado como se as bordas
estivessem inclinadas em relagao a x,y (TABELA 3.3.1). Para
efetuar o processamento de casos desta natureza basta infor
mar o programa atraves da variavel ISKEW, conforme comenta-
rios inseridos na listagem do programa UM. Posteriormente o
mesmo caso foi testado com a consideracao da inexistencia
de inclinagoes de trechos do contorno em relacao a X,Y. Os
resultados foram praticamente os mesmos, de acordo com a TA

BELA 3.3.2 .

3.4 - Retangulo elastico, com divisao regular em 32 elemen-

tos finitos de espessura constante

E o caso da FIG. 3.4.1 . Esta divis3ao e a que re-
sulta da anterior dividindo-se ao meio todos os lados daque

les triangulos.
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1,5 cm = 1 kgf/cn$

FIG. 3.2.1 - Retangulo elastico, es-
pessura constante, lados inclinados.
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FIG. 3.3.1 - Retangulo elastico, es-
pessura constante, 8 elementos, divi
—+ sao regular, lados paralelos a xy.
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FIG. 3.4.1 - Retangulo elastico, es-—
pessura constante, 32 elementos, di-
visao regular.
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3.5 - Retangulo elastico, com divisao regular em 128 elemen

tos finitos de espessura constante

Este caso, representado na FIG. 3.5.1, deriva do

anterior atraves da divisao ao meio de todos os lados dos e
lementos daquele caso. Para este tipo de divisao, este € o

maximo numero de elementos que foi possivel utilizar no IBM
-1130. O caso imediatamente posterior, com 256 elementos, e
xigiria dimensoes excessivas para a capacidade desse compu-
tador. Seria possivel examina-lo com a consideragao da sime
tria da estrutura, o que nao foi feito tendo-se em vista o

exposto em 3.2 . Tambem sera possivel tratar este caso des-
de que se disponha de programa mais geral, capaz de conside

rar sub-estruturas (vide '"Consideragoes Finais").

3.6 - Retangulo elastico com divisao regular em 16 elementos

finitos de espessura constante

Foi testada uma série correspondente a divisao do

tipo que aparece na FIG. 3.6.1, com 4, 16 e 64 elementos. A
qui se apresenta apenas o caso com 16 elementos para que se
tenha idéia da qualidade dos resultados e para efeito de

comparagzo com o que se trata no caso 3.7 . A disposicao

dos elementos nas malhas correspondentes a este tipo de di-
visao &€ mais adequada e recomendavel quando se pretende ana
lisar o andamento da solugao, a medida que a estrutura pas-

sa a sofrer divisoes contendo numero paulatinamente crescen
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te de elementos. De fato, a nao ser para a primeira divisao
(matriz), com esse procedimento os nos internos receberao

influencia de numero constante de elementos, nas malhas for

madas por numero sucessivamente crescente, nao havendo ra-
zao para sofrerem condicionamentos impostos pela maneira de
dividir a estrutura. Se o elemento tende a construir solu-
coes convergentes (ou nao) nao deve haver, portanto, influ-
encia da divisao, a medida que estiverem sendo considera-
dos mais elementos na estrutura. Além disso, com esse proce
dimento continua-se a ter divisao regular o que, de acordo
com o que foi mencionado no capitulo anterior, tem a vanta-
gem de exigir o calculo de matrizes de flexibilidade para
um pequeno numero de elementos da estrutura. Os resultados
obtidos nesta série também mostraram menor variagao entre
os valores de ponto para ponto, em relagao a série 3.3 a
3.5, e isso pode ser atribuido ao fato de ter-se aqui a men
cionada constancia do niumero de elementos, concorrendo em
todos os nos internos, para a serie toda (pelo menos com 16

e 64 elementos).

3.7 - Retangulo elastico, com divisao irregular em 18 ele-

mentos de espessura constante

* - [

Este caso, FIG. 3.7.1, mostra a pequena influencia

da presenca de elementos com dimensoes e formas bastante va
riaveis na malha. Os valores Oy sao praticamente os mesmos

que foram obtidos com a divisao regular em 16 elementos

(3.6) que &€ o caso mais diretamente comparavel com este, po

is o numero de nos (variaveis) internos e identico.
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3.8 - Retangulo elastico com divisao regular em 32 elemen-

tos finitos e variacao descontinua de espessura

Foi também testado o caso em que o retangulo elas-
tico apresentasse regioes com variagoes descontinuas de es-
pessura, conforme ja salientado anteriormente. Dividindo-se
essas regioes de maneira a ter-se em cada uma elementos com
espessura constante, poder-se~a obter respostas suficiente-
mente aproximadas para este problema que tem sido menciona-
do na literatura como o "estado quase-plano de tensoes". Co
mo se sabe, &€ de se esperar valores distantes dos reais nas
regioes proximas a secao onde ocorre a variacao de espessu-
ra, uma vez que nessas zonas o problema deixa de ser plano,
ocorrendo inclusive concentracgoes de tensoes. Todavia, nas
regioes distantes dessas zonas os resultados passam a ser
novamente do dominio do estado plano. E o que pode ser ob-
servado no ponto central da chapa correspondente a FIG. 3.
8.1, onde a espessura da regiao destacada em cor mais escu-
ra e metade da espessura do restante da chapa.

Para efeito de preparacao de dados relativos a ca-
sos que, como este, apresentem divisao regular em elemen-
tos, e possivel ainda calcular apenas as matrizes dos ele-
mentos que tenham espessura escolhida como "basica" e a par
tir destas matrizes obter as outras para os elementos que
tem espessura diferente. Nesse caso a numeracao dos elemen-
tos deve ser tal que em primeiro lugar aparegam os tipos

"basicos" e logo em seguida os tipos correspondentes que a-
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penas diferem daqueles na espessura, mantendo orientagio e
dimensoes dos lados. As mesmas consideracoes valem para os
valores a atribuir as variaveis ITPEL(I) do programa.
Diversos casos foram testados. Para nao alongar de
masiadamente a lista de exemplos, apresenta-se aqui apenas
com relaqu entre espessuras igual a 0,5. Se o ponto 12 es-
tivesse suficientemente afastado das segoes onde ocorrem as
variagaes de espessura, a tensao Uy deveria ser igual a 2,0

kgf/cm?.
3.9 - Viga parede

Este caso, das FIGS. 3.9.1 a 3.9.5 corresponde a u
ma viga parede quadrada com apoio sobre 2 pilares de extre-
midade, carregada com carga uniformemente distribuida sobre
8/10 da parte central do contorno superior. Para comparacgao
foram utilizados os resultados apresentados em ANDERMAN(B19,
p.p. 57,58), que apresenta este problema resolvido com o em
prego de diferencas finitas com polinomios algébricos de se
gundo grau. A TABELA 3.9.1 resume os resultados obtidos em
B19. Apenas para tornar possivel esta comparacao e que oS
pilares foram supostos aplicando reacoes uniformemente dis-

tribuidas sobre a viga-parede.
3.10 - Viga em balango, perfeitamente engastada

Foi analisada uma viga de segao transversal retan-

gular, com 48" de comprimento, 12" de altura e 1" de largu-
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ra, solicitada por carga correspondente a tensoes cisalhan-
tes distribuidas parabolicamente sobre a extremidade livre,
conforme a FIG. 3.10.1 . Além dos resultados obtidos com o
elemento FORCE apresenta-se comparagao com os obtidos da Te
oria da Elasticidade, segundo DEN HARTOG (Bl17, p. 179) e
com resultados de FELIPPA (B26, p. 166).

As comparacgoes sao relativas a o, € T,, na segao

Xy
definida por x = 12". Neste problema, a aplicacao das hipo-
teses da resistencia conduzira a tensoes coincidentes com
as obtidas na Teoria da Elasticidade, tambéem com emprego da
funcao de Airy (WANG, B23, p. 46), se a segao do "engasta-
mento" puder exibir diagrama linear de tensoces normais (ten
sao nula na linha neutra) e tensoes tangenciais com distri-
buicao parabolica semelhante a da extremidade livre. Haven-
do engastamento perfeito as tensoes normais e tangenciais
terao distribuicoes diferentes e &€ de se esperar que as res
postas de B23 sejam aproximadas naquela secao e nas vizi-
nhas. A construcao de uma fungao de Airy, que procurasse le
var em conta a existencia do engastamento perfeito, nao se-
ria tao simples como a que esta referida em B23.

A aplicagao do elemento finito FORCE a este exem-—
plo nao exige a adocao de hipoteses a respeito das distribu
igoes de tensoes normais ou tangenciais na segao do engasta
mento perfeito. Nessa secao, de acordo com as consideragoes
que precedem a expressao (l.4.4), essas tensoes figuram co-
mo incognitas de mesma natureza que as demais do restante

da viga. Alem disso, como decorrencia da formulagao corres-
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pondente, serao tais que respeitarao compatibilidade nessa
segao. Diante disto sera possivel comparar os resultados ob
tidos com elementos finitos e os obtidos com a Teoria da E-
lasticidade, apenas nos pontos de secoes distantes do engas
tamento perfeito, levado em conta o conhecido principio de
Saint Venant. Aqui foi considerada a secao definida por x =
= 12", Nessa secao e nas demais, em direcao a extremidade
livre do balango, os valores de o e Gy sao perfeitamente
coincidentes com os da teoria de flexao de vigas.

Nas segoes com x < 12" verifica-se concordancia ra
zoavel para o ate x > 9". As tensoes de cisalhamento sao
razoaveis para x > 15". Estas afirmagoes podem ser verifica

das examinando—-se as tabelas relativas a este exemplo e a

FIG. 3.10.2 .
3.11 - Ilha Solteira

Como ultimo caso de aplicagao do elemento finito a
qui desenvolvido foi escolhido o modelo do pilar tipico do
vertedouro da barragem da Ilha Solteira, que ja fora estuda
do experimentalmente pelo autor em conjunto com a equipe do
Laboratorio de Estruturas da EESC (B2).

Pode-se ter idéia do tipo da estrutura considerada
atraves do esquema apresentado no canto inferior—esquerdo
da FIG. 3.11.1 . Pilares desse tipo devem ter a finalidade
de permitir a colocagao e a operacao de comportas que, sen-

do neste caso do tipo de setor, se apoiam em mancais fixos
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ao bloco situado acima da junta indicada na FIG. 3.11.1 .
Esse bloco devera ser adequadamente ancorado ao corpo do pi
lar para poder receber as agaes das comportas. No caso estu
dado essa fixacao foi providenciada mediante a utilizagao
de cabos de protensao que, parcialmente, aparecem traceja-
dos no esquema citado. Haveria, entao, que analisar diver-—
sos casos de solicitacao do pilar, em face das cargas menci
onadas. Desses casos, o da aplicacao da protensao total aos
cabos que se ancoram no interior do pilar e na face de ju-
sante do bloco, foi analisado com o emprego do elemento fi-
nito FORCE. No prototipo seriam alojados 20 cabos de 100 tf
cada um, localizados em 4 planos, simetricamente paralelos
ao plano medio do pilar, dele distando, respectivamente
1,05m e 1,45m. No modelo, a escala de forcas (1:400) e a ne
cessidade de se considerar menor numero de cabos levaram a
adocao de 10 cabinhos com 500 kgf cada, 5 em cada lado do
plano medio, dele distando 6,25cm. Na face de jusante do
bloco do modelo as ancoragens estao igualmente afastadas de
2,50cm das faces superior e inferior.

0 pilar tem 3,50m de largura no prototipo e 17,5cm
no modelo reduzido construido no L.E. (escala geometrica
A = 1:20). Nesse modelo foram tomadas medidas de deforma-
coes nas faces laterais, por nao se dispor de equipamento a
dequado para medigoes no interior da massa de micro-concre-
to, que constituiu o material empregado para a sua constru-
950. Para as medidas foram empregadas rosetas retangulares

de extensometros elétricos, com o extensometro central ori-
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entado segundo a diregio da resultante da protensao, que
faz angulo de 17° com a horizontal. Os angulos relativos as
direcoes principais obtidas dos dados dos ensaios sao medi-
dos a partir da direcao da resultante da protensao. Desse
modo os valores desses ensaios (médias entre as deformagoes
medidas em cada face) nao representam grandezas a partir
das quais o real estado de deformagoes do interior do mode-
lo possa ser facilmente deduzido. Porem, constituem uma in-
dicagao util que conjugada a outras informagoes puderam ori
entar o projeto dessa estrutura. Alem disso, para o fim que
aqui se almeja, essas medidas, a partir das quais poderao
ser deduzidas as direcoes principais de deformagoes (ten-
soes), em cada ponto, podem ser consideradas como represen-
tantes de um estado plano de tensoes.

Se, por outro’' lado, se considerar o mesmo pilar e
a mesma solicitagao e se aplicar o método dos elementos fi-
nitos, considerando-se as cargas de protensao distribuidas
na espessura do pilar e nao apenas parcialmente localizadas
na regiao das ancoragens, este caso devera dar estado de
tensoes afim ao que foi obtido no estudo experimental, ou
seja, pelo menos as direcoes principais devem ser pratica-
mente coincidentes. Esta conclusao sera tanto mais valida
quanto mais afastado do bloco estiver o ponto considerado,
levada em conta a fungao distribuidora desse bloco.

Isto foi, de fato, confirmado pelos resultados
que aparecem na FIG. 3.11.1 e nas tabelas correspondentes.

Na figura estao superpostas em um unico desenho as diregoes
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principais dos pontos correspondentes aos '"centros'" das ro-
setas instaladas no modelo e dos pontos correspondentes aos
nos da malha de elementos finitos considerada. Esses pontos
nao coincidem porque sao diferentes as limitagoes impostas
ao se projetar a distribuigao das rosetas nas faces do mode
lo e ao se construir a malha de elementos finitos. As indi-
cagcoes constantes da FIG.3.11.1 podem orientar adequadamen-
te a interpretagao dos dados que nela figuram. Os valores
das tensoes principais correspondentes estao desenhados em
escala. No modelo, as tensoes foram obtidas, a partir das
deformagoes medidas, atraves da aplicagao da lei de Hooke,
utilizando-se valor do modulo de elasticidade oriundo de
ensaios de corpos de prova cilindricos (E;3.105kgf/cm2).Os
valores das tensoes principais da FIG. 3.11.1, corresponden
tes a centros de rosetas ou a nos dos elementos finitos,nao
coincidem numericamente, por terem sido gerados a partir de
hipoteses diferentes.Dentre elas, a adogao do valor de E,
obtido de ensaios de corpos de prova, parece justificar boa
parte das discrepancias observadas. As tensoes obtidas com

o emprego dos elementos finitos nao dependeram do valor de
E. Observou-se que, calculando-se as deformagoes principais,
a partir dos valores das tensoes obtidas com elementos fini-
tos, adotando-se o E acima, resultaram valores maiores do
que os medidos no modelo. Isto explica, em parte, os valores
menores das tensoes calculadas a partir das deformagoes medi
das no modelo. Apesar disso, as diregoes principais devem

ser aproximadamente as mesmas. Salienta-se que, para facili-
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tar o trabalho, no caso do emprego dos elementos finitos, a
resultante de protensao, de 5tf, foi uniformemente distribui
da em area correspondente a largura do pilar vezes a altura
do bloco. No estudo experimental as cargas dos cabinhos sao
parcialmente distribuidas nas correspondentes areas das suas
ancoragens. A simplificagao mencionada deve afetar mais os
valores das tensoes do bloco (que nao tem medidas correspon-
dentes ao estudo experimental) e menos a regiao aqui estuda-
da, que e a zona do pilar a montante do contato com o bloco.
Como esclarecimento final cumpre observar que, para
poder analisar este exemplo, foi necessario eliminar certas
partes da estrutura a fim de conseguir-se numero de triangu-
los e largura da semi-faixa compativeis com as dimensoes do
programa FORTRAN. Assim, a estrutura realmente analisada e
a respectiva divisao em elementos finitos aparece na FIG. 3.
11.2, Como se observa nessa figura, as partes eliminadas es~
tao distantes da regiao merecedora de estudo, da FIG.3.11.1,
e nao devem alterar, significativamente, os resultados nela

apresentados.
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TABELAS RELATIVAS A ESTRUTURA 3.8
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Ponto

W 00 ~N O W N

=
(=

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

-0,131
-0,388
-0,466
-0,503
-0,515
-0,047
-0,115
-0,221
-0,228
-0,311
-0,012
-0,045
-0,115
-0,172
-0,193
-0,010
-0,044
-0,096
-0,141
-0,156
-0,021
-0,068
-0,119
-0,157
-0,170
-0,041
-0,106

o
y

-0,500
-1,000
-1,000
-1,000
-1,000
-0,131
-0,563
-0,909
-0,980
-0,988
-0,987
-0,358
~0,647
-0,855
-0,923
-0,932
-0,930
-0,607
-0,754
-0,837
-0,851
-0,838
-0,831
-0,875
-0,885
-0,839
-0,772
-0,718
-0,698
-1,184
-1,041
-0,846

T
Xy

-0,127
-0,127
-0,071
-0,035

-0,167
~0,196
-0,146
-0,077

-0,189
-0,244
-0,202
-0,111

-0,216
-0,290
-0,249
-0,139

-0,260
-0,344

Ponto

34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66

(o}
X

-0,159
-0,188
-0,198
-0,061
-0,140
-0,183
-0,191
-0,191
-0,074
-0,148
-0,142
-0,107
-0,090
~-0,044
-0,073
+0,037
+0,142
+0,183
+0,115
+0,245
+0,502
+0,646
+0,689
+0,511
+1,384
+1,460
+1,413
+1,390

-0,678
-0,573
-0,538
-1,575
-1,223
-0,839
-0,562
-0,408
-0,360
-2,087
-1,424
~0,795
-0,413
-0,234
-0,183
-2,744
-1,627
-0,667
-0,235
-0,078
-0,040
-3,489
-1,819
-0,399
-0,060
+0,012
+0,023
-4,000
-2,000

T
Xy

-0,292
-0,162

-0,321
-0,404
~0,325
-0,174

-0,394
-0,452
-0,328
-0,163

-0,450
-0,450
-0,262
-0,113

-0,407
-0,334
-0,108
-0,030

TABELA 3.9.1-VIGA PAREDE; RESULTADOS SEGUNDO ANDERMANN(B19)
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4 - CONSIDERAGCOES FINAIS E SUGESTOES

Para a série de testes procedidos sobre o retangg
lo elastico foi calculada em cada caso a energia complemen

tar de deformacao 2 , no caso elastico linear igual 3 ener

gia de deformagao U , que na solugzo exata seria:

=10 =

]fo;dv = 0,5-0,5+10 °(-1¥+4.8-1 =

v -
= 16.10"°

1
2E
kgfem

Calculada com os resultados correspondentes as so
lugoes obtidas com elementos finitos foram obtidos os se-

guintes valores:

N9 ELEMENTOS | N¢ DE NOS Q =1 EXEMPLO
8 8 0,1600000001-10 | 3.3
32 23 0,1599999928.107°| 3.4
128 77 0,1599999399.10 | 3.5
4 6 0,1599999986.10 | ~——
16 15 0,1600000010.10 | 3.6
64 45 0,1599999753.10 °| -

Note-se que, em casos onde a energia corresponden
te a solugao exata for conhecida, o valor calculado da e-
nergia aproximada servira também para indicar a corregao
dos dados relativos a estrutura discretizada. Conforme ja
foi salientado, por menor que seja o numero de elementos
finitos considerados na malha, a quantidade de dados neces
sarios para definir a estrutura e o seu respectivo carrega

mento pode, facilmente, conter alguns erros ou enganos. A-
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pesar do programa UM ser capaz de detectar alguns desses er
ros, ha outros cuja natureza impedira o seu reconhecimento
por aquele programa.

Como cuidados geneéricos a tomar quando forem anali
sadas chapas com o emprego do elemento finito FORCE recomen
da-se:

a) procurar manter em cada no o concurso do mesmo
numero de elementos;

b) manter a largura da faixa do sistema de equa-
coes tao estreita quanto possivel, principalmente quando
for utilizado equipamento de processamento de dados que tra
balhe com 10 algarismossignificativos; como se sabe a largu
ra da faixa depende apenas da ordem em que sao numerados os
nos da estrutura discretizada;

¢) procurar utilizar maior nimero de nos (elemen-
tos) no contorno da estrutura, principalmente onde ha car-
gas aplicadas, mudangas bruscas de diregso e, no interior,
onde se pretenda obter informagao mais pormenorizada do es-
tado de tensoes;

d) tirar partido de eventuais simetrias ou assime-
trias, analisando apenas parte da estrutura; com isto, além
de menor trabalho de computacao, a largura da faixa e o nu-
mero de incognitas do sistema serao menores, com a conse-
quente melhoria na qualidade dos resultados (menos opera-
goes aritmeticas envolvidas):

Esses cuidados, com excecao de a), sao motivados

por razoes ligadas ao sistema de processamento de dados e
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nao por insuficiencia do elemento finito FORCE.

Durante a realizacao do presente trabalho inumeros
pontos despertaram a curiosidade do autor. Infelizmente, o
desenvolvimento de alguns deles, apesar de simples, exigira
bastante tempo a ser consumido no preparo de dados e proces
samento, com o intuito de elucida-los. Outros exigion modi
ficagcoes no programa e testes correspondentes.

Apenas para lembrar alguns, que talvez apresentem
interesse, da-se a seguir uma relacao de sugestoes para fu-
turas investigagoes, visando implementar o presente traba-

lho ou o emprego do metodo dos elementos finitos, em geral:?

a) estudo mais detalhado a respeito da influencia
da largura da faixa sobre a solucao, de acordo com o equipa
mento disponivel;

b) tendo-se em vista que subrotinas de substitui-
cao, como a do tipo KBETA, apresentam o incoveniente de exi
girem muita area de memoria interna, sera conveniente desen
volver outra, equivalente, que realize diretamente as inte-
gracoes no dominio dos elementos, principalmente quando se
trabalhe com capacidade reduzida de memoria interna do com-
putador;

c) a formulagao que foi desenvolvida apresenta uma
maior facilidade de exposigao e entendimento, por ter sido
feita em relagao a eixos cartesianos. Mas, neste caso, nao

foi possivel adotar a expressao da funcao interpoladora di-

retamente em funcao das incognitas nodais; foi necessario
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considerar, de inicio, incognitas generalizadas e, posteri-
ormente, transforma-las para incognitas nodais, o que exi-
giu a inversao da matriz T. Sendo essa matriz de ordem ele-
vada, a sua inversao e um tanto demorada; este incoveniente
podera ser contornado desde que se utilize a funcao interpo
ladora em termos de coordenadas homogeneas e referida as in
cognitas nodais.

d) conforme foi salientado, dada a dualidade entre
o estado plano de tensoes e a flexao de placas, o programa
aqui apresentado podera ser utilizado para a solugao de pro
blemas de placas elasticas; para tanto sera necessario es-
crever subrotina que calcule as cargas nodais equivalentes
ao carregamento que atue sobre o elemento (BELL, B9, p.225)
e proceder a pequenas modificagoes nos outros programas, in
clusive com relagao a cabegalhos, etc; & necessario ter pre
sente que, nesse caso, a organizacao geral dos programas
talvez deva sofrer alguma modificacao, tendo-se em vista
que a capacidade da memoria central do computador utilizado
esta praticamente esgotada, principalmente ao ser executado
o programa TRES;

e) para analise de estruturas cujos dados exijam
dimensoes maiores do que as maximas disponiveis nos progra-
mas apresentados, uma solucao possivel sera a consideracgao
de programas adicionais que considerem a divisao da estrutu
ra original em subestruturas; isto sera realmente necessari
0 se a estrutura discretizada apresentar largura da faixa

do sistema maior do que a permitida pelo conjunto de progra
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5. LISTAGEM DO PROGRAMA FORTRAN "FORCE"

(FORTRAN IV - Versao II - MO09)
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7. ANEXOS

7.1 - Anexo 1l; Programa para calculo de integrais do tipo

(1.8.14) em dominios triangulares do plano x,y.

Utilizando-se a teoria exposta no item 1.8 elabo-
rou-se o programa, cuja listagem esta apresentada em segui-
da.

' Para exemplificar a sua utilizacao escolheu-se uma

area triangular, definida na figura abaixo, onde foram ava-

§
Py5 = j[ny da

a

liados

para Y + § £ 6. Os resultados encontram—-se na ultima pagina

da listagem.

3+---

™ 4
»x Y

A listagem do programa contem suficientes comenta-

rios e indicacoes para facilitar a assimilacao do processo.
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// Jos T SAVASSI
LOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE
0000 0016 0016 G000
0018 0001
V2 MO9 ACTUAL 32K CONFIG 32k
// FUR _
¥ONE WORD INTEGERS
*eEXTENDED PRECISION
*LIST SOURCE PROGRAM _ o
SUBROUTINE FATO (FAT,ICSIS) R
Ll CALCULD DU FATORIAL (FAT) DE ICSIS
DIMENSTION FAT(4),ICSIS(4)
DG 20 I=1,4
FAT(I) =1,
K=I1CSIS(1)
IF(K)20,20,45
5 V0 10 J=1,K )
10 FAT(I)=FAT(T)*FLOAT(J)
20 CONTINUE
RETURN
END

FEATURES SUPPURTED
UNE WURD INTEGERS
EXTENDED PRECISION

CURE REQUIREMENTS FOR FATO
COMMUON 0 VARITABLES 6 PROGRAM 78

KELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 000B (HEX)
END UF COMPILATION

// DUP
*STORE WS UA  FATO
CART ID CU1l6 D8 ADDR  3ET70Q DB CNT 0006
// FUR , 7
FONE WORD INTEGERS
®EXTENDED PRECISIUN
*LIST SOURCE PROGRAM
SUBROUTINE DUPAR{AREA,XLOC,YLOC)
DIMENSTUN XLODC{3)4YLOC(3),IPERM(3)
L1 CALCULD DA AREA TRIANGULAR
IPERM(]1)=2
IPERM{2)=3
IPERM(3)=1
AREA=C.
DO 10 I=1,3
J=IPERMI(I)
K=IPERM{J)
10 AREA=AREA+XLUGC{I)R{YLOC(J)-YLOCI(K))
R%gURN
=

FEATURES SUPPURTED
ONE WORD INTEGEKS
EXTENDED PRECISION

CURE REQUIREMENTS FOR DUPAR
COMMON 0O  VARTABLES 12 PROUGRAM 104

KELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0012 (HEX)
tND UF COMPILATION

//7 DUP

#*STORE WS Ua  DUPAR

LART ID 0016 DB ADDX 3E7s DB CNT 0008

/7 FOR

*EXTENDED PRECISION

®UNE WURD INTEGERS

¥LIST SOURCE PROGRAM ‘
SUbﬂUUTI\EHPULI4(VINT,IGRX,IGRY,NX,NY,XL.YL.AREA)
DIMENSION (EX(3,28),1EY(3,28),1CS51(4),FAT(4)
DIMENSTION XL{3),YL(3)ICFX(28),ICFY(28),IPERM(3)

L1 CALCULG DA INTEGRAL
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7.2 - Anexo 2; Programa para representaggo grafica das ten-

soes (deformagoes) principais.

Este programa, mencionado no texto dos capitulos
anteriores, foi elaborado para a obtencao da representacao
grafica das tensoes principais, calculadas pelo programa
FORCE, com a utilizacao do PLOTTER-IBM-1627.

A utilidade do programa e muito grande, tanto para
a obtencao de desenho que possibilite o calculo e distribui
cao das armaduras da estrutura, como para auxiliar na anali
se e interpretacao dos resultados. As tabelas de resultados,
correspondentes aos exemplos analisados anteriormente, con-
tem quantidade muito grande de valores. A analise desses nu
meros representa trabalho muito cansativo, que pode ser eli
minado quando se dispoe da representacao grafica correspon-
dente. Vale ressaltar que torna-se muito facil detectar er-
ros de dados, nao depurados pelo programa FORCE, atraves do
exame dos quadros de tensoes principais, obtidos com o pro-
grama deste anexo.

0s comentarios e indicagoes que figuram na listagem
apresentada em seguida, auxiliarao, adequadamente, a compre-
ensao do processo.

Além disso, para ilustragao, a figura seguinte indi
ca as principais operacoes realizadas pelo tracador de gréfi
cos, no caso da representacao de tensao de compressao. Nessa

figura aparecem diversas grandezas definidas no programa.
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PONTOS INICIAIS PARA
TRACAR SETA

No desenho indica-se , a partir dos pontos iniciais, o percurso seguido

pela pena para tragar a SETA ( tridngulo equildtero)



