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UTILIZACAO DA FORMULACAO LIVRE PARA DESENVOLVIMENTO DE
UM ELEMENTO DE MEMBRANA COM LIBERDADES ROTACIONAIS

Suzana Campana Peleteiro’ & Marcio Antonio Ramalho’

RESUMO

Neste trabalho aborda-se o desenvolvimento de um elemento finito de membrana
com graus de liberdade rotacionais e sua implementagdo a um sistema computacional
em elementos finitos. O trabalho ¢ baseado na formulagdo livie de BERGAN &
NYGARD (1984) que produz um elemento simples e de bom desempenho. Aspectos
fundamentais da formulagdo livre, do desenvolvimento do elemento ¢ sua
implementagdo ao sistema sdo apresentados. Resultados obtidos em alguns exemplos
comprovam a eficiéncia do procedimento.

Palavras-chave: Elemento finito - membrana; Formulacao livre; Graus de liberdade
rotacionais.

1 INTRODUCAO
1.1 GENERALIDADES

Existe um grande niimero de estruturas de interesse pratico para as quais se pode
fazer uso das hipoteses da elasticidade bidimensional. A analise desses problemas ocupa
um lugar de destaque nos primeiros desenvolvimentos do método dos elementos finitos.
Com o decorrer do tempo, os elementos foram sendo aperfeicoados, com o intuito de se
melhorar cada vez mais a sua performance.

Muitos problemas na area da engenharia de estruturas envolvem os elementos
estruturais de cascas e ¢ notdria a complexidade matematica de tais problemas nos casos
reais, que quase sempre ¢ representado por aproximacdes de problemas tedricos de
solugdo matematicamente vidvel na mecanica do continuo. Alguns exemplos de
estruturas que envolvem este tipo de problema sdo: silos, tanques, tuneis, vasos de
pressdo, cascos de embarcacdes, tubulagdes, chaminés, coberturas, reservatorios
enterrados, abrigos subterraneos, etc. Para a analise dessas estruturas pode-se fazer uso
dos procedimentos do meéfodo dos  elementos  finitos  implementados
computacionalmente. Uma maneira bastante atraente para se analisar cascas ¢ a
utilizagdo de dois elementos finitos planos, um de placa ¢ um de membrana, que
superpostos representem de maneira satisfatoria o comportamento real da estrutura.

Da necessidade de se modelar convenientemente o problema estrutural
apresentado surgiu o interesse pelo elemento de membrana que incorpora, além das duas
translagcdes por nd em seu plano, uma rotagdo em torno do eixo perpendicular a esse
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plano. O elemento de membrana com liberdades rotacionais se apresenta extremamente
atraente para a analise de cascas pelo método dos elementos finitos, acoplado a um
elemento de placa. A introdu¢do das rotagdes, e da rigidez correspondente, evita o
problema de singularidade que surge quando se trabalha com elementos de casca
coplanares e aproximadamente coplanares constituidas de um elemento de membrana
que ndo possui os graus de liberdade relacionados.

1.2 OBJETIVO

O objetivo do presente trabalho ¢ a viabiliza¢ao da utilizagdo pratica de um novo
elemento que possui graus de liberdade adicionais: rotagcdes segundo eixos normais ao
seu plano. Com esse trabalho pretende-se demonstrar que uma formulacdo invariante
pode ser construida pelo uso da defini¢do de rotagdes no meio continuo, ao invés de se
usar o conceito geométrico, mais intuitivo, para as rotagcdes nas quinas.

1.3 HISTORICO

Os primeiros modelos, para estado plano de tensdo/deformagdo, desenvolvidos
para o método dos elementos finitos, foram os elementos com translagdes livres nos nos.
As primeiras experiéncias computacionais foram com elementos bilineares, elementos
em que as fungdes de forma sdo o produto de dois polindmios lineares. Esses elementos
sdo bastante simples, mas excessivamente rigidos para problemas em que os resultados
sdo muito influenciados pelos esforcos de flexao.

Na figura 1.1a tem-se um exemplo de elemento bilinear retangular. A figura 1.1b
mostra o comportamento do elemento deformado sob a acdo de um momento M1,
supondo-se apenas translacdes nos nods, nota-se que ndo existe flexdo dos lados dos
elementos que permanecem retos. A figura 1.1c ilustra uma deformacdo mais coerente
do elemento quando sob a acdo de um momento M1. Como podemos observar, no caso
da figura 1.1b, o modelo ndo representa o comportamento de um elemento numa
estrutura real. Para que os resultados obtidos por essa andlise sejam mais verossimeis €
preciso refinar muito a malha utilizada, até que o modelo possa representar de maneira
satisfatoria o comportamento da estrutura.

Y,V
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FIGURA 1.1a - Elemento Bilinear Retangular
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FIGURA 1.1b - Deformagao do elemento sob a agdo de um momento M1
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FIGURA 1.1c - Deformacao mais verossimil do elemento devido a um momento M1

Entre os primeiros elementos desenvolvidos temos o tridangulo linear, no qual
utiliza-se uma aproximag¢ao linear para o campo de deslocamentos, e o retangulo
bilinear que foram apresentados por TURNER et al (1956), e o quadrilatero geral
bilinear apresentado por TAIG & KERR (1964). Todos foram extensivamente usados
para modelagem de estado plano de tensdo/deformacdo e como componente de
membrana na andlise de estruturas de casca.

O celemento triangular com aproximagdo quadratica para o campo de
deslocamentos ¢ reconhecido por produzir melhores resultados para os deslocamentos e
tensdes. A distribuicao de tensdes obtida através do seu uso € uma aproximacao melhor
do que a distribuicao de tensdes obtida com a utilizagdo de elementos com aproximacao
linear para os deslocamentos. Entretanto esse melhor desempenho faz com que o
numero total de parametros se torne maior, ja que estamos trabalhando com modos de
deslocamento quadraticos ao invés de linecares. Com isso a implementacao
computacional se torna mais trabalhosa e o tempo de processamento aumenta.

Com o intuito de melhorar o desempenho desses elementos de membrana,
diversos autores comecaram a desenvolver formulagdes que pudessem modelar de
maneira mais eficiente o estado plano de tensdes. Uma das maneiras de se conseguir um
melhor desempenho do elemento ¢ a adicao de graus de liberdade extras nos meios dos
lados do elemento. Deslocamentos de alta ordem sdo relacionados as translacoes dos
pontos médios dos nds. Atualmente os elementos mais populares desse tipo sdo os
Lagrangianos com 8 ¢ 9 pontos nodais.
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Uma outra maneira de melhorar o desempenho de tais elementos ¢ a inclusdo das
rotagdes em torno de eixos perpendiculares ao plano dos mesmos, intermediario aos
elementos anteriores, tanto em nimero de graus de liberdade quanto em precisdo. Este
tipo de abordagem se apresenta bastante atraente. Muitas tentativas de se desenvolver
elementos de membrana com liberdades rotacionais adicionais foram feitas, mas so
obtiveram sucessos parciais. A formulacdo de elementos invariantes e convergentes para
geometria arbitraria provou ser particularmente dificil. Esses fatos fizeram com que
alguns autores desaconselhassem o desenvolvimento de tais elementos.

WILLIAM (1969) derivou dois elementos quadrilaterais de membrana com 12 e
16 graus de liberdade. Em adicdo as 8 translagdes, o elemento com 12 graus de
liberdade tem 4 rotagdes. A formulacdo usa a média das rotagdes do elemento ¢ recai em
funcdes de forma de viga associadas com as rotagdes dos extremos. Ambos os
elementos sdo nao-conformes, a compatibilidade inter-elemental ndo ¢ satisfeita ao
longo de todo o contorno dos elementos, mas prevalece apenas nos nés. Essa
incompatibilidade tende a zero, na medida em que a rede ¢ refinada.

Experiéncias indicam que o desempenho ¢ varidvel, com bons resultados
geralmente associados a malhas retangulares regulares. William, de fato, notou que a
formulacdo do elemento ndo ¢ invariante com respeito ao sistema de coordenadas de
referéncia. Pode-se demonstrar que nao existe uma relacdo unica entre a rotagdo 6, € os
giros dos lados dos elementos adjacentes, descumprindo-se, portanto, os requisitos de
continuidade C°.

Mais ou menos na mesma ¢€poca, FELIPPA (1966) e CARR (1967)
desenvolveram uma formulacdo para elemento triangular, iniciada com 20 graus de
liberdade, 10 nés e expansdo cubica completa para tridngulo em estado plano de
tensdes. Doze liberdades sdo colocadas nos pontos médios ao longo dos lados do
elemento e expressos pelos 4 gradientes de deslocamento: du/dx, du/dy, dv/dx e dv/dy,
de cada canto. Um desenvolvimento similar para um triangulo de alta ordem foi
documentado por BERGAN (1967). TOCHER & HARTZ (1967) mostraram um hiper-
conforme triangulo em estado plano de tensdes com derivadas de deslocamentos
baseadas em funcdes de forma conformes C'.

Esses elementos podem apresentar bons resultados na mao de especialistas, mas
ndo sdo recomendados para programas de uso geral e pratico. IRONS & AHMAD
(1981) concluiram que a implementacdo de rotacdes livres era invidvel e seria um
trabalho infrutifero. De fato, o elemento foi esquecido durante os anos 70, ¢ em
publicacdes mais recentes voltou a ser discutido, com alguns autores apresentando
solugdes para o problema.

Diversos autores sugerem modelar o estado plano de tensdes utilizando-se
elementos especiais em que se incorpora como terceira variavel nodal um giro, 6,, no
plano do elemento. O problema essencial desses elementos ¢ que a definicao de 6, ndo ¢
invariante com respeito ao sistema de coordenadas de referéncia, podendo-se
demonstrar que ndo existe uma relagdo unica entre 0, e os giros dos lados dos elementos
adjacentes, descumprindo-se, portanto, os requisitos de continuidade C°.
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FIGURA 1.2 - Interpretacao da rotagdo como média das
rotacoes dos lados do elemento

Alguns pesquisadores que estudaram elementos de membrana com graus de
liberdade rotacionais tradicionalmente consideraram as rotagdes como médias das
rotagdes, Oa e Ob, dos lados concorrentes ao vértice, figura 1.2. No elemento
simplificado discutido por WILLIAM (1969) e por ALMROTH & BROGAN (1981) foi
assumido que tanto Ba quanto Ob sdo iguais a rotagdo média 6. Como essa hipoOtese
elimina a possibilidade de distor¢des, uma versdo alternativa foi proposta por
WILLIAM (1969) na qual distor¢des por cisalhamento sdo introduzidas. Infelizmente
isso destroi a invariancia da formulagao.

Essas dificuldades de se relacionar as rotagdes dos nds com as rotagoes dos lados
do elemento foram claramente ilustradas por IRONS & AHMAD (1981). Mas essas
dificuldades ndo impedem que se utilize a defini¢cdo de rotacdo para meios continuos:

1 (dv Ou
g =1 [ov_ou 11
) [ax ay) (11

que ¢ independente com relagdo a adogdo de x e y. A condicdo de invariancia faz com
que a condi¢cdo 6 = 6, possa ser introduzida mesmo se os elementos que se encontram
em um no forem referenciados a sistemas de coordenadas diferentes. Mas, ¢ importante
notar que 6, ndo esta diretamente relacionado com a rotacao dos lados do elemento.

O primeiro elemento triangular com rotagdes livres que apresentou um bom
desempenho foi desenvolvido por ALLMAN (1984). Allman apresentou uma alternativa
simples para a formula¢do do elemento, baseada no principio da minima energia
potencial, que combina as melhores propriedades dos elementos com aproximacgao
linear e dos elementos com aproximagdo quadratica: deslocamentos quadraticos
compativeis com graus de liberdade apenas nos vértices dos tridngulos. O elemento
original de Allman apresentava alguns problemas, como “deficiéncia de posto da
matriz” (rank deficiency), que foram corrigidos numa versdo publicada em 1988. O
elemento ¢ ndo-conforme.

Em 1985 BERGAN & FELIPPA desenvolveram um novo elemento, também
ndo-conforme, mas partindo da formulacdo livre, sugerida pela primeira vez por
BERGAN & NYGARD (1984). O base da formulagdo ¢ encontrar elementos que ao
interagirem com elementos adjacentes possam representar um campo de deslocamentos
arbitrario de corpo rigido ou de deformacgao constante.
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A partir dai, o interesse por essa formulacdo cresceu muito e varios
pesquisadores passaram a se dedicar ao estudo de novas maneiras de se desenvolver o
elemento com liberdades rotacionais.

COOK (1987) desenvolveu um elemento triangular de membrana com
liberdades rotacionais obtido a partir da formulacdo hibrida. A desvantagem desse
elemento, e do elemento desenvolvido por ALLMAN (1984), ¢ que pode-se ter um
mecanismo no qual todas as rotagdes nodais da rede tenham o mesmo valor. Esse
mecanismo pode ser evitado impondo-se uma rotagdo da rede igual a zero.

Em 1990, IBRAHIMBEGOVIC apresentou um elemento de membrana
quadrilateral que possui, além das translagdes, rotagdes em seu plano. Uma aproximagao
ndo convencional ¢ usada para o campo de deslocamentos combinado com uma
aproximagdo independente das rotagdes. O elemento apresentou bons resultados tanto
para redes de forma regular quanto para irregular. Ibrahimbegovic combinou o elemento
com o elemento de placa DKQ desenvolvido por BATOZ & TAHAR (1982) e obteve
um performance muito boa para analise de cascas.

SZE et al (1992) apresentaram um elemento quadrilateral de membrana com
liberdades rotacionais utilizando modos de tensdo ortogonais. O elemento foi
desenvolvido baseado na aproximacdo de ALLMAN (1984) e apresentou bons
resultados quando comparado com outros elementos quadrilaterais ja desenvolvidos.

CHEN (1992) publicou um trabalho no qual fez uma andlise critica da
performance do elemento desenvolvido por Allman, quando combinado com um
elemento de placa para andlise de cascas. Chen utilizou uma integracdo reduzida
uniforme no elemento para melhorar o seu desempenho e a comparou com o uso da
integracdo convencional.

HUGHES et al (1995) desenvolveram outros elementos de membrana com
liberdades rotacionais, triangular e quadrilateral, introduzindo uma formulacdo
variacional modificada para incorporar os campos de rotagdes independentes. Modos
incompativeis sdo incorporados na formulacdo para a obtencdo de elementos finitos
quadrilaterais com quatro nos bastante eficientes. Eles afirmam que um elemento de
membrana padrdo qualquer pode ser implementado com as liberdades rotacionais,
utilizando-se a metodologia por eles apresentada. Para demonstrar sdo formulados uma
familia de elementos triangulares e quadrilaterais com modos incompativeis.

Nesse trabalho optou-se pela utilizagdo do elemento de membrana desenvolvido
por BERGAN & FELIPPA (1985), que por se basear na formulacdo livre se apresenta
relativamente simples e produz resultados muito bons.

2 FORMULACAO DO ELEMENTO
2.1 DESENVOLVIMENTO DO ELEMENTO

Neste item apresenta-se a formula¢do da matriz de rigidez do elemento finito de
membrana com liberdades rotacionais baseada na formulagdo livre. Todo o
desenvolvimento das matrizes e vetores relativos ao elemento serd feito para o elemento
triangular, o elemento quadrilateral serd obtido pela unido de quatro elementos
triangulares utilizando-se a técnica da condensagdo estatica. Ressalta-se que toda a
formulacao apresentada foi baseada no trabalho de BERGAN & FELIPPA (1985).
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2.1.1 Caracteristicas do elemento

As liberdades rotacionais sdo admitidas de acordo com a defini¢do da mecanica
do continuo para rota¢des, dada pela equacao:

1 (ov oOu
o =1.[9v_ 2.1
) [ax ay) @D

onde x e y sdo referidos aos eixos cartesianos no plano do elemento, € u e v sdo as
componentes de deslocamento correspondentes. A rotagdo 0, ¢ invariante com respeito a
escolha dos eixos de referénciax ey.

FIGURA 2.1 - Coordenadas locais do elemento triangular

A geometria de um elemento individual esta ilustrada na figura 2.1. O triangulo ¢
referido ao sistema cartesiano local (x,y). Coordenadas adimensionais (§1) sdo
definidas por:

_X—X,

€= =7\,-(X—xc)

=

2.2)

- C—X‘ -
n N () 3C)

onde, X, ¢ y. sdo as coordenadas do centroide, A ¢ a area do tridngulo, dada pela
equacao:

A=%-(xjyk) (2.3)

Dessa forma, A = y ‘rx ¢um fator de escala com dimensdes iguais ao inverso do

comprimento. O uso de £ e M elimina dependéncias dimensionais. Observa-se que:

o€ o€ on an
—==A, —==0, —=0, —=A, 2.4
ox ay ox ay 4)
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e que:
Ei+&;+E =0, Mi+Mn;+n, =0 (2.5)
2.1.2 Modos basicos de deslocamento

O campo de deslocamentos U do elemento ¢ definido pelas duas componentes u
e v, ao longo dos eixos x ey, respectivamente. O campo adotado é expresso como uma
combinagdo linear de nove modos de deslocamento N; com amplitudes q;, que podem
ser expressos da forma:

u 9
A4

i=1

Em concordancia com a formulacdo livre, o campo U deve ser decomposto em
dois conjuntos U, e U, que sdo associados com os modos basicos ¢ de alta ordem,
respectivamente. Os modos basicos, para um elemento de membrana, sdo simplesmente
trés modos de corpo rigido e trés modos de deformacdo constante. Utilizando-se as
coordenadas & e 1 os modos basicos podem ser escritos da seguinte forma:

1 0 —nm 0 n
Ub=Nr-qr+Nc-qc=[0 1 g]-qﬁ[i . g]-qc (2.7)

Esses modos representam translagdes rigidas ao longo das dire¢des x e y, uma
rotacdo rigida em torno do eixo z, as deformagdes uniformes € = du/dx = constante, €,
= dv/dy = constante e a deformagdo cisalhante uniforme vy, = dv/0x + du/dy = constante.

2.1.3 Modos de alta ordem (ou modos superiores)

Para um elemento com nove graus de liberdade, trés modos de alta ordem sdo
necessarios. Considerando-se que as fungdes de forma para os modos basicos sdo
lineares, a fun¢do mais apropriada para os modos de alta ordem sdo os polindmios
quadraticos em termos de x e y, que produzem variacdo linear de tensdes. Existem um
total de seis fungdes para u e v e uma relagdo cuidadosa dos trés modos precisa ser feita.
BERGAN & FELIPPA (1985) estudaram a selegdo dos modos e sugerem os modos de
flexdo pura, como uma maneira efetiva de se conseguir uma boa performance do
elemento.

O uso de coordenadas invariantes para modos de flexdo pura requer um
cuidadoso estudo da geometria do triangulo. Assumindo-se que os modos sdo
escolhidos num sistema de coordenadas auxiliares rotacionados x e y (cujas versdes
adimensionais sio & e ) com origem no centréide do tridngulo, figura 2.2, um modo
de flexdo pura no sistema x, y pode ser definido de acordo com as seguintes equagdes:

u=En, v=—_-§ 2.8)
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Ay
K
00
N e@g/
_ é -
7 <Xm:Ym>
—~ C ¢
—

FIGURA 2.2 - Sistema de coordenadas auxiliares

Ressalta-se que a deformagao cisalhante no sistema auxiliar ¢ nula:

§W=Q¥+§§=o 2.9)
dy 0x

Sendo ¢ o angulo entre os eixos § ¢ &, o sistema pode ser rotacionado através
da equagdo:

_| coso senqf 1S (2.10)
—sen@ cos@ | |m '

A relacdo entre os modos de flexdo pura no sistema auxiliar, equacdo 2.8, e as
coordenadas locais adimensionais, ¢ dada por:

= Y 0 |

2
—sen(cosp cos’@—sen’@ senQcosQ §
4E&n (2.11)
2

n

< | = |

1 2 1 2
—ECOS ¢ —sen@cosQ —Esen ()

A transformagdo entre componentes de deslocamentos locais e os deslocamentos
referentes aos eixos auxiliares pode ser obtida pela seguinte equacao:

ul |cosp —sen@
\4 sen® cosQ
Substituindo-se a equagao 2.12 na equagdo 2.11 temos os modos da equagao 2.8,
expressos diretamente no sistema local, que podem definidos da forma:

(2.12)

< |1 =1
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lsen 2 3 1 3 2 &2

u ——sen@cos” @ cos’ @ —sen” @+sen@cos” @

{ }= 2 . 2 ) {En (2.13)
—sen? (pcosq)—zcos3 (0} —sen’ (0} Esenz(pCOS(p le

Para que se tenha trés modos de alta ordem do tipo da equagao 2.8, ¢ necessario
que sejam selecionados trés valores de @: @1, @2 € @3, que devem ser intrinsecamente
relacionados com a geometria do triangulo, figura 2.2. As direcdes dos trés lados do
elemento fornecem a escolha mais dbvia, mas nos leva a uma matriz G singular. Uma
outra op¢ao seria adotar as dire¢des das trés medianas do tridngulo como eixo local
auxiliar x, essa escolha fornece um conjunto de modos independentes.

Os trés modos de alta ordem podem ser expressos, de forma expandida como:

Us=Ns'qs=Ns1'q7+Ns2'q8+Ns3'q9 (214)

Em concordancia com a equagdo 2.13, um modo tipico pode ser expresso da
seguinte maneira:

§2
Nsi ={usi}=|:ali aZi a3i]' g,rl , i=1,2,3 (215)

Vsi bli bZi b3i nz
onde:
? =_l(s cz) ay=¢ a —1(83)+s ¢’
1i 2 i i) 2i i 3i 2 i ; i
(2.16)
_ 2 1 3 _ 3 _1 5
by =-s; C.—E(c, ), b, =-s;7, by 2(5l cl),
Si=sen(pi=(n“‘_ni)__§_r|.,
u‘ 2 u’l
(2.17)
ci=c0s¢i=M=_§.i
f 2

onde o indice m indica o ponto médio entre j e k. Aqui &y, Mm € W; sdo0 as coordenadas
adimensionais desse ponto, definidas pelas seguintes equacoes:

Em = '(E.vj+E.vk)9 Mn = '(T\j+1‘lk)a

(SN
N | =

(2.18)

2 2 3
b= —E&) + (M0 -7,) =5 V& Mg
onde i, j ¢ k denotam a permutacao ciclica entre 1,2 e 3; por exemploi=2, j=3,k=1.

Cadernos de Engenharia de Estruturas, Sao Carlos, n.14, p. 1-28, 1999



Utilizag¢do da formulagdo livre para desenvolvimento de um elemento de membrana com liberdades rotacionais

11

2.1.4 Equacoes de membrana

Os graus de liberdade do elemento de membrana triangular escritos de forma
vetorial sdo:

Vi=[u, v, 6, u, v, 0, u; v, 6,] (2.19)

A relacdo entre os deslocamentos nodais, equagdo 2.19, e os pardmetros
generalizados q s3o obtidos através da matriz G fazendo-se a apropriada substitui¢ao
das coordenadas nodais nas fungdes de forma. G, ¢ uma sub-matriz (9X6)
correspondente aos modos basicos e de deformacdo constante ¢ Gy ¢ uma sub-matriz
(9X3) correspondente aos modos de alta ordem.

1o -n & 0
01 & 0 n &
0 0 A 0o o0 o
10 -m & 0 n;
G.=[0 1 & 0 n ¢ (2.20)
00 A 0o o0 o
10 -n & 0 n
01 & 0 mn &
00 A 0o 0 o

Particionando-se a sub-matriz G, obtém-se:

Gsl] Gs]Z Gs13
G, =|Ga1 G Gy (2.21)
Gs31 Gs32 Gs33

onde:

Ay 'E.»iz +a,; &M, +ag; 'mz
Ggi =| by; &.2 +b,; &My +b;; 'Tli2 (2.22)

sij
_}"'(cj -&; +; 'ni)

As deformagdes de membrana sdo encontradas pela apropriada diferenciagao dos
modos de deslocamento assumidos, assim tem-se :

ew| % o

d
e=1g,,r=| 0 Ay -U=AN-q=B,. -q,. +B; - q; (2.23)

Yol | %y %
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onde A ¢ o operador diferencial para deformag¢des de membrana. Aplicando o operador
na equagao 2.7, obtém-se:

(2.24)

Il

<
o o <
o o <
o o <
S S =
S = o
N © O

Fazendo-se o mesmo para os modos de alta ordem, obtém-se:

2a,,E+a,m 2a,§+a,M 2a;6+a,,M
B=AN =LA by&+2bym  byE+2bym byE+2bym (2.25)

_4b31§ - 431111 _4b32§ - 431211 —4b33§ - 431311

As forgas de membrana por unidade de comprimento, p, sdo relacionadas com as
deformacdes através da matriz Dy,

P=1Py =Dz Dyp Dy | 1€, =Dy€ (2.26)

onde D, ¢ a matriz que relaciona as for¢as de membrana por unidade de comprimento
com as deformacdes. E essencialmente a matriz constitutiva da elasticidade, C,
integrada ao longo da espessura do elemento. Esta integracao reduz o volume V| para A,
a area do elemento.

Os coeficientes da matriz D,,,, da equagdo 2.26, sao admitidos como constantes
ao longo de todo o elemento. Para um elemento de espessura t, material com modulo de
elasticidade transversal E e coeficiente de Poisson v, a matriz Dy, pode ser expressa
como:

’ 1 v 0
D, = ~-lv 1 0 (2.27)
1-v (1-v)
00 =

2.1.5 Matriz “amontoadora”

A matriz “amontoadora” L expressa a relacdo entre as for¢as nodais t. e um
estado de deformagdo constante 6.. Para o presente caso:

t,=L-p, (2.28)

onde t. sdo as forcas nodais consistentes com as liberdades nodais, equacao 2.19, e p.
sdo as forcas de membrana por unidade de comprimento, constantes ao longo do
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elemento. As for¢as de membrana, referidas ao sistema local de coordenadas, em um
ponto que pertence a um lado do elemento podem ser determinadas utilizando-se as
relacdes de transformacgao de coordenadas. Dessa forma, obtém-se as equagoes:

[_)xx =Py - c0s’ Y+p,y, -sen21|f+2-pXy -sen\y - cosy
(2.29)

P,y =Py -SENY-coSY +p,. -seny-cosy +p,, - (cos’ Y- sen’ V)

Nas quais y define a orientacdo do lado do elemento, conforme figura 2.3.

Pyy
v X
J Py x
w L p><y
P
i e — Pyx
— y
K Pyx pxy

FIGURA 2.3 - Forgas de membrana no lado do elemento

Em um estado arbitrario de deformagdo constante, quando a matriz constitutiva
C nio se altera no dominio do elemento, as forcas calculadas em todos os pontos desse
dominio, incluindo os seus lados, se mantém inalterados.

Os deslocamentos ao longo do lado i-j, considerando-se o sistema de
coordenadas locais ( x, y), sio dados pela transformagcio:

u;
o N. 0 No N. 0 N.. .
v 0 N, 0 0 N, 0 u,
V_j
19 ]

Nuis Nii’ Noi e Nej séo fungdes de interpolagdo tipicas de viga que definem o
deslocamento u em termos dos deslocamentos nodais nos nds i e j. Similarmente, Ny;
e ij sdo fungdes de interpolagdo lineares para a componente tangencial v.

Pode-se observar que um fator de escala o foi introduzido nas func¢des de forma,
com o intuito de relacionar os deslocamentos normais do contorno do elemento com as
rotagdes. Nao existe uma relagdo Unica entre as rotagoes dos lados do elemento e as
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rotagdes definidas pela mecénica do continuo, equagdo 2.1. O fator o funciona como um
parametro de ligacdo entre os dois conceitos de rotacdo. A determinagdo das forgas
concentradas nos nds pode ser feita mediante aplicagdo do PTV e obtém-se:

t:uj = l%(pxx ’ COS‘IH‘ny 'Sen\V)= %(yji *Pxx +Xij 'pxy)

lij 1
ty = ?'(pyy -seny +p,, 'COS‘V)= E(Xij ‘Pyy Vi 'ny)
2.31)
12
—_ 1 2 2
tej—aﬁ-(pxx-cos Y +p,, -sen \|f+2-pxy-sen\|l-cosw)

_ o 2 2
—E‘(in ‘Pxx TXj " Pyy +2'Xij "Yii 'pxy)

onde Xjj = X; - Xj , ¥ji = ¥j - ¥i , lij € o comprimento do lado do elemento.

A contribui¢ao do lado j-k para o nd j € obtida seguindo-se um procedimento
similar, ¢ a soma das duas contribuigdes fornece a forga total no no j. As forcas
transferidas aos dois outros nos sdo obtidas pela simples permutacdo de indices. A
matriz “amontoadora”, L, pode ser escrita da seguinte forma:

L;

L={L, (2.32)
Ly

onde:
1 Y 0 Xik

Li=3 0 Xik Yii (2.33)

%(yjzi _ylz‘j) %(X‘ZJ _XJgk) %(Xij Vi ~ Xk ‘ij)

Se a = 0, tem-se a matriz “amontoadora” para o tridngulo com deformagao
constante (CST). Para esse elemento as forcas nodais sdo relacionadas apenas com
translagoes.

2.1.6 Matriz generalizada de alta ordem

Para um elemento bidimensional, a matriz generalizada de alta ordem ¢é:

K, =[B! D, B, dA (2.34)
A
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A matriz Bs contém apenas fungdes lineares e ¢ dada pela equacao 2.25. Pode-se
denominar a i-ésima coluna de B de:

B;=&-By +n-By; (2.35)
onde B e By, sdo os coeficientes de B associados com & e 1, respectivamente.

Assumindo-se que a matriz Dy, ¢ constante ao longo de todo o elemento, os (i,j)-
ésimos termos da matriz Kqs podem ser expressos por:

K (i) = I BED . By +J ¢, (BED,, B,y +B1D,,By)

(2.36)

+JnanleBm

Onde Jg, Jey € Jyyy s@o os momentos de inércia de area, dados pelas integrais:

Ty = [E1-dA = -2 (68, +E L B8
Jgn=I§T\'dA=%-(§mi+§jnj+§knk) (2.37)

a=]n (nn]+n M + MM )
A

2.1.7 A matriz de rigidez

Em concordancia com a formulagdo livre, a matriz de rigidez do elemento ¢

formada pela superposi¢ao da matriz referente aos modos basicos com a matriz referente
aos modos de alta ordem:

K=K, +K; (2.38)
A matriz dos modos bésicos, para o caso bidimensional, fica:

K, =i-L-Dm-LT (2.39)

A matriz dos modos de alta ordem, para o presente caso fica:
T
K, =H; -K -H; (2.40)

Como ja foi mencionado, a matriz de alta ordem pode ser multiplicada por um
valor escalar positivo qualquer 3, logo a matriz de rigidez total do elemento ¢ dada por:
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K=K, +B-K, (2.41)
que satisfaz ao patch-test e ao requisito de ser positiva definida para convergéncia.
2.1.8 Os parametros livres

No item 2.1.5 um pardmetro o = 0 foi introduzido na formulagdo da matriz
“amontoadora”, L. Esse parametro aparece como um fator de escala nas fungdes de
forma, multiplicando os termos relacionados com os graus de liberdade rotacionais. O
valor de o afeta a matriz dos modos basicos e o calculo das deformacdes.

Um segundo parametro, B > 0, pode ser introduzido multiplicando-se a matriz
dos modos de alta ordem. Logo a matriz de rigidez da estrutura pode ser expressa da
forma:

K=K, +B-K, (2.42)

Justifica-se a utilizagdo desses parametros porque a matriz de rigidez produzida
pela formulacao livre satisfaz o teste do elemento individual para qualquer matriz de
rigidez que possua o “rank” (posto da matriz) apropriado. Conseqiientemente, a matriz
K pode ser multiplicada por um coeficiente positivo qualquer, sem que seja destruida a
propriedade fundamental de convergéncia.

Os valores de o e B foram estudados por BERGAN & FELIPPA (1985) com o
intuito de se aperfeicoar as propriedades da rigidez do elemento. Chegou-se a conclusdo
de que um valor 6timo de o estaria entre 1 e 2. Recomenda-se utilizar um valor médio
de oo = 1.5 para casos gerais.

O parametro J para a matriz de alta ordem pode ser utilizado para ajustar a
matriz de rigidez total, K, e com isso otimizar a convergéncia. A determinagdo de um
valor 6timo para 3 por técnicas de equilibrio de energia é discutida por BERGAN &
FELIPPA (1985). Como resultado das pesquisas, esses autores recomendam o valor B =
0.5 combinado com o fator de rotagdo o = 1.5, para uso geral e pratico.

2.1.9 Determinacao das deformacoes e tensdes

Desde que os deslocamentos sdo conhecidos, as deformagdes podem ser obtidas
através da equagao:

e=ec+es =Brc'qrc+\/E'Bs'qs =(Brc'Hrc+\/B'Bs'Hs)'V (2'43)

Nota-se que a parte de corpo rigido de B, ¢ nula, e que & desaparece no
centroide de elemento (§=m=0). Alternativamente, &, pode ser obtida através da matriz
“amontoadora”, L:

g.=—-L-V (2.44)
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O uso de \/E na equacao 2.43 torna consistente em energia a relagdo
deformacao/deslocamento com a matriz de alta ordem.

As deformacdes &, que sdo associadas aos modos de alta ordem, variam
linearmente ao longo do elemento. Seus valores nos vértices do elemento podem ser
obtidos através da substitui¢ao apropriada das coordenadas nodais em Bs.

Uma vez obtidas as deformacdes, as correspondentes tensdes sdo facilmente
obtidas através da equagdo:

6=C-¢ (2.45)
3 EXEMPLO 1

Esse primeiro exemplo trata de uma viga em balango com uma carga
parabolicamente distribuida ao longo da extremidade livre, figura 3.1. O problema foi
proposto por BERGAN & FELIPPA (1985) com a inten¢do de se verificar o
desempenho do elemento quando sujeito a um carregamento predominante de flexao.

A viga, mostrada na figura 3.1, estd sob a acdo de uma carga total P, possui
modulo de elasticidade longitudinal E=30.000 e coeficiente de Poisson v=1/4. A rede
tipica utilizada nas discretizacdes da estrutura esté ilustrada na figura 3.2. As redes sdo
constituidas de dois triangulos retangulos, para o caso do elemento triangular, ou de um
quadrado, para o caso do elemento quadrilateral. As redes sdo definidas na tabela 3.1
por (Nx x Ny), onde Ny ¢ o niimero de subdivisdes na dire¢cdo x ¢ Ny ¢ o niumero de
subdivisdes na direcao y. As condigdes de contorno sdo representadas pelo impedimento
das duas translagoes, nas dire¢des x € y, nos nds localizados na secao x=0. As rotagdes
nodais sdo livres.

y
A

H
[aV]
>

48
FIGURA 3.1 - Viga em balango

FIGURA 3.2 - Rede tipica para elemento triangular (8x2)

Na tabela 3.1 apresentam-se os resultados obtidos para 4 discretizagdes
diferentes da viga. Para efeito de comparacdo apresentam-se os resultados obtidos com
os elementos: CST, PE (elemento desenvolvido pela formulacdo tradicional via energia
potencial utilizando-se as mesmas fun¢des de forma adotadas no presente trabalho), o
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elemento isoparamétrico implementado por RAMALHO (1990) no sistema LASER e o
elemento desenvolvido no presente trabalho, variando-se os valores dos parametros

livres.

TABELA 3.1 - Deslocamento da viga utilizando-se elementos triangulares.

DESLOCAMENTO NO PONTO C (Diregio y)

1 2 3 4
ELEMENTO (4x1) (8x2) (16x4) (32x8)
CST 0.09095 0.19657 0.29411 0.33778
PE 0.21421 0.31893 0.36284 0.37654
FF-1 (0=1.5,3=0.5) 0.34498 0.35435 0.35529 0.35567
FF-2 (0=1.5,3=1.0) 0.26776 0.32779 0.34745 0.35313
FF-3 (0=1.0,3=1.0) 0.18812 0.28282 0.32249 0.34899
ISOPARAMETRICO 0.14024 0.28467 0.39360 0.43995
VALOR TEORICO 0.35583

Utilizando-se a rede discretizada em triangulos chega-se a conclusao que o
elemento desenvolvido apresenta uma boa performance. Quando comparado com o CST
nota-se que apesar desse também convergir, exige uma rede mais refinada para
apresentar resultados satisfatorios. O elemento PE nao converge, os resultados sao
razoaveis para redes pouco refinadas, mas a medida em a rede vai sendo refinada o
elemento diverge. De acordo com BERGAN & FELIPPA (1985) esse efeito acontece
devido a perda de energia dos elementos nao-conformes que ndo satisfazem ao patch-
test. Comparando-se os resultados obtidos com as trés opc¢des da formulagdo livre
percebe-se que o ajuste dos parametros livres acelera a convergéncia dos resultados.

Na figura 3.3 apresenta-se o grafico de convergéncia dos elementos CST, PE e
da formulagdo livre utilizando-se os valores recomendados dos parametros livres. O
grafico ilustra com maior clareza a convergéncia dos resultados obtidos. Na figura 3.4
compara-se os resultados obtidos com a variagao dos parametros livres.

80 — —&— CST

ERRO
w
o
/
//

o WP

@)

REDE

FIGURA 3.3 - Grafico de convergéncia dos deslocamentos
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50 -
45 1
40 -
35 &
30 4
25 |
20 +
15 |
10 |

*% ERRO

—4&— FF3

© FF2

— & — FF-

FIGURA 3.4 - Grafico de convergéncia dos deslocamentos

TABELA 3.2 - Deslocamento da viga utilizando-se elementos quadrilaterais.

DESLOCAMENTO NO PONTO C

1 2 3 4
ELEMENTO (4x1) (8x2) (16x4) (32x8)
CST 0.20583 | 0.29842 | 0.33875 | 0.35112
FF-1 (0=1.5,3=0.5) 029874 | 035292 | 035657 | 0.35536
FF-2 (0=1.5,3=1.0) 025229 | 033192 | 035027 | 0.35502
FF-3 (0=1.0,3=1.0) 024516 | 032476 | 034750 | 0.35422
ISOPARAMETRICO 034933 | 035181 | 035438 | 0.35618
VALOR TEORICO 0.35583

Utilizando-se o elemento quadrilateral nota-se que a convergéncia do elemento
CST e do elemento isoparamétrico melhora se comparado com o triangular. J& a
performance do elemento desenvolvido pela formulagdo livre apresenta melhores
resultados para o elemento triangular.

ERRO

—®— CST

—®— BOPAR.

FF-1

IS
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FIGURA 3.5 - Grafico de convergéncia dos deslocamentos

35

30 + —a&— FF1

<]

25 |

20 +

15 |

% ERRO

10 +

@

=
N
w
W~

REDE

FIGURA 3.6 - Gréafico de convergéncia dos deslocamentos

Na tabela 3.3 mostra-se os valores das componentes de tensdo obtidos para a
discretizagao de (4x16) na se¢ao da viga referente a x=12.0.

TABELA 3.3 - Tensdes na viga considerando-se a rede de (4x16).

TENSAO Coord. X Coord. Y Teoria CST FF
Ox 12.0 6.0 -60.00 -41.10 -54.56
Ox 12.0 3.0 -30.00 -25.08 -30.09
Ox 12.0 0.0 0.00 -041 -0.15
Ox 12.0 -3.0 30.00 24.38 29.75
Ox 12.0 -6.0 60.00 41.87 55.56
Ty 12.0 6.0 0.00 0.47 3.04
Ty 12.0 3.0 3.75 3.20 3.55
Ty 12.0 0.0 5.00 4.31 491
Ty 12.0 -3.0 3.75 3.34 3.61
Ty 12.0 -6.0 0.00 391 0.15

Nota-se que para as tensdes normais, Oy, 0s resultados obtidos com a formulacdo
livre sdo melhores que os resultados obtidos com o elemento CST, apesar de se
apresentarem subestimados em relagdo aos valores teéricos. Observa-se que para as
tensdes de cisalhamento, Ty, 0s valores obtidos nos nods extremos apresentam residuos.
Isto se deve a rede adotada. Como esta ndo apresenta simetria, os resultados obtidos
para as tensdes ndo sdo simétricos. Esta rede foi escolhida para manter a coeréncia nas
comparagdes feitas com o trabalho de BERGAN & FELIPPA (1985). Se adotarmos uma
rede simétrica, figura 3.7, os resultados melhoram significativamente como pode ser
visto na tabela 3.4.
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TABELA 3.4 - Tensdes na viga considerando-se a rede simétrica de (4x16).

FIGURA 3.7 - Rede simétrica para elemento triangular (8x2)

TENSAO Coord. X Coord. Y Teoria FF
Oy 12.0 6.0 -60.00 -60.38
Oy 12.0 3.0 -30.00 -29.88
Oy 12.0 0.0 0.00 0.00
Oy 12.0 3.0 30.00 29.88
Oy 12.0 -6.0 60.00 60.38
Tey 12.0 6.0 0.00 1.84
Tey 12.0 3.0 3.75 3.62
Tey 12.0 0.0 5.00 4.92
Tey 12.0 3.0 3.75 3.62
Tey 12.0 -6.0 0.00 1.84
4 EXEMPLO 2

A figura 4.1 mostra a planta de um nucleo de elevador de secdo transversal
delgada aberta. A estrutura ¢ de concreto armado, com paredes de espessura constante
de 25 cm. O edificio possui 15 andares de 4,00 m de pé-direito cada um. O modulo de
elasticidade longitudinal E, ¢ de 14.486.600 kN/m* ¢ o modulo de elasticidade

transversal G, é de 6.036.700 kN/m?.

500

150 200 150

Cotas em cm

FIGURA 4.1 - Planta do ntucleo do elevador
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O carregamento aplicado, conforme figura 4.2, consiste de duas cargas
concentradas aplicadas no topo da estrutura, as cargas sdo aplicadas distribuidas nos
nods. No primeiro caso aplica-se uma acao horizontal H = 600 kN no sentido do eixo y,
no segundo caso aplica-se a mesma a¢do no sentido do eixo x. Em ambos os casos
aplica-se uma carga vertical V = 30.000 kN. O nucleo ¢ suposto rigidamente engastado
na sua base.

600
<

> X
FIGURA 4.2- Carregamentos aplicados ao nucleo

Este exemplo, apresentado por MORI (1992), possui solugdo analitica. A
finalidade da sua apresentacdo ¢ demonstrar o bom funcionamento do elemento em
planos diferentes no espago.

O deslocamento tedrico do topo do nucleo, a flecha calculada na extremidade
livre, pode ser obtido através da equagao:

_ P’
3.-E-1

d 4.1)

onde,
d = deslocamento na dire¢ao da acdo aplicada
P = acdo horizontal
L = comprimento (altura)
E = modulo de elasticidade transversal
I = momento de inércia da segao
Na figura 4.3 ilustra-se a discretizacdo utilizada. Os resultados analiticos e os
obtidos com o elemento desenvolvido sdo apresentados na tabela 4.1.
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TABELA 4.1- Deslocamento no topo da estrutura

Deslocamento no topo da estrutura (d) em metros
CASO 1 CASO 2
(H — Diregao do eixo y) (H - Direg¢ao do eixo x)
ANALITICO FF ANALITICO FF
0.171767 0.171499 0.144293 0.148309

Através da analise dos resultados nota-se que os valores obtidos com o programa
estdo bem proximos dos resultados analiticos. Este exemplo ndo s6 confirma os bons
resultados obtidos com o uso do elemento, mas também comprova que a sua
implementagdo ao sistema LASER foi bem sucedida. Fica claro que a obtencao da
matriz de rigidez no sistema local e a sua posterior rotacdo para o sistema de referéncia
global funciona perfeitamente. Com este exemplo garante-se que o programa tem
condi¢des de analisar uma estrutura independentemente da posi¢do em que ela se
encontra no espago.
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5 CONCLUSOES

A finalidade principal deste trabalho foi apresentar o desenvolvimento e a
implementagdo, em um sistema computacional existente, de um novo elemento finito de
membrana. Esse elemento possui, além das duas translagdes por ndé em seu proprio
plano, rotagdes em torno do eixo normal a esse plano.

Uma das vantagens do elemento desenvolvido ¢ a aplicagdo na analise de cascas
pelo método dos elementos finitos. E notéria a complexidade da analise dessas
estruturas, que em geral sdo analisadas utilizando-se métodos aproximados. Uma das
maneiras de se fazer essa andlise ¢ a utiliza¢ao de dois elementos planos, um de placa e
um de membrana, que se complementam e acabam funcionando como um verdadeiro
elemento de casca.

A dificuldade que surge em tais casos ¢ exatamente a falta do grau de liberdade
rotacional no elemento de membrana. A sua auséncia dificulta a modelagem de maneira
adequada do comportamento da estrutura e faz com que a matriz de rigidez global
apresente singularidades no caso de elementos coplanares ou aproximadamente
coplanares. A solucdo para esses casos ¢ impedir o deslocamento ou eliminar esse grau
de liberdade global. Entretanto, nem sempre essa ¢ um tarefa facil, sobretudo nas cascas
abatidas ou estruturas que ndo se desenvolvam segundo os planos formados pelos eixos
do sistema de referéncia global. Para esses casos sera necessario a colocacdo de
coeficientes de molas, convenientemente adotados, de forma a eliminar a singularidade
e ndo interferir nos resultados obtidos, o que nem sempre pode ser conseguido.

Entretanto, o elemento desenvolvido ndo apresenta esse inconveniente, ja que ao
ser acoplado a um elemento de placa tém-se rigidezes que contribuem para os seis graus
de liberdade por n6 de um sistema de andlise de estruturas tridimensionais. Dessa forma,
ndo existe a necessidade da colocacdo das referidas molas, sendo que a analise da casca
pode ser realizada sem essas imperfeicdes de modelagem.

Outro ponto importante a respeito dos graus de liberdade rotacionais ¢ que eles
possibilitam a ligagdo com outros elementos de forma simples e respeitando-se
condi¢des mais verossimeis de vinculagdo. E o caso de se ligar elementos de barra aos
elementos de membrana, obtendo-se uma estrutura plana que se encontra
frequentemente quando se trata da modelagem de painéis de contraventamento de uma
edificio, no caso, paredes ligadas por lintéis.

Caso se utilize para essa modelagem elementos de membrana sem graus de
liberdade rotacionais a ligacdo com a barra somente pode representar a transmissao de
momentos fletores se forem adotados procedimentos de eficacia duvidosa. Entretanto,
com a utilizagdo do elemento aqui desenvolvido, pode-se realizar esse tipo de
modelagem sem qualquer cuidado especial e os resultados serdo obtidos com a
representacdo mais coerente da vinculagdo mencionada.

O elemento foi desenvolvido utilizando-se a formulagdo livre, uma alternativa
proposta por BERGAN & NYGARD (1984). Uma vantagem dessa formulagdo ¢ que
através do uso de fungdes ndo-conforme de deslocamento se permite o desenvolvimento
de elementos com convergéncia garantida e implementacdo simples e eficiente. Uma
outra vantagem apresentada pela formulagdo ¢ o fato de se garantir que o patch-test sera
satisfeito durante o proprio desenvolvimento do elemento, ndo sendo necessarios testes
posteriores para se verificar essa propriedade. O elemento possibilita atingir resultados
suficientemente precisos, sob o ponto de vista pratico, com discretizagdes relativamente
pobres.
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Os resultados numéricos apresentados comprovam o bom desempenho do
elemento e mostram que a implementagdo ao sistema foi corretamente realizada. Com
isso, obteve-se uma valiosa ferramenta que pode ser utilizada com seguranga para a
analise de estruturas submetidas a estado plano de tensdo e para andlise de cascas, desde
que se acople o referido elemento a um elemento de placa também comprovadamente
eficiente.

Analisando-se o exemplo 1 observa-se que tanto o elemento triangular quanto o
elemento quadrilateral apresentam um bom desempenho quando submetidos a um
carregamento predominante de flexdo. Os valores Otimos dos parametros livres
sugeridos por BERGAN & FELIPPA (1985) realmente forneceram os melhores
resultados, mesmo para redes pouco refinadas. O desempenho do elemento ¢
notadamente superior ao elemento CST (Constant Strain Triangle), pois sua
convergéncia ¢ muito mais rapida e a precisdo dos valores obtidos com redes pouco
refinadas ¢ muito superior.

Ja o exemplo 2, além de confirmar os bons resultados obtidos anteriormente para
estados de flexdo predominante, assegura que a implementagdo ao sistema foi feita
corretamente. Fica clara a possibilidade do elemento estar em qualquer posi¢do do
espaco.

Dessa forma, pode-se dizer que os objetivos principais deste trabalho foram
plenamente atingidos, obtendo-se com esse desenvolvimento uma ferramenta adequada
a solugdo dos problemas propostos.
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